
Pipeline Logi
iel.Un problème d'ordonnan
ement 
y
lique ave

ontraintes de ressour
es.

• Rappels d'ar
hite
ture, exemple.
• Modèle de programmes et formulation du problème de pipeline logi
iel.

• Problème 
y
lique de base.
• Ave
 
ontraintes de ressour
es: la te
hnique du modulo s
heduling.

• Compa
tion de 
ode: performan
es, limitations.
• L'algorithme de Leiserson et Saxe: optimisation du 
hemin 
ritique.



Optimisations, potentialités des nouvelles ar
hite
tures

Un peu de vo
abulaire:
• Unités pipelinées, unités parallèles.

• Ar
hite
tures super-s
alaires, VLIW, EPIC.

• Dépla
ement d'instru
tions à l'exé
ution.
• Mé
anisme de renommage de registres, registres rotatifs.

• Prédi
tion de bran
hements.
• Instru
tions ave
 prédi
ats.
• Spé
ulation sur le 
ontr�le.
• Spé
ulation sur les données.

• Registres dédiés, et
...



Un exemple: le pro
esseur LANai 3.0 de Myri
om

Une unité non parallèle, pipelinée, à 4 étages (mais le �délai� d'uneinstru
tion est 1 ou 2).Trois types prin
ipaux d'instru
tions.
• A

ès à la mémoire (load et store): une ombre (shadow) pour le load.

• Bran
he: une ombre (et l'instru
tion dans l'ombre EST exé
utée).

• Opérations sur les registres: pas d'ombre.Une seule possibilité de �
ontrol hazard�:r1 = load(toto)r1 = r2 + 1C'est l'opération sur les registres qui a priorité.



Un exemple de 
ode généré pour le LANai 3.0

Code initialL400:ld[r26℄, r27nopadd r27, 6740, r26ld 0x1A54[r27℄, r27nopsub.f r27, r25, r0bne L400nopL399:Temps 8 + 8n.
Code �
ompa
té�L400:ld[r26℄, r27nopld 0x1A54[r27℄, r27add r27, 6740, r26sub.f r27, r25, r0bne L400nopL399:

Temps 7 + 7n.
Code �software pipeliné�ld[r26℄, r27nopadd r27, 6740, r26L400:ld 0x1A54[r27℄, r27ld[r26℄, r27 /* spé
ulatif */sub.f r27, r25, r0bne L400add r27, 6740, r26 /* spé
ulatif */L399:Temps 8 + 5n.



Modèle (suite)

• Unités parfois pipelinées, parfois non-pipelinées, parfois plus 
omplexes.

• Unités spé
i�ques ou non.
• Durée d d'une opération: deux signi�
ations.� durée d'utilisation de la ressour
e: d(u) pour une opération u.� délai entre deux opérations dépendantes: d(e) pour un ar
 e.

• Distan
e de dépendan
es: w(e) pour un ar
 e.
• Contraintes de registres.

☛ Modèle plus général = graphes ave
 délais sur sommets et ar
s + tablesd'utilisation des ressour
es (+ 
ontraintes de registres).



Ordonnan
ement 
y
lique (pipeline logi
iel)

Trouver un ordonnan
ement t tel que:
• ∀ e = (u, v), ∀k ∈ N, t(v, k) ≥ t(u, k − w(e)) + d(u) (dépendan
es).

• Les 
ontraintes de ressour
es sont satisfaites.
• λ = lim inf

k→∞

max{t(v, i) + d(v) | v ∈ V, i ≤ k}

k

est minimal.

λ est le temps de 
y
le moyen (ou l'�initiation interval�). On 
her
herades ordonnan
ements 
y
liques: t(u, k) = λk + ρu. Alors période = temps de
y
le moyen.



Bornes inférieures

Soit T = max{t(v, i) + d(v) | v ∈ V, i ≤ k}.

• Si on dispose de p ressour
es: pT ≥ k
∑

v∈V d(v) ☛ λ ≥
P

v
d(v)

p

• Soit C un 
ir
uit. t(v, k) ≥ t(v, k − w(C)) + d(C), puis

t(v, k) ≥ t(v, k − ⌊ k
w(C)⌋w(C)) + ⌊ k

w(C)⌋d(C). Don
 T ≥ ⌊ k
w(C)⌋d(C). Onen déduit:

T
k
≥ ( k

w(C) − 1)d(C)
k

= (1 − w(C)
k

) d(C)
w(C) ☛ λ ≥ d(C)

w(C)

Sans 
ontrainte de ressour
es: ☛ λ∞ ≥ max{⌈ d(C)
w(C)⌉ | C 
ir
uit}



Ordonnan
ements 
y
liques

Ordonnan
ement 
y
lique de la forme σ(u, k) = λk + ρu, λ ∈ N, ρu ∈ N.Dépendan
es σ(v, k + w(e)) ≥ σ(u, k) + d(u), 
'est-à-dire

ρv + λw(e) ≥ ρu + d(u). En sommant sur un 
ir
uit, on retrouve

λw(C) ≥ d(C).Astu
e à la Bellman-Ford Dans le graphe G′
λ = (V, E, w′) ave


w′(e) = d(u) − λw(e) pour e = (u, v), tous les 
ir
uits sont de poidsnégatif ou nul si et seulement si λw(C) ≥ d(C).



Cal
ul de λ∞: 
omplexité O(|V |(|V | + |E|) log(|V |dmax)
Pour λ �xé on 
onstruit le graphe G′
λ = (V, E, w′) ave


w′(e) = d(u) − λw(e) si e = (u, v) ∈ E.Algorithme de Bellman-Ford Si G′ a un 
ir
uit de poids stri
tementpositif alors λ est trop petit, sinon λ est trop grand.Re
her
he di
hotomique dans l'intervalle [0;
∑

d(v)].Pour λ∞ On note ρv le plus long 
hemin arrivant en v dans G′
λ. On a alors

ρv ≥ ρu + w′(e), 
'est-à-dire:
ρv + λw(e) ≥ ρu + d(u)

☛ l'ordonnan
ement 
y
lique σ(u, k) = ρu + λk est optimal!Note 
al
uler d(C)
w(C) au lieu de ⌈ d(C)

w(C)⌉ est possible mais plus 
ompliqué.



DAGs, �list s
heduling� et borne de Graham

Tl(p): temps d'exé
ution d'un ordonnan
ement de liste pour p ressour
es.

• Pour tout 
hemin P, Tl(p) ≥ d(P) (durée du 
hemin).

• �Surfa
e� de 
al
ul: pTl(p) = Idle time + Travail ( = ∑

v∈V d(v)).

• Il existe un 
hemin P0 tel que Idle time ≤ (p − 1)d(P0).
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T temps

ressources

Conséquen
e pour l'ordonnan
ement a
y
lique:
pTl(p) ≤ (p − 1)d(P0) +

∑

v∈V d(v) ☛ Tl(p) ≤ (2 − 1
p
)Topt(p)



Borne de Graham pour l'ordonnan
ement de liste

Tl(p): temps d'exé
ution d'un ordonnan
ement de liste pour p ressour
es.

• Pour tout 
hemin P, Tl(p) ≥ d(P) (durée du 
hemin).

• �Surfa
e� de 
al
ul: pTl(p) = Idle time + Travail ( = ∑

v∈V d(v)).

• Il existe un 
hemin P0 tel que Idle time ≤ (p − 1)d(P0).Conséquen
e pour l'ordonnan
ement a
y
lique
pTl(p) ≤ (p − 1)d(P0) +

∑

v∈V d(v) ☛ Tl(p) ≤ (2 − 1
p
)Topt(p)Conséquen
e sur la 
ompa
tion de bou
le

λ = Tl(p) ≤ p−1
p

d(P0) +

∑

v∈V d(v)

p
︸ ︷︷ ︸

≤λp

☛ λ ≤ (1 − 1
p
)d(P0) + λp



Choix du dé
alage

Idée double:
• Minimiser le 
hemin 
ritique pour la 
ompa
tion.

☛ Équivalent à minimiser la durée maximale d'un 
hemin n'ayant quedes ar
s de poids nul (période d'horloge). Algorithme de Leiserson etSaxe, 
omplexité O(V E log(V )).
• Minimiser le nombre de 
ontraintes pour la 
ompa
tion.

☛ Équivalent à miminiser le nombre d'ar
s de poids nul. Variantede l'algorithme out-of-kilter, 
omplexité O(E2) (version de base) ou

O(V 2E) sous 
ontrainte de période d'horloge.



Retiming et 
ir
uits

Correspondan
es Dé
alage = retiming. Graphe = 
ir
uit.

w(e) = nombre de registres sur l'ar
 e. d(u) = durée de l'opérateur u.Période d'horloge Φ(G) = durée maximale d'un 
hemin sans registres.Retiming Fon
tion r : V → Z telle que, pour tout ar
 e = (u, v),

wr(e) = w(e) + r(v) − r(u) ≥ 0 (nombre positif de registres).

+1

But Trouver r tel que Φ(Gr) soit minimal.



L'algorithme de Leiserson et Saxe (1/2)

On 
al
ule:
• W (u, v) = min{w(P) | u

P
−→ v}.

• D(u, v) = max{d(P) | u
P
−→ v et w(P) = W (u, v)}.

☛ Floyd-Warshall (all-pairs shortest-paths): O(V 3).Propriété 1 Φ(G) = D(u, v) pour 
ertains u et v.Propriété 2 Φ(G) ≤ c ⇔ (D(u, v) > c ⇒ W (u, v) ≥ 1).Propriété 3 Wr(u, v) = W (u, v) + r(v) − r(u) et Dr(u, v) = D(u, v).



L'algorithme de Leiserson et Saxe (2/2)

Con
lusionIl existe un retiming r tel que φ(Gr) ≤ c ssi r(v) − r(u) + W (u, v) ≥ 1lorsque D(u, v) > c.Algorithme
• Nouveaux ar
s (dits d'horloge): de u vers v de poids W (u, v) − 1lorsque D(u, v) > c (en plus des ar
s initiaux).

• Existen
e d'un retiming ssi pas de 
ir
uit de poids stri
tementnégatif. ☛ Bellman-Ford: O(V E) = O(V 3).
• Emploi des deux premières étapes, par re
her
he di
hotomique surles quantités D(u, v) pré-
al
ulées.

☛ Complexité totale O(V 3 log(V )). Amélioration possible en O(V E log(V )).



Variante optimisée

1. Pour tout sommet v ∈ V , r(v) = 0.2. Répéter V − 1 fois:(a) Cal
uler ∆(v) la durée maximale d'un 
hemin sans registres dans Grd'extrémité v.(b) Pour tout v tel que ∆(v) > c, r(v) = r(v) + 1.3. Si Φ(Gr) > c, impossible d'atteindre c, sinon r est le retiming désiré.



Algorithme de Leiserson et Saxe, exemple

Période 24 et 1er dé
alage:
0

0

0 0

0
000

7

1

7 7

1 1
3 333

1

+1 +1

+1

Période �nale 13:

0

0

0
01

7 7 7

1 1
3 333

0

1

1

0

1

Période 17 et 2nd dé
alage:
0

0

0

0
01

7 7 7

1 1
3 333

10

1

1

+1

+1

+1

Dé
alage total:
0

7 7 7

3 333

r=2

r=2

r=1

r=1

r=0

r=0 r=0

0

0
1

1

0
0

1 1

1

1

r=0

0



Retour sur le pipeline logi
iel

Dé
alage à la Leiserson-Saxe + 
ompa
tion par liste:(i) λ ≤ (1 − 1
p
)d(P0) + λp don
 λ ≤ (1 − 1

p
)Φopt(G) + λp .(ii) Ave
 s(v) durée max. d'un 
hemin  v, sans registres dans Gr,

σ(v, k) = s(v) + (r(v) + k)Φ(Gr) ordonnan
ement: λ∞ ≤ Φopt(G) .(iii) Pour ordo. optimal σ∞(v, k) = s(v) + λ∞(r(v) + k) ave


0 ≤ s(v) < λ∞, tout 
hemin P de u1 à un, sans registres dans Gr, véri�e

d(P) ≤ s(un) + d(un) − s(u1) < λ∞ + max{d(u) | u ∈ V }.Don
 Φopt(G) ≤ ⌈λ∞⌉ + max{d(u) − 1 | u ∈ V } .
☛ λ ≤ (2 − 1

p
)λp + max{d(u) − 1 | u ∈ V }



Note sur les registres (au sens 
ir
uits)

S(Gr): nombre de registres après dé
alage par r.

S(Gr) =
∑

e∈E wr(e) =
∑

u
e

→v
w(e) + r(v) − r(u)

= S(G) +
∑

v∈V r(v)(indegree(v) − outdegree(v))

☛ Programme linéaire en nombres entiers:
min{

∑

v∈V

r(v)c(v) | ∀e = (u, v) ∈ E, w(e) + r(v) − r(u) ≥ 0}dual d'un algorithme de �ot (matri
e de 
ontrainte = matri
e d'in
iden
e degraphe) et soluble en temps polynomial:
max{

∑

e∈E

f(e)w(e) | ∀v ∈ V,
∑

v
e

→

f(e) −
∑

e

→v

f(e) = c(v), ∀e ∈ E, f(e) ≥ 0}



Autre ex., minimisation du nombre d'ar
s de poids nul(Note: maximisation = NP-
omplet au sens fort)Coût d'un ar
 pour un dé
alage r: cr(e) =







1 si wr(e) = 0

0 sinon

Étant donné un dé
alage r et un �ot f : zf,r(e) =







0 si f(e) = 0

1 − f(e)wr(e) sinonIndi
e de 
onformité: if,r(e) = cr(e) − zf,r(e) ≥ 0.(i) Le 
oût d'un �ot est invariant par dé
alage.(ii) Le 
oût d'un dé
alage est toujours supérieur au 
oût d'un �ot.(iii) S'il existe un dé
alage r et un �ot f tels que les indi
es de 
onformitésont nuls, ils 
orrespondent à une solution optimale.



Coloration des ar
s

But: if,r(e) = 0 pour tout ar
 e. On
olorie les ar
s pour indiquer de quellemanière if,r(e) peut dé
roître.
☛ Diagramme de 
onformité.

r

Vert

NoirNoir

Noir

Incolore

Rouge

f(e)

1

0 1

i(e)=0

i(e)=0

i(e)=
0

i(e)=
0

Vert Vert

Vert

w (e)

On part du �ot et du dé
alage nuls: ar
s non 
onformes initiaux = ar
s depoids nul (noirs). On doit:

• faire dé
roître if,r(e) sur tout ar
 non 
onforme;
• 
onserver if,r(e) = 0 sur les autres.



Lemme de Minty

Soit G = (V, E) un graphe orienté dont les ar
s sont noirs, verts, rouges ouin
olores. Soit e0 un ar
 noir. Alors une des deux propositions suivantes estvraie:(i) Il existe un 
y
le 
ontenant e0, sans ar
s in
olores, et dont tous les ar
snoirs sont dans le même sens et tous les ar
s verts dans le sens 
ontraire.(ii) Il existe un 
o-
y
le 
ontenant e0, sans ar
s rouges, dont tous les ar
snoirs sont dans le même sens et tous les ar
s verts dans le sens 
ontraire.Démonstration 
onstru
tive par simple marquage en suivant à partir de e0les ar
s noirs dans le sens de e0, les ar
s verts dans le sens 
ontraire, les ar
srouges dans les deux sens.



Algorithme

Colorer les ar
s en fon
tion du diagramme de 
onformité pour r = f = 0.Tant qu'il existe des ar
s non 
onformes:1. Choisir un ar
 non 
onforme e0 = (u, v) et, grâ
e au lemme de Minty,(i) in
rémenter (resp. dé
rémenter) le �ot des ar
s du 
y
le qui sontorientés 
omme e0 (resp. en sens inverse à e0);(ii) in
rémenter le dé
alage des sommets du sous-ensemble 
ontenant vdé�ni par le 
o-
y
le;
e qui permet de rendre e0 
onforme sans 
réer d'ar
 non 
onforme.2. Re
olorer les ar
s en fon
tion du diagramme de 
onformité et desnouveaux r et f ;

☛ Complexité: O(|E|(|E| + |V |)). Possibilité de rajouter des ar
s d'horloge.



Petit exemple

Résultat sur un exemple:
a

bcd

a

bcd

+1après deux étapes:

N N

N

NC NC
NC

V V

NC NC

V V

V
N

+1

V
N

N N

Flot unitaire
Arc non conforme (noir)NC

Arc vert
Arc noirN

V



Quelques problèmes de dé
alage voisins

Pour la fusion de bou
les parallèles dé
alage pour obtenir moins de Kbou
les: NP-
omplet (mais polynomial pour K = 1).Pour la déte
tion de bou
les parallèles dé
alage en une dimensionpolynomial (
f K = 1 
i-dessus), mais NP-
omplet pour deux (ou plus)bou
les imbriquées.Pour l'amélioration de la lo
alité NP-
omplet.Pour limiter la pression registres NP-
omplet mais heuristique garantiepossible par programmation linéaire.
☛ Mais toujours des appro
hes possibles par programmation linéaire ennombres entiers.


