
Préparation à l’agrégation – Géométries classiques 2021-2022 : TD1

Actions de groupes et produit semi-direct

Actions de groupes

Exercice 1. Soit Gy X une action de groupe. Une partie A ⊂ X est dite stable sous l’action
de G si pour tout g ∈ G on a g · A ⊂ A. Montrer que A est stable sous l’action de G si, et
seulement si, A est réunion d’orbites.

Exercice 2 (Fresnel p. 3). Soit G un groupe commutatif qui agit fidèlement et transitivement
sur un ensemble X. Montrer que l’action Gy X est simplement transitive.

Exercice 3 (Groupe symétrique). 1. Démontrer que l’action tautologique Sn y J1, nK est
n-transitive.

2. Démontrer que l’action tautologique An y J1, nK est (n−2)-transitive, mais pas (n−1)-
transitive.

3. Que dire d’une action (n− 1)-transitive sur J1, nK ?

Exercice 4 (Un exemple de fidélisation). Soit K un corps, on considère l’action naturelle de
GLn+1(K) sur Pn(K), l’ensemble des droites vectorielles de Kn+1.

1. Déterminer le noyau de cette action.
2. En déduire que PGLn(K) := GLn+1(K)/{λ Id | λ ∈ K∗} agit fidèlement sur Pn(K).
3. Dans le cas n = 1, montrer que l’action est 2-transitive et déterminer le stabilisateur de

(K× {0}, {0} ×K).
4. Toujours pour n = 1, montrer que l’action est 3-transitive. Est-elle k-transitive pour
k > 3 ?

5. Qu’en est-il pour n > 2 ?

Exercice 5 (Action diagonale). Soient G y X et n ∈ N∗, on appelle action diagonale de G
sur Xn l’action définie par :

∀g ∈ G, ∀(x1, . . . , xn) ∈ Xn, g · (x1, . . . , xn) := (g · x1, . . . , g · xn).

1. À quelle condition l’action diagonale Gy Xn est-elle transitive ?
2. On note X(n) := {(x1, . . . , xn) ∈ Xn | ∀i 6= j, xi 6= xj}. Montrer que l’action diagonale

stabilise X(n).
3. À quelle condition l’action restreinte G y X(n) est-elle transitive (resp. simplement

transitive) ?

Exercice 6 (Formule de Burnside). Soit Gy X une action d’un groupe fini. Pour g ∈ G, on
note Fix(g) := {x ∈ X | g · x = x} l’ensemble des points fixés par g. Montrer la formule de
Burnside :

CardX/G =
1

|G|
∑
g∈G

CardFix(g).

On pourra commencer par exprimer le nombre d’orbite CardX/G comme une somme sur X.

En déduire que CardX/G > (CardX)/(CardG), avec égalité si, et seulement si, l’action
Gy X est libre.
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Exercice 7 (Coefficients du mutlinôme). Soient n ∈ N∗ et p ∈ N∗. Étant donnés des entiers
positifs k1, . . . , kp > 0 de somme

∑
i ki = n, on définit l’ensemble Enk1,...,kp des partitions

ordonnées de J1, nK de taille (k1, . . . , kp) par

{(P1, . . . , Pp) ∈ P(J1, nK)p formant une partition de J1, nK avec CardPi = kj ,∀j} .

On définit le coefficient de multinôme associé par(
n

k1, k2, . . . , kp

)
:= CardEnk1,...,kp .

1. Vérifier que
(
n
k

)
=
(

n
k,n−k

)
pour deux entiers naturels k 6 n.

2. Soit X = {(σ(1), . . . , σ(n)) | σ ∈ Sn} ⊂ J1, nKn, en considérant une action libre du
groupe produit Sk1 × · · · ×Skp sur X, montrer que(

n

k1, k2, . . . , kp

)
=

n!

k1!k2! · · · kp!
.

3. Donner une preuve combinatoire de la formule du multinôme : pour tout anneau com-
mutatif A,

(a1 + · · ·+ ap)
n =

∑
ki>0,

k1+···+kp=n

(
n

k1, . . . , kp

)
ak11 · · · a

kp
p , ∀a1, . . . , ap ∈ A.

Remarque. Par le même argument combinatoire que pour la formule du multinôme, en
utilisant que ∂nf(x)

∂xj1 ···∂xjn
est invariant par permutation des symboles ∂xi lorsque f est n fois

différentiable en x (lemme de Schwarz), on montre que

f(x+ h) =
N∑
n=0

∑
ki>0,

k1+···+kp=n

1

k1! · · · kp!
∂nf(x)

∂xk11 · · · ∂x
kp
p

hk11 · · ·h
kp
p + o(‖h‖N ), ∀h ∈ Rp,

pour toute fonction f : Rp → R, N fois différentiable en x.

Applications des formules des classes et de Burnside

Exercice 8 (Théorème de Cauchy). Soit G un groupe fini d’élément neutre e. En considé-
rant l’action de Z/pZ par permutations cycliques sur l’ensemble de p-uplets {(g1, . . . , gp) ∈
Gp | g1g2 · · · gp = e}, montrer le théorème de Cauchy : si p divise l’ordre de G, alors il existe
un élément g ∈ G d’ordre p.

Exercice 9 (Centre d’un p-groupe, Perrin p. 16). Soient p premier et n ∈ N∗, soit G un
groupe de cardinal pn, montrer que le centre de G est non trivial.

Exercice 10 (Nombre d’assiettes multicolores). On souhaite peindre les bordures d’assiettes
de la façon suivante : les assiettes, identiques, ont une bordure découpée en n secteurs égaux,
nous avons c couleurs distinctes que nous pouvons appliquer sur les secteurs de notre choix
(une couleur par secteur).

1. Supposons que le nombre de secteur est premier, combien d’assiettes distinctes peut-on
obtenir ?

2. En se ramenant à l’étude d’une certaine action Z/nZ y J1, cKn, donner une formule
calculant le nombre d’assiettes distinctes dans le cas général.
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Produit semi-direct

Exercice 11 (Produit semi-direct, cf. Perrin p. 22). Soient N et H deux groupes et soit
φ : H → Aut(N) un morphisme. Montrer que la structure algébrique N oφH définie en cours
est bien un groupe. Ne pas oublier l’associativité. Quel est le neutre pour cette loi ? Quel est
l’inverse de (n, h) ?

Exercice 12 (Caractérisations du produit semi-direct). Soient G, H et K des groupes. Mon-
trer que les assertions suivantes sont équivalentes :

1. il existe une suite exacte courte scindée 1→ H → G→ K → 1,

2. G est isomorphe à un produit semi-direct H oρ K,

3. il existe des sous-groupes H ′ et K ′ de G, isomorphes à H et K respectivement, tels que
H ′ C G, H ′ ∩K ′ = {1} et G = H ′K ′.

On précisera les morphismes ρ : K → Aut(H) donnés par les implications (1)⇒(2) et (3)⇒(2)
respectivement

Exercice 13 (Produit semi-direct, cf. Perrin p. 23). Soient N et H deux groupes et soit
φ : H → Aut(N) telle que ∀h ∈ H φ(h) = Id, montrer que N oφ H ' N ×H.

Exercice 14 (Produit semi-direct 2). Soient N etH deux groupes et soit G = NoH. Montrer
que si G est abélien alors G = N ×H.

Exercice 15 (Groupes de cardinal 6). Montrer que S3 ' Z/3Z o Z/2Z. Montrer que S3 et
Z/6Z sont les seuls groupes de cardinal 6.

Exercice 16 (Groupes diédraux, cf. Perrin p. 23). Soit Dn le groupe diédral d’ordre n, c’est-
à-dire le groupe des isométries d’un n-gone régulier du plan. Montrer que Dn ' Z/nZoZ/2Z.
Le produit est-il direct ?

Exercice 17. Montrer qu’il existe au moins trois produits semi-directs (Z/4Z× Z/3Z)oZ/2Z
non isomorphes.

Exercice 18 (Wait a minute). Dans les exercices 15 et 16 on n’a pas précisé par quel mor-
phisme était définie la structure de produit semi-direct. Pourquoi ? Dans ces exercices, les
isomorphismes sont-ils canoniques ?

Exercice 19 (Un contre-exemple). Montrer que Z/4Z ne s’écrit pas comme un produit semi-
direct non trivial.

Remarque. L’exercice 20 ci-dessous est plus difficile et constitue un développement classique.
La solution est détaillée dans Perrin pp. 27-28. La preuve utilise les théorèmes de Sylow (Perrin
sect. I.5) et une partie de la description des automorphismes de Z/nZ (Perrin sect. I.7). Ces
deux points sont aussi souvent proposés en développement.

Exercice 20 (Groupes de cardinal pq, cf. Perrin pp. 27-28). Déterminer les groupes de cardinal
pq avec p, q premiers et p < q. En particulier, pour p = 2 et q > 3 montrer qu’il n’y a que
Z/2qZ et Dq.

3


