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Rapports du Jury

= (2011) — “Les candidats ignorent trop souvent les principes de fonctionnement et les performances
des gyroscopes modernes,” ‘ _

e {2010, 2009) — “Les hypothéses de I’approximation sont trés rarement énoncées clairement et encore
plus rarement vérifiées dans le traitement des applications. L'équation de précession est un concept
utile.” ‘

= (2008) — “Une illustration expérimentale aide i faire passer le message de cette legon. Il faut prévoir
assez de temps pour traiter le domaine microscopique. 1l est rappelé que le moment cinétique et le
vecteur rotation ne sont a priori pas colinéaires.”

@ (2006) - “Les équations d’évolution du moment magnétique en présence d’un champ magnétique
tournant doivent &tre clairement &tablies dans le repére tournant. Les conditions de résonance et les
applications de la résonance magnétique doivent étre discutées. Le lien avec I'approche quantique
peut étre vequé mais il faut éviter de sombrer dans le détail des caleuls.” .
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Introduction

Nous allons dans cetle legon nous intéresser au cas des solides en rotation et indéformables. Les solides
peuvent avoir 6 degrés de liberté : 3 de translation et 3 de rotation. Nous nous intéresserons ici uniquement
aux degrés de rotation et plus particuliérement nous verrons qu’est ce qu’il se passe lorsque un degré est '
“privilégié” par rapport aux autres : ¢'est ce que l'on va appeller Papproximabion gyroseopique.

Nous verrons que cette approximation nous permet grandement de simpiifier les difficiles équations
du mouvement et de comprendre quels effets sont également liés & cette approximation tant au niveau
macrescopiqueé que microscopique.

Mais dans un premier temps nous allons revenir sur le formalisme de la mécanique classique et Ia
description de la rotation d'un solide autour d’un point fixe.

1 Approximation gyroscopique

Comme nous l'avons signalé dans 'introduction un solide qui tourne autour d'un point fixe posséde 3
degrés de liberté de rotation, on a alors besoin de 3 angles pour décrire son mouvement.

L1 Description du mouvement : Angles d’Fuler

On considére un solide S en rotation autour d’un peint fixe O. On définit Ry, comme le référentiel
du laboratoire et R le référentiel lié an solide.
On passe de Rg & R par trois rotations successives faisant intervenir les trois angles d'Euler.

# Petite illustration : Pour mettre en évidence ces trois angles, utilisons une tige en métal ayant un
point fixe avec le support (la table) que nous appellerons centre de rotation?,
Le plemler mouvement que !a barre peut effectuer est un mouvement de haut en bas qualifiée de
nutation 2, Puis la barre peut effectuer un mouvement autour de I'axe verticale : c’est le mouvement
de précession. Puis la derniére rotation peut étre effectué autour de son axe de symétrie c’est le
mouvenlent de rotation propre,

<

%€

46

o L4
e 4 =X

Plgure 1: Rotatwns et angles d’Buler
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1. Je vous rappelle que le centre de rotation peut atre défini comme le “point fixe autour duquel le solide tourne par

" rapport 4 un autre référentiel.
2. Du latin nutatio (« faire signe par un mouvement de téte »).
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Plus formellement, on écrit la rotation en passant du référentiel Rg défini par (O, ¥o, Fo, Z0) au
référentiel R défini par (O, 7, Y, ?) On effectue une rotation d’angle ¥ (précession) autour de 7.
On passe au référentiel R1(0, %1, 71, 71 = ?g}. Ensuite on effectue une rotation d’angle 8 (nutation)
autour de @, on définit alors le référentiel ® Ra(0, To= 71, U, Z'3). Puis on fait une dernidre rotation
d'angle ¢ (rotation propre) autour de 7', on retrouve alors le référentiel R(O, 7, , Z) du solide.

Pour résumer on a :

RO{O: Zo, Yo, Zo) L’ R0, T, o1, 71 = Zo) %ﬂ.ﬁ‘

précession nutation

S Ry(0, B = P, Ty P2) ———— R(0, 7,7, 7)

nutation - rotation propre

Alnsi le vecteur rotation du solide s’écrit conumne :

[0 =42 109 497] )

Maintenant que 'on a décrit la rotation d’un solide autour d'un peint fixe on va &tudier ce qu'il se
passe lorsqu’une des vitesses de rotation est prépondérante par rapport aux autres.

1.2 Approximation gyroscopique
1.2.1 Hypothéses ([2] - p.lﬁé)

Pour définir I'approximation gyroscopique, or va toujours dans la suite considérer un solide de révo-
lution d’axe (O'7), ce qui suppose que : '

— & a une forme géométrique de révolution autour de (07}

- la masse volumique en un point ne dépend que de la distance A cet axe

Ce qui entraine que le centre de gravité & est sur I'axe de révolution. Et que 'axe (O?) et tout
couple d’axe orthogonaux 4 (07) et orthogonaux entre eux forment des axes principaux d’inertie en O
du solide.

La matrice d'inertie [[]o dans R liant le moment cinétique an vecteur rotation du solide s’écrit alors

4.0 0
Mo=1]0 A 0
0 0 C

R

olt C est le moment d’inertie autour de (O7), tandis que A est le moment d'inertie autour de tout axe
perpendiculaire en O a (O'7).

On peut maintenant écrire les conditions de Papproximation oscopique.
p PP ByT

1.2.2 Conditions de Papproximation gyroscopique {[1] - p.4186)

On dit que le mouvernent, autour d’un point fixe d’un solide, ayant la symétrie de révolution, satisfait
4 Papproximation gyroscopique lorsque sa vitesse de rotation propre est trés grande devant toutes les
autres aulres vitesses de rotation, ce que I'on traduit par : ‘

W7 : (2)

* Petite illustrotion : Si je lance cette toupie on voit qu’elle satisfait |’approximation gyroscopique car
sa vitesse de rotation propre (qui est selon son axe de révolution) est trés supérieure a ses autres
vitesses. T

Une autre maniére d’écrire cette approximation est de se servir des angles d'Euler, on a alors

e o

On peut alors écrire le moment cinétique dans le référentiel du laboratoire

To=lo® ~ Ce?

3. Ce référentiel est appelé le référentiel de Resal du nom de Pingénieur frangais H. Resal
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On voit, que le vecteur rotation W et le moment cmet1que fo sont colinéaires et celon l’axe de révo-
iution daps le cadre de I’approximation gyroscopique *

On va maintenant s'intéresser aux propriétés des mouvements gyroscopiques et dans un premier temps
_ on s'intéressera au mouvement d’un gyroscope® lorsque le centre de rotation O est équivalent au centre
de gravité (7 du solide.

1.3 Gyroscope équilibré : O = G
1.3.1 Direction fixe et couple gyroscopique ({1} - Chap. Approx. gyro.)

On considére le gyroscope soumis 4 son unique poids 'm? appliqué en O = G. Si les liaisons sont
parfaites, alors aucun moment n'est appliqué en O et l¢ théoréme du moment cinétique donne :

dfo e
T.EE“) =To=0
Ro

-
= LU:G¢?EC§B

Ainsi 'axe du gyroscope pointe toujours dans une méme direction de Ry, indépéndamment du mou-
vement, de son support

# Eapérience : On lance la rotation du gyroscope a laide de la manivelle et on incline son axe de
rotation propre d’un petit angle de nutation, puis on bouge son support dans plusieurs direction,
on constate que la direction de son axe de rotation propre ne change pas.

Pour que le gyroscope dans cette manipulation ait pu garder une position fixe, il a fallu qu'il exerce
un couple sur 'anneau. On parle de couple car la résultante des forces qui s’exerce en & est nuile mais le
moment d'inertie ne I'est pas.

On appelle couple gyroscopique le moment qu'exerce un gyroscope sur son support lorsqu’on le
contraint & changer de direction.
En appliquant le théoréme du moment cinétique en © par rapport au référentiel du laboratoire Ry, it

vient :

dfo . ? .

W = 1 O,sup.—gyr. -
Ra

on ?o,sup_ﬂgyr, est le moment des actions exércées par le support sur le gyroscope, ¢’est-a-dire, d’aprés
Vopposition des actions réciproques, 'opposé du couple gyroscopique I ¢, gyr.—sup.. Comme en outre le

moment cinétique L o est, dans 'approximation gyroscopique, un vecteur porté par I'axe A du gyro, il
vient, en introduisant EjA/«RG :

. dL dlo’ '
- d—to) = TO) + EjA/?ég IS fO = j}_\/’}% = _EO = —?O,gyr.——)sup.
Ry A .

puisque O) = 0 d’aprés ce que l'on a dit précédemment.

Ainsi un gyroscope, soumis 4 un changement d’orientation, exerce sur le milieu extérienr (support)
un couple gyroscopique d'expression :

V?O__, Zyr.—sup. = fo X d.vi\/’Rg

On peut parler d’mie application liée.4 ces propriétés : & savoir la stabilisation de trajectoire.

4. Si vous vonlez voir quand est-ce que ce n'est pas e cas, allez-voir dans [3] fin du §20.3 Le gyroscope,
5. Un gyroscope (du grec qui regarde la rotation) est un appareil qui exploite le principe de la conservation du moment
angulaire en physique (ou encore stabilité gyroscopique ou effet gyroscopique).
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1.3.2 Application

Embarqué dans un véhicule accéléré (navire, avion, cabine spatiale), un gyro permet de maintenir le
véhicule sur la trajectoire prévue. En effet, si ce dernier vient 4 changer accidentellement de trajectoire
’axe du gyro, fixe par rapport aux é&toiles, change d'orientation par rapport au véhicule. Ce changement
est alors utilisé pour déclencher un mécanisme chargé de redresser ia trajectoire du véhicule.

Remarqlie : on peut également metire en évidence la rotation de lo Terre.

On va maintenant voir les propriétés d'un gyroscope lorsque cette fois son centre de rotation n'est pas
confondue avec son centre de gravité (typiquement une toupie).

1.4 Gyroscope déséquilibré : O s (7 ([1] - Chap. Approx. gyro.)

Urie toupie a son centre de rotation en contact avec le support et son centre de gravité surélevé par
rapport & ce dernier. Lorsque l'on lance une toupie, on observe (plus facilernent au bout d’un certain
ternps} un mouvement de précession du sommet de la toupie. Interprétons cette expérience dans 'ap-
proximation gyroscopique.

Considérons une toupie conique de masse m, de centre de masse G, posée sur sa pointe. Elle est
soumise & son poids et 4 la réaction du support sur la pointe au point (). Le couple associé au poicds n'est
pius nul, il vient, : :

@) = ?() :O—)G X m? = ifo X mmg?g
a J Lo

. o
puisque le moment cinétique est paralléle au vecteur OG de longueur £. On projette cette équation sur
o et sur ?g. On obtient :

2 yr2
fo-(%g) = fo-(%ﬂfoX?g)zo soit d Ode—O=D et Lo = cste
Ra o

dt dt
?O' gg = 70- E'g—gfox?g =0 soit %=O et LOZOZCSte
dt = Lo dt
)

Ainsi, le moment cinétique fo décrit un cone d’axe Ozg, d’angle au sommet constant, La toupie effectue
un mouvement de précession autour de Paxe Oz.

° o A
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Figure 2: Mouvement de précession de la toupie
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Remargue : Ce mouvement de précession @ angle constant suppose que on ail négligé les forces de frotte-
ment. Dans le cas controire, la vitesse de rotation propre ainsi que la vitesse de preceasaon s’affaiblissent et larzglﬁ
de nutation sugmende jusqu’d la valeur 8 = 1 & U'équilibre. -

L’équation vectorielle précédente, caractéristique du mouvement de précession, s’écrit aussi :

d?o myge mnglé mgl.’
dt )R = jp x fo avec a)p = = TO""?U == ?0
o

Lo
avec ﬁp la vitesse angulaire de précession. On peut caleuler un ordre de grandeur pour ia toupie.

Ordre de grandeur : Pour une toupie conique de hauteur b = Scm et de rayon de base Ry =3 cm, qui
tourne & la vitesse ¢» = 30tz/s, on trouve, puisque £ = 3h/4 et C' = 3mR2/10 :

wpzlil—%gaﬁ?'i?rad/s*lltr/s

La période de précession est égale & 27 /7.2 = 0.8seconde.

On voit que I'on vérifie bien 'approximation gyroscopique avec la toupie car on a bien ¢ 3> , f.

On va tout de suite mettre en évidence des phénoménes macroscopique quotidien dérivant de ses
propriétés. ¥n commengant par 'étude-de la précession des équinoxes.

2 Domaine macroscopique

2.1 Précession des équinoxes (|1] - Chap. Approx. gyro.)

On trouve le phénoméne de précession que nous venons de décrire également sur la Terre. Les équinoxes
qui sont les jours ot le Soleil est 4 la verticale de 'équateur, dépendent de la direction de ’axe de rotation
de la Terre. Cet axe fait un angle fg = 23, 5° avec la droite perpendiculaire au plan de écliptique qui est
le plan contenant toutes les plandtes du systéme solaire.

| ) l
inme = \P“’-“‘ de u'\af:\j
& ko edipligue A

Fig.ure 3: Equinozes



LPO4 — Approximation gyroscopique.’ : Chacha & Jojo

Comme dans le cas de la toupie, on montre que le centre de pravité et le centre de rotation ne sont
pas confondus sur la Terre : on a un gyroscope déséquilibré. Ceci est dii entre autre & la non-sphéricité

de la Terre.
On montre que le moment non nul des forces grawtatlonneiles de la Terre en son centre T a pour

expression :
. 3 M, M
?T — K sin(280)Fs avee K = ZG(C - A) (’ - L)

’ g L
ou (¢ est la constante de gravitation, C et A les moments d’inertie de la Terre, Mg et My, sont respecti-
vement la masse du Soleil et celle de la Lune, 75 et v, sont les distances séparant respectivermnent la Terre
du Soleil et de la Lune.

Par analogie avec ce que I'on a écrit précédemment on écrit la vitesse de précession comme

Go —Ksin (26g)/sinfly  —2K cos 8y

Cp )
ce qui correspond 4 la péricde de précession :
T, Im| . _Com_
o K coséy
o o i C Mg  Mp\~
P cos83GC — A rd

C
Application Numérique (cf. 1) : 8y = 23.5°, ¢ = 7.3 571, G = 306, Mg = 197 10%0 kg,
My, = 7.35-10% kg, rg = 1.50- 10" m et 7, = 3.85-10% m. On trouve alors une période de précession de

Tp = 25900 ans

On peut vérifier encore une fois 'approximation gyroscopique, on a :
D Dp gyr )

7 T
] LA T
g 1 jour

L’approximation gyroscopique est vérifige 1!

2.2 Effet paradoxal ([3] - §20.3)

si on liche bétement une toupie, I'effet de son poids est de la faire tomber. ,
Dans le cas d’un mouvement gyroscopique, l'effet de la pesanteur est d'introduire un mouvemens dans

le plan horizontal.
# FExpérience : 81 on lance la rotation du gyroscope a I'aide de la manivelle et on exerce une force ver-
ticale alors on observe un mouvement horizontale. B inversement si on exerce une force horizontale,
on a un mouvement vertical, ’ -
Ce comportement du solide différe done de son comportement en ’absence de rotation, ¢ est pourqum

on appelle cet effet Peffet paradoxale (ou effet gyroscopique).
Cette propiété confére au solide en rotatlon propre dans I’appmmmatlon gyroscopique une trés grande

stabilité.
Clest ce qui ewphque qu'un cerceau ou une roue de vélo ne tombent pas quand on se penche mais

tournent. ] ‘
% Fzpérience : Si on met en rotation la roue de vélo selon axe horizontale et qur'on essaye de pencher
son axe ol observe que c’est difficile. Comme on I'a dit précédemment le couple gyroscopique fait
son effet. On peut aussi voir que si on se mettail sur un tabouret pivotant en essayant de pencher
Taxe de rotation de la roue, il se mettrait 4 tourner. .
Clest aussi ce qui explique qu’un vélo continue sur sa trajectoire quand on lﬁche le guidon, alors qu’a
Parrét c’est dur!

On a vu des effets dans le domaine astroromique puis de la vie de tous les j ' jours, on va voir maintenant
qu'il y a evalement des effens dans le domame microscopique

7
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3 Domaine microscopigue
3.1 Précession d’'un moment magnétique ([1], [4])

Orn considére un systéme (un atome d’hydrogéne par exemple} de moment cinétique ?, et plongé

dans un champ magnétique constant By = By 7. _
CE'systém_e posséde un moment magnétique ﬁ = .J, ol est le rapport gyromagnétique.

Le champ magnétique va avoir tendance a aligner le moment magnétique avec le champ, on a done
apparition d’un couple. On peut écrire Vévolution de J : :

d7 ﬁx—éﬂ:ldﬁ

dt

::’%g_ = :yﬁxggzwﬁgﬂhxﬁ

I

) 7E1_1 posant 13,5 = —730, on a

T S

dt

Ce qui est une équation de précession 4 la pulsation @, = —vBo 7 appelée précession de Larmor &.

Ainsi pour un moment magnétique d’origine purement intrinséque, 'image classique la plus simple
du spin est celle d’une particule en rotation sur elle-méme, constituant un gyroscope.

3.2 Vérification de I’A.G. dans le cadre du modéle de Bohr ([1])
On considére le modéle de Bohr de Patome d’hydrogéne.

On cherche 4 évaluer wy,. L'électron suit une trajectoire circulaire de rayon ag (rayon de Bohr).

Fi.gure 4: Trajectoire circulaire de Uélectron

On détermine 7 en considérant une boucle de courant :

2
? = IS?U = —Eﬂag?o = 7qwa0?0
2 - 7 2.

ol w est la vitesse de rotation de I'électron sur son orbite.
Le moment cinétique en O s’éerit :

fg = au?r.x -ma.gw?g = magw?z

On a donc «y = Li ce qui nous donne
0

q

7= "o

6. nommée d’aprés Sir Joseph Larmor {1857-1942), physicien, mathématicien et komme politique irlandais.
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Ordre de gfandeﬁr 1 qa21.6-10"YCet ma 9.1-107% kg, on a done y ~ —8.8 - 10'0 C/kg.

Pour un champ magnethue Bp=1T,ona EL ~8.8-10'0 5~

On va maintenant comparer wy, i w.

. Qe
Dans le cadre du modéle de Borh, on a v = ac = wagp, ce qui donne w = —— avec @ la constante de
ap

structure fine,

COrdre de gr'andeur': ag = 53 pm, o = 1/137 et ¢ == 3- 16% m/s. On trouve pour w :

On a donc bien w » wy,, Papproximation gyroscopique est encore bien vérifice.
On en déduit que la perturbation apportée par le champ magnétique au moivement orbital de Hélec-
tzon reste faible (cf. théorie des perturbations en mécanique quantique 16ts du calcul du hamiltonien de

I'atome d’hydrogéne).

On va maintenant voir une application de la précession du moment magnétique de I'électron : la
Résonance Magnétique Nucléaire

3.3 Application : RMN ([1]; [4])

En plus du champ magnétique uniforme B{) on soumet des échantillons de matiere et donc des dipdles
magnétique, & un champ magnétique B; d’intensité beaucoup plus faible, perpendiculaire 4 B, tournant

4 la vitesse of = wZy. A ?)'
(o

ow
4
Figure 5: Champ magnétzque tournant

Le réferentiel terresire est noté Ro(O, $0,‘yg, zp) et le référentiel tournant, RI(O x1,¥%1,71). Dans Rg
le théoréme du moment cinétique appliqué au dipsle s’écrit : :

@)RO.: @)Rl—}-ﬁ?x vﬁX(Ecﬂ-gl)

dt di

et dans“R; on peut écrire :

ﬁ) - @)R gaxﬁ:ﬁx(BU?U+BI?1+§?O)-

dt dt .
De méme que Wy = —’yBg“?g = w7, la vitesse de précession du dipéle autour du champ tournant est
W= —yB 7 =wy 271, et si on pose Aw = w — wy,, dans le référentiel tournant on obtient :

%)Rl = x .(Aw-?g ~w ) = x B)eff

-9
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Le champ E)eff ={By + )?g + B2 est le champ magnethue vu par le dipsle dans R,. Donc dans
it

Ri on E)eff est fixe, ﬁ a un mouvement de précession autour de ﬁgff-

~ Maintenant interprétons les cas lorsque on fait varier la vitesse du champ tournant.

® Siw P wp,w = Aw P w, alors E)e 7f est pratiquement confondu avec Zo et la précession
autour de E)eff ne medifie que pet la direction du moment magnétique.

@ Siw € wr,wy, E)eff fait un trés grand angle avec ?g

@ 51 Aw =0, E)Bff est. selon 2y et le moment maﬂnémque peut méme dtre compldternent retourné.
On appelle ce phénoméne résonance magnétique, et w = wy, est la pulsation de résonance.

{’utilisation de la RMN en chimie et ‘en biclogie repose sur le fait que Penvironnement chimique
d'un atome modifie légérement la valeur du champ magnétique : By — By(1'— &) avec & = 1075, Le
déplacement de la fréquence de résonance qui en résulte donne des informations sur l’env1ronnement
chimique de Vatome.

Conclusion

On a vu dans cette legon comment définir un solide en rotation autour d’un point fixe et quelles
étaient les propriétés qui découlaient de cette rotation lorsque qw’elle se déroule préférentiellement sur

un axe.
On a étudié deux cas différent I'un o le centre de rotation est confondu avec le centre de gravité
et 'autre ol ce n’est pas le cas. On a pu mettre en relation hotre étude avec un objet de la vie dun
enfant(ou pas) : 4 savoir la toupie,
Puis on a compris une propriété intéressante du gyroscope & savoir qu’il garde toujours la méme
direction.
On a compris le phénoméne de précession des équinoxes qui met en défaut une partie de 'astrologie. .
Finalement on s'est intéressé aux effets dans le domaine microscopique et aux applications utiles
comme la RMN., D’ailleurs pour plus de détail je vous renvme 4 la lecon traitant de ce sujet, qui incorpore

la mécanique quantique & la description.
Pour traiter un peu plus correctement le sujet on auratt pu egalement rajouter les frottements lors

des rotations des solides.

- Commentaires personnels

i B
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