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Commentaires du jury

1999 : Ne pas se limiter, pour la construction d’un paquet d’onde & la superposition de deux ondes planes pro-
gressives harmoniques de fréquences voisines. La déformation du paquet d’onde est rarement envisagée. Des exemples
doivent étre pris dans les ondes mécaniques et les ondes électromagnétiques, par exemple dans la propagation d’infor-
mation sur fibre optique.

2012 : Les candidats doivent avoir réfléchi & la notion de vitesse de groupe et a son cadre d’utilisation.
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> Equations de Maxwell
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# Dispersion avec un prisme
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Introduction

La dispersion apparait dans des phénomeénes aussi simples que les arcs-en-ciel, ou dans le passage de la lumiére dans
un prisme : dans les deux cas, la lumiére non monochromatique est décomposée en plusieurs rayons monochromatiques
(expérience de Newton en 1666).

Dispersion de la lumiére blanche

1 Caractéristiques d’un phénomene de dispersion

1.1 Définition

Lorsque I’équation de d’Alembert est vérifiée, il n’y pas de déformation de I'onde. Mais lorsque la vitesse de
phase vy = ¢ de l'onde dépend de sa fréquence, on dit qu’il y a dispersion.

Le phénomene de dispersion n’est donc observable que si 'onde envoyée est composée de plusieurs fréquences. La
relation entre le vecteur d’onde k et la pulsation w est appelée relation de dispersion.

Pour une onde électromagnétique dans le vide (qui vérifie donc ’équation de d’Alembert) :

0’E  0°E  0°E 0*FE
Ox? + Oy? + 922 Mg T 0 (1)

la relation de dispersion s’écrit simplement :

Et I'onde se propage a la vitesse vy = 7 = c.

1.2 Paquet d’onde & vitesse de groupe

Un paquet d’onde est un ensemble d’OPPH de pulsations voisines autour de wy telles que la durée du signal soit
grande devant Ty. En plus de permettre ’étude des phénomenes des dispersion, un paquet d’onde est également un
signal réaliste (I’OPPH étant infinie spatialement et temporellement).
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FIGURE 1 — Un paquet d’onde.

Un tel signal est décomposable grace au formalisme de Fourier :

wo+Aw/2 )
Flo ) = / Alw)eitr=ka) 3)
wo—Aw/2
De plus : ‘ . ‘
el(wt—k:a:) _ ez(wot—kom)ez[(w—wo)t—(k—ko)z] (4)
wo+Aw/2
f(ﬁC,t) :ei(th—kox)/ 0 A(w)ei[(w—wo)t—(k—kﬂ)x]dw (5)
wo—Aw/2
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f(x,t) = e iwot=koz) s J(z ¢)

(6)

Aw < wp donc les variations de J(z,t) sont lentes devant celle de e'(wot=koz) qui joue donc le réle de porteuse et

J(x,t) d’enveloppe.
De plus, au ler ordre :

dk
k=ko —|— \wo (w —wp)

wo+Aw/2 )
J(z,t) = A(w)el[(‘”f‘““)(t viloo)ldw = J (2 = 0,t— x%b
owa/Q d(,u‘ 0

On voit donc que I'enveloppe se propage a la vitesse de groupe vy :

1 dw|
= —|k
%\WO dk '™

’Ug:

1.3 Second ordre

En poussant le développement de k jusqu’au second ordre :

dk 1 d%k 1 1 d%k
k=ko+ — |wo(W—WO)+2d 5 lwo (@ —w0)2:ko+g(w—wo)—|—2d 5 lwo (W — wo)

2

w0+Aw/2 )
J(z,t) = / A(w)eillw=wo)t=xa(@)] g,
owa/Q

1 1d%
a(w) = v + 5@\% (w —wo)

(7)

(10)

(11)

(12)

La vitesse de propagation 1/a(w) dépend de w dés que le second ordre est non nul. Il y a alors déformation du paquet

d’onde : c’est la dispersion.

2 Etude d’un cable coaxial

2.1 Equation des télégraphistes
Un céble de transmission peut-étre représenté par le schéma de la figure 2.
i(x,t) rdx Adx  i(x+dx,t)

d.
(s, t)[ 1/(gdy) TTM by,

FIGURE 2 — Schéma équivalent des composants élémentaires d’une ligne de transmission.

Une application de la loi des mailles et de la loi des noeuds donne :

% = —gu — I‘% axQ AF0t§ + [gA + 1T 2 o L rgi
% =—ri— A% gm?j = AI‘?%?; + [gA + 1) 2 5 +rgu
Soumis & une tension u(z,t) = upe’**=“H on obtient la relation de dispersion :

2 _ ATW? — - —(~ X9 o
k* = ATw® —rg +iw(gA +1T) (AF) <1+ F> (1+WA>

On définit k' = Re{k} et ¥” = Im{k}. La partic imaginaire de k est donc reliée & latténuation de l'onde
propage mais son amplitude diminue au cours de sa propagation.

(13)

(14)

: elle se
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2.2 Condition de Heaviside

On cherche & présent une solution sans dispersion, donc de la forme u(z,t) = f (t - %) e—w/0 (6 étant la distance
caractéristique d’atténuation) :

&u " z —x/8
e = (1=0)e (15)
ou B 1 , X —x/8 1 €z —x/5
o=l (= 0) e =5 (- 0)e (16)
Pu 1, x . 2 x - 1 x .
T - v —z/6 Z o o+ —x/6 - v —x/8
or? 2 (t c)e +6cf (t c)e +52f(t c)e (17)
En les replagant dans I’équation 13, on obtient :
i—AI‘ f”(t—g)—i- z—gA—rF f’(t—£>+ i—rg f(t—g)zo (18)
2 c dc ¢ 52 c
Ceci étant vrai pour tout (z,t), on en déduit :
1 2 , 1
= —— = e —_ 1
¢ VAT ve 0 c(gA +1T) 0 rg (19)

Ce qui impose, pour qu’il y ait compatibilité entre les deux expressions de §, que ﬁ = % soit gA = 1T,
condition de Heaviside. Les constructeurs de cables coaxiaux tentent au maximum de respecter cette condition afin

de minimiser la dispersion.

s N

Etalement d’un paquet d’onde dans un cable coaxial
# Dulffait © 5 min

On envoie un pulse du GBF dans un céble coaxial de 100 m, on observe au début et au bout du céble le signal
a 'oscilloscope.

, . _ _ 1
On peut déterminer vy = ¢ = e

OG : L = 100 m, décalage entrée-sortie At ~ 420 ns donc ¢ ~ 240 x 10 m.s~!

3 Etude d’un plasma
3.1 Hypotheses

Un plasma est un milieu gazeux ayant les propriétés suivantes :
— il est constitué d’ions positifs, de charge +e et de masse M et d’électrons, de charge —e et de masse m,
— les charges sont en mouvement non relativiste de vitesse v,

— il contient n ions positifs et n électrons par unité de volume, il est donc globalement neutre et le reste au passage
d’ondes planes progressives de vecteur d’onde k et de pulsation w avec la notation :

E('F’ t) = E_’Oei(E-F—wt) B(F, t) = B'Oei(E~F—wt) (20)

3.2 Relation de dispersion

Afin d’arriver a la relation de dispersion dans le plasma, il est nécessaire de passer par quelques étapes de calculs
que nous traitons ici.
Tout d’abord, calculons la densité de courant j. L’équation de Maxwell-Ampere nous donne :

hrd 1 — = 8E
j=—rotB —ey—— (21)
Ho ot
. — = Lo — 8E - L,
Or en notation complexe, nous avons rotB = ik A B et 5= = —iwE d’ou la densité de courant :
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1.

kA B, T
— ( 0 + 60WEO> ez(k F—wt) jo =
Ho

- kA B a
— ) 0 + eqwEy
Ho
L’équation de Maxwell-Faraday : I;%E_: = 0B /0t nous donne en notation complexe

- ieo
Jo=—

=~ kANE
B="0= (23)
w
Puisque le plasma est localement neutre, I'équation de Maxwell—gauss : divE =0 & ik - E= 0, traduit ’orthogo-
nalité des vecteurs k et E. Ainsi, grace a équation (23), le triedre [k, E, B] est orthogonal direct.
Nous pouvons donc en déduire : EABy=kA (%) = —%ZEO et obtenons avec 1'équation (21) :

(w? — KA E,
w
Le principe fondamental de la dynamique, appliqué a un électron de masse m, donne :

KGj B, B}
md—: = —e(E+0AB)
Or,

(25)
|tAB| wvBy kv _w

= ~ —yp—=—<-K1
|E| Ey w Vg c

Nous pouvons donc négliger le terme dii au champ magnétique dans ’application du PFD, soit :

dv

—

m-— = —e

dt

(27)

Les ions positifs considérés ont une masse largement plus grande que celle des électrons. Nous considérons alors

que seuls les électrons sont en mouvement, et que les ions positifs du plasma restent fixes. De ce fait, nous pouvons
exprimer la densité de courant j :

. dj  ne? -
j=—ne e (25)
Calculons alors la dérivée temporelle de la densité de courant.
dj . d .. dF dj .
d—% = jj& (e’(k T_“’t)) =Jo z( k- dit“ —w)ez(k rowt) soit, d—l = —iwj
——
=0
Nous obtenons alors : z: e )

(29)

E. En comparant avec la relation (21), nous obtenons la relation de dispersion :
2

ne?
avec wp =4 —
€gm

(30)
— w > wp : k réel positif, donc propagation sans atténuation. A trés haute fréquence, le milieu est transparent car
les variations du champ électrique sont trop rapides pour étre ressenties par les électrons

— w < wp : k imaginaire pur, pas de propagation, 'onde est totalement réfléchie a 'interface

OG :n ~ 10" — 10" e~m™ d’ou f, ~ 900 kHz—9 MHz

3.3 Vitesse de phase, vitesse de groupe et application aux télécoms
Pour w > w,, :

c wp?
Vg = >c vg=c\/l—— <c
2 9 2
w w
1— w»
w?2

(31)
Pour communiquer avec les satellites, on utilise donc une fréquence supérieure & f, (typiquement de l'ordre 1,5 GHz
pour le GPS), et une fréquence inférieure pour utiliser les réflexions contre la ionosphére pour communiquer autour
de la Terre (2,182 MHz est la fréquence internationale des urgences maritimes).
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Conclusion

La dispersion est donc un phénomeéne qu’il faut prendre en compte des que ’on propage des paquets d’onde dans
des milieux réels ot elle est souvent présente. Ce n’est pas toujours un phénomene problématique, la dispersion permet
(entre autres) d’analyser un milieu ou une onde envoyée.

Questions et commentaires
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