Matrices d'une application linéaire et
changement de base : exemples et méthodes

Soient E et F des espaces vectoriels sur un corps K (par exemple K =R ou C).

Rappels : Coordonnées d’un vecteur dans une base

Lorsqu'on ¢crit les coordonnées d'un vecteur, le plus souvent ces coordonnées
sont exprimées dans la base canonique. Par exemple7 dans R3, écrire v = (1,1,0)
signifie que l'on considere le vecteur v ayant pour coordonnées dans la base ca-

nonique (1,1,0). Cette idce s'¢tend a d’autres bases.

Définition. Soit v € E et soit B = (g, ,uy) une base de E. Les
coordonnées de v dans la base B sont les scalaires vy, ..., vm tels que

vV =viu; +vouy; + = + v lUm. On note v = (vq, -, v )s.

S'iln'y a pas d’'ambiguite concernant la base avec laquelle on travaille, on écrira
SOUVent v = (v1, ..., vin ). (Clest par exemple le cas lorsquion travaille uniquement

avec la base canonique.)

Exemple 1. Soit E = R3 et B = (e1, e2, e3) la base canonique.
— Soit v € E ayant pour coordonnées dans la base canonique (1,1,0). Cest a
dire, tel que v=(1,1,0)s.
— On considere maintenant la base B’ = (uy,uz,u3) definie par
u = (1 ) 1 ) 1 )’B

U = (0) 0»1)3 Uz = (_Z»O)O)B~

Commev = (1,1,0)3 = (1,1,1)5 — (0,0, 1)5 = u; —uy, les coordonnées de
v dans B’ sont donc v = (1,—1,0) .
— Soit B” = (v,uz,u3). Le vecteur v vérifie v =1-v+0-u, 4+ 0-uz, donc dans

cette base v = (1,0,0)z.

Différence entre un vecteur et ses coordonnées

— Un vecteur de E est un ¢lement de cet espace. Si l'on dispose d'une base de
E on peut décrire ce vecteur en exprimant ses coordonnées dans cette base.

— Changer la base dans laquelle on le décrit sapparente a changer la langue
utilisée pour décrire objet. Décrire un objet dans une langue différente
ne change pas l'objet, seulement les mots employés pour le décrire. De la
méme maniere, exprimer un vecteur dans une nouvelle base ne change pas

I'¢lement de Pespace E considéré. Seulement ses coordonneées.

En résumé 5 ChOiSiI' une base pour éCI‘iI‘C lCS COOI'dOl’ll’léﬁS d’un vece-

teur, c'est choisir une langue pour décrire ce vecteur.

Matrices d’une application lineaire

Soient Be = (g, -, Uy ) une base de E et Bf = (vq,...,vm) une base de F.

Défition. Soit f: E — F une application linéaire. La matrice de f
dans les bases B et Br est la matrice dont les colonnes sont les

coordonnées des vecteurs f(u;) dans la base vi. Clest a dire

ﬂu1 ) f(ul) ﬂum)

a a2 ar,m Vi

azn az2 azm V2
Matg, 5, (f) = ' ]

Qn,1 Qn,2 An,m Vn

\
ou f(uy) = ajivi + =+ an,ivn.

Remarque La matrice obtenue est de taille n x m (elle possede n lignes et m
colonnes). Si m # n, ie. dim(E) # dim(F), la macrice n'est donc pas carrée (cf.

Exemple 2).
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METHODE : DETERMINER LA MATRICE D'UNE APPLICATION LINEAIRE
DANS LES BASES CANONIQUES
On suppose que B, Br sont les bases canoniques de E et F et on
cherche a déterminer la matrice de f: E — F dans ces bases.

— On calcule les images par f des vecteurs de Bg, clest-a-dire les

valeurs de f(uq), f(uz), .o, f(m)-

— Les vecteurs obtenus donnent les colonnes de Matg_ . (f).

Exemple 2 (Cas d’une matrice non carrée). Soit E = R? et F = R3 et Bg, By leurs
bases canoniques. Clest-a-dire B = (u1,uz) et By = (v1,v2,v3) ou
u; =(1,0), up, = (0,1) et vy =(1,0,0), v2 =(0,1,0), v3 = (0,0,1).
Soit f: (x,y) € R? — (2x,3y,x +y). Calculons les images de uy et us.
f(u) =1(1,0) = (2,0,1) et f(up)=1(0,1)=(0,3,1).

Comme By est la base canonique de R3, la matrice de f dans les bases Be et Br
a pour premiere colonne les coordonnées de f(uy) (dans Br) et pour deuxieme

colonne les coordonnées de f(u,) (dans B¢). Clest a dire, la matrice :

flug)  fluz)

2 0 V1
MatgFHBE(f) = 0 3 A%
1 1 V3

Exemple 3 (Homothétie). Soit E =F = R? et Br = Be = (e1, €2). Soit f: R? — R?
telle que f(x,y) = (2x,2y). On a: f(1,0) = (2,0)5, et f(0,1) = (0,2)5,.

20
Donc Matg, 5, (f) = :
i)

Exemple 4. Soit f: R? — R? telle que f(x,y) = (2x +y,x + 2y).
Dans la base canonique Soit Bf = Bg = By = (1, €2) la base canonique de

R2. Dans cette base, on a

f ((1,0)3mn) =(2,1)g,, =2-e1+1-eyetf ((O, ])3“(’) =(1,2)g,, =1e1+2-e;

1 2

Dans une nouvelle base Soient vi = (1,—1)3

2 1
Donc Matg, 5, (f) = ( >

etvy = (1,1)s._ et soit B =

can can

(v1,v2). Les vecteurs vy, v, forment une base de R?. On peut done chercher
a déterminer la matrice de f dans cette base, ie. Matg, s/ (f). Pour cela,

déterminons f(vq), f(v2) et écrivons leurs coordonnées dans B’. On a

fvi) =1 ((1,-Ns,,) = (1,=1)s,, =vi = Tv; +0vy,
f(vy) =" ((], 1)(3(2"]) = (3,3)(3Cnn = 3vy = 0vy + 3vs.

Autrement dit, dans la base B’ on a: f(vq) = (1,0)s et f(v2) = (0,3) 5.

10
Donc Matg: g/ (f) = )
0 3
On renvoit a la page 6 pour une description des différentes méchodes pour dé-

terminer la matrice de f dans des bases qui ne sont pas les bases canoniques.

Pour retenir la différence entre app]ication linéaire et matrice dans une base :

— Une application linéaire f, c’est une recette de cuisine qui associe a chaque
¢lément de E un élément de F.

— Pour decrire ce que fait cette recette de cuisine, on peut ecrire la matrice de
f dans des bases données. Souvent, on choisit de 'exprimer dans les bases
canoniques de E et F. Mais on peut choisir de décrire ce que fait f dans
d’autres bases que les bases canoniques.

— Pour reprendre I'analogie vue plus haut : imaginez qu'a chaque base cor-
respond un langage. Changer la base dans laquelle on ¢crit la matrice de f

. \ «1- 14 ! . T .
revient a Changer 121 ]angue utl]lsee pour decrlre ce que f‘alt f.
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En résumé : choisir une base pour écrire la matrice de f cest choisir
une langue pour décrire ce que fait f.

Décrire un objet dans une autre langue ne change pas ce a quoi il
ressemble. Clest la méme chose pour les applications linéaires : on
peut décrire ce que fait f dans des bases différentes, cela ne change

pas ce que fait f.

Matrices de passage

Défimition. Soient B et B’ deux bases de E. La matrice de passage de
B a B’ est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des

vecteurs de B’ en fonction des vecteurs de B. On la note Py 5.

Une matrice de passage est toujours inversible. Elle verifie :

-1 _
PB,ﬁ/ =Py 5.

On a vu que changer de base revient a changer la langue utilisee pour
deécrire nos objets. Une matrice de passage peut étre vue comme une

traductrice de la ]angue de la premiére base vers la deuxiéme.

De la base canonique vers une nouvelle base

METHODE : DETERMINER LA MATRICE DE PASSAGE DE LA BASE CANO-
NI%E A UNE AUTRE BASE
Dans le cas ot B est la base canonique, la matrice P s est la matrice

ayant pour colonnes les coordonnées des vecteurs de B'.

Exemple 5 (En dimension 2). Soit B = (ey,e2) la base canonique de R? et soit

T 1
vi = (1,1) et vo = (1,—1) et posons B’ = (vy,v2). Alors Py m = <1 L)
Explications : On ccrit les vecteurs de la nouvelle base (la base B’) en fonction
des vecteurs de la premiere (la base canonique). On doit donc écrire les coordon-

! = . / ! [\
nces de vy et v, en fonction de eg et es. Les coordonnées de vy et v, ¢tant deja

données dans la base canonique, on lit immediatement
vi=(lL,1)=1-e14+1-e2 ct va=(1,—1)=1-e;4+(—1)-ez.

Exemple 6 (En dimension 3). Soit B = (eq, €2, e3) la base canonique de R? et soit

1 1 0
B/:((1)]>0)>“)0>71))(0»1>2))7 alors PB"B’ =11 0 1
0o —1 2

Exemple 7 (Polynémes). Soit E = Ry[X] l'espace vectoriel des polynomes de
degre inférieur ou egal a 2. La base canonique de E est B = (1,X,X?). Soit
B’ = (X+1,X—1,2X? + X + 1) une autre base. Ecrivons les coordonnées des vec-

teurs de B’ dans la base canonique B :

X4+1 =T1-T+1-X+0-X? et X—=1=(=1)-141-X+0-X?,
2X24X+1 = 1-T+1-X+2-X2

Donc X+ 1= (1,1,0)5 et X — 1 = (—1,1,0)s et 2X2 + X + 1 = (1,1,2)s. Ainsi, la

1T -1 1
matrice de passageest P =11 1 1
o 0 2

Interprétation en terme de matrice de I'identité

Les matrices de passages peuvent s'interpreter comme des matrices de Pappli-

cation identicé dans différentes bases. On a :
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P'B)gl = Mat-B(_B/IdE.

Exemple 8 (En dimension 2). Par exemple, prenons E = R?. Soient vi = (1,2) et
v, = (0,3). Notons B la base canonique de R? et B” = (vy,v,). Lapplication Ide
verifie (par definition de Iapplication identite) :

Ide(vi)=vi et Ideg(va) =vs

Revenons a la définition de matrice d’'une application linéaire (cf. page 1). Pour
déterminer Matg 5/ Idg, il nous faut écrire les coordonnées de Idg (vi) et Idg (v2)

en fonction des vecteurs de B :

Ide(vi) =vi =(1,2)3=1-¢e; +2- e,
Ide (v2) =v2 = (0,3)5=0-¢e +3-e.

\ 10
D'ou Matg,_ g/ Idg = 5

Exemples, hOl’S d€ la base canonique

Tous les exemples vus jusqu'a present portaient sur des passages de la base
canonique a une autre base. On illustre maintenant les notions précedentes dans

des cas ou ni la base de départ ni la base d’arrivée ne sont la base canonique.

Formule. Soient B,B’, B” trois bases de E.

—1
PB’,%” = PfB"'Bpﬁ,'B” = PB,‘B’Pﬁ»B“'

En particulier, si B est la base canonique de E et que l'on vous demande de
déterminer la matrice de passage de B’ 4 B” vous avez deux possibilités

— Ou bien chercher a exprimer les vecteurs de B” en fonctions de ceux de B'.

— Ou bien determiner la matrice de passage de B a B et celle de B a B” et

utiliser la formule encadrée ci-dessus.

Exemple 9. Soit E = R2. On définit les vecteurs suivants (les coordonnées sont

données dans la base canonique)

wr =(2,1)s,, u2=I(0,1)s,, vi =(2,2)3 v2 =(2,0)s

can can *

On pose B" = (ur,uz) et B” = (v, v2). Déterminons Pg/ pr.

Avec ]a premiére méthode Pour Ce]a, éCTiVOTlS ]65 COOTdO]’lﬂéGS de Vi €t vy en

fonction de u; et uy. On a

Vi = (2? 2)Bc:m = (2’ ]){Bczm + (031)Bc:m
v2=(2,0)s,, = (2, Vg, —(0,1)z,, =1 -us +(=1) us.

=T1-u;+1-uy,

Clest a dire vi = (1,1)s et vo = (1,—1)5,. Donc

V1 V2
1 1 uq

P‘B/,‘B” = Matgl(,guldE =
—1 195

Avec la deuxieme méthode On note B la base canonique et on détermine les

deux matrices de passages P 5/ et Py, 5 :

20 22
PBCHT\)"B”:

Py =
Ban® Ty 20

Afin d’utiliser la formule encadrée, il nous faut maintenant déterminer

Iinverse de Pg_, #/ (cf. methode vue au cours du premier semestre). On a:

cany

- 1/1 0
PB;I’JHYBI = E _] 2
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La matrice de passage de B’ a B” est donc :

1(1 0\ (2 2y (1 1

P%/,B“=P9§l\n£'P3«<‘nv3”:§ —1 2/\2 o/ \1 -1

MATRICE DE PASSAGE : RECAPITULATIF

Déterminer la matrice de passage de B a B.

Si B est la base canonique Alors Pg s/ est la matrice ayant pour
vecteurs colonnes les coordonnées des vecteurs de B’.

Sinon Deux possibilites
1. Exprimer les vecteurs de B’ en fonctions de ceux de B.

> Py s est la matrice ayant pour vecteurs colonnes les
14 / .
coordonnées des vecteurs de B’ en fonction de ceux de B.
2. Ou bien, en passant par la base canonique Bean
(a) Déterminer Pg_, 5 et Py, s/

(b) Calculer l'inverse de Pg_,, 5

> Pg 3/ s'obtient avec la formule P g = P%‘ 5 P B, B

cany

Changement de base

Nous venons de voir que les matrices de passages jouent le role de traductrices
d’une base a une autre. Erudions maintenant comment les utiliser en pratique
pour traduire les coordonnees d’un vecteurs dans une nouvelle base, ou encore

traduire la matrice d’'une application lin¢aire dans des nouvelles bases.

Changement dC base pour 1€S COOI‘dOl’ll’léGS d’un vecteur

Il n'est pas toujours ¢vident de voir directement comment s'écrit un vecteur

donné dans une nouvelle base. La propricte suivante permet de passer d'une base

a une autre a I'aide d'une matrice de passage.

Propricte. Soient B, B’ deux bases de E et soit v € E. On note
(v1,+,vm) ses coordonnées dans la base B et (v}, -, Vin) ses

coordonnées dans la base B’. Alors

V1 V]
=Py 5

Vo Vi

Remarque. La formule précedente donne en particulier la relation (en multi-

pliant par P3'y, a gauche et a droite) :

Vm Vm.

Souvent, dans les exercices, on notera B la base canonique, on vous donnera les
coordonnées de v dans la base canonique B et on vous demandera de calculer
ses coordonnées dans la base B’. Cest donc cette derniere formule quil faudra

utiliser pour déterminer la valeur de (v}, -+, vi).

Exemple 10. Soit E = R?, B = (ey, e;) la base canonique. Soit B’ = (u1,uz) ot
uy,u; sont les vecteurs ayant pour coordonnées dans la base canonique :
w = (1,2)3 uz = (3,0)5.

La matrice de passage de B a B’ est

— : -1 _
Py g = et son inverse est Py g, = —
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Soit v = (—5,2)s, alors dans la base B, ce vecteur a pour coordonnées

o1 (SY_ 1[0 =3\ (-5 _ (1
B 2) 6 \—2 1 2 ) \=2
Interpretation Dans la base B/, le vecteur v s'écrit donc (1,-2). Ceci signifie

v=1-u3+(=2)-u, cest-a-dire v=(1,-2)z.

Changement de base pour une matrice d’app]ication linéaire

Dans I'Exemple 4, nous avions calculé « a la main » la matrice de application
f dans une nouvelle base. Comme pour les vecteurs, il n'est pas toujours evident
de voir directement comment s'écrit la matrice de f dans une nouvelle base. On

dispose ici aussi d'une formule :

Propri¢te. Soient B et B deux bases de E et soient B et Bf deux
bases de F. Soit f: E — F une application lincaire. On note,
A =Matg, 5. (f) A’ =Matg, 3 (f)

! _ p—1 _
Alors A =P, 5, APs. 3, = Ps( 5, APs, 3

Pour s’en souvenir : La matrice A’ s'applique a un vecteur aux coordonnees X’

dans la base B} et rend un vecteur Y’ dans la base B%. Pour 'obtenir il faut donc

1. Traduire les coordonnées du vecteur données dans la base B4 en des coor-

données dans Be. On applique donce Py, 5, au vecteur X’

2. Ensuite, il faut apliquer la recette de cuisine f. On applique donc la matrice
de f dans les bases Be et Br. On applique donc A a Py, 5, X'. Ceci donne

des coordonnées dans la base Br.

3. Enfin, il faut traduire ces coordonnées dans la base B} c’est a dire appli-

quer Py, 5, a (APg, s X'). Ce qui donne la formule precedente. Avec un

schéma :

Matg, 5, (f)

-~ / ~ !
Coordonnées dans Bg Coordonnées dans By

- . —1 - .
ll'nducuon PB’E)gE PB’F,'BF ll'zlductmn

Mats, a5 (f)

Coordonnées dans B Coordonnées dans B

Exemple 11. On reprend 'Exemple 4. On avait E = F = R? et f(x,y) = 2x+y,x+2y
(dans la base canonique) et B’ = ((1,—1),(1,1)). Donc

21 1 1
A =Matg_ 5. (f)= et Pgp_ . =
Bun‘*'Bun( ) <1 2) 3(:\1),)} (—1 1)

1 -1
Linverse de la matrice de passage P, estalors Pyl - =1/2 (1 : )

(Notons que dans cet exemple Bg = Bf = Bean €t By = Bf = B/

donc Py 5, =Py, 5, =Pz, »). Ainsi

1(1 -1 2 1 1 1 1 0
Matvsws'(f)ZPBJL,n,wAP%B’:2(1 1><1 z) <—1 1>:<O 3)

DETERMINER LA MATRICE DE f DANS DE NOUVELLES BASES : RECAP

1. On ccrit la matrice de f dans les bases de depart (souvent les

bases canoniques).
2. On determine les matrice de passages Pyr 5., Ps, s .

3. On calcule Pinverse de Pyr 5,

4. On calcule A’ avec la formule A’ = P%lyg%APBE,’B’F




