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1 DYNAMIQUE DE LA TOUPIE AXYSIMETRIQUE Précession dans les domaines macroscopiques et microscopiques

Introduction

Le mouvement de précession est un mouvement qui apparait quand un mouvement de rotation propre subit un
moment, il apparait a de nombreuses échelles, précession de I'axe de rotation de la Terre, précession d’une toupie
ou d’un gyroscope et précession du spin nucléaire. On va dans cette lecon décrire ces mouvements et illustrer leurs
applications.

1 Dynamique de la toupie axysimétrique

On va essayer dans cette partie de comprendre la stabilité et les caractéristiques du mouvement de la toupie.

1.1 Les angles d’Euler

On va chercher & déterminer le vecteur rotation de la toupie dans sa base propre (base dans laquelle le tenseur
d’inertie de la toupie est diagonal).

Les angles d’Euler sont définis sur la figure 1. Le référentiel R est celui du laboratoire, supposé galiléen centré en
0.

On va trouver ce vecteur rotation en trois étapes :

o On effectue une rotation d’axe (0,Z) d’angle ¥(t). On transforme alors X en u. Le vecteur vitesse angulaire
correspondant est :
L dv
=—1Z
codt

(1)

« On effectue une rotation d’axe (O, ) d’angle 8(t). On transforme ainsi Z en z'. Le vecteur correspondant est :

de _

au (2)

-
u

« On effectue une rotation d’axe (O, z), d’angle ¢(t). On transforme ainsi @ en x'. Le vecteur correspondant est :

do -
7 = —Z/ 3
7o at ®)
Dans le référentiel (O, 2,1/, 2’) la toupie est au repos. Par un jeu de trois rotation on est passés du référentiel
du laboratoire a un référentiel dans lequel la toupie est au repos. La vitesse angulaire de la toupie dans R est :

L AU, df_  dé-

_dv_ df_ d¢ 4
ETACE T T (4)
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Fig. 1 : Définition des angles d’Euler

Remarque : U est appelé vitesse de précession, 0 est appelé vitesse de nutation, ¢ est appelé vitesse de rotation

PT"’Z{:; axes principaux de la toupie sont @, w et z. Il faut donc réexprimer Z dans cette base.
7 = cos(0)z + sin(0)w (5)
On a donc :
= éﬁ—k\i/sinav_&’f—k((b—i-\ifcosﬁ)z_; (6)

1 On a maintenant presque tous les ingrédients pour déterminer I’équation du mouvement

1.2 Equation du mouvement

11 est facile d’exprimer le moment cinétique de la toupie dans R par rapport & O dans sa base propre (u,w, z’) :

I 00 Q. 10,
Frio=10 I 0]-|Q| =11 (7)
0 0 J Qz/ JQZ’

Dans la base (u,w, 2z’) le moment du poids sur la toupie est :
MP/O = az' A mg = mgasin 0u (8)

Hypotheése : on néglige les frottements solides au niveau du point de contact ainsi que les frottements fluides.
L’équation du mouvement de la toupie dans R supposé galiléen nous est donnée par le théoréme du moment
cinétique :

dad% = Mp/o 9)
% (m’(t)ﬁ(t) + T (¢) sin 0(£)W(t) + J(q's(t) (1) cos@(t))?(t)) = mgasin 0(t)d(t) (10)
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Cette équation est trés dure d résoudre, on va donc faire des hypothéses supplémentaires pour simplifier le calcul.

1.3 Approximation gyroscopique

Expérimentalement on a vu que la vitesse de rotation propre de la toupie est tres grande devant les vitesses de
précession et de nutation.
L’approximation gyroscopique est la suivante :

02| > |oul, low| (11)

On va voir si cette approximation est justifiée dans notre cas :

s 1 (12)

loor| > |oy| = ’J(é+¢cos€)‘>>‘]¢sin9‘ = ’z N

I ma®  (10.107%)
7 mR ~ (3107)?

Si a est la hauteur de la toupie et R son rayon, ~ 10. Ici la géométrie de la toupie rend

I’approximation gyroscopique équivalente a d) > 0.

On tire sur 1 m de fil en environ une seconde, le rayon de la toupie sur I’axe est d’environ 5 cm ainsi gb ~ 200rads~1!.
La vitesse de précession est d’environ 2 tours par seconde soit environ 6rads™?.

On a bien ¢ > U, le méme raisonnement nous conduit & dire que o] > |ow| = qb > 6 ce qui est également
vrai.

‘ L’approximation gyroscopique est donc bien vérifiée dans le cas de la toupie. ‘

Remarque : Il est important de se souvenir que I'approximation gyroscopique est une condition sur les composantes
du moment cinétique et non sur les vitesse de rotation.
L’équation du mouvement était :

ddr/0 -
= az’ Amg 13
gy g (13)
Or maintenant 6r,0 = UR/OZ7 ainsi on peut écrire az = GR/O , on a ainsi :
OR/O
dér/0 . . am .,
/ =0Rr/0 Amg = — gANGRr/0 (14)
dt OR/O OR/O
. hm_, . .
Et de plus, en notant w = ¢ on a or/o ~ Jw, ainsi en introduisant la notation ; = —J—g I’équation devient :
w
d&R/O
=5AC 15
£ 20 (15)

On reconnait une équation de précession a la pulsation 2,. On peut revenir a posteriori sur I’approximation
gyroscopique en vérifiant w > €2,,.

e Conservation de la norme du moment cinétique : on multiplie scalairement ’équation de précession par
le vecteur moment cinétique :
. ddr/o
OR/O" —qp = 0 (16)
¢ Conservation de la projection du moment cinétique selon 1’axe de rotation propre : De la méme
fagon que précédemment, on multiplie scalairement pat z’ et comme le moment cinétique est selon cet axe, on
aboutit a :

do

5 =0 (17)

e Nature du mouvement : avec une norme constante et une projection constante sur I’axe propre de rotation,
le vecteur moment cinétique décrit un céne de sommet O, d’axe OZ’, il précesse donc.
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On a vu un cas macroscopique de précession. On va maintenant retrouver une équation similaire dans le domaine
MiCcroscopique.

2 Précession de Larmor et résonance magnétique

Le phénomene de précession dans le domaine microscopique peut se manifester a 1’échelle del’électron et du proton.
C’est dans ce cadre que nous allons I’étudier et nous verrons qu’il est le phénomene clé pour un type de spectroscopie
tres utile en chimie notamment.

2.1 Rapport gyromagnétique et précession de Larmor

Pour simplifier, gardons une approche semi-classique du phénomeéne avec un électron. Ce dernier,en orbite circulaire
(de centre O de rayon R) au point P autour d’un noyau que ’on suppose fixe peut étre assimilé & une boucle de courant
(ou spire) et donc a un dipdle magnétique de moment magnétique ji. On applique un champ magnétique stationnaire
et uniforme B = Be, a cet électron.

Q
JG’J

Fig. 2 : Schéma de la situation étudiée

Le théoreme du moment cinétique en O dans le référentiel du laboratoire supposé galiléen appliqué a 1’électron
donne : 45
% —jiNB (18)
On remarque que si on arrive a exprimer [ en fonction de dp on devrait pouvoir se ramener a une équation de
précession.
Le moment magnétique de la spire est donné par :

i =1Se, (19)
—e  —ev
O [ est le courant traversant la spire et .S sa surface. Si I’électron parcourt la spire a une vitesse vona I = T =9
7r
Sachant que S = 7wR? on obtient :

. evR

’LL = ——€y, (20)
2
De plus, le moment cinétique de 1’électron est :

do = Re,. N mvey = Rmve, (21)
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On remarque ainsi la relation suivante :

e
fi=—5-00=-7% (22)
e
On a introduit la notation v = ——— que l'on appelle rapport gyromagnétique de I’électron. Cette relation a un sens

m
physique tres fort, en effet elle relie les propriétés électromagnétiques de 1’électron & son aspect de point matériel.
Le théoreme du moment cinétique devient alors :

ddo
—= =,Ad 23
dt p O ( )
e -
Oul'on a introduit la grandeur ; = 2—B pulsation de précession. On retrouve une équation de précession parfaitement

analogue a celle que I’on a trouvé pour la toupie ! On a donc les mémes caractéristiques, a savoir que le moment cinétique
est de norme et de projection sur ’axe de rotation propre constantes.

2.2 Résonance magnétique
On applique maintenant un champ magnétique de la forme :
B = By + B, = Bye,, + By (cos(wt)ex + sin(wt)ey) (24)

qui est donc la somme du champ magnétique précédent et d’un champ variable tournant dans le plan zOy.

Le systéme étudié reste le méme électron. On fera appel au référentiel R’ tournant & la pulsation & = weéy par
rapport au référentiel R. Il faut noter que R’ n’est pas galiléen.

Le TMC appliqué en O dans R donne :

dé — _
o __, (BO n B1> Ao (25)
dt r
Or, dans le référentiel tournant :
déo déo .S
—_— = — W A 26
dt r At w CN00 (26)
On peut donc réécrire un TMC dans le référentiel tournant sous la forme :
dé = 5 - -
dt r
En posant &g = 77]_3'0, W = ffyfil on peut poser :
L=+ & — & (28)

et le théoreme du moment cinétique peut se réécrire comme une équation de précession :

déo

N 29
dt r P 70 (29)

On retrouve la méme équation que précédemment. On pourrait donc se demander pourquoi on a rajouté un champ
magnétique tournant si au final I’équation est la méme. Il y a tout de méme un avantage expérimental important a
I’application d’un tel champ. En effet si & = &y, on a ; = &y et la précession se fait autour du champ magnétique
variable, comme si la partie stationnaire n’existait plus. On appelle cette condition la condition de résonance.

w
Expérimentalement, cela permet de remonter & «. En effet dans le cas de résonance on a donc v = —B En ordre

0
de grandeur, si le champ magnétique est de 'ordre du mT, la fréquence recherchée sera de ’ordre du MHz. En réalité
il est préférable de travailler avec des champ magnétiques intenses pour réduire l'incertitude sur « car en effet :

dw? n w?
B Bj

d S d 2er—QdB2 (31)
FY_ BO w Bg 0

L’incertitude sur 7y est inversement proportionnelle & ’amplitude du champ statique appliqué.

L’approche que I'on a mené ici n’est pas quantique. Si on faisait une approche quantique pour le proton par exemple
on verrait que son facteur gyromagnétique dépend de son environnement. C’est ce qui est mesuré par spectroscopie
par résonance magnétique nucléaire (RMN).

dy = dB2 (30)
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Conclusion

On a pu, au cours de cette legon, décrire les mouvements de précession d’une toupie axisymétrique et la précession de
Larmor d’un spin nucléaire. Bien qu’ayant lieu a des échelles treés distinctes ce deux mouvements ont des descriptions
analogues. Le mouvement de précession se caractérise par la conservation de la norme du moment cinétique de sa
projection selon 'axe de rotation propre et une vitesse de précession généralement lente devant la vitesse de rotation
propre et qui dépende explicitement du forgage. Une importante application de la précession du spin nucléaire est la
RMN.

3 Questions et commentaires

3.1 Questions

3.2 Commentaires
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