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Ce polycopié est destiné aux étudiants de la Licence (3éme année) de Mathématiques
de I’Université Pierre et Marie Curie. En principe ces étudiants ont déja suivi un
cours de théorie de la mesure et d’intégration. Nous commencgons par 1’étude des
probabilités sur les ensembles finis (chapitre 1) puis sur les ensembles dénombrables
(chapitre 2) avant de présenter (chapitre 3) les résultats d’intégration utilisés par la
suite. Le chapitre 4 introduit les principales notions de probabilités dans leur cadre
général. Le chapitre 5 traite des fonctions caractéristiques et des vecteurs gaussiens.
Les théoremes limites sont abordés dans les chapitres 6 (avec, en particulier, la loi des
grands nombres) et 7 (avec, en particulier, la convergence en loi vers la loi normale).
Enfin le chapitre 8 présente quelques notions de statistique.

Les compléments situés a la fin de certains chapitres ne sont pas au programme
de 'examen.

Ce polycopié est divisé en chapitres, sections et sous-sections. Ainsi 3.2.4 renvoie
au chapitre 3, section 2, sous-section 4 et 5.4 renvoie chapitre 5, section 4. A I'intérieur
d’une méme section, les énoncés sont numérotés en continu. Ainsi “d’apres le th. 5.4.6”
renvoie au chapitre 5, section 4, énoncé 6. Quant aux égalités, elles sont numérotées
entre parentheses et en continu au sein d’un méme chapitre. Ainsi “vu (3.5)” réfere a
la cinquieéme égalité numérotée du chapitre 3. Le signe ¢ indique la fin d’une preuve.
Ce polycopié se termine par un index des notations et un index des termes.
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Chapitre 1

Espace de probabilité fini

Dans ce premier chapitre, on présente les premiéres notions de probabilité dans un
cadre élémentaire.
1.1. Notions fondamentales

1.1.1. Probabilité sur un ensemble fini. Soit £ un ensemble fini. Une probabilité sur
E est une famille (p(a), a € E) de réels vérifiant

0 <pla) <1, Zp(a) =1

aceFE

On pose alors, pour A C E, P(A) = ., p(a). P est une application de P(E) dans
[0, 1] telle que

P(Q)=1, P(AUB)=P(A)+P(B)si AnNB=4. (1.1)

On voit immédiatement, par récurrence, que, si Aq,..., A, sont des sous-ensembles
de ) deux a deux disjoints, alors

T

P

=1

4) = Z P(4;).
i=1

Réciproquement si une fonction d’ensembles A — P(A), A C E, vérifie (1.1) et si on
pose, pour tout a € E, p(a) = P({a}), ona 0 < p(a) <1let ) ppla) =1 puisque
les ensembles {a} sont évidemment deux & deux disjoints d’union E. En conclusion,
on appellera probabilité sur E aussi bien la famille (p(a), a € E) que la fonction
d’ensembles A — P(A).

1.1.2. Espace de probabilité fini. Un couple (£2,P) ot Q est un ensemble fini et P une
probabilité sur 2 s’appelle un espace de probabilité fini. Un sous-ensemble A de (2
s’appelle un événement et P(A) est la probabilité que I’événement A ait lieu. L’élément
{w} s’appelle alors un événement élémentaire. On note A€ le complémentaire de A,
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c’est 'événement “A n’a pas lieu”. De méme A U B est ’événement “A ou B a lieu”
et AN B est ’événement “A et B ont lieu”. Enfin Q est I’événement certain et ) est
I’événement impossible. Noter (c’est la moindre des choses) que P(()) = 0 puisque, vu
que QNQO =10,

1=P(Q)=PQUD) =P(Q)+P(0) =1+P).

Donnons quelques conséquences faciles de (1.1). Ona AU A = Q et AN A° = () donc
1=P(Q) =P(A) + P(A°) d’ou

P(A) = 1 — P(A). (1.2)
Si AC B,onnote B\A=BNA‘ Onaalors B=AU(B\ A) avec AN(B\ A) =10
e siAC B, P(B\ A) =P(B)—P(A). (1.3)
En particulier, dans ce cas, P(4) < P(B). Enfin on a
AUB=(ANB)U(A\ANB)U(B\ANB),
ces ensembles étant deux a deux disjoints. On a donc
P(AUB) = P(ANB)+P(A\ANB)+P(B\ANB) = P(ANB)+P(A)—P(ANB)+P(B)—P(ANB)
d’ou
P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B). (1.4)

On note |A] le cardinal de A i.e. le nombre d’éléments de A. Un cas particulier
important d’espace de probabilité fini (£2,P) est celui ou P est la probabilité uniforme
sur {2 définie par

1
P({w}) = .
1]
On a alors P(A) = %. Ce cas est tres fréquent mais n’est pas le seul a envisager (voir
I'exemple 4 de 1.1.4).

1.1.3. Variables aléatoires. Soit (€2,[P) un espace de probabilité fini. On appelle vari-
able aléatoire (en abrégé v.a.) a valeurs F toute application X de Q dans E. Puisque
X () est fini, on peut supposer E fini, c’est ce qu’on fera par la suite. Pour a € E et
I' C E, on pose

(X=a})=X"Ya)={w, X(w)=a}, {XeT}=X"1I") = {w, X(w) €T}. (1.5)

On définit alors, pour tout a € E, g(a) = P(X = a). On a 0 < g(a) < 1 et, les
ensembles {X = a}, a € E, étant deux a deux disjoints d'union ©, > pq(a) =
P(Q2) = 1. Les (q(a), a € E) sont donc une probabilité sur E, notée u, , appelée loi
de la v.a. X. Alors, pour tout I' C FE,

pe@ = al@)= >  pw)=PXel)

a€el w, X(w)er



1.1.4. Exemples.

1. On lance une piece trois fois de suite. L’ensemble des issues possibles est
QO ={PPP,PPF,PFP,PFF,FPP,FPF,FFP,FFF}.

On a | = 23 8. Les issues étant équiprobables, on munit  de la proba-
bilité P({w}) = 5. Soient A I'événement “on obtient exactement deux faces” et
B T'événement “on obtient au moins deux faces”. On a A = {PFF,FPF,FFP},
B ={PFF,FPF,FFP FFF}, |A|=3,|B|=4,P(4) =2, P(B)=1.

=l

2. On lance deux dés, un rouge et un bleu. L’ensemble des issues possibles est

Q={11,21,12,...,66} = {iyis, 1 < i1,ip < 6}.

On a |Q| = 62 = 36. Les issues étant équiprobables, on munit Q de la proba-
bilité P({w}) = 3s. Soit A I'événement “la somme des résultats vaut 5”. On a
A =1{14,23,32,14} et P(A) = 3% = é. Soient X7 le résultat du dé rouge, X5 le résultat

du dé bleu et S la somme. Ce sont des variables aléatoires et on a Xj(ijia) = i,
Xg(il’ig) = ig, S(iliQ) = ’il + ’ig = Xl(ilig) + Xz(ilig). I1 est immeédiat que, pour
E=1,...,6,P(X; = k) =P(Xo =k) = é. La loi de X; (et de X2) est donc la loi
uniforme sur {1,2,3,4,5,6}. Soit (¢x, k = 2,3,...,12) la loi de S. Ci-dessus, on a
calculé g5. De la méme fagon, on obtient:

1 2 3 4 ) 6

Q2=CJ12=%, Q3ZCI11=%7 Q4ZQ10=%7 %quz%, %qu:%’ Q7=%‘

3. On met au hasard trois boules distinctes a, b, ¢ dans trois urnes. L’ensemble des
issues possibles est

Q = {(abc| — |-), (=|abc|=), (=] = |abe), (ablc|—), ... ... }.

On a |[Q| = 3% = 27 et, les issues étant équiprobables, P({w}) = 5. Soit A I'événement
“la premiere urne contient deux boules, la seconde une boule”, événement qu’on
note (2[1/0). On a A = {(ab|c|-), (ac|b|-), (bcla|-)} d’ot P(4) = & = L. Soit B
I’événement “chaque urne contient une boule”, événement qu’on note (1|1|1). On a
B = {(alblc), (blalc), (ale|b), (clalb), (blc|a). (c[bla)} et P(B) = 5> = §. Par symétrie,

on a

P((31010)) = P((0[3]0)) = P((0[0]3)) = -
P((21110)) = P((1[210)) = B((2[0[1)) = E((1]0[2)) = B(0]211)) = P((0]1}2)) = 5.
P((1111) = =

4. On met au hasard trois boules indistinctes dans trois urnes. L’ensemble des issues
possibles est

€ = {(3/0]0), (0[3]0), (0[0[3), (2[1]0), (1]2]0), (2]0[1), (1]0]2), (0[2[1), (0[1]2), (1[1[1)}.
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Mais, vu I’exemple précédent, €2 doit étre muni de la probabilité

(1 1 11111111)

et non de la probabilité uniforme. Bien sur, 2 muni de la probabilité uniforme est un
espace de probabilité mais il ne rend pas compte de ’expérience aléatoire considérée.

1.2. Echantillon. Sous population

Soit S = {s1, s2,..., sy} une population de taille n.

1.2.1. Echantillon sans répétition. On tire un par un et sans remise r éléments de S,
r < n. On obtient ce qu’on appelle un échantillon sans répétition de taille r de la
population S. C’est une suite s;, S;, . .. s;, d’éléments de S tous distincts. L’ensemble
des issues possibles est donc

QO = {8i8iy .- 5i,, 8i; €8, 8i; # si, si j # k }.

n!

—— =A.

(n—r)t "

|| est le nombre d’applications injectives de {1,2,...,r} dans {1,2,...,n}. Evidem-
ment chaque échantillon a la méme probabilité et

Q=nn-1)...(n—r+1)=

P = 7 =

n!
Exemple. On suppose S = {1,2,3,4} et r = 2. Alors |2 =12 et

O = {12,13,14,21,23,24, 31,32, 34, 41, 42, 43}.

1.2.2. Echantillon avec répétitions. On tire un par un et avec remise r éléments de
S, r quelconque. On obtient ce qu’on appelle un échantillon avec répétition de taille
r de la population S. C’est une suite s;,si, . ..s;, d’éléments de S. L’ensemble des
issues possibles est donc

Q = {si,8iy - - 5i,, 8i; €S}

On a
Q| =n".

|2 est le nombre d’applications de {1,2,...,r} dans {1,2,...,n}. Evidlemment chaque
échantillon a la méme probabilité et

1 1

P({o}) = g =

€2

n’f‘



Exemple. On suppose S = {1,2,3,4} et r = 2. Alors |Q] = 16 et

Q= {11,12,13,14,21,22, 23,24, 31, 32, 33, 34, 41, 42, 43, 44}

1.2.3. Sous population. On tire en une fois r éléments de S, r < n. On obtient ce qu’on
appelle une sous population de taille  de S. C’est un sous ensemble {s;,, Siy, ..., i, }
de r éléments de S nécessairement distincts (l’ordre n’intervient pas) qu’on écrira
simplement s;, S;, ... s;,.. L'ensemble des issues possibles est donc

Q:{Silsiz'--sim Si; GS, i1<i2<...<i7~}.

n!
Q=C = —.
i "ol (n—r)!
|Q2] est le nombre de sous-ensembles a r éléments d’un ensemble & n éléments. Ev-
idemment chaque sous population a la méme probabilité et

rli(n —r)!

PUw)) = = =

Exemple. On suppose S = {1,2,3,4} et r = 2. Alors |Q2] =6 et

Q= {12,13,14,23,24, 34}.

1.2.4. Loi hypergéométrique. On suppose que S = S1USy avec S1NSy =0, |S1| = nq,
|Sa| = n2, n = n1 + ny. On appelle éléments de type 1 les éléments de Sp, éléments
de type 2 ceux de S2. On tire sans remise r éléments de S (r < n). Soit X le nombre
d’éléments de type 1 obtenus. On se place dans le cadre de 1.2.1 et il s’agit de calculer
la loi de la v.a. X. On doit calculer |A] ou A = {X = k}. Evidemment P(4) = 0
sik > mnyousir—=k > ng. Sinon on construit un élément de A en se donnant un
échantillon sans répétition de taille k de Sy (il y en a A% ) puis en se donnant un
échantillon sans répétition de taille r — k de Sz (il y en a A’ %) et en faisant un
échantillon sans répétition de taille  de .S i.e en choisissant la place des éléments de
S1 dans I'échantillon total (il y a donc C¥ possibilités). Finalement |A| = A A7 -FCH
et

Um0 e chop
T T R (e (=R R —k) wl Cr
En fait il est plus simple de se placer dans le cadre de 1.2.3 et de supposer qu’on

tire une sous population de taille 7. On a alors A = {X = k} = {sous population de
taille k de S, sous population de taille r — k de Sz} et |A| = CF Ch-F d’ou

P(A)

n2

Cr

n

_ Cﬁl Crfk

P(X =k) convenant que C]Z: =0sii>j. (1.6)
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Cette loi s’appelle la loi hypergéométrique.

1.2.5. Loi binomiale. On suppose encore que S = S71USy avec S1USy = 0, [S1| = nq,
|Sa| = m2, n = ny 4+ na. On tire avec remise r éléments de S, r quelconque, et soit X
le nombre d’éléments de type 1 obtenus. On se place dans le cadre de 1.2.2 et il s’agit
de calculer la loi de la v.a. X. On doit calculer |[A] ou A = {X = k}. Evidemment
P(A) =0 si k > r. Sinon on construit un élément de A en se donnant un échantillon
avec répétition de taille & de Sy (il y en a n¥) puis en se donnant un échantillon
avec répétition de taille 7 — k de Sy (il y en a n5 %) et en faisant un échantillon
avec répétition de taille » de S i.e en choisissant la place des éléments de S7 dans
Péchantillon total (il y a donc CF possibilités). Ceci donne |A| = n¥nl *CF et

_ Al

P =19

= nfinlkCF/n".
Posant p = n1/n, on obtient
P(X =k)=CFpF(1—p) % k=0,1,...,r, P(X =k)=0sik > (1.7)

Cette loi s’appelle la loi binomiale car 1 = >, _(P(X = k) n’est rien d’autre que la
formule du binéme > ;_, C*pF(1 —p)"* = (p+ (1 —p))" = 1.

Evidemment si nq et no sont trés grands par rapport a r, le fait de tirer sans remise
ou avec remise modifie peu le résultat et dans ce cas la loi binomiale est une bonne
approximation de la loi hypergéométrique. C’est ce que montre le calcul suivant ot
k,r sont fixes et ol ny,ny — +o0 avec ny/n — p. Alors

Ch Crok Corlng(ng —1)...(ny — k4 1ng(na — 1) ... (ng —r + k+ 1)

cr nn—1)...(n—r+1)kl(r—k)!
k _r—k
k1o ko MMk N\r—k k. k r—k
=Cch(=)ka - = 1— .
= Cr(n)( n) — Cp"(1—p)

1.2.6. Généralisation. On suppose maintenant que S = S1US2U...U Sy, avec les S
deux a deux disjoints, |Sj| = nj, n = n; + ...+ ny,. On appelle éléments de type j
les éléments de S, j = 1,...,m. On tire sans remise (resp. avec remise) r éléments
de S (r < n dans le premier cas) et soit X; le nombre d’éléments de type j obtenus.
On veut calculer P(X1 = k1,..., X;n =km), k1 + ...+ kynn=7,0n a

a. Tirage sans remise.

Chv . Ckm ‘
P(Xlzkl,...,Xm:km):T, Vi, kj <nj, ki +...kpn =7; = 0sinon.

n

b. Tirage avec remise. On pose p; = %’ Alors

r!

IP’(Xl:kl,...,Xm:k:m):ﬁplfl...pfg‘, ki+...kn=17; =0sinon.
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Sim = 2, il s’agit des formules précédentes. Dans le cas général, elles se montrent de
la méme fagon.

Exemple. Le bridge se joue avec un jeu de 52 cartes de 4 couleurs. Il oppose deux
camps de chacun deux joueurs. On distribue 13 cartes a chaque joueur. On dit qu'une
main est 5521 si elle se compose de deux couleurs de 5 cartes, d’une couleur de 2 cartes
et d'une couleur de 1 carte. Quelle est la probabilité p quune main soit 55217 La
probabilité pour qu’une main comprenne 5 piques, 5 cceurs, 2 carreaux, 1 tréfle est
(loi hypergéométrique généralisée)

CP,07,C%CH

o= BB — 0,002645.
Cs3

On obtient la probabilité cherchée en permutant les couleurs. Il y a C% fagons de
choisir les deux couleurs de 5 cartes puis deux facons de choisir la couleur de 2 cartes.

On a donc p = 2C3a = 0,03174.

Vous jouez un contrat avec pique comme atout. Vous avez avec votre partenaire
(le mort) 9 piques . Quelles sont les probabilités ¢, g2, g3 que, chez vos adversaires,
les piques soient partagés 4 — 0, 3 — 1, 2 — 27 La probabilité qu’un de vos adversaires
ait 4 (resp. 3, resp. 2) piques est (loi hypergéométrique)

CiC3, CiCs CiCss
or = 0,0478, resp. or =0,2486, resp. or = 0,40695.

On a donc q; = 0,09565, g» = 0,4974, g3 = 0, 40695.

1.3. Probabilité conditionnelle

On considere un espace de probabilité fini (£2,P). On écrit indifféremment A N B ou
AB.
1.3.1. Probabilité conditionnelle.

Soient 2 une population, A la sous population des hommes, A€ celle des femmes
et B celle des fumeurs. Si on tire au hasard un élément de €2, la probabilité d’obtenir
un fumeur est %. Si on observe que 1’élément tiré est un homme, la probabilité que

ce soit un fumeur est %, c’est ce qu’on appellera la probabilité conditionnelle de B

sachant A. Ceci conduit a:

Définition 1.3.1. Soit A C Q tel que P(A) > 0. On appelle probabilité conditionnelle
de B sachant A et on note P(B|A) la quantité P(AB)/P(A).

On a donc
P(AB) = P(A)P(B|A).

Noter que B — P(B|A) est une probabilité sur €.
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Proposition 1.3.2. (Formule de Bayes) Soient A, B des événements tels que P(A) >
0,P(A°) > 0,P(B) > 0. On a

P(A)P(B|A)

P(4|B) = P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|A¢)

Preuve: Par définition P(A|B) = P(AB)/P(B). D’une part P(AB) = P(A)P(B|A).
D’autre part P(B) = P(BA) + P(BA®) = P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|A®). D'ou le
résultat. ¢

Proposition 1.3.3. Soient A1, Ag, ..., A, des événements tels que P(A1 Az ... A,) >
0. On a

P(A1As ... Ay) = P(A))P(As| A)P(A3|A1Ag) .. . P(An|A1As ... Ap_1).

Preuve: Par définition P(A;As) = P(A;1)P(A2|A1). Supposons la formule vraie au
rang n. Alors P(A1 A2 ... ApAni1) = P(A1 Ay Ap)P(Apt1|A1As ..  Ay) et il suffit
d’appliquer la formule au rang n pour conclure. ¢

1.3.2. Evénements indépendants. Si P(B|A) = P(B) i.e. P(AB) = P(A)P(B), savoir
si A a eu lieu ou non ne modifie pas la probabilité de B. Il est alors naturel de dire
que les événements A et B sont indépendants d’ou

Définition 1.3.4. Les événements A et B sont indépendants si P(AB) = P(A)P(B).
Supposons A et B indépendants, on a
P(AB°) =P(A) —P(AB) =P(A) —P(A)P(B) =P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B°).

Donc A et B¢ sont indépendants. On voit facilement qu’il en est de méme de A€ et
B et de A° et B¢. Donc posant, pour F' C §;

o(F) = {Q, F, F¢, 0}, (1.8)

on a que A et B sont indépendants ssi P(C'D) = P(C)P(D) pour tout C' € o(A) et
tout D € o(B). Ceci conduit a:

Définition 1.3.5. Les événements Ay, Ao, ..., A, sont indépendants si, pour tout
Ci € 0(A1), tout Cy € 0(Az),..., tout C), € 0(Ay),

P(C1Cy...C) =P(CHP(Cy) ... P(Cy).
On montre alors facilement:

Proposition 1.3.6. Les événements Ay, Ao, ..., A, sont indépendants ssi, pour tout
{i1,...,ix} C{1,...,n},



Chapitre 2

Espace de probabilité discret

Dans ce chapitre, on introduit les espaces de probabilité dénombrables. Pour cela, on
a besoin de la notion de famille sommable.

2.1. Famille sommable

Dans toute cette section, I désigne un ensemble dénombrable.

2.1.1. Notations. Soient E un ensemble, A, C E et f, : E — R. On écrit A,, T A si
Ap CAppr et A=UA,, A, | Asi Ay D Aprr et A=0NAy, fr 1 fsifo < forr et
f=supfn (alors f =lm T f,), fu | fsifn > for1 et f=inf f, (alors f =lim | f,).
2.1.2. Enumération. On appelle énumération de I toute bijection ¢ de N sur I. Soient
(a;, © € I) une famille de nombres réels ou complexes et ¢ une énumération de I. On
pose

ng = ag(0) + Agp(1) + ...+ Agp(n)- (2.1)

2.1.3. Famille sommable positive. On suppose que, pour tout ¢ € I, a; > 0. Alors la

suite S est croissante. Soit S = lim T S e R Si 1) est une autre énumération de
I, on a, pour n fixé et m assez grand,

{ag(0): ag(1); - - agn)} C {ap(0) ay(1ys - - - ayp(my

et donc Sﬁ < S;Z,JL < SY d’ont S? < SY. Changeant le role de ¢ et 9, on a SY < 8 et
finalement S¢ = S¥. On peut énoncer:

Théoréme 2.1.1. Soit (a;, i € I) une famille de nombres positifs. Alors, pour toute
énumération ¢ de I, la suite S’ﬁ, définie par (2.1), converge en croissant vers un
nombre S € R indépendant de ¢. On note S = > . _ra;. Si S < 400, la famille est
dite sommable.

el

Quelques conséquences immeédiates:

(i) Si In 11, I, fini, > 7cp ai T2 2cr ai
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(ii) Pour tout A <} . ;a;, il existe J C I, J fini, tel que ) ;. ;a; > A.
(111) Si0 S a; S bi, Ziel a; S Zie[ bl
(iv) Pour « >0, >0, a; >0,b; >0, on a

> (aai+pb)=a) ai+5) b

iel i€l i€l

Remarque. En fait > ._;a; est défini pour a; € R" et vaut +oo si a; = 400 pour

un ¢ au moins.

el

2.1.4. Passage a la limite croissante.

Proposition 2.1.2. Soit, pour tout n € N, (a;(n), i € I) une famille de réels positifs.
On suppose que, pour tout © € I, a;(n) T a; lorsque n — +o00. Alors

Z a;j(n) 7 Z a; lorsque n — +oo.
iel iel

Preuve: Soient S(n) = > ,c;a;(n), S* = lim 1, S(n), S = > ,c;a;. Evidemment
S* <8, Soit A < S. Il existe J fini, J C I, tel que ) ;. ;a; > A. Donc, pour n assez
grand, >, ;ai(n) > Aet S* > Adon S*>Set S*=85.0

2.1.5. Sommation par paquets. On dit que (I}, j € J) est une partition de I si les I;
sont deux a deux disjoints et si [ = Ujc;I;.

Proposition 2.1.3. Soient (a;, i € I) une famille de réels positifs et (I, j € J) une
partition de I. On a

D ai=) ) a

il jed iel;
Preuve: Soient K, T I, K, fini, et J, = {j € J, K,, N I; # 0}. K,, et J,, étant finis,

doa= D a=) b

icK, jedn iel;NKny jeJ

oubj(n) =0sij ¢ Jn, bj(n) = Zz’eIJﬂKn a; sij € Jp. D’une part ZieKn a; Tn Y jer @i
et d’autre part, pour chaque j, b;j(n) Tp Zie], a; d’ou (prop. 2.1.2) >, ;bj(n) Tn

2jes Zielj aj. ©

2.1.6. Le cas général. On considére maintenant une famille (a;, i« € I) de nombres
réels ou complexes.

Définition 2.1.4. Une famille (a;, ¢ € I) de nombres réels ou complexes est dite
sommable si Y, |a;| < 4o0.
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Théoréme 2.1.5. Soit(a;, ¢ € I) une famille sommable de nombres complezes.

(i) Pour toute énumération ¢ de I, S définie par (2.1) converge vers S € C indépendant
de ¢. On note S =3 ;cra;. Ona | crail <> icplail

(i) Soit (I, j € J) une partition de I, on a ) ;crai=73 e, Zz‘elj a;.

(iii) Si (b;, © € I) est une autre famille sommable de nombres complezes et sia, 3 € C,
la famille (cva; + Bb;, i € I) est sommable et

Z(aai + Bb;) = @Zai + ﬁzbz‘-
iel iel iel

Preuve: On pose, pour a € R, a™ = max(a,0), a~ = max(—a,0). Onaa =a" —a~
et [a] =at +a . Pour a € C, on a a = R(a) + iS(a). Alors, pour tout i € I,

[Ra)] ™ < lail, R(a)]™ < lail, [S(ai)]™ < ail, [S(ai)]” < aal.

Ecrivant

n n n n

SY = ZW(%(!«))]JF — ZW(%(k))r +1i Z:[%(a(p(k))}+ —1i 2[3(%(1@)]77

k=0 k=0 k=0 k=0

on est ramené au cas positif. ¢

2.2. Espace de probabilité discret

2.2.1. Probabilité sur F dénombrable. Soit F un ensemble dénombrable. Une prob-
abilité sur E est une famille (p(a), a € E) de réels vérifiant

0<p Zp

ackE

On pose alors, pour A C E, P(A) =} . 4 p(a). P est une application de P(£) dans
[0,1] vérifiant P(E) = 1, P(AU B) = P(A) + P(B) si AN B = (prop. 2.1.3) et
P(A,) TP(A) si A, T A (prop. 2.1.2). Ceci implique que A — P(A) est o-additive i.e.
que, pour toute famille (A,, n € N) de sous-ensembles de Q2 deux & deux disjoints,
on a P(UA,) = > P(A,). En effet:

P(UA,) = lim Ty P(UY A,,) = lim Ty ZP = P(Ay).

Réciproquement si une application de P(F) dans [0,1], A — P(A), vérifie P(E) =

et est o-additive, on a, posant p(a) = P({a}), 0 < p(a) < 1et > cppla) = 1
Ici encore, on appellera probabilité sur E aussi bien la famille (p(a), a € E) que la
fonction d’ensembles A — P(A).
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2.2.2. Un couple (€2, P) ot €2 est un ensemble fini ou dénombrable et P une probabilité
sur €} s’appelle un espace de probabilité discret. Toute application X de 2 dans
FE s’appelle une variable aléatoire a valeurs E. On peut supposer FE dénombrable
puisque X (Q2) est dénombrable. Alors, vu la prop. 2.1.3, la famille (¢(a), a € E) ou
q(a) = P(X = a) est une probabilité sur E appelée loi de X.

2.2.3. Espérance. Soient (£2,P) un espace de probabilité discret et X une variable
aléatoire a valeurs E' discret (i.e. fini ou dénombrable). On pose p(w) = P({w}).

a. On suppose E C R*. On pose E(X) =3 o X(w)p(w). E(X), qui est un élément
de [0, +00], s’appelle 'espérance de X.

b. On suppose E C R. Alors, si E(|X]) = 3" | X (w)|p(w) < 400, on appelle espérance
de X la quantité E(X) = > o X (w)p(w).

c. On suppose E quelconque et soit f : E — R. Si f > 0 ou si E(|f(X)]) =
> wea [f(X(w))lp(w) < 400, on a

E(f(X) = f(X(@)p(w). (2.2)
weN

Théoréeme 2.2.1. Soient X une variable aléatoire a valeurs E discret et f : E — R.
Si f>0, ona

E(f(X) =) f(@)P(X = a). (2.3)

ack
De plus, E(|f(X)|) < 400 ssi ), |f(a)|P(X =a) < +oo et, dans ce cas, on a (2.3).

Preuve: Supposons d’abord f > 0. Alors, vu la prop. 2.1.3,

E(f(X)) =) f(X@hpw) =D > [fXw)pw)

wen a€Bw | X(@)=a
=Y D> f@pw=Y fl@ > pw=) f@PX=a).
acFBw /X (w)=a ack w/X(w)=a ack

On a donc, pour f réelle, E(|f(X)]) = >, |f(a)[P(X = a) et, si cette quantité est
finie, le calcul ci dessus est encore valable (th. 2.1.5). ¢

Soient X1, Xy des v.a. & valeurs Ej et Fy discrets. Alors (X3, X2) est une v.a.
a valeurs F; X Fo et on a, pour toute f : F; x Fs — R positive ou telle que
E(f (X1, X2)|) < +o0,

E(f(X1,X2)) = Y. flar,a2)P(X1 = a1, X = ap). (2.4)
(a1,a2)EE1 X E>

Si A C Q, on appelle fonction indicatrice de A et on note 14 la fonction définie
par ly(w)=1siw e A, 14(w) =0si w ¢ A. Alors, notant p(w) = P({w}),

E(la) = ) La()p(w) = Y p(w) = P(A). (2.5)

we wEA
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2.2.4. Moments. Dans cette sous section, X désigne une v.a. a valeurs £ C R, F
discret. Soit p € N*. Si E(|X|P) < +oo, E(|X|P) s’appelle le moment absolu d’ordre p
de X et E(XP) s’appelle le moment d’ordre p de X. D’apres le th. 2.2.1,

E(X[") =) lal’ P(X

aceFE

Noter que, pour 1 < g < p, E(JX|P) < 400 implique E(]X|?) < 400 puisque | X|? <
1+ |X|P.

Supposons E(X?) < +oo, alors m = E(X), qu'on appelle aussi moyenne de X,
existe et on définit la variance de X par

Var(X) = E[(X —m)?] = E(X?) — m?. (2.6)

La variance donne une idée de I’écart de X par rapport a sa moyenne m comme le
montre:

Proposition 2.2.2. (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) On suppose que E(X?) <
+oo et soit m = E(X). Alors, pour tout A > 0,

1
P X —m| > \) < FVar(X).

Preuve: On a

Var(X) =E[(X —m)?| = ) (X (w) —m)’p(w) > > (X(w)—m)*p(w)
we we{|X—m|=A}
>N Y pw)=NP(X —m| = )).o
we{|X—m|>A}
2.2.5. Lois usuelles.

Loi binomiale. On 'a déja rencontré en (1.7). Soit n € N*. C’est la loi d'une v.a. a
valeurs {0,1,...,n} telle que

P(X =Fk)=CkpF(1—p)" % k=0,1,....,n; 0<p<1. (2.7)

Elle est appelée loi binomiale de parameétre n,p et notée B(n,p). On écrit X ~
B(n,p). En particulier si X ~ B(1,p), on dit que X est une v.a. de Bernouilli.
Calculons la moyenne et la variance de X ~ B(n,p). D’une part

" (n— 1 _ e
=Y EP(X =k) =Y _kCrp*(1—p)™~ —npz ),p'“ L1—p)n*
k=1 )

k>0

=npY Chp'(1—p)" " =np(p+ (1—p)"" =np.
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D’autre part

E(X?) =Y KP(X =k =Y k(k—1)Chp*(1—p)" *+ > kP(X =k)
k>0 k=2 k=1
_ —1)p2 (n k=21 n—k
n(n—1)p 2 i —” (L=p)" " +pn
n—2
=n(n—1)p" Y Cp_op'(1=p)" > +pn=mn(n - 1)p* + pn.
=0

On a alors Var(X) = n(n — 1)p? + pn — (np)? = np(1 — p).

Supposons que k soit fixe et que n — +o00 avec p = p(n) tel que np(n) — A. Alors
vu que log{(1 — p(n)"} = nlog(1 — p(n)) ~ —np(n) — —X, on a

nn—1)...(n—k+1 .
p(x = k) = M D e
Inn-1)...n—k+1 _ n 1 _
= L 2 e R )1 ) (0 plm)) A

Noter que (%)\ke_k, k € N) est une probabilité sur N.

Loi de Poisson. C’est la loi d’une v.a. a valeurs N telle que

)\k
]P’(X:k;):e”\g, keN; A>0. (2.8)

Cette loi est appelée loi de Poisson de parametre A et se note P(A). Calculons sa
moyenne et sa variance. D’une part

0 )\k > Akfl

E(X) =) kP(X =k) = Zke_’\ﬁ = )\e_)‘zm =3
k=0 k=1 '

k>0
D’autre part, comme ci-dessus
2 2 aAf A"
E(X?) =Y KPX =k) =Y k(k—1)e HJFZk;e T
k>0 k>0 k>0

B P G

On a alors Var(X) = A2+ A — A2 = \.

On a vu qu’on peut approximer la loi B(n,p) par la loi de Poisson P(np) si n est
tres grand et p tres petit.

Loi géométrique. C’est la loi d’une v.a. a valeurs N telle que

P(X =k)=(1—a)d®, k€N; 0<a<]l. (2.9)
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Cette loi est appelée loi géométrique sur N de parametre a et se note G(a). On
calculera sa moyenne et sa variance en 2.3. On rencontrera aussi la loi géométrique
sur N* de parametre a, notée G*(a) définie par

P(X =k)=(1—a)d* !, keN*, 0<a<l. (2.10)

2.2.6. Variables aléatoires indépendantes. Il est naturel de dire que deux v.a. discretes
X et Y sont indépendantes si, pour tous a € X(Q2),b € Y (Q), les événements {X = a}
et {Y = b} sont indépendants (voir 1.3.2) i.e. si pour tous a € X(02),b € Y (Q),
P(X =a,Y =b) =P(X =a)P(Y =b). Plus généralement,

Définition 2.2.3. Les v.a. X1, Xs,...,X,, d valeurs E1,FE>,..., E, discrets sont
indépendantes si, pour tous a1 € E1,a9 € Fo,...,a, € By,

P(X)=a1,Xo=ag,...,.Xp,=a,) =P(X] =a1)P(Xe = a2)...P(X,, = ay,).

Théoreme 2.2.4. Les v.a. X1,Xo,..., X, a valeurs E1,FEs,...,E, discrets sont
indépendantes ssi, pour tous f; : E; — R,

E(fi(X1) - fa(Xn)) = E(fi(X1)) ... E(fn(Xn)) (2.11)

Dans ce cas, si f; : E; — R vérifie E(|fi(X;)]) < 400, i = 1,2,...,n, on a que
E(|fi(X1)... fa(Xn)]) < +oo et (2.11) est satisfaite.

Preuve: On se limite a n = 2. Si (2.11) est satisfaite, on a 'indépendance de X et
Xy en choisissant f; = 14y, fo = 1y4,} et en utilisant (2.5). Réciproquement, si X;
et Xy sont indépendantes et fi > 0, fo > 0, vu la prop. 2.1.3 et (2.4),

E(fi(X1)f2(X2)) = Y fi(ar) fa(a2)P(X1 = a1, Xz = az)

ai,a2

= Z fi(a1) fa(az)P(X1 = a1)P(X2 = az)

ay,a2

=Y fila)P(X1 =a1) Y folaz)P(X2 = a2) = E(f1(X1))E(f2(X2)).

Dans le cas réel, on a, vu la premiere partie, E(| f1(X1) f2(X2)|) = E(| f1(X1))E(| f2(X2)])
< +o0 et la calcul ci-dessus reste valable. ¢

Prenant f; = 1r,, on a, utilisant (2.5), que si Xi, X»,..., X, sont indépendantes,
pour tous I'; C Ej,

P(X, €Ty,... X, €T,) =P(X; €Ty)...P(X, € Ty) (2.12)

Enfin il résulte du th. 2.2.4 que, si X7, Xo,...,X,, sont indépendantes,
(i) il en est de méme Y7 = ¢1(X1),...,Y, = gn(Xp) o g; : E; — F;.
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(ii) il en est de méme de X, (1), ..., X;(,) pour toute permutation {r(1),...,7(n)} de
(1,...,n),

(iii) il en est de méme,pour tous 1 <my < ... <mp=mn,de Y], ...,Y, ou
Yi=X1, s X)), Yo = (Xog1s o Ximg )y oo, Yp = (me_l_H, vy Xn).

Par exemple, si X1, X2, X3, X4 sont des variables aléatoires réelles indépendantes,
il en est de méme de X1, X3, Xo, Xy, de Y1 = (X1,X3) et Yo = (Xo,Xy) et de
Up = cos(X? + X3) et Uy = eX2X4,

Exemple. Soient X et Y deux v.a. indépendantes a valeurs N, de lois P(\) et P(u).
Cherchons la loide S =X +Y.On a

k k
P(S=k)=P(X+Y =k =) PX=4Y=k—j)=> PX=5)PY =k—j)
=0 =0
SN T i LN i b o A )
=2 g e R O =

Donc S ~ P(A+ p).

2.3. Fonctions génératrices

Dans cette section, on ne considére que des v.a. a valeurs N.

2.3.1. Définition. Soit X une telle v.a. Notons d’abord que, vu le th. 2.2.1, on a, pour
tout s > 0, >°° (P(X =n)s" = E(s¥) avec la convention s = 1 si s = 0.

Définition 2.3.1. On appelle fonction génératrice de X, la fonction
o0

g(s) =g, (s) = ZP(X =n)s" =E(s¥), 0<s<1.
n=0

On pose ¢, = P(X = n). On a ¢g,(0) = qo, g,(1) = 1 et, vu la prop. 2.1.2,
9x(s) T g5 (1) =1lorsque s T 1. Sur [0, 1], la fonction g, (s) est convexe et strictement
convexe si o + q1 < 1. De plus, la série entiére ) g,s™ a un rayon de convergence
R > 1. Donc g, (s) est indéfiniment dérivable sur [0,1[ et g} (s) = >_,5; nGns" 1,

gh(s) = s9n(n —1)gus"2,.... Enfin nlg, = g™ (0) d'ot:

Proposition 2.3.2. La fonction génératrice g, détermine la loi de X. En fait:

MX:@:%@W@.

X

Exemples.
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a. Loi binomiale B(n,p). On a

=Y P(X =k)s" =>_ ChpFs* (1 —p)"F = (ps+ (1 —p))".
k k=0
b. Loi de Poisson P()). On a
Mk gk
s) = Z]P’(X =k)sF = Z s Al
k

c. Loi géométrique G(a). On a

1—a
= ;]P’(X =)sk = z(l —a)atst = T as

k>0

2.3.2. Calcul des moments. Rappelons (2.2.4) que E(X?) < 400 implique E(XY) <
400 pour tout g < p.

Proposition 2.3.3. (i) E(X) < +o00 ssi g, est dérivable a gauche en 1 et, dans ce
cas, on a E(X) = ¢ (1).

(ii) E(X?) < 400 ssi g, est deur fois dérivable a gauche en 1 et, dans ce cas, on a
E(X(X —1)) =g (1).

Preuve: (i) On a, utilisant la prop. 2.1.2, lorsque s 1 1,

9(s) — 9(1) :ans 11 =D I+ 51D ng, = E(X)

s—1
n>0 n>0 n>0

et le résultat cherché.

(i) On remarque d’abord que, si E(X?) < +o00, E(X) < +o00 et ¢/(1) < +o00. Alors,
lorsque s T 1,

/
T ZIW 50,7 =l S g (17 2) 13 mn—1)g, = E(X(X1))
n>0 n>0 n>0
On conclut facilement. ¢
On peut continuer et, si E(X?) < 400, p € N,
P (1) =E(X(X —1)...(X —p+1)).
Supposons E(X?) < +oco. Alors
Var(X) = E(X?)~[E(X)]? = E(X (X —1))+E(X)~[E(X)]* = g5 (1)+¢) (1)~[g (1)]*.
Le lecteur est invité a calculer I'espérance et la variance des lois binomiale et de
Poisson par cette méthode. Considérons la loi géométrique G(a) (2.3.1). On a

a 2a2 a

) =, =EX), ') = g V) =

1—a

9(s) = T

2.3.3. Somme de v.a. indépendantes.
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Proposition 2.3.4. Soient X etY deuz v.a. a valeurs N indépendantes. On a, pour
tout s € [0, 1],

gX+Y(S) = gx(s) 9y (5>
Preuve: On a, utilisant le th. 2.2.4,
oy (8) =E(s) = E(ss") = E(s¥)E(s") = g, (5) gy (5). ©
Exemples. (i) Soient X et Y deux v.a. indépendantes de loi P(A) et P(u). On a

gx+y (S) - eA(S_l)eH(S_l) f— e(>‘+ﬂ)(5_1)

et donc (prop. 2.3.2) X +Y ~ P(A + p).

(i) Soient Ay, ..., A, des événements indépendants de méme probabilité p = P(Ay).
Soient S, = 14,+...+14, le nombre d’événements réalisés, g la fonction génératrice
(commune) de 14, et gn la fonction génératrice de Sy,. On a g(s) = E(sla, +1ac) =
ps+ 1 —p. Donc g,(s) = [g(s)]" = (ps+ 1 —p)™ et (prop. 2.3.2) S,, ~ B(n,p).

2.3.4. Critere d’indépendance. Soient X et Y deux v.a. a valeurs N. On définit pour
u,v € [0,1],

Iixvy (W v) = ZIP’(X =m,Y = n)u™" = E(uXvY). (2.13)

m,n

(Toujours avec la convention 0° = 1). Alors 9.x.y, S'appelle la fonction génératrice du
couple (X,Y).

Proposition 2.3.5. Les v.a. a valeurs N X et Y sont indépendantes ssi, pour tous
u,v € [0,1],
I (5 0) = gx (u) gy (V). (2.14)

Preuve: Si X et Y sont indépendantes, (2.14) résulte du th. 2.2.4. Réciproquement
(2.14) s'écrit

ZP(X =m,Y =n)u"" = ZIP’(X =m)u™ ZIP’(Y =n)v".

m,n
Appliquant %(0, 0) aux deux membres, on obtient que, pour tous m,n,
P(X =m,Y =n)=P(X =m)P(Y =n)

i.e. 'indépendance de X et Y. ¢

La prop. 2.3.5 s’étend facilement au cas de n v.a.



Chapitre 3

Mesure. Intégration

Dans ce chapitre, on rappelle les résultats de la théorie de la mesure et de I'intégration
qui seront utilisés par la suite.

3.1. Tribus

3.1.1. Soient E un ensemble et B C P(E). On dit que B est une algebre (resp. une
tribu) si £ € B, si B est stable par passage au complémentaire et par réunion et
intersection finies (resp. dénombrables). Un couple (E,B), B tribu sur E, s’appelle
un espace mesurable. S’il est souvent possible de décrire les éléments d’une algebre,
il n’en est pas de méme pour ceux d’une tribu. On remarque que P(FE) est une tribu
et que l'intersection d’une famille non vide quelconque de tribus est une tribu. Donc,
étant donné C C P(F), on peut considérer la plus petite tribu contenant C, c’est
I'intersection de toutes les tribus contenant C. Cette tribu se note o(C) et s’appelle
la tribu engendrée par C. Le résultat suivant, appelé théoreme de classe monotone,
sera tres utile par la suite.

Proposition 3.1.1. Soient C C M C P(E). On suppose que C est stable par inter-
section finie, que E € M, que A,B € M et A C B impliquent B\ A € M et que M
est stable par limite croissante. Alors o(C) C M.

3.1.2. Supposons E = R? et soit O la classe des ouverts de E. La tribu o(Q) s’appelle
la tribu borélienne de R et se note B(R?). 1l est facile de voir qu’elle est aussi en-
gendrée par les fermés, par les boules, par les pavés et méme par les pavés a co-
ordonnées rationnelles (cette derniere famille ayant ’avantage d’étre dénombrable).
Si d = 1, on considérera, outre B(R), B(RT) = {A € B(R),A C R™}, B(R) =
o(B(R), {400}, {—oc}) et B(RT) = o(B(R*), {+0c}). On étend les opérations usuelles
A RT en posant (+00) x 0 =0 x (+00) = 0.

3.1.3. Soient (E1,B;) et (E2,B2) deux espaces mesurables. Une application de F;
dans F5 est dite mesurable si, pour tout A € By, f~1(A) € By. 1l est facile de voir
que, pour cela, il suffit que f~1(A) € By pour tout A € C avec o(C) = By. Ceci
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implique que, si f est continue de R? dans R™, f est borélienne i.e. mesurable pour
les tribus boréliennes. De plus, cette notion est transitive i.e. la composée de deux
applications mesurables est mesurable. Quand l'espace d’arrivée est R, R, R, R?, C,
il est toujours supposé muni de sa tribu borélienne.

3.1.4. Soit (E,B) un espace mesurable. Pour qu'une application numérique soit
mesurable, il suffit que, pour tout a € R, {f > a} := {z, f(z) > a} € B. On
peut aussi considérer {f < a}, {f < a}, {f > a}. Ceci implique que, si f, g, f,, sont
des fonctions numériques mesurables, il en est de méme de —f, sup(f, g), inf(f, g),
ft =sup(f,0), f~ = sup(—f,0), sup fn, inf f,, limsup f,, liminf f,, lim f, si elle
existe.

Rappelons que, notant f,, T f (resp.f, | f) si, pour tout x € E, f,(x) croit (resp.
décroit) vers f(z),

limsup fn(z) = lim | sup fx(x), liminf f,(z) =lim T Igf fr(x), (3.1)
n k>n n >n

ces quantités étant & valeurs R et que f = lim f,, ssi limsup f,, = liminf f, = f.

Soient f, g des fonctions numériques mesurables. Alors ¢ : x +— (f(z),g(z)) est
mesurable de (E,B) dans R? puisque ¢~ (4 x B) = f~1(A)Ng~1(B). Ceci implique
que, si H est une application borélienne de R? dans R, H(f, g) est mesurable. On en
déduit que f + g, fg, 5, si elle existe, sont mesurables.

3.1.5. Pour A C B, on appelle fonction indicatrice de A et on note 14 la fonction
valant 1 sur A et 0 sur A° (on note A le complémentaire de A). On a

Lpe =1—14, 1na, = [[1a, =infla,, lua, =supla,.
n

Une application f de E muni de la tribu B dans R est dite étagée si elle s’écrit
f=>1_yakla,, Ay € B. On notera
[B] I’ensemble des fonctions réelles B-mesurables,
bB I’ensemble des fonctions réelles B-mesurables bornées,
Bt Pensemble des fonctions B-mesurables & valeurs R,
eBT I'ensemble des fonctions étagées positives.
Le résultat suivant est a la base de la construction de I'intégrale

Proposition 3.1.2. Toute f € BT est limite d’une suite croissante de fonctions de

eBt.
Preuve: Il suffit de considérer
21
fnlx) = Z 271{2%§f(x)<%} + nl{f(x)Zn}. (3.2)
k=0

3.1.6. Soit f une application de F dans un espace mesurable (4,.4). On note o(f)
et on appelle tribu engendrée par f la plus petite tribu sur F rendant f mesurable.

On a donc o(f) = {f~1(A), A€ A}.
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Proposition 3.1.3. Soient f: E — (A, A) et h: E — R (resp. E — RT). Alors h
est o(f)-mesurable ssi il existe g € [A] (resp. g € AT) telle que h=go f.

Preuve: Evidemment si h = gof, h est o(f)-mesurable (transitivité). Réciproquement
supposons d’abord h € e[o(f)]T, on a h = Y )_;axlp, avec By € o(f) et donc
B = f"YAg), Ak € A Vuque 1, =14, 0 f,onah=go favecg=> p_jarla,.
Si h € [o(f)]t, on a h = lim T h, avec h, € elo(f)]" et donc h, = g o f,
gn € AT. On en déduit h = go f avec g = limsupg, € AT. Si h € [0(f)], on a
h=ht—h etht =giof,h- =gso f avec g; € AT. On a alors h = g o f avec
g = 911{g1<+oo} - 921{92<+<>o} € [A] <

Plus généralement si (f;, i € I) est une famille d’applications de E dans des
espaces mesurables (Fj, F;), on note o(f;, i € I) et on appelle tribu engendrée par les
fi la plus petite tribu sur E rendant toutes les f; mesurables. On a donc

o(fi,i€I)=o(fi ' (A), A€ Fi,i€1).

3.2. Mesures

3.2.1. Soit (E, B) un espace mesurable.

Définition 3.2.1. On appelle mesure sur (E,B) toute application p de B dans R+
telle que

(i) n(®) =0,
(i1) pour tous A, € B deuz a deuz disjoints, p(UnAyn) =, 1(Ay).
Le triplet (E, B, u) s’appelle un espace mesuré.

Propriétés: (i) si A,B e Bet AC B, u(A) < u(B),
(i) si Ap € B, p(UpAy) <>, 1(An),
(iii) si A, € Betsi A, T A (ie. 14, T14), u(An) T p(4),

(iv) si Ap € B, si A, | A (i.e. 14, | 14) et si, pour un ng, u(An,) < +oo, u(4,) |
1(A).

Si E = UpE, avec E, € B et u(E,) < 400, la mesure p est dite o-finie. Si
u(E) < 400, la mesure p est dite bornée. Si p(E) = 1, la mesure u est appelée une
probabilité.

Exemple. Soit a € E. alors 0,(A) = 14(a) définit une mesure sur (E,B) appelée
mesure de Dirac de a. Plus géralement, étant donnés a,, € Eet A, > 0,0 = > A\nda,
est une mesure sur (£, B) (prop.2.1.2).

Remarque. La propriété (ii) de la def. 3.2.1 s’appelle o-additivité. Si dans la def.
3.2.1, on suppose que B est seulement une algebre, la définition a encore un sens en
rajoutant dans (ii) la condition U, A, € B. On a ainsi la notion de mesure sur une
algebre.
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Proposition 3.2.2. Soient p et v deuxr mesures sur (E,B) et C C B une classe
d’ensembles stable par intersection finie. On suppose que, pour tout A € C, u(A) =
v(A) < 400 et que E = lim T E,, avec E, € C. Alors u(A) = v(A) pour tout
Aeo(C).

Preuve: Supposons d’abord p(E) = v(E) < 4+o00. Soit M ={A € B, u(A) =v(A)}.
On vérifie immédiatement que les hypotheses de la prop. 3.1.2 sont vérifiées. On
a donc o(C) C M. Le cas général se traite en appliquant ce résultat aux mesures
pn(A) = w(ANE,) et v,(A) =v(ANE,). ¢

Corollaire 3.2.3. Soient pu et v deuz probabilités sur (E,B) et C C B une classe
d’ensembles stable par intersection finie telle que o(C) = B. Si u(A) = v(A) pour
tout A € C, alors p = v.

3.2.2. Soit (F, B, 1) un espace mesuré. Un sous-ensemble A de E est dit négligeable
(ou p-négligeable s’il y a ambiguité) si A C B avec B € B et u(B) = 0. Une propriété
est vraie presque partout (en abrégé p.p. ou, plus présisemment, p p.p.) si elle est
vraie en dehors d’un ensemble négligeable. Par exemple f = g p.p. signifie que {z €
E, f(z) # g(z)} est négligeable. Si u est une probabilité, on dit presque stirement (en
abrégé p.s.) pour presque partout. On note N la classe des ensembles négligeables.
Il faut noter que si A, € N, on a U,A, € N. Si N' C B, I'espace mesuré (F, B, )
est dit complet. Si ce n’est pas le cas, on peut le “compléter” de la fagon suivante.
On définit B = o(B,N). Alors A € Bssi A= BUN avec B€ Bet N € N. On
peut prolonger i & B en posant u(A) = p(B) (il est facile de voir que ceci ne dépend
pas de Iécriture de A). L’espace (E, B, u) est alors complet et s’appelle le complété
de (E, B, i1). Enfin on vérifie aisément que f : E — R est B—mesurable ssi il existe
g,h : E — R B—mesurables telles que g < f < het g="h u p.p.

3.2.3. Construction. Dans la suite, la plupart du temps, on partira d’un espace
mesurable ou d’un espace de probabilité sans se soucier de sa construction. Il est
néanmoins indispensable de s’assurer de l'existence de tels objets. On va s’intéresser
aux mesures sur B(R) finies sur les intervalles bornés. Observons d’abord que C =
{]a,b], —o00 < a < b < 400} est une classe stable par intersection finie et que
o(C) = B(R). Il résulte alors de la prop. 3.2.2 qu’une mesure p sur B(R) finie sur les
intervalles bornés est déterminée par les valeurs p(]a, b]). Ensuite, étant donnée une
telle mesure, si on pose

F(0) =0; F(z)=p(0,2]), 2> 0; F(z) = —p(]x,0]), © <0,

F(z) est une fonction continue & droite et croissante et 'on a u(]a,b]) = F(b) — F(a).
On est donc ramené au probleme suivant. Soit F' une application de R dans R continue
a droite et croissante, existe-t-il une mesure p sur B(R) telle que u(]a, b)) = F(b) —
F(a)? 11 est facile de décrire I’algebre A engendrée par C, on a

A:{Azuzzl]ak,bk], —oo0 < ap <bl<a2<...<bn_1<an<bn§+oo}
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en convenant que, si b, = +00, |an, by] =|ay, +oo[. On définit p sur A par u(A) =
Y1 F(br) — Fag) ot F(400) = limy— 400 F(x), F(—00) = limy_, oo F(z). 11 est
facile de montrer que p est additive sur A, un peu plus délicat de montrer que p est
o-additive sur A mais cela se fait. On a donc construit une mesure y sur A telle que
w(]a, b)) = F(b) — F(a). Pour passer a B(R), on utilise le théoreme de Carathéodory:

Théoreme 3.2.4. Soit u une mesure sur une algébre A, alors u se prolonge en une
mesure sur o(A). De plus, si pu est o-finie, ce prolongement est unique.

Tout ceci donne, puisque dans notre cas o(A) = B(R),

Théoreme 3.2.5. Soit F' une application de R dans R continue a droite et croissante.
Il existe une et une seule mesure p sur B(R) telle que, pour tous a < b, p(]a,b]) =
F(b) — F(a).

Si on choisit F'(z) = x, on obtient l'existence et 1'unicité d’une mesure A sur B(R)
vérifiant, pour tout intervalle I, A(I) = |I|. C’est la mesure de Lebesgue sur R. Si

N est la classe des ensembles A-négligeables, B(R) = o (B, N) s’appelle la tribu des
ensembles Lebesgue-mesurables (elle est beaucoup plus “grosse” que B(R)) et A se
prolonge sans peine a B(R) comme en 3.2.2.

3.3. Intégration

Soit (F, B, 1) un espace mesuré.

3.3.1. Intégration des fonctions positives. On va construire 'intégrale de f par rap-
port & p. Si f € eBT, clest tres facile, f s'éerit f = > 7, arla,, Ax € B et l'on

pose
/fdu = app(Ap).
k=1

Des considérations élémentaires montrent que ceci ne dépend pas de ’écriture de f
et que, pour f,g € eBt et a,b € R", [(af +bg)dp =a [ fdu+b[gdp et que, si
[ <g, [fdu<[gdu On aaussile résultat plus technique suivant qui est la clé de
la construction.

Lemme 3.3.1. Si f,,g9, € eB" sont croissantes et si lim | f, = lim T g, on a
lim 1 [ fpdp =1im 1 [ g, dp.

Soit f € B*. 1l existe (prop. 3.1.2) une suite f,, € eB™ telle que f,, T f, on a alors
J fadp 1 et on pose [ fdu =lim 1 [ f, du. Le point important est que, d’apres le
lem. 3.3.1, cette limite ne dépend pas de la suite f, choisie. On a en particulier, vu
(3.2), pour f € BT,

n2"—1
[ran=tim1 Y Sule. 5 < f@) < Sp ) Fnnlfe, fa) Znd). (33
k=0
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Par passage a la limite, on obtient immédiatement que, pour f,g € B™ et a,b € RT,

J(af +bg)du =a [ fdu+0b[gduet que, sif<g, [fdu< [gdu. Enfinon dira
que f € BT est intégrable si [ fdu < +oo.

3.3.2. Intégration des fonctions réelles ou complexes. On pose

£ = LB o) = {7 € B [ 17]dn < +o0} (3.4)

Si fe L, ftet f~ sont intégrables et on pose

[tau=[sran- [ 1 an

Il est facile de voir (vu que |f + g| < |f| + |g]) que L' est un espace vectoriel et que
[ [ fdp est une forme linéaire positive sur L. De plus, pour f € L, | [ fdu| <

[ 1f] dp.

Si f est B-mesurable a valeurs C, on pose (|f| désignant le module),
LE = LE(E, B, 1) = {f B-mesurable complexe, / |f] dp < 400} (3.5)

On définit alors, pour f € Lk, [ fdu = [R(f)dp+i [S(f)dp. L& est un espace
vectoriel sur C et f +— [ fdp une forme linéaire sur E%:. On a aussi, pour f € E(lc,

| [ fdul < [1f]du.

3.3.3. Propriétés.

(i) Si fe Bt etsi [ fdu<+oo, f<-+oo p.p.

(ii) Si feBtetsi [ fdu=0, f=0p.p.

(iii) Si f,g € Ll et si f < gp.p., [ fdu < [gdu.
(iv) Si f € LE et si A € B, fl14 € L{. On pose alors

/fdu::/flAdu, AcB, feLtuBt.
A

(v) Si f € L' et si, pour tout A € B, fAfd,u >0 alors f >0 p.p.
(vi) Si f,g € L' et si, pour tout A € B, [, fdu < [, gdu, alors f < g p.p.

Il nous reste & énoncer les résultats concernant les passages a la limite. Le premier
d’ou découlent facilement les autres s’appelle théoreme de convergence monotone ou
théoreme de Beppo-Levi.

Théoréme 3.3.2. Soit f, € BT une suite croissante, alors

limT/fndu:/limTfndu.
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Corollaire 3.3.3. Soit g, € B", alors

;/gnduz/;gndu-

Proposition 3.3.4. (Lemme de Fatou) (i) Soit f, € BY, alors
/lim inf f,, dp < lim inf/fn du.
(ii) Soit f, € [B] avec |f,| < g € L', alors

/lim inf f, dp < lim inf/fn dp < limsup/fn du < /lim sup fn dp.

(i) implique le célebre théoreme de Lebesgue,

Théoréme 3.3.5. Soit f, € L telles que fn, — [ p.p. avec |fn| < g € L, alors

lim/fndu:/fdu.

Ce théoreme a une version “continue” tres utile.

Corollaire 3.3.6. Soit (fi, t € U) une famille d’éléments de L, U ouvert de RY.
On suppose que limy_;, f; = f p.p. et que, pour tout t € U, |f;y| < g € L, alors

limy—, [ fedp = [ fdp.

Preuve: 1l suffit de remarquer que limy_, [ frdp = [ fdu ssi, pour toute suite ¢,
tendant vers to, limy, ¢, [ fi, dp = | fdp et d’appliquer le th. 3.3.5. ¢

Donnons un exemple d’utilisation de ce corollaire.

Proposition 3.3.7. Soient (E,B,u) un espace mesuré, I un intervalle ouvert et
(f(t,z), t € I) une famille d’éléments de L&(p). On pose, pour tout t € I, ¢(t) =
J f(t,x)du(x). On suppose que, pour tout x € A, t — f(t,x) est dérivable sur I, que,
pour tous x € A ett eI, |%(t,g)| < g(z), que g € LY () et que u(A°) = 0. Alors ¢
est dérivable sur I et ¢'(t) = [ a—{(t, x)du(z).

Preuve: On a
FO+ 1) = 0(0) = [ F(+ o) = 1(t.0) duo).

D’apres la formule des accroissements finis, on a, pour x € A,

1 0
U7+ h) — £ )] = 1900, < g(a)
si h est assez petit et

%(f(t—l— h,x) — f(t,x)) —h—o %(t%ﬂ)-
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On peut appliquer le cor. 3.3.6 et
1 0 0
[ b~ o) dute) =i [ Fn)duto) = [t duta). o

3.3.4. Lien avec l'intégrale usuelle. Soit f une fonction réelle continue sur [a,b] et
posons, pour a < z < b, F(z) = [ f(t)dt (intégrale au sens usuelle) et G(z) =
i Lig,a+a[f dA, A mesure de Lebesgue sur R. On sait que F'(a) = 0, F est continue sur
[a,b] et que, sur |a, b[, F est dérivable avec F' = f. Il est facile de vérifier que G a les
mémes propriétés. Ceci implique que F' = G sur [a, b] et, en particulier, que

/ab Ft)dt = / Vst f dA-

Par additivité, cette formule est encore vraie si f est continue par morceaux sur [a, b)|.
Considérons maintenant une application f de R dans R continue par morceaux
telle que fj;o f(t) dt soit absolument convergente. Lorsque a | —oo et b T 400, d’une

part, par définition, [7[f(t)|dt — [T(f(t)|dt < oo et [P f(t)dt — [T f(t) dt;
d’autre part, [1pp(lf|dX — [|f|dX (convergence monotone) ce qui implique que
f e LX) puis [1jgppf dX — [ fdX (théoréme de Lebesgue puisque |1, 4 f] < |f] €

£1()\)). Donc
/:O Ft)dt = /fd)\.

Par contre, si fj';o f(t) dt est convergente mais pas absolument convergente (par
_ s 1
exemple f(z) = *2%), f & L1(N).
3.3.5. Espaces LP. Soit (E, B, 1) un espace mesuré. On note £° I'ensemble des appli-

cations B-mesurables de E dans R finies p.p. On dit que f ~ g si f = g p.p. Alors ~
est une relation d’équivalence sur £°. On note L° = £/ ~. En fait LY est I'espace
des classes de fonctions B-mesurables définies a un p.p. pres. Puisque f = ¢ p.p.
implique [ |fldu = [|g|duet [ fdu= [gdusi fetgsont dans £, on peut définir
sans ambiguité, pour f € L0 [|f|dp puis, si [|f|du < 400, [ fdu. Par abus de
langage, dans toute la suite nous noterons de la méme facon une fonction et sa classe
d’équivalence. On pose alors, pour 1 < p < +oo et f € LY,

1fllp = [/rf\pdmi

et, pour p = 400,
| flloe = inf(M, p(|f| > M) =0).

On a deux inégalités fondamentales. Pour f,g € LY,

1F +gllo < Uy +[l9llp, 1 <p <400 (3.6)

qui s’appelle I'inégalité de Minkowski et

1 1
1£glle < Ilfllp llgllg: 1 <p < oo, =1 (3.7)
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qui s’appelle I'inégalité de Holder. Notons que pour p = ¢ = 2, (3.7) implique

I’inégalité de Schwarz
[ 15al i < ([ £ [ ¢ du),
On note

ﬁp—{f€£oa/’f’pdu<+oo}, Lp—{feLO,/\f|pdu<+oo}.

Alors LP muni de la norme ||.|[, est un espace de Banach et L? est un espace de
Hilbert pour le produit scalaire

< frg>= /fgdu-

On peut aussi considérer le cas des fonctions a valeurs complexes. On définit de la
méme fagon L¥. = LE(E, B, j1). 11 faut noter que L% est associé au produit scalaire

<t.9>= [ fadn

Proposition 3.3.8. Pour1 <p < +00,E% = {f, f =Y 1_ arla,, Ar € B, p(4y) <
+oo} est dense dans LP(E, B, ).

Preuve: 1l suffit de considérer f > 0. Alors il existe (prop. 3.1.2) une suite f,, € eB™
telle que f, T f. Vu que ff < fP € L', f, € £° On a, puisque f < 400 p.p.,
|f = falP = 0 p.p.et |f— fulP < fP € L1 donc (th. de Lebesgue) [ |f — fulP du — 0. ¢

3.4. Mesures a densité

3.4.1. Soit p une mesure sur (E, B). On peut lui associer une application I de B dans
R+ en posant I(f) = [ fdu, f € Bt. L’application I a les propriétés suivantes: I(f+
9) = I(f) +1(g), I(af) = al(f), a € RT et I(f,) T I(f) si fu T f. Réciproquement

on a,

Proposition 3.4.1. Soient (E,B) un espace mesurable et I une application de BT
dans Rt telle que

(i) si f.g € BY, I(f +g) =I(f)+1(9); si f € BY etaeR¥, I(af)=al(f),
(i) si fn € BY et si fu 1 f, I(fn) 1 1(f).
Alors u(A) = I(14), A € B, définit une mesure sur B et on a, pour toute f € BT,

I(f) = [ fdp.
Preuve: Soient A,, € B des ensembles deux a deux disjoints d’union A, on a 14 =
Yonla, =Um7TY ) |1y, et

p(A) =1(1a) =T(im 1) 14) =lm TIO 1a,) =lm T I(1a)=> p(An).

k=1 k=1 k=1
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Ce qui montre que y est une mesure. On a alors, pour toute f € eB™, I(f) = [ fdp.
On conclut facilement en utilisant la prop. 3.1.2. ¢

3.4.2. Mesures a densité.

Proposition 3.4.2. Soient (E, B, 1) un espace mesuré et h € BY. La formule v(A) =
fA hdu, A € B définit une mesure sur B appelée mesure de densité h par rapport a
w et notée h.u. On a, pour toute f € BT,

/fdv—/fhd,u. (3.8)

De plus f € [B] est v-intégrable ssi fh est u-intégrable et l'on a dans ce cas (3.8).

Preuve: On consideére la fonctionnelle I(f) = [ fhdp, f € BT et on applique la
prop. 3.4.1. La derniére assertion est pure routine en écrivant f = f* — f~. o

Supposons que v = hy.j = ha.ji et que v soit bornée, alors hy, hy € £L1(p) et on a
(3.3.3(vi)) h1 = he p p.p. On voit facilement que ceci est encore vrai si v est o-finie.

3.4.3. Théoreme de Radon-Nikodym. Soient yu, v deux mesures sur (F, B). On cherche
a savoir si v a une densité par rapport a u. Si v = h.u, on a évidemment, pour
A € B, u(A) = 0 implique v(A) = 0. Il est remarquable que cette propriété suffise a
caractériser les mesures ayant une densité par rapport a u.

Définition 3.4.3. On dit que v est absolument continue par rapport a | si
A € B et u(A) =0 impliquent v(A) = 0.
On note alors v < p. On a (théoreme de Radon-Nikodym):

Théoréme 3.4.4. Soient pu,v deux mesures o-finies sur (E,B) telles que v < p.
Alors il existe h € BT, unique a un p p.p. prés, telle que v = h.j.

3.5. Mesures produits

3.5.1. Soient (Eq,B1) (E2,B2) deux espaces mesurables. On définit une tribu sur
FEq x E5, appelée tribu produit de By et By et notée B; ® Bo, par

B1® By = U(A1 X Ao, A1 € By, Ag € Bg)

Alors si f : E; x By — RT est une fonction By ® By-mesurable, on a que pour tout
x1 € By, 9 — f(x1,x2) est Be-mesurable et que, pour tout xy € Fy, x1 — f(z1,22)
est Bi-mesurable. En particulier si A € By ® Ba, Az, = {71, (z1,22) € A} € By et
Ay, = {z2, (x1,22) € A} € By. On en déduit facilement que, si f € (By ® By)™
et si p; est une mesure sur (E;,B;), x1 — [ f(z1,22) dus(z2) est Bi-mesurable et
zo — [ f(x1,22) dui(z1) est Be-mesurable.



33

Théoréme 3.5.1. Soient (Eq, B, 1) et (B2, Ba, pu2) deux espaces mesurés avec py et
o o-finies. Il existe une unique mesure sur By ® By, notée uy ® uo et appelée mesure
produit de py et pa, telle que,

pour tous A € Bi, As € Bo, H1 &® ,ug(Al X Ag) = /,Ll(Al),u(Ag).
De plus, pour toute f € (B @ By)™T,

[ e = [1f for) i) dusten) = [ for, ) duatan)) dis (o).

Preuve: (i) Unicité. On applique la prop. 3.2.2 4 C = {A, A = A} X Ag, A €
Bi, Az € By, u(A1) < 400, pu(A2) < +oo}.

(ii) Existence. On applique la prop. 3.4.1 & I1(f) = [[[ f(z1, z2) dui(z1)] dus(z2) ce
qui donne ’existence. Mais on peut aussi appliquer la prop. 3.4.1 & I1(f) =

f[f f(z1,x2) duo(x2)] duy (z1) et, vu lunicité, on a I1(f) = I2(f). ¢

Si f € L&(pu ® p2), on peut appliquer le théoréme précédent a [R(f)]T, [R(f)]~,
[S(f)]T et [S(f)]™ et 'on obtient le théoréeme de Fubini:
Théoréme 3.5.2. Soit [ € Li(u ® pa). Alors, [|f(z1,22)|dus(za) < 400

p.p., [1f(xr,z)|dpn(zr) < +oo pa p.p. et, posant ¢1(z1) = [ f(21,x2) dus(x2),
pa(x2) = [ f(21,2) dpr (1), ¢1 € LM (1), 2 € L (p2) et

/fd/u ® pg = /¢2(3«"2)dﬂ2(9€2) = /¢1($1)dul(9€1)-

3.5.2. Tout ceci s’étend sans (trop de) peine au cas de n espaces mesurables. Il y a
quelques vérifications fastidieuses a faire du type 1 ® (uo ® pug) = (1 ® p2) ® ps. De
plus dans la formule d’intégrations successives, les variables peuvent étre intégrées
dans tous les ordres possibles. A ce sujet, le grand principe est: soit f mesurable, si f
est positive, tout est permis, si f est de signe quelconque ou complexe, on considere
d’abord |f| et on commence par montrer que |f| est intégrable.

3.5.3. Mesures de Lebesgue sur R%.
Lemme 3.5.3. B(R) ® B(R) ® ... ® B(R) = B(R?)
Preuve: Soit B%? = B(R) ® B(R) ® ... ® B(R).

(i) Si est U un ouvert de R¢, U = U, P,, P, pavé ouvert (ie. P, = Hizl]ak,bk[).
Donc U € B®4 et B(RY) c B2,

(ii) Soient X7, Xo,..., X4 les projections canoniques de R? sur R. Les X} sont con-
tinues donc mesurable de (R?, B(R?)) dans (R, B(R)) d’ou B®? = o(X1,...,X4) C
BRY). o

Soit A la mesure de Lebesgue sur (R,B(R)). On définit alors, sur (R?, B(R9)),
AM=ARAR®...® A On peut appliquer la prop. 3.2.2 a

d
C={A4, A= H]ai,bi[, —00 < a; < b; < 400},
i=1
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On obtient que g est I'unique mesure sur B(R?) telle que, pour tous —oco < a; <
b; < 400,

d d
[Tl = [T 01 o
=1 =1

On appelle Ay la mesure de Lebesgue sur R¢.

3.5.4. Produit de convolution. Soient u,r deux mesures bornées sur R?. On pose,
pour f € BT (RY), I(f) = [ f(z+vy)du®@v(x,y). On vérifie facilement que f +— I(f)
satisfait les hypotheses de la prop. 3.4.1. Il existe donc une unique mesure sur B(R?),
notée u * v et appelée produit de convolution de u et v, telle que

[ @@ = [ [ ey o), rest@.  39)

Propriétés.

(1) (s v)(RY) = pu(RY)(RY),

(il) prv=vsp, (Wxv)*p=px(v=p),

(iii) Si g = ¢.\, v = 1.\ (A mesure de Lebesgue sur R?), on a p* v = (¢ *1)).\ avec

¢ p(x /¢x— (3.10)

3.5.5. On termine ce chapitre par un résultat tres utile. On note Cj l'espace des
applications continues & support compact de R% dans R et Cj I'espace des applications
continues de R? dans R tendant vers 0 & I'infini. On munit Cy de la norme de la
convergence uniforme || f|| = sup, |f(z)|. Rappelons qu’'une partie H de Cj est totale
dans Cj si l'espace vectoriel engendré par H est dense dans (Cy, || ||).

Proposition 3.5.4. Soient ju,v deuz mesures bornées sur B(RY). On a p = v deés
que l'une des conditions suivantes est satisfaite:

(i) Vai, b € R, a; < by, u(lar,bi[x ... x]ag,bq]) = v(lai, b1[Xx ... xX]ag,bq]),

(i) V fi e CF, [ fi(zy)... fa(xa) dp(e, ... xa) = [ fi(z1) ... fa(za) dv(ey, ... zq).
(iii) il existe un ensemble H total dans Cy tel queN f € H, [ fdu= [ fdv.

Preuve: Supposons (i) et soit C = {A € B(R?Y), A =]ay,bi[x ... x]aq,bg[}. C est
stable par intersection finie et o(C) = B(R?). Donc (cor. 3.2.3) y =

Supposons (ii). Puisque, pour tous a < b, 1,5 = lim T f,, avec f, € C’,j, (ii)
implique (i) (convergence monotone) et le résultat cherché.

Supposons (iii) et soit V' = e.v.[H|. On a, pour toute f € V, [ fdu = [ fdv.
Soient f € Cy et f, € V tendant vers f dans (Co, || ||). Vuque | [ fndp— [ fdp| <

fo = £l 1(RY), [ fudpp = [ f dp. De méme [ gndv — [ gdv dot [ fdi= [ fdv
pour toute f € Cp. On applique (ii). ¢



35

Pour montrer qu’une partie de Cy est dense, le théoreme de Stone-Weierstrass est
un outil précieux. Rappelons qu'une sous-algebre V' de Cy est un sous-espace vectoriel
tel que f,g € V implique fg € V. Alors:

Théoréme 3.5.5. Soit A une sous-algébre de Cy vérifiant

(i) pour tous x,y € RY, & # v, il existe f € A telle que f(x) # f(y),
(i3) pour tout x € RY, il existe f € A telle que f(x) # 0,

alors A = .

Notant C7P° I'espace des fonctions indéfiniment dérivables a support compact sur
R?, on a:

Corollaire 3.5.6. C7° est dense dans Cy.

Preuve: Soit, pour t € R, ¢(t) = 1jg 4o0((t) exp(—t%). On vérifie facilement que
¢ € C*(R). On pose, pour p >0, a € R¥ et x € R, £, ,(z) = ¢(p*> — |z —al?). On a
Joa € CF, fpala) >0, fpa(x) =0si |z —al > p. On peut alors appliquer le th. 3.5.5
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Chapitre 4

Espace de probabilité général.
Variables aléatoires

4.1. Espace de probabilité
4.1.1. On peut maintenant aborder le cas général.

Définition 4.1.1. On appelle espace de probabilité un triplet (2, A, P) ou (2, A) est
un espace mesurable et P une probabilité sur A.

Les éléments de A s’appellent des événements. Pour des événements A et B, on
écrira indifféremment A N B ou AB.

Premieres propriétés. A,, A, B étant des événements,
(i) P(A°) =1—-P(A); si AC B, P(A) <P(B),

(ii) P(LAU B) =P(A) + P(B) - P(AN B),

(iii) si A, T A, P(Ay) TP(A),

(iv) si A, | A, P(4,) | P(A),

(v) P(UA,) <> P(A,).

Rappelons qu’un sous-ensemble B de 2 est dit négligeable si B C A € A tel
que P(A) = 0. Une propriété dépendant de w est vraie presque sirement, en abrégé
p-s., si elle est vraie en dehors d’un ensemble négligeable. Notons qu’un ensemble
négligeable n’est pas toujours un événement sauf si 'espace (€2, .4, P) est complet. On
peut cependant toujours se ramener a ce cas. Voir a ce sujet 3.2.2.

4.1.2. Probabilité conditionnelle. Toutes les définitions et résultats de la section 1.3
restent valables en supposant que tous les ensembles considérés sont des événements
i.e. sont des éléments de A. En particulier la définition de n événements indépendants
(def. 1.3.5) est inchangée. On dit alors que des événements (A,,),cn sont indépendants
si, pour tout r, Aq,..., A, sont indépendants.
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4.1.3. Lemme de Borel-Cantelli. On appelle traditionnellement ainsi le point (i) de
la proposition suivante; (ii) s’appelant la réciproque du lemme de Borel-Cantelli.

Etant donné une suite (A4,, n € N) d’événements, on pose:
limsup 4, =Ny, Uk>n A =lim |, UanAk.

On a donc limsup 4,, = {w, w € A, pour une infinité de n} = {>° 14, = 400} et
Llimsup 4, = limsup 1,4, ce qui justifie la dénomination.

Proposition 4.1.2. Soit (A, n > 0) une suite d’événements.
(i) Si ), P(A,) < +oo, P(limsup 4,) = 0.
(i1) Si les A, sont indépendants et si ), P(A,) = +oo, P(limsup 4,) = 1.

Preuve: (i) On a

o
P(limsup Ay) = lim |, P(UpzpAg) < lim |, Y P(Ag) = 0.
k=n
(ii) Vu l'inégalité 1 —u < e™" et I'indépendance des A, on a

m m

P(Mia A7) = [T B(AD) = [T - P(4w) < exp(= ) P(Ay))
k=n

k=n k=n

done (NP2, Af) = lim |, P(MjL, A5) =0si > P(A,) = +o0.

Passant au complémentaire, on a P(Ug2, Ax) = 1 et P(limsup 4,) = 1. ¢

4.2. Variables aléatoires
4.2.1. Soient (€2, A,P) un espace de probabilité et (E,E) un espace mesurable.

Définition 4.2.1. On appelle variable aléatoire (en abrégé v.a.) a valeurs (E,E)
toute application mesurable de (2, A) dans (E,E).

Si E est dénombrable et £ = P(FE), on parle de v.a. discrete,
si E =R¥ et &€= B(RT), on parle de v.a. positive,

si E =R et &= B(R), on parle de v.a. réelle (v.a.r.),

si E =R et £ = B(R?), on parle de v.a. vectorielle,

si E =C et &= B(C), on parle de v.a. complexe.

4.2.2. Loi d’une v.a.. Soient X une v.a. a valeurs (F, &) et I' € £. Rappelons qu’on
note

(X eT} ={w, X(w) €T} =X"1T).
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On pose alors:
p () =P(X el), T ef. (4.1)

Evidemment p, (I') < 1 et u, (E) = 1. Soient I';, € £ des ensembles deux a deux
disjoints. Vu que

X 1T,nT,) = XY nXHT,), X HUly) = U X YT,

les ensembles X ~1(T',,) sont deux & deux disjoints d'union X ~!(U,,T';,). On a donc
fix (Unl'n) = P(X~H(Unl'n)) = Z P(X(Ty)) = Z fix (In).
n n

Ceci montre que p, est une probabilité sur (E,E).

Définition 4.2.2. Soit X une v.a. a valeurs (E,£). La probabilité p, définie par
(4.1) s’appelle la loi de X .

4.2.3. Espérance.

Définition 4.2.3. (i) Soit X une v.a. positive. On appelle espérance de X et on note
E(X) la quantité [ XdP.

(ii) Soit X une v.a. complexe telle que E(|X|) < +o00. On appelle espérance de X et
on note E(X) la quantité [ XdP.

Vu (3.3), on a pour toute v.a. positive X,

n2"—1

1
E(X)=lmT %F(k i
k=0

Plus généralement, soient X une v.a. a valeurs (E,&) et f : E — R &-mesurable,
alors f(X) est une v.a. réelle et on peut considérer E(f(X)) si f > 0ousi E(|f(X)]) <
+o00. Alors,

Théoréme 4.2.4. Soit X une v.a. a valeurs (E,&) de loi px, on a,

pour toute f € EYULYE, &, uy), B(f(X)) = /fdux . (4.3)

Preuve: Si f = 1p, c’est la définition de p,. Donc (4.3) est vraie pour f étagée
puis (limite croissante) pour f € £T. Enfin, pour f € LY(E, &, uy ), il suffit d’écrire
f=rr—=r.

Exemples. Il y a deux situations fondamentales.

(1) X est discrete i.e. E est dénombrable. La loi ut, est alors déterminée par la famille
(ty(a), a € E) ot puy(a) :=p,({a}) =P(X =a) et I'on a

pour toute f >0, B(f(X)) = Y fla)yuy (a). (44)

acE
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(ii) X est vectorielle i.e. & valeurs R? et p, = h,.\, A étant la mesure de Lebesgue
sur R4 (3.5.3). On dit alors que X est une v.a. de densité h,. Dans ce cas, on a,

pour toute f € BY(RY), E(f(X)) = /th dA. (4.5)

4.2.4. Moments. Dans la suite LP désigne LP(£2, A,P). On ne distinguera pas deux
v.a.r. égales p.s. ce qui fait qu’on désigne par X aussi bien la v.a. X que sa classe
d’équivalence dans L°. En particulier on écrira indifféremment X € LP aussi bien que
X € LP. Notons que, si 1 < ¢ <p, LP C L9 puisque | X|? <14 |X|P. En fait, d’apres
(3.7), on a le résultat plus précis:

{E(XID} < {E(XP)}?, g <p.

Définition 4.2.5. Soit X wune v.a.r. Pour p € [1,+o0[, E|X|P s’appelle moment
absolu d’ordre p de X; pour p € N*, si X € LP, E(XP) s’appelle moment d’ordre p
de X.

Notons que, d’apres (4.3), E(|XP) = [|z[Pduy (x), E(XP) = [2Pdup, (x). Les
deux moments les plus importants sont le moment d’ordre 1 qui n’est rien d’autre
que D'espérance de X (on dit aussi la moyenne de X) et le moment d’ordre 2. On
pose, pour X € L2,

Var(X) = E[(X — E(X))?] (4.6)

qu’on appelle la variance de X. On a Var(X) = E(X?) — (E(X))? et:

Lemme 4.2.6. Si Y € L?, E[(Y — a)?] est minimum pour a = E(Y) et ce minimum
vaut Var(Y).

Preuve: En effet, si m = E(Y), E[(Y — a)?] = E[(Y —m)?] 4+ (m — a)%. ¢

On note aussi 0)2( pour Var(X), la racine carrée positive de Var(X) s’appelle 1’écart
type et se note 0. Une v.a. X € L! est dite centrée si E(X) = 0. Une v.a. X € L?
est dite centrée réduite si E(X) = 0 et E(X?) = Var(X) = 1. Noter que, si X € L?
et oy >0, 01 (X —E(X)) est centrée réduite.

Proposition 4.2.7. (i) Soit X € LP, p > 1. On a, pour tout A > 0,
1
P
P(|X]|>\) < )\pE|X| .

(ii) Soit X € L?. On a, pour tout A\ > 0,

1
2
Preuve: (i) On remarque que A1y x|>x; < [X|P et on prend l'espérance.

(ii) On applique (i) a | X —E(X)|. ¢

P(|X —E(X)| > \) < — Var(X).

La premiere de ces inégalités s’appellent 'inégalité de Markov, la seconde 'inégalité
de Bienaymé-Tchebichev. Montrons maintenant 1’'inégalité de Jensen.
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Proposition 4.2.8. Soient X une v.a.r. et f une application convexe de R dans R.
On suppose X et f(X) intégrables. Alors f(E(X)) <E(f(X)).

Preuve: Soit m = E(X). La fonction f étant convexe, il existe une droite passant
par (m, f(m)) et située sous le graphe de f i.e. une fonction affine a(x) = a(x —m) +
f(m) < f(z) pour tout x € R. On a donc a(X —m) + f(m) < f(X) et, prenant
Vespérance, f(m) < E(f(X)). ¢

Corollaire 4.2.9. Soient u une probabilité sur R, f une application convexe de R
dans R et g € [B(R)]. On suppose g et f o g u-intégrables. Alors

£ / o(2) du(z)) < / F(g(w)) du().

Preuve: On choisit @ =R, A = B(R), P = pu, X = g et on applique la prop.4.2.8. ¢

4.3. Probabilités sur R

4.3.1. On a vu en 2.2 des exemples de lois discretes sur R. On considére maintenant
quelques lois & densités. Une application borélienne ¢ de R? dans R est une densité
de probabilité si:

q(z) >0, / q(z)dx = 1. (4.7)
Rd
On dit alors qu'une v.a. & valeurs R? X a pour densité q(z) sila loi de X est de

densité ¢ par rapport & la mesure de Lebesgue sur R? ce qu’on écrit iy = q.A. Dans
cette section, on suppose d = 1.

a. Loi uniforme sur [a, b] notée U(a,b), a,b € R. C’est la loi sur R de densité

1

q(z) = ml[mb](l')- (4.8)

Si X ~ Ula,b), E(X) = 42, Var(X) = &72°,
b. Loi de Cauchy de parametre a > 0. C’est la loi de densité

wle) = (19)
Noter que, si X suit une loi de Cauchy, E(|X|) = +oc.
c. Loi de Laplace. C’est la loi de densité
q(z) = %e_m. (4.10)

Noter que, si X suit une loi de Laplace, E(X) = 0, E(X?) = 2.
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d. Loi gamma de parameétres a,c, a > 0, ¢ > 0, notée G(a,c). Rappelons que la
fonction

+oo
I'(a) = / e Tz dx (4.11)
0
est définie pour tout @ > 0 et que 'on a I'(1) = 1, I'(a + 1) = al'(a) (intégrer par
parties) d’out I'(n) = (n — 1)!. Donc
a

I'(a)

Qac(z) = e o ey (z) (4.12)
est une densité de probabilité sur R. La loi de densité g, . s’appelle la loi G(a,c). On
a, si X ~ G(a,c), E(X) =a/e, Var(X) = a/c?.

En particulier, pour a = 1, on obtient la loi G(1, ¢) de densité ce™
loi exponentielle de parametre c.

' qu’on appelle

e. Loi normale ou de Gauss N1(m, 02). On appelle loi Ni(m, 0?) la loi sur R de densité

1 _em?
2(x) = e 22 . 4.13
Jmo2 (@) = Zo—s (4.13)
Si X ~ Ni(m,0?), E(X) =m, Var(X) = 2. Noter que si X ~ N1(0,1), m+oX ~
Ni(m,o?).

4.3.2. Fonction de répartition. On a vu en 3.2.3 que, si p est une probabilité sur R,
la fonction F(t) = u(] — 0o, t]) est croissante de 0 & 1 et continue & droite et que,
réciproquement, si une fonction F' a ces propriétés, il existe une probabilité p sur R,
unique, telle que F'(t) = p(]—oo, t]). La fonction F' s’appelle la fonction de répartition
de p.

Définition 4.3.1. Soit X une v.a. réelle de loi j1,.. On appelle fonction de répartition
de X la fonction
Fx(t) - IP)(X < t) = :U’X(] - OO,t]).

Il résulte du rappel que F, croit de 0 a 1 et est continue a droite. Elle a donc une
limite & gauche en tout point notée F', (x—). De plus, on a

Pla<X <b)=P(X <b) —P(X <a)=F,(b) — F,(a).
En particulier P(a —e < X <a) = F,(a) — F (a —¢) d’ou, lorsque € | 0,
i ({a}) = P(X = a) = Fy (a) — Fy (a—).
Etant donnée une fonction de répartition F', on pose, pour u € [0, 1],
F~Y(u) = inf(t, F(t) > u). (4.14)

Proposition 4.3.2. Soit p une probabilité sur R de fonction de répartition F' et U
une v.a.r. de loi uniforme sur [0,1]. Alors F~Y(U) est une v.a. de loi ju.
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Preuve: Considérons, pour u € [0,1] fixé, I(u) = {t, F(t) > u). Puisque F' est
croissante, c’est un intervalle de la forme [F~!(u), +oo[ ou |F~(u), +oc[. Soit t, |
F~Y(u). Alors F(t,) > u et (continuité & droite) F(F~'(u)) > u ie F~'(u) €
I(u) = [F~Y(u), +oo[. On a donc

{u< F(t)} & {t>F (u)}. (4.15)

Finalement
P(F~1(U) <t) =P(U < F(t)) = F(t).

En conclusion, X = F~}(U) a pour fonction de répartition F i.e. a pour loi p. o

4.4. Variables aléatoires indépendantes

4.4.1. Dans cette sous-section, X7, ..., X,, désignent des v.a. a valeurs (E1,&1),. .., (Ep, &n).

Définition 4.4.1. Les v.a. X1,...,X,, sont dites indépendantes si:
pour tous Ty, € &, P(Xy1 €T,..., X, €y) =P(Xy €)...P(X,, €Ty). (4.16)

La suite (X,,, n € N) est dite indépendante si, pour tout n, les v.a. X1,..., X, sont
indépendantes.

Supposons n = 2. On peut considérer (X7, X2) comme une v.a. a valeurs (E; X
Es, & ® &). Sa loi est alors définie par

(Fl X FQ) = ]P(Xl el', X5 € Fg)

M(X17X2)

Il résulte donc du th. 3.5.1 que X; et X5 sont indépendantes ssi ixy xg) = Px, © b, -
Il en est de méme pour n quelconque et on peut énoncer:

Proposition 4.4.2. Les v.a. X1,...,X, sont indépendantes ssi Poixyoxm) = Pxy ©
Oy

Le résultat suivant, un peu technique, est tres utile.

Proposition 4.4.3. Soit C,. C & une classe contenant Ey, stable par intersection
finie, et telle que o(Cy) =&, k=1,...,n. Si

pour tous 'y, € Cg, P(X; €T'y,..., X, €ly) =P(X; €T)...P(X,, €T),
les v.a. X1,...,X, sont indépendantes.

Preuve: Soit C ={I', ' =11 x...x Ty, Ty € Cx}. Alors C est stable par intersection
finteet 0(C) =& ®...0&, (eneffet By X ... X Ey_1 X Ty X Epyq X ... x E, € C
siTp € Cp et donc By X ... X B 1 X T X By X ... X B, € 0(C) si Ty € &). Par
hypothese, pour tout I" € C, Hix, . Xn)(F) =y, ® . @ iy, (T"). Donc (prop. 3.2.2)
=y, @...Qpuy, et les v.a.Xq,..., X, sont indépendantes. ¢
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Théoréme 4.4.4. Les v.a. Xq,...,X, sont indépendantes ssi, pour toutes f; € S;F,

Dans ce cas, si, pourk=1,2,...,n, E(|fu(Xk)|]) < 400, on a E(|f1(X1) ... fn(Xn)])
< 400 et (4.17) est satisfaite.

Preuve: On suppose n = 2.

(i) Si on a (4.17), il suffit de choisir f; = 1r,, fo = 1, pour avoir I'indépendance de
X1 et XQ.

(ii) Supposons X et X, indépendantes. On a, pour f € &, k=1,2,
E(f1(X1) f2(X2)) :/fl(l’l)f2(l’2)du(xl,x2>(x1ax2) =/1"1(961)f2(9€2)d/19¢1 (z1)dpy, (22)
— [ Ay ding 1) [ folo)ding, () = ECH 0 E(a (X)),

Enfin si E(|fx(Xk)]) < +o0, k=1,2,

E(]f1(X1) f2(X2)[) = E([f1(XD)E(| f2(X2)[) < +00

et le calcul ci-dessus reste valable. ¢

On en déduit facilement, comme en 2.2.6, que, si les v.a. X1, Xo,..., X, sont
indépendantes:
a. Pour toute permutation {ri,...,r,} de {1,...,n}, les via. X,(1),..., X;(,) sont
indépendantes.

b. Pour toutes gy € [E], les v.a. ¢1(X1), ..., gn(X,) sont indépendantes.
c. Posant

Yi=(X,.. 0, X)), Yo = (Xopg1,0 0, X))y oo Y = (X100, Xy ),
les v.a. Y1,..., Y, sont indépendantes.

4.4.2. On s’intéresse plus particulierement aux v.a. réelles. Les prop. 4.4.2 et 3.5.4
impliquent immédiatement:

Proposition 4.4.5. Soient X1,..., X, des v.a. réelles. Il y a équivalence entre:
(i) Les v.a. Xy,..., X, sont indépendantes,

(ZZ) Va; <b;, IP’(ai < X;<b,i1=1,... ,n) = H?:l P(ai < X; < bi),

(iii) ¥ f; € O, B(f1(X1) .- fa(Xn)) = E(fi(X1) . E(fa(Xn).

4.4.3. Covariance. Soient X et Y deux v.a.r. réelles de carré intégrable. On appelle
covariance de X et Y et on note Cov(X,Y) la quantité

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))] = E(XY) — E(X)E(Y). (4.18)
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Propriétés.
(i) Cov(X,X)=Var(X). Pour tous a,b € R, Cov(X 4+ a,Y +b) = Cov(X,Y).
(ii) Si les v.a. X et Y sont indépendantes, Cov(X,Y) = 0.

(iii) (X,Y) — Cov(X,Y) est une forme bilinéaire symétrique. En particulier, vu (i),
n n
Var(z Xi) = ZVar(Xk) +2 Z Cov(X;, Xy).
k=1 k=1 1<j<k<n

Remarque. Cov(X,Y) = 0 n’implique pas I'indépendance de X et Y. Par exemple si
la loi du couple (X,Y") est donnée par:

P((X,Y) = (1,0)) = P((X,Y) = (~1,0)) = B((X,¥) = (0,1)) = B((X,¥) = (0,~1)) = |,

onaEX)=EY)=EXY)=Cov(X,Y)=0et P(X =1Y =0) =1 #P(X =
DP(Y =0) = &.

4.4.4. Coefficient de corrélation. Soient X et Y deux v.a. réelles de carré intégrable
non p.s. constantes (donc Var(X) > 0, Var(Y) > 0). On appelle coefficient de
corrélation de X et Y et on note p(X,Y) la quantité

~ Cov(X,Y)
Y ) = R Ve (V) (4.19)

Noter que (inégalité de Schwarz) |p(X,Y)| < 1, que p(X,Y) = p(Y,X) et que
p(X,Y)=0si X et Y sont indépendantes. De plus

Proposition 4.4.6. Soit X et Y deux v.a.r. de carré intégrable non p.s. constantes.
Alors €(a,b) = E(Y — aX — b)? est minimum pour
Cov(X,Y)

WMX),E:EOU—dMX)

a =

et ce minimum vaut Var(Y)(1 — p*(X,Y)).

Preuve: Posant X = X —E(X), Y =Y —E(Y), b

b—E(Y)+aE(X), ona

e(a,b) = E[(Y —aX —b)?] = E(Y?) + a® E(X?) 4+ b — 2 E(XY)

Cov(X,Y) .5 Cov?(X,Y)
= Var(X)(a — 22 )y2 g yy - 2V
Var(X)(a Var(X) ) 40+ Var(Y) Var(X)
Donc e(a, b) est minimum pour a = % —Getb=0ie.b=b=E(Y)-aE(X)
. Cov’(xy) _ 2
et ce minimum vaut Var(Y') — Varx) = Var(Y)(1 — p*(X,Y)). o

Cette proposition implique que [p(X,Y)| =1ssiY =aX + b p.s.
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4.5. Vecteurs aléatoires

4.5.1. Notations. (i) On note, pour x = (z1,...,z4) € RY, |z| = (23 + ... + 22)1/2.
(ii) On note Lh = {X = (X1,..., Xg), X}, v.a. réelles et E|X|? < 400}
(iii) Si X € Ll on note E(X) = (E(X1),...,E(Xy)).

4.5.2. On appelle vecteur aléatoire toute v.a. & valeurs R%. On remarque d’abord que
X = (X1,...,Xg) est un vecteur aléatoire ssi, pour k = 1,...,d, X est une v.a.r.
Soit X = (X1,...,X4) un vecteur aléatoire. Les lois Pix, s Hx, s’appellent les lois
marginales de X.

Proposition 4.5.1. Soit X un vecteur aléatoire de densité q. Alors Xy, a pour densité
qr(u) = /q(ml, ey Ty Uy Tht 1y -+ 5 Tq) A1 o .. dTp—1dTp4q - . . dxg.

Preuve: On suppose d = 2. Alors, pour ¢ € BT(R),

E(p(X1)) = /¢(3€1)Q(9€1,$2)d$1d332 = /¢(x1){/q(x1,:v2)dx2}dx1.<>

On sait (th. 4.4.2) que les composantes Xi,..., X, sont indépendantes ssi p, =
Py, ® o @ iy, On en déduit immédiatement:

Proposition 4.5.2. Soit X = (X1,...,Xy) un vecteur aléatoire de densité q. Les
composantes X1, ..., Xq sont indépendantes ssi

q(x1,. . 2a) = (1) ... qa(wa) p-p-
ot q; est la densité de X.
En fait pour montrer 'indépendance de X1, ..., Xy, on utilise plutot:

Corollaire 4.5.3. Soit X = (Xi,...,Xy) un vecteur aléatoire de densité q. Les
composantes X1,..., Xy sont indépendantes ssi

q(21,...,24) = g1(x1) ... ga(xa) p-p.
et alors Xy, a pour densité q,(u) = gr(uv)/ [ gr(v) dv.

Preuve: (d = 2) On suppose que ¢(z1,x2) = g1(x1)g2(x2). La densité ¢; de X est
donc

q1(x1) :/91(3?1)92(902)05932 =a1g1(z1), a1 = /92(902)05962-

De méme ¢a(z2) = as2ga(x2), a2 = [ g1(x1)dz1. Mais

1= /q(xl,xg)d:nldxg = /gl(:cl)gg(xg) dxidxy = /gl(xl)d:rl/gg(xg)d:rg = qias.
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On conclut facilement. ©

4.5.3. Matrice de covariance (ou de dispersion). On note M" la matrice transposée

de la matrice M. Alors on peut représenter € R? par un vecteur colonne i.e. une
matrice d X 1 et on écrira indifféremment x = (x1,...,24) ou z = (z1...74)". Pour
r=(x1...29)Tety=(y1...y0)T, onaxTy =211 +... +2qyqs =< x,y > et zy" est
la matrice de terme général x;y;.

Pour X € L2, on définit:
K(X) = E[(X — E(X))(X — E(X))T] = E(XXT) — ECX)[E(X)[.  (4.20)

K(X) s’appelle la matrice de covariance ou la matrice de dispersion de X. On a

Var(Xl) COV(Xl,XQ) e e e COV(Xl,Xd)
COV(XQ, Xl) Var(Xg) e e e COV(XQ, Xd)
K(X) = . .
Cov(Xg, X1) . cee eee oo Var(Xy)
Noter que, si les composantes X1, ..., Xy sont indépendantes, K(X) est diagonale.

Proposition 4.5.4. Soit X € L?l. On a

(i) K(aX) = 2K (X), a € R; K(X +a) = K(X), a € RY; KT(X) = K(X).
(i4) Pour tout A € R4, NTK(X)\ > 0.

(iii) Soit M une matrice déterministe r x d, on a K(MX) = MK(X)M?T.

Preuve: (i) résulte de la définition (4.20).
(ii) Vu (i), on peut supposer E(X) = 0. Alors
ME(X)A = AE(X XA =ENXXTN) =E\"X|? > 0.
(iii) Vu (i), on peut supposer E(X) = 0. Alors
KMX)=EMX(MX)") =EMXX"M") = ME(XX")YMT = MK(X)M". o
Les points (i) et (ii) montrent que K (X) est symétrique semi-définie positive.

Théoreme 4.5.5. Soient X,Y € L?l des vecteurs aléatoires indépendants, on a
K(X+Y)=K(X)+K(Y). En particulier, sid =1, Var(X+Y) = Var(X)+ Var(Y)
st les v.a.r. X et'Y sont indépendantes.

Preuve: On peut supposer E(X) =E(Y) =0. Alors K(X +Y) =E(X +Y)(X +

Y)T) = E(XXT) + E(YY?) puisque, vu l'indépendance, E(XY?) = E(X)E(YT) =0
et de méme E(Y XT) =0. o

4.5.4. La matrice de dispersion donne des renseignements sur le support de la loi de
X.
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Proposition 4.5.6. Soit X € L2. On a P(X —E(X) € ImK (X)) = 1.

Preuve: Comme toujours on peut supposer E(X) = 0. Soit V = ImK(X). Si
dim(V') = d, il n’y arien & montrer. Supposons dim(V') = r < d. [l existe ay, ..., a4, €
Ker(X) tels que z € V ssi ajz =0, k = 1,...,d — r (pour voir cela il suffit de se
placer dans une base ou K (X) est diagonale). On a alors, vu la prop. 4.5.4,

E(aj X)? = Var(a; X) = K(a;.X) = a; K (X)ap =0

dotafX =0ps.et X €V ps.o

4.6. Calcul de lois

Soit X une v.a. & valeurs R%. Une probabilité p sur R? est la loi de X ssi, pour
toute f € B(RY), E(f(X)) = [ f du, soit encore, compte tenu de la prop. 3.5.4 et du
cor. 3.5.6, ssi:

pour toute f positive de C;.°, E(f(X)) = /fd,u. (4.21)

4.6.1. Commencons par deux exemples élémentaires.

Exemple 1. Soit X une v.a.r. de densité (loi de Cauchy) ¢(z) = On pose

(1+$2)
Y =eX. Quelle est la loi de Y ? Soit f € O arbitraire, on a, posant y = €7,
k

+o0 T +oo
E(f(Y)) = E(f(e¥)) = /Oo f(ex)ﬂ(lcixg) = /0 f(y)ﬂ'y(l +dgogy)2)'

Donc (421) Y a pour denSité W1R+ (y)
Exemple 2. Soit X une v.a.r. de densité N1(0,1). On pose Z = X?2. Quelle est la loi

de Z? De méme, pour f € C’,j arbitraire,

— 2 _L oo 2\,—z%/2
B(f(2)) = E(f(X*) = / F(22)e"12 dg.

L’application = — z? n’étant pas une bijection de R sur R, on ne peut pas poser

brutalement z = 22, mais on a

Foo 2 +°° dz
2 e~ 77/2 g —2/27
B(U(2) =BG = = [ f - | e

Donc (4.21) Z a pour densité \/%6*2/2,2*1/21]1{4r (z) ie. Z~G(},1).

4.6.2. Rappelons la formule de changement de variables dans R%. Si ¢ est un difféomorphisme
de l'ouvert U sur 'ouvert V, on a, pour toute f € BT (R?),

/f dv—/f 6)(w)] du. (4.22)
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ou J(¢) est le déterminant de la matrice des g%i. Rappelons également que J(¢)(u) =
{J(¢~ Y (é(u))} L. 11 en résulte:

Proposition 4.6.1. Soit X un vecteur aléatoire de densité h. On suppose que X € D
p.s., D ouvert de R®. Soient ¢ un difféomorphisme de D sur un ouwvert A etY =
(X)), alors Y a pour densité

R~ )W) (W) 1a(y)-

Preuve: On a, pour toute f € BT(RY),

E(f(Y)) = E(f(4(X))) = /D F()h(z) do = / e D)@Y ()] dy. o

Une premiére conséquence de (4.22) est la suivante (voir aussi 5.1.1):

Proposition 4.6.2. Soient X etY deuz v.a. ¢ valeurs R?, indépendantes, de densité
respectives f et g. Alors la v.a. S = X +Y a pour densité h = f % g définie par

/ f(w)g(u —v)
Preuve: On a, pour toute ¢ € C’,j,

://QS(aH—y)f( dmdy—//qb glu—v dudv—/gb du.

Application. Soient X et Y des v.a.r. indépendantes de méme loi la loi uniforme sur
[0,1]. Quelle est la loi de S = X + Y? Soit h la densité de S. On a (attention aux
fonctions indicatrices):

1 1
) = [ o @o(u—v)do = [ Loytu=v)do= [ "1, @an

Si0<u<1,h(u)=[dv=u,sil<u<2 h(u)= fl_ldv:2—uetévidemment
h(u )—051u¢[0 2].

4.6.3. Exemple 3. Soient X et Y des v.a.r. indépendantes de lois respectives G(a, )
et G(b,c) (4.12), a,b,c >0 .0Onpose S=X+Y,T = X—er On veut calculer la loi
du couple (S, T). Vu I'indépendance, le couple (X,Y") a pour densité

a+b

_ c —c(x+ a—1, b—1
hxy(z,y) = We @)y Yy 1}0,—&-00[(35)1}07-&-00[(3/)'
Soit ¢ lapplication (x,y) — (s = x +y, t = ny) ¢ est un difféomorphisme de
10, +00[x]0, +00] sur |0, +00[x]0, 1[. De plus J(¢~!)(s,t) = —s. La densité de (S, T)
est donc (prop.4.6.1)
Ca+b —cs ,a+b—1,a—1 b—1
hS,T(S,t) = —/———— <€ S t (1 — t) 1]074_00[(8)1}071[(75).
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Le cor.4.5.3 montre que S et T sont indépendantes, que S a pour densité

Ca-i—b

hs(s) = m e_cssa+b_11}07+oo[(s)
ie. S~ G(a+b,c)et que T a pour densité
_Tla+b) . b—1

Puisque hp est une densité de probabilité, on a montré au passage la formule

/01 71— lat = m (4.23)

4.6.4. L’exemple suivant sera tres utile pour simuler des v.a.r. gaussiennes.

Proposition 4.6.3. Soient (X,Y) un couple de v.a.r. indépendantes de méme loi

U(0,1). On pose U = /—2log X.cos(21Y), V = /—2log X .sin(27Y"). Alors les v.a.
U etV sont indépendantes de méme loi N1(0,1).

Preuve: Soit ¢ : (z,y) — (u = /—2logx.cos(2my),v = /—2log x.sin(2my). 1 est
un difféomorphisme de D =]0,1[x]0, 1[ sur A = R?\ (R* x {0}). On a J(¢)(z,y) =
—%’r, et, vu que u? 4+ v? = —2logx, J(¢¥ 1) (u,v) = —%e_(qﬁ‘“ﬁ)/z. Le couple (X,Y)
a pour densité 1p(x,y). Donc (prop.4.6.1) (U, V) =¥ (X,Y) a pour densité

ie*(“%”’z)/QlA(u,v)— = e /2 L )2 p-p.- ¢

= e
2T V27 V2T

4.6.5. Exemple 4. Soit (X, Y’) un couple de v.a.r. indépendantes de méme loi Ny (0, 1).
On pose T = ¥ (noter que P(X = 0) = 0). Quelle est la loi de 7'? Evidemment
on ne peut pas appliquer directement la prop.4.6.1. On choisit d’abord une v.a.
U = f(X,Y) telle qu’on puisse utiliser la prop.4.6.1 pour obtenir la densit de (7, U)
puis on obtient la loi de T' comme marginale. Ici on peut choisir U = X.

Soit ¥ : (z,y) — (t = y/x,u = x). Alors ¢ est un difféomorphisme de D = R x R*
sur A=RxR* Onaz=u,y=tu, et J(1b~1)(u,v) = —u. Le couple (X,Y) a pour
densité ie*(sz“yQ)/QlD(x,y). Alors (prop.4.6.1) (T,U) = ¢(X,Y) a pour densité
iefu2(1+t2)/2|u’1A<t7u) _ %equ(lthQ)/Q‘u‘ p.p.

2m
Donc T a pour densité
+oo +o0o
q(t) = / i(3_7‘2(1“2)/2|u\ du = 1/ e )/ 2y gy = ;2
oo 2m T Jo m(1+t2)

La v.a. T suit donc une loi de Cauchy.

En fait, il est souvent plus rapide de calculer directement E(f(7T')). Ici, par exem-
ple, passant en coordonnées polaires, on a:

_ 1 Yy L2 4y?) T -z
E(f(T)) = 5- / / P36 ) dady = /0 /0 f(tan8)e~ pdodp



51

_L ne)d9—1/+oof(t)1d
Y AEA 1) 1129

2

3

4.6.6. Exemple 5. Soit (X, Y") un couple de v.a.r. indépendantes de méme loi Ny (0, 1).
On pose U = X,V = X? + Y2, Quelle est la loi du couple (U,V)? L’application
(z,y) — (z,2? + 3?) n’étant pas une bijection, on ne peut utiliser la prop. 4.6.1. Soit
f € C;F (R?) arbitraire. On a

E(f(U, V) =E(f(X,X?+Y?) = o /faca: +y2)e @ H)/2 gady
v
1 1
orl) AEREEE =3 N

Considérons I'application (z,y) — (u = x,v = 22 +y?). C’est d'une part une bijection
de R x Rt sur I' = {(u,v), v > u?} et alors £ = u,y = Vv — u? et d’autre part une
bijection de R x R™ sur I' et dans ce cas ¢ = u,y = —Vv — u2. Dans les deux cas,

|J| = \/7 On obtient
ov/2
E(f( 2ﬂ_/fuv Noyr dudv.
Le couple a donc pour densité — 1r(u,v).

27r\/v—u2

4.6.7. Exemple 6. On ne rencontre pas toujours des v.a. ayant une densité par rapport
a la mesure de Lebesgue. Soit X une v.a.r. de densité e *1lp+(z). On pose U =
[X],V = X — [X] ou [z] désigne la partie entiere de x. Quelle est la loi de (U,V)?
Quelles sont les lois de U et de V' 7 Les v.a. U et V sont-elles indépendantes ?

Soit f € C; (R?) arbitraire. On a

+oo
E(f(U,V)) = /0 £l (@ — [])e da

0 k+1 B o0 1 ko
:kzo/k flk,x —k)e dx:kzo/o f(k,t)e "e " dt.

Si on note v la mesure sur N définie par v({k}) = 1 et A la mesure de Lebesgue sur
[0,1], ce calcul implique que la loi de (U, V) est la probabilité e Fe™.v ® A.
Prenant f(u,v) = ¢(u), on a

E(p(U)) = ¢(kle F(1—e) = a(k)(e )(1-e)
k=0 k=0
et U suit une loi géométrique de parametre e~ 1.
Prenant f(u,v) = ¢(u), on a

& —k —t ! —1\—1 —t
:/0 ];Oe bt dt:/o(l—e ) Lp(t)et dt
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et V a pour densité g&5e 15 1((t).
Enfin E(¢(U)y(V)) =E(op(U))E(p(V)) et U et V sont indépendantes (th.4.4.4).

4.6.8. Loi des min et des max. Soient X7, Xo,..., X, des v.a. réelles indépendantes
de fonction de répartition Fi, Fy,..., F,. On pose

U= min X;, V= max X;.
1<k<n 1<k<n

D’une part

et V a pour fonction de répartition F, (t) = [[;_; Fr(t). D’autre part

PU>t)=P(X; >t,...,Xy>t) = ﬁIF’(Xk > 1) = ﬁu — (1)
k=1 k=

—

et U a pour fonction de répartition F, (t) =1 — [[,_;(1 — Fx(t)).
Si les X ont méme loi, pour tout k, Fj(t) = F(t) et

F () = (F@)", F,(t) =1-(1-F(#)"

Si, de plus, les X, ont une densité, F' est dérivable et on obtient les densités de
U et V en dérivant F,, (t) et F, (t).

4.7. Conditionnement

4.7.1. Soient A un événement tel que P(A) > 0 et Y une v.a & valeurs R%. Posons,
pour I' € B(RY),

1, (T|A) = P(Y € T|A) = P(lA) PAN{Y €T}). (4.24)

Alors, A étant fixé, T +— p,, (I'|A) est une probabilité sur R? qu’on appelle loi condi-
tionnelle de Y sachant A. De méme, pour ¢ € L(u, ),

/ o(y) dpty (4] A) = B(6(Y)|A) = P(lA) /A H(Y) dP (4.25)

s’appelle I'espérance conditionnelle de ¢(Y") sachant A.

4.7.2. Considérons une v.a. a valeurs F fini ou dénombrable telle que, pour tout
a € E,P(X =a)>0etY une v.a a valeurs R%. Prenant A = {X = a}, on obtient
la loi conditionnelle de Y sachant que X = a définie par

1

p,(TX =a)=PY €T|X =a) = P(X —a)

P(X =a,Y €T) (4.26)
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et, pour ¢ € L'(u, ), I'espérance conditionnelle de ¢(Y) sachant que X = a définie

par
E(¢(Y)|X = a) = P(Xlza) /{ PO (4.27)

4.7.3. Considérons maintenant une v.a. X a valeurs R? de densité ¢(z) et Y une
v.a & valeurs R?. Les formules (4.26) et (4.27) n’ont plus de sens puisque, pour tout
a, P(X = a) = 0. Supposons que (X,Y) ait une densité continue h(x,y) et que
q(z) = [ h(z,y)dy > 0. Soient B(a,d) la boule dans RP de centre a et de rayon § et
|B(a,d)| son volume. On a, lorsque § — 0,

P(X € B(a,8),Y €T) _ Jp(as)xr M, y) drdy
P(X € B(a,d)) fB(WS) q(z) dz

- |B(a,d)|" fB(Ws) h(z,y) dx h(a,y)

- | e Tpaay @ de L

Il est donc naturel d’appeler loi conditionnelle de Y sachant que X = a la loi de
densité h(a,y)/q(a). Ceci conduit a:

P(Y € T'|X € B(a,0)) =

Définition 4.7.1. Soient (X,Y) un couple de v.a. a valeurs RP x R% de densité
h(z,y) et q(x) = [h(z,y)dy la densité de X. On appelle densité conditionnelle de
Y sachant que X = x la fonction

h
h(y|x) = (z,9) si g(x) > 0, = densité arbitraire si q(x) = 0.

q(z)
Remarque 1. Noter que P(X € {¢ =0}) = f{q:O} q(z)dx = 0.

Remarque 2. On voit donc que h(y | x) est le quotient de la densité de (X,Y") par la
densité de X. C’est tout simplement ’analogue de la formule, pour des v.a. entiéres,
PY =n|X=p)=P(X =p,Y =n)/P(X =p).

La loi de densité h(y | x) s’appelle la loi conditionnelle de Y sachant que X = x
et, pour ¢ € L' (1),

E(6(Y)|X = x) = / (w)h(y| ) dy

s’appelle 1'espérance conditionnelle de ¢(Y') sachant que X = x. Si d = 1, on peut
choisir ¢(y) = y, on obtient 'espérance conditionnelle de Y sachant que X = =x.
L’énoncé suivant est a comparer au lem. 4.2.6.

Proposition 4.7.2. Soit (X,Y) un couple de v.a. a valeurs RP xR de densité h(x,y)
avec Y € L2. Alors:

mf{E[(Y — f(X))’], f € L*(ny) } = E[Y = f(X))?] o f(z) = E(Y|X = ).
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Preuve: Pour toute g € L2(py,), on a E((Y — f(X))g(X)) = 0. En effet, sur {¢(z) >
0}, f(z) = Wlx) J yh(z,y) dy et, vu la remarque 1,

yg(2)h(z, y) dedy = /{ >0}g<x>q<x>q(1@ / yh(z, y) dy da

B(Yg(x)) = [

{g>0}

[ s@) @) ds = B(g(0)F(X).
{g¢>0}

On en déduit:

A

B(Y — £(X))?) = E[(Y = f(X) + f(X) = f(X))?
) — FOO] + 2B[(Y = FX0))(F(X) = F(X)]
(¥ = FCO) + BIFX) - £(X))?)

et le résultat cherché. ¢

Exemple. Soient Y, Z des v.a.r. indépendantes de méme densité e *1p+(y). On
pose X =Y + Z. On veut calculer la loi conditionnelle de Y sachant que X = z et
E(Y|X = x).

Pour appliquer la def.4.7.1, il faut calculer la densité du couple (X,Y’). On a
o0 oo o0 xr
BO(CY) =¥ [ [T+ e dya = [T [ (e dody
o Jo o Jo
et (X,Y) a pour densité h(z,y) = /\Qe*’\xl{ogygx}. La densité de X est alors
xX
q(z) = /\Qe_m/ dy = N2ze @ siz>0; qx)=0siz<0.
0

Finalement, pour x > 0 (noter que P(X < 0) =0),

le) =" = 21000

La la loi conditionnelle de Y sachant que X = z est donc la loi uniforme sur [0, z] et

1 [ T
E(Y\X=w)=/yh(y\x)dy=x/o ydy =3

qui est évidemment la moyenne de la loi U(0, z).

4.8. Simulation

Soit y une probabilité sur R%. Simuler la loi y, c’est construire une suite 1, 2, ..., Ty, . ..
de points de R? censés étre le résultat de tirages indépendants de points de R? selon
la loi p i.e. les valeurs prises par une suite X1, Xo,..., X,,... de v.a. indépendantes
de loi pu.



55

4.8.1. Nombres au hasard. En général, la fonction “random” d’un ordinateur fournit
une suite de nombres entre 0 et 1 censés étre le résultat de tirages indépendants selon
la loi uniforme sur [0, 1]. Ces nombres sont obtenus par un algorithme qui fournit
des nombres ayant les mémes propriétés qu'une suite de tirages indépendants selon
U(0,1). A ce sujet, voir la sous-section 6.4.2. Le probleme est donc de construire a
partir d’une suite Uy, Us, ..., Uy, ... de v.a. indépendantes de loi U(0,1) une suite
X1, X2,...,Xn,... de v.a. indépendantes de loi u.

4.8.2. Simulation de v.a. réelles. Soit y une probabilité sur R de fonction de répartition
F. On pose F~Y(u) = inf(¢, F(t) > u). On sait (prop.4.3.2) que, si U ~ U(0,1),
F~YU) a pour loi . Donc, si (Uy, n > 1) est une suite de v.a. indépendantes de loi
U(0,1), (F~Y(Uy,), n > 1) est une suite de v.a. indépendantes de loi j.

Exemple. Soit (pg, kK = 0,...,n) une probabilité sur {0, 1,...,n}. Soit F(t) sa fonction
de répartition. On pose
agp =0, a1 =po, a2 =po+p1,..., Gn =po+ ...+ Pn-1, ant1 = L.
On a
F(t)=0=agsit<0, F(t)=a1si0<t <1, F(t)=assi2<t<3,...
et
FYu)=ksia, <u<ag, k=01,...,n.
Sip=f\F(t) = ffoo f(z) dx. Il n’est pas toujours (en fait pas souvent) possible

de calculer F et F~1. Cest en particulier le cas pour la loi Ni(0,1).

4.8.3. Simulation de v.a. gaussiennes réelles. Soit (Uy,, n > 1) une suite de v.a. indépendantes
de loi U(0,1), on pose, pour n > 1,

Xgn_l =\ —210g UQn_1. COS(QFUgn), Xgn =\ —210g Ugn_l. Sin(27TU2n).

Alors d’apres la prop.4.6.3, (X,, n > 1) est une suite de v.a. indépendantes de loi
N1(0,1). Pour simuler la loi Nj(m,o?), il suffit de remarquer que, si Y ~ N1(0,1),
alors X =m + oY ~ Ni(m,o?).

4.8.4. La méthode de rejet. Soient (Z,, n > 1) une suite de v.a. & valeurs (E, &) et
B € £. On considere v = inf(n > 1, Z,, € B) avec la convention inf () = 4+o00. Alors
v(w) est la premier n tel que Z,(w) € B et si, pour tout n, Z,(w) ¢ B, v(w) = +o0.
v est donc une v.a. & valeurs N. Si P(v < 400) = 1, on peut définir une v.a. Z,, par
Zy(w) = Zp(w) sur {w, v(w) = n}. La méthode de rejet repose sur:

Proposition 4.8.1. Soient (Z,, n > 1) une suite de v.a. indépendantes a valeurs
(E,&) de méme loi p et B € € avec pu(B) > 0. On pose vy = inf(n > 1, Z, € B),

., vp =1inf(n > v,_q, Z, € B), .... Alors, pour tout r > 1, P(v, < +o00) =1 et
(Z,,, ™ > 1) est une suite de v.a. indépendantes de loi p donnée par
ANB
p(A) = AOB) e Alz, € B)

1(B)
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i.e. p est donc la loi conditionnelle de Zy sachant que Z1 € B.

Preuve: Notons d’abord que
Py, =k)=P(Z, ¢ B,...,Z;_1 ¢ B,Z, € B) = (1 — u(B))* ' u(B) (4.28)

d’ott P(v1 < +00) = ;5 P(1 = k) = 1. Supposons que P(v,—1 < +00) = 1, alors

P(y, < 400) = ZP(VT_l =k, v < 400) = Z P(vp—1 = k,vp =k + )

k>1 .k>1
=Y Py 1=k Zk1¢B,..., Zkyj1 ¢ B, Zryj € B)
Jik>1
=> Prra=k) Y (1—uB)'uB)=> P 1=k =P 1 < +o0) = 1.
k>1 j>1 k>1
De meéme
P(Z, € A)=> P(vy=Fk Zx € ANB)
k>1
ANB
=S B¢ Boee By £ B2 € ANB) = S (1-n(B) u(anE) = KD
E>1 E>1 K
Supposons que P(Z,, € A1,...,2,, , € Ap_1) = “(;‘(15)]3) o “(A;(‘Bl)mB), alors

]P)(qu S Aly SRR Zur,1 € Arfla Zz/r € AT‘)

=Y P(Z, €A, 2y €A r,vr 1=k Zoi1 ¢ B, Ziyj1 ¢ B, Zpyj € A:NB)
ik>1

= P(Z, € Ar,..., 2y, € Arrvp 1 = k)Y (1= pu(B)) ' u(A, N B)

E>1 j>1
T

WA, N B)  {y u(4in B)

=P(Z, €A,....2, €A _1)—F—— = —_

n € By € A= = 1T

ce qui montre que les v.a. (Z,,, k > 1) sont indépendantes et de méme loi. ©

En pratique, soit 21, ..., zn, ... une suite de tirages indépendants selon la loi u. On
considere z1. Si z1 € B, on pose x1 = 21, k1 = 1. Sinon, on considére zs. Si z9 € B, on
pose x1 = zo, k1 = 2. Sinon, on considere z3. Si z3 € B, on pose 1 = 23,k1 = 3....0n

construit ainsi 1, k1. On considere alors 2y, 1. Si 2k, 4+1 € B, on pose x3 = 2k, +1, ke =
k1 + 1. Sinon, on considere zg, 2. Si 2k,4+2 € B, on pose T3 = 2k, 42,k = k1 + 2.

Sinon, on considere zj,13. Si 2k, 43 € B, on pose x3 = 2,43,k2 = k1 +3. ... On
construit ainsi x2, k9. On continue.... et on obtient une suite x1,...,x,, ... de tirages
. ’ . ANB

indépendants selon la loi v(A) = “i(B) ),

Remarque 1. Vu (4.28), la v.a. v; —1 suit une loi géométrique de parametre 1—pu(B) et
onalE(y) = ﬁ. Il est intuitif (et facile a vérifier) que les v.a. vy, vo—vy, ..., Vp—1p_q
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sont indépendantes et de méme loi. On a donc E(vy) = E(va —v1) = ... = E(v, —
Up_1) = ﬁ. Donc, si pu(B) est trés petit, cette simulation risque de prendre du

temps.

4.8.5. Simulation de la loi uniforme sur un domaine de mesure de Lebesgue finie.

Soit D un domaine de R? tel que A\(D) < +00, A étant la mesure de Lebesgue sur R,
On appelle loi uniforme sur D, la probabilité de densité (A(D))~'1p. La prop. 4.8.1
donne immédiatement:

Corollaire 4.8.2. Soient D C A deux domaines de R? avec \(A) < +o0 et (Z,, n >
1) une suite de v.a. indépendantes de loi la loi uniforme sur A. On pose vy = inf(n >
1,Z, €D), ..., v, =inf(n > v,_1, Z, € D), .... Alors, pour tout r > 1, P(v, <
+o0) =1 et (Z,,, r > 1) est une suite de v.a. indépendantes de loi la loi uniforme
sur D.

Preuve: Il suffit de remarquer que, si p est la loi uniforme sur A, la loi de X, est

p(A) = MADD) _AAND)  AD) _ A(AND)

pD)  MA) T AA) T AD)

i.e. la loi uniforme sur D. ¢

En pratique, si D est borné, on choisit A = [a1,b1] X ... X [ag, by] et il est tres
facile de simuler la loi uniforme sur A et donc sur D.

4.8.5. Soit D = {(z,y), 0 <y < f(z)} C R? ol f est une densité de probabilité sur R.
Si (X,Y) est un couple de v.a. de loi uniforme sur D, alors X est une v.a.r. de densité
f. Réciproquement, si X est une v.a.r. de densité f et si U est une v.a.r. de loi U(0, 1),
indépendante de X, alors (X, U f(X)) suit la loi uniforme sur D et, plus généralement,
(X,aUf(X)) (a > 0) suit la loi uniforme sur A = {(z,y), 0 < y < af(x)}. Ceci
fournit une méthode, sachant simuler une loi de densité g, pour simuler une loi de
densité f si f < ag (nécessairement a > 1)). Plus précisemment:

Proposition 4.8.3. Soient p une mesure o-finie sur (F,F) et f,g € F*t telles
que [fdp = [gdp = 1 et f < ag p p.p. Soient (Yn, n > 1) une suite de v.a.
indépendantes a valeurs (F, F) de loi g.p et (Uy, n > 1) une suite de v.a.r. indépendantes
de loi U(0,1) et indépendantes de (Y, n > 1). On pose

v1 =inf(n > 1, aUng(Yn) < f(YR)), ..., v =inf(n > vp_1, aUng(Yn) < f(Yn)), ...
Alors les v.a. (Y,,, r > 1) sont indépendantes de loi f.p.

Preuve: Soient Z, = (Y,,U,) et T' = {(y,u), a.u.g(y) < f(y)}. On a alors v; =
inf(n>1, Z, €T),....

Lemme 4.8.4. Pour toute ¢ € FT,

E(¢(Y1)1izery) = E(0(Y1)1{av,g(vi)<f(vi)}) = Cll/¢(y)f(y) dp(y)-
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Preuve: Notons que fl,—0y < aglig—oy =0 p p.p. Alors
BOO zery) = [ [ 001001000601 5501 0) oo

=/¢(y) () 1ig03(y )/O 1{u<ag§;)}dUdp /¢ Y) g0y )% dp(y)

— [ oW sty o

Prenant ¢ = 1 dans le lem.4.8.4, on obtient P(Z; € I') = 1 > 0 et on peut
appliquer la prop.4.8.1 . Les v.a. (Z,,, r > 1) (resp. (Y,,., r > 1)) sont indépendantes
de méme loi que Z,, (resp. Y,,). Enfin on a (prop.4.8.1 et lem. 4.8.4)

P(Y1€ A, Z, €T
P(Y,, € A) = F(Z € T) /fdp

et Y, a pour loi f.p. ¢

Remarque 2. Vuque P(Z; € T') = 1, d’aprés laremarque 1, E(v1) = E(v,—v_1) = a.
Si a est trop grand, cette méthode est cotiteuse en temps.

4.9. Complément: échantillons ordonnés.

Dans cette section, on considére une probabilité p sur R. On note F' sa fonction
de répartition (def.4.3.1). On rappelle que F' est continue ssi u({x}) = 0 pour tout
x e R.

4.9.1. Echantillon ordonné. Soit Xi,..., X, n v.a.r. indépendantes de loi u. On
appelle X1,...,X,, un échantillon de taille n (ou n-échantillon) de la loi u. Les
X1,..., X, rangés par ordre croissant, qu’on note X(y),..., X(,), s’appelle alors un
échantillon ordonné de taille n de la loi u. En particulier

Xy = min X;, X, = max X;.

1<i<n 1<i<n

Par exemple, si X;(w) =4, Xo(w) =5, X3(w) =1, Xy(w) =2, X5(w) =4, X¢(w) =4,
X7(w) = 2, Xg(w) = 3, on a X(3)(w) =1, X )(W) =2, X3)(w) = 2, X(g)(w) =3,
X5)(w) =4, X(g)(w) =4, X(7)(w) =4, X5)(w) = 5.

Supposons F' continue, on a alors, pour ¢ # j,

P(X; = Xj) //1@ yy dp(x)dp(y //1{y} )du(x)) du(y) =

et donc P(U;z;{X; = X;}) et X(1) <... < X ps.

Si on a un un échantillon ordonné de taille 2n + 1 de la loi u, on pose

My = Xt (4.29)
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et M, s’appelle la médiane de ’échantillon ou la médiane empirique.

4.9.2. Loi de X. Soit Xj,..., X, un échantillon de taille n d'une loi u. On pose

Ny = 1oy (X). (4.30)
=1

Alors N, ~ B(n, F(t)) et {X() <t} = {N}, > k}. On a donc, notant F} la fonction
de répartition de Xz,

P(X(y <t) =P(N, 2 k) =Y Cr(F(1)"(1—F(t)"".
r=k

Vu que, pour 0 <60 <1,

d - n! _ n! 1 i
e T 91 =" = 1 — /)"
do ;kr!(n—r)!e (1-6) (k — 1)!(n—k:)!0 (1-6)

(quand on dérive tous les termes se détruisent deux a deux sauf le premier), on obtient

finalement:
Proposition 4.9.1. Soient Xi,..., X, un échantillon de taille n dlune loi u de
fonction de répartition F et Xy,..., X(,) Uéchantillon ordonné associé. Alors la

fonction de répartition de X,y est donnée par:
(k)

n!
(h— 1K

En particulier (formule facile & obtenir directement)

Fi(t) =

F(t)
AT /0 081 (1 — )"~ ap. (4.31)

Fi(t)=1-(1-F@)", Fu(t)=(F())". (4.32)
Le cas le plus important est celui ou p a une densité p et dans ce cas:

Corollaire 4.9.2. Soit X1,..., X, un n échantillon d’une loi sur R de densité p(x)
et de fonction de répartition F'. Alors la densité de X(y) est donnée par:

ak(t) =

n!
D ) (= PO (). (4.33)

4.9.3. En fait lorsque p a une densité p, il est facile de calculer la densité de
I’échantillon ordonné en tant que loi marginale.

Théoréme 4.9.3. Soit X1,...,X,, unn échantillon d’une loi sur R de densité p(x).
Alors la densité de (X(yy, ..., X(y)) est donnée par:

flz1,...,xn) =nlp(xr) .. .p(xn)le <. <a,- (4.34)
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Preuve: Soit G,, I'ensemble des permutations de {1,2,...,n}. On a, pour h > 0,

E(h( X1y, Xm))) = Z E(A(X (1), X)) L Xy 1) <o < X oy })

ce6

= Z / h(xa(l)v s wro'(n))p(xl) - p(mn) dry...dzy,
€S {mg(l)<.‘.<x0(n)}

= Z/ h(z1,...,x0)p(x1) ... p(xn) dey ... day
e {z1<...<zn}

= nl / h(z1,...,x0)p(x1) ... p(xp)dzy .. . dEy. ©
{z1<...<zn}

A partir de (4.34), il est facile de retrouver (4.33) i.e. la densité g de X con-
sidérée comme une marginale de (X(y),...,X(,)). On a donc, posant 4; = {z1 <
e < T <E< g1 < ... < Ty},

qa(t) = n! / p(z1) ... p(zr—1)p()p(zK11) .. . p(Tp) day . . . drp_1dTiyy ... doy
At
n! _
_ (_k'/ p(x1) .. plap_1) oy . .. dag_1 (1 — F(E)"Fp(t)
n )! {z1<..<zp)p_1<t}
n! _ e
= Do T = FOr ),
Exemple. Soit Xi,..., X, un n échantillon de la loi uniforme sur [0, 1]. Alors la loi
de (X(l), .oy X(n)) a pour densité n! 1y, o .1 et celle de X3y, 1 <k < n, a pour
densité W('n—k)' th=1(1 — t)"*kl]o,l[(t). En particulier (calcul facile en utilisant la

formule (4.23)) E(X(1)) = niﬂ



Chapitre 5

Fonctions caractéristiques.
Vecteurs gaussiens

5.1. Transformée de Fourier

5.1.1. Rappelons que le produit de convolution de deux mesures bornées sur R? a
été défini en 3.5.4. Soient X et Y deux v.a. indépendantes a valeurs R%. On pose
S = X +Y. Cherchons la loi de S. On a, pour toute f € B¥(R%),

BU(S) = E(F(X + ) = [ S+ y)duy @)y () = [ iy

On peut énoncer:

Proposition 5.1.1. Soient X et Y deux v.a. indépendantes & valeurs R®. On a

Hxyy = Hx * Hy -

On sait que pour calculer des produits de convolution, la transformation de Fourier
est un outil indispensable.

5.1.2. Transformée de Fourier. On note My, I’ensemble des mesures bornées sur B(R?).
Pour p € My, on pose

at) = /ei<t’$> du(z), te RY. (5.1)
De méme, pour h € L'(R?% \), A mesure de Lebesgue sur R%, on pose
h(t) = /ei<t’x>h(m) dz, teR% (5.2)

La fonction i (resp h) s’appelle la transformée de Fourier de p (resp. de h). Remar-
quer que, si 4 = h.\, it = h. Alors,
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Théoréme 5.1.2. (i) Soient pu,v € My. Si =0, p=v.
(ii) Soit . € My telle que i € L*(N\). On a alors = h.\ avec

h(z) = (27r)d/ e ISbE> () dt. (5.3)
Preuve: On pose:

j/?

go () = (2mo?) %2 exp(—y ), 2> =22 4., + 2k (5.4)

Lemme 5.1.3. La famille (g,(z —a), 0 > 0,a € RY) est totale dans Co(R?).

Preuve: Soit V I'espace vectoriel engendré par les fonctions g, (z —a), o > 0,a € R,
Vu que

2 2 2 2
o a-+o°b
9oz —a) gp(xz —b) = Cgr(x —¢) avec 7° = pzp_i_az’ C:pp2+02 ’

V est une algebre. On vérifie immédiatement (i) et (ii) du th. 3.5.5 d’ou V = Cy. ©
Lemme 5.1.4. On a j,(t) = exp(— % |t[?) = (2702)% g, (02t).

Preuve: Soit ¢(t) = (2r) /2 [ eittev"/2 du, t € R. Vu que | deitu| < |u| € LY (e v*/2.)),
on peut appliquer la prop. 3.3.7 et on a

¢ (t) = i(2m) /2 / et d(—e /2y = —(27)" V2% / eitue /2 gy = —tg(t)

d’ott ¢(t) = Ce~*/2 = ¢#*/2 puisque ¢(0) = 1. Alors (th. 3.5.2)

d
_ i _1zl2 /252 _ : 22 /942 52142
(27_‘_0_2) d/2/62<t,m>e |x|? /20 dr = H(27r02) 1/2/eztkmke xi /20 dzy = e~ [t /2'<>
k=1

Lemme 5.1.5. Soit 4 € M,. On a
[ 9ol = a)duta) = 22 [ gu(ovye <) . (5.5)
Si, de plus, i € L*()\),

/ 9oz — a) du(z) = (2m) ¢ / 9o(z — a) / e~ [1(¢) dt da. (5.6)

Preuve: Notons d’abord que, vu le lem. 5.1.4,

o) = (270%) g, () = (2m) V%6 / 00 (02)6 <71 . (5.7)
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(i) On a, puisque [ [ go(c%t) dtdu(z) < +o0,
/ga(x _ CL) d,u( ) 27‘(‘ —d/2 d// 2t i<r—a,t> dtd,u( )
_ (27T)—d/20_d/gg(a2t)e—i<a,t> /ez<x,t>dlu(x) dt = (277)_d/20d/gU(UQt)e_Ka’D,&(t) dt

d’ou (5.5) puisque 0%g, (0?t) = g1(ot).
(ii) Si i € L' (N), go(c?u)fu(t) € LY(A® A) et on a, vu que g, (0%t) = (2m0?) =424, (1),

[ 9ol = a)duta) = 2y %0 [ go(otei <o)
_ (271_)—d/e—i<a,t>la(t)/ez<u > ( )dudt
= (QW)d/ga(u)/eK” >0 (t) dtdu = (27)~ d/gg(a:—a)/e <> (t) dtde.

(On a posé u = a — x et utilisé que g,(—z) = g,(x)). ©

Fin de la preuve. Soit H = {g,(z —a), ¢ > 0,a € R?}. Si i = 7, on a, vu (5.5), pour
toute f € H, [ fdu= [ fdv d’ou, H étant total, u = v (prop. 3.5.4 (iii)). De méme,
si i € LY, posant h(z) = (2n) dfe_K‘” > () dt, on a vu (5.6), pour toute f € H,
[ fdu= [ fhd\ dot p=hA o

5.2. Fonctions caractéristiques

5.2.1. Soit X une v.a. & valeurs R? de loi p,. On a alors, vu le th. 4.2.4, i (t) =
[e=<tT>du, (x) = E(e’<tX>). Ceci conduit a:

Définition 5.2.1. Soit X une v.a. d valeurs R%. La fonction

¢y (t) = E(¢<"7) = i, (1)

s’appelle la fonction caractéristique de X.

Premieéres propriétés.

i<tn, X> _, oi<t,X>

(i) ¢ est continue. En effet, si ¢, — t, e en ayant un module borné

par 1. Il suffit d’appliquer le théoreme de Lebesgue.
(ii) Pour o € Ret b e RY, ¢, ., (t) = e<t*>¢ (at). En effet

¢aX+b (t) — E(ei<t,aX+b>) — ei<t,b>E(ei<t,aX>) — ei<t,b>E(ei<at,X>)'

(iii) ¢ (t) = E(eii<t’X>> = ¢x (t)
(iv) Sip_, = py ie. silaloi de X est symétrique, ¢, est réelle. Ceci résulte de (iii).

Le th. 5.1.2 devient:
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Théoréme 5.2.2. Soient X etY des v.a. d valeurs R
(i) Si, pour tout t, ¢ (t) = ¢, (t), X et Y ont méme loi.
(ii) Si ¢, € L, u,, = h.\ avec

h(z) = (27)~ / IS (1) dt.

Quant a prop. 5.1.1, elle s’énonce:

Théoréme 5.2.3. Soient X etY deuz v.a. indépendantes a valeurs RY. Ona ¢, =

Dx Py -

Preuve: En fait cela se montre immédiatement gréace au th. 4.4.4:
¢X+Y (t) — E(ei<t,X+Y>) — E(ei<t,X>ei<t,Y>) _ E(ei<t,X>)E(ei<t,Y>) — ¢X (t)¢y (t) o

5.2.2. Critere d’indépendance.

Théoréme 5.2.4. Des v.a. X1,...,Xpn ¢ valeurs R4, ... R sont indépendantes ssi,
pour tous t1 € R% ... t, € R,

,,,,,

,,,,,

.....

(prop. 4.4.2) a I'indépendance de X1,...,X,. ¢

5.2.3. Calcul des moments.

Proposition 5.2.5. Soit X une v.a. ¢ valeurs RY.
(i) Si X € LY, ¢ est dérivable et d;%(t) = E(iXpe<t*>). En particulier d;%(()) =
iE(X).

2 .
(ii) Si X € L%, ¢, est deuz fois dérivable et gtj(g%(k (t) = —E(X;Xe<t%X>). En
. . 9?
particulier 6tj¢cz)§k (0) = —E(X;X}).

i<tX>)

Preuve: (i) On remarque que \%e | X1| € L' et on applique la prop. 3.3.7.

(ii) On continue.... ¢

Il est facile de voir en appliquant la prop. 3.3.7 que si X € L7', ¢, est m
fois dérivable et qu’on obtient les dérivées successives en dérivant sous le signe E.
Réciproquement on a ,

Proposition 5.2.6. Soit X une v.a. ¢ valeurs R%. Si @ est 2m fois dérivable en 0,
m entier, X € L?lm.
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Preuve: On se limite 8 d = 1, m = 1. On pose ¢ = ¢, et u = p,,. On a ¢”(0) =
limp—g 72 (¢(h) + ¢(—h) — 2¢(0)) et

6(h) + 6(—h) — 26(0) = / (e + 7™ = 2) dpu() = —4 / sin” %x du(z).

Appliquant le lemme de Fatou (prop. 3.3.4), on a

;2 hx
S1n 2

2 ha
—¢"(0) = li}£n4/ % du(z) > 4/1imhinf 81212%22 22 du(z) = /x2 du(z). o

5.2.4. Fonctions caractéristiques usuelles (voir 2.2.5 et 4.3.1 pour les définitions).

a. Loi binomiale B(n,p). Si X ~ B(n,p), on a
Oy (1) = B(e™) = 37 CEpH(1 - p) R = (et 41— ).
k=0
Cette formule et le th. 5.2.3 montrent que, si X ~ B(n,p) et Y ~ B(m,p), X,Y

indépendantes, alors X +Y ~ B(n+m,p). En particulier si X7, ..., X,, sont des v.a.
indépendantes avec P(X, =1) =p, P(X; =0) =1-p, S, = X1 +...+X,, ~ B(n,p).

b. Loi de Poisson P(\). Si X ~ P(\),

o0 k
by (t) = E(e'X) = Ze_)‘%em = exp(A(e’ —1)).
k=0 ’

Donc si X ~P(A) et Y ~ P(u), X,Y indépendantes, X +Y ~ P(A + u).
c. Loi uniforme Si X ~ U(a,b), a < b,

1 b it eitb _ eita
Oxcll) = b—a/_ae dv = it(b—a)

d. Loi gamma G(a,c). Si X ~ G(a,c), on a

a

@ +oo o 1
o, (t) = / e dux.
* I'(a) Jo
Utilisant la prop. 3.3.7 et intégrant par partie, on obtient

/ ic” o itx —cx,.a —iac” oo it ,—cx,a—1 ia
be(t)—l_‘(a)/(; e e X dx_]:‘(a)(lt—c)/o e e x d.’l?—mﬁbx(t)
d'ott ¢, (t) = (1 — L)~ puisque ¢, (0) = 1. Noter que pour a ¢ N, on prend la
détermination continue valant 1 en 0.

Si X ~ G(a,c) et Y ~G(b,c), X,Y indépendantes, alors X +Y ~ G(a+b,c). En
particulier si X1,..., X, sont des v.a. indépendantes de méme densité e M1g+ et

donc de loi G(1, A), S,, = Xi+...+X,, ~ G(n, \) et a pour densité ﬁe_’\xufc”_llﬂy.
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e. Loi normale Ni(m,02). Si Y ~ Ni(0,1), ¢, (t) = e /2 (lem. 5.1.4). Soit X =
m+ oY, alors X ~ Ni(m,c?) et E(e™X) = ™ E(e!”Y), d’olt la formule:

¢ (t) = exp(itm — %JQtQ), X ~ Ni(m,o?). (5.8)

On en déduit immédiatement

Proposition 5.2.7. Si X ~ Ni(m,0?) et Y ~ Ni(l,p?), X,Y indépendantes, alors
X+Y ~ Ny(m+1,0%+p?).

f. Loi de Laplace. C’est la loi d’une v.a. X de densité ¢(x) = %e_"x'. On a

Y B S B e, | e
¢X(t)—§ . e""e dl‘—§ ; e d:):—i—§ _Ooe d:r—1+t2.

g. Loi de Cauchy de parametre 0. C’est la loi d'une v.a. X de densité q(z) =
Vu que H% € L', on a d’aprés f. et le th. 5.2.2 (ii),

m(14+z2)"

1 [t 1 1

—itx —lx
— —— _dt= el
o) ¢ 1™ 2"
On en déduit
Lo 1 gt 1]
t = — = - .
ox) =1 [ o=

5.3. Vecteurs gaussiens

5.3.1. On dit qu’une probabilité p sur R est gaussienne si elle a pour densité (4.13)
ou si i = dpy. Il est normal d’adjoindre les mesures de Dirac aux lois gaussiennes car
la loi Ny(m,0?) converge en un certain sens vers dy, lorsque o — 0. Une v.a. réelle
est dite gaussienne si sa loi est gaussienne.

Définition 5.3.1. Un vecteur aléatoire X = (X1,...,Xg) est dit gaussien si, pour
tout a € R, a"X = a1 X1 + ... 4+ agXy est une v.a. gaussienne.

En particulier chaque composante X est une v.a.r. gaussienne mais cela ne suffit
pas a assurer que le vecteur X est gaussien.
On appelle loi gaussienne sur R? toute loi d’un vecteur gaussien.

Exemples. (i) X =0 € R? est un vecteur gaussien.

(ii) Soit X = (X1,...,Xy) avec X1,..., Xy indépendants de méme loi N;(0,1). Alors
(prop. 5.2.7) a1 X1 + ...+ agXa ~ N1(0,a3 + ...+ a?) et X est un vecteur gaussien.

Cette notion est invariante par transformation linéaire, plus précisément:
Lemme 5.3.2. Soit X un vecteur gaussien a valeurs R% de moyenne m et de matrice

de covariance D. Pour tous b € R" et M matrice r x d, Y = b+ MX est un vecteur
gaussien & valeurs R", de moyenne b+ Mm et de matrice de covariance MDMT
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Preuve: En effet oY = a’b + (a"M)X est une v.a.r. gaussienne. On a E(Y) =
b+ ME(X) = b+ Mm et (prop. 4.5.4) K(Y) = K(MX) = MK (X)MT = MDM". o

Théoreme 5.3.3. Soit X un vecteur aléatoire de moyenne m et de matrice de co-
variance K. Le vecteur X est gaussien ssi sa fonction caractéristique est donnée par

1
b (t) = exp(it"m — 5tTKt). (5.9)
Preuve: (i) Supposons X gaussien. Alors (lem. 5.3.2) tTX ~ Ny(tTm,tTKt) et
ox(t) = E(et'X) = ¢, (1) = exp(it™m — 51T Kt) d’ou (5.9).

s _ iuaTX\ T 1,2, T T
(ii) Supposons (5.9)'. Alors ¢ . (u) = E(e ).— exp(iua'm — ju‘a’ Ka) donc a' X
est une v.a.r. gaussienne et X un vecteur gaussien. ¢
Toute loi gaussienne sur R? est donc déterminée par sa moyenne m et sa matrice de

covariance K. On note Ng(m, K) une telle loi. On a vu (exemple (ii)) que Ng(0, 1)
existe mais on n’a pas établi I'existence dans le cas général. Pour cela, on utilise:

Lemme 5.3.4. Soit K une matrice d x d symétrique semi-définie positive. Il existe
une matrice d x d symétrique semi-définie positive A telle que K = A2.

Preuve: Soient Aj,..., Ay les valeurs propres de K (elles sont > 0). Il existe une
matrice orthogonale C (i.e. CTC = I) telle que CTKC = D = diag(\1,...,\q) ol
diag(A1, ..., Ag) désigne la matrice diagonale ayant Aj, ..., \; sur la diagonale. On a

alors CDCT = K. Soit A = diag(v/A1,...,vAq). On pose A = CACT. On a,

A? = CACTCACT = CA*CT =CDC" = K. o
Appliquant le lem. 5.3.2, on a que, si X ~ Nyg(0,1;), Y = m+ AX ~ Ny(m, K). On
a montré:

Théoreme 5.3.5. Etant donnés m € R? et une matrice d x d symétrique semi-
définie positive K, il existe une et une seule loi gaussienne sur R de moyenne m et
de matrice de covariance K.

5.3.2. Vecteurs gaussiens et indépendance.

Théoréme 5.3.6. Soient X = (X1,...,X4) un vecteur gaussien.
(i) Les v.a.r. Xq,..., Xy sont indépendantes ssi la matrice de covariance K(X) est
diagonale.

(ii) On pose
Yi=(X1,...,.Xaq,), Yo=(Xagy41,-- -, Xap),--- Yo = (Xa._y41,---, Xa)-

Les vecteurs (Y1,...,Y,) sont indépendants ssi K; j(X) = Cov(X;, X;) = 0 pour tous
i,j n’appartenant pas au méme intervalle [1,dy], [d1 + 1,ds), ..., [dr—1 + 1,d].
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Preuve: Seule la suffisance demande une preuve.

(i) Supposons K(X) diagonale. On a K(X) = diag(o?,...,02) ou o2 = Var(Xy).
Alors, notant m = E(X),

d d d
) 1 . 1
t) = exp(t Z mgty — 5 Z oit?) = H exp(imyty — 50,%152) =0, (t1) ... O, (ta)
k=1 k=1

k=1
et donc (prop. 5.2.4) les X}, sont indépendantes.

(ii) Supposons la condition sur les covariances réalisées. Elle implique, pour tous
up € RY uy € R2=4 et p +# g, Cov(uyYy, ugYy) = 0. Donc, d’apres (i), les v.a.r.
ulYy,...,ulY, sont indépendantes. On a alors

E(ei(u'{Yl—l-...—l—uZYr)) _ E(eiu'{Yl) - .E(ewTYT)

et (prop. 5.2.4) les v.a. Y7,...,Y, sont indépendantes. ¢

Remarque. Attention a l'utilisation du th. 5.3.6. On peut avoir X et Y v.a.r.
gaussiennes, Cov(X,Y) = 0 sans que les v.a. X et Y soient indépendantes. Par
exemple si X ~ Ny(0,1), si U est une v.a. indépendante de X telle que P(U =
1) =P(U = —1) = 1 et si Y = UX, on vérifie facilement que ¥ ~ N1(0,1). On a
Cov(X,Y) = E(XY) = E(UX?) = E(U)E(X?) =0 et |X| = |Y]| donc X et Y ne
sont pas indépendantes. En fait le couple (X,Y") n’est pas gaussien.

5.3.3. Le cas non dégénéré. On dit que la loi Ng(m, K) est non dégénérée si det(K) #
0. Dans ce cas:

Théoréme 5.3.7. Si X ~ Ny(m, K) et si det(K) # 0, X admet la densité

d
2

() = (2) (det(K)) % exp(—3 (& — m) K — m)).

Preuve: Soit A une matrice d x d telle que K = AAT, on a det(A) = (det(K))/? et A

est inversible. Soit Y ~ Ny(0, I;) un vecteur gaussien de densité (2m) %2 exp(—@).
On a (lem . 5.3.2) Y =m + AY ~ Ny(m, K) et, pour f € BT(R?),
_d lyl?
E(f(X)) = E(f(m+ AY)) = 2 [ f(m+ Ay)exp(==-) dy.

On effectue le changement de variable y = A~1(x —m), on a gg % =det(A™1) et

E(f(X)) = (2n 2det /f z)exp(—=(z —m)"(A™HYTA  (z —m)) d.

Comme K1 = (44T)7! = (A71)TA~! on a la formule annoncée. o



Chapitre 6

Convergence des suites de
variables aléatoires

6.1. Modes de convergence

6.1.1. Principaux modes de convergence.

Définition 6.1.1. Soient X,, et X des v.a. a valeurs RY.

(i) On dit que X,, converge en probabilité vers X si, pour tout € > 0, P(|X,, — X| >
g) —n 0.

(i) On dit que X,, converge presque stirement (en abrégé p.s.) vers X si, pour tout
w ¢ N, N négligeable, X, (w) —, X(w).

(iii) On dit que X,, converge vers X dans LP, 1 < p < +o0, si X,, et X sont dans LP
et st E(| Xy, — X|P) — 0.

La convergence dans L' s’appelle aussi la convergence en moyenne, la conver-
gence dans L? s’appelle aussi la convergence en moyenne quadratique. On vérifie
immédiatement que X,, = (X}, ..., X%) converge vers X = (X'...,X%) en un des
sens ci-dessus ssi, pour k =1,...,d, XT’f converge vers X* dans le méme sens. On ne
considérera donc plus que des v.a. réelles.

1
Rappelons qu’on note, pour X v.a.r., || X||, = (E|X|P)r. Vu I'inégalité de Holder
(3.7), on a, pour 1 < p < g, [|X]||, < ||X]|4 et donc la convergence dans L? implique
la convergence dans LP. En particulier la convergence dans L? implique la convergence
dans L.

Proposition 6.1.2. La convergence dans L' implique la convergence en probabilité,
la convergence p.s. implique la convergence en probabilité.

Preuve: (i) D’apres I'inégalité de Markov (prop. 4.2.7), P(| X,,—X| > ¢) < e 'E(| X,,—
X|) ce qui montre le premier point.
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(ii) Supposons que X, converge p.s. vers X. Alors, pour tout € > 0, 11x, —x|>c} —n 0
p.s. et est manifestement borné par 1, donc (th. de Lebesgue) P(|X,, — X| > ¢) =
E(1{x,-x[>e}) —=n 0.0

Notons que si X,, converge en probabilité vers X et vers Y, on a P(|X — Y| >¢) <
P(IX = Xp| > 5)+P(| X, =Y|>5) =n 0et donc P(|X —Y|>0)=0et X =Y p.s.
Ceci implique, vu la prop. 6.1.2, que les limites de X,, en les différents sens définis
ci-dessus sont p.s. égales.

6.1.2. Exemples. Soit X, une suite de v.a.r. indépendantes telles que P(X,, = a,) =
Pn, P(X, =0) =1 —p,. On suppose 0 < p, < 1, pp, =, 0 et a,, > 1.

a. On a, pour ¢ €]0, 1, P(|X,| > ¢) = P(X,, > €) = p,, et X, —, 0 en probabilité.

b. On a ) P(X,, > 0) =) p, donc, si > p, < 400, on a (prop. 4.1.2) que {X,, > 0}
n’a p.s. lieu que pour un nombre fini de n donc X,, —, 0 p.s. Réciproquement si

> pn = +00, on a (prop. 4.1.2) que {X,, = a,,} a p.s. lieu pour une infinité de n donc
X,, ne converge pas p.s. vers 0. Donc X,, —,, 0 p.s. ssi Y p, < +00.

c. E|X,| = E(X,) = anpn. Donc X,, —, 0 dans L' ssi anp, —n 0.
d. E(X,)? = a?p,. Donc X,, —, 0 dans L? ssi a2p, —, 0.

Si on choisit p,, = %, a, = 1, X, converge vers 0 dans L' mais pas p.s. Si on choisit
Pn = #, a, = n?, X, converge vers 0 p.s. mais pas dans L'. Si on choisit p, = #,
a, =n, X,, converge vers 0 dans L' mais pas dans L?.

6.1.3. Critéres de convergence.

Proposition 6.1.3. Soit X,, une suite de v.a.r. Si Y P(|Xpr1 — Xpn| > en) < +00
pour une suite £, > 0 vérifiant > e, < 400, la suite X,, converge p.s.

Preuve: D’apres le lemme de Borel-Cantelli (prop. 4.1.2), pour tout w ¢ N, N
négligeable, il existe ng(w) tel que, pour tout n > np(w), |Xnt+1(w) — Xp(w)| < &p.
On a donc, pour n > m > ng(w),

n—1

n—1
Xa(@) = Xn@)] € 3 [Xps (@) = Xp@)] € 3 e
k=m

k=m

Vu la convergence de > e, ceci implique que X, (w) est une suite de Cauchy et donc
X, (w) converge. ©

Corollaire 6.1.4. De toute suite X,, convergeant en probabilité, on peut extraire une
sous-suite X, convergeant p.s.

Preuve: Vu que, pour tout k, P(|X,, — X| > 2_(k+1)) —, 0, on peut construire une
suite croissante ny, telle que, pour tout n > ny, P(|X,, — X| > 2-(¢+D) < 2=(k+1) Op
a alors,

B(| Xy, — Xy | > 27F) < B(IX

Nk41

—X| > 27 ) 4 P(|X,, — X| > 27 kD) < 97k,

k+1
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D’ou (prop. 6.1.3) X,,, converge p.s. ¢

Il est tres utile d’avoir des criteres de type Cauchy.

Proposition 6.1.5. Soit X,, une suite de v.a.r.

(i) X, converge en probabilité ssi, pour tout p > 0, supy, P(|Xp+k — Xn| > p) —n 0,
(i1) X converge dans LP (1 < p < 400) ssi supy, E(| Xp4r — Xpl?) =5 0,

(iii) X, converge p.s. ssi, pour tout p > 0, P(supy, | Xpn+k — Xn| > p) —n 0.

Preuve: (i) Supposons que, pour tout p > 0, sup, P(|X,1r — X»| > p) —» 0. On
peut alors construire une suite croissante d’entiers n, telle que P(|X,, +1 — Xy, | >
27") < 277 et donc (prop. 6.1.3) X,, converge p.s. et a fortiori en probabilité vers une
v.a. X. Alors, étant donné € > 0,

P(|Xn — X[ > p) <P(| Xy, — X, | > p/2) + P(|X — X, | > p/2) <¢

pour tout n > n, si on choisit r assez grand et X,, — X en probabilité. Vu que
P(| Xt — Xn| > p) <P(| Xpir — X| > p/2) + P(| X, — X| > p/2), la réciproque est
immédiate.

(ii) Ceci n’est rien d’autre que la complétude de LP (voir 3.3.5).

(iii) Supposons que, pour tout p > 0, P(sup,, | Xp1x — Xn| > p) —n 0. Soit V,, =
sup; j>n | Xi — Xjl, alors Vi, | V et X, converge p.s. ssi V' = 0 p.s. (critere de Cauchy).
Mais P(V,, > p) < P(supg>q | Xnix — Xn| > p/2) —4 0 ce qui implique que V' = 0
p.s. Réciproquement si X,, converge p.s., supy | Xpn+x — Xn| —n 0 p.s. et aussi en
probabilité. ¢

6.2. Loi 0-1

6.2.1. Soit X1,...,X,,... une suite de v.a. & valeurs R?. On pose:

Fo(X)=0(X1,...,Xn), Foo(X)=0(X1,...,Xn,...) = 0(Up>1Fn(X)),
FUX)=0(Xn, Xn+1,- -, Xntks )y FOAX) =M1 FH(X).
Evidemment F*°(X) C Foo(X). La tribu F*°(X) s’appelle la tribu asymptotique ou

tribu de queue de la suite X,,.
Exemple. Soit Xi,..., X, ... une suite de v.a. réelles. Les événements
. 1
{Z X, converge}, {Z | X, | < +o0}, {limsup E(Xl +...+ X, <1}
sont dans F*°(X). En effet il suffit de vérifier que, pour tout p, ils sont dans FP, ce
qui est immédiat.

6.2.2. En fait, si les X,, sont indépendantes, un événement de F>°(X) est de proba-
bilité 0 ou 1. C’est la loi 0-1.



72 Convergence des suites de variables aléatoires

Proposition 6.2.1. Soit X1,..., X,,... une suite de v.a. indépendantes a valeurs
Re. Alors, pour tout A € F¥(X), P(A) = 0 ou 1. De plus, si Y est une v.a.r.
F>(X)-mesurable, Y = constante p.s.

Preuve: Soit A € F*°(X) avec P(A) > 0. On pose

o) = 2557

Q est une probabilité sur Foo(X). Si B € F,(X), B et A sont indépendants puisque
A e FrH(X). On a done P(B) = Q(B) pour tout B € C = U,,>1F,(X). Cette classe
étant stable par intersection finie et engendrant Foo(X), on a (cor. 3.2.3) P(B) =
Q(B) pour tout B € Foo(X) et en particulier pour B = A. Donc P(A) = Q(A) = 1.

Soit Fy (t) = P(Y < t). Par hypothese, {Y <t} € F*(X) et donc F, (t) = 0 ou
1 ce qui implique qu'’il existe a € R tel que Fy.(t) = 1[4 1o0[(t) et donc Y =a p.s. ¢

, B e Foo(X).

Corollaire 6.2.2. Soit X1,...,X,,... une suite de v.a. réelles indépendantes. Alors,
(i) > X, converge p.s. ou diverge p.s.,

(ii) si b, est une suite de réels tendant vers +oo, i(Xl + ...+ X,,) diverge p.s. ou
converge vers une constante p.s.

Preuve: On a vu que {)_ X,, converge} € F*°(X) d’ou (i). De méme A = {i(Xl +
...+ Xp) converge} € F*°(X) donc P(A) = 0 ou 1. Supposons que P(4) = 1.
Soit Z = limni(Xl + ...+ X,). Vu que b, —, +oo, on a aussi, pour tout p,
Z = lim,, i(Xp + ...+ X,) et donc Z € [F>*(X)] d'out Z = constante p.s. ¢

6.3. Somme de v.a. indépendantes

Soit X1,...,X,,... une suite de v.a. réelles de carré intégrable. On pose S,, = X1 +
o+ Xy etY, =X, —E(X,). On a alors

Su=> Yi+ Y E(Xz) (6.1)
k=1 k=1

et E(Yy) = 0, E(Y}?) = Var(Y}) = Var(X}). Donc pour étudier la convergence de S,
il suffit pour 'essentiel de s’intéresser au cas centré.

6.3.1. La convergence dans L? est simple & étudier.

Proposition 6.3.1. Soit X1,...,X,,... une suite de v.a. réelles, indépendantes,
de carré intégrable et centrées. Alors S, converge dans L* ssi la série Y E(X2) est
convergente.

Preuve: On a, pour n < m,
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On en déduit que S, est une suite de Cauchy de L? et donc converge dans L? ssi
Y E(X?) < +o0. 0

6.3.2. L’outil de base est I'inégalité suivante due a Kolmogorov.

Proposition 6.3.2. Soit X1,...,X,,... une suite de v.a. réelles, indépendantes, de
carré intégrable et centrées. Alors, pour tout p > 0 et tout n,

1 n
> i
P(max |Sk| = p) 2 kE_

Preuve: On pose A = {maxj<x<p |Sk| > p} et, pour k = 1,...,n, By = {|51] <
5 |Sk—1| < p,|Sk| > p}. Les ensembles By sont disjoints d’union A. Noter que,
pour k < n,

E(1p,S7) = E(1p, (Sk + Sn — S)?) = E(15,57) + E(1p,(Sn — St)*) = E(1,57)
puisque, les v.a. 15, Sk et S, — S}, étant indépendantes,
E(1p,Sk(Sn — Sk)) = E(1p, Sk)E(S, — Si) = 0.

On a alors, vu que 5’,3 > p? sur By,

n n

A) =Y BB < Y E(15,S) < 3 E(1p,52) < E(S2) = Y E(X}). o
k=1 k=1 k=1 k=1

6.3.3. On peut maintenant établir le résultat principal.

Théoréeme 6.3.3. Soit Xq,...,X,,... une suite de v.a. réelles, indépendantes, de
carré intégrable. Si les séries Y E(X,,) et Y Var(X,) convergent, S, converge p.s. et
dans L2.

Preuve: Supposons d’abord les X, centrées. Appliquant la prop. 6.3.2 a la suite
Xm+1, -3 Xntky - -, OD @

+
1
IP’(lmaX |Smak—Sm| > p) = max |ZXm“| > p) ZE i) —2 Z

On en déduit

P(sup |Spm+k — Sm| > p) = hm P( max. |Sm+k Sml| > p) e Z E(X?) —m O
k>1 —too 1< k>m

Donc (prop. 6.1.5) S,, converge p.s. et aussi (prop. 6.3.1) dans L?.
Pour le cas général, il suffit d’utiliser (6.1). ¢

Remarque. On peut se demander si le th. 6.3.3 admet une réciproque. Sans hy-
potheése supplémentaire, il n’en est rien. En effet, soit X1,...,X,,... une suite de
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v.a.r. indépendantes telles que P(X,, = a,) = ppn, P(X,, = —ay,) = pn et P(X,, =
0) =1—2p, avec a, > 0,0 < p, < 2. Ona > P(X, # 0) =25, p,. Donc
si Y, pn < +o00, d’apres Borel-Cantelli, p.s. X,, = 0 a partir d’un certain rang et
Sn = > p_; Xk converge p.s. alors qu'on peut avoir > E(X2) = 23 p,a? = +oo
(prendre par exemple p, = n~2 et a, = n). Pour plus de précisions, voir 6.5.

6.3.4. On s’intéresse maintenant a la convergence de %, b, étant une suite tendant
n
vers +00. On se ramene au cas précédent grace au lemme de Kronecker:

Lemme 6.3.4. Soient, pourn > 1, by, z, € R, 0<b, T, +o0 et s, =x1+ ...+ Tp.
Si la série 3 3 converge, 3 — 0.

Preuve: On pose by = 0, v, = by, —bp_1, 20 = 0, 2z, = Zzzl’g—:. On a donc
b, = ZZ_I v et

E xk—E bi(2k — 2p—1) = bpzn — E Vg Z— 1—5 Vg (2n — 21).

On en déduit que, pour tout p < n,

n

1 & 1, <& 1
|szk| gb—|ka(zn—zk_1)|+bf( Z Uk) max |20 — 2k-1]-
= - psks

n k=p+1

D’ou, puisque b, —, +00 et i(zz vg) < 1, pour tout p,

:p+1

hmsup]—Zxk\ < sup |zj — 2l
" k=1 jk=p

quantité arbitrairement petite vu que z, converge. o.

Proposition 6.3.5. . Soient X1, ..., X,,... une suite de v.a. réelles indépendantes et
de carré mtegmble et by, Tn +00. On pose Sy, = X1+...+X,,. Alors, sty M <

+oo et si b— Yore1 E(Xk) —n m, gn —nm p.s. et dans L?. "
Preuve: On peut supposer les X,, centrées et alors m = 0. Vu le th. 6.3.3, >, bk
converge p.s. et donc (lem. 6.3.4) 7 i —, 0 p.s. Quant & la convergence L%, on a
2
E(‘Z; 612 ZE X7) = 0
" k=1
puisque ) bIQE(Xz) converge (lem. 6.3.4 pour la suite b2). o

Corollaire 6.3.6. . Soient X1,...,X,,... une suite de v.a. réelles indépendantes et
de méme loi avec E(X?) < +oo. Alors % —, E(X1) p.s. et dans L2

Preuve: Il suffit de remarquer que ) % = Var(X1) ), # < 400 et d’appliquer
le th. 6.3.3. ¢

Le cor. 6.3.6 établit la loi des grands nombres lorsque X7 a un moment d’ordre
deux fini.
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6.4. La loi des grands nombres

6.4.1. On démontre la loi des grands nombres dans le cadre général.

Théoreme 6.4.1. . Soit Xq,...,X,,... une suite de v.a. réelles indépendantes et
de méme loi. On pose S, = X1+ ...+ X,,.
(i) Si B(|X1|) < +o0, 22 converge p.s. et dans L' vers E(X1).

’on

(ii) Si =2 converge p.s., E(|X1]) < 4o0.
D’abord deux lemmes relatifs & X v.a. réelle.

Lemme 6.4.2. . Ona ) - P(|X]>n) <E(X|) <1+ 5, P(|X|>n).

Preuve: Soit ¢(z) =3, 5 1{z>n}- On a, pour z € R, ¢(x) <z <1+ ¢(x). D’on

S P(X| 2 n) =EO_ lxsny) < E(X]) < 1HEQ 1xsay) =1+ P(X] >n). o

n>1 n>1 n>1 n>1

Lemme 6.4.3. Ona ), -, E(),%l{\xkn}) <24+ E(|X]).

Preuve: Vu que

1 <1 |
Y — =14k — <1 k:2/ —dr=1+k,

on a, tout étant positif,

oo X2 0o ) © 4
ZE e = B Do) = LB pacan X3 )
n=1 k=1 k=1 n=k

SZ (Lip—1<x )<k}’ an SZ (Lik—1<ix )<k} (1 +F))
k=1 n=~k k=1

o
<Y E(lgoi<ix<ry 2+ X)) < 2+ E(|X]).
k=1
Revenons a la démonstration du théoréme.

(i) On suppose E(|X1]) < +00. Posons X}, = Xi1qx,) <k} Sp = Y7_, X} Alors, vu
le lem. 6.4.2,

DIPOG  X) = R 2 £) = SR 2 ) SE() < 4o

Donc (Borel-Cantelli) X = X} & partir d’un certain rang p.s et % ~ S —p 0 p.s.

n

On est donc ramené a étudier la limite de % Pour cela, on utilise la prop. 6.3.5.
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D’une part, vu le lem. 6.4.3,

Var(X,, E(X? X?
Z 752 ) < Z (n2 ) = ZE(TTgllﬂxlkn}) <2+ E(]X1]) < 4o00.

n>1 n>1 n>1
D’autre part, comme E(X},) = E(Xelfx,<kt) = E(X11gx,<ky) —k E(X1) (Lebesgue),
%E(S’n) —y, E(X1). Finalement % —p, E(X1) p-s. et il en est de méme de %

Passons 4 la convergence dans L'. On peut supposer E(X1) = 0. On a, pour tout
M >0,

Sy 1 « 1 —
E(I—-) < E(~ > Xilyxg <)) +E( - > Xilgx =)
k=1 k=1

D’une part, vu la premiere partie et que 0 = E(X1) = E(X11{x, |<ary) FEX 11 x, > 01}),
1 n
- > Xilgxg<an] —=n B0 x <) = EX1 Ly x =)
k=1

p.s. en restant borné par M et donc aussi dans L. D’autre part

1< "
E(~ > Xilgxzanl) = —E(| > Xalgxysanl) < E(Xa|1yx,sm)-
k=1 k=1

. D’ou
) Sn
thUPEU;D < E(Xlyx,>mp)| + E(X1 g x>0y) < 2E(1 X |11x, > m})-

Mais cette derniere quantité est arbitrairement petite puisque E(|X1[1¢x,>ar3) — 0

lorsque M — +oo (Lebesgue).

(ii) Supposons que %
1 Sn 1

Sn _

converge p.s. Donc (cor. 6.2.2) 7:1 —pn C .S et X” = =t

— 0 p.s. Ceci implique que P(limsup{|X,,| > n}) = 0 et donc (prop 4.1.2)
ue Z P(|X,| > n) < 400. On a alors (lem. 6.4.2)

E(IX1)) 14+ ) P(X1| >n) =1+ > P(IXn| > n) < +o0 .

Remarque 1. Tradtionnellement le th.6.4.1 s’appelle la loi forte des grands nombres.
On réserve le nom de loi faible des grands nombres a la convergence en probabilité
de S, /n vers E(X7) qui est évidemment une conséquence de la loi forte.

Remarque 2. Soit p une probabilité sur un espace mesurable (E, ). Le tirage d’une
suite de points de F selon u peut se représenter par une suite de v.a. indépendantes
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de loi p. Soit A € €. Les v.a. 14(X1),14(X2),...,14(Xy),... sont indépendantes, de
méme loi, d’espérance p(A). On a donc p.s.

nombre de k < n tels que X € A
p .

1 n
w(A) =lim — E 14(Xg) = lim
n n n

k=1

On retrouve la la justification fréquentielle de la notion de probabilités.

Remarque 2. En raisonnant composante par composante, le th.6.4.1 se généralise
immédiatement aux v.a. & valeurs R%.

6.4.2. Nombres au hasard. On revient sur la question, posée en 4.8.1, de construire
une suite (un, n > 1) de nombres compris entre 0 et 1 et pouvant étre considérée
comme le résultat de tirages indépendants selon la loi U(0,1). Soit (U, n > 1) une
suite de v.a. indépendantes de loi U(0,1). On a (loi des grands nombres), pour tous
0<a<b<l,

1 n
ﬁ Z 1[a,b](Uk) —n b—a p.s.
k=1

Mais X; = (U, Us), Xo = (Us,Us), ..., Xp = (Uzn—1,Usp), . .. est aussi une suite
de v.a. indépendantes & valeurs R? de loi uniforme sur [0,1] x [0,1] et I'on a, pour
tous 0 < aj < by <1,0 <ag < by <1, posant D = [a1,b;1] X [az, ba]

1 n
- Z 1p(Uzj41,Uz2j42) —n (b1 —a1)(ba —a2) p-s
=0

Plus généralement, pour tout k et tous 0 < ay < by <1,...,0 < ag < by <1, posant
k
D= Hj:l[aj’bj}v

k

1

- Z Ip(Ukjs1s- -+ Ukjrr) — H (bj —ay)
. i

Ceci conduit a:

Définition 6.4.4. Une suite (un, n > 1) de nombres compris entre 0 et 1 est dite
k-uniforme (k € N*) si, pour tous 0 < a3 < by < 1,...,0 < a; < by < 1, posant

D =TI}_,la;, by,

n

k
1
N (Ui, (b —
n Z D(ukj+1 uk]Jrk 1;[ a]

Jj=0

L’idéal pour qu’une suite (u,, n > 1) puisse étre considérée comme le résultat
de tirages indépendants selon la loi uniforme sur [0,1] serait que cette suite soit
k-uniforme pour tout k mais ceci, en pratique, est impossible et on se contente
d’approximations.
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On utilise fréquemment des algorithmes du type suivant. On choisit M € N grand
(de I'ordre de 10%) et une application g de E = {0,1..., M — 1} dans lui-méme.
On se donne vy € F et on pose vp+1 = g(vn), up = vy /M. Les différents choix de
vg engendrent différentes suites. Une telle suite étant nécessairement périodique, ceci
n’est qu'une approximation. On peut prendre M = 23! et g(x) = 752 modulo M.

6.4.3. Méthode de Monte-Carlo. Le principe de la méthode est le suivant. Soient f
une densité sur R%, (X,,, n > 1) une suite de v.a. indépendantes de densité f et
¢ € L'(f.\). Alors, d’apres la loi des grands nombres,

I =5 Y 0(X0) =0 Bo(X) = [ 6la)f@)de =1 ps
k=1

Dongc, si on sait simuler des v.a. de densité f, on peut obtenir une valeur approchée

de I. Noter que I, se met sous forme récursive:
1
L1 =In+ m(¢(Xn+1) - In)v

ce qui rend le calcul agréable. Examinons de plus pres deux cas.

1. On veut calculer [, h(z)dxz, D étant un domaine borné de R? et hlp intégrable.
Soient A = [[¢_,[ak,br] D D, V = [I¢_,(bx — ax) et (Xn, n > 1) une une suite de
v.a. indépendantes de loi uniforme sur A. On peut appliquer le résultat précédent a
f=2%L1n, ¢ =hlpetona

V< 1

S X (i) —n V- / W) p(2)1a () dz = / hz)ds ps.
k=1 D

2. On veut calculer [ ¢(z)f(z)dx (f densité et ¢ € L*(f.)\)) et on sait simuler des

v.a. (Y,, n > 1) indépendantes de densité g avec f < ag. Alors on peut utiliser la

prop. 4.8.3 pour simuler des v.a. de densité f mais, en fait, on a directement:

Proposition 6.4.5. Soient f,g deux densités sur R? telles que f < ag, (Yn, n>1)
et (Up, n > 1) deux suites de v.a. indépendantes de lois respectives g.\ et U(0,1) et
indépendantes entre elles. Alors, pour toute ¢ € L*(f.\),

a n
- > 0(YVi) Latg(vi)<f(vi)} —n /Rd ¢(x)f(z)dz p.s.

k=1
Preuve: Les v.a. (¢(Yi)1{av,g(vi)<f(vi)}> K = 1) étant indépendantes, il suffit d’appliquer
la loi des grands nombres vu que E(¢(Y1)1{aug(vi)<f(vi)}) = L[ ¢fdx pour ¢ >0
(lem. 4.8.4) puis, par différence, pour ¢ € L(f.)\). ¢

Pour étre complet, il faudrait considérer les vitesses de convergence. (On dit que
a, converge vers a a la vitesse -L si |a — a,| = O(5)). Vu le th.7.3.1 qu'on verra au
chapitre suivant, cette vitesse est, en général, de 'ordre de ﬁ ce qui fait que, pour
des petites valeurs de d, cette méthode est peu compétitive par rapport aux méthodes
classiques d’analyse numérique mais que, pour des valeurs assez grandes de d, elle

devient intéressante.
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6.5. Complément: critere des trois séries.

6.5.1. On examine la réciproque du th. 6.3.3.

Proposition 6.5.1. Soit X1,...,X,,... une suite de v.a.r. indépendantes. On sup-
pose qu’il existe M > 0 tel que, pour tout n, | X,| < M p.s. Alors, si S, => p_; Xk
converge p.s., les séries > E(X,,) et > Var(X,,) sont convergentes.

Preuve: Elle repose sur le lemme suivant.

Lemme 6.5.2. Soit X une v.a.r. centrée vérifiant | X| < M p.s. On pose 0 = E(X?)
et on note ¢(t) sa fonction caractéristique. alors, si |t| < M~1,

6(0)] < exp(—50°8%).

Preuve: Puisque E(|X|?) < 400, on a ¢ (t) = (i)3E[X3eX] et |63 (1)] < B(|X|?)
Ma?. Vu que ¢'(0) = 0 et ¢"(0) = —02, on a ¢(t) = 1 — %2t2 + r(t) avec |r(t)] <

IN

%SUPZSEM 16 ()| < %MUQ. Alors, si [t| < M~Y 0?2 <o?M~2<1et
2 3 2 2 2
L 2 0”9 17 9 ) L 5
) <1——t — Mo <1——t —0"=1——t"< ——0°t?). ¢
[o(t)] < g g Mot s R 3 < exp( o )

On pose Yy = X — E(Xk) (alors |Yy| < 2M p.s.), a,% = Var(Xg), Sp = X1+ ... +
X, Sn=Y1 +...4+Y, et on note ¢, et 1, les fonctions caractéristiques de S, et S,,.
Puisque ¢y, (t) = exp(itE(S,,))¥n(t), on a, d’apres le lem. 6.5.2, pour [t| < (2M)~1,

o)1 = a0 = T] 16y, (0] < exp(—5 > o).
k=1 k=1

Supposons que Y., 07 = +o0o. Alors, pour tout ¢ tel que [t| < (2M)7L, |pn(t)] —
L4} (t). Mais, par hypothese, S,, converge vers S p. s. et donc (Lebesgue) ¢ (t) —
¢4 (t) d’olt , pour tout ¢, [¢n(t)| — |¢4(t)] qui est continue. On a donc Y-, 02 < +o0.
Comme 02 = Var(X,) = Var(¥,) et que E(Y,) = 0, >, 07 < +oc implique (th.
6.3.3) que > Y, converge p.s. Mais alors Y  X,, et > (X,, — E(X,)) convergent p.s.
donc, par différence, > E(X,,) converge. ¢

6.5.2. Critere des trois séries.

Théoreme 6.5.3. Soient X1,...,X,,... une suite de v.a. réelles indépendantes et
K > 0. On pose XK = Xnl{x, <k} Il y a équivalence entre

(i) 34—y Xj converge p.s.

(i4) Les séries S P(|X,| > K), SE(XE), 3 Var(XE) convergent.

Preuve: (i) Supposons que Y X, converge p.s. Alors > P(|X,| > K) < +o0o car,
si Y P(|X,| > K) = 400, on a p.s. (prop. 4.1.2) | X,,| > K infiniment souvent et S,
diverge p.s. Alors la convergence de Y P(|X,| > K) implique ( prop. 4.1.2) que p.s.
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|X,,| > K n’a lieu qu'un nombre fini de fois. Les séries Y X,, et > XX sont donc
p.s. de méme nature et ZX,[L( converge p.s. Puisque ]X,{( | < K, on peut appliquer
la prop. 6.5.1 et 3. E(XE) et 3 Var(XX) convergent.

(ii) Supposons que les trois séries convergent. Vu la prop. 6.5.1, > XX converge p.s.
et, comme ci-dessus, la convergence de > P(|X,| > K) implique que les séries > X,
et >° XX sont p.s. de méme nature. Donc Y, X,, converge p.s. ¢

6.6. Complément: grandes déviations.

6.6.1. Soit X4,...,X,,... une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi u avec
E|Xi|] < 400. On pose m = E(X1). Si a > m, il résulte du th.6.4.1 que, posant

S,=X14+...+X,, g
P(— > a) —, 0.
n

On voudrait préciser la vitesse de convergence. On sait que plus une v.a.r. posséde
de moments finis, plus on peut espérer des estimatuions précises. On pose donc:

d(\) = E(eM) = / Mdpu(z), G =logp(h), A={X ¢())<+o0} (6.2)

et on suppose que 0 est un point intérieur de A . La fonction ¢(\) est stricte-
ment positive et, vu que

Ya<b<c<d, Yn>0 IMY\€E b, |z"e| < M (e®® + %),

A est un intervalle, ¢ est indéfiniment dérivable sur A et M) = [2" e du(z)
d’aprés la prop. 3.3.7. En particulier ¢(0) =1, ¢/(0) = [z du(z) = m.

o]
La fonction ¢ étant strictement positive, G est aussi indéfiniment dérivable sur A

(o]
et 'on a, pour \ €A,

¢'(N)
P(N)

Enfin G est convexe puisque, pour 0 < a < 1, vu l'inégalité de Holder:

G(0) =0, G'(\) =2 _ / y S0 du(y), G(0) = m.

Plar; + (1 —a)ho) = / eoMeel=adom gy () < [ / eMT dp(x)]*| / e dp(z)]' ™,
Glar + (1 —a)A2) < alogp(Ai) + (1 — a)log p(Aex) = aG(A1) + (1 — a)G(Aax).

6.6.2. Majoration. On a alors, pour a > m et tout A > 0,

P > 0) = B > M) < e MUE() = e ()" = exp(-n(Aa — G(Y)
d’ou g
P(?n > a) < exp(—n sup(Aa — G(X))). (6.3)

A>0
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Ceci conduit & s’intéresser a la fonction

I(x) = ilelg(/\w —G(N), zeR. (6.4)

Cette fonction s’appelle la transformée de Legendre de G. Elle joue un role important

en analyse convexe. Indiquons quelques propriétés.

Lemme 6.6.1. La fonction I(x) est positive, convexe, vérifie I(m) = 0, est décroissante
sur | — oo, m] et croissante sur [m,+oo[. Pour x > m, I(z) = supyso(Az — G(N)).

Preuve: Vu que, pour A = 0, Az — G(A\) =0, I(z) > 0. La fonction I étant un sup
de fonctions affines, elle est convexe. De plus, d’apres I'inégalité de Jensen,

eG(/\) — E(e/\Xl) > e)\]E(X1) — e/\m

Y

d’ott, pour tout A\, Am < G(\) et donc I(m) < 0 et I(m) = 0. De plus la fonction I
étant positive, convexe et nulle en m, elle croit sur [m, +oo[ et décroit sur | — oo, m|.
Enfin la fonction h(A) = Az — G(X) est concave, dérivable au voisinage de 0 et
vérifie h(0) = 0, W'(0) = 2 — G'(0) = x — m > 0 et donc supy-g(Az — G(N)) =
supyer(Az — G(N)). ©

On en déduit immédiatement les inégalités de Chernov:

Proposition 6.6.2. On a:

(i) pour tout a > m, ,]P’(% >a) < e (@)
(ii) pour tout a < m, P(% <a)< e @

Preuve: (i) résulte de (6.4) et du lem.6.6.1 pour a > m et est évident pour a = m
puisque I(m) = 0. (ii) s’obtient en appliquant (i) & la suite (—X,). ¢

6.6.3. Minoration.

Proposition 6.6.3. On a, pour tous a € R et § > 0,
| Sh
liminf — logP(|— —a| < §) > —I(a).
n n n

Preuve: Si I(a) = +o0, il n’y a rien & montrer. On suppose donc I(a) < +oo. La
preuve repose sur l’étude de plusieurs cas selon que h(A) = Aa — G(\) atteint son
maximum ou non.

(i) On suppose qu'il existe Ag A tel que I(a) = Aoa — G(Ng). La fonction h étant
dérivable sur &, on a h'(Ag) =0 i.e. G'(A\g) = a. Soient v la probabilité sur R définie
par:

ar(2) = 61 (o) & du(z) (6.5)
et Y1,...,Y,, ... une suite de v.a.r. indépendantes de loi v définies sur (€2, A", ).
On pose X, = Y7 + ... + Y,. On vérifie facilement que, notant E'(Z) pour [ Z dP’,
E'(|Y1]) =< +o0 et que

E'(Y7) = /a:du(x) = ¢ (o) /:L’e)‘ox du(x) = =G'(\) = a.
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D’autre part, pour toute f € BT (R),
BUSW) = [ S ) duon) . dian)
= d)”()\o)/f(xl, ) e )y () d () = 6" (A)E (F(Sn)e0Pn).
On en déduit que, pour tout € €0, ],
P( &—a\ < 8) >]P’(\& —a| <e)=¢"(N)E(1 e Ao¥n)
n - n o 0 {|=2 —a|<e}

n by
_ gbn()\o)e—na)\oE/(l{‘h_aks}e—)\on(%—a))) > ¢n()\0)e—na)\oe—ne)\opl(|7n - (I| < 5)'

D’ou

1 S 1 2

—logP(]— — a| < &) > —aXg + G(\g) — Aoe + — logP'(|— — a| < €)

n n n n
et, puisque —aXg + G(N\g) = —I(a) et que ]P”(|% —al] <€) —, 1 (loi des grands
nombres),

1 S,
liminf — log P(|—— — a| < §) > —I(a) — Aoe.
non n
Ce qui établit la proposition dans ce cas.

(ii) On suppose qu'il existe A E&, Ak T +o0, tels que I(a) = limg Aga — G(Ag). On
a alors
e~ 1@ = liineG(Ak)_)"““ = liin/e)"“(x_a) du(z).

Puisque [, e du(x) =4 0, [, o e dp(r) —x e ce qui implique,
vu que eM (@~ 1 4o sur Ja, +o0], que p(]a, +0o]) = 0 et donc que e~ (@) = py({a}).
Alors s

P12 — af < 6) > B(X; = ... = X,, = a) = [u({a})]" = e "
n
et la minoration cherchée.

Supposons:
pour tout A € R, /e)‘m du(z) = E(eM1) < +oo. (6.6)

Alors A = R, G()) est partout finie et h(\) = Aa — G(\) est une fonction concave
C* sur R et on est nécessaiement soit dans le cas (i), soit dans le cas (ii), ce qui
prouve la proposition sous cette hypothese.

Une autre situation intéressante est la suivante. Rappelons que le support S, de
o est le plus petit fermé F tel que p(F¢) = 0. On pose oy, = inf S,,, B, =sup S, (les
valeurs infinies ne sont pas exclues). Considérons ’hypothese:

pour tout a €|ay, B,[, il existe A 6& tel que G'()\) = a. (6.7)
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Si a €lay, Bul, on est dans la cas (i). Supposons 5, < 400 et a > 3,. On a

pour tout A > 0, /e’\‘” du(z) = / e du(x) < M« 400
}7OO7B,U«}

ce qui implique que RT™ C A. Mais, sur &,
G'(\) = / z e dp(z) / / A du(z) < B, < a.
]—00,84] ] 00,6,

La fonction h(\) = Aa — G(\) est donc croissante sur A D Rt (h/ est > 0) et on a

I(a) = sup(Aa — G(A\)) = lim (Aa — G(N)).
AEA A—+o00
On est dans le cas (ii). (Noter que, si a > 3, I(a) = 400 puisque p({a})) = 0). Enfin
on a le méme résultat pour a < o, en considérant la suite (—X,), ce qui montre la
proposition sous ’hypothese (6.7). Il reste & examiner quelques situations spéciales
que nous admettons. ¢

6.6.4. Le théoreme de Cramer.

Théoréeme 6.6.4. Soit X1,...,X,,... une suite de v.a.r. indépendantes et de méme
loi . On suppose que [ A du(z) < +00 si [A] < Ao, Ag > 0. On pose:

Spn=X1+...+X,, G\ = log/ M du(z), I(z) =sup(hz — G(N)).
AER

Alors on a:

1 S,
pour tout fermé F de R, limsup — logP(— € F) < — inf I(z),

1 S
pour tout ouwvert G de R, liminf —logP(— € G) > — inf I(z).
n n n xeG

Preuve: La minoration est une conséquence immédiate de la prop. 6.6.3 car, si z € G,
il existe 6 > 0 tel que {y, |y — x| <0} C G et ]P’(ST{L €qG) > P(|% — x| < ). Passons
a la majoration. Supposons que F* = F N [m,+oo[# 0 et F~ = FN| — oo, m] # 0.
Soient b = inf F' N [m, +oo[ et b~ = sup FN| — co,m]. On a, vu la prop. 6.6.2 et la
monotonie de I sur | — oo, m] et [m, +o0],

S S
P(2 e FH) <P(Z2 >bh) < —nI(b")) < —n inf [
(e 1) < B > %) < exp(-ni(5%)) < exp(n int I(2))
P(& F7) < IP’(& <b7) <exp(—nl(b7)) <exp(—n inf I(x)),
n n zeF
IP’(&EF)<P(&€F+)+P(&EF7)<2e (—n inf I(z))
n n n A 2 )

On conclut facilement puisque %logQ —, 01'Si F~ =0 (resp. F* = 0), il suffit de
considérer la majoration ci-dessus pour F't (resp. F~). o
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Corollaire 6.6.5. Sous les hypothéses du th. 6.6.4, si I est continue au point a,

1 Sh 1 Sn
sia>m, lim —logP(— >a) = —I(a), sia<m, hm log]P’(— a) = —I(a).
n n n n

Preuve: Supposons a > m. D’une part limsup,, < log ]P’(% >a) < —I(a) et d’autre
part

Sn a) > hmlnfflog]P’(S— >a) > —inf I(x) = —I(a). ©

hm 1nf — log P(? inf

6.6.5. Exemples.
a. b =0y ie. P(X; =m)=1. On a:

A =R, ¢(A)=e"", G(A)=xm,
I(x)=0six=m, I(z)=+oosiz#m.

b.u=pé1+(1—-p)Jp (0<p<l)ie P(X;=1)=p, P(X;=0)=1-p. On a:

A =R, ¢(\)=pe* +1—p, G(\) =log(pe* +1—p),
I(a) = wlog(5) + (1~ a)log(—) si v € [0.1], I{a) = +o0si o ¢ 0.1

c. p = Ni(m,0?) ie. du(xr) = — exp(—3 =y L (z —m)?) dz. On a:

oV 2m
2)\2 2)\2
A =R, ¢(\) =exp(mA+ 5 ), G(A) =mA+ 5
B (x—m)2
I(z) = 5,2

c. p=G(1,7) ie du(z) = ve 1o foo(7) dz. On a:

~

A=j=oonl 90N = 5 A<y GO =log(—), A <7, Gla) = +oo, A2,

=X )\)’
I(m)f’yaﬁ—l—log(fyx) siz>0, I(x)=4ocosiz<0.

Noter que p a pour support [0,+o0o] et que, pour tout a > 0, 'équation G'(\) = a
s’écrit v%/\ = a et a pour solution A = v — 2 €] — 00, 7[. La condition (6.7) est bien
vérifiée dans ce cas.



Chapitre 7

Convergence en loi

7.1. Convergence étroite

On note M; I’ensemble des probabilités sur B(R?), Cj, (resp. Cy, resp. C) 'ensemble
des fonctions continues bornées (resp. tendant vers 0 & l'infini, resp. a support com-
pact) sur R%. Soient g, € Mj. On veut donner un sens a “u, converge vers p1”.
Il semble naturel de demander que, pour tout A € B(RY), u,(A) — u(A) mais ceci
est trés contraignant. Par exemple, sur R, si yu, = d1 et u = dp, on a u,(J0,1]) =1

et ©(]0,1]) = 0 et donc, en ce sens, u, ne convergelpas vers u. C’est pourquoi on
introduit la notion de convergence étroite.

7.1.1. Définition.

Définition 7.1.1. Soient pn, u € My. On dit que u,, converge étroitement vers p st,
pour toute f € Cy, [ fdun —n [ fdp.

Un critere treés utile est le suivant. Rappelons que H C Cy est total si e.v.[H] est
dense dans C( pour la norme ||f|| = sup, |f(x)|.

Proposition 7.1.2. Soient pn,u € My. Si, pour toute f € H, H total dans Cy,
[ fdun —n [ fdu, pn converge étroitement vers pu.

Preuve: Montrons d’abord que, pour toute f € Co, [ fdun —n [ fdp. Soit V =
e.v.[H]. OnaV = Cj et, pour toute g € V, [ gdu, — [ gdu. Soient f € Coet g€V,

on a
[t [ran < 1 [ ran - [gdw ) [odu~ [gdul+| [gau- [ i
207 = gll +1 [ 9o~ [ gaul.

IN

IN

On a donc limsup, | [ fdu, — [ fdu| < 2||f — g||. Cette derniére quantité étant
arbitrairement petite, [ fdu, — [ fdu.
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Ceci fait, on a, pour f € Chet g€ Cp, 0 < g <1,

[t [ saul <1 [ fana [ oduitl [ sodun— [ foaul [ sodu- [ £l

<Al = [ +1 [ fodun— [ sgdul +11f10 = [ gd.

On a donc limsup,, | [ fdun— [ fdu| < 2||f||(1— [ gdu). Vu qu’il existe g, € C, 0 <
gn <1, tels que g, T 1 et qualors [g,dp 1 [1du=1,1— [ gdu est arbitrairement
petit et [ fdp, —n [ fdp. Ceci montre que yu, converge étroitement vers p. ¢

Il y a deus exemples particulierement intéressants d’ensemble total dans Cp a
savoir l'espace C° (cor. 3.5.6) et la famille (g,(z — a), 0 > 0,a € R?) (lem. 5.1.3).

7.1.2. L’exemple introductif montre que u, peut converger étroitement vers u sans
que iy (A) converge vers p(A). La question est de savoir pour quels ensembles on a

— [¢]
cette convergence. On note A = A\ A la frontiere topologique de A i.e. la fermeture
moins l'intérieur.

Proposition 7.1.3. Soient pp,pu € My. On suppose que p, converge étroitement
vers . Alors, pour tout A € B(R?) tel que u(0A) = 0, p,(A) — u(A).

Preuve: 1l existe f,,g, € C; telles que g, | 15, fp T 12, alors [ g,dp | u(A) et

[ fpdp T n(A). D’ou, vu I'hypothese, [(g, — fp) dp —p 0.

Soit & > 0. Il existe donc f,g € Cy telles que f <14 <get [(g— f)du <e. On
a alors

/fdun—/gduﬁun(A)—u(A) < /gdun—/fdu
d’ou limsup,, |ptn(A) — u(A)| < [(g — f) dp < e. Ceci montre que i, (A) — p(A). o
7.1.3. On a enfin le résultat tres important suivant:

Théoreme 7.1.4. Soient p,, u € My. La suite p, converge étroitement vers i ssi,
pour tout t € RY, fi,,(t) —n fu(t).

Preuve: La condition est évidemment nécessaire puisque f.(t) = e'<b*> ¢ (.
Réciproquement, d’apres (5.5) et le théoréme de Lebesgue,

[ 9ol = a)dun = 1) [ oty <0 () ds

o (2) 2 / g1 (ot)e™ <0 (1) dt = / 6o (2 — a) dpt.

Puisque H = (go(z — a), 0 > 0,a € R?%) est totale dans Cy, on conclut grace a la
prop.7.1.2. ¢
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7.2. Convergence en loi

Dans cette section, X,,, X désignent des v.a. a valeurs R?. Rappelons qu’on note I
la loi de X et ¢, sa fonction caractéristique.

7.2.1. Convergence en loi des v.a..

Définition 7.2.1. On dit qu’une suite de v.a. X,, converge en loi vers une probabilité
p (resp. une v.a. X) si la suite ju, ~ converge étroitement vers pi (Tesp. vers juy ).

La distinction entre convergence en loi vers i ou vers X est une simple affaire de
langage car en fait c’est la loi de X,, qui converge vers u et donc vers la loi de X pour
toute v.a. X de loi p. Vu la prop.7.1.2 et le th.7.1.4, on a:

Proposition 7.2.2. Soient X,, des v.a. d valeurs R? et € M. Il y a équivalence
entre:

(i) X, converge en loi vers u,

(ii) pour toute f € H, H total dans Co, E(f(Xy)) —n [ fdu,

(iii) pour tout t € RY, ¢ (t) —n fi(t).

En particulier X,, converge en loi vers X ssi:

pour tout t € ]Rd, bx, (t) = E(ei<thn>) —n by () = E(ez‘<t,X>).

Proposition 7.2.3. Si X,, converge en loi vers X et si ¢ : R — RP est continue,
Y, = ¢(X,) converge en loi vers Y = ¢(X).

Preuve: Soit f € Cy(RP), alors f o ¢ € Cyp(R?) et

E(f(Ya)) = E(f(¢(Xn))) —n E(f(#(X))) = E(f(Y)). ©
Enfin la prop. 7.1.3 devient:

Proposition 7.2.4. Soit X,, une suite de v.a. convergeant en loi vers p. Pour tout

A € B(RY) tel que 1(0A) =0, on a P(X,, € A) —, u(A).

7.2.2. Examinons le lien entre la convergence en loi et les convergences des v.a.
étudiées dans la section précédente.

Proposition 7.2.5. Si X,, converge en probabilité vers X, alors X,, converge en loi
vers X.

Preuve: 1l suffit (prop.7.2.2) de montrer que, pour toute f € Ci, E(f(X,)) —n
E(f(X)) = [ fdu,. Soient donc f € Cj et € > 0. Il existe, f étant uniformément
continue, o > 0 tel que |f(z) — f(y)| < e si |z —y| < a. On a alors

[E(f(Xn)) = E(f(X)] <E(f(Xn) = fF(X)1{1x,~x]<a})
FE(F(Xn)) = F(X) {1 x,-x15a}) < €+ 2|[f[P(| X0 — X| > )
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Qo limsup,, [E(f(X,)) — E(F(X))] < £ et B(f(Xn)) —n E(f(X)). 0

Exemple. Soir X,, une suite de v.a.r. telle que P(X,, = 1) = p, et P(X,, =0) = 1—p,
avec 0 < p, < 1. X,, —, 0 en probabilité ssi p, —, 0, X;, —, 1 en probabilité ssi
pn —n 0 et sinon ne converge pas en probabilité tandis que, vu que E(f(X,)) =
pnf (1) + (1 — pn) f(0), X,, converge en loi ssi p,, —, p. Ceci montre qu’en général la
convergence en loi n’implique pas la convergence en probabilité. On a cependant:

Proposition 7.2.6. Si X,, converge en loi vers a € R?, alors X,, converge en prob-
abilité vers a.

Preuve: Soit € > 0. On choisit f € Cy telle que f(a) =0et f(z) =1si |z —al > e.
Alors

]P)(|Xn - a‘ > 6) = E(1{|Xn—a\>a}) < E(f(Xn)) —n f(a) =0. 0
Le résultat suivant sera utile.
Proposition 7.2.7. Soient X,, et Y, des v.a. réelles. On suppose que X, converge
en loi vers X et que Y, converge en loi vers a € R, alors (X,,Y,) converge en loi

vers (X, a). En particulier X,, +Y,, converge en loi vers X + a et X, Y, converge en
loi vers aX.

Preuve: Posons, pour u,v € R, p,, = E(e!(WXntv¥n)) _F(ei(uX+va)) 1] suffit (prop.7.2.2)
de montrer que p, —, 0. On a
‘pn| S |E[eian (eivYn . eiva)] ’ + ’E[eiva(eian . eiuX)] |
S E(|eivYn _ eiva|) + ’E(eian . eiuX)| = a, + bn-
D’une part, posant f(y) = [e®¥ — e™?)|, f € C, et donc a, = E(f(Yy)) —n fla) =

0; d’autre part, par hypothese, b, —, 0. La fin de la proposition résulte de la
prop.7.2.3. ¢

7.2.3. Le cas des v.a. enticres.

Proposition 7.2.8. Soit X,,, X des v.a. a valeurs N. Alors X,, converge en loi vers
X ssi, pour tout k € N, P(X,, = k) —, P(X = k).

Preuve: (i) Supposons que X, converge en loi vers X et soit f € Cj telle que
f(k)=1, f=0sur ]k —1,k+1[°. On a

P(X, = k) = E(f(Xn)) —n E(f(X)) =P(X = k).
(ii) Supposons que, pour tout k € N, P(X,, = k) —, P(X = k). On a, pour f € Cy

et donc nulle hors de | — m, +m],

BUGG) = Y J0FCG =) =, 3 SR =) = E(C0) = [ 1 dy.

k=—m k=—m

On applique la prop.7.2.2. ¢
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7.2.4. Convergence en loi et convergence des espérances. Soit X, une suite de v.a.
réelles intégrables convergeant en loi vers X. A-t-on E(X,,) —, E(X)? En général
non puisque la fonction f(z) = x est continue mais non bornée. Dans le sens positif,
on a:

Proposition 7.2.9. Soit X,, une suite de v.a. réelles convergeant en loi vers X. On
suppose qu’il existe o > 0 tel que sup, E(|X,|'T®) = M < +oco. Alors X € L' et
E(X,) —n E(X).

Preuve: Soit a > 0. On pose fy(x) = |z| A a, go(x) = —a V (x A a). Noter que
Ja,9a € Cp et que
|1.|1+Oc
9a(2) = 2] < |2[l{e)>ay < — 3

D’une part

E(IX['7 A a) = E(fo(X)) = im E(fo(Xn)) < E(IXa'") < M

d’ot, pour a T 400, E(|X|'*) = lim T, E(|X|'T® A a) < M. D’autre part

|]E(Xn) - E(X)| < E(|Xn - ga(Xn)D + |E(ga(Xn)) - E(ga(X))’ + E(|ga(X) - X|)

BT g (6) - Bi(ga ) + 2T

IN

a

d’ou limsup, |E(X,) — E(X)| < 2(1—% et le résultat cherché a étant arbitrairement
grand. ©

7.2.5. Convergence en loi et fonctions de répartition

Proposition 7.2.10. Soient X, une suite de v.a. réelles de fonctions de répartition
F,, et u une probabilité sur R de fonction de répartition F'. Alors X,, converge en loi
vers | ssi, pour tout t point de continuité de F', F,(t) —, F(t).

Preuve: (i) Soit ¢t un point de continuité de F'. On a donc u({t}) = F(t)—F(t—) = 0.
Soit A =] — 00, t], 0A = {t} et u(0A) = 0 donc (prop.7.1.3):

Fn(t) = My, G - OO,t]) —n N(] - OO,t]) = F(t)

(ii) Si F,(t) —y F(t) pour tout t point de continuité de F', on a, les points de
discontinuité de F' étant au plus dénombrables puisque F' est croissante, F,, —, F A
p-p- Soient u, la loi de X,, et H = C,%. H étant total dans Cy, pour montrer que X,
converge en loi vers f, il suffit (prop.7.1.2) de montrer que [ fdu, —, [ fdp pour
toute f € H.Si f e H, f(x) = [*__ f'(t)dt et on a (Fubini et Lebesgue):

[ram= [ [ soaanw = [ r0 [ duwa
+00

+00

- / PO~ Fy()) dt —» / F0)(1 - F(t)) dt = / fdu. o

On en déduit un cas particulier d’un résultat dia a Skorokhod.
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Corollaire 7.2.11. Soit X,, une suite de v.a.r. convergeant en loi vers Xo. Il existe
des v.a.r. (pas nécessairement définies sur le méme espace de probabilité) Y,, 1 <
n < 400, telles que, pour 1 <n < 400, loi de Y, = loi de X,, et Y, —, Y presque
surement.

Preuve: Soient F,, et F les fonctions de répartition de X, et X et C'(F') ’ensemble
des points de continuité de F. On pose F~!(u) = inf(t, F(t) > u). Soient A = {u €
[0,1], Jt1 # ta tels que F(t;) = F(t2) = u} et B = [0,1] \ A. Noter que A est
dénombrable. et que, pour tout u € B, y < F~(u) = F(y) <uety > F1(u) =
F(y) > u. On en déduit que, pour tout v € B, F; }(u) —, F~(u). En effet soient u €
Betye C(F) tels que y > F~1(u), on a F(y) > u et aussi (th.7.2.10), pour n assez
grand, F,(y) > uety > F, '(u) ce qui implique, C(F) étant dense, lim sup,, F,; ! (u) <
F~Y(u). Considérant y € C(F) tel que y < F~(u), on a, par un argument symétrique
que liminf, F;1(u) > F~1(u). D’ot lim, F, }(u) = F~!(u) si u € B. On considere
alors I’espace de probabilité ([0, 1], B(]0, 1]), A = mesure de Lebesgue) et soit U la v.a.
U(u) = u. On pose Y, = F, Y (U), Yoo = F~Y(U). D’apres la prop.4.3.2, V,, et X,,
ont méme loi et, pour tout u € B, Yy, (u) = F, *(u) —n Yoo(u) = F~1(u) et, comme
AMB)=1,Y, =, Yoo P-s. ©

7.2.6. Théoreme de Levy. S'il est souvent facile de montrer que ¢, (t) —n é(t), il
est plus délicat de montrer que ¢(t) est une fonction caractéristique. De plus ce n’est
pas toujours vrai. Donnons un exemple. Soit X,, une suite de v.a.r. de loi uniforme
sur [-n,+n]. On a ¢, (0) =1 et, pour t # 0,

by, (1) = L / " ite g = Snnt).

2n J_, nt

Donc ¢ (t) —n 101(t) qui n’est pas une fonction caractéristique puisque pas con-
tinue en 0. En fait, pour f € C, il est immédiat que [ fduy, —n0etp, converge
en un sens affaiblie vers 0. La réponse a ce probleme est donnée par le théoréme de
Lévy.

Théoréme 7.2.12. Soit X,, une suite de v.a. telle que, pour tout t € RY, by, (1) —n

o(t). Si ¢ est continue en 0, il existe une probabilité p sur R? telle que i = ¢ et X,
converge en loi vers .

Preuve: On a besoin du résultat d’analyse suivant que nous admettons. On dit qu’une
suite u, € My converge faiblement s’il existe u € M, telle que, pour toute f € Cy,

[ fdpn —n [ fdu. Alors

Théoréme 7.2.13. Soient ju, € M, telles que A = sup,, un(RY) < +oo, alors il
existe une sous-suite [i,, convergeant faiblement.

Ceci fait, on note yy, la loi de X,. Puisque u,(R?) = 1, il existe (th.7.2.13) une
sous-suite fi,, telle que py, converge faiblement vers p € M;. On pose p) = fin,.
D’aprés (5.5), on a, pour tout a € R?,

[ 9ol = a) i) = 2m) " [ <0 g1 o) () d
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Passant a la limite en k, on a (justifier),

[ 9ol = a)dua) = 2y 2 [ &< gy (o))
On a donc vu (5.5), pour tout a € R?,

/ei<a’“>gl(au)ﬂ(u) du = /ei<a’“>g1(au)¢>(u) du.
D’ou (th.5.1.2) fi(u)g1(ou) = ¢(u)gi(ou) A p.p. et, g1 étant > 0, i(u) = ¢(u) A p.p.
Soit E = {i = ¢}, on a A(E°) = 0. Il existe donc z,, € E tel que z,, — 0. On a, pour
tout n, fi(z,) = é(z,) et, les deux fonctions étant continues en 0, u(R?) = (0) =

#(0) = limy, 1,(0) = 1. Donc pu € My et (prop. 7.1.2) pu}. converge étroitement vers .
On en déduit que ¢ = i et que u,, converge étroitement vers p. ¢

7.3. Convergence vers la loi normale

7.3.1. Le théoréme de la limite centrale.

Théoréme 7.3.1. Soit X,, une suite de v.a. & valeurs R? indépendantes et de méme
loi. On suppose que E(|X1|?) < +oco et on pose m = E(X;), K = K(X1), S, =
X1+ ..., X,. Alors in(Sn —nm) converge en loi vers Ny(0, K).

o
Preuve: Il suffit de considérer le cas ou m = E(X3) = 0. On pose ¢(t) = ¢ (t). Vu
la prop. 5.2.5, %(Z)(O) =0, ag—ik¢(0) = —Kj . On a donc

1
p(t)=1-— §tTKt + |t|25(t) avec %ing) le(t)| = 0.

On en déduit

t t n __ 1 T
cbﬁsn (t) = d)sn(%) = (¢>(%)) = (1— ATKt+ = e
1

t? ot ., 1
i (—)) —>nexp(—§tTKt).

NG

Ceci d’apres le lem. 7.3.2 ci-dessous. Donc —=5,, converge en loi vers Ny (0, K) d’apres

la prop. 7.2.2.
Lemme 7.3.2. Soient z,,z € C tels que z, —, 2z, alors on a (14 22)" —,, €.

Preuve: Pour z, € R, le résultat est classique. Remarquant que, pour a,b € C, on a
la™ — 0" <nla—b|sila| <1, |b]<1,ona

(I42)m  er 142 en n < 1+2  en
G ey~ o =)~ ) sl oy
e A e L+ 55 ew

]

(42w — (14 Bher| _ fon+ 12l = lon] = 2 +e(3)]

n
£

(1+ Enlyew B (1+ Enlyew

<n —, 0.
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1422)m
Done
(+ED)e

7.3.2. Le cas réel.

e z
—n oy et vu que (14 —';‘)” —p el (14 N —p et o

Corollaire 7.3.3. Soit X,, une suite de v.a.r. indépendantes, de méme loi, de carré
intégrable. On pose S, = X1 + ...+ X,,, m = E(X1), 02 = Var(X1) qu’on suppose
> 0. Alors, pour —oo < a < b < +o0,

S"_"m<b) 1 /be—fdt
Sn—mm L .
O'\/ﬁ V2T Ja

Preuve: Ceci résulte du th. 7.3.1 et de la prop. 7.2.4. ¢

Pla <

Exemple. Soient X1,..., X,,... une suite de v.a. réelles indépendantes et de méme
loi de Poisson P(1) et S, = X7 + ...+ X,,. On sait (2.3.3) que S, ~ P(n) et (2.2.5)
que E(S,) = n, Var(S,,) = n. Posons

Sn—n
vn o
D’apres le th. 7.3.1, Y;, converge en loi vers Z ~ N;(0,1). Soit h(z) = (—z) A0, h

est continue donc (prop.7.2.3) Y, = h(Y;,) converge en loi vers Z~ = h(Z). Vu que
E((Y, )% < E(Y;?) = 1Var(S,) =1, on a (prop. 7.2.9) E(Y,;) —, E(Z7). Mais

Y, =

X k-n "on—k nk
E(Y, ) =E(h(Y,) = > )P(S, = k) = o
kz_o vn kzzo N
e nk-‘rl n nk‘ e—n nn+1 e_nnn n
= \/ﬁ{kzo k! B ; (k 1),} ﬁ o "

et

)= g [ e dem [T tan G [T et -

d’ou eﬂlz# —n \/%7 ie. n! ~v2mne "n" (formule de Stirling).

7.3.3. Vitesse de convergence. Pour d = 1, le théoreme de la limite centrale nous dit

Sn=nm ;o de Sy, centrée réduite est proche de la loi

que, pour n assez grand, la loi de
N71(0,1). Pour étre vraiment utile, un tel résultat doit étre accompagné de précisions
sur la vitesse de convergence. A ce sujet, on a le théoreme de Berry-Esseen que nous

montrerons section 7.4.

Théoreme 7.3.4. Soit X,, une suite de v.a. indépendantes et de méme loi avec
E(|X1[?) < 400. On pose m = E(X1), 0? = E(X1 —m)?, p=E(|X; —m|?). Alors:

p
ody/n’

S, —nm r 2
e T dt] <

a0 um ]

sup | IP(
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Exemple. Soit Z,, ~ B(n,p). On a Z, = >_}'_, X, avec X}, v.a. indépendantes de loi
B(1,p). On a, posant ¢ = 1 — p, 0%(X1) = pq, p = pq(p* + ¢*) < pq et finalement

D, — 1 r 2 1
PP <y —— | e Tat| < .
\/1Pq V2T J o \/Pan

On voit que cette approximation est peu fiable pour p proche de 0 ou 1.

7.4. Complément : démonstration du théoreme de Berry-
Esseen.

Il s’agit de montrer le th. 7.3.4. En fait nous montrons un énoncé un peu différent
ou la conctante C' n’est pas précisée. Cette valeur de C' n’est pas connue, on sait
seulement que C < 0, 8.

Théoreme. 1l existe une constante universelle C' telle que, pour toute suite X, de
V. a r. indépendantes et de méme loi avec E(|X1|?) < 400, on ait, posant m = E(X;),

0? =E(X1 —m)?, p=E(X1 —m[’),

sup | P(——— < 2)
x

o =0 L

f

7.4.1. Preuve: (D’aprés Ho et Chen reprenant une méthode de Stein).

OnﬁxenetonposeYi—)i\/f”,U Y>1Y p=loi de Y;. On a E(Y;) = 0,

nE(Y?) = 1, n??E()Y;’) = p, VRE(Y1| < |lVaYills < [|[VaYi|l§ = p puisque
[|v/nYills > ||v/nYi|]2 = 1. On note

1 22
= T, 9 7 dt
o) V 27Te \/ 2m /
Il s’agit de montrer que
p
< — <(C—. .
sup [P(Un < z) — ®(z)] < C\/ﬁ (7.1)
On considere, pour b € R, notant N(h) = [ h(t)¢(t) dt
122 Z 2
fe) =< [ e E () = N dt, by =1 ey (7.2)

La fonction f, est dérivable en tout = # b, d’otr, posant f;(b) = bf(b) +1 — N(hs),
pour tout z € R, f}(x) — zfp(z) = hp(x) — N(hy). (7.3)

On a donc

P(Un < b) - (I)(b) = E(fl;(Un) - Unfb(Un)) (74)
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7.4.2. On admet pour instant que

pour tout x € R, |fp(x)| <1, |fi(z)] < 1. (7.5)
On dira que feCsifeBR)et, sl existe f € B(R) telle que, pour tous z < y,
fly) — = [ Y f/(t)dt. Soit f € C. Vu la symétrie, I'indépendance et Fubini,
E(U, f (U, ZEYfZY+Y —nEYfZY+Y
i=1 j#i

/ (5/ (U1 +5)) du(s)) = n / E(s(/(Un_1 + 8) — F(Un_1)) du(s)

= nE(/szo /OS ' (Un—1 +t)dtdu(s) — n]E(/s<0 /SO ' (Un—1 +t)dtdu(s).

On obtient donc, posant

K(t) = n/[t+ [sd,u(s), t>0, K(t)= —n/] ] sdp(s), t <0, (7.6)

B(ULA(U) = B( [ £(Unr + 0K 0 d0), feC. (77)
Vu l'indépendance, (7.4) peut s’écrire:
P(U, <)~ 00) = E( [ [[f(U0s+9) = [ + 0] KO dedu(s)). (79
Donnons quelques propriétés de K (t).

Lemme 7.4.1. K(t) est une densité de probabilité vérifiant [ |t|K(t)dt = ﬁ et

Jauzormy KO dt 2 1/2.
Preuve: Evidemment K (t) > 0. Par Fubinisur RT et R™, [ |t|TK = 2 [ 12 dps).
D'ou [ K(t)dt =nE(Y?) =1et [[t|K(t)dt = ZE(|Y1]?) = NG Enﬁn
/ K#yd < Y7 K (1) dt < \/ﬁ/]th(t) Q=1 o
{It1>p/v/n} P J{it1>p/ Vi) p 2

La preuve repose sur une inégalité de concentration pour U,_;.

Lemme 7.4.2. On a, pour tous a < b, Pla <U,—1 <b) <b—a+2p/\/n.

Preuve: On considere la fonction f définie par f(z) = —%5% — % siz<a-— ﬁ,
— b"!‘J L — b; L g L
flz) =2z — sia— \/ﬁgxgb—l—\/ﬁetf(x)— st msiz > b+ o Ona
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|f(z)] < 552+ ﬁ et f €C avec f'(x) = 1{a—%§x§b+ﬁ}' On a alors, vu (7.7), le
lem. 7.4.1 et que E(|U,|) < {E(U2)}/2 =1,
Pla < U1 < b) < 2E( / Lact, <y () dt)
{ltI<p/v/n}

<2B([ 1o g <t vrcre gy KO ) = 28( [ £/ Uns + KD )

= 2E(Unf(Un)) < 2/|flloo IUnl[1 b —a+2-2= o

vy
On peut maintenant exploiter (7.8). Remarquons d’abord que, vu (7.5),
[folu+s) = folu+ )] < [(u+s)fo(uts) = (u+t) fo(u+ )] + [hp(u+ s) — hyp(u+1)]

< ful [ fo(u+s) = fo(u+ )| + |sfo(u+ s)| + [tfo(u + )| + [hp(u + 8) — hp(u + 1)
< (Jul + D)t + [8]) + Lson Lp—s<u<v—ty + Loty L {p—t<u<b—s}-

Reportant ceci dans (7.8), on obtient, utilisant le lem.7.4.2, que [ [¢|K(t)dt = ﬁ,
que [ Is]du(s) = E(IYi]) < 2= et que E(Un_1) < {EUZ_)}V2 < 1,

sup [B(U, < b) — B(b)] < / / (Is] + |t (B(Un1| + K () dpa(s) dt
b

4 / / Lo P(b—s < Un_y < b—t)du(s) di-+ / / LoetyP(b—t < Un_y < b—s)du(s) dt
13 p

2p
<3 [ (sl + D0 duts) ar+ = < FL

7.4.3. Il reste & montrer (7.5). On a les inégalités classiques suivantes:
pour x > 0, ¢(z) > z(1l — ®(x)), pourz <0, ¢(z) > |z|P(x).
En effet, pour z > 0, on a (dériver):

p(x) 1 oo L 29
x_\/ﬂ/x (1+t—2)et dt >1—o(x).

Par symétrie on obtient le cas x < 0.

On suppose b > 0. Le cas b < 0 se traite de facon analogue mais on voit facilement,
remplagant U,, par —U,,, qu’il suffit de montrer (7.1) pour > 0. On remarque d’abors
que:

o)1 - o(x)) O(z)(1 - 2(b))
¢(x) ’ o(x)

(i) On suppose z > b. Alors f;(z) = ®(b)(2 D) — 1) d'ot —1 < f(x) < 0.

pour z > b, fy(x) = pour x < b, fp(z) =
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(ii) On suppose 0 < x < b. Alors fj(xz) =1—®(b) + xﬁg) (1—=®(b)) don 0 < fj(x) <
1-0(0) + S (1 - () <1 - B(b) + B(a) < 1.

(iii) On suppose z < 0 < b. Alors fl(z) = (1 — ®(b))(1 + xﬁg’;)) d’ott 0 < fi(x) <
1-®(b) <1.

Le calcul précedent montre que fj(z) atteint son maximum en b. On a donc
0 < fy(z) < 2OELE) <1 En effer 2OELO) < 20 <151 b > by avee by < 0,8

PH(1-2() o 1 1 )
et, pour 0 < b < bo, == < 3505 < 25000) < Tgom = 1 ©

7.5. Complément: comportement asymptotique de la médiane
empirique.
La lecture de cette section suppose que 'on a lu la section 4.9. Soit 4 une probabilité

sur R. On note F' sa fonction de répartition (def.4.3.1). On sait que F est continue
ssi u({x}) = 0 pour tout = € R.

7.5.1. Médiane. Tout réel A tel que p(] — 0o, A]) > % et pu([A, +oo[) > 3 s’appelle la

médiane de pu. On a donc, X étant une v.a. de loi p,

P(X <A\) > et P(X >\) >

DN | =
N | =

ie. F(\) > § et F(A—) < 3. 11y a donc trois cas possibles.

(i) 11 existe un unique A tel que F(A) = 3. Ce nombre X est alors I'unique médiane.
En particulier, c’est le cas si F' est continue strictement croissante.

(ii) I1 existe une infinité de A tel que F(A) = 3. Tous ces nombres A sont des médianes
et ce sont les seuls.

et F(\) > 3. Ce nombre X

. sos . 1
(iii) Il existe A (évidemment unique) tel que F(A—) < 5

est 'unique médiane.

7.5.2. On considere maintenant une suite Xi,..., X,,... de v.a.r. indépendantes de
méme loi u. On suppose que F' fonction de répartition de p est continue. Soit M, la
médiane empirique de X1, ..., Xop41 (voir (4.29)).

Proposition 7.5.1. On suppose qu’il existe un unique \ tel que F(X\) = % Alors
M, —n, A p.s.

Preuve: Sofent s < A < tet F(u) =137, L _oo,u)(Xi)- Noter que p.s. Fopy1(Mp) =
21111 et que (vu l'unicité de \) F(s) < F(A) < F(t). Vu le th.6.4.1, F,4+1(s) —n
F(s) < % et Font1(t) —n F(t) > % p-s. et donc 1jg,1(My) —, 1 p.s. On en déduit

que p.s. liminf,, M,, > X et limsup,, M,, < Aie. M,, =, A pss. ¢
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Théoréme 7.5.2. On suppose que p a une densité p(x), qu’il existe un unique X tel
que F(X\) = 1, que p est continue en A et que p(A) > 0. Alors Z, = \/2n + 1(M, — \)
converge en loi vers Ny (0, WI(A))'

Preuve: Nous allons montrer que la densité g,(u) de Z, converge vers celle de
N1 (0, 4}7%(/\)) uniformément sur tout compact, ce qui montrera le théoreme vu la

prop 7.2.2 en choisissant H = Cj. D’apres (4.33), la densité de M,, est:

(2n +1)!
e

Un changement de variable montre que celle de Z,, est:

(E()" (1 = F(2)"p(t).

(1) = an {tbn ()} p(A + — )

2n+1
2n+1) 1 B u B u
T ()220 + 147 Yn(u) =4F(+ 2n+1)(1 FA+ \/2n+1))’

Utilisant la formule de Stirling n! ~
A > 0. L’écriture ¢y, (u) = o =

an

On a alors, puisque F' = p et F())

myn /o7, on voit que oy, —n 1/ 2. Fixons
e ? m

) signifie que a,, ¢n(u) —, 0 uniformément en |u| < A.

1

:§7

U u
2FAN+ ——) = 1+ —p(N\) (1 1
Ot ) = 1+ = p) (14 0(1)
u u
2 —FA+ —)) = 1— —2 p(\) (1 +0(1)),
(1= PO+ =) () (1 +0(1)
d’ou
log (1) = n(—= 2 22(0) + 0 1)) = ~2022(N) + o(1)
nlogyy,(u) =n 2n+1p S)) = —2up )
Finalement
gn(u) — ) e~ 247N yniformément en lu| < A.

" V2T

Mais cette derniere expression est la densité de N (0, 0?)

2 1

pour o :m <&

7.5.3. Dans bien des cas, le th. 7.5.2 peut remplacer avantageusement le th. 7.3.1. Par

exemple soit X1,..., Xopt1 un 2n+1

échantillon de la loi de Cauchy de densité

1

po(x) =

Cette loi n’a pas de moyenne mais a # pour médiane. De plus py(6)

71+ (z—6)?)

%. Dans ce cas

M, —, 0 p.s. et /2n + 1(M,, — 0) tend en loi vers N7 (0, %2)

Plus généralement soit p(x) une fonction définie sur R, positive, paire, continue au
voisinage de 0 et d’intégrale 1. On suppose que a = p(0) > O et que [ 2?p(z)dx = 02 <
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+00. On considere un 2n+1 échantillon de la loi de densité pg(z) = p(z—80). cette loi a
pour moyenne @ et pour médiane 6. Pour estimer 6, on peut utliser aussi bien Xo,.1 =
ﬁ Z?gfl X; que M,,. Pour comparer ces estimateurs, on peut observer que, d’apres
les th.7.3.1 et 7.5.2, anﬂ et M, sont, pour 1 assez grand, approximativement
gaussiens de moyenne 6 et de variances 5, 1 €t 12 (21n g On peut, suivant les cas,

préférer 'un ou 'autre.



Chapitre 8

Notions de statistique

8.1. Echantillon. Modele statistique

8.1.1. Répartition empirique. Soit ;& une probabilité sur R<.

Définition 8.1.1. On appelle échantillon de taille n (ou n-échantillon) de la loi p
une suite X1,..., X, den v.a. indépendantes et de loi .

On appelle réalisation du n-échantillon le résultat de n tirages indépendants selon
la loi p. C’est une suite 1, ..., z, de R?

Par extension, on appelle échantillon de taille infinie de la loi p une suite de
(X, n > 1) de v.a. indépendantes et de loi p.

Définition 8.1.2. Soit X = (X1,...,Xn,...) un échantillon de taille infinie de la
loi p. La probabilité (aléatoire)

1 n
/LnX = n ;5)(1@ (8.1)

s’appelle la répartition empirique d’ordre n de p.
On a alors:
Proposition 8.1.3. Presque sirement, ji;x converge étroitement vers ju.

Preuve: D’apres la loi des grands nombres, pour toute f € Cp,

[ =53 1) B = [ Fdu s
k=1

Soit ® = {¢1,...,Pp, ...} un ensemble dense dans Cy. On a p.s. [ ¢, dpX —, [ ¢pdu
pour tout p et donc (prop.7.1.2) p.s. ,uf converge étroitement vers p. ©
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8.1.2. Le cas réel. On suppose d = 1 et on note F' la fonction de répartition de p. La
fonction de répartition de ;X s’appelle la fonction de répartition empirique de p et

se note FX. On a donc
1 n
EX(t) = pp () - - Zl] o0,t] (Xk)- (8.2)

n
k

Il résulte de (8.2) que nFX(t) ~ B(n, F(t)) et que, pour tout ¢, F:X(t) —, F(t) p.s.
En fait, on a un résultat beaucoup plus fort appelé théoreme de Glivenko-Cantelli:

Théoréme 8.1.4. sup,cp |FX (t) — F(t)| —», 0 p.s.
Preuve: On pose F,, = FiX.

(i) On suppose que p est la loi uniforme sur [0,1]. D’apres (8.2) et la loi des grands
nombres, il existe A € A avec P(A) = 1 tel que, pour tout w € A, tout k& > 0 et
tout p > 0, Fn(%) —n F(%) On a alors, pour w € A, pour £k = 1,...,p et pour

te [kt A
k-1 k-1 1 kK—1_ k k. k-1 S A |
Fp(—)—————=F,(——)—— < F,t)-t< F,(-)———— =F,(—)——+-
( ) ) PR ( ’ ) ’ (t) (=) ) (—) ’
d’ou L L .
sup |F,(t) —t| < max |F,(—)— —|+ —
Ogtgl\ (t) —t] < max | (p) p\ p

et limsup, supg<;< [Fn(t) — t| < %. Comme p est arbitraire, ceci implique que

supg<i<i [Fn(t) = ¢ —n 0.

(ii) On suppose qu'il existe des v.a. Uy,...,U,,... indépendantes et de loi U(0,1)
telles que X,, = F~1(U,) on F~Y(u) = inf(¢, F(t) > u). Rappelons (voir(4.15)) que
u < F(t) ssi F~1(u) < t. On note G la fonction de répartition de U(0,1) et on pose
Grn= L3 0 1100t (Uk). Vu que Uy < F(t) ssi X, < t,on a

Fn( Zl] oot] Xk Zl] 00, F(t ) F<t) = Gn(F(t>)_F(t)

On a donc supeg [Fn(t) — F(t)] = supser |Gn(F (1)) — F(t)] < supg<i<y |Gn(t) — 1
avec égalité si F est continue car alors F'(R) DJ0, 1[. Ceci montre que sup;cp |Fp(t) —
F(t)| = 0 p.s. et que sa loi est indépendante de F' si F est continue.

(iii) En fait on ne peut pas toujours écrire que X, = F~(U,) mais il existe un espace
de probabilité (€, A', ') et, sur cet espace, des v.a. U{,...,U),... indépendantes et
de loi U(0,1) telles que les v.a. X! = F~1(U}) soient indépendantes et de méme loi

que X, (prop.4.3.2). On conclut alors grace a:

Lemme 8.1.5. Soient, pour i = 1,2, (X!, n > 1) des v.a.r. définies sur (QF, A, P?)
telles que, pour tout n, (Xi,..., X}) et (X2,...,X2) aient méme loi et ®,, € BT (R").
Alors, si ®,(X1,...,X}) =, 0P p.s., @,(X?,...,X2) =, 0P? p.s.

n
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Preuve: Ceci résulte de ce que Z! = ®,(Xi,...,Xi) —, 0 P! p.s ssi, pour tout
e >0,
P! Z: 0. ¢
supP'( max |Z,[ > €) —n
8.1.3. Moments empiriques. Soit x une probabilité sur R telle que [ |z[P du < 4o,
p>2.Onnote m = [zdu(z), 0? = [(x —m)*du(z). On pose, pour r € N, r < p,

n

M = /x X (z) = %ZX,Z. (8.3)

k=1

Alors M s’appelle le moment empirique d’ordre r. En particulier, on note

_ 1 &
X, =M = - > X, (8.4)
k=1

quantité qui s’appelle la moyenne empirique. On a

E(X,) =m, Var(X,) 2Z:Var Xi) = —

t (loi des grands nombres) X,, —, m p.s.

Lemme 8.1.6. Soient a,z1,...,2, ER et T = %Zzzl xy. Alors
n n
Z(wk—T)Q:Z(xk—a)2 n(T — a)? Zxk—n
k=1 k=1

Preuve: Il suffit de noter que ) (xp — %) =0 et d’écrire xp, —T =2 —a+a—T. o
Soit 82 la variance de la répartition empirique g;X. On a, vu le lem.8.1.6,

n

—ikZXff* ikzxk— ;Z(Xk—m)Q—(Yn—m)Q
=1 =1

k=1

et B(32) = 02—%2 # 02, C’est pourquoi on préfere en général appelé variance empirique
la quantité

n

1 _
sn= 1 > (X6 = Xn)? (8:5)
k=1

qui vérifie E(s2) = 0. Noter (lem.8.1.6) que

1 n o —
52 = ZX,? - 1(Xn)2 —n B(X?) —m? =0? pas.

n —

Si n est fixé, on écrit simplement X et s2 pour X, et s2.
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8.1.4. Modele statistique. Soit X = (X1,...,X,) un n-échantillon d’une loi p sur R.
En statistique, la loi p est totalement ou partiellement inconnue, ce qu’on modelise
en disant que p appartient a la famille (ug, 6 € ©). Dans ce polycopié, le plus souvent
on aura © C RP. Alors X = (X1,...,X,) est une v.a. de loi ,u,(;@”. Ceci est un cas
particulier de la situation plus générale suivante.

Définition 8.1.7. On appelle modéle statistique un terme (X, A, (Pp)geco) ot (Pp)gco
est une famille de probabilités sur ’espace mesurable (X, A).

L’ensemble © s’appelle I'espace des parametres et on note X 'application iden-
tique de X dans X. On appellera statistique a valeurs (F,E&) toute application
mesurable de (X,.A) dans (F, ). Evidemment, pour chaque 6 € O, (X, A, Py) est
un espace de probabilité. On note alors Eg I’espérance pour Py. Tres grossierement le
probleme est le suivant. On tire x € X selon Py, 6 € © étant inconnu et, a la vue du
point z tiré, on cherche a dire quelque chose sur 6.

Exemple. Soit X7, ..., X,) un n-échantillon de la loi N1(m,o?), m et 02 étant incon-
nus. Décrivons le modele statistique correspondant. On a

X =R", A=B(R"), = (m,c%), © =Rx]0,00[, Pg = gs.)\
avec
1 & )
k=1

go(x1, ., wn) = (2m0”) "? exp(—

Plus généralement:

Définition 8.1.8. Soit (ug, & € ©) une famille de probabilités sur R?. On ap-
pelle modéle statistique associé a un échantillon de taille infinie de pg le modéle

(X, A, (Pp)oco) o

X=RHYN, 2= (x1, ...,2n,...), Xn(x)=12n, A=0(Xn, n>1)

et ot, pour chaque 0 € ©, Py est une probabilité sur (X, A) telle que les v.a. X1, ..., Xy, ...

sotent indépendantes et de loi pg.

On admet 'existence d’une telle probabilité Py qui est unique vu le cor.3.2.3
appliqué a C = Upo (X1, ..., Xp).

8.2. Estimation

Soient (X, A, (Pp)gco) un modele statistique et f une application mesurable de ©
dans R. On veut estimer f() a la vue de x € X résultat d’un tirage selon Py, 6
inconnu. Un estimateur de f(#) est donc une application mesurable 7' de X dans
R. Si on a tiré x, on estime f(f) par T'(x). Il reste a préciser ce qu’est un “bon”
estimateur.

8.2.1. Risque quadratique.
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Définition 8.2.1. Soit T un estimateur de f(0). On appelle risque quadratique de T
la fonction

Rr(0) = Eq[(T — f(6))°]- (8.6)

Soient S et T' deux estimateurs de f(6). On dit que T est au moins aussi bon que
S si, pour tout 8 € ©, Rr(0) < Rg(f). On dit T" est meilleur que S s’il est au moins
aussi bon et si, pour un 6 € ©, Rp(f) < Rg(0). Enfin on dit que T est admissible
s’il n’existe pas un meilleur estimateur. Il faut noter que comparer des estimateurs,
c’est comparer des fonctions de 6 et, qu’en général, il n’y a aucune raison pour que
I'un soit meilleur que lautre. Par exemple, soit a € © et T'= f(a). Alors Rr(a) =0
et, en a, cet estimateur aura un risque plus faible que tous les autres alors que, pour
d’autres valeurs de 0, son risque sera élevé. Pour avoir un estimateur optimal, on
est donc amené a restreindre la classe des estimateurs considérés. C’est pourquoi on
introduit:

Définition 8.2.2. On dit que T est un estimateur sans biais de f(0) (en abrégé
e.s.b.) si, pour tout § € ©, Eo(T) = f().

C’est une qualité qu’il est naturel d’imposer a un estimateur. Cependant cette
condition est assez contraignante ce qui est un avantage (on aura assez facilement
des estimateurs sans biais optimaux parmi les e.s.b.) et un inconvénient (on laisse
échapper de treés bons estimateurs).

Si T est un e.s.b. de f(0), alors

Rr(0) = Eg[(T — £(0))%] = Eg[(T — Ep(T))?] = Vary(T),
ce qui conduit & la définition suivante.

Définition 8.2.3. Soit T un estimateur de f(0). On dit que T est un estimateur
sans biais de variance minimum de f(0) (en abrégé e.s.b.v.m.) si T est un e.s.b. de
f(0) et si, pour tout S e.s.b. de f(0), on a, pour tout § € ©, Varg(T) < Varg(S).

8.2.2. Exemple. Soit X un 1-échantillon de B(n,f), 0 < # < 1 inconnu. On veut
estimer f1(0) =0, f2(0) = 62, f3(0) = 0 — 6.

Notons d’abord que, si ¢1 et ¢2 sont deux e.s.b. de f(#), on a, posant o = ¢1 — po,
pour tout 6, Eg(a(X)) = 0, soit:

0= Zn: CROE (1 — )" Fa(k) = (1 — O)" Zn: o,’j(%e)ka(k).
k=0 k=0

Donc, pour tout u €]0,1[, Y-7_, Cka(k)u® = 0 et o = 0 i.e. $1 = ¢o. Un es.b. est
donc unique et c’est un e.s.b.v.m.

(i) On sait que Eg(X) = nf d’ou % est un e.s.b. et donc un e.s.b.v.m. de 6.
(ii) On sait que Varg(X) = nf(1—0) d’ott Eg(X?) = n20?+n0(1—0) = n(n—1)02+nb

et );(()5:11) est un e.s.b. et donc un e.s.b.v.m. de 62.
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(iii) 11 résulte de (i) et (ii) que ]Eg(% - );(()5:11)) =60 — 62. Donc );((7:;)1() est un e.s.b.

et aussi un e.s.b.v.m. de 6 — §2.

8.2.3. Un critere général.

Proposition 8.2.4. Soit T' un e.s.b. de f(0). C’est un e.s.b.v.m. ssi, pour toute
statistique réelle U telle que, pour tout 8 € ©, Eg(U) = 0, on a, pour tout § € O,
Ey(TU) = 0.

Preuve: (i) On suppose que T vérifie la condition ci-dessus. Soient S un e.s.b. de
fO)etU=S—-T.0nalEygU)=0et
Varg(S) = Varg(T + U) = Varg(T') + Varg(U) + 2Covy(T,U) > Vary(T)
puisque Covy(T,U) = Ey(TU) — Eg(T)Ey(U) = 0.
(ii) On suppose que T est un e.s.b.v.m. de f(6). Soient U telle que Ey(U) = 0 et
S =T+ pU. Evidemment S est un e.s.b. de f(6). On a, puisque Ey(U) = 0,
Vary(S) = Varg(T + pU) = Varg(T) + 2pE¢(TU) + p*Vary(U).

Supposons Ey(TU) > 0. Choisissant p < 0 assez pres de 0, on a Vary(S) < Varg(T') ce
qui contredit 7" e.s.b.v.m. On fait le méme raisonnement si Eg(TU) < 0 et finalement
on obtient Eo(TU) = 0.

8.2.4. Applications.

(i) Soit X7i,..., X, un n-échantillon de la loi de Poisson P(6), # > 0 inconnu. On
veut estimer 6. La loi de (X7,...,X,,) est

96$1+m+zn

]P’g(Xlle,...,Xn:a:n):e_" xp € N.

z1!. ..z

Puisque Eg(X1) = 0, X = %Zzzl X est un e.s.b. de 0. Soit U = U(x1,...,%n),
zy € N, telle que Ey(U) = 0. On a alors, pour tout 6 > 0,

9$1+---+1‘n
Y U@, an) ———— =0, (8.7)
R 1! .. 1!
Dérivant (8.7) en 6, on a, pour tout 6,
9$1+~~-+In
Z U($1,,I’n)($1++xn)m :0,

T1,eesTy
soit encore Eg(UX) = 0. On applique la prop. 8.2.4 et X est un e.s.b.v.m. de 6.

(ii) Soit X7, . .., X, un n-échantillon de la loi normale Ny (m, 0?), § = (m,o?) inconnu.
On veut estimer m et 2. On sait que la densité de (X7,...,X,,) est
1 <« 5
202 (z, —m)7).
k=1

qo(x1, ..., xn) = (27T02)_"/2 exp(—
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Posant

3

n—1
k=1 k=1

S

xr =

1
10_20_27

1 < _
Ty, s8= Z(mk - 7)?,

on a, puisque (lem.8.1.6) >3, (zx — m)? =Y 1_ (v — T)? + n(T — m)?,

qo(x1,...,xn) = (%)”/2 exp(—p(n — 1)s3 — np(T —m)?).

Soit U = U(xy,...,xy,) telle que Eg(U) = 0. Alors, pour tous m, p,
/U(azl, oy xp)exp(—p(n — 1)st — np(T —m)?) dxy ... dz, = 0. (8.8)
Dérivant (8.8) en m, on a, pour tous tous m, p,
/U(xl, oz (T —m)exp(—p(n — 1)sg — np(T —m)?)dxy ...dx, =0. (8.9)

Soit encore Ey(U(X —m)) =0 et, vu que Eg(U) = 0, Eg(UX) = 0. Comme X est un
e.s.b. de m, la prop. 8.2.4 implique que c’est un e.s.b.v.m.

Dérivant (8.9) en m, on a, pour tous tous m, p,
/U(:):l, o xn) (1 4+ 2np(@ — m)?) exp(—p(n — 1)s2 — np(T — m)?) dzx; ... dz, =0,

d’ott Eg((1 +2np(X —m)?)U) =0 et Eo((X —m)2U) = 0.

Dérivant (8.8) en p, on a, pour tous tous m, p,
/U(wl, sz (n=1)s2+n(@ —m)?) exp(—p(n—1)s3 —np(T —m)?) dxy ... dx, =0

ie. Efg(U((TL —1s?+n(X —m)?) =0ol s> = L 37 (X — X)% On a vu que
Eg((X —m)2U) =0, on a donc Eg(Us?) = 0. On sait (8.1.2) que s? est un e.s.b. de
02, c’est donc un e.s.b.v.m. (prop.8.2.4).

8.2.5. Consistance. Soit (X, A, (Pp)gco) un modele statistique.

Définition 8.2.5. Une suite T, d’estimateurs de f(6) est dite consistante si, pour
tout 0 € ©, T,, —,, f(0) Py p.s.

Il est clair que cette définition a un sens si f est a valeurs R? et alors T}, est une
suite d’applications de X dans RP. Elle est surtout utile pour un modele statistique
associé (voir la def.8.1.8) a un échantillon de taille infinie X1,...,X,,... d'une loi
g et des estimateurs 7, de la forme 7T,, = ¢, (X1,..., X,). Par exemple, si p est une

loi sur R admettant un moment d’ordre 2, X,, et s, sont des estimateurs consistants
de la moyenne et la variance de pu.
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8.2.6. Méthode des moments. Soient (ug, 6 € ©) une famille de probabilités sur R?,
(X, A, (Pg)geo) le modele statistique associé a un échantillon de taille infinie de py
(def.8.1.8) et f: © — RP. On veut estimer f(#). On considere des fonctions g1, .. . g
de R? dans R telles que, pour tout § € © et pour i = 1,...,7, Ey(|g;(X1)]) <
+oo et on pose m;(f) = Eg(g;(X1)). On suppose que f(#) peut s’écrire f(0) =
d(m1(0),...,m.(0)) avec ¢ continue.

D’apres la loi forte des grands nombres,

1
pour tout § € ©, pour i =1,...,r, m; = - Z 9i(X) —n mi(0) Py p.s..

Donc, si on pose,
T, = o(ml,...,my"), (8.10)

pour tout 6 € ©, T,, —, f(6), Py p.s. i.e. T), est une suite consistante d’estimateurs
de f(0). Donc, si n est asez grand, on peut utiliser 7,, comme estimateur de f(6).

Si d = 1, on peut choisir g1(u) = u, ga(u) = u?...,g-(u) = u” et lon a m;(0) =
Eg(X]) d’out le nom de méthode des moments.

Exemple 1. Soit Xi,...,X, un n-échantillon de la loi sur RT G(a,c), 0 = (a,c)
inconnu. On a (voir 4.3.1.d):

a a
m(0) = Eg(X1) = -, ma(0) = Eg(X7), 0°(0) = Varg(X1) = ma(6) — (m1(6))* = =X
Donc )
_m®)? _m)
o?(6) o?(0)
Onarmg =130 Xp =X, g = %Zzzl X2 et, posant
A2 o NI - 2 w2 L - 2
6% =1y — (11)” = EZXIC —(X)" = EZ(X"C_X) )
k=1 k=1
on obtient comme estimateurs de a et c:
X2 X
=9 C=—3
Exemple 2. Soit Xi,..., X, un n-échantillon de la loi sur R de densité gy donnée

par
qo(x) =0 qi(z) + (1 - 0) q2(x),

ol ¢q; et go sont des densités connues et 6 € [0, 1] un parametre inconnu qu’on veut
estimer. Soit (A;, ¢ = 1,...,r) une partition de R en intervalles. On pose

i1 =/ q1(u) du, Mz‘,2=/ q2(u) du
A A,

% i



107

et on suppose ;1 # ;2 pour tout i. On choisit

gl(u) = 1{u€Ai}
et on a
m;(0) = Pg(X1 € Ai) = Opin + (1 — 0)pi2.
Il y a de multiple fagon d’exprimer # comme fonction des m;(#) puisque, pour chaque
i, 0 = w On choisit
Hi 1 — 5,2
09— }ZT: mi(0) — piz2

el Hil — Hi2
On obtient alors comme estimateur de 6:

~ 1= Wy — i 1 ¢
f=-S 2 = =N iy can.
T;Mm—um ‘ nkzzl {Xpehi}

8.2.7. Méthode du maximum de vraisemblance. Considérons le modele statistique
suivant. X = {x1, 22}, © = {61,602},

99 99 1
100" Te2(#1) = 1507 Pea(22) = 15

On tire un point de X selon Py,, ¢« = 1,2, inconnu. Supposons qu’on obtienne xi.
Il est naturel d’estimer 6 par #. Qu’a-t-on fait? On a comparé Py, (z1) = ﬁ et
Py, (x1) = % et on a choisi la valeur de 6 rendant maximum la fonction 6 — Py(x1).
C’est le principe de la méthode du maximum de vraisemblance.

IP>‘91(m1) = P91(x2) =

1
100’

Soit (X, A, (Pg)sco) un modele statistique. On suppose qu'’il existe une mesure
o-finie p sur (X, .A) telle que, pour tout 8, Py = fp.uu et on pose

L(z:6) = fola). (8.11)
La fonction 6 — L(x;0) s’appelle la fonction de vraisemblance associée & x.

Définition 8.2.6. Soit T : X — O. On dit que T est un estimateur du maximum de
vraisemblance de 0 (en abrégé e.m.v.) si,

pour tout x € X, L(x;T(x)) = sup L(x;0). (8.12)
0cO
Pour calculer un e.m.v., on est donc amené a chercher, pour tout x € X', pour
quelle(s) valeur(s), 8 — L(z;0) ou, ce qui revient au méme, 6 — log L(x;0) est
maximum. Si © est un ouvert de R?, si L(z;6) — 0 lorsque 6 tend vers le bord de ©
et si L est dérivable en 6, ces valeurs sont a chercher parmi les solutions de

0
— logL(z;0) =0, i=1,...,d. 1
801 Og (3:'7 0) 07 ? Y Y d (8 3)
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L’équation (8.13) s’appelle I’équation de vraisemblance.

Pour un échantillon de taille finie, il est difficile de justifier cette méthode. Par

contre, pour un échantillon de taille infinie Xi,...,X,,... et sous des hypotheses
relativement générales, il existe une suite T}, consistante (voir 8.2.5) d’estimateurs de
0, T,, étant un e.m.v. associé au n-échantillon (X7,...,X,).

8.2.8. Exemples.

(i) Soit X7, ..., X, un n-échantillon de la loi sur R™ de densité fe=%* 9 > 0 inconnu.
Prenant p = A?", A+ mesure de Lebesgue sur RT, on a

L(x;0) = L(x1,...,2,;0) = gre—0(@1t..+an)
et, posant T = %(ml + ...t zp),
log L(x;0) = nlogf — Onz.

Alors 75 4 log L(x;0) = 2 —nZ = 0 pour § = 0 = 1/Z. Vu que L(z;0) — 0 lorsque
0 — 0 et § — +o0, cette valeur correspond a un maximum est 1/ est I'e.m.v. de 6.

(ii) Soit X7,..., X, un n-échantillon de Ni(m,0?), § = (m,o?) inconnu. On a
n n 1 —
log L(x;0) = log L(x1,...,xp;0) = —510g27r - ilogo2 252 kz xp —

2

On en déduit (on considére o° comme une variable)

o) 1 O
%logL(x;H) = ;Z(ﬂvk—m

0 n 1< 9
@logL(Q:;Q) = _%12+204;(xk_m

Alors % log L(z;0) = 8%22 log L(z;6) = 0 a pour solution

n n

1 1 1
= 22 412 =2
— Y TR =T, O :fE (xr — ) :fE (xp, —T)°.
n n n
k=1 k=1 k=1
On vérifie que ces valeurs correspondent bien & un maximum. L’e.m.v. de (m, 0?) est

donc (X,5%) ot §2 = L3 | (X}, — X)2. Noter que §* = 2152 n’est pas sans biais.

8.3. Intervalle de confiance

On considere un modele statistique (X, A, (Pg)gco) et une application mesurable f
de © dans R. Plutét que d’estimer f(6) par un nombre T'(x) qui est probablement
voisin de f(f) mais pratiquement jamais égal a f(6), on peut envisager de répondre
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f(0) € I(z), I(x) étant un intervalle dépendant du point tiré x et de préciser cette
réponse en disant que f(f) € I(x) avec une probabilité au moins égale & 0,9 ou

8.3.1. Ceci conduit a:

Définition 8.3.1. On appelle intervalle de confiance de niveau 1 — o pour f(0) une
famille d’intervalles (I(x), x € X) telles que, pour tout 6 € ©,

Py(f(6) € I(X)) > 1— a.

Evidemment une deuxieme notion intervient pour juger de la qualité d’un inter-
valle de confiance, a savoir sa longueur et, plus on voudra « petit, plus l'intervalle
sera long.

8.3.2. Fonction pivotale. On présente un procédé relativement général pour construire
des intervalles de confiance. On appellera fonction pivotale monotone une application
mesurable g(z,u) de X x R dans R telle que

(i) pour tout 0 € O, la v.a. g(X, f(#)) suit une loi y indépendante de 6,

(i) pour tout = € X, u +— g(z,u) est strictement monotone.

On choisit alors a < b tels que p(]a,b[) = 1 — «, on a donc, pour tout 6 € O,
Po(g(X, f(0)) €la,b]) = p(Ja,b)) = 1 — a. Mais, vu la monotonie, {g(X, f(0)) €
la,b[} = {f(0) €]A(X), B(X)[} et I(x) =]A(z), B(x)[ est un intervalle de confiance
de niveau 1 — a pour f(#).

Exemple. Soit X1,. .., X, un n-échantillon de Ny(f,0?), 02 étant connu et § inconnu.
Alors X ~ Ny (0, %2) et
X -0

Vvn

Donc g(z,0) = /n %‘9 est une fonction pivotale monotone.
Etant donné «, on choisit ¢ = c¢(a) dans une table de loi normale telle que
\/%ffce_ﬂ/zdt =1—a«aetona, pour tout § € R,

~ N1 (0,1).

Pg(ﬁw <C)=P9(9 E]Y [):l—a.

Vv’ vn

Evidemment, dans la plupart des cas, o2 n’est pas connu. On peut envisager de
remplacer o par son estimé s ce qui conduit & étudier la distribution de y/n 5_9.

8.3.3. Echantillons gaussiens.

Définition 8.3.2. Soit Xy,...,X,, un n-échantillon de N1(0,1). On appelle loi de
chi-carré a m degrés de liberté et on note X2 la loi de X3 + ...+ X2.

On sait (4.6.1) que X7 ~ G(3,3) donc (5.2.2.d) XZ+ ...+ X2 ~ G(%,3) et la
densité de la loi x2 est:

P(x) = ——e 222 Uy (). (8.14)
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Définition 8.3.3. Soient X et Y deuz v.a.r. indépendantes avec X ~ Ni(0,1) et
Y ~ x2. On appelle loi de Student a n degrés de liberté et on note t, la loi de

X
Y/n

T =

E

Un calcule facile montre que la loi ¢, a pour densité:

(= 2 o
&(1 + =) 1+ (8.15)
vn+1T(%) n
Théoréme 8.3.4. Soit Xi,...,X, un n-échantillon de Ni(m,o?). Alors X et s>
définis par (8.4) et (8.5) sont indépendants, X ~ Ni(m, %2) et (n— 1);—22 ~x2_4. En
particulier \/n X%m ~tp_1.

h(t) =

Preuve: A. On suppose m = 0 et 02 = 1. Alors X = (X1,...,X,) ~ Nu(0,1,).
Soient A une matrice orthogonale n x n de la forme

et Y = (Y1,...,Y,) = AX. On a Y ~ N,(0,1,) puisque K(Y) = AK(X) AT =

AA"=1,,Y,= ﬁ(Xl +...+ X,) =vnX et, vu que || X|> = ||[AX]|]> = ||Y]]%,

-1
(n—1)32:§n:Xk— ZXk—n ZY,C—Y,?:TLZY,E.
k=1 k=1

Ceci implique que X = ﬁYn ~ N1(0, T> et est indépendant de (n—1)s* = Y "}C % Y2

qui suit Xi—l'
B. On revient au cas général. On pose Zj = oYXy —m). Alors Z = (Zy,...,%Z,)
un n-échantillon de N1(0,1), X =m+o0Z et

n

(n—1)skx =) (X —X) —U2sz_* o?(n—1)s%

k=1
D’ou \/ﬁ?%m ~ Ni(0,1), (n — 1)(‘;’—22 ~ x2_, et sont indépendants. Appliquant la
def. 8.3.3, on obtient la derniere affirmation. ¢

Application. Soit X1, ..., X, un n-échantillon de Ni(m,o?), § = (m, o?) inconnu. On
cherche des intervalles de confiance pour m et o2.
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(i) On choisit ¢ = ¢(«) tel que P(|T| <¢) =1—aouT ~ t,_;1. Alors (th.8.3.4), pour
tout @ = (m, 0?),

X—-m — CcS — cs
=P X—— X+ —=)=1-o0.
<o) =Byme] X~ X+ ) =1-a

Py(v/ |

(ii) On choisit a < b tels que P(a <Y <b) =1—aou Y ~ x2_,. Alors (th.8.3.4),
pour tout 6 = (m, 02),

Pula < (n—1)%5 <) = Bafo? €] 51)82’ - a1>82

> N=1-a.

8.3.4. Intervalle de confiance asymptotique. Un intervalle de confiance asymptotique
de niveau 1 — a pour f(0) est une suite de familles d’intervalles (I,,(z), z € X) telle
que, pour tout 6,

Po(f(0) € In(X)) —n 1 —a.

Pour construire de tels intervalles, on peut utiliser (rappelons que X,, et s, ont été
définis en (8.4) et (8.5)):

Proposition 8.3.5. Soit (X,,, n > 1) une suite de v.a.r. de carré intégrable indépendantes
et de méme loi. On pose m = E(X1), 0? = Var(X1) qu’on suppose > 0. Alors

vn Y’;; 1,501 converge en loi vers Ni(0,1).

Preuve: On a

Xn—m Xn—m o
Vi ———1,, 50y = Vn — — 1,501
Sn, o Sn
D’une part \/HY"UJ converge en loi vers N1(0,1) (th.7.3.1). D’autre part s,, —, o

p.s. (8.1.3) et donc Z1¢, ~0; —» 1 p.s. On conclut par la prop. 7.2.7. o

Soit (Xp, n > 0) un échantillon de taille infinie d’une loi p sur R de densité ¢
de moyenne m avec [z%du(z) < +oco. On a alors P(X; = X3) = 0 et, a fortiori,
P(sp > 0) = 1. On choisit ¢ = ¢(a) tel que (27)~1/2 Ie. e /24t = 1 — a.. Donc, vu
les prop. 8.3.5 et 7.2.4,

| X, —m] — CSp — CSnp,

PV <o) =P(m e]X - 2 Xn+ 2

On a construit un intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — o pour m.

[) —nl—a.

8.4. Tests

8.4.1. Généralités. Soit (X, A, (Pg)sco) un modele statistique. On suppose que © =
Hy U Hy avec Hy N Hy = (). 1l s’agit, & la vue du point z tiré selon Py, 6 inconnu, de
décider si 8 € Hy ou non. Cela s’appelle tester I’hypothese Hy contre ’hypothese Hj.
Un test de Hy contre H; est donc un sous-ensemble W de X, appelé région critique
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ou région de rejet. Si le point tiré x appartient a W, on rejette ’hypothese Hy, si
x ¢ W, on Paccepte.

Il y a deux types d’erreur.

(i) Si 6 € Hy, Po(W) représente la probabilité de rejeter a tort Hy, c’est 'erreur de
premiere espece.

(ii) Si @ € Hy, Pg(W€) = 1 — Pyg(W) représente la probabilité d’accepter a tort Hy,
c’est 'erreur de deuxieme espece.

Dans la théorie classique des tests, on fixe un seuil maximum & ’erreur de premiere
espece a savoir 0,1, 0,05, 0,01 ... ce qui conduit a la définition:

Définition 8.4.1. Soit W la région critique d’un test de Hy contre Hy. La quantité

a=a(W) = sup Py(W) (8.16)
0cHg

s’appelle le niveau du test. La fonction de Hy dans [0,1], 8 — Pe(W), s’appelle la
fonction puissance du test.

Le niveau étant fixé, il s’agit de trouver des régions W telles que, pour 6 € Hjy,
Pp(W) soit le plus grand possible. Comme en estimation, il est quasiment impossible
de trouver un test optimal si on ne restreint pas la classe considérée.

Définition 8.4.2. Soit W la région critique d’un test de Hy contre Hi. On dit que
le test est sans biais au seuil o s’il est de niveau inférieur ou €gal a v et si, pour tout

0 e Hl, PQ(W) > «.

Définition 8.4.3. Un test de région critique W de niveau o de Hy contre Hy est dit
uniformément plus puissant sans biais (en abrégé U.P.P.S.B.) s’il est sans biais au
seuil o et si, pour tout test de région critique W' sans biais au seuil o de Hy contre
Hy, on a, pour tout 6 € Hy, Pe(W) > Py(W').

Terminons ces généralités par un mot de la théorie asymptotique.
Définition 8.4.4. Une suite de tests de Hy contre Hy de région critique Wy, est dite

consistante de niveau asymptotique o si, pour tout 6 € Hy, Po(W),) —, « et si, pour
tout 6 € Hy, Po(W),) —, 1.

8.4.2. Le lemme de Neyman-Pearson. Dans le cas d’hypotheses simples i.e. réduites
a un point, il est facile d’avoir un test optimal.

Lemme 8.4.5. On suppose © = {6,601} et Py, = ho.p, Py, = hy.pu. Alors W =
{z, hi(z) > Aho(x)} est, pour tout A > 0, la région critique de 0 = 0y contre § = 0,
le plus puissant a son niveau.



Preuve: Soit D la région critique d'un autre test tel que Py, (D) < Py, (W). On
remarque que (1 — 1p)(h1 — Ahg) > 0 d’out [(1w — 1p)(h1 — Aho) dp >

Py, (W)—Pp, (D) = /(1W—1D)h1 dy > A/(lw—lp)ho dp = APy, (W)—Pg, (D)) > 0.

Le test de région critique W est plus puissant que le test de région critique D. ¢

Pour utiliser le lem.8.4.5, étant donné «, on détermine A par la condition

Pgo({hl Z )\ho}) = / ho d,u = Q.
{h1>Xho}

8.4.3. Tests sur échantillons gaussiens.

1. Soit X1,..., X, un n-échantillon de Ni(m,o?) avec § = (m,0?) inconnu. Soit
mo € R fixé. Il s’agit de tester Hy : m = mg contre Hy : m # mg. On sait (def. 8.3.3)
que /n X%m ~ tp—1. Considérons

W= {fl 0> e}

Sous Hy i.e. si m = mg, Po(W) =P(|T| > ¢) ou T ~ t,,—1. On détermine ¢ = c(«)
comme solution de P(|T'| > ¢) = a a 'aide d’une table de la loi de Student et W est
la région critique d’un test de niveau a de m = myg contre m # mg. On peut montrer
que ce test est U.P.P.S.B.

2. Soient X7, ..., X, un n-échantillon de Ni(mq,0?) et Y7,...,Y, un r-échantillon
de Ni(mg,0?). On suppose (X;, 1 < i <n)et (Y;,1 < j <r) indépendants. On a
0 = (my,ma,0?) inconnu. 1l s’agit de tester Hy : m; = mg contre Hy : mi # ma.
On pose

T

- 1 1 N | 1 _
X:R;Xi, =) (6 -X Q,Y:;Z P= 1D (-7

Lemme 8.4.6. Sous les hypotheéses ci-dessus, on a, st mi = ma,

7 n+r—2 X-Y ’
= ~ +_2.
itr V- Ds+ (-1

Preuve: D’une part X ~ Ny(mj, %2), Y ~ Ni(mso, "7
X =Y ~ Ni(my —ma, & + Z) et, si my = my, ﬁ ~ N1(0,1).

D’autre part (n
(n=1)5+(r =13

Puisque (X,Y) est indépendant de (s?, s3), on peut appliquer la def.8.3.3. o

2
) ~X2_1, (r—1)2% ~ x?_, et, vu I'indépendance,

‘tolo

|

XnJrr 2
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Posons W = {|Z] > ¢} ou P(|T| > ¢) = a, T ~ tp4r—2. On a, sous Hy i.e. si
m1 = ma, Pg(W) =P(|T| > ¢) = o et W est la région critique d’un test de niveau «
de m1 = my contre my # mo. On peut montrer que ce test est U.P.P.S.B.

Remarque. Le lecteur peut noter une grande ressemblance entre la construction de
tests et celle d’intervalles de confiance. Cela n’a rien d’étonnant. En effet, étant donné
un modele stastique (X, A, (Pg)peco), soit (Wg, a € R) une famille de sous ensembles
de X (avec W, € A mais nous n’insistons pas sur ce point). On pose, pour x € X,
S(z) = {a, x ¢ W,}. Evidemment W, = {z, a ¢ S(x)} et, pour tout 6 € © et tout
a€R,

Po(We) =Py(z, a ¢ S(z)) =1 —Py(z, a € S(x)). (8.17)

Soit f: © — R. Il résulte de (8.17) que si, pour tout a, W, est la région critique d’un
test de niveau o de Hy : f(0) = a contre Hy : f(0) # a, alors S(z) = {a, z ¢ W,}
est une région de confiance de niveau 1 — « pour f() (c’est la méme définition
que celle d’'un intervalle de confiance mais a priori S(z) n’est pas un intervalle).
De méme si (S(z), x € X) est une région de confiance de niveau 1 — v pour f(0),
W, = {z, a ¢ S(z)} est la région critique d’un test de niveau o de Hy : f(0) = a
contre Hy : f(0) # a.

8.4.4. Test d’adéquation. Soient F un ensemble fini qu’on peut supposer étre {1,...,r}
et II ’ensemble des probabilités sur £. On fixe p € II telle que, pour tout j, p; > 0.

On considere un échantillon X7, ..., X,,... d une loi 7 € Il inconnue et on veut tester

Hy: m=p contre Hy : w # p. Posant

= 1(XR), (8.18)
k=1

Pearson a proposé un test a partir des fréquences fNJ d’observation des points j,
j=1,...,r qui repose sur:

Proposition 8.4.7. Soit (X,, n > 1) une suite de v.a. indépendantes a valeurs F
de méme loi m. On pose

r

%Z _”pﬂ :ZE(N——])]). (8.19)
7j=1

1 Pi

(i) Si m = p, T,, converge en loi vers x>_;.

(ii) Si m # p, T,, converge p.s. vers +oo.

Preuve: (i) Supposons 7 = p. On a

= ZUk|2 Uk = ( f(1{1}(Xk) )’--->ﬁ(1{r}(Xk)—pr))-
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Les vecteurs aléatoires Uy, ..., Uy, ... sont indépendants de méme loi avec E(U;) = 0
et un calcul facile montre que

K(U) =1, —ad", a" = (\p, --- /D,)-

Le th.7.3.1 implique que ﬁ > p_q Ug converge en loi vers N, (0,1, — aa®). Alors
(prop.7.2.3) T, = ’ﬁUnP converge en loi vers |Y|? ou Y ~ N, (0, I, — aa”). Vu que

la| = 1, il existe une matrice A orthogonale r x r telle que Aa = (0...01)T et posons
Z=AY.Ona

K(Z) = AK(YV)A" = I, - (Aa)(Aa)" = ( o )

ot [Y? = |Z ~x7_;.

(ii) Supposons 7 # p. D’apres la loi des grands nombres, 1\72% —Pj —n T — pj qui est

# 0 pour au moins un j et T, —, 400 p.s. ¢

Considérons maintenant la région critique W,, = {T,, > ¢} ou ¢ = ¢(«a) est tel que
P(X >¢)=a, X ~x?_;. On a, vu les prop.8.4.7 et 7.2.4, P,(W,) —, « et, pour
7w # p, Pr(W,,) —, 1. On a construit un test consistant de niveau asymptotique «
(def.8.4.4) de Hyp : m = p contre Hy; m # p.

Ce test est susceptible de nombreuses généralisations pour lesquelles nous ren-
voyons aux ouvrages spécialisés. Par exemple, soit Xq,..., X, un échantillon d’une
loi p inconnue sur (F, £). On veut tester u = pg contre p # po, po probabilité donnée.
On peut partager E en r ensembles disjoints Ej, ..., E, d’union E (on a intérét a
choisir pig(E;) voisin de 1) et tester a I'aide du test précédent Hy : u(E;) = po(Ej)
pour j =1,...,r contre Hy : pu(E;) # po(E;) pour au moins un j.
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Annexe A

Index des notations

1.2.3 renvoie chapitre 1, section 2, sous-section 3.

AT (A matrice) 4.5.1 . FP(X) 6.2.1
14 3.15
A€ 1.1.2 go(z) 5.1.2
gy 2.3.1
B(n,p) 2.2.5 G(a,c) 4.3.1
B3.2.2 G(a) 2.2.5
[B], bB, BT 3.1.5
B(R) 3.1.2 h.u 3.4.3
B(R) 3.1.2
B(RT) 3.1.2 J(¢) 4.6.2
Bi® By 3.5.1
K(X) 4.5.3
Cp 3.5.5
Cy 7.1 limsup A, 4.1.3

Cy 3.5.5 limsup f, 3.1.4
O 3.5.5 liminf f, 3.1.4
Cov(X,Y) 4.4.3 LP, Lfé 3.3.5
LZ 4.5.1
E 4.2.3 L(x;0) 8.2.7
Ey 8.1.4 LP 3.3.5
e.s.b. 8.2.1
e.s.b.v.m. 8.2.1 M} 8.1.3
eBt 3.1.5 My 7.1
My 5.1.2

F, 4.32



Index des notations

Ni(m,o?) 4.3.1
Ny(m,K) 5.3.1

p.p. 3.2.2

p-s. 3.2.2, 4.1.1
P(A) 2.2.5

s, Sp 8.1.3

tn, 8.4.3

U.P.P.S.B. 84.1

v.a. 4.2.1
v.a.r. 4.2.1

X, X, 813
{X eT}4.22

(X, A, (Pg)oeo) 8.1.4

T'(a) 4.3.1

dq 3.2.1

i 5.1.2

ty 4.2.2

H1 ® pe 3.5.1
pwxv 3.5.4
p(X,Y) 4.4.4

o(C) 3.1.1
o(fi,iel)3.1.5

¢y 5.2.1
X2 8.4.3
(Q,AP) 4.1.1
0A 7.1.2
< 3.4.3

']y 6-1.1



Annexe B

Index des termes

1.2.3 renvoie chapitre 1, section 2, sous-section 3.

absolument continue (mesure) 3.4.2
adéquation (test d’) 8.4.4

algebre (d’ensembles) 3.1.1

algebre (de fonctions) 3.5.5

convergence en probabilité 6.1.1
convergence étroite 7.1.1

convergence monotone (théoreme de) 3.3.3
convergence presque sure 6.1.1
convolution (produit de) 3.5.4

Bayes (formule de) 1.3.1 corrélation (coefficient de) 4.4.4
Beppo-Levi (théoreme de) 3.3.3 covariance 4.4.3

Bernouilli (v.a. de) 2.2.5 covariance (matrice de) 4.5.3
Bienaimé-Tchebychev (inégalité de) 4.2.4  critere des trois séries 6.5.2
binomiale (loi) 1.2.5
Borel-Cantelli (lemme de) 4.1.3

borélienne (tribu) 3.1.2

densité de probabilité 4.3.1
dérivation sous le signe [ 3.3.3
Dirac (mesure de) 3.2.1
caractéristique (fonction) 5.2.1

Cauchy (loi de) 4.3.1

centrée (v.a.) 4.2.4

centrée réduite (v.a.) 4.2.4
chi-carré (loi du) 8.4.3
conditionnelle (densité) 4.7.3

conditionnelle (espérance) 4.7.1, 4.7.3

conditionnelle (loi) 4.7.1, 4.7.3

conditionnelle (probabilité) 1.3.1, 4.1.2
consistante (suite d’estimateurs) 8.2.5

convergence dans LP 6.1.1
convergence en loi 7.2.1

échantillon avec répétition 1.2.2
échantillon (d’une loi) 8.1.1
échantillon sans répétition 1.2.1
espace de probabilité 4.1.1
espace mesurable 3.1.1

espace mesuré 3.2.1

espérance 2.2.3, 4.2.3
estimateur 8.2

étagée (fonction) 3.1.5
événement 4.1.1
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Index des termes

famille sommable 2.1
Fatou (lemme de) 3.3.3
Fubini (théoreme de) 3.5.1

gamma (fonction) 4.3.1

gamma (loi) 4.3.1

Gauss (loi de) 4.3.1

géométrique (loi) 2.2.5
Glivenko-Cantelli (théoréeme de) 8.1.2

Holder (inégalité de) 3.3.5
hypergéométrique (loi) 1.2.4

indépendance (événements) 1.3.2, 4.3.2
indépendance (variables aléatoires) 4.4.1
indicatrice (fonction) 3.1.5

intervalle de confiance 8.3.1

Jensen (inégalité de) 4.2.4

Kolmogorov (inégalité de) 6.3.2
Kronecker (lemme de) 6.3.4

Laplace (loi de) 4.3.1

Lebesgue (mesure de) 3.2.3, 3.5.3
Lebesgue-mesurable 3.2.3

Lebesgue (théoréme de) 3.3.3, 3.5.3
Levy (théoréme de) 7.2.5

limite centrale (théoreme de la) 7.3.1
loi (d’une variable aléatoire) 4.2.2
loi des grands nombres 6.4.1

loi 0-1 6.2.2

Markov (inégalité de) 4.2.4
maximum de vraisemblance 8.2.7
mesurable (application) 3.1.2
mesure 3.2.1

mesure bornée 3.2.1

mesure de densité h 3.4.2
mesure o-finie 3.2.1
Minkowski(inégalité de) 3.3.5
modele statistique 8.1.4
moments 2.2.4, 4.2.4

moments empiriques 8.1.3
moyenne 4.2.4

moyenne empirique 8.1.3
Monte-Carlo (méthode de) 6.4.3

négligeable (ensemble) 3.2.2, 4.1.1
Neyman-Pearson (lemme de) 8.4.2
niveau (d’un intervalle de confiance) 8.3.1
niveau (d’un test) 8.4.1
nombres au hasard 4.8.1, 6.4.2
normale (loi) 4.3.1

pivotale (fonction) 8.3.2
Poisson (loi de) 2.2.5
presque partout 3.2.2
presque strement 3.2.2, 4.1.1
probabilité 3.2.1

puissance (fonction) 8.4.1

Radon-Nikodym (théoreme de) 3.4.2
région critique 8.4.1

rejet (méthode de) 4.8.4

répartition (fonction de) 4.3.2
répartition empirique 8.1.1

répartition empirique (fonction de) 8.1.2
risque quadratique 8.2.1

sans biais (estimateur) 8.2.1

sans biais (test) 8.4.1

Schwarz (inégalité de) 3.3.5
sommation par paquets 2.1.5
sous-population 1.2.3

statistique 8.1.4

Stone-Weierstrass (théoreme de) 3.5.5
Student (loi de) 8.4.3

test 8.4.1

totale (partie) 3.5.5
transformée de Fourier 5.1.2
tribu 3.1.1

tribu asymptotique 6.2.1
tribu engendrée 3.1.1, 3.1.6

uniforme (loi) 4.3.1

variable aléatoire 4.2.1

variance 2.2.4, 4.2.4

variance empirique 8.1.3

vecteur aléatoire 4.5.2

vecteur gaussien 5.3.1
vraisemblance (fonction de) 8.2.7
vraisemblance (équation de) 8.2.7



