Correction de 'exercice 31 : simulation par la méthode
d’inversion

MDI 101 - Probabilités - Groupe 5

1. Pour comprendre a quoi correspond F );1 il faut faire le dessin d’une fonction de répartition
présentant des plateaux et des sauts. Montrons que pour tout u € [0, 1] et tout = € R,

Fil(u) <z <= u < Fx(2).

Soit A={yeR: Fx(y) > u}.
— Montrons d’abord que
A= [Fx'(u), +oo.

Comme F est croissante, y € A et z > y implique Fx(z) > Fx(y) > u et donc z € A; il existe
par conséquent ¢ € R tel que soit A = [t, +00[, soit A =]t, +oo[. Comme F est continue & droite,
F(t) = lim, .+ F(y) > u donc t € A. Ainsi, A = [t,+o0[, et Fy'(u) =inf A =¢.

~ Si Fx'(u) < z, alors vue la forme de A on a x € A et donc Fx () > u;

— Siu < Fx(x), alors z € A et donc x > inf A = F'(u).

La conclusion est trés facile : si U suit une loi uniforme sur [0,1] et si ¥ = F);l(U), pour tout

z€Rona:
Fy(x) = B(F5'(U) < a) = P(U < Fx () = Fx(a),

donc Y a méme loi que X.

2. La loi exponentielle de parametre A a pour fonction de répartition F : & — 1 — e~ sur R, d’ou
Fil(y) = —1log(1 — y). Ainsi, pour simuler une variable X ~ £()) & partir d’une variable U
uniforme sur [0, 1], il suffit de prendre X = —log(1 — U)/X ou méme

Y = log(U),

qui a méme loi puisque U et 1 — U ont méme loi.

3. La loi de Cauchy a pour densité f(z) = (7r(1 + xQ))fl, donc pour fonction de répartition

F(x) = /I _ % (arctan(x) + g) .

—oo (1 +27)

F;%x)mn<w<y;>).

Noter que la loi de Cauchy, bien que symétrique autour de 0, n’a pas d’espérance.
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