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#® 2004: Redondance de l'algorithme CTW sur les
processus de renouvellement.

#® 2005: Consistance de I'estimateur BIC illimité pour
I'identification de VLMC.

#® 2006: Une nouvelle borne inférieure pour la
redondance maximin de motifs.

#» 2006: Estimation d’ordre pour les HMM a émission
infinie (avec A. Chambaz et E. Gassiat).

#® 2006: Codage universel sur les alphabets infinis et

classes enveloppes (avec S. Boucheron et E. Gassiat). |



I Plan de I’exposé

» Présentation des problemes et modeles
» Théorie de l'information et principe MDL
o Estimateur d'arbre de contexte

o Estimateurs d’ordre de HMM
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I Chaines de Markov cachées

» chaque état caché a une loi d’émission differente.
P on passe d’'un état caché a I'autre par un processus markovien.

P 2 chaque étape, on émet un caractére.

— on veut estimer l'ordre = le nb d’états cachés
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Sources a.arbre de contexte

Définition informelle : Une source a arbre de contexte (ou VLMC : Variable Length
Markov Chain) est une chaine de Markov dont I'ordre peut dépendre du passé.

T = {1, 10, 100,000}

2/3,1/3
P(X{ =00110/X°, = 10) ( )

= P(X1 =0|X%, =10)

X  P(X2 =0|X1, =100)

x  P(Xs=1]X%, =1000)

x  P(X4=1|X3, =10001)
X  P(X5=0|X*, =100011)

Une source a arbre de contexte est paramétrée par :

Al
@T: {( i,,giéw) SET,Z@fl}
1=1

(3/4, 1/4)

(175, 4/5) (173, 2/3)
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VLMC versus Chaines de Markov

e Une source a ar- ( p(.0) \
bre de contexte fini p(]0)
de profondeur d est = M =

une chaine de Markov 7 \, p(-[01)
d’ordre d. K p(-|11) )
e Une chaine de Markov

d’ordre r est une source ( p (.|000) \

a arbre de contexte cor- p (.|100) N

respondant a un arbre M =
complet de profondeur

- \ p(.‘.lll) )

—> Beaucoup p|US flexible : grand nombre de modéles par dimension

p(1000)  p(.1100) p(.1010) p(1110) p(.1001) p(.1101) p(I011) pCIL11)

dim © 1 2 3 4 5 6 7 8 ... 16
Markov(ordre) | (01 (1)1 o @1 o o0 o 1 ... (4)1
VLMC 1 1 2 5 14 42 132 429 ... 9.694.845




I Choix de modele

A partir des observations. .. ...on doit retrouver le modeéle
1 53 86 941 2 ... = HMMakétats cachés.
11000110100001 N

N— N~ @

1 4 1 2 5 =

#® Nos estimateurs dérivent du principe MDL.

#® Pour montrer leur consistance, on utilise des inégalités
de meélange. |
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I Codage Source

ATCAGAATC = [0I0II000NDDNDI0

compression sans perte
Winzip, compress, etc.

But : minimiser la longueur /

de code




I Codage Source : modele de Shanno

Source P

—_— T S—2
N T T AT B R T o
1

Gudeﬁ A ->{0,1)

ATCAGAATC e 3111111

message X' (n=9) compression sans perte

LOVUAREYE SLF L a]phﬂbﬁt A

J00Hoonoio

mot de code

g.(x;)

Winzip, compress, etc.

pi

But : minimiser la longueur
de code moyenne

Epll#.(x)I]




Entropie

® Théoreme de Shannon ('48) :

Ep [|6n (z)[] = Hn(P) = Ep [ log P(X])],

et il existe un code qui atteint la borne (a 1 pres).

&» Quand n augmente, %Hn (P) — H(IP) = taux entropique de la source P = nb de
bits nécessaires au codage de chaque symbole emis.

O négalité de Kraft : A tout code ¢, on peut associer la (sous-) probabilité ¢, sur A™ :
gn(-) = o= lén ()|
Réciproquement, le codage arithmétique associe a ¢,, € 91y (1) le code ¢, 1q :

[Pn ()] = —loggn(-) (+C'te).
Retenir que — log g» (z) = longueur de code

® Rq: théoreme de Shannon = “la meilleur loi de codage est g, (-) = P(XP = -)".




Codage universel

® Codeur et décodeur connaissent juste le modeéle de la source :
PEM:{PQZHEG)}
Exemples de modeles : processus i.i.d, chaines de Markov d’ordre k, VLMC, HMM
a k etats caches. ..

® | faut une seule loi de codage ¢,, pour toutes les sources Py (6 € ©) redondance :

R(Gn, 0) = B, [[¢n(X)[] — Ha(Po) = K L(P}q,.)

information de Kullback-Leibler entre |la source P et la loi de codage g, .

1. Codage deux temps : transmettre 6 (X7, puis ¢; (X7').

Ex: modéle sans mémoire, message ! = AATCGTA = on envoie (3,1,2,1)

puis le code de z avec la proba de codage (2,1, 2, 2).

“logn — log Py(x7).

—> Longueur de code :

2. Mélange : on ChOISI’[qn ng 1 = )V(d@).



Redondance minimax

® [universalité du codeur ¢,, est mesurée par la redondance dans le pire des cas, et
la meilleure possible est la redondance minimax

Rp (M) = inf sup Ry, (qn,0)
dn 9cO

® Th. minimax [Sion -Haussler] :
la redondance minimax est atteinte par un mélange q,,(-) = [ Pp (X7 = - )v(d0).

® Th. [Rissanen '84, etc.] : pour les modéles M paramétriques de dimension d,

d
Rp (M) ~ 5 logn

® — Deuxnotions de longueur de code optimale pour le message = dans M:
® —log Py(xT) + % log n bits, et
® —loggM(z}) bits, ou ¢! = mélange minimax dans M.



Principe MDL

“Choisis le modéle qui donne /a plus courte description des données’

® Pour utiliser ce principe, il faut une notion objective de “plus courte description des
données” dans un modele : 'approche minimax la fournit.

longueur de description objective = celle donnée par un codeur minimax.
® Estimateur “deux temps” : arg min, inf pe v, — log P (33?) + dlm2M“' logn
coincide avec un estimateur du maximum de vraisemblance pénalisé avec une
pénalité BIC.

® Estimateur “mélange” : arg min; — log f9€@¢ Py () v; (dF) .
® | es estimateurs BIC sont souvent consistants, alors les estimateurs de mélanges
ont parfois besoin d’étre pénalisés un peu.

® C'estune heuristique : il faut dans chaque cas prouver qu’elle donne un
estimateur consistant, notamment grace a des inégalités de mélange.
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Estimateurs BIC et KT

|A]
Or = {(91 fA|) s €T, Y 05 = 1} — dimension du modeéle = |T| (|A| — 1).
=1

® Estimateur BIC : maximum de vraisemblance pénalisé

1A= 1)
2

Tgrc = arg min — logﬁ;(a:"f) — log n.
T

® Estimateur de mélange vt = produit de Dirichlet (1/2) (un par feuille)

Thix = arg min — log Pr(z7)dvr(0).
TeN or

® |y a un nombre exponentiel de modéles par dimension.



Consistance

® Théoréme [Csiszar& Shields *00]: 7, n'est pas consistant : il n’arrive pas a
reconnaitre B ().

B Théoréeme [Csiszar& Talata *04]: Si 'on restreint la minimisation aux arbres de
profondeur plus petite que D(n) = o(logn), alors presque sirement a partir d’un
certain rang :

Tsic<p = Tmix<p = To-

® Théoreme [G.’05]: 131 est consistant car presque s(rement, a partir d’un certain
rang, il est de taille majorée par

. logn
TBIC| =0 :
log loglogn

+ Algorithme séquentiel linéaire pour calculer les estimateurs illimités T and
T, grace aux arbres compacts de suffixes.

® | apreuve s’appuie sur des inégalités de mélanges pour VLMC.
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Parameétrisation du modele

Modele My (k € N) = ensemble des HMM a k états cachés parameétré par
k
@k: (pjj/)lgj,j/gk . Zp]j/ =1 {m ml,...,mk)ERk}

® ) estla matrice de transition de la CdM cachée

® 1, la moyenne des émissions de I'état ;

dim©y = k(k —1) + k = k?

Cas poissonnien :  conditionnellementa Z,, = j, Xn ~ P(m;).
Cas gaussien : conditionnellementa Z,, = j, Xn, ~ N (m;,0?), o2 fixé mais inconnu.

Réfs pour les alphabets finis : MV pénalisé [Finesso '91, Kieffer 93], procédures bayési-

ennes [Liu-Narayan '94], étude conjointe [Gassiat-Boucheron "03].



Deux estimateurs d’ordre

e Maximum de vraisemblance pénalisé :

karr, = arg min — log pr(z7) + pen(n, k).
keN

e Mélange qu :

karx = arg min — log g (1) + pen(n, k).
keN

°

BIC: pen(n, k) = £ logn, trés difficile 2 étudier.

°

Cas gaussien : on pert l'interprétation en termes de codage, mais on n’a besoin
que d’'inégalités de mélange !

® On pénalise aussi le mélange - c’est souvent nécessaire, cf. B (1/2) pour les
VLMC.



Mélange dans M,

Le mélange ¢* est obtenu avec le prior v}, sur ©y, tel que, pour un certain 7 > 0, on ait
SOuS v -

® et m sontindépendantes,

B |a distribution initiale p >, = 1/k pour tout 5/ < k est déterministe,

B lesvecteurs (p;;s : j/ < k) (j < k) sont indépendants et suivent une loi de
Dirichlet de parametre (1/2,.. 1/2)

les moyennes msy,...,mg Sont indépendantes,
identiquement distribuées selon la loi normale No -~ . |
dans le cas gaussien, et avec la loi Gamma(r, 1/2)
dans le cas poissonnien.

— on utllise des priors conjugués, avec des parametres inspirés des mélanges de

Krichevsky-Trofimov qui sont optimaux pour les alphabets finis.



Inégalités de mélange et consistance

9

Inégalités de mélange :

Poisson : 0 < supgcg, logPy(XT) — log gk (X7) < % logn + k7 X(,,) + ckn-
2

Gauss : 0 < supgeo, log fo(XT') —log gk (X7') < £-logn + 2%|X|%n) + djp -

Skn = Den + k(k+ 1)pnlogn  dans le cas gaussien, et

Posons
Sin = Ern + k(k + 1)% dans le cas poissonien.
Si
i 2+«
pen(n, k) = 3 , —— logn + Cin + Skn,
=1

alors presque s(rement & partir d’un certain rang on a ks, = ko.

Si
k—1

pen(n, k) = Z

(=1

2+«

logn + Sin,

alors presque sUrement a partir d’'un certain rang on a krirx = ko.



Remarques sur la preuve

On a besoin de pénaliser plus que BIC, a cause des maxima et de |la technique de
preuve.

Comportements différents des maxima : dans le cas Poissonnien

X(n) = o(logn), dans le cas Gaussien \X|?n) = O (logn).

Preuves “imbriquées” : méme pour k,,, on utilise les inégalités de mélange.
La sous-estimation est facile a éviter, pas la sur-estimation !

Pour des mélanges gaussiens et poissonniens (états cachés iid), on peut faire la
méme chose en remplacant le nombre de degrés de liberté k2 par 2k — 1.

Avantage : pas besoin de borne a priori sur 'ordre ni sur les parametres des lois
d’émission.

Inconvénient : en pratique la vraisemblance n’est pas facile a maximiser —-
algorithme EM.
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