
Bord de Martin du groupe de Heisenberg pour
la mesure Nord-est

Axel Péneau

22 septembre 2021

Table des matières
1 Introduction 2

1.1 La marche Nord-Est dans le groupe de Heisenberg . . . . . . . . 2
1.2 Bord de Martin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3 Résultats et conjectures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2 Notion de quasi-fonction 5
2.1 L’ensemble des quasi-fonctions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2 Structure convexe de l’ensemble des quasi-fonctions . . . . . . . . 7
2.3 Exemples de quasi-fonctions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3 Bord de Martin et bord de Martin minimal 16
3.1 Chaînes de Markov et fonctions harmoniques . . . . . . . . . . . 16
3.2 Compactification de Martin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.3 Bord de Martin minimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.4 Vision en terme de H-process . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4 Le groupe de Heisenberg 24
4.1 Fonction de partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
4.2 Mesure Nord-Est . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.3 Cas Abélien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.4 Les comportements finis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.5 Quand aucune coordonnée n’est bornée . . . . . . . . . . . . . . 31
4.6 Méthode heuristique d’estimation de p . . . . . . . . . . . . . . . 33

Remerciements
Je tiens tout d’abord à remercier mon directeur de stage, Sébastien Gouëzel

pour m’avoir expliqué de manière très claire tous les outils mathématiques avec
lesquels je n’étais pas familier et pour s’être rendu très disponible malgré la
situation difficile. Il a su me remettre les idées en place quand j’avais du mal à
comprendre ce que je faisais.

1



Je tiens aussi à remercier tous les doctorants de l’IRMAR et autres membres
du laboratoire qui m’ont bien accueilli pendant ce stage, et particulièrement
Victor, Lucien et Titouan pour m’avoir invité à parler de marches aléatoires
dans les groupes au séminaire des doctorants.

Je remercie aussi mes parents chez qui j’ai travaillé pendant une bonne partie
de mon stage.

Enfin je remercie l’équipe administrative et les professeurs de l’ENS de Lyon
qui ont été très patients malgré le fait que je n’envoyais jamais les bons papiers
au bon moment.

1 Introduction

1.1 La marche Nord-Est dans le groupe de Heisenberg
Soit Γ le groupe de Heisenberg discret en dimension 3, c’est à dire le groupe

des matrices triangulaires supérieures à coefficients entiers et à diagonale uni-
taire

Γ “

$

&

%

¨

˝

1 x z
0 1 y
0 0 1

˛

‚;x, y, z P Z

,

.

-

“ NpZ3q

Le but de ce travail est de décrire le Bord de Martin de Γ pour la mesure
Nord-est qui charge uniformément a et b avec :

a :“

¨

˝

1 1 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚ et b :“

¨

˝

1 0 0
0 1 1
0 0 1

˛

‚

Pour simplifier les notations, on notera

γ “ pxγ , yγ , zγq :“

¨

˝

1 xγ zγ
0 1 yγ
0 0 1

˛

‚

On sait d’après [1] que les fonctions harmoniques minimales finies de Γ pour
la mesure nord-est sont d’une des trois formes suivantes :

1. h est un caractère harmonique hpx, y, zq “ rxsy avec r ` s “ 1.
2. h est de la forme hpγq “ p1pγ0γ

´1q avec γ0 P Γ.
3. h est de la forme hpγq “ p1 ˝ Ipγ0γ

´1q avec γ0 P Γ.
où Ipx, y, zq “ py, x, xy ´ zq et p1px, y, zq “ pypzq dénombre le nombre de

partition de z comme somme de y entiers positifs.

1.2 Bord de Martin
On commence par définir le Bord de Martin pour un ensemble dénombrable

X avec une chaîne de Markov irréductible p. Pour ça, on commence par définir
la compactification de Martin en envoyant le groupe G dans l’ensemble des
fonctions sur-harmoniques à l’aide des fonctions de Green.
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Définition 1.1 (Noyau de Green). Soit x, y P X, soit pxnq P X une marche aléa-
toire qui suit p et telle que x0 “ x, on définit le noyau de Green G : X2 Ñ r0,`8s

Gpx, yq :“ EpCardtn P N;xn “ yuq

Définition 1.2 (Fonction de Green). On dit qu’une fonction f : X Ñ R est
une fonction de Green si il existe y P X et λ ą 0 tels que fpxq “ λGpx, yq, on
appelle y le point base de f .

Dans le cas où la chaîne de Markov p est irréductible on a le Lemme suivant
qui nous garanti que l’on peut compactifier l’ensemble des fonctions de Green :

Lemme 1.3. Si la chaîne de Markov p est irréductible alors toute fonction
p-sur-harmonique positive h vérifie : @x, y P X,hpyqGpx, yq ď hpxqGpy, yq

Corollaire 1.4. L’ensemble des fonctions sur-harmoniques qui valent 1 en un
point fixe x0 P X est compact et intersecte toutes les classes de proportionnalité
de fonctions sur-harmoniques positives, sauf la classe nulle.

On définit ensuite la compactification de Martin de pX, pq relativement au
point x0 comme suit :

Définition 1.5 (Bord de Martin). On dit qu’une fonction f : X Ñ R` est
dans le bord de Martin de X si f est une limite simple de fonctions de Green
qui valent 1 en x0 et si f n’est pas elle-même un noyau de Green, on note alors
f P BX.

Proposition 1.6. Les fonctions du bord de Martin sont p-harmoniques, c’est
à dire que si f P BΓ alors pour tout x P X, on a :

fpxq “
ÿ

yPX

ppx, yqfpyq.

Le Théorème de représentation de Martin tel qu’il est énoncé dans [5] (page
14) nous dit que si p est transiente et irréductible alors toute fonction har-
monique h est une moyenne de fonctions du bord de Martin pour une certaine
mesure νh sur BX. En particulier les fonctions harmoniques minimales sont dans
le bord de Martin, et on appelle bord de Martin minimal l’ensemble des fonc-
tions harmoniques minimales. On dit qu’une fonction harmonique positive h est
minimale si toute fonction harmonique 0 ď h1 ď h est proportionnelle à h.

Le premier problème qu’on rencontre avec l’étude de la marche Nord-Est
dans le groupe de Heisenberg est que la marche n’est pas irréductible, la défi-
nition même de la compactification de Martin n’est alors plus une compactifi-
cation car l’ensemble des fonctions super-harmoniques qui valent 1 en x0 n’est
pas compact.

On a donc besoin d’une définition alternative de la compactification de Mar-
tin qui prend en compte les marches non irréductibles La définition du bord
de martin proposée dans ce rapport se base sur le fait que la classe de pro-
portionnalité d’une fonction positive f : X Ñ R` ne dépend que du support
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de f ; Supppfq :“ tx P X, fpxq ‰ 0u et du rapport fpyq
fpxq pour x, y P Supppfq,

on peut alors compactifier l’ensemble des fonctions sur-harmoniques pour la
topologie de convergence simple dans r0,`8sX

2

, on appelle quasi-fonctions les
limites de classes d’équivalence de fonctions positives. Ces quasi-fonctions super-
harmoniques nous permettent de définir le bord de Martin dans le cas général
d’une chaîne de Markov non irréductible.

1.3 Résultats et conjectures
Le premier résultat que l’on montre est qu’avec la définition en terme de

quasi-fonctions, le Bord de Martin minimal est bien inclu dans le bord de Martin,
ce qui garanti qu’on a une définition cohérente

En utilisant la loi des grands nombres, on décrit ensuite le bord de Martin
du groupe Z2 pour une marche non irréductible, on rappelle que le théorème
de Choquet-Deny nous dit que toute fonction harmonique extrémale dans un
groupe Abélien est un caractère. Ici, on rajoute les quasi-fonctions infinies et on
démontre une version alternative du théorème de Choquet-Deny :

Theorem 1.7 (Choquet-Deny). Le Bord de Martin de Z2 pour la mesure Nord-
Est est composé des caractères harmoniques, c’est à dire les quasi-fonctions de
type

χr : pγ1, γ2q ÞÑ rxγ2´xγ1 p2´ rqyγ2´yγ1

des semi-caractères, c’est-à-dire χ0 restreint à un support de type rr´8, x0ssˆZ
et χ2 restreint à un support de type Zˆ rr´8, y0ss, et enfin de la quasi-fonction
nulle (c’est-à-dire à support vide).

On donne ensuite une description complète du bord de Martin du groupe de
Heisenberg pour la mesure Nord-Est.

Theorem 1.8. Le bord de Martin du groupe de Heisenberg pour la mesure
Nord-Est est égal à son bord de Martin minimal.

La preuve est incomplète car on admet sans preuve la log-concavité de la
fonction de partition.

Ce théorème est inattendu car le bord de Martin du groupe de Heisenberg
continu décrit dans [3] est homéomorphe à un disque de dimension 2 dont le
bord de dimension 1 est le bord de Martin Minimal. En effet, les noyaux de
Green ne sont pas log-concaves partout. On pourrait continuer ce travail en
utilisant les outils développés dans [2] pour démontrer la conjecture suivante :

Conjecture 1.9. Soit µ une mesure sur Γ dont le support fini S engendre Γ,
alors le bord de Martin de Γ pour la mesure µ est égal au bord de Martin
minimal si et seulement si le cône engendré par S dans R2 est différent de R2.

On définit le cône engendré par S comme l’ensemble des combinaisons li-
néaires à coefficients positifs d’éléments de tpxs, ysq|s P Su. L’intuition de ce
résultat vient de la vision des points du bord de martin comme les solution d’un
problème de minimisation d’entropie.
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2 Notion de quasi-fonction
Dans cette section, X désigne un ensemble dénombrable muni de la topologie

discrète. On commence par construire une compactification de l’ensemble des
classes de proportionnalité de fonctions réelles positives d’un espace X par la
relation de proportionnalité. La stratégie adoptée dans cette partie sera de voire
les classes de proportionnalité comme des éléments de r0,`8sX

2

et de prendre
leur adhérence. On utilisera la notion de produit usuel sur r0,`8r en ajoutant
les conventions suivantes :

1. Soit x Ps0,`8s, on pose `8ˆ x “ `8
2. On dit qu’un produit fini est une forme indéterminée si 0 et 8 appa-

raissent au moins une fois chacun dans ses facteurs.
Pour rendre l’intervalle r0,`8s compact, on utilisera la distance d qui est le tiré
en arrière de la distance usuelle sur r0, 1s par la fonction tangente hyperbolique :
dpx, yq :“ tanhpxq ´ tanhpyq.

2.1 L’ensemble des quasi-fonctions
Définition 2.1 (espace des quasi-fonctions). Soit X un ensemble au plus dé-
nombrable. On note E l’ensemble des quasi fonctions réelles positives sur X
définit comme suit :

E Ă r0,`8sX
2

ˆ PpXq

Pour tout f “ pQ,Sq P, r0,`8sX
2

ˆPpXq, f P E si et seulement si f vérifie les
relations suivantes :

1. Annulation hors du support : si x R S ou y R S, alors Qpx, yq “ 0

2. transitivité : @x, y, z P S la quantité Qpx, yqQpy, zqQpz, xq est soit égale
à 1 soit une forme indéterminée.

Soit µ une loi de probabilité à support total sur X, on définit une métrique sur
E de la manière suivante : Soit F,G P E, on note :

dpF,Gq “
ÿ

x,yPX

| tanhpF px, yqq ´ tanhpGpx, yqq|µpxqµpyq

Si F “ pQ,Sq P E on notera SupppF q “ S et @x P S, Qpx, yq “ Fxpyq “
F px, yq, on dit que F est finie si Q ne prend jamais la valeur `8.

Proposition 2.2. L’espace des quasi-fonctions ainsi défini est compact.

L’ensemble E est fermé dans r0,`8sX
2

.

Démonstration.

Remarque 2.3. On peut définir E comme une partie de C0pX2, r0,`8sq car
S est tout simplement l’ensemble des points tels que Qpx, xq “ 1. Cependant il
est important de distinguer les fonctions ayant un niveau nul de celles ayant un
niveau minimal non nul.
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On peut bien sûr composer les quasi-fonctions à droite par des fonctions.

Définition 2.4 (Composition). Soit F une quasi-fonction sur X et φ : Y Ñ X
une application continue, on note pour tout x, y P y F ˝φpx, yq “ F pφpxq, φpyqq

La proposition suivante ne sera pas très utile dans la suite mais elle nous as-
sure que l’on a bien la bonne définition de quasi-fonction, on pourrait se conten-
ter de définir une notion de suite de Cauchy sur les classes de proportionnalité
et compactifier.

Proposition 2.5. Soit f P RX` , on note Ipfq “ pQ,Sq P E la quasi fonction
définie par S “ tx P X; fpxq ą 0u et pour tout x, y P S, Qpx, yq “ fpyq

fpxq si
x P S et Qpx, yq “ 0 si x R S. La fonction I : RX` Ñ E a pour fibre les classes
d’équivalence pour la relation de proportionnalité et son image est dense.

Remarque 2.6. Pour toute quasi-fonction F P impIq, F est finie et pour tout
x P SupppF q, Fx est dans la fibre I´1pF q.

Affin de prouver la proposition 2.5, on va avoir besoin du lemme suivant
qui permet de découper X en niveaux sur lesquels F peut être vue comme une
fonction réelle finie.

Définition 2.7 (niveau). Soit F P E, et x, y P X on note x ďF y si F px, yq ą 0
ou si x R SupppF q, cette relation est transitive et totale et on note x „F y
si x ďF y et y ďF x. On appelle les classes d’équivalence de „F les ni-
veaux de F , on appelle niveau nul le niveau XzSupppF q. Soit x P X, on
note NF pxq “ ty P X|0 ă F py, xq ă 8u le niveau de x poyr F , on note ensuite
MF pxq “ ty P X|F px, yq “ 8u l’amont de x et V F pxq “ ty P X,F px, yq “ 0u
l’aval de x.

Lemme 2.8. Pour toute quasi-fonction F P E, il existe une application stric-
tement croissante pour ďF que l’on note α : X Ñs0, 1r.

Démonstration. Comme X est dénombrable, il n’y a qu’un ensemble dénom-
brable de niveaux, on peut donc créer α par récurrence, on suppose qu’on a
défini α sur un ensemble K P X qui est une union finie de niveaux, on veut
définir α sur un niveau N “ NF pzq de F qui n’est pas dans K, αpKq est
une partie finie de s0, 1r, on note k son cardinal et on numérote ses éléments
αpKq “ tα1, . . . , αku avec α0 “ 0 ă α1 ă ¨ ¨ ¨ ă αk ă 1 “ αk`1, on note ensuite
0 ď n ď k ` 1 le plus grand entier tel que α´1pαnq Ă V F pzq on note ensuite
@z1 P Npzq, αpz1q :“ αn`αn`1

2 .

Preuve de 2.5. Soit f, f 1 P RX` deux fonctions proportionnelles, c’est-à-dire qu’il
existe une constante 0 ă λ ă 8 telle que f 1 “ λf alors f 1 et f s’annulent sur le
même ensemble et pour tout couple x, y on a fpxq

fpyq “
f 1pxq
f 1pyq donc Ipfq “ Ipf 1q.

On suppose maintenant seulement Ipfq “ Ipf 1q “ pQ,Sq, montrons que f
et f 1 sont proportionnelles, si f et f 1 ne sont pas toutes les deux nulles. Soit
x P S alors fpxq ‰ 0 et f 1pxq ‰ 0, on note λ “ f 1pxq

fpxq alors pour tout y, on a
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f 1pyq “ Qpx, yqf 1pxq “ fpyqλ donc f 1 “ λf .
Montrons maintenant que l’image de I est dense, Soit F P E, on cherche une
suite de fonctions fn telle que fn Ñ F . On prend α : X Ñ r0, 1s croissante
pour ďF (α existe d’après 2.8) et on utilise une projection r : X Ñ X qui
pour chaque niveau de F choisit un représentant, autrement dit r˚p“q “„F et
r ˝ r “ r. On définit ensuite :

fnpxq “ 1SupppF qn
αpxqF prpxq, xq.

On a alors Supppfnq “ Supppfq et pour x, y P SupppF q, si 0 ă F px, yq ă 8

alors on a @n, F px, yq “ fnpyq
fnpxq

, si F px, yq “ 0 alors αpyq ą αpxq et donc :

fnpxq

fnpyq
“ F prpxq, xqF py, rpyqqnαpxq´αpyq Ñ 0

si F px, yq “ 8, c’est pareil en échangeant x et y.

2.2 Structure convexe de l’ensemble des quasi-fonctions
Le principal problème que l’on rencontre avec les quasi-fonctions est que E ne

peut pas être vu comme une partie d’un espace vectoriel, par contre l’ensemble
des quasi-fonctions finies peut être vu comme une partie de l’espace des demi-
droites RX` {R˚`, sur lequel on a une notion de segment et d’enveloppe convexe
bien définie, la proposition 2.11 nous garanti que cette notion passe bien à la
limite et nous donne la définition de segment suivante :

Définition 2.9 (Segment). Soit G,H P E, on dit que F P E est dans le segment
rG,Hs, et on note F P rG,Hs si F “ G, si F “ H ou si toutes les conditions
suivantes sont vérifiées :

1. SupppF q “ SupppHq Y SupppGq
2. Pour tout x P SupppHqXSupppGq, on est dans un des trois cas suivants

$

’

&

’

%

Dtx Ps0, 1r, Fx “ txGx ` p1´ txqHx

Fx ě Gx et Fxpyq “ Gxpyq quand Hxpyq ă 8

Fx ě Hx et Fxpyq “ Hxpyq quand Gxpyq ă 8

3. @x, y P SupppHqzSupppGq, Fxpyq “ Hxpyq

4. @x P SupppHqzSupppGq, Fx ě Hx

5. @x, y P SupppGqzSupppHq, Fxpyq “ Gxpyq

6. @x P SupppGqzSupppHq, Fx ě Gx

Cette définition peut être exprimée de manière beaucoup plus simple en
disant que l’ensemble :

RE :“
 

pF,G,Hq P E3
ˇ

ˇF P rG,Hs
(

est défini comme RE “ adhpIpRqq où R Ă pRX` q3 est défini comme :

R :“
 

ptg ` p1´ tqh, g, hq
ˇ

ˇt P r0, 1s, g, h P RX`
(
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Remarque 2.10. Le segment rG,Hs n’est pas toujours homéomorphe à l’in-
tervalle r0, 1s, par exemple pour toute quasi-fonction non nulle G, on a r0, Gs “
t0, Gu, si G et H on un nombre fini de niveaux, rG,Hs est homéomorphe à un
CW-complexe de dimension finie, en général c’est un CW-complexe.

Proposition 2.11. Soit F,G,H P E toutes différentes et telles que F P rG,Hs
alors il existe trois suites de quasi-fonctions finies pfnq, pgnq, phnq telles que fn “
hn ` gn et hn ‰ fn ‰ gn et Ipfnq Ñ F , Ipgnq Ñ G, Iphnq Ñ H.
Réciproquement, la relation tF,G,H|F P rG,Hsu est fermée dans E3 et si f, g, h
sont des fonctions réelles finies, et que f P rg, hs pour la définition classique dans
les espaces vectoriels, alors Ipfq P rIpgq, Iphqs.

Démonstration. On commence par montrer que la relation est fermée, on re-
marque directement que les conditions 2. 3. 4. et 5. sont fermées, ensuite il suffit
de remarquer que les cas 2 et 3 de la condition 2. ainsi que les cas d’égalité
F “ G et F “ H correspondent aux limites tx Ñ 0 et tx Ñ 1.
Montrons maintenant la densité des fonctions finies.
Soit F P rG,Hs, on veut créer une application α : X Ñ R invariante par „H
et croissante pour ďH avec une projection rH : X Ñ X qui désigne un repré-
sentant pour chaque niveau de H et une famille de réels A : X{ „HÑs0,`8r
ainsi qu’une application ξ : X Ñ R „H -invariante et strictement croissante sur
les fibres de α et on pose

hnpxq :“ 1SupppHqApxqHprHpxq, xqn
αpxqlogpnqξpxq Ñ

nÑ8
H

ainsi que β : X Ñ R invariante par „G et strictement croissante pour ďG,
rG : X Ñ X, B : X Ñs0,8r qui vérifient les mêmes propriétés pour G, et
alors :

gnpxq :“ 1SupppGqpBpxqGprGpxq, xqn
βpxq Ñ

nÑ8
G

On veut choisir α, β,A,B de manière à ce que fn :“ gn ` hn converge vers F
dans E.
Soit N Ă X un niveau non nul de G, ďH est une relation transitive totale sur
N . on note

N 1` “
 

x P N,Fx “pGxă8q Hx

(

;N 1´ “
 

x P N,Fx “pHxă8q Gx
(

N 10 “ tx P N, Dt Ps0, 1r, Fx “ tGx ` p1´ tqHxu

On a supposé F P rG,Hs donc N “ N 1` Y N 1´ Y N 10. On veut créer une par-
tition de N de la forme N “ N` Y N´ Y N0 avec N` Ă N 1`, N0 Ă N 10 et
N´ Ă N 1´ et pour tout x P N`, y P N0, z P N´, on a x ąH y ąH z, on note
N` ąH N0 ąH N´.

On remarque d’abord que pour tout x, y P N si y ďH x et x P N 1´ alors
y P N 1´ ; en effet,Hxpyq ă 8 donc Fxpyq “ Gxpyq Ps0,`8r donc Fy “pHxă8q Gy
et pHy ă 8q Ă pHx ă 8q et si x P N 10 et y ăH x alors y P N 1´, en effet
Fxpyq “ tGxpyq et pHx ą 0q Ă pHy “ 8q donc Fy “pHyă8q Gy enfin, si x P N 10
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et y „H x alors Fy “ t1Gy ` p1´ t
1qHy avec t1 :“ tGxpyq

tGxpyq`p1´tqHxpyq
.

On remarque ensuite que N 1`, N 10 et N 1´ sont disjoints hors de leur intersec-
tion commune :

N 1` XN
1
0 XN

1
´ “

 

x P N ;Gx “pHxă8,Gxă8q Hx

(

Soit y, x P N , on suppose y ďH x et x P N 1` XN 10 XN 1´ alors, comme x, y P N
on a 0 ă Gxpyq ă 8 donc

Gy “
Gx

Gxpyq
“pHxă8,Gxă8q

Hx

Hxpyq
“ Hy.

Et on remarque y ďH X et y ďG x, donc l’évènement pHx ă 8, Gx ă 8q

contient pHy ă 8, Gy ă 8q, on en conclut que y P N 1` XN 10 XN 1´.

Si l’unionN “ N 1`\N
1
´\N

1
0 est disjointe alors on a bienN 1` ąH N 10 ąH N 1´,

sinon on a N “ N 1` Y N 10, et on note N´ “ H, N0 “ N 10, N` “ N 1`zN
1
0 on dit

alors que le niveau N est impropre, si de plus N` “ H alors on dit que le niveau
N est totalement dégénéré, dans le cas disjoint, on dit que N est impropre si
N “ N` ou N “ N´.

Soit N un niveau propre de G et L un niveau de H, on dit que L est au
dessus de N si il existe M ďH L tel que LXN Ă N` YN0 et on dit que L est
en dessous de N si il existe M ěH L tel que L X N Ă N´ Y N0, si N est im-
propre, on dit que L est au dessus de N si il existeM ďH L tel que LXN Ă N`.

Soit β : X Ñ r0, 1s strictement croissante pour ďG Soit N un niveau propre
de G, si N0 ‰ H alors il existe un unique niveau M de H tel que N0 “ N XM ,
on dit que M est le niveau voisin de N soit x P N0 un point base arbitraire on
prend 0 ă t ă 1 tel que Fx “ tGx ` p1´ tqHx, on a alors

Fx “ tGrGpxqGprGpxq, xq ` p1´ tqHrHpxqHprHpxq, xq

On pose alors αpxq “ βpxq, Bpxq “ tGprGpxq, xq et Apxq “ p1´ tqHprHpxq, xq,
si y „H pxq on note Apyq “ Apxq et pour tout y P N , on note Bpyq “ Bpxq.
Si y est dans un niveau de G impropre ou si N0 est vide, on note Bpxq “ 1, de
même si le niveau de y pour H n’a pas de voisin alors on pose Apyq “ 1.
On doit maintenant vérifier les trois propriétés suivantes :

1. Chaque niveau de H est voisin d’au maximum un niveau propre de G.
En effet si M est voisin des niveaux propres N et P de G alors soit
x PM XN et y PM X P , on dispose de 0 ă t, t1 ă 1 tels que

F px, yq “ tGpx, yq ` p1´ tqHpx, yq

et F py, xq “ t1Gpy, xq ` p1´ t1qHpy, xq

en particulier, si Gpx, yq “ 0 alors F px, yq “ p1´tqHpx, yq et Gpy, xq “ 8
donc F py, xq “ 8 “

Hpy,xq
1´t , ce qui est absurde donc N “ P . Cela nous

garanti que A et B sont définis de manière unique.
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2. Sur son domaine de définition α est strictement croissante. En effet, si
x ăH y et si on dispose de 0 ă t, t1 ă 1 tels que

Fx “ tGx ` p1´ tqHx

et Fy “ t1Gy ` p1´ t
1qHy

alors F px, yq “ 8 donc F py, xq “ 0 et donc Gpy, xq “ 0 donc αpxq “
βpxq ă βpyq “ αpyq

3. Si un niveau M de H est au dessus d’un niveau N de G alors αpMq ą
βpNq

On veut maintenant définir α sur les niveaux de H qui ne sont pas voisins d’un
niveau propre de G. Soit θ : X Ñ r0, 1s strictement croissante pour ďH , pour
tout niveau M qui est au dessus de tous les niveaux de G, on pose αpMq “
2` θpMq et pour tout niveau L qui est en dessous de tous les niveaux non nuls
de G, on pose αpLq “ θpLq ´ 2.
Si M n’est dans aucun des cas précédents, alors, on note

αpMq “ suptβpNq;N P X{ „G,M est au dessus de Nu

si il existe N un niveau en dessous de M tel que αpMq “ βpNq alors on note
ξpMq “ 1` θpMq, si N est au dessus de M , on note ξpMq “ θpMq´ 2 sinon on
note ξpMq “ θpMq.
On vérifie bien que fn “ hn ` gn converge vers F .

Définition 2.12 (Enveloppe convexe). Soit A une partie de E, on note CpAq
son enveloppe convexe, définie comme la plus petite partie de E telle que A Ă
CpAq et

@F P E,@G,H P CpAq, F P rG,Hs ñ F P CpAq.

On note C̄pAq l’adhérence de CpAq, qu’on appelle adhérence convexe de A

Définition 2.13 (Points minimaux). Soit A une partie fermée et convexe de
E, on dit que F P A est minimale si pour tout segment F P rG,Hs Ă A on a
G “ F ou H “ F . On note δpAq l’ensemble des points minimaux de A.

D’après le théorème de Krein-Milman, on sait déjà que dans RN, pour tout
convexe compact A (pour la topologie de convergence simple), l’application
affine :

Ψ : Probpδ̄pAqq Ñ A; ν ÞÑ

ˆ
xPδ̄pAq

xdνpxq

est surjective et continue pour la topologie faible-* sur Probpδ̄pAqq.
On aimerait aussi voir les fonctions de l’adhérence convexe de A comme des

barycentres de points de A, cependant A n’a pas de structure affine, on est
donc obligés de définir la famille de poids relativement à chaque point de X, on
utilisera la définition suivante :
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Définition 2.14 (Mesures positives). Soit pK, dq un espace métrique compact,
on appelle mesure positive une application α : BpKq Ñ r0,`8s simplement
additive et telle que pour toute famille disjointe pAiq P BpKqI , l’ensemble ti P
I, αpAiq ‰ 0u est dénombrable, on demande de plus à ce que toutes les fonctions
continues sur K soient intégrables pour α c’est-à-dire que :

@f P C0
`pKq, sup

F“
ř

Fi1Ui
Fďf

ÿ

FiαpUiq “ inf
G“

ř

Gi1Vi
fďG

ÿ

GiαpViq “:

ˆ
fdα

où C`pKq désigne l’ensemble des applications continues positives sur K et les
sommes sont finies.
On note DpKq l’ensemble des mesures positives quotienté par la relation

α „ β ô @f P C0
`pKq,

ˆ
fdα “

ˆ
fdβ.

Remarque 2.15. L’ensemble DpKq est stable par combinaison linéaire à coef-
ficients dans r0,`8s et contient les mesures de Dirac.

Définition 2.16 (Topologie). On muni DpKq de la topologie de la convergence
faible sur les fonctions continues, c’est à dire qu’une suite de mesures pαnq
tend vers une mesure α si et seulement si pour toute fonction continue positive
f : K Ñ R`, on a :

tanh

ˆˆ
xPK

fpxqdαnpxq

˙

ÝÑ
nÑ8

tanh

ˆˆ
xPK

fpxqdαpxq

˙

Cette topologie rend DpKq compact.

Démonstration. On définit la fonction suivante :

µ
φ
ÞÑ

ˆ

f ÞÑ

ˆ
xPK

fpxqdµpxq

˙

.

Il suffit de montrer que φpDpKqq est fermé dans r0,`8sC
0
`pKq. Soit une appli-

cation ψ : C`pKq Ñ r0,`8s, il existe une mesure positive µψ telle que

@f P C0
`pKq, ψpfq “

ˆ
fdµψ

si et seulement si ψ vérifie les conditions suivantes :
1. ψ est linéaire, c’est-à-dire : @λ ą 0,@f P C`pKq, ψpλfq “ λψpfq

2. ψ est additive, c’est-à-dire que pour toutes fonctions f, g continues, on a
ψpf ` gq “ ψpfq ` ψpgq

Ces relations sont toutes deux fermées pour la topologie de convergence faible
car elles ont définies comme des intersections de relations fermées.
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Remarque 2.17. Soit dE la distance définie à 2.1, on rappelle que :

dEpF,Gq “
ÿ

x,yPX

| tanhpF px, yqq ´ tanhpGpx, yqq|wpxqwpyq

avec w une mesure de probabilité à support total dans X. DpEq ainsi construit
est compact et l’application α ÞÑ αpEq est continue.

Définition 2.18 (mesure cohérente). Une famille pνx,yqx,yPX de meures posi-
tives sur E est dite cohérente si elle vérifie les conditions suivantes :

1. @x P X, on a soit νx,xpEq “ 1 et on dit que x P SuppXpνq et sinon
@y P X, νx,y “ νy,x “ 0 et on dit que x R Supppνq.

2. Pour tout x, y P X

νx,yptG P E; y R SupppGquq “ 0

3. Pour tout x, y, z P X, on a

@G P E, 0 ă Gpy, zq ă 8 ñ dνx,zpGq “ Gpy, zqdνx,ypGq

@A Ă tG P E;Gpy, zq “ 8u; νx,ypAq ą 0 ñ νx,zpAq “ 8

4. Soit x, y P SuppXpνq tels que νy,xpEq “ 0, alors dνx,ypEq “ 8.
5. Pour tous x, y, z P X et tout A P BpEq :

νx,ypAqνy,zpAqνz,xpAq “ νx,xpAqνy,ypAqνz,zpAq

ou alors le produit de gauche est une forme indéterminée.

Remarque 2.19. Soit pνxqxPX , une famille de mesures cohérente, l’application :

F : px, yq ÞÑ νx,ypEq

est une quasi-fonction de support Supppνq.

Remarque 2.20. La condition 3 nous garanti que si Supppνq “ tF u alors
F px, yq “ νx,ypEq.

Remarque 2.21. Soit A une partie fermée de E, l’ensemble des mesures cohé-
rentes à support dans A est fermé dans DpAqXˆX et donc est compact.

Démonstration. Il suffit de montrer que les conditions 1, 2, 3, 4 et 5 sont fermées
dans DpAqXˆX . 1 la condition νx,xpEq “ 1 est fermée, en effet, l’application
ν ÞÑ νpEq est Lipschitzienne, et donc la condition νx,xpEq ‰ 1 ñ @y, νx,ypEq “ 0
est elle aussi fermée.
Montrons que 2 est une condition fermée, soit y P X, on pose ε :“ 1

2µpyq tanhp1q
et on a alors dEptGpy, yq “ 1u, tGpy, yq “ 0uq ě 2ε et donc tGpy, yq “ 0u est
fermé et donc l’ensemble des mesures nulles sur tGpy, yq “ 0u est bien un fermé.
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Soit ν une mesure qui ne vérifie pas 3 pour un triplet x, y, z, alors soit il existe
A Ă E tel que on a

νx,zpAX t0 ă Gpy, zq ă 8uq ‰

ˆ
Xt0ăGpy,zqă8u

Gpy, zqdνx,ypGq

ou νx,ypAXtGpy, zq “ 8uq ą 0 et νx,zpAXtGpy, zq “ 8uq ă 8. De plus comme
la tribut est engendrée par les boules, on peut supposer que A est une boule ;
A “ Bpx, rq. Et alors comme le volume des boules est continu à gauche, il existe
un intervalle I “ rr´ δ, rs de tel que @r P I,Bpx, rq vérifie les mêmes propriétés
que A, et alors il existe un voisinage V de ν dans lequel A1 :“ Bpx, r ´ δ{2q
vérifie les mêmes propriétés que A pour tout ν1 P V .
De la même manière, on prouve que 4 et 5 forment une condition fermée.

On pose maintenant un lemme intermédiaire qui donne une définition ana-
lytique de l’adhérence convexe des fermés.

Lemme 2.22. Soit A une partie fermée de E, L’adhérence convexe de A est
l’ensemble des quasi-fonctions :

F : px, yq ÞÑ νx,ypAq

Pour lesquelles la famille cohérente de mesures pνx,yq est à support dans A,
c’est-à-dire

@x P X, νx,ypEzAq “ 0.

Démonstration. On note KpAq l’ensemble des fonctions qui sont définies comme
l’intégrale d’une mesure cohérente à support dans A. On commence par montrer
que KpAq Ă C̄pAq, par construction KpAq est compact, montrons qu’il est
convexe. Soit F1, F2 P KpAq et F P rF1, F2s, on note F1px, yq “ ν1

x,ypAq et
F2px, yq “ ν2

x,ypAq et alors pour tout x P SupppF1qXSupppF2q tel qu’il existe t
tel que @y P X,F px, yq “ tF1px, yq`p1´tqF2px, yq, on pose alors @y P X, νx,y :“
tν1
x,y ` p1 ´ tqν2

x,y, et pour tout point x tel que F px, yq “ Fipx, yq on pose
νx,y “ νix, y et on vérifie que ν est bien une mesure cohérente, on remarque de
plus que Supppνq “ Supppν1qYSupppν2q. Soit maintenant G0 P A, la mesure
νx,y “ G0px, yqδG0

est une mesure cohérente et vérifie νx,ypAq “ G0px, yq donc
A Ă KpAq. Ensuite KpAq est minimal car l’ensemble des mesures cohérentes à
support fini est dense.

La définition suivante justifie d’appeler "minimales" les fonctions minimales.

Définition 2.23 (Comparaison). Soit F,G P E, si il existe H ‰ F tel que
F P rG,Hs, on dit que F domine G et on note F ě G.

Remarque 2.24. La relation de domination est transitive et fermée et si f ě g
au sens usuel des fonctions alors Ipfq ě Ipgq.
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Démonstration. On montre la transitivité. Soit F ě G ě H, et soit M,N deux
quasi-fonctions telles que F P rM,Gs et G P rH,N s, alors il existe L P rM,N s
telle que F P rH,Ls. C’est vrai si F,G,H sont des fonctions finies au sens
classique du terme (F,G,H sont alors les éléments d’un espace affine), en effet,
si il existe t, t1 P r0, 1s tels que F “ tG ` p1 ´ tqM et G “ t1H ` p1 ´ t1qN et
donc F “ tt1H ` p1´ tqM ` pt´ tt1qN , on note alors L “ 1´t

1´tt1M ` t´tt1

1´tt1N , et
on a F “ tt1H ` p1´ tt1qL.
Si maintenant F,G,H sont quelconques, alors il suffit de prendre des suites de
fonctions finies pfnq, pgnq, phnq qui approchent F,G,H et on a alors une suite
plnq telle que fn P rhn, lns de plus on peut extraire une sous suite convergente
de plnq, soit L sa limite, on a alors F P rH,Ls d’après 2.11.

On Déduit du lemme précédent un résultat très utile pour la définition du
bord de Martin minimal.

Lemme 2.25. Soit A une partie fermée de E, les points minimaux de l’adhé-
rence convexe C̄pAq sont dans A.

Démonstration. Soit F P ¯CpAq, il existe pνx,yq P DpAqXˆX cohérente et telle
que F px, yq “ νx,ypAq, on suppose que Supppνq n’est pas réduit à un point, alors
on peut décomposer Supppνq en deux Boréliens disjoints C et B, on restreint
ν à C de la manière suivante :

dν|Cx,y “

#

0 si νx,xpCq “ 0
1C

νx,xpCq
dνx,y sinon

ν|C est une mesure cohérente non nulle et ν|B aussi donc on a deux fonctions
F |C “ ν|CpAq et F |B non nulles et telles que F P

“

F |C , F |B
‰

donc F n’est pas
minimale.

Theorem 2.26 (Krein-Milman). Soit A une partie fermée convexe de E, A est
l’adhérence convexe de ses points minimaux.

Démonstration. Pour la preuve, on fait comme dans le cas des convexes com-
pacts classiques, on veut définir A avec une collection de fonction affines :

A “
č

φPΦ

tφpaq ď sup
A
pφqu

On utilisera la définition suivante :

Définition 2.27. Une fonction φ : E Ñ r´8,`8s est dite affine si φ est de la
forme :

φpF q “ ψpFxq

où x P X et ψ est une forme affine continue sur RX . On note Φ l’ensemble des
fonctions affines.
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On voit facilement que tF P E|ψpF q ď Su est convexe, en effet si F P rG,Hs
alors par définition, Fx P rGx, Hxs.
Montrons maintenant :

A “
č

φPΦ

ta|φpaq ď sup
A
pφqu

Soit F R A, montrons qu’il existe une application affine ψ telle que ψpF q ą
supApψq, c’est à dire qu’il existe un point x P X tel que Fx R C̄ptax|a P Auq on
remarque que tax|a P Au est convexe donc si on a pour tout x Fx “ ax pour
un certain a P A qui dépend de x alors comme F est une quasi-fonction, a ne
dépend que du niveau de x pour F et de plus, si on note ax P A le point de A
tel que axx “ Fx alors pour tous x, y P x, a x ăF y ñ axpx, yq “ 8, aypy, xq “ 0
Donc F P Cptax|x P Xuq ce qui est absurde.
On passe maintenant à la preuve du théorème de Krein-Milman, soit a P AzC̄pδpAqq
il existe une fonction affine ψ telle que ψpaq ą supδpAq ψ, de plus l’ensemble
K “ tb P A|b “ supA ψu est convexe compact et minimal dans A, c’est à dire
que pour tout F P rG,Hs si F P K alors G P K ou H P K, donc d’après le
lemme de Zorn, K contient un point minimal de A, ce qui est absurde.

2.3 Exemples de quasi-fonctions
La première utilité de la notion de quasi fonction est dé définir la limite

d’une suite de fonctions exponentielles dont le rapport tend vers 0 ou `8.

Définition 2.28. Soit X “ Z et r P r0,`8s, on note rx la quasi-fonction qui
à px, x` kq associe rk.

Définition 2.29 (Produit de quasi-fonctions). Soit F,G deux quasi-fonctions,
on dit que le produit F ˆ G est bien défini si pour tout couple x, y, le produit
F px, yqGpx, yq n’est pas une forme indéterminée et on note alors F ˚Gpx, yq “
F px, yqGpx, yq. Si H est une quasi-fonction telle que Hpx, yq “ F px, yqGpx, yq
pour tout couple x, y tel que le produit n’est pas une forme indéterminée alors
on dit que H est un produit de F et G et on note F ˆG l’ensemble des produits
de F et G.

Définition 2.30 (Caractère de groupe). Soit pΓ, eq un groupe, on dit qu’une
quasi-fonction χ sur Γ est un caractère si Supppχq “ Γ et si

@x, y P Γ, χpx, yq “ χpγx, γyq.

Remarque 2.31. Un caractère fini est un morphisme de groupe, par contre un
caractère n’est pas toujours une limite de morphismes de groupes.

Proposition 2.32. Soit χ un caractère de Γ, l’action de Γ à gauche est stric-
tement croissante pour ďχ et le niveau de e (noté Npeq) est un sous groupe de
Γ. De plus, pour tout x P rNpeq, Npeqs, χpe, xq “ 1 et pour tous x, y P Γ, si
x ěχ y ěχ e et x ąχ e, alors rx, ys ăχ x.

15



Démonstration. Soit g, h P Npeq, on a χpe, ghq “ χpe, gqχpg, ghq “ χpe, gqχpe, hq
est fini, et χpe, h´1q “ χph, eq est fini aussi donc Npeq est stable par composition
interne et par inverse. Soit maintenant x, y P Γ tels que x ěχ y ěχ e alors on a

χpx, rx, ysq “ χpx, xyx´1y´1q “ χpe, yx´1y´1q “ χpy´1, x´1qχpe, y´1q “ 0

3 Bord de Martin et bord de Martin minimal

3.1 Chaînes de Markov et fonctions harmoniques
Définition 3.1 (Chaîne de Markov à temps discret). Soit X un ensemble dé-
nombrable, on appelle chaîne de Markov une application p : X ˆ X Ñ r0, 1s
telle que ppx, ¨q soit une mesure de probabilité sur X, pour une partie A de
X, on note par abus ppx,Aq “

ř

yPA ppx, yq. On dit que pX, pq est un espace
Markovien.

Définition 3.2. Soit pX, pq un espace Markovien, on dit que p est à support
fini si pour tout x, il existe un ensemble fini Ax Ă X tel que ppx,Axq “ 1.

Définition 3.3 (Chaîne de Markov induite par un groupe). Soit X ð G une
action de groupe sans noyau et µ une mesure de probabilité sur G, on note pµ
ou simplement µ la chaîne de Markov sur X définie par :

@x, y P X, pµpx, yq :“ µptg P G;xg “ yuq

Pour la suite on supposera toujours que pX, pq est un espace Markovien
dénombrable et que p est à support fini

Définition 3.4 (Produit de chaînes de Markov). Soit p et q deux chaînes de
Markov, on note p ˚ q leur produit définit par :

p ˚ q : px,Aq ÞÑ
ÿ

yPX

qpy,Aqppx, yq

Définition 3.5. Une chaîne de Markov est dite irréductible si pour tout x P X
et pour tout ouvert U Ă X, il existe un entier naturel n tel que pnpx,Bq ą 0.

Définition 3.6 (Poussé en avant d’une mesure). Soit ν une mesure sur X, on
note ν ˚ p la mesure sur X définie par :

ν ˚ ppAq “
ÿ

xPX

ppx,Aqdνpxq

Définition 3.7 (fonction harmonique). On dit qu’une fonction h : X Ñ r,`8s
est p-harmonique si

@x P X,hpxq “
ÿ

yPX

ppx, yqhpyq “: p˚hpxq
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on dit que f est sur-harmonique si h ě p˚h et que h est sub-harmonique si
h ď p˚h. On dit qu’une quasi-fonction H est p-harmonique si pour tout x P
SupppHq, Hx est p-harmonique, pareil pour super ou sub-harmonique.

Définition 3.8 (Laplacien). Soit p une chaîne de markov sur X, on désigne son
Laplacien (noté ∆p ou ∆ quand il n’y a pas d’ambiguïté) comme l’opérateur
linéaire ∆ : RX Ñ RX qui à une fonction f associe :

∆pf : x ÞÑ
ÿ

yPX

ppx, yqfpyq

Proposition 3.9. L’ensemble des fonctions harmonique est le noyau du Lapla-
cien.

Lemme 3.10. Soit p et q deux chaînes de Markov et H une quasi-fonction.
Si H est p-(sur-)harmonique et q-(sur-)harmonique alors H est p ˚ q-(sur-
)harmonique.

Démonstration. Soit H une quasi-fonction harmonique pour p et q soit x R
SuppH, on a pour tout y R SupppHq, ppx,SupppHqq “ qpy,SupppHqq donc :

p ˚ qpx,SupppHq “
ÿ

yPX

qpy,SupppHqqppx, yq

“
ÿ

yPXzSupppHq

qpy,SupppHqqppx, yq “ 0

Soit maintenant x P SupppHq, on a
ÿ

zPX

Hpx, zqp ˚ qpx, zq “
ÿ

y,zPX

Hpx, zqqpy, zqppx, yq

De plus on sait que
´
Hpx, yqdppx, yq est finie et pour tout y P SupppHq, on

sait que
´
Hpy, zqdqpy, zq “ 1 donc on peut factoriser l’intégrale et on trouve :

ÿ

zPX

Hpx, zqdp ˚ qpx, zq “
ÿ

Hpx, yqdppx, yq
ÿ

Hpy, zqdqpy, zq “ 1

Donc H est bien p ˚ q-harmonique. Si on remplace les égalités par des inégalités
on a la même chose pour les fonctions sur-harmoniques.

Proposition 3.11. L’ensemble des fonctions harmoniques est convexe. Et si
de plus ppx, ¨q est à support fini pour tout x alors l’ensemble des fonctions har-
moniques est compact.

Démonstration. Si ppx, ¨q est à support fini alors la fonction F ÞÑ
ř

F px, yqppx, yq
est continue sur E donc l’ensemble des fonctions harmoniques est fermé et donc
compact.
Soit maintenant G,H P E deux quasi-fonctions harmoniques et F P rG,Hs, soit
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x P SupppF q, comme G et H sont harmoniques, on a ppx,Gx “ 8q “ ppx,Hx “

8q “ 0, de plus il existe t P r0, 1s tel que Fx “Gx,Hxă8 tGx`p1´ tqHx et donc
ÿ

F px, yqppx, yq “ t
ÿ

Gpx, yqppx, yq ` p1´ tq
ÿ

Hpx, yqdppx, yq “ 1.

Définition 3.12 (H-process). Soit H une quasi-fonction p-harmonique sur X,
on note pH la chaîne de Markov définie par :

pHpx, yq “ Hpx, yqppx, yq

Définition 3.13. On dit qu’une quasi-fonction p-harmonique H est harmo-
nique naturelle si H est limite de fonctions sur-harmoniques finies, sinon on dit
que H est une fonction harmonique exotique.
On note HpXq l’ensemble des fonctions harmoniques positives finies sur X,
ĤpXq l’ensemble des quasi-fonctions harmoniques naturelles et H`pXq l’en-
semble des fonctions sur-harmoniques.

Remarque 3.14. L’ensemble des fonctions harmoniques naturelles est fermé
par définition et donc compact, de plus, c’est l’adhérence d’un convexe, donc il
est aussi convexe.

Proposition 3.15. Si SupppHq “ X et si H est finie, alors on a une bijection
entre l’ensemble des fonctions p-harmoniques et l’ensemble des fonctions pH-
harmoniques. À chaque fonction p-harmonique F , on associe

FH : px, yq ÞÑ F px, yqHpy, xq.

Définition 3.16 (Uniformité). Soit Γ ñ X une action de groupe, on dit que
la chaîne de Markov p est Γ-uniforme si pour tout x P X,A P B, γ P Γ on a
ppx,Aq “ ppγx, γAq.

Définition 3.17. Soit µ une mesure sur un groupe Γ qui agit sur X, on dit que
p est la chaîne de Markov associée à µ si :

@x P X,A P B, ppx,Aq “ µptγ P Γ; γx P Auq.

Alors p est uniforme.

Définition 3.18 (Caractère Harmonique). Soit Γ un groupe et p une chaîne de
Markov associée à la mesure µ, On dit qu’un caractère χ de Γ est Harmonique
si : ˆ

xPX

χpe, xqdµpxq “ 1.

Proposition 3.19. Un caractère harmonique est une fonction harmonique na-
turelle.

Theorem 3.20. Si p est irréductible et soit H une quasi-fonction p-harmonique
naturelle non nulle SupppHq “ X et H est finie.
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Démonstration. Soit x, y P X, on note cpx, yq “ maxnPN p
npx, yq, comme p est

récurrente, @x, y, cpx, yq ą 0 et de plus on a pour toute fonction harmonique h
et tout n P N :

hpxq “
ÿ

yPX

pnpx, yqhpyq ě cpx, yqhpyq

donc en particulier hpxq “ 0 ñ H “ 0 et pour tout couple x, y :

cpy, xq ď Iphqpx, yq ď 1

cpx, yq

de plus IpHpXqq est dense dans ĤpXq, donc pour toute quasi-fonction harmo-
nique H on a :

cpy, xq ď Hpx, yq ď
1

cpx, yq

et donc H n’a qu’un seul niveau.

3.2 Compactification de Martin
Dans cette partie, on prendra pour contexte X un espace discret dénom-

brable, p peut alors être vu comme une fonction p : X ˆX Ñ r0, 1s.

Définition 3.21 (Marche aléatoire). Soit pxnq P X une suite de variables aléa-
toires, on dit que pxnq est une marcha aléatoire qui suit p si

Ppxn`1 P A|xnq “ ppxn, Aq.

Dans ce cas, la loi de pxnq ne dépend que de P et de la loi de x0, et si x0 suit ν
alors xn suit ν ˚ pn

Définition 3.22 (Noyau de Green). Soit x, y P, soit pxnq une marche aléatoire
qui suit p avec x0 “ x, on note Gpx, yq la fonction de Green définie par :

Gpx, yq “ E p#tn;Xn “ yuq “
ÿ

n

pnpx, yq.

Si G est finie, alors on dit que p est transciente, si G ne s’annule jamais, on dit
que p est irréductible.

Proposition 3.23 (Inégalité triangulaire). Soit x, y, x P X, on a :

Gpx, yqGpy, zq ď Gpx, zqGpy, yq.

Démonstration. On commence par supposer Gpx, yqGpy, zq ą 0, sinon l’inégalité
est évidente.
Soit pXnpωqq la marche aléatoire qui part de x et qui suit p, on note Cpyq “
#tn;Xn “ yu et Cpzq “ #tn;Xn “ zu, on a alors par définition de G :

EpCpyqq “ Gpx, yq;EpCpzqq “ Gpx, zq
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On note n0 le premier indice tel que Xn0 “ y, on a éventuellement n0 “ 8, on
note ensuite Cpy, zq “ #tn ě n0;Xn “ zu, on a bien sûr Cpy, zq ď Cpzq et on
remarque que pXn´n0

q restreinte à l’évènement non négligeable pn0 ă 8q est
une marche aléatoire qui part de y et qui suit p donc :

EpCpy, zq|n0 ă 8q “ Gpy, zq

et pn0 “ 8q ñ pCpy, zq “ 0q donc :

EpCpy, zqq “ Ppn0 ă 8qGpy, zq

On remarque aussi Cpyq “ #tn ě n0;Xn “ yu donc

EpCpyqq “ Ppn0 ă 8qGpy, yq

On multiplie les deux égalités avec Ppn0 ă 8q ą 0 et on trouve :

EpCpyqqGpy, zq “ Gpy, yqEpCpy, zqq

donc en remplaçant les espérances par leurs valeurs, on a

Gpx, yqGpy, zq ď Gpx, zqGpy, yq.

Si Ppn0 ă 8q “ 0 alors Gpx, yq “ 0 et donc on a directement l’inégalité.

Pour pouvoir compactifier X, on va l’envoyer dans Ĥ`pXq “ adhpIpH`pXq
par la fonction suivante :

y ÞÑ pGy : x ÞÑ Gpx, yqq

Cette application composée avec I est injective car ∆Gy “ 1tyu. On dit que Gy
est la fonction de Green basée en y.

Définition 3.24 (Bord de Martin). On appelle compactification de Martin de
pX, pq l’adhérence de l’ensemble IpGpXqq :“ tIpGyq; y P Xu et on appelle bord
de Martin de X l’ensemble

BpX :“ X̄zIpGpXqq.

3.3 Bord de Martin minimal
On définit le bord de Martin minimal comme l’ensemble des fonctions har-

moniques naturelles minimales, on verra que c’est une partie du bord de Martin
et qu’il correspond aux comportements typiques d’une marche aléatoire.

Définition 3.25 (Fonction harmonique minimale). Soit H une quasi-fonction
harmonique naturelle, on dit que H est harmonique minimale si H est un point
extrémal de l’ensemble des fonctions harmoniques naturelles.
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Dans la suite, on suppose que l’espace Markovien pX, pq vérifie la propriété
suivante :

@y P X,@ε ą 0, |tx P X;Gpx, yq ě εu| ă 8 (L)

Lemme 3.26. Soit f une fonction sur-harmonique, il existe une unique fonction
harmonique h : X Ñ R et une unique fonction k : X Ñ R` tels que

fpxq “ hpxq `
ÿ

yPX

kpyqGpx, yq

On dit que h est la partie harmonique de f .

Démonstration. On note ∆ le Laplacien de pX, pq, défini à 3.8 et dont on rappelle
la formule :

∆fpxq “ fpxq ´
ÿ

yPX

ppx, yqfpyq

∆ est continu pour la topologie de la convergence simple car p est à support
fini. On rappelle aussi que kerp∆q “ HpXq et que ∆px ÞÑ Gpx, yqq “ δy. Soit f
une fonction sur-harmonique positive, on note

f̃pxq “
ÿ

yPX

Gpx, yq∆fpyq

Montrons f̃ ď f , soit y P X, la fonctions fy :“ f ´ Gp¨, yq∆fpyq est sur-
harmonique et ∆fy “ ∆f1Xztyu, de plus fy est positive, en effet, si il existe x P
X tel que fypxq ă 0 alors comme f est sur-harmonique, f n’a pas de minimum,
donc il existe un ensemble infini X 1 Ă X tel que @x1 P X 1, fypx1q ď fypxq, et
donc Gpx1, yq ď ´fypxq ce qui contredit l’hypothèse (L).
On peut donc voire f ´ f̃ comme la limite simple d’une suite décroissante de
fonctions positives, on définit pfnq par récurrence :

fn`1 :“ fnyn où pynq : NÑ X est surjective

donc f̃ est bien définie et f̃ ď f , de plus ∆pf̃q “ ∆pfq donc f ´ f̃ est une
fonction harmonique.

Remarque 3.27. Soit f une fonction sur-harmonique positive qui vérifie :

@ε ą 0, Cardtx P X; fpxq ě εu ă 8

alors la partie harmonique de f est nulle.

Démonstration. Si f vérifie 3.27 alors sa partie harmonique h aussi et donc par
principe du maximum h “ 0.

On peut maintenant prouver le théorème suivant, on rappelle que pX, pq est
un espace Markovien dénombrable qui vérifie (L), on suppose de plus que la
marche aléatoire est transciente. Et on demande aussi que à ce que pour tout
y P X la fonction Gp¨, yq ait un maximum stricte en y. En terme de marche
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aléatoire, ça revient à dire que la marche aléatoire pXnq qui suit p et part de
x0 P X va avec probabilité 1 sortir de toute partie finie, pour tout y P X
la marche na va jamais passer en y avec probabilité non nulle et pour tout
ε ą 0 l’ensemble des y P X tels que la marche passe en y avec une probabilité
supérieure à ε est fini.

Theorem 3.28 (Représentation de Martin [5]). L’ensemble des quasi-fonctions
harmoniques naturelles ĤpXq est l’adhérence convexe du bord de Martin BpXq,
en particulier les fonctions harmoniques minimales sont dans le bord de Martin.

Pour prouver ce théorème, on va approcher les quasi-fonctions harmoniques
naturelles par des fonctions sur-harmoniques de partie harmonique nulle

Lemme 3.29. Soit h une fonction harmonique et K une partie finie de X, il
existe une fonction sur-harmonique hK de partie harmonique nulle et telle que
pour tout k P K on ait ∆hKpkq “ 0 et hKpkq “ hpkq.

Démonstration. Soit h harmonique et K Ă X finie, on définit K 1 comme le plus
petit ensemble tel que @x P K, ppx,K 1q “ 1, on a alors ∆ph1KYK1q “ 0 sur K
et ∆ph1KYK1q ě 0 sur K 1.
Soit maintenant f une fonction qui vérifie f “ h sur la frontière F :“ K 1zK
et ∆pfq “ 0 sur K, montrons f “ h sur K. On suppose par l’absurde f ‰ g
sur K, alors on pose g “ f ´ h ou g “ h ´ f de manière à ne pas avoir g ď 0,
on que sait g “ 0 sur F , on prend x P K tel que gpxq “ maxxPK1 gpxq, de plus
δgpxq “ 0 donc gpxq “

ř

yPX ppx, yqgpyq or pour tout y successeur de x, on a
gpyq ď gpxq et donc gpyq “ gpxq et donc y maximise g, donc par récurrence,
gpyq “ gpxq pour tous les états y atteignables par x, donc l’ensemble des états
atteignables par x ne rencontre pas F et donc la marche aléatoire partant de x
ne sort pas de K, ce qui contredit la condition de transcience.
On veut maintenant créer f sur-harmonique telle que f “ h sur F , ∆f “ 0 sur
K et f n’a pas de partie harmonique. On note g :“

ř

yPK Gp¨, yqhpyq. On note
f0 “ h, f0 est sur-harmonique sur K 1 et est sub-harmonique partout ailleurs,
pour tout n ě 0, on note

@x R K 1, fn`1pxq :“
ÿ

yPX

ppx, yqfpyq,@x P K 1, fn`1pxq :“ fnpxq

Si on suppose que fn ď minph, gq, fn est sub-harmonique sur XzK 1 et fn ě
fn´1 alors on a les mêmes propriétés pour fn`1, en particulier fn converge vers
une fonction limite f et f vérifie pour tout x R K 1 la relation limite fpxq “
ř

ppx, yqfpyq et comme f “ h sur K 1 et f ď h alors pour x P K, fpxq ě
ř

ppx, yqfpyq et pour x P K, fpxq “
ř

ppx, yqfpyq donc f est sur-harmonique
et ∆f est à support dans F , de plus, f ď g donc f vérifie les conditions de 3.27
donc il existe une famille pkyqyPF telle que

f “
ÿ

yPF

kpyqGp¨, yq

en particulier Ipfq est dans l’adhérence convexe BpKq de l’ensemble des fonctions
de Green ayant leur point de base hors deK, donc en passant à la limiteK Ñ X,
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on a f Ñ h et BpXq “
Ş

KĂX BpKq et donc h P C̄pBXq ce qui conclut la
preuve.

Pour prouver 3.28, on approche la quasi-fonction harmonique H par une
suite hn de fonctions super-harmonique de partie harmonique nulle, qui sont
harmoniques sur un ensemble fini Kn avec X “ lim inf Kn il existe alors une
mesure cohérente νn sur l’ensemble des fonctions de Green avec point base hors
de Kn par compacité de l’ensemble de mesures cohérentes, quitte à extraire une
sous suite, νn converge vers une mesure ν sur le bord de Martin BX, ce qui
prouve le théorème.

3.4 Vision en terme de H-process
On rappelle la définition du H-process pour H une quais-fonction harmo-

nique :

Définition 3.30. SoitH une quasi-fonction p-harmonique, on appelleH-process
et on note pH la chaîne de Marfov définie par :

pHpx, yq “ Hpx, yqppx, yq.

On remarque que l’on peut définir quelque chose de similaire au H-process
dans le cas où H est une fonction de Green.

Définition 3.31. Soit z P X, on note pz la chaîne de Markov sur tx P X|Gpx, zq ą 0u
par :

pzpx, yq “

$

’

&

’

%

1 si x “ y “ z
Gpy,zq
Gpx,zq si x ‰ z

0 si z “ x ‰ y

.

pz est bien une chaîne de Markov, elle correspond à la loi de la marche
aléatoire conditionnée à s’arrêter en z. On remarque aussi que si pXnq est une
marche aléatoire transiente alors pour tout x P X :

E
ˆ

Gpx,Xnq

GpXn, Xnq

˙

Ñ 1

en effet, la quantité E
´

Gpx,Xnq
GpXn,Xnq

¯

est croissante, inférieure à 1 et super-harmonique
en x et converge vers une limite harmonique car PpXn “ xq Ñ 0, on note h la
limite ainsi construite, on a h ď 1 et hpX0q “ 1 donc h est constante.
On en déduite que si on note pXH

n q la marche aléatoire qui suit le H-process pH
alors :

EpGp¨, Xnqq Ñ H

au sens des quasi-fonctions donc si H est dans le bord de Martin minimal, on a
pour tout évènement aléatoire Ωn P Fn (avec Fn filtration associée à pXnq) tel
que la suite :

E
ˆ

Gpx,Xnq

GpXn, Xnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ωnq

˙

Ñ H 1
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alors le suite :
E
ˆ

Gpx,Xnq

GpXn, Xnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ωcnqq

˙

Ñ H2

et H P rH 1, H2s, donc en particulier si H est dans le bord de Martin minimal de
X alors Gp¨, XH

n q converge presque sûrement vers H. On peut alors voire pXH
n q

comme la marche aléatoire conditionnée à arriver en H P BX.
Si par contre on a une suite δn qui converge vers un point H du bord de

Martin non minimal, alors le H-process ne converge pas vers H dans le bord
de Martin mais vers un point du bord de Martin minimal et la limite du H-
process suit la loi νX0,X0 où ν est la mesure cohérente sur BmX qui vérifie
νx,ypBmXq “ Hpx, yq. Ça veut dire qu’une réalisation de la marche aléatoire
conditionnée à s’arrêter en δn pour n grand ressemble au début à une marche
aléatoire conditionnée à partire vers un point du bord de Martin minimal.

4 Le groupe de Heisenberg
On commence par rappeler le définition du groupe de Heisenberg donnée en

introduction.

Définition 4.1. On définit le groupe de Heisenberg discret comme le groupe
des matrices triangulaires supérieures à diagonale unitaire, de dimension 3 et à
coefficients dans Z, c’est-à-dire :

Γ :“

$

&

%

¨

˝

1 x z
0 1 y
0 0 1

˛

‚;x, y, z P Z

,

.

-

ă GL3pZq

à un élement γ P Γ on associe les coordonnées pxγ , yγ , zγq P Z3 telles que

γ “

¨

˝

1 xγ zγ
0 1 yγ
0 0 1

˛

‚

on notera par abus γ “ pxγ , yγ , zγq et donc on verra Γ comme l’ensemble Z3

muni de la structure de groupe

px1, y1, z1qpx2, y2, z2q “ px1 ` x2, y1 ` y2, z1 ` z2 ` x1y2q

On note Z :“ tp0, 0, zq; z P Zu le centre de Γ et on a une projection cano-
nique :

πZ : Γ Ñ Γ{Z “ Z2; γ ÞÑ pxγ , yγq.

Comme on voit Γ comme l’ensemble Z3 avec une structure de groupe différente
on notera 0 le neutre de Γ même si Γ n’est pas Abélien.
Soit δ P Γ, on note tδ : Γ Ñ Γ la translation à gauche :

tδ : γ ÞÑ δγ

Et on note I : Γ Ñ Γ l’automorphisme :

I : px, y, zq ÞÑ py, x, xy ´ zq
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Proposition 4.2 (Présentation du groupe de Heisenberg). Le groupe de Heisen-
berg admet la présentation finie suivante, soit a :“ p1, 0, 0q P Γ et b :“ p0, 1, 0q P Γ,
on a :

Γ “ xa, b|rra, bs, as, rra, bs, bsy.

4.1 Fonction de partition
Définition 4.3. Soit Fa,b le groupe libre engendré par a et b et F`a,b “ Σpta, buq
le semi-groupe libre engendré par a et b, on note π : Fa,b Ñ Γ la projection
induite par la présentation de Γ.
Soit γ P Γ, on note

ppγq :“ #π´1pγq X F`a,b
et p1pγq :“ limn ppγa

nq et p2pzq :“ ppz, z, zq.

Lemme 4.4. ppx, y, zq est égal au nombre de partitions de z en somme de y
entiers naturels inférieurs à x, donc en particulier p2pzq compte les partitions
de z, et p1px, y, zq est égal au nombre de partitions de z en somme de y entiers
positifs, de plus p1 vérifie

@γ P Γzt0u, p1pγq “ p1pa´1γq ` p1pb´1γq

Pour la preuve, on considère de dessin suivant :

y=5

x=7z=21

a
b

a a
b

a a
b

b

a a
b

x1

x2

x3

x4

x5

Dessin représentant πpaba2ba2b2a2bq “ p7, 5, 21q et 21 “ 1` 3` 5` 5` 7.

Démonstration. à tout mot ω P Σpa, bq on peut associer un chemin dans le
rectangle de largeur xπpωq et de hauteur yπpωq ce chemin va du coin en bas à
gauche eu coin en haut à droite et quand on lui ajoute le côté haut et le côté
gauche on obtient un lacet qui englobe une aire zπpωq on a alors une correspon-
dance entre les chemins ω P π´1px, y, zq et les familles croissantes au sens large
pxiqiPrr1,yss P rr0, xss

y qui vérifient
řy
i“1 xi “ z, ensuite la formule

ppx, y, zq “ ppx´ 1, y, z ´ yq ` ppx, y ´ 1, zq
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traduit le fait que qu’on a la disjonction de cas suivante : soit la colonne de
gauche est entièrement entourée par le lacet ; soit la ligne du bas ne rencontre
pas le lacet.

Le théorème limite ratio, démontré dans [1] nous dit que p ne dépend rela-
tivement pas trop de z quand z est grand :

Lemme 4.5 (Théorème limite-ratio). La quantité ppx,y,z`1q
ppx,y,zq tend vers 1 unifor-

mément quand z et xy ´ z tendent vers l’infini.

Démonstration. On définit pour un mot ω P F`a,b les fonctions de comptage
fpωq qui compte le nombre d’occurrences du facteur ba dans ω et f 1 qui compte
le nombre d’occurrences du facteur ab dans ω. Soit ω P π´1px, y, zq et ω1 P
π´1px, y, z ` 1q, on dit que ω est voisin de ω1 et on note ωvω1 si il existe un
préfixe r P F`a,b et un suffixe s P F`a,b tels que ω “ rbas et ω1 “ rabs, on
remarque que ω a fpωq voisins et ω1 a f 1pω1q voisins et de plus si ωvω1 alors
|fpωq ´ f 1pω1q| ď 2.
On a ensuite :

ppx, y, zq “
ÿ

ωPπ´1px,y,zq

1 “
ÿ

ωvω1

1

fpωq

et de la même manière :

ppx, y, z ` 1q “
ÿ

ωvω1

1

f 1pω1q

Dans le cas où x, y Ñ8, il suffit de montrer que la contribution des mots ω tels
que fpωq reste borné est négligeable dans le calcul de ppx, y, zq, c’est vrai car
pour tout A, on a au maximum mintpx ` yqA, pz ` 1qAu mots ω P π´1px, y, zq
tels que fpωq ď A et et dans le cas où x ou y reste borné, il suffit de montrer
que la contribution des mots tels que fpωq ‰ f 1pωq est négligeable

4.2 Mesure Nord-Est
Définition 4.6 (Mesure Nord-Est). On note µ la mesure Nord-Est définie sur
Γ comme :

µ :“
δa ` δb

2

où δ désigne la mesure de Dirac. On lui associe le noyau de transition q sur Γ
défini par :

qpγ1, γ2q :“ µpγ´1
1 γ2q

c’est-à-dire que gpγ, γaq “ gpγ, γbq “ 1
2 .

On commence par vérifier que pΓ, qq est bien un espace Markovien transcient
qui vérifie la propriété pLq.
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Proposition 4.7. Le noyau de Green associé à µ est défini comme :

Gpγ, δq “ ppγ´1δq2xγ´xδ`yγ´yδ

Lemme 4.8. Le noyau de Green engendré par µ vérifie la propriété (L).

Démonstration. Soit ε ą 0, on veut montrer que l’ensemble des éléments δ P Γ
tels que ppδq ě ε2xδ`yδ est fini, Soit un point δ P Γ tel que ppδq ě ε2xδ`yδ .
Comme ppδq ď

`

xδ
xδ`yδ

˘

, on a
`

xδ
xδ`yδ

˘

ě ε2xδ`yδ or d’après la loi forte des grands
nombres, il existe une constante C indépendante de N telle que

`

xδ
xδ`yδ

˘

ď

C
b

1
xδ`yδ

2xδ`yδ , en particulier, l’ensemble des points δ tels que Gp0, δq ě ε est

de Cardinal inférieur à
`

C
ε

˘8.

Pour l’étude des fonctions harmoniques, on admettra le résultat suivant sans
preuve :

Lemme 4.9 (Log-concavité). Pour tous x, y, z entiers, la quantité ppx, y, zq2´
ppx´ 1, y, zqppx` 1, y, zq est positive.

Démonstration. On le vérifie numériquement pour x, y allant de de 0 à 200, on
l’admet pour la suite car je n’ai trouvé de preuve nulle part.

4.3 Cas Abélien
Dans cette partie, on définit µ1 comme la mesure sur Z2 qui vaut 1

2 en
a :“ p1, 0q et en b :“ p0, 1q, c’est la mesure image de µ par le morphisme
surjectif :

px, yq : Γ Ñ Γ{Z “ Z2

On dit qu’une quasi-fonction H est µ1-harmonique si pour tout px, yq P Z2 on
a :

Hppx, yq, px` 1, yqq `Hppx, yq, px, y ` 1qq “ 2.

On reconnaît la formule du triangle de Pascal, en effet, le noyau de Green associé
à µ1 est :

G : px, yq, px1, y1q ÞÑ

ˆ

x1 ´ x` y ´ y

x1 ´ x

˙

.

On veut montrer que le bord de Martin minimal de µ est l’ensemble des carac-
tères harmoniques.
Commençons par faire un peu de statistiques, soit X1, . . . , Xn des variables de
Bernouilli indépendantes de paramètre p, Soit k,m ďn on s’intéresse à la loi
conjointe des X1, . . . , Xk avec la condition X̄ :“ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn “ m
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Lemme 4.10. La loi de X1 sachant X̄ “ m est une loi de Bernouilli de para-
mètre m

n et si le rapport k
n Ñ 0 et m

n Ñ l P r0, 1s alors la loi de pX1, . . . , Xkq

sachant X̄ “ m a pour limite la loi de k variables de Bernouilli indépendantes
de paramètre l.

Démonstration. On commence par remarquer que X̄ et la loi conjointe des Xi

ne dépendent pas de l’ordre des Xi, donc la loi de X 1i :“ Xi|pX̄“mq ne dépend
pas de i non plus, et donc nEpX1q “ m. On a bien montré que @i,X 1i „ B

`

m
n

˘

.
Soit maintenant ε ą 0, soit k ď εn et A un événement aléatoire qui ne dépend
que de X1, . . . , Xk´1, alors

PppX 1k “ 1q|Aq “
k´1
ÿ

b“0

P

˜

Xk “ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“k

Xj “ m´ b

¸

P

˜

k´1
ÿ

i“1

Xi “ b

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

A

¸

Donc l´ε
1´ε ď PpXk “ 1|pX̄ “ mq X Aq ď l`ε

1´ε , et ε ne dépend pas de A,
ce qui conclut la preuve. On peut aussi calculer explicitement la covariance
CovpX 1i, X

1
jq “ ´

m
n2 .

Ce lemme nous dit simplement que le fait d’imposer la moyenne d’un grand
échantillon de variables aléatoires indépendantes laisse les sous échantillons de
taille négligeable presque indépendants, c’est ce qui permet de faire des statis-
tiques. Dans le cas de la mesure Nord-Est sur Z2, on peut ensuite démontrer le
théorème de Choquet-Deny à partir du lemme 4.10 :

Theorem 4.11 (Choquet-Deny). Le Bord de Martin de Z2 pour la mesure
Nord-Est est composé des caractères harmoniques, c’est à dire les quasi-fonctions
de type

χr : pγ1, γ2q ÞÑ rxγ2´xγ1 p2´ rqyγ2´yγ1

des semi-caractères, c’est à dire χ0 restreint à un support de type rr´8, x0ssˆZ
et χ2 restreint à un support de type Zˆ rr´8, y0ss, et enfin de la quasi-fonction
nulle (c’est-à-dire à support vide).

Avant de passer à la preuve, on remarque qu’aucune de ces quasi-fonctions ne
peut s’écrire comme combinaison convexe des autres, et on en déduit le résultat
suivant :

Corollaire 4.12. Le bord de Martin de Z2 pour la mesure Nord-Est est égal au
bord de Martin minimal

Démonstration. Soit pxn, ynq une suite dans Z2 non bornée, alors quitte à ex-
traire une sous suite on est dans un des quatre cas suivants :

1. @n, yn “ y0 et xn Ñ `8

2. @n, xn “ x0 et yn Ñ `8

3. xn, yn Ñ `8 et xn
xn`yn

Ñ p P r0, 1s

4. xn ou yn tend vers ´8.
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Dans le cas p3q, soit px, yq P Z2 tel que x, y ě 0, on a par définition :

Gppx, yq, pxn, ynqq
Gpp0, 0q, pxn, ynqq

“ 2kPpX1 ` ¨ ¨ ¨ `Xk “ x|X1 ` . . . XN “ xnq.

On note k “ x` y, N “ xn ` yn, p “ xn
xn`yn

, et on définit

Ω1 “ ta, buN ; Ω “ tω P ta, buN , ω1 ` ¨ ¨ ¨ ` ωN “ pxn, ynqu

On a alors Gpp0, 0q, pxn, ynqq “ cardpΩq
cardpΩ1q Si on munit Ω1 de la loi de probabi-

lité uniforme et qu’on note X 1ipω1q “ 1pωi “ aq alors les X 1i sont des variables
de Bernouilli indépendantes de probabilité 1

2 et donc d’après 4.10, si on note
Xi “ X 1i|Ω, les Xi sont des variables de Bernouilli de paramètre p et de cova-
riance ´ p

N . Donc comme N Ñ8 on a :

Gppx, yq, pxn, ynqq
Gp0, pxn, ynqq

Ñ p2pqxp2´ 2pqy

de plus si on ajoute une constante p´x1,´y1q à pxn, ynq alors on a encore
xn´x

1

xn`yn´x1´y1
Ñ p et donc en reprenant le même raisonnement, on a :

Gppx, yq, pxn, ynqq
Gppx1, y1q, pxn, ynqq

Ñ p2pqx´x
1

p2´ 2pqy´y
1

, si x ě x1 et y ě y1, et pour tout couple de points px, yq, px2, y2q il existe un
point px1, y1q tel que x1 “ minpx, x2q et y1 “ minpy, y2q et donc

Gppx, yq, pxn, ynqq
Gppx2, y2q, pxn, ynqq

Ñ p2pqx´x
2

p2´ 2pqy´y
2

donc on a bien Gp¨, pxn, ynqq Ñ χ2p. Si xn “ x0 on a xn
xn`yn

Ñ 0 et donc
pour le raisonnement précédent nous donne aussi Gp¨, pxn, ynqq Ñ χ0 par contre
on doit supposer que x ď x0 sinon Gppx, yq, pxn, ynqq est nul pour tout n.
Avec le même raisonnement, si yn “ y0 alors la limite des fonctions de Green
sera χ2 avec ty ď y0u comme support. Si maintenant, xn ou yn tend vers
´8, aucun point de départ ne permet d’atteindre pxn, ynq pour tout n donc
SupppGp¨, pxn, ynqq Ñ H.

4.4 Les comportements finis
Soit H une quasi-fonction harmonique naturelle, on dit que le H-process a

un comportement fini si pour tout point de départ γ0, le H-process pγnq qui suit
qH a un comportement déterministe à partir d’un certain rang n, c’est à dire
que pour n assez grand, on a avec probabilité 1 : phpγn, γn`1q “ 1, la valeur
minimale de n peut dépendre du point de départ γ0.

Pour détecter les fonctions harmoniques du bord de Martin qui induisent des
H-process finis on commence par définir les formes discriminantes de pΓ, µq, on
a trois types de formes discriminantes :
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1. Les coordonnées γ ÞÑ xγ et γ ÞÑ yγ .
2. les fonctions du type γ ÞÑ zγ ` kyγ pour k P Z.
3. les fonctions du type γ ÞÑ pyγ ´ kqxγ ´ zγ pour k P Z.

Lemme 4.13. Soit δn P Γ une suite dont une des formes discriminantes
reste bornée, alors quitte à extraire une sous suite, la fonction de green Gp¨, δnq
converge vers une quasi-fonction H P BΓ et le H-process a un comportement
fini.

Démonstration. On va prouver le lemme en faisant une Disjonction de cas.
Soit δn P Γ qui tend vers une limite H P BΓ. On suppose d’abord que

yδn reste borné, alors quitte à extraire une sous suite, on a xδ´1
k0
δkn

“ 0 et

δ´1
k0
δn Ñ H ˝ tδk0 , on note δ1n :“ δ´1

k0
δkn et H 1 :“ H ˝ tδk0 , comme yδ1n “ 0, on

a Gpγ, δ1nq “ 0 dès que yγ ą 0, en particulier, si γn suit le H 1-process et que
yγ0 “ 0 alors γ´1

n γn´1 “ a à chaque étape donc on a un comportement fini,
sinon, pour γ qui vérifie yγ ă 0, on a :

γ´1δ1n “ pxδn ´ xγ ,´yγ , zδ1n ´ zγ ` xγyγq

donc si zδ1n reste borné, alors

ppγ´1δ1nq “ p´yγ pzδ1n ´ zγ ` xγyγq

à partir d’un certain rang n. En particulier, cette quantité est finie, donc on a
un nombre fini de réalisation du H 1-process partant de γ qui finissent toutes sur
une a-orbite à droite donc la marche devient déterministe en un temps fini qui
ne dépend que du point de départ γ et pas de la réalisation du H 1-process.
Si par contre zδ1n Ñ8 alors on montre que ppa´1γ´1δ1nq

ppγ´1δ1nq
Ñ 1, en effet d’après 4.5

H ne dépend pas de z donc c’est .
Si maintenant xdeltan , yδn sont non bornés mais qu’une des formes discriminantes
l’est, alors quitte à composer par I et extraire une sous suite, il existe γ0 P Γ
tel que zγ´1

0 δkn
“ 0, on note H 1 “ H ˝ tγ0 et δ1n “ γ´1

0 δkn on a alors pour γ
tel que xγ ą 0, ppγ´1δ1nq “ 0 à partir d’un certain rang donc γ R SupppH 1q.
Si maintenant xγ “ 0 alors, on a ppγ´1δ1nq “ p2pxγyγ ´ zγq en particulier si
xγyγ ´ zγ ă 0 alors γ R SupppH 1q, toutes ces subtilités ne se voient pas dans le
H 1-process car le seul état atteignable est bγ (car aγ n’est pas dans le support)
donc on a un comportement déterministe du H 1-process. Dans le cas où xγ ă 0,
aγ peut être dans le support mais on va montrer que la probabilité d’y passer
en suivant le H 1-process est nulle. déjà, on remarque que si xγ ă 0 alors

ppγ´1δ1nq “ ppxδ1n ´ xγ, yδ1n ´ yγ ,´yδ1nxγ ´ zγ ` xγyγqq Ñ 8

donc H 1
|txγă0u est harmonique, de plus d’après le théorème limite-ratio 4.5 H 1 ne

dépend pas de zγ si xγ ă 0 donc d’après 4.11, H 1 est un semi-caractère dont les
niveaux sont les txγ “ ´ku pour k ě 1 donc le H 1-process est déterministe
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Theorem 4.14 (Classification des comportements finis). Soit δn P Γ, telle que
IpGp¨, δnqq converge vers un point H P BΓ du bord de Martin de Γ, alors xδn `
yδn Ñ `8 et les fonctions discriminantes qui restent bornées sont constantes
et on a :

1. Si yδn et zδn restent bornés alors H “ Ipγ ÞÑ p1pγ´1δnq2
xγ`yγ q pour tout

n à partir d’un certain rang.
2. Si xδn et xδnyδn´zδn restent bornés alors H “ Ipγ ÞÑ p1˝Ipγ´1δnq2

xγ`yγ q

pour tout n à partir d’un certain rang.
3. si zδn reste borné et yδn Ñ8 alors :

SupppHq “ tγ P Γ|xγ ă 0u Y tγ P Γ|xγ “ 0, zγ ď zδnu

et pour tous γ1, γ2 P txγ “ 0, zγ ď zδnu, on a :

Hpγ1, γ2q “ 2yγ2´yγ1
p2pzδn ´ zγ2q

p2pzδn ´ zγ1q

et pour tout autre couple γ1, γ2 P SupppHq

Hpγ1, γ2q “ 2yγ2´yγ1 0xγ2´xγ1

4. si xδnyδn ´ zδn reste borné et xδn Ñ8 alors :

SupppHq “ tγ P Γ|yγ ă 0u Y tγ P Γ|yγ “ 0, xγyγ ´ zγ ď xδnyδn ´ zδnu

et pour tous γ1, γ2 P tyγ “ 0u X SupppHq, on a :

Hpγ1, γ2q “ 2xγ2´xγ1
p2pxδnyδn ´ xγ2yγ2 ´ zδn ` zγ2q

p2pxδnyδn ´ xγ1yγ1 ´ zδn ` zγ1q

et pour tout autre couple γ1, γ2 P SupppHq

Hpγ1, γ2q “ 2xγ2´xγ1 0yγ2´yγ1

4.5 Quand aucune coordonnée n’est bornée
Il suffit maintenant de traiter le cas dans lequel aucune des coordonnées ni

aucune forme discriminante n’est bornée.

Lemme 4.15. soit ν une mesure de probabilité sur un intervalle I, soit f et g
deux fonctions croissantes sur I, alors

ˆ
fdν

ˆ
gdν ď

ˆ
fgdν

avec égalité si et seulement si f ou g est constante sur le support de ν.
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Démonstration. On commence par exprimer la quantité :

∆ :“

ˆ
I

fgdν ´

ˆ
I

fdν

ˆ
I

gdν

comme une seule intégrale :

∆ “

ˆ
x,yPI2

fpxqgpxq ` fpyqgpyq ´ 2fpxqgpyq

2
dνpxqdνpyq

∆ “

ˆ
x,yPI2

1

2
pfpxq ´ fpyqq pgpxq ´ gpyqq

Comme f et g ont le même sens de variation, la quantité pfpxq ´ fpyqqpgpxq ´
gpyqq est toujours positive, est est nulle si et seulement si fpxq “ fpyq ou gpxq “
gpyq, donc ∆ ě 0 et ∆ “ 0 si et seulement si f ou g est constante sur le support
de ν.

Theorem 4.16. Soit pδnq une suite d’éléments de Γ telle que la suite Kδn : γ ÞÑ
ppδnγ

´1
q

ppδnq
converge vers une fonction harmonique h P BΓ. Si de plus xδn , yδn , zδn

et xδnyδn ´ zδn tendent vers l’infini alors h est un caractère harmonique.

Démonstration. Premièrement, on remarque d’après 4.5 que h ne dépend pas
de z. En effet, la quantité Kδn pγq

Kδn pcγq
tend vers 1. On sait alors d’après le théorème

de Choquet-Deny (voire [1]) qu’il existe une mesure ν sur r0, 1s telle que

h “

ˆ 1

0

χr,1´rdνprq

On note fpγq “ hpaγq
hpγq , on a alors

fpγq “

´ 1

0
rχr,1´rpγqdνprq´ 1

0
χr,1´rpγqdνprq

On suppose par l’absurde que la support de ν n’est pas réduit à un point.
D’après 4.9 h est log-convexe, c’est à dire que pour tout γ P Γ, on a :

hpaγq2 ě hpa2γqhpaγq

Si on note νγ :“ χr,1´rpγqdν, on a :

ˆ 1

0

rdνγprq ˆ

ˆ 1

0

rdνγprq ě

ˆ 1

0

1dνγprq ˆ

ˆ 1

0

r2dνγprq

comme la fonction r ÞÑ r est strictement croissante, νγ est atomique d’après
4.15.
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4.6 Méthode heuristique d’estimation de p

La fonction de partition p n’a pas de formule explicite mais peut on peut
en estimer une asymptote avec une méthode combinatoire comme dans [4] on
voit que l’étude des marches aléatoires permet de retrouver une estimation de
logppq.
Si on admet la log-concavité de p en les variables x et y ainsi qu’une certaine
régularité en z. On devine le théorème suivant :

Theorem 4.17. Soit x, y, z ą 0 tels que x ` y “ 1 et z ă xy, soit une suite
pδN qNą1 telle que xδN

N Ñ x, yδN ` xδN “ N et zδN
N2 Ñ z, on note pγnq0ďnďN

la marche aléatoire qui suit µ et part de γ0 “ eΓ et conditionnée à arriver en
δN “ γN , alors la fonction :

gN : r0, 1s Ñ R2; t ÞÑ
´xγtNtu

N
,
yγtNtu

N

¯

converge en probabilité et dans H1 vers une fonction g lisse qui vérifie gp0q “ p0, 0q,
gp1q “ px, yq, dgdt P R

2
`,
´ 1

0
g1ptq

dg2ptq
dt dt “ z et qui minimise l’entropie :

Epgq :“

ˆ 1

t“0

dg2ptq

dt
log

ˆ

dg2ptq

dt

˙

`
dg1ptq

dt
log

ˆ

dg1ptq

dt

˙

dt.

On a de plus logpppδN qq
N Ñ CteEpgq.

La preuve de ce théorème que je ne ferais pas dans ce rapport car mon
étude de la fonction de partition manque encore trop de résultats se décompose
en deux parties, la première consiste à utiliser la log-concavité de la fonction
de partition pour démontrer la monotonie de Ppγk`1 “ γkaq qui nous garanti
que la limite a une dérivé faible et aussi des théorèmes de régularisation qui
garantissent l’unicité de la limite.

Ensuite, on remarque que les ω limites doivent maximiser f défini à 4.5 et
Justement, l’entropie correspond à un équivalent de logpfq.

Finalement on remarque deux choses :
1. à grande échelle la composante en z des facteurs est négligeable
2. Une marche aléatoire conditionnée à arriver en un point ressemble à

grande échelle à un chemin qui maximise une entropie.

Proposition 4.18. Si S engendre un cône propre où un demi plan alors pour
tout point γ1 P NpR3q tel que γ P adh

 `xγ
λ ,

yγ
λ ,

zγ
λ2

˘
ˇ

ˇGpe, γq ą 0, λ ą 0
(

il existe
un unique chemin pγptqqtPr0,1s de eΓ vers γ1 qui maximise l’entropie :

Epγq “

ˆ 1

0

e

ˆ

dγptq

dt

˙

dt

où dγptq
dt est la dérivée à droite, c’est à dire :

dγptq

dt
:“ lim

εÑ0
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et où l’entropie locale e est définie comme :

epx, yq “ sup
ř

αspxs,ysq“px,yq

ÿ

´αs logpαsq

avec αs “ Hpe, sqµpsq pour une fonction µ-harmonique H.

À partir de cette observation, on déduit le théorème suivant :

Conjecture 4.19. Soit µ une mesure sur Γ dont le support fini S engendre
Γ, alors le bord de Martin de Γ pour la mesure µ est égal au bord de Martin
minimal si et seulement si le cône engendré par S dans R2 est différent de R2.

La preuve de cette conjecture demanderai une étude des marches aléatoires
en utilisant une version "quasi-fonction" des outils introduits dans [2] plutôt que
des astuces combinatoires utilisant la symétrie , on observerait notamment des
comportements nouveaux (qui ressemblent à ceux de la marcha aléatoire dans
Z2 au bord du cône si il existe des éléments centraux non triviaux atteignables
par la marche aléatoire, par exemple si µ charge a, b, c alors on aurait toujours
le segment « horizontal » dans le bord de Martin mais aussi des segments « ver-
ticaux » au dessus des comportements finis décris dans 4.14
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