Exposé 1 : vecteurs de Witt

Motivation

On veut donner une maniére de passer de la caractéristique p a la caractéristique mixte® (0,p). Idée
du développement en base p, qui ne préserve pas du tout la structure d’anneau... (retenues).
Construire un foncteur :

W:Z,—Alg — Z, — Alg

(ou : sur O, on parle alors de vecteurs de Witt ramifiés)
tel que W(Fyn) = Zpn, I'anneau d’entiers de Q,», I'extension non ramifiée de corps résiduel F»

(Zpr = Zp[ppn—1])-

1 Polynomes de Witt

Dans toute la suite : on fixe L une extension finie de Q,, O, son anneau d’entiers, k7, son corps
résiduel, et m une uniformisante de L.

Définition 1.1. Le n-éme polyndéme de Witt est
n n—1
D, (Xo,...,Xp) =X +7X)  +...+7"X, € O[Xo,..., Xy

On a les formules de récurrence :

®,(Xo,..., Xn) = X&' + 70, 1(X1,...,X,)
= ®, (X{,..., X1 )+ "X,

Soit B une Op-algebre

Lemme 1.2. Si by, ...,by, et cy,...c, vérifient b; = ¢; (mod 7™ B), alors :
Vi € [[O,n]], (I)Z(b(),,bl) E(I)i(007-~~7ci) (mod 7Tm+iB)
De plus, la réciproque est vraie si # € B n’est pas un diviseur de 0.

Démonstration. Le sens direct se montre en remarquant :
bi=c (mod 7™B) = b =c¢! (mod 7™"B)

et on en déduit le résultat en utilisant la deuxiéme formule de récurrence.
Le sens réciproque se prouve aussi en utilisant la deuxieme formule de récurrence. O

Définition 1.3. « On définit 'annean "fantéme" (BN, +, x) comme I'anneau BN, ot les opéra-
tions se font composantes par composante.

o Frobenius (fantéme) : fp(bo, b1,...) = (b1,ba,...).
o Verschiebung (=décalage) (fantéome) : vp(bo, b1,...) = (0,7bg, wb1, .. .).

Ona fgvp=m € BN,
On définit :
®p:b=(by,b1,...) € BN — (®,,(bo, ..., bn))nen € BN

Exemple 1.4. Si B = kj, (ou plus généralement, une ky-algeébre), alors : @, (b) = (bo, b{, qu, ).

Lemme 1.5. Si 7 n’est pas un diviseur de zéro, ®p est injective. Si w € B*, &g est bijective.

1. i.e. : caractéristique O et caractéristique résiduelle p
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Démonstration. ®p(b) = u s’écrit :
b(_) = U
T + @1 (0, ..., 0 ) = oy

L’injectivité est alors une conséquence du lemme 1.2, sens réciproque.
Si 7 est inversible, on peut construire b,, par récurrence, et ®p est surjective. ]

Proposition 1.6. Supposons qu’il existe ¢ : B — B un morphisme d’algebres, avec :
o(b) =b? (mod 7B)

Alors :
B :=Im(®p) = {(un) € BY, VYn, o(u,_1) =u, (modn"B)}

Remarque 1.7. En particulier, B’ ne dépend pas du choix de I'uniformisante .

Démonstration. 11 suffit de procéder par récurrence, et de résoudre 1’équation :

un:q)n(bo,...,bn):(I)nfl(bg,... bl )+7Tnbn

1Op—1
Si up—1 = Pp_1(bo,-..,bn_1), cette équation a une solution b, € B ssi :
Up = Pp1(bd, ..., 0 ) =0o(up—1) (mod 7"B)
O

Exemple 1.8. En prenant B = Oy, et o(b) = b (qui vérifie 'hypothese), on en déduit que B’ s’identifie
a O, et on en déduit une application (qui n’est pas un morphisme) :

Q:0, — O avec (Do, o)\ = (A A,...)

On a par exemple Qg(A) = A, Q1(\) = 771X — \9), et des formules plus compliquées ensuite.
Si B est quelconque, en utilisant la fleche Oy, — B, on en déduit une application Q2 : O, — BN,

2 L’anneau des vecteurs de Witt

On veut définir un anneau W (B), tel que ®p : W(B), — BN soit un morphisme. Le probléme est
que ®p n’est pas injective, donc ce n’est pas bien défini. L’idée est de définir la loi par des ’équations
universelles’ (polynomiales sur O, ici).

On applique donc la proposition 1.6 avec :

A= 0r[Xo, Yo, X1,Y1,.. ] et o(X;) =X], o(Y;) =Y/

7

Corollaire 2.1. Il existe des éléments uniques (S,,), (Py), (1) et (F,,) de AN tels que :
PA(S) =Pa(X) + Pa(Y)
PA(P) = 24(X)2a(Y)
PA(I) = —Pa(X)
Pu(F) = fa(®a(X))

et on a de plus :
Snapn S OL[X07Y07 e 7X7Z7Y7l]

I, € O1[Xo,. .., Xn]
F, € OL[X(), . ,Xn+1]
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Remarque 2.2. Sip # 2, on a en fait I, = —X,,...

Exemple 2.3. S’amuser a calculer :

q—1 )
So = Xo+ Yo : Si=X1+Y1—n > (?)X@Yg"
i—1 \!
Py = XoYp ; P =7X1Y1 + XV + Y X,
Fo=Xi+7X1 ; F=X{+7Xs—Y (f) a—i=1 xgi 9=
=0

Remarque 2.4. Si L = Q,, tous les polyndmes sont a coefficients dans Z.
Soit B une Op-algebre.

Définition 2.5. On définit 'anneau des vecteurs de Witt W (B)z, qui est 'ensemble BN, muni des
opérations :

o Addition : bHc = S(b,c)
o Multiplication : b ¢ = P(b, c)

Proposition 2.6. (i) (W(B)r,H, ) est un anneau, de zéro 0 = (0,0,...) et de 1 I’élément 1 =
(1,0,0,...). L’inverse est donné par I.

(ii)) 2 : O — W(B)L est un morphisme d’anneaux, et munit ainsi W(B)r d'une structure de
Op-algebre.

(iil) ®p : W(B) — BY est un morphisme de Op-algébres; en particulier ®,, g : W(B), — B aussi.

Démonstration. (i) Vérifier que c’est un anneau n’est pas totalement évident : par exemple, on a
bien :

Bp((aBb)Be) = dp(a B (bEc))

mais ®p n’est pas toujours injective... L’idée pour palier ce probleme est de poser
B1 = Or[(Xp)pen]- On a alors un diagramme commutatif :

W (B1)? —— W (B)
| ]
W(B)? —— W(B)

la fleche en haut (et en bas) étant au choix, ’addition dans un ordre ou dans 'autre. Il suffit
donc de montrer 'identité dans W (Bj), ; mais celle-ci est évidente car ®p, est injective.
C’est la seule difficulté de la preuve. ]

On a fonctorialité en B :

Proposition 2.7. Soit p : By — By un morphisme d’algebres. Alors W (p) = p™N est un morphisme
d’anneaux W(B1)r, — W(Ba)L.

Démonstration. Comme p est un morphisme d’algebres, il commute a ’action des polynomes de Witt,
on a donc un diagramme :

[
W(By), —+~ BN

lW(p) le

®p

W (Bs)p —— BN

et on en déduit la preuve de la proposition, dans la méme veine que précédemment (®p, n’est pas
toujours injective...). O
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Définition 2.8. Pour b € W (B)r, on appelle (bg, b1, . . .) ses vraies composantes, et (Po(b), ®1(b),...)
ses composantes fantomes.

Attention : les composantes fantomes ne déterminent pas toujours le vecteur! Par exemple, les
composantes fantomes de p € W(F,,) sont (0,0,...).

3 Frobenius

On peut définir le Frobenius F : b € W(B)r +— (F.(b))nen et le Verschiebung
Vi (bo,b1,...) € W(B)r — (0,bo,...) (qui est donc le décalage des vraies composantes).

Proposition 3.1. (i) F est un endomorphisme de Op-algebre.
(ii) V est un endomorphisme de Or-module (mais pas d’algebre).
(iii) F'V = (i.e. la multiplication par = élément de W (B)y, (via Q2)).
(iv)
(v)

Démonstration. 11 suffit de montrer qu’on a les diagrammes commutatifs suivants :

Vam F(b)) =V(a)@b.
F(b) =b" (mod 7W(B)r).

W(B) — BN W(B); — BN
lF J/fB iv lvB
®p N 5 N
W(B),——B W(B), ——B
et les preuves se font comme précédemment. ]

Définition 3.2. On note V,,(B)r = Im(V™), constitué des vecteurs dont les m premiéres (vraies)
coordonnées sont nulles 2.
On note W, (B)r, = W(B)r/Vim(B)r, 'anneau des vecteurs de longueur m.

Définition 3.3. On appelle relevement de Teichmiiller I’application multiplicative :

B —  W(B):
T:
b +—— (b,0,0,...)

Lemme 3.4. Wi(B), = B et Vi(B)} = 7" V4(B)_.

Démonstration. Comme Sy = Xy + Yp, Papplication B — Wj(B) induite par 7 est un morphisme
d’anneaux, d’inverse ®g : Wi (B) — B, ce qui prouve la premiére assertion.
On prouve la deuxiéme pour m =2 : si a,b € W(B)y, alors :

V@a)mV(b)=V(am F(V(b))) =V(amrb) =nV(a@b)

4 Cas de la caractéristique positive

Dans les faits, on prendra B tel que mlp = 0, c’est a dire : B une kp-algebre.
B possede alors un Frobenius par la mise a la puissance q; si c’est une bijection, on dit que B est
parfaite.

Proposition 4.1. Soit B une ky-algebre.

2. cela implique que les m premieres coordonnées fantomes sont nulles, mais la réciproque est fausse.
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(i
(ii)) Vo @ Vi C Vogm

F(b) = (b0), et FV = VF = 1.

)
)
(iii) #™W C V" C #miW.
(iv) On a des isomorphismes d’algebres :

lim W, < W = 1im W/V;

Si de plus B est parfaite :

(v) V" =V, =amW.

(vi) m n’est pas un diviseur de 0 dans W.

(vii) Pour tout b € W, on a :

= Y 70 )  (mod xW)

Démonstration. Pour la (i), il faut regarder F, modulo 7. On en déduit VF(b) = V(1 & F(b)) =
V(1)@ b.
Pour la (ii), on vérifie : V™(a) @ V"(b) = V" (F*(a) @ F™(b)).

Pour la (iii), ona : 71W C Vj car m = V'F.
Pour la (iv) : par définition de 'anneau W (B)r, on a un isomorphisme : W ~ Hm Wp,. On a :

a™"W ={(0,...,0,by, bms1,...), bn € BT sin>m}
Comme 7m™W C V,,,, pour avoir le deuxieme isomorphisme, il suffit de montrer :

(N (V;  (mod 7™W)) = {0}

j=>m

on voit que si ¢ est dans lintersection, alors en prenant j =n+1, ¢, € BI".

Pour la (v), on a 7™W = V" F™W = V™W =V, (on a utilisé que F' était inversible a la 3e égalité).
Pour la (vi), on a m = F'V et F est inversible et V injective.

Enfin, 7™ = V™(1) d’ot1 'on déduit I'écriture de (vii) 3

Proposition 4.2. Si B est une extension de corps de kj, alors :

(i) W(B)L, est un anneau local integre, d’idéal maximal V;, de corps résiduel B. De plus la carac-
téristique de Frac(W) est nulle.

(ii) Si B est parfait, alors W (B), est un anneau de valuation discréte complet, d’uniformisante 7 et
pour tout b e W :

i —
b= Z 77 (bd )
n=0
Proposition 4.3. Si Ly/Q, partie non ramifiée de L/Q,, alors si B est parfaite :
OL ®(9L0 W(B) ~ W(B)L

et le frobenius & droite correspond & id ® Ff(L/Q») 3 gauche.

3. il y a ici une petite arnaque; je renvoie au lemme 1.1.13 de Schneider pour I'astuce
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5 Des calculs pour terminer

5.1 Les corps finis

On prend L = Qp et m = p.
Q(p) vu dans W (F,) est égal a (0,1,0,0,...) en vraies composantes, et a (0,0,0,...) en composante
fantomes !

Proposition 5.1. 2: Z, — W(F),) est un isomorphisme.

Démonstration. On commence par montrer que c’est injectif : si Q(A) = 0, alors (Alp,, Alf,,...) est
nul dans F}) donc A € pZ,. On en déduit que A € V1. En considérant le plus grand entier m tel que
A € Vi, et en divisant par p™, on a une contradiction. Donc €2 est injective, et on a méme : V,,, = p™W.
Donc : W(F)) = @Z/pmz =17

On a quand méme utilisé la proposition 4.1 et 4.2 (ii). O

Proposition 5.2. Sia € F, 7(a) est I'unique racine de XP~! — 1 congrue & a modulo p.

Démonstration. Comme 7 est multiplicative, c’est bien une racine du polynéme. Et comme la réduction
modulo p revient a prendre la premiere coordonnée, la congruence est vérifiée. ]

En utilisant 4.2 ii), on voit que W (F,) est Pextension de Z, engendré par les racines de X4 —1;
ainsi W(F,) = Z,.
En passant a la limite sur ¢, on en déduit :

W(E,) = 2y

ou le terme de droite est 'anneau d’entiers du complété de ’extension maximale non ramifiée.

5.2 Un autre exemple

Soit k£ un corps parfait de caractéristique p. On prend L = Q.
On a toujours une fleche :
qa: WEIT]] — W([[T]])

(qui envoie T sur 7(T') et W (k) sur W (k)).
On peut construire une réciproque comme suit : étant donnée f =, f,7" € W(k)[[T]], on définit
Uf =23, fapT™. On pose alors :

p:fr— lim Uh(fph)F_h
h—00

(on a fait agir F sur les coefficients seulement). On montre que p est bien définie, et ne dépend que de
la classe de f (mod p); autrement dit, p : k[[T]] — W (k)[[T]] est bien définie. On peut alors définir :

WT]) — W R[]
(ag,a1,...) — plag) +pUp(a)™ + ...+ p"Up(an)" " +...

Proposition 5.3. On a p o q = idyu)m)

Autrement dit, on peut voir les éléments de W (k)[[T']] dans W (k[[T1]]).

1

Question : W(F,[T1)? W(F,(t»~))?
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