Un peu de calcul formel
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... pour l'analyse

Objectifs
® sortir de I'enseignement

® développer la
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... pour l'analyse

Objectifs Idées de base
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... pour l'analyse

Objectifs Idées de base

® sortir de I'enseignement ® equations comme
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Calcul analytique rapide

Développements Bases Evaluation

en série orthogonales certifiée de
fonctions

Newton formel & E.s., séries de speciales

genération aleatoire Cﬁebyshev,

sous modele de changements de base. multiprécision

Boltzmann d’abord ...
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Efficacite par
iteration de Newton
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http://localhost/~salvy/Newton1740.pdf
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Itération de Newton pour les séries

Pour résoudre ¢(y) = 0, itérer

y i = gl —ln gyl = ¢(b[n]&/

,fyn+1




Itération de Newton pour les séries

Pour résoudre ¢(y) = 0, itérer

ylr = gylnd gt g (gl = g Ty /
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Itération de Newton pour les séries

Pour résoudre ¢(y) = 0, itérer

ylr = gylnd gt g (gl = g Ty /

Convergence quadratique <« diviser-pour-ré$
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’'inversion

dly) =a—1/y = |yt =y — gyl (ay™ —1),

Cout : un petit nombre de multiplications
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’'inversion
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’'inversion

dly) =a—1/y = |yt =y — gyl (ay™ —1),

Codt : un petit nombre de multiplications
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Equations differentielles lineaires

Etant donnée une equa. diff. a coefficients séries, avec a,.(0) # 0,

a,(t)y" (t) + -+ ao(t)y(t) = 0,

calculer les N premiers termes d’une base des séries solutions.
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Especes combinatoires

Y=EUZx)Y?

[Décoste, Labelle, Leroux 1982]






Especes constructlbles




Especes constructibles
1, Z, x, +, Seq, Set, Cycle, utilises recursivement.

Exemples :

* langages reguliers;

* langages algebriques non-ambigus;
* arbres;

* graphes fonctionnels, ...

Analytic
Combinatorics



Especes constructibles
1, Z, x, +, Seq, Set, Cycle, utilises recursivement.

Exemples :

* langages reguliers;

* langages algebriques non-ambigus;
* arbres;

* graphes fonctionnels, ...

Analytic | Deux problémes liés :
ST S . : nb d’objets de taille n=0,1,2,...

et 2. : tous ceux de taille n
avec la meme probabilite.
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Newton combinatoire resout tout

Y =HEZD)+ [ 62D
~ itération de Newton (non triviale)

Thm. (J. Combinatorial Theory A 2012)
en complexite
arithmetique & binaire

+ oracle numerique pour la
genération aleatoire (G =0).




Exemples de grammaires XML

Grammar

rss
PNML
xslt
relaxng

xhtml-basic .
mathml2 3.7

xhtml 34 1124
xhtml-strict 3.0 1590
xmlschema 0.5 6592
SVG 5.8 >1.5Go
docbook 67.7 >1.5Go
OpenDoc 3.9

[Darrasse 2008]
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Equa. diffs/rec comme
structure de donnees

Un besoin Des progres Bibliotheques &
algorithmiques Maths sur le Web
réecents
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Une preuve algorithmique

+00
Cn,k — / tkK()(t)n dt
0
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® Ko satisfait une edo lin. d’ordre 2
/ ® (Ko)" en satisfait une d’ordre n+|
® mult. par t© et traduire en rec.

- - g > 2 . v o - i v - » " > - L}
- i & °4 i g s BT CRY LERCS : . Pty ' r i P, " : >y ¥ ! " » -0 e .
., il -0 B 2 Swe SR o~ ot ol R TR T el | LA W re . 8 S AXTY A P S e A e A VAN, §43 Padn ot v o g
= 15 - D \ . T A * - . . 1 - 2, 4
el » IS Twpaecs e 2.1 el o b PREE AU 2 R . Lt e ST PR T L O e = =K A LT R, L By 4 pal Ui ol " S A
) : :




Une preuve algorithmique
Cn,k:/%o th Ko (t)" dt

® Ko satisfait une edo lin. d’ordre 2
® (Ko)" en satisfait une d’ordre n+|
® mult. par t© et traduire en rec.
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DDMF

Dynamic Dictionary of Mathematical Functions

Projet joint INRIA & e Viathematical Eun
Microsoft Research

Welcome to this interactive site on Mathematical Functions, with Contents
(2008_20 | 4) properties, truncated expansions, numerical evaluations, |
plots, and more. The functions currently presented are e Theinverse coseca
elementary functions and special functions of a single variable. * The inverse cosine
More functions — special functions with parameters, orthogonal ¢ The inverse cotange
polynomials, sequences — will be added with the project e The inverse hyperbo
CaICUIe advances. e The Airy function of t
A e The inverse secant
m m e The inverse sine
dyna Ique ent This is release 1.6 of DDMF « The inverse tangent
% - Select a mathematical rendering to enable access to the e The Airy function of t
developpements (seéries, entorts 3 The hiry function o
Orth Ogonales ) e The cosine integral
’...
— asymptotique

— evaluation numerique
certifiee...

+ F. Chyzak



http://127.0.0.1:8080/ddmf/ddmf
http://127.0.0.1:8080/ddmf/ddmf

Pas toujours une equa. diff./
recurrence lineaire

® log(n), n? (a¢Z), pn, €¥", [(n/2),...

par leur comportement asymptotique

ou celui de leur serie génératrice
(El. J. Combinatorics 2005, 2010)
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Création télescopique
/fwtdt—7 ou S(n Zu

Entreée : équations Sortie : équations pour
(differentielles pour f ou la somme ou l'intégrale.
de recurrence pour u).
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Entreée : équations Sortie : équations pour
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Création télescopique
/fwtdt—7 ou S(n Zu

Entreée : équations Sortie : équations pour
(differentielles pour f ou la somme ou l'intégrale.
de récurrence pour u).

|

| Meéthode :intégration (sommatlon) par partles et
derivation (difféerence) sous le signe intégrale (somme)
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L'ideal de telescopage

Ty (f) = (Annf + 0;Q(x,1) (0, 875}) N .
eetmmet dene N e

int. p. parties deriv. sous [




L'ideal de telescopage

T(f) = (Ann f + 9,000 10,0, .
|V — \——

int. p. parties deriv. sous [

® sommation
hypergeometrique :
dim= I + param
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L'ideal de telescopage

Ti(f) = (A f + 0,002 1110, 0)) 0 .
N———— — N————
int. p. parties deriv. sous [
® sommation
hypergeometrique :
dim=1 + param.
~ Gosper. [Zeilberger 1991]
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L'ideal de telescopage

Ti(f) := (Annf + 5’t@(m,t)<8w,&g>) N .
et e N e

int. p. parties deriv. sous [
® sommation ® dim finie, algebres de
hypergeometrique : Ore & GB (sc 1998)

dim=1 + param.
Gosper. [Zeilberger 1991]
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L'ideal de telescopage

Ti(f) := (Annf + 5’t@(w,t)<8w,ﬁt>) N .
et e N e

int. p. parties deriv. sous [
® sommation ® dim finie, algebres de =
hypergeometrique : Ore & GB (JscC 1998)
dim=1 + param.
Gosper. [Zeilberger 1991] ® dim infinie & GB I

(ISSAC 2009)
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L'ideal de telescopage

T,(f) := (Ananré’t ) N .

int. p. parties deriv. sous [
® sommation ® dim finie, algebres de N
hypergeometrique : Ore & GB (sC 1998)
dim=1 + param.
Gosper. [Zeilberger 1991] ® dim infinie & GB I
e

(ISSAC 2009)
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Resume

* Beaucoup d’analyse s’algorithmise
* On peut calculer vite avec l'itération de Newton
* On peut calculer vite avec les equations
differentielles/de recurrence linéaires

e On peut/veut calculer ces equatlons
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Resume

* Beaucoup d’analyse s’algorithmise

* On peut calculer vite avec l'iteration de Newton

* On peut calculer vite avec les equations

differentielles/de recurrence lineaires

e On peut/veut calculer ces équations
ool reste beaucoup de travall a falre i
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