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Liste des notations et abréviations

Notations
N,Z,R,C ensembles des entiers naturels, des entiers relatifs, des réels et des com-
plexes, respectivement
L2(R) espace des fonctions de carré intégrable au sens de Lebesgue
S(M,R) ensemble des matrices symétriques réelles de taille M x M
S>0(M,R) sous-ensemble des matrices semi-définies positives de S(M,R)
S>o0(M,R) sous-ensemble des matrices définies positives de S(M,R)
() produit scalaire usuel sur £2(R)
R(A),3(A) parties réelle et imaginaire de la matrice A, respectivement
lizesy fonction indicatrice de ’ensemble S évaluée en x
Card(S) cardinal de I’ensemble S
N(u,o) loi normale d’espérance p et d’écart-type o
E[X], Var(X) espérance et variance de la variable aléatoire X, respectivement
{X ()} er processus stochastique indexé par 1" & trajectoires réelles
| matrice identité de taille donnée par le contexte
AT, A* transposée et matrice adjointe de A, respectivement
® produit matriciel de Hadamard
B>, R limite et équivalence en probabilité, respectivement
i, LS égalité et limite en loi, respectivement
m, ~ limite et équivalence quand h tend vers | € R U {+o0}, respectivement
= égalité par définition
fdd

égalité en distributions de dimensions finies

argument du minimum de la fonction f sur ’ensemble S

€S
Abréviations
mBf mouvement brownien fractionnaire
mBof mouvement brownien opérateur-fractionnaire
M-mBf mouvement brownien fractionnaire M-varié

-9-






Introduction

Invariance d’échelle

Alors qu’il est courant de déterminer une ou des échelles caractéristiques pour étudier un
systeme, l'invariance d’échelle renverse le bien fondé d’une telle approche dans de nombreux
domaines du monde réel : un grand intervalle d’échelles contribue a la dynamique temporelle
ou spatiale. Par exemple, alors que les signaux d’activité cérébrale sont souvent analysés en
termes d’activité rythmique, notamment a travers la puissance dans des bandes de fréquences
bien répertoriées par la littérature (Buzsaki, 2006), la dynamique invariante d’échelle y est aussi
source d’information (CiucIu et collab., 2014; HE, 2014), notamment dans l'activité cérébrale
lente (inférieure a 0.1Hz).

Dans un systeme invariant d’échelle, le comportement de ’ensemble se retrouve dans toutes
ses parties, du moins sur une large gamme d’échelles, si bien qu’il est impossible de distinguer
I’échelle d’observation. La caractérisation de la relation entre les différentes échelles, appelée
loi d’échelle, s’impose alors. D’une maniére plus intuitive, un signal, ou une image, invariant
d’échelle s’obtient par répétition d’une de ses parties dilatée et translatée avec des aléas, et c’est
I’opération en jeu qu’il convient d’identifier.

L’invariance d’échelle se manifeste dans des systémes de natures tres différentes. En phy-
sique et géophysique, elle intervient dans la turbulence (FRISCH, 1995; MANDELBROT, 1975), la
répartition des galaxies (PEEBLES, 1989), le fond diffus cosmologique (DAVIS et collab., 1992)
ou les chutes de pluie (OLSSON et collab., 1993). En biologie, elle s’observe entre autres dans
la fréquence cardiaque (IvaNOv, 2007; KIYONO et collab., 2006), la structure de plantes (PAL-
MER, 1988) et la réplication de PADN (TAKAHASHI, 1989). Parmi les phénomeénes naturels ou
I'invariance d’échelle est en jeu, on peut également citer les reliefs et les séismes en géologie
(TURCOTTE, 1990). L’activité humaine est aussi au coeur de systeémes décrits par des signaux ou
images invariants d’échelle, tels que le trafic Internet (ABRY et collab., 2002), les cours boursiers
(MANDELBROT, 1999), la croissance urbaine (BATTY et collab., 1989) et la texture de peintures
(ABRY et collab., 2015, 2013).

Cette large palette d’applications motive la modélisation et I’analyse de I'invariance d’échelle.
A ce titre, dans les derniéres décennies, nombre de modeéles stochastiques et outils d’analyse
multi-échelle ont été élaborés pour rendre compte de dynamiques invariantes d’échelle (ABRY
et collab., 2019). Le travail présenté dans ce manuscrit se focalise sur ’étude des signaux décri-
vant des systeémes invariants d’échelle.

- 11 -



Introduction

Autosimilarité univariée

Une série temporelle est dite autosimilaire si sa loi est covariante par changement d’échelle
des temps : toute partie d’une série temporelle autosimilaire est statistiquement indistinguable de
la série temporelle d’origine apres une dilatation appropriée de son amplitude. Plus précisément,
les statistiques d’une série temporelle autosimilaire se comportent comme des lois de puissance
par rapport & ’échelle et I’exposant de ces lois de puissance est controlé par ’exposant d’auto-
similarité H, variant entre 0 et 1. L’autosimilarité constitue ainsi un formalisme pertinent pour
modéliser I'invariance d’échelle. Le mouvement brownien fractionnaire (mBf) (MANDELBROT
et NESs, 1968; PIPIRAS et TAQQU, 2017; SAMORODNITSKY et collab., 1996), le seul processus
gaussien centré autosimilaire et a accroissements stationnaires, a été utilisé de maniére presque
exclusive comme modele de référence pour les signaux invariants d’échelle. D’autres modeles
reposant sur des processus non-gaussiens existent aussi (voir par exemple BONIECE et collab.
(2019); CLAUSEL et collab. (2014)). L’autosimilarité peut également étre formalisée pour des
champs aléatoires, et des modeles pour les images tenant compte de leur possible anisotropie
ont également vu le jour (CLAUSEL et VEDEL, 2011; DIDIER et collab., 2018).

L’analyse de 'autosimilarité d’une série temporelle mesurée consiste en ’estimation de 'ex-
posant d’autosimilarité H a partir d’'une observation de taille finie. Celle-ci a ainsi recu une
attention considérable, largement relatée par BARDET et collab. (2003); PIPIRAS et TAQQU
(2017); TAQQU et TEVEROVSKY (1998). En particulier, les représentations multi-échelles (trans-
formées en ondelettes) ont permis ’élaboration de procédures d’estimation précises, robustes
et rapides de lexposant d’autosimilarité H (ATTO et BERTHOUMIEU, 2011; ATTO et collab.,
2010; CLAUSEL et collab., 2012; FLANDRIN, 1992; VEITCH et ABRY, 1999). Ces procédures re-
posent essentiellement sur le fait que la variance des coeflicients d’ondelettes, appelée spectre
d’ondelettes, se comporte comme une loi de puissance par rapport a 1’échelle dont I'exposant
est controlé par 'exposant d’autosimilarité H. Par ailleurs, les outils d’analyse multi-échelle
de autosimilarité ont également été étendus aux images (ATTO et collab., 2013; CLAUSEL et
VEDEL, 2013; ROUX et collab., 2013).

Principalement par manque de modeles et d’outils adaptés, la modélisation et ’analyse de
I'invariance d’échelle se sont essentiellement restreintes & un cadre univarié : différents signaux
ou images issus d’un méme systéeme sont analysés indépendamment. Pourtant, dans la plupart
des applications récentes et modernes, un méme systeme est surveillé par plusieurs outils de
mesures, ce qui implique naturellement ’analyse conjointe, dite multivariée, de la collection
de séries temporelles qui en résulte. A titre d’exemple, dans les applications biomédicales, de
multiples signaux d’activité cérébrale provenant de différentes régions du cerveau d’un méme
patient sont souvent enregistrés simultanément et ’analyse multivariée de telles données est
usuelle (MCINTOSH et MISIC, 2013).

Autosimilarité multivariée

Pour tenir compte de la nature multivariée des données du monde réel, une extension multi-
variée du mBf a été introduite : le mouvement brownien opérateur-fractionnaire (mBof) (DIDIER
et PIPIRAS, 2011, 2012). Le mBof vérifie une relation d’autosimilarité multivariée : les statis-
tiques d’une série temporelle autosimilaire M-variée se comportent comme des mélanges de lois
de puissance par rapport a 1’échelle dont les exposants sont controlés par M exposants d’auto-
similarité Hy, ..., Hy; variant entre 0 et 1. Ainsi, chaque composante d’un mBof M-varié est
caractérisé par 'intégralité d’'un vecteur de M exposants d’autosimilarité H = (Hy, ... ,Hpr).
Pour l'analyse de données du monde réel, un cas particulier de mBof a été proposé par AMm-
BLARD et COEURJOLLY (2011); AMBLARD et collab. (2012). Celui-ci consiste en des collections

-12 -



Introduction

de M mBf corrélés, chacun caractérisé par un exposant d’autosimilarité H,,. Ce dernier modele
est cependant assez restrictif car chaque composante du processus en question est autosimilaire
d’exposant une entrée de H, signifiant que la relation d’autosimilarité multivariée en jeu se
réduit simplement a M relations d’autosimilarité univariée.

De fagon analogue a I'analyse d’un mBf, des représentations multi-échelles multivariées per-
mettent ’estimation du vecteur des exposants d’autosimilarité H = (Hy, ..., Hyr) (COEURJOLLY
et collab., 2013; WENDT et collab., 2017), exploitant les comportements en loi de puissance des
spectres d’ondelettes de chaque composante. Cependant, de telles approches ne sont pertinentes
que lorsqu’il y a association biunivoque entre composante et exposant d’autosimilarité. Plus
récemment, une procédure d’estimation a partir des valeurs propres de la matrice de covariance
des coefficients d’ondelettes, appelée spectre d’ondelettes multivarié, a été proposée et théori-
quement discutée par ABRY et DIDIER (2018a,b) dans la limite asymptotique de grandes tailles
d’échantillon. Il s’avere que, dans un cadre assez général, chacune des statistiques des M valeurs
propres du spectre d’ondelettes multivarié d’un mBof se comporte asymptotiquement comme
une loi de puissance par rapport a 1’échelle d’exposant contrélé par un exposant d’autosimilarité
H,,. Ces comportements suggerent d’estimer les exposants d’autosimilarité par des régressions
linéaires sur les logarithmes d’estimées des valeurs propres au travers des échelles. Cependant,
pour des séries temporelles de taille finie, cette approche se heurte a 1’effet de répulsion, un écart
entre les valeurs propres estimées plus grand que 1’écart entre les valeurs propres exactes a une
échelle donnée (ANDERSON et collab., 2010; TA0, 2012; YAO et collab., 2015). Puisque le nombre
de coefficients d’ondelettes intervenant dans le calcul du spectre d’ondelettes multivarié differe
a chaque échelle, il en va de méme pour le biais des valeurs propres estimées, ce qui implique
un biais dans les régressions linéaires et donc dans 'estimation de H (WENDT et collab., 2019).
Proposer un estimateur de H tenant compte de ce biais de taille finie pour 1’étude de signaux
du monde réel est 'un des sujets auxquels cette these s’intéresse.

Dans la pratique, il est également important de détecter combien d’exposants d’autosimila-
rité différents sont réellement a l'origine de la dynamique conjointe des observations, et d’estimer
la proportion de chacune de ces valeurs dans H. En effet, 'analyse de I’autosimilarité multivariée
fournit une collection d’estimées des exposants d’autosimilarité Hq, ..., Hys, mais la fluctuation
de I'estimateur conduit a des estimées distinctes pour des exposants d’autosimilarité égaux. Une
étude pertinente d’une collection d’observations nécessite d’identifier des groupes d’exposants
d’autosimilarité en fait égaux a partir de leurs estimées. Dans un cadre bivarié, une stratégie
bootstrap par blocs dans le domaine des ondelettes a été congue par WENDT et collab. (2018)
pour tester si les deux exposants d’autosimilarité H; et Ho en jeu sont égaux ou non a partir de
lestimateur par valeurs propres proposé par ABRY et DIDIER (2018a). Ces travaux ouvrent la
voie au dénombrement et au regroupement d’exposants d’autosimilarité (Hy, ..., Hys) pour un
nombre de composantes M supérieur a deux : dénombrer les exposants d’autosimilarité signifie
compter le nombre de valeurs distinctes présentes dans H tandis que les regrouper revient a
compter le nombre d’exposants d’autosimilarité dans H prenant chacune de ces valeurs.

Par ailleurs, les applications du monde réel font parfois intervenir une tres grande quantité de
capteurs. Dans le domaine des neurosciences, quelques centaines de séries temporelles d’activité
cérébrale peuvent étre obtenues par magnétoencéphalographie et plusieurs dizaines de milliers
par imagerie par résonance magnétique fonctionnelle (Ciuciu et collab., 2012). Alors que le
nombre de séries temporelles mesurées est grand, leur taille reste limitée, pour des raisons de
stockage par exemple. Pour étre réaliste en ce qui concerne les applications, il est important
d’étudier également I’autosimilarité multivariée en grande dimension, ou le nombre M de séries
temporelles n’est plus fixe mais croit avec leur taille. Dans ce contexte, OREJOLA et collab.
(2022) a tout d’abord proposé une procédure pour détecter la présence d’une unique valeur dans
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H. Cette procédure exploite les propriétés de la distribution des valeurs propres des grandes
matrices de covariance aléatoires (BAI et SILVERSTEIN, 2010; TA0 et Vu, 2012). Cependant, le
seuil de rejet du test proposé est défini a partir de mBof synthétiques, indépendants des données.
Concevoir une procédure de test a partir d’une unique observation de données multivariées, sans
étalonnage préalable, reste un enjeu important. Dans le cas ou différentes valeurs sont présentes
dans H, I’enjeu de compter ces valeurs et estimer leur proportion n’a encore jamais été traité.

Organisation et contributions

Le chapitre 1 rapporte les outils essentiels a I'analyse de 'autosimilarité multivariée, mo-
délisée par le mouvement brownien opérateur-fractionnaire (mBof), par représentation multi-
échelle (ondelettes). Par souci pédagogique, des éléments d’analyse d’autosimilarité univariée
sont d’abord rappelés : le mouvement brownien fractionaire (mBf) et 1’analyse en ondelettes
univariée discrete. Une description du mBof et de ses propriétés, comme extension du mBf, ainsi
que différentes procédures d’estimation pour le vecteur des exposants d’autosimilarité H sont au
coeur de ce chapitre. En particulier, deux procédures sont présentées : la premiere, proposée par
WENDT et collab. (2017), consiste a considérer les différentes composantes du mBof de fagon
indépendante, constituant ainsi une analyse univariée ; la seconde, proposée par ABRY et DIDIER
(2018a,b), exploite les valeurs propres du spectre d’ondelettes multivarié pour tenir compte de la
nature multivariée du mBof. Les performances asymptotiques théoriques des estimateurs, dans
la limite asymptotique de grandes tailles d’échantillon, sont énoncées et les limites pratiques de
ces estimateurs sont exposées (ABRY et DIDIER, 2018a,b).

Le chapitre 2 relate la premiére contribution de ce travail. La procédure d’estimation par
ondelettes initialement proposée par ABRY et DIDIER (2018a,b) est étendue pour faire face au
biais d’estimation de taille finie induit par 'effet de répulsion. L’approche proposée s’inspire
de la procédure d’origine qui exploite les valeurs propres du spectre d’ondelettes multivarié a
différentes échelles, mais celles-ci sont ici estimées de telle sorte que l'effet de répulsion entre
elles soit du méme ordre au travers des échelles. Des résultats montrent que cette procédure est
théoriquement bien fondée. Notamment, I’estimateur s’avere étre asymptotiquement consistant,
gaussien et décorrélé sous des hypotheses faibles. Pour une étude numérique fouillée, le M-mBf,
un cas particulier de mBof, est proposé et détaillé. Le M-mBf est constitué de M mélanges
linéaires de M mBf corrélés, modele plus riche que celui proposé par AMBLARD et collab. (2012)
ne permettant pas les mélanges. Il s’avere étre un modele pratique, simple et pertinent : ses para-
metres sont des quantités mesurables en pratique et sa synthése numérique est facile & mettre en
ceuvre. Des simulations de Monte Carlo menées sur des M-mBf synthétiques ont ainsi permis une
étude fouillée des performances d’estimation, assurant que la procédure proposée est pratique-
ment robuste, efficace et opérationnelle. L’influence des parametres du modele d’autosimilarité
multivariée sur les performances d’estimation est particulierement étudiée et illustrée. Est éga-
lement réalisée une comparaison approfondie entre ’estimateur univarié ramenant a analyser
des signaux indépendamment, l’estimateur multivarié proposé par ABRY et DIDIER (2018b) et
I’estimateur multivarié corrigé proposé dans ce travail. Les résultats font 'objet d’un article en
cours de rédaction [7].

Le chapitre 3 présente la seconde contribution de ce travail : le développement de procédures
de dénombrement et regroupement des M exposants d’autosimilarité Hi, ..., Hys caractérisant
une observation de séries temporelles autosimilaires multivariées de taille finie. Différentes procé-
dures de test ont en effet été élaborées a partir de 'estimateur multivarié corrigé proposé dans le
chapitre 2. Pour définir les seuils de rejet des différents tests proposés a partir d’une unique obser-
vation, une contribution de ce chapitre est d’exploiter une procédure de ré-échantillonnage boots-
trap proposée dans WENDT et collab. (2018), congue pour préserver la structure de dépendance
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conjointe (multivariée) des coefficients d’ondelettes et donc les statistiques conjointes des esti-
mées de Hy, ..., Hy. En découlent les procédures suivantes. En premier lieu, un test du x? pour
tester 1’égalité de I'ensemble des exposants d’autosimilarité, i.e. 'hypothése Hy = ... = Hyy, a
mené a une communication a la conférence internationale EUSIPCO [1]. Dans le cas ou I'égalité
est rejetée, plusieurs valeurs distinctes sont présentes dans H et des procédures de tests par paires
d’exposants s’imposent. Une procédures ordonnant les exposants estimés, H <..<H M, et
testant 1’égalité des M — 1 paires d’exposants successifs a fait I’'objet de deux communications,
la premiére a la conférence internationale ICASSP [2] et la seconde & la conférence nationale
GRETSI [4], présentant des méthodes d’estimation des parametres de test différentes. A ensuite
été proposée une autre procédure consistant a tester 1’égalité des M (M —1)/2 paires d’exposants
disponibles et & employer une méthode de partitionnement d’un graphe des exposants traitant
I'information de ces tests. Cette procédure est I’objet d’un article en cours de rédaction [8]. Les
différentes procédures sont évaluées numériquement a partir de simulations de Monte Carlo sur
des M-mBf synthétiques pour différentes tailles d’échantillon NV, et une comparaison pour diffé-
rents nombres de composantes M conclut le chapitre. Bien que les trois procédures de tests par
paires montrent des performances satisfaisantes, la troisieme s’avére la plus robuste aux faibles
tailles d’échantillon N et grands nombres de composantes M.

Le chapitre 4 aborde le cadre de la grande dimension, ou le nombre de composantes M
tend vers l'infini avec la taille d’échantillon N. Tout d’abord, des simulations de Monte Carlo
réalisées sur des M-mBf synthétiques montrent que la normalité multivariée de I’estimateur mul-
tivarié corrigé proposé dans le chapitre 2 peut étre mise en défaut pour de grands nombres de
composantes M et des tailles d’échantillons limitées N, motivant I’étude en grande dimension.
En conséquence, les propriétés asymptotiques de 'estimateur multivarié corrigé sont étudiées
lorsque le nombre de composantes M, la taille d’échantillon N et les échelles d’analyse tendent
conjointement vers 'infini. Il s’avere que le nombre de modes de la distribution des estimées
fIl, .. ,I—:f m des exposants d’autosimilarité tend asymptotiquement vers le nombre de valeurs
dans H. S’appuyant sur ces propriétés, une nouvelle procédure pour tester la présence d’une
unique valeur dans H a été mise au point a partir de la procédure de ré-échantillonnage boots-
trap de WENDT et collab. (2018). En cas de rejet, une procédure compléte pour compter les
valeurs distinctes présentes dans H et leur proportion a été élaborée a l’aide de tests de mul-
timodalité. Les simulations de Monte Carlo permettent de montrer les bonnes performances de
ces procédures. Ces résultats ont été rapportés dans un article soumis a la conférence nationale
GRETSI [6].

Enfin, le chapitre 5 rapporte 'utilisation des outils d’estimation de H dans le cadre d’applica-
tions biomédicales. En effet, 'analyse de I'invariance d’échelle a souvent été utilisée pour étudier
des signaux physiologiques, mais a jusqu’alors été essentiellement menée dans un cadre univa-
rié (AHN et collab., 2016; CAHYADI et collab., 2019; DOMINGUES et collab., 2019; GADHOUMI
et collab., 2015). Pourtant, la fréquente multiplicité des séries temporelles enregistrées conjointe-
ment pour décrire un méme mécanisme biologique suggere le recours a une analyse multivariée.
Deux applications ont ainsi été réalisées sur ce type de données. La premiére application est la
détection de la somnolence a partir de données de polysomnographie, sujet d’'une communica-
tion & la conférence internationale EMBC [3]. La seconde application est la prédiction de crises
d’épilepsie a partir de signaux d’activité cérébrale, objet d’une communication & la conférence
internationale EUSIPCO [5]. Des méthodes de classification ont ainsi été mises en place pour
réaliser ces deux taches a partir des estimateurs univarié et multivarié. L’étude menée montre
I'intérét de 'approche multivariée comparée a une approche univariée, la premieére permettant
de surpasser les performances de classification de la seconde pour effectuer les taches escomptées.

Pour répondre a ’ambition d’une science ouverte, ’ensemble des routines Matlab dévelop-
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pées pour 'estimation, le dénombrement et le regroupement de H est disponible publiquement
a https://github.com/charlesglucas/ofbm_tools.
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Chapitre 1. Autosimilarité multivariée et estimation des exposants d’autosimilarité

1.1 Introduction

Ce chapitre expose les outils classiques de traitement statistique du signal pour I'analyse de
I’autosimilarité multivariée. Plus précisément, ’objectif du présent chapitre est de présenter les
procédures existantes d’estimation du vecteur des exposants d’autosimilarité H = (Hy, ... ,Hyy),
d’en détailler les performances théoriques et d’en étudier les limites. A cette fin, la section 1.2
introduit tout d’abord l'autosimilarité dans un cadre univarié avec le modele de mouvement
brownien fractionnaire (mBf). Les outils d’analyse en ondelettes univariée pour l'estimation de
I’exposant d’autosimilarité H du mBf y sont aussi présentés. Ensuite, la section 1.3 introduit le
mouvement brownien opérateur-fractionnaire (mBof). Deux procédures d’estimation du vecteur
des exposants d’autosimilarité H = (Hi,...,H)s) caractérisant le mBof sont introduites et
étudiées théoriquement dans la section 1.4. Ces procédures d’estimation reposent toutes deux sur
une analyse en ondelettes multivariée. Le premier estimateur étudié dans cette section exploite
le comportement du spectre d’ondelettes de chaque composante m, qui suit une loi de puissance
d’exposant H,, dans le cas particulier ou chaque composante est caractérisée par un exposant
H,,. Le second estimateur exploite les valeurs propres du spectre d’ondelettes multivarié, qui
suivent chacune des lois de puissance d’exposant H,,. Ce dernier estimateur est valable dans un
cadre plus général ou chaque composante est caractérisée par ’ensemble des entrées du vecteur
H=(Hy,...,Hy).

1.2 Mouvement brownien fractionnaire (mBf)

1.2.1 Définition

Un mouvement brownien fractionnaire (mBf, MANDELBROT et NESS (1968)) d’exposant
d’autosimilarité H, tel que 0 < H < 1, est un processus stochastique gaussien {Bg(t)}icr
vérifiant :

(7) Bu(0) =0,

(i) Y(t,s) € R?, Bg(t) — Bg(s) ~ N (0, Cult — SPH) , (L.1)

avec C'g € R. En d’autres termes, le mBf est un processus dont les accroissements sont gaussiens,

stationnaires, centrés et de variance se comportant comme une loi de puissance par rapport au

temps d’exposant 2H. Le mBf est une généralisation du mouvement brownien ordinaire, obtenu
1

lorsque H = 3.

Le mBf est en fait 'unique processus gaussien centré a accroissements stationnaires dont la
fonction de covariance s’écrit

V(t,s) R, E[B(s)Bu(t)] = % (1127 + |2 — [t — s[*) . (1.2)

Le mouvement brownien ordinaire correspond ainsi a des accroissements indépendants.

Par ailleurs, le mBf peut également étre défini a partir de sa représentation harmonisable
(SAMORODNITSKY et collab., 1996),

VteR, Bg(t) ::/ e 1 £~ (H=2) B(df), (1.3)

T .
R if
ol B est une mesure aléatoire gaussienne hermitienne & valeurs complexes telle que E[B(df)B(d f)*]

= df, ot B(df)* désigne le conjugué de B(df), et a € C.
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1.2. Mouvement brownien fractionnaire (mBf)

1.2.2 Trajectoires

Le mBf By n’est pas stationnaire mais ses accroissements sont stationnaires,

{Bu(t) = Br ()} gyere = {Brr(t — )} pyere (1.4)

, fdd o, . T c . . . .
ou I désigne ’égalité en distributions de dimensions finies.

De plus, les trajectoires d’'un mBf sont continues mais nulle part dérivables. Des exemples
de trajectoire de mBf sont données par la figure 1.1 pour différents exposants d’autosimilarité
H. L’exposant d’autosimilarité contréle en fait la rugosité de la trajectoire : plus H est proche
de 1, plus la trajectoire est lisse.

B (t)

t H=0.1 t

FI1GURE 1.1 — Exemples de trajectoires d’un mouvement brownien fractionnaire.

1.2.3 Autosimilarité univariée
Le mBf By satisfait la relation d’autosimilarité (TAQQU, 2003) suivante :

fdd

Va0, {Bu(t)},en o {aHBH (t> }tER. (1.5)

a

En d’autres termes, les propriétés statistiques du processus By restent inchangées apres chan-
gement d’échelle t — t/a avec un changement d’amplitude B — af B, et ce pour tout facteur de
dilatation a > 0. Cette relation est illustrée par la figure 1.2. Il s’avere que le mBf est 'unique
processus gaussien centré et continu presque stirement qui soit autosimilaire et & accroissements
stationnaires.

N
'\.\\,\ .
(1:\\”\\

(I,lH

)

1

a2
a9

w\\\N/A
N az"
a3 \\w‘/\

FIGURE 1.2 — Illustration de l’autosimilarité. A gauche, un méme signal est observé & des échelles
a différentes. A droite, les signaux obtenus par dilatation en temps d’un facteur a > 0 et en amplitude
dun facteur a?, o 0 < H < 1, ont les mémes propriétés statistiques.

N

L’exposant d’autosimilarité H, contrélant le comportement du mBf au travers des échelles,
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Chapitre 1. Autosimilarité multivariée et estimation des exposants d’autosimilarité

est 'unique parametre du mBf. Son estimation est donc cruciale dans le cadre d’applications.

1.2.4 Estimation par ondelettes de ’exposant d’autosimilarité

Diverses méthodes existent pour estimer I’exposant d’autosimilarité H (voir BARDET et col-
lab. (2003); P1PIRAS et TAQQU (2017) pour un état de 'art). Le travail présenté dans ce ma-
nuscrit se concentre sur I’analyse en ondelettes, par définition analyse temps-échelle, qui s’avere
étre un outil naturel pour I’étude du mBf, processus & la fois non-stationnaire et autosimilaire.
En particulier, une décomposition en ondelettes discretes et orthogonales permet d’estimer ’ex-
posant d’autosimilarité H (ABRY et VEITCH, 1998; FLANDRIN, 1992; VEITCH et ABRY, 1999).
1.2.4.1 Base d’ondelettes

Soit 19 € £2(R) une fonction de référence oscillante & valeurs réelles, appelée ondelette mére,
caractérisée par son nombre de moments nuls Ny, > 2 défini par

Vk €{0,..., Ny — 1}, / thpo(t)dt =0,
R

(1.6)
/R tNv apg (t) dt # 0.

Autrement dit, 'ondelette mere 1)y est orthogonale aux polynémes de degré inférieur ou égal
a Ny — 1. Dans I'ensemble du manuscrit, les hypotheses suivantes sur 'ondelette mere 1y sont
considérées.

Hypothése 1. L’ondelette mére 1o € L2(R) vérifie I’équation (1.6) et

/Rq/;()(t)th ~ 1 (1.7)

Hypothése 2. L’ondelette mére g est a support compact.

Hypotheése 3. Il existe a > 1 tel que

sup ‘Qﬁo(x)‘ (14 |z))* < 400, (1.8)
z€R

ot g est la transformée de Fourier de 1.

Sous les hypotheses (1-3), 'ondelette mere v est continue et unitaire, et sa transformée de
Fourier 1 est partout différentiable. De plus, par I’équation (1.6), ¢ a ses Ny, — 1 premieres
dérivées nulles en 0.

On construit alors une famille d’ondelettes 1), par dilatation d’un facteur d’échelle 277 et
translation d’un facteur k de 1)y,

V(i k) €N X Z,  bu(t) = 27 24ho (277t — k). (1.9)

Le facteur 273 est un facteur de normalisation. La famille d’ondelettes 1 forme ainsi une
famille orthonormale de £2(R).
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1.2. Mouvement brownien fractionnaire (mBf)

1.2.4.2 Transformée en ondelettes univariée discréte

La transformée en ondelettes discréte d’un processus stochastique {X (t)}icr & trajectoires
réelles est définie par

V(.k) ENXZ, Dy(2,k) = (X, i) = /RX(t) Yyt dt, (1.10)

ot (-, -) désigne le produit scalaire usuel sur £2(R). Les coefficients Dx (27, k) sont appelés coef-
ficients d’ondelettes & I'échelle 27 et a 'instant k, et I'entier j est appelé octave. La transformée
en ondelettes fournit donc une série temporelle {Dx(27,k)},_, & chaque échelle 27. Une intro-
duction détaillée aux transformées en ondelettes est donnée par MALLAT (2008).

En pratique, seulement une série temporelle de taille finie { X (¢) },¢1,...,n} est disponible, ce
qui est donc également le cas des coefficients d’ondelettes { D x (27, k)} ke{l,m;} a chaque échelle

27 avec j € {0,...,logy N}. En particulier, pour une taille d’échantillon N grande, le nombre de
coefficients d’ondelettes disponibles & chaque échelle 27 vaut approximativement nj ~ N/ 27. Ceci
signifie qu’a grande échelle 27, peu de coefficients d’ondelettes sont disponibles. La transformée
en ondelettes discrete est illustrée par la figure 1.3.

j DX(2j: k)
[ ] [ ]
= [ [ ] °
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
006000 0 0 00

<3

2k

FIGURE 1.3 — Illustration de la transformée en ondelettes discréte. L’ondelette mere vy est
translatée en temps d'un facteur k et dilatée en amplitude d’un facteur 27. A chaque octave j et chaque
instant k, le produit scalaire du signal X avec 'ondelette mere dilatée et translatée 1), donne un
coefficient d’ondelette Dx(27,k). Pour un signal X de taille finie, & chaque octave j, deux fois plus de
coefficients sont disponibles qu’a 'octave j + 1.

1.2.4.3 Spectre d’ondelettes

A chaque échelle 27, pour tout j € N, les coefficients d’ondelettes { Dg,, (27, k)} ez dun mBf
Bp ont avantage d’étre centrés, c’est-a-dire

Vk€Z, E[Dp,(2,k)]=0, (1.11)

et stationnaires (cf. Eq. (1.4)). En particulier, & chaque échelle 27, leur variance est constante et
s’écrit

V(j,k)eNxZ, E [DBH(QJ’, k)ﬂ —E [DBH(Qj, 1)2} . (1.12)

La fonction ' '
2 — E |Dg, (27, 1)?] (1.13)

est appelée spectre d’ondelettes de By.

Pour une taille d’échantillon N donnée, on définit alors le spectre d’ondelettes empirique
comme la variance (en temps) empirique des coefficients d’ondelettes { Dg,, (27,k)}, o (1,..n;} AU
PARRS ]
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travers des échelles 27, c’est-a-dire

Vi€ {0,...,logy N}, S(2%): ;ZDBH (29, k)2, (1.14)
J k=1

ou n; est le nombre de coefficients d’ondelettes disponibles a 'octave j. Le spectre d’onde-
lettes s’écrit alors E[Dg,, (27,1)?] = E[S(27)]. Voir FLANDRIN (1992) pour plus de détails sur la
transformée en ondelettes du mBf.

1.2.4.4 Propriétés du spectre d’ondelettes

L’estimation de 'exposant d’autosimilarité H repose sur les propriétés des séries temporelles
{Dg, (27, k) } wez» issues de la transformée en ondelettes du mBf By, au travers des échelles 2J. En
effet, comme montré par FLANDRIN et ABRY (1999), en passant a la transformée en ondelettes
dans la relation d’autosimilarité (1.5) vérifiée par le mBf By avec a = 27, on obtient, pour tout

jeN,
/ 2H B, (i) V;k(t) dt}kez

{
dd {/ QI ) By () 4, 1 (201) dt}
U

(D, (2, k:)}kez—{/BH Vo8 dt} fdd

kezZ

~

kezZ
fdd 2J<H+1>B ) —%wo(z—jzjt—k)dt}
kez

fdd {/Rgﬂfﬂé) B () tho(t — k) dt} :

keZ
(1.15)

otl la deuxiéme ligne résulte du changement de variable t — 27t dans I'intégration. D’ou ’égalité
en distributions de dimension finie suivante :

. ; dd ; 1
vieN, {Ds,(@.k)} 2 91t pg,, (20, k) } (1.16)

kez’

Cette égalité signifie que les propriétés statistiques des séries temporelles {DBH(Zj, k)} pez Sont

invariantes par changement d’échelle 27 — 2717 "avec un changement d’amplitude D — 27 "(H+3)p
pour tout j° € Z. Ainsi, pour tout k € Z, les fonctions 2 — Dg,, (27, k) satisfont également une
relation d’autosimilarité, pouvant étre exploitée pour ’estimation de ’exposant d’autosimilarité
H.

Etant donnée la relation d’autosimilarité des coefficients d’ondelettes (1.16), le spectre d’on-
delettes empirique S(27) se comporte comme une loi de puissance par rapport a 1’échelle 27
d’exposant 2H + 1,

Vi €1{0,...,log, N}, S(27) L 2i(H+1)g(20), (1.17)
ot £ désigne ’égalité en loi et N une taille d’échantillon donnée.

Finalement, la relation de loi de puissance (1.17) suggeére une estimation de l’exposant
d’autosimilarité H par régression linéaire sur le logarithme du spectre d’ondelettes empirique
S(27) au travers des échelles 271 < 27 < 272 avec {j1,...,j2} C{0,...,logy N},

J=J1

(Z w; logy S(27) — 1) (1.18)
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ou les poids w; de la régression linéaire vérifient ) jw; = 1 et > w; = 0 (VEITCH et ABRY,
1999). Cet estimateur a montré des performances précises et robustes (VEITCH et ABRY, 1999).

1.3 Mouvement brownien opérateur-fractionnaire (mBof)

1.3.1 Définition

Le mouvement brownien opérateur-fractionnaire (mBof), proposé par DIDIER et PIPIRAS
(2011, 2012), est une extension du mBf au cadre multivarié. Il est défini comme un processus
gaussien M-varié a partir de sa représentation harmonisable,

ztf_ 1
Brr.a(t) ::/R ! (f+( iy s 8y ) B(df), (1.19)

if
ol | est la matrice identité de taille M x M, fi = max(f,0), f- = min(f,0), B est une mesure
aléatoire gaussienne hermitienne a valeurs complexes telle que E[B(df)B(df)*] = df ou x est

la transposition hermitienne, A est une matrice de taille M x M a coefficients complexes, H est
une matrice de taille M x M a coefficients complexes dont les parties réelles des valeurs propres
sont strictement comprises entre 0 et 1, A désigne la matrice conjuguée de A, et fg est une
matrice de taille M x M définie par

|l

= ln(f)kg’f, (1.20)

|
k>0 k!

S

La matrice H est appelée matrice de Hurst.

1.3.2 Hypotheses et propriétés

Le mBof By 4 satisfait la relation d’autosimilarité multivariée (DIDIER et PIPIRAS, 2011),

va>0, {Buan)} {aHBHVA (Z) }tER, (1.21)

ol a est la matrice de taille M x M définie selon 1’équation (1.20). Cette relation signifie que
les propriétés statistiques du processus By 4 sont invariantes par changement d’échelle ¢t — t/a,
pour tout facteur de dilatation a > 0, avec cette fois-ci un changement d’amplitude matriciel
B — 2B, contrairement & la relation d’autosimilarité univariée (1.5). Le comportement du
mBof a travers les échelles est donc entierement controlé par la matrice de Hurst H.

De plus, la représentation harmonisable (1.19) du mBof By 4 permet d’écrire sa fonction de
covariance, o

etf — 1) (e~ isf —
V(t,s) €R%,E |Brra(t)Bpals)’] :/R( 1lzi“l2 :

+f_(g_1 )(AA*)f (g*_7 )) df

La forme de cette fonction de covariance implique que, a l'instar du mBf, le mBof n’est pas
stationnaire mais a des incréments stationnaires (cf. Eq. (1.4)).
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Hypothése 4 (OFBM1). La matrice de Hurst a la forme
H =W diag(H) W™, (1.23)

ot W est une matrice réelle inversible de taille M x M et diag(H) est la matrice diagonale de
taille M x M de coefficients réels Hy, ..., Hps,

H, 0 ... 0
) o .. ..
diag(H) = | : (1.24)
T 0
0 0 Hy
avec
O0<H <...<Hpy<l. (1.25)

L’hypothese (OFBM1) signifie que la matrice de Hurst H qui controle 'autosimilarité mul-
tivariée est réelle et diagonalisable & valeurs propres réelles. La diagonalisation de H permet de
ramener l'analyse de I'autosimilarité multivariée a I’estimation du vecteur des expo@nts d’auto-
similarité H = (Hy,...,Hyr).

Hypothese 5 (OFBM2).
det R(AA™) > 0. (1.26)

Hypotheése 6 (OFBM3).
J(AA") = 0. (1.27)

Sous les conditions (OFBM2-3), le mBof By 4 est identifiable et réversible en temps, c’est-a-
dire invariant par changement ¢ — —t, comme stipulé par les propositions suivantes, démontrées
dans DIDIER et PIPIRAS (2011).

Proposition 1.1 (Identifiabilité). Sila partie réelle de AA* est une matrice semi-définie positive
alors le mBof {Bm A(t)}tcr est un processus identifiable.

Proposition 1.2 (Réversibilité en temps). En notant A = A; +1iAsg, le mBof {By a(t)}ter est
réversible en temps, c’est-a-dire o

fdd

{BQ,A(t)} = {Bg,A(*t)}

. (1.28)

teR’

si et seulement si
AA* = AA*  ou AA] = A Al (1.29)

1.3.3 Cas d’une matrice de Hurst diagonale

Un cas particulier d'intérét est celui ou la matrice de Hurst H est diagonale de taille M x M
de coefficients Hy,..., Hyy,

H 0 ... 0
H= (,) R (1.30)
0 0 Hy
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En effet, Pautosimilarité a M variables donnée par I’équation (1.21) se simplifie alors en une
collection de M relations d’autosimilarité & une variable données par 1’équation (1.5),

Va >0, {Bi(t),....Ba(0)}en {aHlBl (Z) . a™By, (t>} . (1.31)
te

a

ou B,, est la m-ieme composante de B, 4. Chaque composante B,, est autosimilaire et ne dépend
alors que d’une seule entrée H,, du vecteur H = (Hy,..., Hys).

1.4 Estimation par ondelettes des exposants d’autosimilarité

1.4.1 Analyse en ondelettes multivariée

Comme dans le cadre univarié, I'estimation du vecteur des exposants d’autosimilarité H
se fait par une représentation multi-échelle. L’analyse en ondelettes multivariée du mBof a été
développée dans ABRY et DIDIER (2018b); ABRY et collab. (2019).

1.4.1.1 Transformée en ondelettes multivariée discréte

La transformée en ondelettes multivariée d’un processus M-varié {Y (t)}:cr consiste en une
concaténation des transformées en ondelettes des composantes Y;, de Y réalisées avec la méme
ondelette mere 1,

V(j,k) €N xZ, Dy(2/,k):= (Dy,(2/,k),..., Dy, (27, k)), (1.32)

ou, pour tout m € {1,..., M}, Dy, désigne la transformée en ondelettes de Y;, donnée par
I'équation (1.10). Cette transformée est illustrée par la figure 1.4.

Y Yu Dy ,DYM
e ) l' j
. ’ . )
Y, ,DYi o . .
. ‘ o o o o o
0000000 00
YQ/ - Dy, . 27k
Y, Dy,
1 - [ ] o
w‘/“'ﬁ J (] [ ] [ ]
M o o 0 o % o
[ ] o 000 0 0 000 0 0 0
> [ ] .
\"’W"‘\«. ¢ 000000000 27k
t " 9ik;

FIGURE 1.4 — Illustration de la transformée en ondelettes multivariée. Pour chaque signal Y,,,
des coeflicients d’ondelettes Dy, (27, k) sont calculés & chaque octave j et chaque instant &k & partir d’une
méme ondelette mere ¢ (dilatée et translatée pour donner v, ), comme dans lillustration 1.3.

1.4.1.2 Spectre d’ondelettes multivarié

Par souci de simplicité, notons Y = By 4 un mBof. Comme pour la transformée en ondelettes

univariée (1.10), & chaque échelle 27, pogr tout j € N, les coefficients d’ondelettes multivariés
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{Dy (27, k)} ez d'un mBof Y ont Pavantage d’étre centrés, c’est-a-dire
vk €Z, E|Dg, ,(2,k)] =0, (1.33)

et stationnaires (cf. Eq. (1.4)). En particulier, & chaque échelle 27, leur covariance est constante
et s’écrit

(i, k) €N X Z, E[Dy(27,k)Dy (2, k)"| = E[Dy(2,1)Dy (2/,1)"], (1.34)

La fonction ‘ ' ‘
2 — E [Dy(27,1)Dy (27, 1)"] (1.35)

est appelée spectre d’ondelettes multivarié de Y.

Pour une taille d’échantillon N donnée, le spectre d’ondelettes multivarié empirique est
défini comme la collection de matrices de covariance (en temps) empiriques de taille M x M des
coefficients d’ondelettes { Dy (27, k)}, (1...n;) & différentes échelles 27, c’est-a-dire

yme by

. 1 . .
i €{0,... logy N}, S(2):= — > Dy (27,k)Dy (27, k)T, (1.36)
J k=1

ot n; est le nombre de coefficients d’ondelettes disponibles a chaque octave j. Le spectre d’onde-
lettes s’écrit alors E[Dy (27,1) Dy (27,1)7] = E[S(27)]. Ceci est une généralisation du cas univarié,
décrit dans la section 1.2, ou le spectre d’ondelettes, donné par I’équation (1.14), se résume a
un réel.

1.4.1.3 Propriétés du spectre d’ondelettes multivarié

De par la relation d’autosimilarité multivariée (1.21) vérifiée par le mBof Y, des calculs ana-
logues & I'équation (1.15) montrent que la transformée en ondelettes multivariée {Dy (27,k)},
de Y vérifie une loi de puissance a chaque échelle 27, comme suit :

dd (. j(H+L
PR Dy (20, k) )

v €N, {Dy(2/,k)} (1.37)

kez kez’

. 1
ot 2/L+3h désigne la matrice de taille M x M définie selon I’équation (1.20). Cette égalité signi-
fie que les propriétés des statistiques { Dy (27,k)} wez sont invariantes par changement d’échelle

. Ly H4L
27 — 2J% avec un changement d’amplitude matriciel D — 27 H+30p pour tout j' € Z. Ainsi,
les transformées en ondelettes multivariées { Dy (27, k)} wcz Satisfont également une relation d’au-

tosimilarité & chaque échelle 27.

Le spectre d’ondelettes multivarié empirique S(27), pour une taille d’échantillon N donnée,
vérifie alors 1’égalité en loi suivante :

i €{0,... log, N}, §(27) £ 2E+aD g(20) 77431, (1.38)

Sous I'hypothése 4 (OFBML1), chaque entrée E[S,,.(27)] du spectre d’ondelettes multivarié
E[S(27)] se comporte alors comme un mélange de lois de puissance par rapport & 1’échelle 27

dont les exposants dépendent des exposants d’autosimilarité Hi, ..., Hy;, comme suit :
E[Sm,m/(Qj)] _ Z a](gr’r];,/m’) 2j(Hk+Hk/+1)7 (1.39)
1<k<k'<M
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(m,m”)

pour tous m,m’ € {1,...,M} et j € {0,...,logg N}, ot les oy, ,, ' € R dépendent uniquement
de E[S(29)].

1.4.2 Estimation univariée

On s’intéresse premicrement au cas d'un mBof By 4 avec une matrice de Hurst H diagonale,

c’est-a-dire le cas ot W = | dans I'hypothése 4 (OFBM1). Dans ce cas, comme décrit dans la
section 1.3.3, chaque composante du mBof By 4 vérifie alors une relation d’autosimilarité. Ce

cas a été étudié dans WENDT et collab. (2017).

1.4.2.1 Définition

Par souci de simplicité, notons ¥ = By 4 un mBof a M composantes. Lorsque W = 1, la
matrice de Hurst H est diagonale d’entrées Hi, ..., Hys. Dans ce cas, la relation d’autosimila-
rité (1.21) vérifiée par Y est alors donnée par 1’équation (1.31).

Comme dans ’équation (1.15), par passage a la transformée en ondelettes dans la relation
d’autosimilarité (1.31), on obtient une relation de loi de puissance pour les transformées en
ondelettes { Dy, (27,k)} wcz de chaque composante Yy, de Y a chaque échelle 27,

. ; fdd (o i(Hm+1) 0
] e ] m
Vme {1,...,M}, ¥j €N, {Dym(2 ,k)}kez {2 2) Dy, (2 ,k)}kez. (1.40)
Ainsi, les transformées en ondelettes des composantes Y, de Y vérifient chacune la relation
d’autosimilarité univariée (1.5) n’impliquant qu’un seul exposant d’autosimilarité H,,.

Les coefficients diagonaux Sy, ,(27) du spectre d’ondelettes empirique S(27) de Y se com-
portent alors comme des lois de puissance par rapport a 1’échelle 27 d’exposant 2H,, + 1, c’est-
a-dire,

S (29) £ Sy (20) 21@Hm A1), (1.41)
pour tous m € {1,...,M} et j € {0,...,logy N}, avec N une taille d’échantillon donnée. Un
estimateur de H,, est alors obtenu par régression linéaire sur les coefficients diagonaux Sm,m(2j )
au travers des échelles 2/, pour chaque m € {1,..., M},

" 1 j? )
AHWY = 3 (Z w;logy Smm(27) — 1) , (1.42)

J=i

ou {j1,...,J2} C {0,...,logy N} désigne I'intervalle d’octaves impliquées et les poids w; de la
régression linéaire vérifient 3 jw; = 1 et 3 w; = 0 (VEITCH et ABRY, 1999). Cette approche re-
vient & estimer l'exposant H,, de chaque composante Y,,, indépendamment par 1’équation (1.18),
c’est-a-dire par une analyse univariée.

1.4.2.2 Etude théorique des performances asymptotiques

Les propriétés de l'estimateur univarié (1.42) sont détaillées dans WENDT et collab. (2017),
ou est notamment énoncé le théoreme suivant (Théoréme 3.1).

Théoréme 1.1 (Consistance et normalité asymptotique). Supposons que les hypothéses (OF BM1-
3) sont vérifiées et que W =1 dans (OFBM1). Alors, lorsque N tend vers 400,

{\/N (fmj) - Hm)} 4 N(0,2p), (1.43)

me{l,...,M}
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ou Xp € Szo(M, R).

. .., U A A
Le théoréme 1.1 assure que, lorsque W = I, I’estimateur univarié ﬂ( ) = (H{U), ... ,H](\}[J))
est consistant et asymptotiquement gaussien lorsque W = I, c¢’est-a-dire pour des composantes

B, de mBof vérifiant chacune indépendamment une relation d’autosimilarité caractérisée par
I’exposant d’autosimilarité H,,.

Par ailleurs, dans ce cas-ci, des approximations sur la variance et la corrélation de ’estima-
teur univarié (1.42) sont données par WENDT et collab. (2017).

Théoréme 1.2 (Approximation de la covariance). Supposons que les hypothéses (OFBM1-3)

sont vérifiées et que W = 1. Alors, pour tous m,m’ € {1,..., M},
(U) £(0) 2 2 w?
~ , -
Cov (A, 1},)) N G ]2 v (1.44)
=ji1

ot ¢y € R, et, en particulier,

5 (1.45)

J

3 ng

R 1 j2
Var (qug)) N:jroo §(log2 6)2]2;
=J]1

PR 21 s e s . . s (U
Le théoreme 1.2 assure que la corrélation entre les estimées univariées Hr(n ) de H,, et leur
variance décroissent en 1/N lorsque W = I.

1.4.2.3 Limites de ’estimateur univarié

Lorsque W # |, les mélanges de lois de puissance des coefficients diagonaux E[S,, ,,(27)] du
spectre d’ondelettes E[S(27)] & chaque échelle 27, donnés par I’équation (1.39), sont tous dominés
par la loi de puissance d’exposant 2H; + 1,

ElSman(2)] ~_afpyp 270D, (1.46)
J—+o0 ’
pour tous m € {1,..., M} et j € {0,...,logy N}, et les estimées ﬁfg) approximent alors davan-

A (M
tage 'exposant dominant Hjy;. L’estimateur H *0 devient donc biaisé pour des exposants H,,
différents, comme illustré par la figure 1.5.

Toutefois, lorsque W # | et tous les exposants d’autosimilarité Hy,..., Hys sont égaux,
le mélange de lois de puissance (1.39) des E[Sy,,(27)] devient, pour tous m € {1,..., M} et
je {Oa"'710g2N}7

ElSmm@)] = S allm | 27@HntD), (1.47)
1<k<k/'<M
Ainsi, les entrées E[Sm7m(2j )] se comportent comme des lois de puissance par rapport & 1’échelle
, - (U
27 d’exposant 2H,, +1 et I’estimateur univarié H © n’est donc pas biaisé dans ce cas particulier.
En pratique, ne considérer que les entrées diagonales Sy, ,(27) du spectre d’ondelettes em-
pirique S(27) revient en fait a négliger les dépendances temporelles entre les séries temporelles

observées. Pour tenir compte de ces dépendances temporelles, une approche est de considérer les
entrées non diagonales du spectre d’ondelettes empirique (WENDT et collab., 2017). Pour une
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10g2 Sm‘m (2] )

15

FIGURE 1.5 — Illustration de 1’estimateur univarié. L’estimation univariée est réalisée par des ré-
gressions linéaires sur les logarithmes logy Sy,.m(27) des coefficients diagonaux du spectre d’ondelettes
S(27). Lorsque la matrice de Hurst H est diagonale (a gauche), les pentes des logy E[S;,.m(27)] (en lignes
rouges pointillées) sont bien estimées par les logy Sy.m(27) (en noir) tandis que, lorsque la matrice de
Hurst H n’est pas diagonale (a droite), les pentes des logy Sy, m(27) sont similaires alors que les H,, sont
tous différents.

matrice de Hurst H diagonale (W = 1), les entrées non diagonales Sy, ,,/(27) de Sy (27) se com-
portent asymptotiquement comme des lois de puissance, avec un exposant d’échelle 2H,,, ,,» + 1,
o Hy,py = (Hpm + Hpy)/2, & chaque échelle 27. Ceci conduit naturellement a estimer H,,

par régression linéaire au travers des échelles 201 < 27 < 272 pour tous m,m’ € {1,..., M},
J2
(U 1 . 1
o = 5 | 2 wilogz [Smaw ()] ] = 3, (1.48)
J=n
ot {j1,...,J2} C{0,...,logy N} désigne I'intervalle d’octaves impliquées, et ot les poids w; des

régressions linéaires satisfont ) jw; =1 et 3 w; = 0 (VEITCH et ABRY, 1999). Cette approche
multivariée est étudiée dans le cadre d’applications dans le chapitre 5.

1.4.3 Estimation multivariée

1.4.3.1 Définition

On s’intéresse a présent au cas plus général d'un mBof Y = By 4 dont les exposants d’auto-
similarité peuvent étre mélangés, i.e. la matrice W peut étre telle que W # | dans I’hypothese 4
(OFBM1). Autrement dit, la matrice de Hurst H du mBof est diagonalisable mais pas nécessai-
rement diagonale. Dans ce cas, un estimateur construit a partir des valeurs propres du spectre
d’ondelettes empirique a été proposé dans ABRY et DIDIER (2018a).

L’estimateur multivarié repose sur la propriété suivante des valeurs propres \;(27) < ... <
A (27) du spectre d’ondelettes E[S(27)] d’un mBof Y : chaque valeur propre A, (27) se comporte
asymptotiquement comme une loi de puissance par rapport a 1’échelle 2/ d’exposant 2H,, + 1.
Cette propriété, démontrée dans ABRY et DIDIER (2018a) (Théoreme 2), s’énonce de la fagon
suivante.

Théoréme 1.3. Soit Y un mBof vérifiant les conditions (OFBM1I1-3). Alors les valeurs propres
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A (27) du spectre d’ondelettes E[S(27)] de Y wvérifient, pour tout m € {1,..., M},

Am(27)  ~ &y (20) 20D, (1.49)

j—+o0
ot £ (2°) > 0.

Notons A1(27), ..., Ay(27) les valeurs propres du spectre d’ondelettes empirique S(27) de Y
a l'octave j € {0,...,logy N}, pour une taille d’échantillon N donnée. D’apres le résultat pré-
cédent, les logarithmes logy A\, (27) des valeurs propres A, (27) du spectre d’ondelettes E[S(27)]
de Y sont asymptotiquement affines de pente 2H,, + 1 & grande échelle 27. Cela suggeére na-
turellement une procédure d’estimation de H,, reposant sur des régressions linéaires sur les
logarithme des valeurs propres estimées Xm(2j ) au travers d’échelles 271 < 2/ < 272 pour tout
m € {1,..., M}, comme suit :

(Z wjlogy A (27) — 1) , (1.50)

J=n

ot {ji,...,j2} C {0,...,logy N} désigne I'intervalle d’octaves impliquées, et ol les poids w; des
régressions linéaires satisfont ) jw; = 1 et 3" w; = 0 (VEITCH et ABRY, 1999). Les performances
théoriques de cet estimateur ont été étudiées dans ABRY et DIDIER (2018a,b).

1.4.3.2 Condition pour I’étude asymptotique

La condition suivante joue un réle essentiel dans ce manuscrit. Elle est en effet impliquée
dans certains théorémes de convergence.

Hypotheése 7 (Condition (C0)). Pour tous ¢1,0s € {1,..., M},

soit Hy, # Hp, avec my # ma,  soit &, (2°) # &, (2°). (1.51)
ot £1(2%), ..., &0 (2°) sont définis dans le théoréme 1.3.

Au vu des comportements asymptotiques des valeurs propres A, (27) de E[S(27)] donnés par
I’équation (1.49), la condition (CO) signifie que les valeurs propres \,,(27) sont simples pour j
grand. Sous cette condition, il est montré par la suite que, dans un certain cadre, ’estimateur
multivarié H a0 est asymptotiquement normal. Cette condition est également considérée dans le
chapitre 2 pour démontrer des propriétés importantes sur I’estimateur qui y est introduit, telles
que sa normalité et sa décorrélation asymptotiques.

1.4.3.3 Cadre asymptotique d’étude

L’étude théorique de l'estimateur H a0 (H (M), .. ﬁ](\y) ) est réalisée pour un mBof YV
et une taille d’échantillon N qui tend vers llnﬁnl. Etant donné le caractére asymptotique des
relations de loi de puissance vérifiées par les valeurs propres A\, (27) (cf. Eq. (1.49)), I'estimation
est étudiée dans le cas ot les échelles d’analyse 21(V) . 272(V) impliquées dans les régressions
linéaires croissent avec la taille d’échantillon N. En effet, plus la taille d’échantillon N est grande,
plus les échelles d’analyse 1 < 201(V) < 27 < 272(N) < N peuvent étre choisies grandes.

Précisément, les échelles d’analyses sont définies comme suit. Soient 57, 59 € N et a(N) une
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suite dyadique de facteurs d’échelle telle que

VN €N, a(N)2% < N,

aN) N o (1.52)
N " a(N)2FH N

ol w est le parametre de régularité,

w = min

1 1
(Hi — Him1), 5 Hy + 4}. (1.53)

min
{{ie{Q,...,M}| H;—H;_1>0}
Pour une taille d’échantillon observé N, la gamme d’échelles sur laquelle sont effectuées les
régressions linéaires est donnée par {210(V) . 202N} .= {o(N)291, ... a(N)292}.

Autrement dit, les plus petite et grande octaves utilisées a une taille d’échantillon N sont
respectivement données par ji(N) = j{ + logy a(N) et jo(N) = 7§ + logy a(N), et le nombre
d’octaves impliquées dans 1’analyse est donc constant, donné par jJ—j9+ 1. Ainsi, les régressions
linéaires sont réalisées sur les échelles Zj?, e ,233 a une taille d’échantillon Ny telle que a(Np) =
1. Les octaves 7y et j9 doivent donc étre choisies de sorte que 0 < j9 < j§ < logy No.

Avec ces définitions, le spectre d’ondelettes empirique S(a(N)2’) de Y est calculé a partir
d’un nombre de coefficients d’ondelettes n, ; a I'échelle a(N)27, pour tout j € {59, ..., 9}, défini
par

N

= 1.54
Le théoréme 1.3 s’écrit alors, pour tous m € {1,..., M} et j € {59,..., 59},
A (a(IN)27
UCIES € (2) (1.55)

(@(N)29)2HntT Noioc

ot les A, (a(N)27) sont les valeurs propres du spectre d’ondelettes empirique E[S(a(N)27)] de Y
et £, (2°) > 0 (ABRY et DIDIER, 2018a). L’estimateur multivarié (1.50) s’écrit alors simplement,
pour tout m € {1,..., M},

~ 1 Iz ~ .
A = 2 [ 3 wylogy Am(a(N)2) — 1. (1.56)
3=7?

1.4.3.4 Etude théorique des performances asymptotiques

Le comportement en loi de puissance asymptotique des logarithmes des valeurs propres
estimées logy A (a(N)27) est assuré par le théoréme suivant, démontré dans ABRY et collab.
(2022) (Théoreme 3.1).

Théoréme 1.4. Soit Y un mBof vérifiant les conditions (OFBM1-3). Alors les valeurs propres
A (a(N)27) du spectre d’ondelettes empirique S(a(N)27) de'Y vérifient, pour tousm € {1,..., M}
et j€{59,...,79}, lorsque N tend vers +oo,

G 5 () (57

ot £,,(2°) > 0 est défini dans le théoréme 1.3.

- 31 -



Chapitre 1. Autosimilarité multivariée et estimation des exposants d’autosimilarité

Cela signifie que les log, Xm(a(N )27) ont asymptotiquement le méme comportement que les
1085 Am (a(N)27) : les logy A (a(IN)27) sont asymptotiquement affines d’exposant 2H,, + 1. Ce
résultat assure la consistance des estimateurs .FAIT(nM) définis par ’équation (1.50) dans un cadre
assez général, énoncée par le théoreme suivant.

Théoréme 1.5 (Consistance). Supposons que les conditions (OFBM1-3) sont vérifiées. Alors,
pour tout m € {1,..., M}, lorsque N tend vers +oo,

g0 B g (1.58)

Il est également démontré dans ABRY et collab. (2022) (Théoreme 3.2) que la norma-
lité conjointe asymptotique des logarithmes des valeurs propres estimées log, 5\1(@(]\7 29, ...,
logy Aar(a(N)27) est assurée pour chaque octave j € {79, ..., 9}, mais sous I’hypothése supplé-
mentaire que la condition (CO0) est vérifiée.

Théoréme 1.6. Soit Y un mBof vérifiant les conditions OFBM1-3) et (C0). Alors les valeurs
propres Apm(a(N)27) du spectre d’ondelettes empirique S(a(N)27) de Y vérifient, pour tous m €
{1,...,M} et j€{j?,...,39}, lorsque N tend vers +oo,

7€{i939} a

{VAas (1oga Am(a(N)27) — logy Am(a(N)27)) } 4 N(0,25(27)), (1.59)

me{l,....M}
it BA(27) = - B5(20) € Sa0(M(9 — 39 + 1), R).

Ce théoréme signifie que le vecteur (logy Am (a(N)27 N1<m<, j9<j<;0 est asymptotiquement
gaussien si les valeurs propres A1(a(N)27),..., Ay (a(N)2/) sont asymptotiquement distinctes
a chaque échelle a(N)2/ € {a(N)271,... a(N)2%2}. La normalité multivari¢e asymptotique de

~ (M N ~
I’estimateur H ) = (HfM), .. .,HJ(\}[/[)) est donc assurée sous cette hypothese, comme énoncé
par le théoréme suivant.

Théoréme 1.7 (Normalité asymptotique). Supposons que les conditions (OFBM1-3) et (C0)
sont vérifiées. Alors, lorsque N tend vers +o0,

N ~
aM _ g 4G N(0,%p), 1.60
{ 2 (5 )}me{l,...,Mﬁ (=) o0

avec ¥ € S>o(M,R).

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, ont été introduits les éléments essentiels a ’analyse de l'autosimilarité
multivariée, modélisée de fagon pertinente par un mBof et entiérement caractérisée par la ma-
trice de Hurst H. La matrice de Hurst H est supposée diagonalisable, ce qui ramene I’ana-
lyse de 'autosimilarité multivariée a une estimation d’un vecteur d’exposants d’autosimilarité
H = (Hy,...,Hy) ou M est le nombre de composantes du mBof. Pour I'estimation, des outils
d’analyse en ondelettes multivariée ont été présentés et deux approches ont été introduites.

Le premier estimateur, dit univarié, est adapté au cas d’'un mBof dont chaque entrée est au-
tosimilaire, c’est-a-dire caractérisé par une matrice de Hurst H diagonale. Cet estimateur montre
des performances théoriques tout a fait satisfaisantes dans ce cas-ci, puisqu’il est consistant et
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asymptotiquement normal. En revanche, il montre des limites importante lorsque H n’est pas
diagonale. Le second estimateur, dit multivarié, s’adapte au cas plus général de 'autosimila-
rité multivariée. Cet estimateur est également consistant et asymptotiquement normal sous des
hypotheses faibles, et ce pour une matrice de Hurst H diagonalisable mais pas nécessairement
diagonale.
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Chapitre 2. Etude et correction de I'estimateur multivarié des exposants d’autosimilarité

2.1 Introduction

La procédure d’estimation multivariée du vecteur des exposants d’autosimilarité H = (Hj,
... ,Hpr) décrite dans la section 1.4.3 présente des performances pratiques treés satisfaisantes
mais peut souffrir d’un biais d’estimation de taille finie dans certaines situations. En effet, les
estimées multivariées ﬁr(nM) des H,, souffrent d’un biais lié a I’effet de repulsion, bien documenté
dans la littérature sur les matrices aléatoires (ANDERSON et collab., 2010), qui provient du calcul
des valeurs propres Xm(2j ) du spectre d’ondelettes multivarié empirique S(27). Précisément, les

biais des valeurs propres estimées S\m(Zj ) dépendent de I’échelle 27, induisant des biais dans les

régressions linéaires permettant d’obtenir les estimées I:IT(,LM). Pour atténuer ce biais, ce chapitre
propose une toute nouvelle procédure d’estimation et s’intéresse théoriquement et numérique-
ment & ses propriétés en les comparant a celles des estimateurs univarié et multivarié introduits
dans le chapitre 1.

En premier lieu, la procédure d’estimation proposée est détaillée dans la section 2.2. Les per-
formances asymptotiques théoriques de cet estimateur sont ensuite énoncées dans la section 2.3.
Ensuite, ce chapitre introduit un modele issu du mouvement brownien opérateur-fractionnaire
(mBof), plus simple et adapté a des applications pratiques, nommé mouvement brownien frac-
tionnaire multivarié (M-mBf), dans la section 2.4. Ce modéle permet notamment une étude
numérique approfondie, menée dans la section 2.5 sur des simulations de Monte Carlo recourant
a des M-mBf synthétiques. L’évaluation des performances asymptotiques empiriques de 1’esti-
mateur proposé et la comparaison de celles-ci avec celles des estimateurs univarié et multivarié
sont abordées. En particulier, les impacts des parametres du modele sur les performances d’es-
timation sont étudiés et illustrés. Les résultats montrent 'efficacité pratique de la procédure
originale d’estimation proposée.

Les résultats présentés dans ce chapitre sont I'objet d’un article en cours d’écriture inti-
tulé « Multivariate self-similarity Multiscale eigen structures for the estimation of Hurst
exponents », par C.-G. Lucas, G. DIDIER, H. WENDT et P. ABRY, prévu pour étre
soumis & une revue internationale.

2.2 Correction du biais de taille finie de ’estimateur multivarié

Dans cette section, on considere un mBof Y = By 4 a M composantes, comme défini
dans la section 1.3.1, et une taille d’échantillon N. On suppose que Y vérifie les hypotheéses
de travail (OFBM1-3) définies dans la section 1.3.2, et est donc caractérisé par un vecteur
d’exposants d’autosimilarité H = (Hy,..., Hy). On note Dy (27,k) le coefficient d’ondelettes
multivarié associé & Y a I’échelle 27 et & I'instant k donné par 1’équation (1.32) et S(27) le spectre
d’ondelettes multivarié empirique résultant défini par 1’équation (1.36).

Lesti oo y(M) (M) A (M) , C

estimateur multivarié H= = (H; ’,..., H,; ) du vecteur des exposants d’autosimilarité
H défini par I’équation (1.50) souffre d’un biais de taille finie dii a I'effet de répulsion, expliqué ici.
La présente section propose de modifier la procédure d’estimation introduite dans la section 1.4.3
pour atténuer ce biais.

2.2.1 Effet de répulsion

~ (M
La construction de 'estimateur multivarié H ™) du vecteur des exposants d’autosimilarité H
repose sur la propriété des M valeurs propres A, (2”) du spectre d’ondelettes multivarié E[S(27)]
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donnée par le théoréme 1.3 : chaque valeur propre \,,(27) suit une loi de puissance par rapport
a 1’échelle 2/ d’exposant 2H,, + 1. Les M estimées multivariées I:Ir(nM) sont ainsi obtenues par
des régressions linéaires sur les logarithmes des valeurs propres S\m(Zj ) du spectre d’ondelettes
empirique S(27) au travers des échelles 2/. Or, chaque matrice de covariance S(27) est calculée
a partir d’'un nombre n; ~ N/27 de coefficients d’ondelettes Dy (27, k) qui varie au travers des
échelles 27, ce qui produit ainsi des biais dépendants de ’échelle dans Xm(2j ). En effet, les valeurs
propres 5\m(2j ) souffrent de l'effet de répulsion : I'écart entre elles est plus grand que les valeurs
propres exactes A\, (27) (Ta0, 2012), et ce de facon d’autant plus importante que le rapport
M/n; est grand (cf. YAO et collab. (2015)). De plus, ce biais est accentué pour des valeurs
propres A\, (27) proches, voire égales. Ceci implique nécessairement un biais de taille finie dans

Aan), notamment pour des exposants H,, égaux. Cet effet est illustré par la figure 2.1.

0 5 10 15
J = logy(27)
(a) Hy, tous différents (b) H, tous égaux

FIGURE 2.1 — Illustration du biais de ’estimateur multivarié. I’estimation M = 6-variée est réali-
sée par des régressions linéaires sur les logarithmes logy A, (27) des valeurs propres A, (27) du spectre d’on-
delettes S(27). Lorsque les H,, sont tous différents (& gauche), les pentes des logy A1 (27), ..., logy Ans(27)
(en mnoir) sont peu affectées par leffet de répulsion croissant, se superposant alors bien avec les
logy A1(27),. .., logy Aar(27) (en lignes rouges pointillées). En revanche, lorsque les H,, sont tous égaux (3
droite), les logy A1(27), ... logy Aar(29) s’écartent de plus en plus les uns des autres et ne forment alors
plus des droites.

2.2.2 Spectres d’ondelettes multivariés empiriques de fenétres

Pour réduire le biais induit par ’effet de répulsion, une contribution originale du présent
travail est d’estimer des matrices de covariance a partir d’'un méme nombre de coefficients
d’ondelettes & chaque échelle, sans pour autant augmenter la variance d’estimation, de la fagon

suivante. On consideére la plus grande octave jo € {1,...,logy N} qui servira dans les régressions
linéaires pour l'estimation, comme dans 1’équation (1.50) définissant ’estimateur multivarié
(M)

A", A chaque échelle 27, une collection de 2727 matrices de covariance S(")(27) est estimée &
partir de fenétres temporelles F, de coefficients d’ondelettes { Dy (27, k) e cr, De se chevauchant
pas de tailles égales Card(F,,) = nj,, pour tous w € {1,...,2277} et j € {1,..., 42},

, 1 , :
SW(27) := — N Dy (27, k) Dy (2, k)7, (2.1)
"2 kep,
ou Fy = {1+ (w—1)nj,...,wnj,} et nj, est le nombre de coefficients d’ondelettes disponibles

a I’échelle 272. Cette procédure est illustrée par la figure 2.2.
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A Dy (2%, k)

D ° ° o
S(l)(2j1+2)
D o ° o [o ° [ o]
S (991+1) 5@ (i1+1)
(00 0 0/0 00 0/0 00 00 0 0 o
S (2 5@ (24) 5@ (21) S@(27)

27k

FIGURE 2.2 — Illustration de la stratégie de correction du biais. A Téchelle 272 = 271+2 e spectre
d’ondelettes multivarié empirique S (27172) est calculé & partir de tous les coefficients d’ondelettes
Dy (27, -) disponibles, soit 1, 1o = 4 coefficients ici. A Péchelle inférieure 27141 deux spectres d’ondelettes
multivariés empiriques S (271+1) et S()(271+1) sont calculés & partir de deux groupes de coefficients
Dy (27,-) de méme taille nj, 41/2 = nj, 1o = 4. A Déchelle inférieure 2/1+2 quatre spectres d’ondelettes
empiriques S (271F1) S (271+1) "sont calculés & partir de quatre groupes de coefficients Dy (27, -)
de méme taille nj, /4 = nj, 10 = 4.

Les valeurs propres ng)(2j )yeees /A\g&u)(? ) des S™)(27) devraient ainsi étre affectées par des
effets de répulsion similaires a toutes les octaves j € {1,...,j2} et toutes les fenétres w €

{1,...,27277} contrairement aux valeurs propres \1(27),... ,XM(2J') de S(27).

2.2.3 Estimateur multivarié corrigé

Pour obtenir des estimées corrigées E(M’bc) = (.FAIfM’bC), ... ,flj(y’bc)) de H = (Hy,...,Hy),
les régressions linéaires sont a présent effectuées sur les logarithmes des valeurs propres 5\5“})(23' ),
o 5\5\1/})) (27) des spectres d’ondelettes S(*)(27) moyennés au travers des fenétres w € {1,...,27277},
notés
2d2—i
logy A (27) = 577 2:1 logy A1) (27), (2.2)
w—

contre des échelles d’analyse 1 < 27 < 202,

. 1 (22 _ .
H(MPe) — 3 Z wjlogy A (27) — 1], (2.3)
J=in

pour tout m € {1,..., M}, ou {j1,...,72} C {1,...,logy N} désigne 'intervalle d’octaves im-
pliquées et les poids w; des régressions linéaires satisfont > jw; = 1 et Y} w; = 0 (VEITCH et
ABRY, 1999).

A —

Les comportements des fonctions de structure logy Ay, (27) et logs Ay, (27) associées respecti-
vement a l'estimateur multivarié et sa correction sont illustrés par la figure 2.3. Des fonctions
de structures issues de simulations numériques sont étudiées dans la section 2.5 portant sur les
performances empiriques des estimateurs.

. —

Comme on le remarque sur cette illustration, les biais des logy A (27) et des logy A (27)
sont les mémes a I’échelle 272 mais sont différents aux échelles inférieures. L’effet de répulsion
entre les logy A1(27), ... , logy Aas(27) est en effet reproduit & chaque échelle 27, de sorte que les
logs /_\m(2j ) en fonction de 27 soient bien approximés par des droites. Cela implique que les biais
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des logy A\ (27) sont plus importants que les biais des logy Ay, (27) & chaque échelle 27 < 272 et ce
d’autant plus que 1’échelle 27 est petite. En particulier, les ordonnées & 1’origine des régressions
linéaires réalisées sur les échelles 271 < 27 < 272 ne sont pas les mémes avant et aprés correction.
La procédure d’estimation corrigée permet donc de réduire le biais d’estimation des H,, mais
accentue le biais d’estimation des logs &,(2°), ol &,,(2°) est la constante de proportionnalité
dans la loi de puissance des valeurs propres A, (27) donnée par 1’équation (1.49). Ces constantes

~

peuvent cependant étre assez bien estimées par les logy Ay, (21).

40t 40 T
Z 20} & 20 1
< < .
C\l 0 3 [\ 4
g g
20+ -20 1
_40 i 1 " -40 i 1 "
0 5 10 15 0 5 10 15
J =logy(27) J =logy(2)
(a) Estimateur multivarié (b) Estimateur multivarié corrigé

FIGURE 2.3 — Illustration de la correction de I’estimateur multivarié. L’estimation M = 6 variée
(& gauche) est réalisée par des régressions linéaires sur les logy Ap, (27) (en noir) qui ont des biais différents
aux différentes échelles 27 et dévient donc des droites de pente H,, (lignes rouges pointillées). L’estimation
multivariée corrigée (4 droite) se fait & partir des logy A, (27) (en noir) qui ont des effets de répulsion

similaires & toutes les échelles 27, par reproduction du biais des logy A, (272) avec jo = 15 (en bleu),
formant ainsi davantage des droites.

2.3 Performances théoriques des estimateurs multivariés

Dans le cadre d’une collaboration avec Gustavo DIDIER, maitre de conférences au dépar-
tement de mathématiques de 'université Tulane, des discussions ont été menées autour du
comportement théorique de I'estimateur multivarié corrigé donné par I’équation (2.3). Gustavo
DIDIER a ainsi pu démontrer les résultats théoriques énoncés dans cette section.

2.3.1 Cadre asymptotique de I’étude de I’estimation

A Pinstar du chapitre 1, les estimateurs sont étudiés ici pour un mBof & M composantes
vérifiant les hypotheses (OFBM1-3) décrites dans la section 1.3.2 et une taille d’échantillon N
qui tend vers I'infini.

Les propriétés des estimateurs sont étudiées a M € N fixé en fonction de la taille d’échantillon
N. Les régressions linéaires pour obtenir les estimateurs multivariés H *D et H (Mbe) définis res-
pectivement par les équations (1.50) et (2.3) sont effectuées sur des échelles d’analyse dépendant
de la taille d’échantillon N. Plus précisément, les échelles d’analyse vont de 271(0V) = (N )Qj? a
272(N) = ¢(N)292, ott a(N) est une suite dyadique définie dans la section 1.4.3.3 et {39,...,49}
est la gamme d’échelles d’analyse & une taille d’échantillon Ny telle que a(Ny) = 1. La taille
d’échantillon effective a I'échelle a(N)27 est notée ng; = N/(a(N)27). Ce cadre d’étude est le
méme que celui défini dans la section 1.4.3.3.

Avec ces définitions, a(N)2%2 /a(N)29 = 292—7 spectres d’ondelettes S (a(N)27) sont cal-
culés & chaque échelle a(N)27 € {a(N)27, ..., a(N)2%2} a partir de fenétres de coefficients d’on-
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delettes de taille nj,(n) = n,jo pour obtenir les estimées log, Am(a(N)27). Et les estimateurs

multivarié (1.50) et multivarié corrigé (2.3) s’écrivent respectivement, pour tout m € {1,..., M},
. 1 & A |
HM — 5 3" wjlogy Am(a(N)27) — 1|, (2.4)
j=4?
R 12 B }
HM:Pe) — 5 > wjlogy Am(a(N)27) — 1| . (2.5)
j=4?

2.3.2 Consistance de ’estimateur multivarié corrigé

Un premier résultat stipule que les valeurs propres 5\%” )(a(N )27) des spectres d’ondelettes
empiriques S (a(N)27) se comportent asymptotiquement comme des lois de puissance par
rapport a I'échelle a(N)2/ d’exposant 2H,, + 1

Théoréme 2.1. Soit Y un mBof vérifiant les conditions (OFBM1-3). Alors les valeurs propres
/A\?(%U)(a(N)Qj) des spectres d’ondelettes empiriques S (a(N)27) de Y wvérifient, pour tous m €
{1,....,M}, we{l,.. .,2j3_j} et j€{59,...,39}, lorsque N tend vers +oo,

5 (w) a j
ot 5 En(@) (26)

ot £, (2°) > 0 est défini dans le théoréme 1.5.
Démonstration. La démonstration est rapportée a 'annexe A.1. O

Ce résultat est analogue aux théoremes 1.3 et 1.4 sur lesquelles repose la consistance de

~ (M ~ .
Pestimateur H ( ). Les comportements en loi de puissance asymptotiques des )\7(#) )(a(N )27) si-
gnifient que, pour toutes les fenétres w, chaque estimée log, Al )(a(N )27) est asymptotiquement
affine de pente 2H,, + 1, justifiant d’effectuer des régressions linéaires sur la moyenne de leurs

logarithmes notée logy A (a(N)27) et donnée par 1’équation (2.2). Il en découle la consistance

A (M,b o teis 2 . P .
de 'estimateur H (M be) dans une grande généralité, énoncée par le théoréme suivant.
Théoréme 2.2 (Consistance). Supposons que les conditions (OFBM1—3) sont vérifiées. Alors,
pour tout m € {1,..., M}, lorsque N tend vers +oo,
g(Mbe) B pr (2.7)

m

Démonstration. Voir 'annexe A.2. O

2.3.3 Normalité asymptotique de ’estimateur multivarié corrigé

De fagon analogue au théoreme 1.6, il peut étre montré que les logarithmes des valeurs

propres estimées (logy Am(a(N)27)); <<, jo<j<jo forment asymptotigement un vecteur gaus-
sien sous la condition (CO0), introduite dans la section 1.4.3.2. Le théoreme en question et sa
démonstration sont donnés dans 'annexe A.3. En résulte la normalité multivariée asymptotique

(M,bc)

de lestimateur H , sous des conditions plus restrictives que celles apparaissant dans le
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2.3. Performances théoriques des estimateurs multivariés

théoréme 2.2 sur sa consistance puisque la condition (C0) est nécessaire, comme c’était déja le
cas pour 'estimateur multivarié I—L(n ). Ce comportement est établi dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.3 (Normalité asymptotique). Supposons les conditions (OFBM1—23) et (C0) vé-
rifiées. Alors, lorsque N tend vers +oo,

N .
{ ey (HpE) — Hm)} 4 N(0,%5B), (2.8)
CL( ) me{l,...,M}
avec ¥p € S>o(M,R).
Démonstration. Voir 'annexe A.3. O

Sous la condition (C0), les valeurs propres A, (a(IN)27) sont simples pour N grand, comme

~ (M.b ~
expliqué dans la section 1.4.3.2. Ainsi, 'estimateur multivarié corrigé H (Mbe) _ (Hl(M’bC)
, fI](\}[/I’bC)) est un vecteur gaussien si les valeurs propres Ai(a(N)27),..., Ay(a(N)27) sont dis-

tinctes sur les échelles d’analyse a(N)2/1 < a(N)27 < a(N)2%2 pour N grand.

g e

2.3.4 Covariance des estimateurs multivariés

Dans cette section, sont proposées des appoximations de la variance et de la corrélation
des estimateurs multivariés (1.50) et (2.3) sous les conditions du théoreme 2.3, et sous des
hypotheses supplémentaires sur I'indépendance inter-échelle des valeurs propres estimées S\m(2j )
et Am(27) et la décorrélation entre les coefficients d’ondelettes a toutes les échelles d’analyse
a(N)29 < a(N)2/ < a(N)272. Les différents calculs permettant d’aboutir & ces approximations
sont rapportés dans 'annexe A.4.

Une premiere approximation est la décorrélation des estimées multivariées a de grandes

tailles d’échantillon N, qui s’écrit, pour tous m,m’ € {1,..., M} avec m # m/,
Cov (A, HY) =0, (2.9)
Cov (A, A ) ~ 0. (2.10)

Il est également possible d’approximer la variance des estimées multivariées a de grandes
tailles d’échantillon N, comme suit :

A 1 J2 w2
Var (HT(,LM)> ~ —(log, €)* Z L (2.11)
2 o Na,j
3=33
(Mbe)) o, L L w?
f(M;be) o = 2 J
Var (H{)) ~ 5 (logs ¢) ZO = (2.12)
J=J1

pour tout m € {1,..., M}.

Autrement dit, les matrices X p des théoreémes 2.3 et 1.7 sont approximativement diago-
nales et identiques, et de coefficients diagonaux pouvant étre approximés par des fonctions qui
décroissent en a(N)/N.
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Chapitre 2. Etude et correction de I'estimateur multivarié des exposants d’autosimilarité

Pour une taille d’échantillon N donnée, ces approximations nécessitent
(1) la validité de la condition (C0), c’est-a-dire 1’égalité entre des valeurs propres A, (a(N)27)
sur les échelles d’analyse a(N)271 < a(N)27/ < a(N)2%2 ;
(74) la décorrélation dgs coefﬁciegts d’ondelgttes {D(a(N)27, k) } e (1,...n;} aux différentes échelles
d’analyse a(N)271 < a(N)2? < a(N)272;
(i7) et 'indépendance des valeurs propres estimées Ay (a(N)27) ou Ay (a(N)27) entre les échelles
d’analyse a(N)271 < a(N)2J < a(N)27%.
En pratique, les coeflicients d’ondelettes ne sont pas décorrélés. Cependant, par la proposi-

tion 3.2 de ABRY et DIDIER (2018b), si la différence |a(N)27k — a(N)27'k/|, avec j, ', k, k' € N,
est suffisamment grande, alors

In®|a(N)27k — a(N)27' k||
2(Ny, — max Hp)’

. . (
|a(N)27k—a(N)23'k;/| Y el M}

[EID(a(N)2, k)D(a(N)2" k)| < C(Ny, 5. 5')

(2.13)
ou C(Ny,j,j") = C(Nw)Q(jJrjl)(Nw‘F%) pour une certaine constante C'(Ny) > 0 qui dépend du
nombre de moments nuls Ny, de l'ondelette mere 1y utilisée. Cela signifie que les coefficients
d’ondelettes sont faiblement corrélés pour de larges valeurs de [27k — 27K/

Ainsi, si les valeurs propres A, (a(IN)27) sont distinctes pour les échelles d’analyse a(N)2/1 <

. . ~ (M ~ (M,b . .
a(N)27 < a(N )2](2) , les estimateurs multivariés H ) et H (Mybe) sont approximativement asymp-
totiquement décorrélés, et de variances approximativement asymptotiquement identiques, dé-
croissantes avec la taille d’échantillon N et ne dépendant ni de H, ni de W, ni de X.

2.4 Mouvement brownien fractionnaire multivarié (M-mBf)

Jusqu’ici, l'estimation des exposants d’autosimilarité a été étudiée pour un mBof assez
général. Ce modele fait cependant appel a des parametres ne pouvant étre estimés a partir de
données du monde réel et sa synthese numérique est difficile & mettre en ceuvre. Une contribution
du présent travail est d’introduire un processus stochastique autosimilaire, construit a partir de
mouvements browniens fractionnaires, adapté a des applications pratiques. Ce modele est un
cas particulier de mBof aux propriétés adaptées a des données du monde réel, telles que la
réversibilité en temps et 'identifiabilité, et dont I’analyse en ondelettes se lit plus simplement.
Celui-ci permet également une étude numérique approfondie des performances des différents
estimateurs étudiés dans ce manuscrit, étude réalisée dans la section suivante.

2.4.1 Définition

Le cas d’un mouvement brownien opérateur-fractionnaire (mBof), défini dans la section 1.3.1,
avec une matrice de Hurst H diagonale a été examiné dans la section 1.3.3 : chaque composante
d’un tel mBof est autosimilaire. Ce cas suggere la définition suivante du mouvement brownien
fractionnaire multivarié (M-mBf). Soit une collection de M mBf {B,,(t)}+er définis selon la
section 1.2), caractérisés par des exposants d’autosimilarité éventuellement différents H,,, avec
0 < H,, < 1, chacun de variance Cpy, := o2, et corrélés par une matrice p de taille M x M. Le
M-mBf est défini comme un mélange linéaire de ces mBf & I’aide d’une matrice réelle inversible
W de taille M x M, comme suit :

Bswu®)} g =W {(Bi(®),....Bur(£)"} (2.14)

terR’
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2.4. Mouvement brownien fractionnaire multivarié (M-mBf)

oun H = (Hy,...,Hy) et X est la matrice de covariance de taille M x M du processus M-varié
(Bi,...,Bu), c’est-a-dire que les entrées de X sont telles que

Em,m’ = E[Bm(l)Bm/(l)] = Pm,m'TmTm/, (2.15)
pour tous m,m’ € {1,..., M}. Le M-mBf est illustré par la figure 2.4. Contrairement au cas

d’une matrice de Hurst H diagonale, chaque composante B, du M-mBf n’est pas caractérisé
par un unique exposant d’autosimilarité H,, mais par ’ensemble du vecteur des exposants
d’autosimilarité H.

Bu(t) Bswn(t) = WBg(t)

Bl (t) (WBﬂ(t))l M

H,=0.1

Matrice de
covariance > 1774 B "
82(t) Z Matrice de ( ﬂ( >)2 \,\/-ﬂ

Hy =05 mélange

w

Bs(t) W (WBu(t)),

Hy =0.7

FIGURE 2.4 — Illustration du mouvement brownien fractionnaire multivarié.

2.4.2 Relation avec le mBof
Le théoréme suivant montre que le M-mBf forme en fait un cas spécifique du mBof.
Théoreme 2.4. Le M-mBf By, w,u est un mBof By a tel que
AA* =W (GO X)WT, (2.16)
H := W diag(H) W1, (2.17)

ou diag(H) est la matrice diagonale dont les entrées sont les exposants d’autosimilarité Hy, ...
Hyy
) 7

H 0 ... 0
. 0 :
diag(H) = ) (2.18)
: . -0
0 ... 0 Hy
et G consiste en une matrice réelle de taille M x M avec pour entrées
1
Gy = 2—I’(Hm + Hpy + 1) sin ((Hm + Hm/)g> , (2.19)
T

ou I' désigne la fonction gamma et ® le produit matriciel de Hadamard (ou produit point par
point).

Démonstration. Puisque les processus By 4 et By, w, g sont gaussiens M-variés centrés, il suffit de
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Chapitre 2. Etude et correction de I'estimateur multivarié des exposants d’autosimilarité

montrer que leurs fonctions de covariance sont égales. Les calculs sont donnés dans ’annexe A.5.
O

11 en résulte que le M-mBf satisfait la relation d’autosimilarité multivariée (1.21). Le M-mBf
fournit ainsi un modele d’autosimilarité multivariée, adapté a une utilisation pratique en trai-
tement du signal, défini & partir d'un vecteur d’exposants d’autosimilarité H = (Hy,..., Hyy),
d’une matrice de covariance intrinseéque > et d’une matrice de mélange W. De plus, la définition
du M-mBf permet de lire simplement sa matrice de covariance,

E [BE,W,§(1)BE,W£(1)T] —wewT. (2.20)

2.4.3 Propriétés

Avec les définitions du théoréme 2.4, le M-mBf By w g est identifiable si et seulement si
G ©X est une matrice semi-définie positive. En effet, la proposition 1.1 assure que By 4 = Bs w,n
est identifiable si et seulement si AA* est semi-définie positive, c’est-a-dire si et seulement si
G ® X est semi-définie positive. Ceci implique que le vecteur des exposants d’autosimilarité H
et la matrice de covariance ¥ ne peuvent étre choisis indépendants. Ceci avait été montré par
AMBLARD et COEURJOLLY (2011) dans le cas particulier W = I, et s’aveére donc encore valable
pour un mélange W quelconque.

De plus, la proposition 1.2 assure la réversibilité en temps de By 4, c’est-a-dire la covariance

de ses statistiques sous un changement t — —t, lorsque $(AA*) = 0. Puisque la matrice AA*
donnée par I’équation (2.16) est réelle, le M-mBf By, y g est réversible en temps.

Le modele d’autosimilarité multivariée proposé est donc une version spécifique du mBof
B, 4 mieux adaptée aux objectifs du traitement du signal car ses parametres sont des quantités
qui peuvent étre estimées a partir de données du monde réel.

De plus, on peut énoncer le résultat suivant.

Théoreme 2.5. Le M-mBf By, w,u est l'unique processus gaussien centré de fonction de cova-
riance, pour tous t,s € R,

E [ngwjﬂ(t)lgE’W’E(s)T} =WE [B(t)B(S)T} wT (2.21)
ot, pour tous m,m’ € {1,..., M},
OO

E [Bin(8) B (5)) = =57 pmm! (It s st — g — st ) (2.22)

Démonstration. Le résultat découle des équations (A.36) et (A.39) données a 'annexe A.5. [

L’équation (2.21) peut s’écrire sous forme matricielle comme suit, pour tous t, s € R,

1 ) ) ) )
E [BE,W,Q(t)BE,W,E(S)T} — 5W (|t|d1ag(ﬂ) » |t|d1ag(ﬂ) + |S|dlag(ﬂ) ) |5|d1ag(ﬂ) 0.23)
|t — [ding () 5 |y S,diag(ﬁ)) w7 '
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ot la matrice [¢t|428(H) est définie par

[t 0 ... 0
ding(m) ._ | O o e
1t S : (2.24)
: 0
0 ... 0 |[t)fm

Cette écriture est pratique pour certains calculs, notamment pour ’analyse en ondelettes réalisée
dans la section 2.4.5.

2.4.4 Synthése numérique

Les accroissements d’'un M-mBf,

1

Vo > 0, {gz,w,ﬁﬁ(t)}teR - {5

(Bsw,m(t+0) —Bswn(t)) }t . (2.25)

forment un bruit gaussien fractionnaire multivarié, c’est-a~-dire un processus gaussien multivarié
dont la matrice de covariance découle de 1’équation (2.21). Or, de par sa stationnarité, un
bruit gaussien fractionnaire multivarié de fonction de covariance connue peut étre synthétisé
numériquement par plongement circulant (HELGASON et collab., 2011). Un M-mBf de taille
finie {Bs, w i (n)}n€{17..,’ N} peut donc étre synthétisé numériquement a partir de la synthese de
ses incréments {Gs w,1.1(7) fnef1,... v} Une telle synthése numérique permet I'étude numérique
des performances d’estimateurs du vecteur des exposants d’autosimilarité H pour des M-mBf
de taille finie.

2.4.5 Analyse en ondelettes

Le M-mBf est un mBof qui vérifie les hypotheses (OFBM1-2), et qui vérifie également
I'hypothese (OFBMS3) s’il est identifiable. A ce titre, tous les théorémes sur les estimateurs par
ondelettes présentés dans le chapitre 1 sont valables pour un M-mBf identifiable.

Par ailleurs, les propriétés du spectre d’ondelettes multivarié d’'un mBof décrites dans la
section 1.4.1.3 s’écrivent plus simplement pour un M-mBf. Cela permet d’exhiber simplement
certains cas ou la condition (CO) (cf. Hypothéese 7) est nécessaire dans différents théoremes de
convergence des sections 1.4 et 2.3, n’est pas valide. L’analyse en ondelettes pour un M-mBf se
simplifie comme suit.

Par souci de simplicité, notons X = By 1, g et Y = WX = By . Par définition de la
transformée en ondelettes multivariée donnée dans la section 1.4.1.1, les coeflicients d’ondelettes
Dy (27, k) associés & Y s’écrivent comme des mélanges linéaires des coefficients d’ondelettes
Dx (27, k) associés & X a partir de la matrice W, comme suit :

V(j,k) ENXZ, Dy(2 k)= / WX (£)u(t)dt = WD (2, k). (2.26)
R
La relation d’autosimilarité (1.37) vérifiée par les transformées en ondelettes {Dy (27, k)}rez &

chaque échelle 27 s’écrit alors

, fdd (5ol
{Dy (27, k) ez = {2J<ﬂ+z>WDX(2O,k)}kEZ. (2.27)
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Ainsi, pour une taille d’échantillon NV, la relation entre les spectres d’ondelettes multivariés
empiriques Sx (27) et Sy (27) de X et Y, respectivement, a chaque échelle 27 est la suivante :

Vi€ {0,...,logy, N}, Sy (27) L 2iEH+2) i/ gy (20) WT 2iH+3), (2.28)

oti la matrice diagonale 27 (H+3) est donnée par

2ilits) o . 0
oI (H+3) o : . (2.29)
: 0
0 ... 0 2i(Hut3)
Les constantes de proportionnalité & (20),..., &y (2%) dans les lois de puissance asymptotiques

des valeurs propres A1(27), ..., A\y(27) de E[Sy(27)] données par le théoréme 1.3,

Am(27)  ~ £ (20) 27(HmAL) (2.30)

j—+oo

dépendent alors uniquement de WE[Sx (2°)]W? (voir la démonstration de la proposition 5.1 de
ABRY et collab. (2022)).

Or, par définition du spectre d’ondelettes multivarié, on a :
VieN, WE[Sx2) W’ =WE [DX(zo 1)Dx (2%, 1)7| W7 (2.31)
=W (/ / ()] wo(t)o(s) dt ds) wT (2.32)

- / / [t — 5|8 T 5 T [ — 5|98 g (1) (s) di ds.
R JR

(2.33)
Ainsi, les matrices WE[Sx (2))]W7T et WEWT ont les mémes valeurs propres. En particulier,
lorsque toutes les valeurs propres de WXWT sont égales, on a £1(2°) = ... = &7(2°) et la
condition (CO0) n’est donc plus vérifiée si H; = ... = H)y.

2.5 Performances empiriques des estimateurs

Les performances des différents estimateurs du vecteur des exposants d’autosimilarité H sont
étudiées numériquement sur des M-mBf synthétiques de taille finie N a partir de simulations
de Monte Carlo pour différents ensembles de parametres (W, X, H).

2.5.1 Simulations de Monte Carlo

Pour I’évaluation des performances, Nyic = 1000 réalisations de M = 6-mBf synthétiques
de taille N € {213,214 215 216 217 9181 gont, considérées avec les différents choix suivants pour
les parametres H, ¥ et W :

e deux vecteurs d’exposants d’autosimilarité H sont étudiés :
- soit les H,, sont tous égaux : Vm € {1 M}, H,, =0.7;
- soit les H,, sont tous différents : (0 4,0.5,0.6,0.65,0.7,0.8) ;

e deux matrices de covariance ¥ sont etudlees :
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- soit les mBf ne sont pas corrélés : % = 1;

- soit les mBf sont corrélés : V1 <m <m/ < M, X =1, By = 0.7/m=m'.
e deux matrices de mélange W sont étudiées :

- soit les mBf ne sont pas mélangés : W = I ;

- soit les mBf sont mélangés : W est une matrice réelle non orthogonale choisie aléa-
toirement et identique pour toutes les expériences.

& Formulaire récapitulatif des scénarios étudiés \

Pour simplifier la lecture, les configurations principalement étudiées ici sont données
dans le tableau suivant. Ces configurations sont expliquées en détail des la section
suivante. Pour rappel, la condition (CO0) est décrite dans la section 1.4.3.2.

Nom Mélange Corrélation d’a]:j;c{gs(i)i?ﬁ;iité
Multivarié W #1 I H,, tous différents
Effet de répulsion croissant W #£ 1 £ H,, tous égaux
Sans mélange W =1 Y#£I H,, tous différents
Condition (CO0) invalide W =1 Y =1 H,, tous égaux
Changement d’ordre W =1 Y= H,, tous différents

La transformée en ondelettes donnée par ’équation (1.32) est réalisée avec I'ondelette mere
Yo de Daubechies la moins asymétrique a Ny = 2 moments nuls (DAUBECHIES, 1992). Les
régressions linéaires pour calculer les différents estimateurs sont réalisées avec des poids w; de
type gaussien au travers des échelles 2/1(V) = q(N)27! = q(IN)26 & 22(V) = ¢(N)292 = q(IN)2°
4 la taille d’échantillon N, oul la suite dyadique a(N) est définie par a(N) = 2l81082(N/No)| ayec
B=0.9 et Ny =2

M) A (Mbe)

et H

. . P . ~(U) A
Pour rappel, pour une taille d’échantillon NV, les différents estimateurs H ( ), H
s’écrivent sous la forme

0
J2
A~ 1 .
Hy =5 > wj ym(a(N)27) =1, (2.34)
—
J=
pour tout m € {1,..., M}, ou y,, correspond & la fonction de structure associée a l'estimateur

(U) M) 7y (M,bc)

ﬁm, c’est-a-dire respectivement log, Sy, m, logs A et logy A poUur H S H et H

2.5.2 Comportement des fonctions de structure

Cette section vise a justifier le choix des échelles d’analyse et présenter les différentes configu-
rations, c’est-a-dire les différents triplets (H, W, X)), considérées pour I’étude des performances.
Les fonctions de structures logy Sp.m(27), log, 5\m(2j ) et logy A (27) associées respectivement
aux estimateurs univarié (1.42), multivarié (1.50) et multivarié¢ corrigé (2.3) sont ainsi étudiées
pour la plus petite taille d’échantillon Ny = 2!3, pour laquelle a(Np) = 1. La gamme d’octaves
d’analyse est donc donnée par {j1(Ng),...,j52(No)} = {37,...,49}. Pour alléger les notations,
les plus petite et grande octaves d’analyse sont simplement notées j; et jo dans cette section.
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Echelles d’analyse

~ . —

La figure 2.5 rapporte les fonctions de structure logy Sp.m(27), logs Am(27) et logy Ay (27)
associées aux différents estimateurs, superposées au travers des composantes m = 1,..., M, en
fonction des échelles 2/ pour des exposants H,, tous égaux en I’absence de corrélation (X = 1)
et de mélange (W = 1) et une taille d’échantillon N = 2!3. D’une part, aux petites échelles 27,
les fonctions de structure théoriques logy E[Sy,m(27)] et logy A (27) se croisent, c’est-a-dire que
I’ordre des composantes m = 1,..., M change au travers des échelles. Or, les valeurs propres
Am(27) et Apm(27) sont triées par ordre croissant, ne pouvant étre associées a des composantes
du M-mBf, ce qui méne & des fonctions de structure logy Am(27) et logy Ap (27) non monotones
aux petites échelles 2/ sur la figure 2.5. Les régressions linéaires sur ces fonctions de structure
sont donc biaisées pour des échelles d’analyse trop petites et j; doit étre choisi suffisamment
grand. D’autre part, il est nécessaire que M/n; < 1 pour que le spectre d’ondelettes multivarié
empirique S(27) soit de rang plein. La plus grande octave jo doit donc étre telle que M < Ng/272.
Par ailleurs, les logy A (27) ne sont définies que de 2! & 272 (avec en Poccurrence jo = 9) dans
Péquation (2.2), mais sont définies dans la figure 2.5 et les suivantes par logy A (27) = logy A (27)
pour 2/ > 272, L’effet de répulsion entre les log, S\m(2j ) n’est donc reproduit que de 2! & 272 et
les logy A\, (27) ne sont bien approximées par des fonctions affines que de 2% & 272 = 29,

—20 __20
3 g
10 E10
~ o0
g o <0
0 5 10 0 5 10
J= 10%2(2‘7) J= 10%2(2‘7)

FIGURE 2.5 — Fonctions de structure avec changement d’ordre. Logarithmes des (en noir) entrées
diagonales Sy, ,n(27), (en bleu) valeurs propres A, (27) et (en rouge) valeurs propres corrigées A, (27) du
spectre d’ondelettes empirique S(27) moyennés au travers des réalisations de Monte Carlo en fonction
des octaves j pour des mBf non corrélés (¥ = I) et non mélangés (W = I) avec des exposants H,, tous
différents et une taille d’échantillon N = 213,

Scénario multivarié

Le cas multivarié correspond a des mBf possiblement corrélés et mélangés et caractérisés
par des exposants H,, non nécessairement égaux. Ainsi, la figure 2.6 rapporte les fonctions de
structure 10gy Sy, m (27), 10gg A (27) et logy A (27) associées aux différents estimateurs, superpo-
sées au travers des composantes m = 1,..., M, en fonction des échelles 27 pour des mBf corrélés
(3 # 1) et mélangés (W # 1) avec des exposants H,, tous différents et une taille d’échantillon
N = 23, Dans ce cas, I'estimateur univarié n’est pas en son avantage car adapté a 1’absence
de mélange (W = I). En effet, les fonctions de structure logy Spmm(27) ont pour la plupart des
pentes similaires car, lorsque W # I, les entrées diagonales E[S,, ,(27)] du spectre d’ondelettes
E[S(27)] se comportent comme des mélanges de lois de puissance (cf. Eq. (1.39)), tous bien ap-
proximées par une méme loi de puissance d’exposant 2H s + 1 (cf. Eq. (1.46)). En revanche, les
fonctions de structure logy Am(27) et logy A (27) associées aux estimateurs multivariés ont des
pentes différentes pour les différentes composantes m = 1,..., M, ce qui est en accord avec le
comportement en loi de puissance asymptotique des valeurs propres A\, (27) (cf. Eq. (1.49)).

- 48 -



2.5. Performances empiriques des estimateurs

—~20 .20
a X

§-\10 =10
0 i

g o g 0

-10

0 5 10 0 5 10 0 5 10
J = logy(2/) J = logy(2') J = logy(27)

(a) Fonctions de structure

T ~ ~
3 R} &)
520 =20 =20
wn «< ~
= = =
& 10 & 10 & 10
g g g
3 < <
@ 0 & 0 S
) = S
<0 5 10 0 5 10 0 5 10
J = log,(27) J = log,(27) J = logy(27)

(b) Fonctions de structure ramenées a l'origine
FIGURE 2.6 — Fonctions de structure dans un cadre multivarié. (en haut) Logarithmes des (en
noir) entrées diagonales S, ,(27), (en bleu) valeurs propres A, (27) et (en rouge) valeurs propres corrigées

A (27) du spectre d’ondelettes empirique S(27) moyennés au travers des réalisations de Monte Carlo en
fonction des octaves j pour des mBf corrélés (X # 1) et mélangés (W # I) avec des exposants H,, tous
différents et une taille d’échantillon N = 2!3. (en bas) Les fonctions de structure sont ramenées a I'origine.

Scénario avec effet de répulsion croissant

L’effet de répulsion entre les valeurs propres estimées log, S\m(Zj ) croit au travers des échelles
27 en particulier lorsque les exposants H,, égaux car cela implique des valeurs propres A, (27)
proches. On s’intéresse donc au cas ot les H,, sont tous égaux dans un cadre multivarié. Ainsi, la
figure 2.7 rapporte les fonctions de structure 1ogy Sp.m(27), 10gy A (27) et logy A (27) associées
aux différents estimateurs, superposées au travers des composantes m = 1,..., M, en fonction
des échelles 2/ pour des mBf corrélés (X # 1) et mélangés (W # 1) avec des exposants H,, tous
égaux et une taille d’échantillon N = 2'3. Dans ce cas, les pentes des fonctions de structure
log, Sm’m(2j ) sont similaires, comme attendu car, lorsque les H,, sont tous égaux, les mélanges
de lois de puissance des E[Sy, 1 (27)] (cf. Eq. (1.39)) deviennent des lois de puissance d’exposant
2H,, + 1 (cf. Eq. (1.47)). En revanche, les fonctions de structure logy Ay, (27) s'écartent les unes
des autres & mesure que 27 croit, en raison de l'effet de répulsion. L’estimateur multivarié corrigé
réduit cet écart en forcant les fonctions de structure log, A (27) & avoir des pentes similaires
grace a la reproduction d’un effet de répulsion similaire & toutes les échelles : les log, /_\m(2j ) ont
des biais similaires aux différentes octaves j = 1,...,js avec jo =9, .
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(b) Fonctions de structure ramenées & 1'origine
FIGURE 2.7 — Fonctions de structure avec effet de répulsion croissant. (en haut) Logarithmes
des (en noir) entrées diagonales Sy, ,,(27), (en bleu) valeurs propres A, (27) et (en rouge) valeurs propres
corrigées A\, (27) du spectre d’ondelettes empirique S(2/) moyennés au travers des réalisations de Monte
Carlo en fonction des octaves j pour des mBf corrélés (X # 1) et mélangés (W # 1) avec des exposants
H,, tous égaux et une taille d’échantillon N = 2!3. (en bas) Les fonctions de structure sont ramenées
lorigine.

Scénario sans mélange

Un cas particulier d’intérét est ce lui d’absence de mélange (W = I) des mBf. Ainsi, la
figure 2.8 rapporte les fonctions de structure logy Sp,m (27), logs Am(27) et logy A (27) associées
aux différents estimateurs, superposées au travers des composantes m = 1,..., M, en fonction

des échelles 2/ pour des mBf corrélés (X # 1) mais non mélangés (W = 1) avec des exposants
H,, tous différents et une taille d’échantillon N = 2!3. Les pentes des fonctions de structure
1085 Symm (27) sont trés nettement différentes alors que les pentes des logy A (27) et logy Ay, (27)
sont beaucoup plus proches les unes des autres. En effet, en ’absence de mélange (W = 1), les
entrées Sy, m(27) se comportent comme des lois de puissance d’exposants 2H,,+1 (cf. Eq. (1.41)),
ce qui n'est le cas des valeurs propres A\, (2/) que de facon asymptotique (cf. Eq. (1.49)). Les
pentes des log, Sm7m(2j ) sont ainsi proches des 2H,,+1, méme aux petites échelles, contrairement

aux pentes des logy A (27) et logy Am(27).
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(b) Fonctions de structure ramenées a l'origine
FIGURE 2.8 — Fonctions de structure dans un cadre sans mélange. (en haut) Logarithmes des (en
noir) entrées diagonales S, ,(27), (en bleu) valeurs propres A, (27) et (en rouge) valeurs propres corrigées

A (27) du spectre d’ondelettes empirique S(27) moyennés au travers des réalisations de Monte Carlo en
fonction des octaves j pour des mBf corrélés (X # 1) et non mélangés (W = |) avec des exposants H,,
tous différents et une taille d’échantillon N = 2!3. (en bas) Les fonctions de structure sont ramenées a
I'origine.

Scénario avec condition (CO0) invalide

Un dernier cas d’intérét est celui ou les mBf ne sont ni corrélés (X = I) ni mélangés (W = 1)
et ou tous les exposants H,, sont égaux. Selon la section 2.4.5, ce cas mene a des valeurs
propres A, (27) toutes égales & chaque échelle 27, ce qui implique que la condition (CO) (cf.
Hypothese 7) n’est pas vérifiée (cf. Section 2.4.5). Les hypotheses des théorémes sur la normalité
asymptotique et les approximations de la covariance des estimateurs multivariés sont alors en
défaut. La figure 2.9 rapporte les fonctions de structure 1ogy Sy, m (27), 1ogg Am(27) et logy A, (27)
associées aux différents estimateurs, superposées au travers des composantes m = 1,..., M, en
fonction des échelles 27 pour des mBf ni corrélés (X = 1) ni mélangés (W = 1) avec des exposants
H,, tous égaux et une taille d’échantillon N = 2'3. Puisque les exposants H,, sont tous égaux,
les fonctions de structure présentent des comportements similaires au scénario avec effet de
répulsion croissant présenté ci-dessus : les fonctions de structure log, Sm’m(Qj ) se superposent
parfaitement et I’écart entre les fonctions de structure logy Xm(Qj ) se creuse pour de grandes
échelles 27. Leffet de répulsion entre les log, S\m(2j ) est ici plus important en raison de ’égalité
entre les valeurs propres A, (27). En revanche, I’effet de répulsion est constant pour 'estimateur
multivarié corrigé, puisque les fonctions de structure log, S\m(2j ) sont pareillement espacées a
toutes les échelles 27.
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(b) Fonctions de structure ramenées & 1'origine
FIGURE 2.9 — Fonctions de structure lorsque la condition (CO) est invalide. (en haut) Loga-
rithmes des (en noir) entrées diagonales Sy, ,,,(27), (en bleu) valeurs propres Am(27) et (en rouge) valeurs
propres corrigées A, (27) du spectre d’ondelettes empirique S(27) moyennés au travers des réalisations de
Monte Carlo en fonction des octaves j pour des mBf non corrélés (X = I) et non mélangés (W =) avec
des exposants H,, tous égaux et une taille d’échantillon N = 2'2. (en bas) Les fonctions de structure sont

ramenées a 'origine.

2.5.3 Comportement des estimateurs

Les objectifs principaux de cette section sont les suivants :
. . . RS (M) . .z s 21 (M,bC)
(1) comparer les performances des estimateurs multivarié H et multivarié corrigé H
dans les différentes scénarios présentés dans la section précédente;
~ (M,bc)
) ot ﬂ( ) N

dans le scénario sans mélange, c’est-a-dire lorsque W = I ;

. . (M _—
(73) comparer les performances des estimateurs multivariés H Iestimateur

)

~ (U
univarié H (
(7i7) analyser le comportement de la normalité asymptotique, et plus précisément le cadre de
validité d’une approximation par une loi normale multivariée ;

(iv) étudier le comportement de la variance et de la corrélation des différents estimateurs, et
plus précisément les cadres de validité des approximations sur la variance et la corrélation.
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& Formulaire récapitulatif sur les estimateurs ‘

Les hypotheses des théoremes sur les différents estimateurs sont rappelées dans le tableau
suivant. Pour rappel, sous la condition (C0), décrite dans la section 1.4.3.2, les valeurs
propre A1(27),..., Ay (27) du spectre d’ondelettes multivarié E[S(27)] sont distinctes aux
grandes échelles 27.

Estimateur Univarié Multivarié Multivarié corrigé
Notation a9y a0 F10TBe)
Fonction de structure logy Sm.m(27) log, j\m(2j ) logy A (27)
Consistance Sous W = | Toujours
Normalité asymptotique Sous W = | Sous (CO0)
S Sous (CO0), décorrélation inter-échelle

Approximation de la . 3 P

. Sous W =1 des A\, (27) et décorrélation des
covariance coefficients d’ondelettes

2.5.3.1 Performances : biais, covariance et erreur quadratique

Définition des mesures de performance

. R (0) . (M) o .
Les performances des estimateurs univarié H °, multivarié H et multivarié corrigé

2 (M ) )
sont mesurées en termes de biais, de covariance et d’erreur quadratique moyenne. Des
matrlces de biais, de covariance et d’erreur quadratique moyenne sont ainsi définies respective-

ment par

Bias(H) := (E[A] - H) (E[A] - ﬂ)T, (2.35)
Cov(H) :=E [(E[H] i) (E[H] - ﬂ)T : (2.36)
MSE(H) :=E [(H - ﬂ) (ﬂ - H)T} Bias(H) + Cov(H), (2.37)

pour les différents estimateurs H de H. Pour I'évaluation des performances, ce sont les normes
spectrales ||Bias(H)||2, ||Cov(H)||2 et ||[MSE(H)||2 de ces différentes matrices qui sont étudiées.

Scénario multivarié

La figure 2.10 rapporte les performances en termes de biais, variance et erreur quadratique
moyenne des différents estimateurs en fonction de la taille d’échantillon N pour des réalisations
de mBf corrélés (X # I) et mélangés (W # 1) avec des exposants H,, tous différents. Cette figure
montre les deux points suivants :

rr(M)

. . C Fr(M,b s .
(1) les estimateurs multivariés H= et H (Mbe) ont des performances similaires, puisque 'effet
de répulsion est négligeable aux grandes échelles (et donc aux échelles d’analyse considé-
rées) lorsque tous les H,, sont différents ;

rr (M)

(7i) les performances des estimateurs multivariés H

(M,bc)

et H surpassent, autant en termes

A (U PN
de biais que de covariance, celles de ’estimateur univarié H ( ), qui n’est pas adapté a la
présence de mélange (W # |), particularité de la configuration multivariée.
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FIGURE 2.10 - Performances des estimateurs dans un cadre multivarié. Logarithmes des normes

- . . . . .o (0)
spectrales des biais, variances et erreurs quadratiques moyennes des estimateurs (en noir) univarié H |

(M ~(M,b
(en bleu) multivarié H O et (en rouge) multivarié corrigé H ) on fonction de la taille d’échantillon
N pour des mBf corrélés (£ # 1) et mélangés (W # I) avec des exposants H,, tous différents.

On peut remarquer sur la figure 2.10 que la covariance des différents estimateurs est bien
plus élevées & N = 213, Ceci est dii au fait que les échelles d’analyse sont grandes comparées a la
taille d’échantillon IV, et donc les nombres de coefficients d’ondelettes utilisés pour le calcul des
fonctions de structure sont plus petits que pour les autres tailles d’échantillon N, impliquant
une plus forte variance des estimateurs.

En complément, la figure 2.11 rapporte les biais relatifs a chaque entrée m = 1,..., M
U) I:I(M) ot I:I(M’bc)

mélangés (W # 1) avec des exposants H,, tous différents. Les estimées univariées H

biais différents car elles ont toutes tendance a estimer la composante dominante Hy; de H, si

bien que les estimées fIfU) et ﬁéU)

(M) ot E(M,bc)

pour des mBf corrélés (X # 1) et
(V)

des différents vecteurs d’estimées H

ont des

sont particulierement biaisées. En revanche, les estimées

multivariées H ont des biais similaires au travers des composantes m =1,...,M.

m=1 m=2 m =3 m=4 m =25 m =06
m: . a4 -
! 0—0—0—9—9—o b".:}% N
g

13141516 1718 131415161718 13141516 1718 13141516 1718 13141516 1718 13 14 1516 17 18
logy N logy N logy N logy N logy N logy N

FIGURE 2.11 — Biais des estimateurs par composante dans un cadre multivarié. Logarithmes des

biais en valeur absolue des estimées (en noir) univariées V. (en bleu) multivariées M et (en rouge)
multivariées corrigées ﬁ,(nM’bC) pour (de gauche a droite) m = 1,...,6 en fonction de la taille d’échantillon

N pour des mBf corrélés (X # 1) et mélangés (W # I) avec des exposants H,, tous différents.

— . (Mbe) C 1 N
L’estimateur corrigé H n’a aucun avantage ni désavantage par rapport a l’estimateur
rr(M) . gy . ) s .
H' 7 dans cette configuration. La différence entre ces deux estimateurs s’opére dans un cas sujet

a un effet de répulsion croissant, en particulier lorsque tous les H,, sont égaux.

Scénario avec effet de répulsion croissant

La figure 2.12 rapporte les performances en termes de biais, variance et erreur quadratique
moyenne des différents estimateurs en fonction de la taille d’échantillon N pour des réalisations
de mBf corrélés (X # 1) et mélangés (W # ) avec des exposants H,, tous égaux. Ces résultats
montrent que
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(M,bc)

(7) les performances en termes de biais de 'estimateur multivarié corrigé H surpassent

. . (M) . . . «
celles de l'estimateur multivarié H °, comme attendu puisque 'effet de répulsion croit
de facon importante au travers des échelles pour I'estimateur non corrigé, et leurs perfor-
mances en termes de covariance sont similaires ;

(i4) Destimateur univarié H ©) est moins biaisé que Pestimateur multivarié & (M), comme at-
tendu car 'estimateur univarié estime ’exposant dominant Hj; et tous les exposants sont
égaux (H; = ... = Hjs), mais sa covariance est plus affectée que celle des estimateurs
multivariés ;

(M,bc)

(7i7) les performances de 'estimateur multivarié corrigé H sont meilleures que celles de

. .o (0) . . . .
Pestimateur univarié H ~ a la fois en termes de biais et de covariance.
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FIGURE 2.12 — Performances des estimateurs dans un cadre avec effet de répulsion croissant.

Logarithmes des normes spectrales des biais, variances et erreurs quadratiques moyennes des estimateurs

~ (U (M -~ (M,b .
(en noir) univarié H ( ), (en bleu) multivarié H D o (en rouge) multivarié corrigé H M) n fonction
de la taille d’échantillon N pour des mBf corrélés (3 # 1) et mélangés (W # I) avec des exposants H,,

tous égaux.

Pour une étude plus précise du comportement des estimées, la figure 2.13 montre les biais

des différentes estimées FI}E ), ﬁy(nM) et fI,(nM’bC) de H,, pour les composantes m = 1,..., M dans
le cas de mBf corrélés (X # ) et mélangés (W # 1) avec des exposants H,, tous égaux. On
peut observer que les biais des estimées univariées I—ifg ) et multivariées corrigées ﬁm, en plus
d’étre satisfaisants, varient peu entre les composantes m = 1,..., M. Les biais des estimées
multivariées fIfM), .. .,ﬁ](\}[/[) different en revanche, rendant compte de la croissance de Deffet
de répulsion entre les fonctions de structure logs A1(27),...,logs Aar(27) au travers des échelles
d’analyse 21 (N) < 97 < 972(N),

0 m=1 m =2 m=3 m =4 m=25 m==6
= AN

o A4 o] ISNaaaa

58

BN = PENE N> w Wlw R v
&0 -12
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logs N logy N logy N logy N logy N logy N

FIGURE 2.13 — Biais des estimateurs par composante dans un cadre avec effet de répulsion
croissant. Logarithmes des biais en valeur absolue des estimées (en noir) univariées v, (en bleu)
multivariées 9D et (en rouge) multivariées corrigées M) pour (de gauche & droite) m = 1,...,6
en fonction de la taille d’échantillon N pour des mBf corrélés (X # 1) et mélangés (W # 1) avec des
exposants H,, tous égaux, pour différentes tailles d’échantillon N.
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Scénario sans mélange

La figure 2.14 rapporte les performances en termes de biais, variance et erreur quadratique
moyenne des différents estimateurs en fonction de la taille d’échantillon N pour des réalisations
de mBf corrélés (X # 1) et non mélangés (W = 1) avec des exposants H,, tous différents.
Ces résultats montrent que l’estimateur univarié H (©) atteint des performances meilleures en

. . (M) rr(M,be) .
termes de biais que celles des estimateurs multivariés H= ~ et H , comme attendu puisque

I’absence de mélange (W = |) correspond & une configuration univariée. Néanmoins, la covariance

~ (M ~ (M,b
des estimateurs multivariés H a0 et H (M.be)

7 (U) . Ce

H . Les performances en termes d’erreur quadratique moyenne sont ainsi équivalentes pour les

s . . . .. . . .., ~)

différents estimateurs : il existe un compromis biais-covariance entre 1’estimateur univarié H

(M) 7 (M,bc)
et H'

et donc d’erreur quadratique moyenne, de I'estimateur multivarié corrigé H s’améliorent
rapidement avec la taille d’échantillon NV, semblant rattraper les performances, plus constantes,
de 'estimateur univarié.

est moins affectée que celle de 'estimateur univarié

et les estimateurs multivariés H . Cependant, les performances en termes de biais,

(M,bc)
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= -2 a9 = 2
% -6 > =
= Q wn
a8 O 6F A = 6
=10 = I =
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FIGURE 2.14 — Performances des estimateurs dans un cadre sans mélange. Logarithmes des

normes spectrales des biais, variances et erreurs quadratiques moyennes des estimateurs (en noir) uni-

(U (M ~ (M,b
varié¢ H ( ), (en bleu) multivarié H D ot (en rouge) multivarié corrigé H M) n fonction de la taille

d’échantillon N pour des mBf corrélés (X # I) mais non mélangés (W = 1) avec des exposants H,, tous
différents.

Enfin, la figure 2.15 rapporte les biais des estimées ﬁff ), f[an) et A&M’bc) de H,, pour les
différentes composantes m = 1,..., M dans le cas de mBf corrélés (X # I) et non mélangés

s .. . . .z (U .
(W =1) avec des exposants H,, tous différents. Les biais des estimées univariées Hq(n ) varient

)

peu au travers des composantes m, mais ceux des estimées multivariées Hr(n varient plus,

quoique légérement. En revanche, les biais des estimées multivariées corrigées ﬁ,g@M’bC) dépendent
davantage de m. Ceci est dii au fait que les écarts entre exposants AH,,, = H,,+1 — Hy, sont plus

faibles pour m = 3 et m = 4 (AH,, = 0.05) que pour m € {1,2,5} (AH,, = 0.1) et que Deffet
de répulsion entre des fonctions de structure logy Ay (27) et logy Ay (27) est plus important pour
des exposants H,, et H,, proches.
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FIGURE 2.15 — Biais des estimateurs par composante dans un cadre sans mélange. Logarithmes
des biais en valeur absolue des estimées (en noir) univariées Hy ', (en bleu) multivariées A et (en
rouge) multivariées corrigées IA{T(nM’bC) pour (de gauche & droite) m = 1,...,6 en fonction de la taille
d’échantillon N pour des mBf corrélés (X # I) et non mélangés (W = I) avec des exposants H,, tous

différents.

2.5.3.2 Normalité asymptotique

Les différents estimateurs étudiés sont asymptotiquement gaussiens sous des hypotheses
faibles. Les théoremes 1.7 et 2.3 assurent la normalité asymptotique des estimateurs multivariés

E(M) ot E(va‘?)

. . ., (U , = :
asymptotique de 'estimateur univarié H ( ), elle est assurée par le théoreme 1.1 en ’absence de
mélange W = I. On cherche a évaluer numériquement la vitesse de convergence vers la normalité
asymptotique des différents estimateurs.

sous la condition (C0), introduite dans la section 1.4.3.2. Quant & la normalité

Plus précisément, I'approximation des distributions des différents estimateurs par une loi
normale multivariée est étudiée pour différentes tailles d’échantillon finies N. Pour ce, on utilise
le fait qu'un estimateur ﬂ de H suit une loi normale multivariée si et seulement si le carré de
la distance de Mahalanobis du vecteur H,

T o= (H — E[H)) Var(&)™" (& — E[))", (2.38)

suit une loi du x? & M degrés de liberté.

En premier lieu, on s’intéresse au cadre multivarié. La figure 2.16 rapporte la distribution

de T au travers des réalisations de Monte Carlo contre une distribution théorique du x? pour
A(U) A~ (M ~ (M,b

différentes tailles d’échantillon N et les différents estimateurs H ( ), H ™) et H (Mbe) pour des

mBf corrélés (X # 1) et mélangés (W # 1) avec des exposants Hy, tous différents. On observe que,

méme pour une taille d’échantillon faible (N = 2'3), les distributions des différents estimateurs

., oM A (M,b . ., . Y
multivariés H *0 et H (Mbe) sont bien approximées par une loi normale multivariée dans ce
scénario, ou la condition (C0) est vérifiée. De plus, malgré la présence de mélange, la distribution

, AU , . ., . e
de l'estimateur univarié H © est également bien approximée par une loi normale multivariée
pour les différentes tailles d’échantillon V.

En pratique, on peut s’attendre a un écart & la loi normale multivariée des distributions
des estimateurs multivariés lorsque la condition (CO) n’est pas vérifiée, autrement dit lorsque
les valeurs propres A(27), ..., A\y(27) sont proches & différentes échelles d’analyse 271(N) < 27 <
272(N) (voir la section 1.4.3.2 pour plus de détails). Pour étudier ce cas limite, la figure 2.17
rapporte la distribution de T" au travers des réalisations de Monte Carlo contre une distribution
théorique du x? & M degrés de liberté pour différentes tailles d’échantillon N et les différents
estimateurs ﬂ(U), ﬁ(M) et ﬁ(M’bC) pour des mBf ni corrélés (X = 1) ni mélangés (W = 1) avec
des exposants H,, tous égaux. Les distributions des différents estimateurs sont bien approximées
par des distributions gaussiennes multivariées pour les différentes tailles d’échantillon N.
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N =28 7 N =28 SN =21 AN =2 N =28
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N =21 N =21 N=20 A |IN=21 A |IN=2" " |IN=2" A
/ ,

. . (Mb
(c) Estimateur multivarié corrigé H (M-be)

FIGURE 2.16 — Normalité asymptotique dans un cadre multivarié. Diagrammes quantile-quantile
des distributions empiriques du carré de la distance de Mahalanobis des différents estimateurs (de haut en
bas) contre une distribution du x? & M degrés de liberté pour des mBf corrélés (X # 1) et mélangés (W #
I) avec des exposants H,, tous différents (condition (C0) valide), pour différentes tailles d’échantillons N
(de gauche a droite).

N =213 4 N=2ou |In=215 N — 216 N =917 | |N =918
+
(a) Estimateur univarié E(U)
N = 213 +++ N = 214 / N = 215 +5 N = 216 //( N = 217 N = 218
(b) Estimateur multivarié H(M)
T | I - [ I
N =28 2 N =21 N =2P N =26 ||V =27 N =218

~ (M,b
(c) Estimateur multivarié corrigé H (M-be)

FIGURE 2.17 — Normalité asymptotique lorsque la condition (CO0) est invalide. Diagrammes
quantile-quantile des distributions empiriques du carré de la distance de Mahalanobis des différents es-
timateurs (de haut en bas) contre une distribution du x? théorique pour des mBf ni corrélés (X = I) ni
mélangés (W = 1) avec des exposants H,, tous égaux (condition (CO) invalide), pour différentes tailles
d’échantillons N (de gauche & droite).
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L’approximation par une loi gaussienne multivariée est donc valable pour les estimateurs
multivariés H *D et H (M.be) dans un cadre assez large en pratique : a taille d’échantillon N faible
et pour des fonctions de structure logy Am(27) et logy Am(27) (respectivement) proches les unes
des autres (i.e. entre composantes m) au travers des échelles d’analyse 2/1(N) < 27 < 272(N),

~ (U
Quant a l'estimateur univarié H ( ), I'approximation de sa distribution par une loi gaussienne
multivariée est également valable en pratique en présence de mélange (W # 1) et pour de faibles
tailles d’échantillon NV.

2.5.3.3 Décorrélation asymptotique

On se propose a présent d’étudier le comportement de la corrélation des estimées pour
divers tailles d’échantillon et dans différents scénarios. Théoriquement, ’estimateur univarié

. (U
H © est asymptotiquement décorrélé dans le cadre sans mélange (W = 1), selon le théoréme 1.2,

, A M A M,b . z 714
tandis que les estimateurs multivariés H * et H (Mbe) sont asymptotiquement décorrélés sous

plusieurs hypothéses restrictives dont la condition (CO0), introduite dans la section 1.4.3.2; selon
la section 2.3.4. La validité de ces approximations est éprouvée dans cette section.

Scénario multivarié

~(U)  ~(M ~ (M,b
La figure 2.18 présente les corrélations des différents estimateurs H ( ), H (M) et H (M.be) en
fonction de la taille d’échantillon N pour des réalisations de mBf corrélés (X # 1) et mélangés
(W # 1) avec des exposants H,, tous différents. Les corrélations des estimateurs multivariés

A (M ~ (M,b . N . .
H *D et H (M.be) tendent rapidement vers 0 lorsque N croit, corroborant les approximations

de la section 2.3.4. En effet, méme & taille d’échantillon faible N = 2!3, toutes les paires de
M) ot ﬁ(M,bC)

. o0 P s . R R
Iestimateur univarié H , les corrélations ne sont pas nécessairement nulles, méme a grande

taille d’échantillon IV, et peuvent méme étre importantes. Ceci appuie la nécessité de I’hypothése
~ (U
W =1 dans le théoreme 1.2 sur la décorrélation asymptotique de I'estimateur univarié H ( ).

composantes des estimateurs multivariés H sont peu corrélées. En revanche, pour

Scénario avec effet de répulsion croissant

) (M,bc)

La convergence de la corrélation des estimateurs multivariées ﬁ M et ﬁ vers 0 n’est
vérifiée que si la condition (CO) est vérifiée, c’est-a-dire lorsque les valeurs propres théoriques
A1(27),..., A\ar(27) sont distinctes pour toutes les échelles d’analyse 271(N) < 27 < 272(N) Lorsque
les exposants H,, sont égaux, les valeurs propres A1(27),..., Ay (27) ne s’éloignent pas les unes
des autres au travers des échelles d’analyse 271(V) < 27 < 272(N) | ce qui peut donner une conver-
gence plus lente de la décorrélation des estimées multivariées. Ainsi, la figure 2.19 rapporte les
corrélations entre les composantes des différents vecteurs d’estimées ﬁ (U), ﬁ (M) et ﬂ (M.be) en
fonction de la taille d’échantillon N pour des réalisations de mBf corrélés (X # 1) et mélangés
(W # 1) avec des exposants H,, tous égaux. On peut observer que la corrélation entre des esti-
mées multivariées ﬁ&M) et ﬁg\,@ et entre des estimées multivariées corrigées FIT(,LM’bC) et H 7(711\51,1:,(;)’
associées & des valeurs propres A\, (27) et A,/ (27) proches, en 'occurrence pour (m,m’) = (1,2)

et (m,m’) = (3,4), n’est pas négligeable mais converge tout de méme vers 0. En outre, dans ces
. ’ . 7 ~ . . .7 . ’ a M7b
cas-ci, la corrélation est légerement plus grande pour ’estimateur multivarié corrigé H (Mbe) que

A (M
pour 'estimateur multivarié H ( ).
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FIGURE 2.18 — Corrélations des estimateurs dans un cadre multivarié. Corrélations entre les

< rs , . . R e M
différentes entrées des estimateurs (en noir) univarié H , (en bleu) multivarié H ~ et (en rouge)

~(M,bc . . p . 214
multivarié corrigé H ( ) en fonction de la taille d’échantillon N pour des mBf corrélés (X # I) et

mélangés (W # 1) avec des exposants H,, tous différents (condition (CO0) valide).
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FIGURE 2.19 — Corrélations des estimateurs dans un cadre avec effet de répulsion croissant.

ors s . . o (0) o
Corrélations entre les différentes composantes des estimateurs (en noir) univarié ', (en bleu) multivarié

~ (M ~(M,b . . p . 414
H (D et (en rouge) multivarié corrigé H (Mbe) en fonction de la taille d’échantillon N pour des mBf corrélés

(X #1) et mélangés (W # 1) avec des exposants H,, tous égaux (condition (CO) valide).
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Scénario sans mélange

M) (M,bc)

La décorrélation des estimateurs multivariés E ( et E est encore valable en 1'ab-
sence de mélange (W = I), mais on se propose d’étudier le comportement de la corrélation

~ (U

de lestimateur univarié H © dans ce cas. La figure 2.20 rapporte la corrélation des différents
~(U) A~ (M ~ (M,b . . . . e s

estimateurs H ( ), H (M) et H (M.be) en fonction de la taille d’échantillon N pour des réalisations

de mBf corrélés (X # |) mais non mélangés (W = |) avec des exposants H,, tous différents.

Comme attendu, les estimateurs multivariés E (M) et E (M;be) sont bien tous deux décorrélés : la
corrélation des estimateurs multivariés est aussi faible qu’en présence de mélange. En revanche,
les estimées univariées lﬁl}(,[bJ Vet H 753) sont d’autant plus corrélées que des exposants H,, et H,,
sont proches. Cette observation confirme le compromis biais-covariance entre les estimateurs
multivarié et univarié dans un cadre sans mélange (W = 1) observé dans la figure 2.14.

Nécessité de la condition (CO0)

On se propose d’étudier les estimateurs dans un cas critique ot la condition (CO0) n’est
pas vérifiée, c’est-a-dire lorsque les valeurs propres \,,(27) ne sont pas distinctes & toutes les
échelles d’analyse 2/1(N) < 97 < 272(N) Ce cas peut étre rencontré pour des mBf non corrélés
(X = 1) et non mélangés (W = 1) avec des exposants H,, tous égaux. La figure 2.21 rapporte
dans ce cas-ci les corrélations entre des estimées H,, et f[m/, avec 1 < m < m’ < M, issues
dAes diﬂ?érein‘%\% ecstimateurs en fonction de la taille d’échantillon N. Les estimateurs multivariés
H et H 7 sont trés corrélés, notamment pour les paires (m,m’) associées & des valeurs
propres A\, (27) et A, (27) proches, la corrélation atteignant 0.5 pour m’ = m + 1 (compte tenu
de l'ordre des valeurs propres A1(27) < ... < Ay(2/) & une échelle 27 fixée). De plus, cette
corrélation est constante au travers des tailles d’échantillon N. La décorrélation asymptotique
n’est donc plus valable pour des valeurs propres A1(27), ..., A\y(27) égales. En revanche, comme

, . ..o U . 414 N .
attendu en l'absence de mélange (W = 1), l'estimateur univarié¢ H ) est décorrélé a toute taille
d’échantillon N.

2.5.3.4 Approximation de la variance

On souhaite enfin étudier numériquement pour des tailles d’échantillon finies les différentes
approximations sur la variance des estimateurs données par le théoreme 1.2 et la section 2.3.4,
a savoir, pour tout m € {1,..., M},

Var(H\V) ~ Var™,  Var(AM) ~ Var™®,  Var(AMP9)) ~ Vart®, (2.39)
ol 5
1 2 J2 4,2
Varth ~ (logz ¢) Z (2.40)
2 ;40 na’j
J=I1

de sorte que Var(ﬁg)), Var(ﬁ,slM)) et Var(ﬁan’bc)) ne dépendent ni de H, ni de W, ni de X.

~ (U
Pour l'estimateur univarié H ( ), les approximations sont valides asymptotiquement pour
A (M
un M-mBf non mélangé (W = 1) selon le théoréme 1.2. Pour les estimateurs multivariés H M)

~(M,b . . . . , ,
et H ( C), les approximations sont valides asymptotiquement en présence de mélange (W # 1)
mais sous plusieurs hypothéses restrictives, selon la section 2.3.4.
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FIGURE 2.20 — Corrélations des estimateurs dans un cadre sans mélange. Corrélations entre

~ (U (M
les différentes composantes des estimateurs (en noir) univarié H ( ), (en bleu) multivarié H D ot (en
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et mélangés (W # 1) avec des exposants H,, tous différents (condition (C0) valide).

en fonction de la taille d’échantillon N pour des mBf corrélés (X # I)

L m =2 m =3 m =4 m' =5 m' =6
T 05| ottt
= P o o] M 3
SR (] B s M M
= -0.5
S 1 log, N logs N logy N logs N logs N
13 14 15 16 17 18 1 13 14 15 16 17 18 13 14 15 16 17 18 13 14 15 16 17 18 13 14 15 16 17 18
G 05| Omtbbtbiag
T 05 Attt d gttt 3
o O | et ——t A p—t e ————t Il
-570.5 v
§ 1 log, N logy N logy N logy N
13 14 15 16 17 18 1 13 14 15 16 17 18 13 14 15 16 17 18 13 14 15 16 17 18
&
o5 b=ttt
R PN | b emarray l Cae =
5 Il
= s
05 “
S logy N logy N logy N
13 14 15 16 17 18 1 13 14 15 16 17 18 13 14 15 16 17 18
&S 0.5 | bbbttt 5 a1
£ —r——t——t I
& R "
= -0.5
S 1 logy, N logy, N
R 2, ]
13 14 15 16 17 18 1 13 14 15 16 17 18
505 bt
o 08 3
50} tp——*{ ||
Z 05 “
g ol JomN

13 14 15 16 17 18

FIGURE 2.21 — Corrélations des estimateurs lorsque la condition (CO0) est invalide. Corrélations
. (U ~ (M
entre les différentes composantes des estimateurs (en noir) univarié H ( ), (en bleu) multivarié H a0 et

7 (M,b . . , . 412
(en rouge) multivarié corrigé H (M:b<) en fonction de la taille d’échantillon N pour des mBf non corrélés
(X =1) et non mélangés (W = 1) avec des exposants H,, tous égaux (condition (C0) invalide).
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La figure 2.22 rapporte les erreurs relatives,

Var°Ps — Varth

ER (Var®™) = o

, (2.41)

des variances empiriques Var®® des estimateurs par rapport & Papproximation Var'® en fonction
de la taille d’échantillon N pour différents ensembles de parametres (H, W, X). On constate les
points suivants :

(1) La figure 2.22 montre que, pour un vecteur H donné, Var(ﬁ%])) dépend peu de H,,. Ceci
est également vrai pour Var(fIT(nM)) asymptotiquement, tandis que pour Var(ﬁ&M’bC)), cette
convergence est moins rapide;;

(77) Les figures 2.22 (a) et 2.22 (b) montrent que Var( Aﬁj)) et Var( Ar(nM)) dépendent peu de
H et que Var(ﬁ,glM’bC)) en dépend faiblement ;

(7i7) Les figures 2.22 (a) et 2.22 (¢) montrent que Var( AT(,?)), Var(ﬁr(nM)) et Var(f[r(nM’bc)) dé-

pendent peu de W ;
(tv) Les figures 2.22 (a) et 2.22 (d) montrent que Var(f],gg)) dépend peu de ¥ et que Var(f],g@M))

et Var(I:IT(nM’bC)) en dépendent faiblement.

En conclusions, les approximations de la variance sont satisfaisantes asymptotiquement pour

: ., (M) 7 (M,be) . . :
les estimateurs multivariés H ~ et H , et dépendent peu de la configuration en jeu tant
que la condition (CO0) est vérifiée, mais la convergence vers l’approximation est moins rapide

M,b . N . o0 .
( C). De plus, en comparaison a ’estimateur univarié H ( ), il s’agit
M) ot ﬁ(M,bC)

pour 'estimateur corrigé H

davantage d’un résultat asymptotique pour les estimateurs multivariés H

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, un nouvel estimateur du vecteur des exposants d’autosimilarité H régis-
sant ’autosimilarité multivariée a été proposé et étudié théoriquement et numériquement. Cet
estimateur réduit le biais de taille finie de I'estimateur multivarié E M introduit dans le cha-
pitre 1, di a un effet de répulsion entre les valeurs propres estimées S\m(Qj ) qui croit au travers
des échelles 27. La procédure d’estimation proposée calcule plusieurs spectres d’ondelettes & par-
tir du méme nombre de coefficients d’ondelettes & chaque échelle 27 pour reproduire le méme

effet de répulsion entre les valeurs propres estimées a toutes les échelles.

L’estimateur multivarié corrigé présente des propriétés théoriques importantes. En particu-
lier, sa consistance et sa normalité asymptotique sont assurées sous des conditions peu restric-
tives. De plus, une comparaison numérique des estimateurs univarié et multivariés a été réalisé
sur des M-mBf synthétiques, cas particuliers de mBof plus adaptés aux applications pratiques,
pour différentes tailles d’échantillon et différentes configurations permettant d’évaluer 'impact
du mélange W, de la corrélation ¥ et de I’égalité des exposants d’autosimilarité H,, des mBf
dont est issu le M-mBf. Au vu des résultats théoriques et numériques, 'estimateur multivarié
corrigé H (Mbe) atteint des performances tres satisfaisantes dans un cadre multivarié, notam-
ment robustes a ’égalité entre certains exposants d’autosimilarité contrairement a ’estimateur

A~ (M ~
multivarié H ( ). En outre, les estimées multivariées corrigées HT(nM’bC) ont "avantage de voir leur
variance décroitre rapidement avec la taille d’échantillon N et d’étre quasi-décorrélées dans des
configurations assez générales et méme a faible taille d’échantillon N. Plus particulierement,

(M,bc)

un grand avantage de l’estimateur multivarié corrigé H est que sa covariance est similaire
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fonction de la taille d’échantillon N, pour (de haut en bas) différentes configurations.
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2.6. Conclusion

A

X . SRS .Y § B e .
a celle de l'estimateur multivarié H' , n’induisant pas de compromis biais-covariance entre

I'utilisation des deux estimateurs.

Cependant, la procédure d’estimation multivariée corrigée peut se heurter a un croisement
des fonctions de structure : le changement d’ordre des valeurs propres est perdu lors de leur
estimation si bien que les logarithmes de leurs estimées ne sont pas linéaires sur une certaine
gamme d’échelle ou a lieu un tel changement d’ordre. Cette procédure nécessite donc un choix
judicieux des échelles d’analyse qui permette a la fois d’éviter les croisements des fonctions de
structure, de maximiser le nombre de coefficients d’ondelettes disponibles et de maximiser le
nombre d’échelles d’analyse.
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Dans le chapitre 2, un estimateur robuste des exposants d’autosimilarité H = (Hy, ..., Hyy)
/ /7 . . L4 . /7 5 M7b 5 3 /7
a été proposé : l'estimateur multivarié corrigé ﬂ( o (H{M’bc), . ,H](\y’bc)) est donné par

Péquation (2.3) et est simplement noté H = (Hy,..., Hy) dans I'ensemble du présent chapitre.
En pratique, il peut étre utile de savoir combien de valeurs distinctes d’exposants d’autosimi-
larité sont en jeu dans le modele d’autosimilarité multivariée et combien d’exposants prennent
chacune de ces valeurs. Or, les estimées obtenues Hp,... , H)y différent quand bien méme certains
des exposants d’autosimilarité Hi, ..., Hys sont égaux. Il est donc important de mesurer cette
différence qui peut étre significative ou simplement une conséquence des fluctuations de ’esti-
mateur. Dans cette optique, différents tests d’hypothése paramétriques, exploitant la normalité
asymptotique de 'estimateur multivarié corrigé étudiée dans le chapitre 2, sont proposés dans ce
chapitre. Ceux-ci sont congus pour étre mis en ceuvre a partir d’une seule observation de données
multivariées. L’estimation des parameétres des tests fait ainsi appel a une procédure bootstrap
(ZOUBIR et ISKANDER, 2004), dans U'esprit de celles développées par WENDT et collab. (2018,
2019, 2007), décrite dans la section 3.2.

Une premiere contribution de ce chapitre consiste a tester si les exposants sont tous égaux
ou non, c’est-a-dire I’hypothese nulle H; = ... = H);. Cette procédure de test est décrite
en section 3.3. Le rejet de ’hypothese nulle indique que plusieurs valeurs sont potentiellement
présentes dans H. Un tel test ne permet cependant pas de connaitre le nombre de valeurs
distinctes. D’autres stratégies consistant a tester des paires d’exposants sont donc étudiées.
Une premiere stratégie de partitionnement détaillée en section 3.4 consiste a tester 1'égalité
entre M — 1 paires d’exposants ordonnés successifs Hy, = Hp,11, avec H; < ... < Hyy. Cette
approche repose sur des statistiques de test dont la loi exacte est inconnue et est donc approchée.
La seconde stratégie de partitionnement, détaillée en section 3.5, consiste a tester I’égalité entre
toutes les paires d’exposants Hy,,, = H,,/, avec 1 < m < m’ < M, en réalisant ainsi M (M —1)/2
tests d’hypothese, plutét que M — 1, a partir de statistiques de test dont les distributions
asymptotiques sont bien connues grace aux résultats du chapitre 2. La difficulté de cette stratégie
réside dans la multiplicité des hypothéses de test. Le dénombrement des exposants est alors
réalisé par une méthode de partitionnement d’un graphe construit a partir de ces tests. La
pertinence et la robustesse des différentes procédures sont évaluées numériquement sur des M-
mBf synthétiques pour différentes tailles d’échantillon N et différents nombres de composantes
M. En complément, la section 3.6 présente une comparaison des différentes procédures sur un
nombre de composantes plus élevé (M = 20) et en illustre les avantages et inconvénients.

3.2 Bootstrap dans le domaine des ondelettes.

Pour construire un test d’hypothese, il est nécessaire de définir un seuil de rejet, nécessitant
la connaissance du comportement de la statistique de test choisie. Dans les sections suivantes,
différentes statistiques de tests sont construites a partir de I’estimateur H. On détaille dans cette
section une procédure de ré-échantillonnage bootstrap permettant d’estimer des parameétres de
la distribution de H , tels que sa covariance. Pour tirer parti des dépendances temporelles a court
terme des coeflicients d’ondelettes, une procédure bootstrap est mise en ceuvre dans le domaine
des ondelettes plutét que dans le domaine temporel.

Les coefficients vectoriels d’ondelettes D(27, k), pour tous k € {1,...,n;} et j € {j1,...,j2},
sont ré-échantillonnés conjointement (c’est-a-dire de maniére multivariée) par une procédure
bootstrap par blocs qui préserve leur structure de dépendance en temps et en composantes, par
opposition a un ré-échantillonnage pour chaque composante indépendamment, qui ne préserve-
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rait pas les dépendances entre composantes (LAHIRI, 2003). Techniquement, pour chaque échelle
27, R blocs de ré-échantillons bootstrap,

vre{l,....R}, D)= (D(21),..., D02, ny)), (3.1)
sont tirés avec remise parmi [n;/Lpg| blocs de coefficients d’ondelettes de taille Lp,
vke{1,...,n;}, (D(,k),.... D@ k+Lg-1)), (3.2)

ot n; est le nombre de coefficients d’ondelettes disponibles a 1’échelle 2J. Cette procédure est
illustrée par la figure 3.1.

Coefficients d'ondelettes Ré-échantillons bootstrap 2k

FIGURE 3.1 — Illustration de la procédure bootstrap par blocs d’ondelettes multivariés. A
chaque échelle 27, des blocs temps-composantes de coefficients d’ondelettes D(27,-) de méme taille Lp
en temps, éventuellement superposés, sont tirés uniformément avec remise (& gauche) pour obtenir un
ré-échantillon bootstrap D*("7) (& droite).

Les échantillons bootstrap de coefficients d’ondelettes D*("7) ainsi obtenus sont donc issus de
la distribution empirique des coefficients d’ondelettes observés D(27,1),...,D(27,n;). La procé-
dure d’estimation introduite dans le chapitre 2 est alors appliquée a chaque ré-échantillon boots-
trap D*("7) : des estimées bootstrap S*("%)(27), pour tout w € {1,...,27277}, puis log, S\ZET)(?)
et enfin H;\" sont successivement produites a l'aide des équations (2.1)-(2.3). Le principe de la
stratégie bootstrap est illustré par la figure 3.2.

Coefficients d'ondelettes observés Coefficients d'ondelettes bootstrap
L
Sy

5 P Fonction de répartition
ponction]delicnartition des coefficients d'ondelettes

des coefficients d'ondelettes l
Fp

o 3 ¥ e e empirique PN oo Tk S %
/ /_ > 5

Estimées bootstrap des exposants de Hurst
~ k(1)

H

FIGURE 3.2 — Illustration de I’estimateur bootstrap des exposants d’autosimilarité.

Le choix de la taille Lp des blocs a été étudié par WENDT et collab. (2007). La taille optimale
des blocs dépend du nombres de coefficients d’ondelettes disponibles n; et varie donc a travers
les échelles 27. Des simulations numériques menées par WENDT et collab. (2007) montrent que
fixer une méme taille de bloc L pour toutes les échelles 2/ a peu d’impact sur les performances
de l'estimation bootstrap tant que Lp > M, out My, est la taille du support de I'ondelette mere
1o utilisée pour la transformée en ondelettes.
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Dans les sections suivantes, les estimées bootstrap ﬁ:n(r) permettent notamment d’approxi-

A

mer la covariance de H et la variance des différences entre estimées H,,, — H,,, avec m’ # m.

3.3 Test d’égalité entre les exposants d’autosimilarité

Cette section est une version étendue de 'article suivant : C.-G. Lucas, P. ABRy,
H. WENDT et G. DIDIER, « Bootstrap for testing the equality of selfsimilarity exponents

across multivariate time series », dans 2021 29th European Signal Processing Conference
(EUSIPCO), IEEE, pp. 1960-1964.

L’objectif de cette section est de tester ’égalité de I’ensemble des exposants d’autosimilarité
Hy, ..., Hy. L’hypothese nulle s’écrit donc

7‘[0: H1:H2::HM (33)

L’hypothese alternative est notée

Hi: Ho n'est pas vraie. (3.4)

3.3.1 Statistique du y?
Comme montré dans le chapitre 2, 'estimateur multivarié corrigé H = (]—Ah, . H M) de
H = (Hy,...,Hy) suit asymptotiquement une loi gaussienne multivariée. Ainsi une statistique

classique (LEHMANN et collab., 2005) pour tester I’hypothese nulle Hg est

T = (H - (H)13)7 ;' (H — (H)1x) (3.5)

ot ¥ désigne la matrice de covariance de H de taille M x M, tandis que (H) correspond a la
moyenne des estimées a travers les composantes,

. 1y
(H) = 7 > Hp, (3.6)
m=1
et 157 = (1,...,1). La normalité multivariée asymptotique de H= (ﬁl, .. ,fIM) implique que

la statistique de test T suit asymptotiquement une loi du x? & M — 1 degrés de liberté sous
I'hypothese nulle Ho (COCHRAN, 1952).

Le probléme majeur est que la distribution de la statistique T est inconnue puisque la ma-
trice X est a priori inconnue. La matrice X nécessite donc d’étre remplacée par une estimée.
Puisqu’il est ici prévu que le test proposé puisse étre mis en ceuvre a partir d’une seule obser-
vation de données multivariées, la matrice 35 ne peut étre estimée en moyennant au travers

de réalisations, d’oti le recours & la procédure bootstrap décrite dans la section 3.2. A partir

des R échantillons bootstrap vectoriels H ) _ (ﬁik (T), ... ,I:IXY)), est estimée une matrice de
covariance

A, Ak

Z*E = Var*(H ), (3.7)
qui devrait se rapprocher de la véritable matrice de covariance de H= (]fI Tyoo- ,fAI M)-
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3.3.2 Formulation du test bootstrap

A partir des estimées H et de la matrice de covariance bootstrap A , la statistique de test
suivante est construite :

T = (A — (E)1m)" (£5) " (H ~ (H)1w). (3.8)

La construction de cette statistique est résumée par la figure 3.3.

Signal multivarié Transformée en ondelettes multivariée Estimées des exposants de Hurst
Bgs  |™ D(2, k) => i _—3
‘ Statistique bootstrap du X2
\ » T o\l ( »
T = (H - (H)1y)" ()" (H - (H)1x)
Ré-échantillon bootstrap Estimée boostrap '
D*® (21" k) - o I:I'(H)
5 - - — o Estimée de la covariance

[
Ré-échantillon bootstrap J
D*® (2, k)

. * - 2,&
Estimée boostrap H
ﬁx(l)

FIGURE 3.3 — Organigramme de la procédure de test bootstrap du x2.

La distribution de la statistique bootstrap 7™ est inconnue mais devrait étre bien approximée
par une distribution du x? pour une taille d’échantillon N suffisamment grande, comme vérifié
par des résultats numériques dans la section 3.3.5.2, ce qui donne la décision de test suivante :

do =1 (Ho rejetée) siT* > Fé\i_l(l - a), (3.9)

do =0 (Ho non rejetée) sinon,

avec F\2(pr_1) la fonction de répartition du x2 a M — 1 degrés de liberté et a € (0,1) le niveau
de confiance.

3.3.3 Estimation de la puissance du test bootstrap

Sous une hypothése alternative #;, la statistique 7 suit asymptotiquement une loi du y?
non centrée & M — 1 degrés de liberté de parametre de non-centralité

0 := A — (D)) = ELA — (A)]". (3.10)
Ainsi, la puissance théorique du test (non bootstrap) du x? s’écrit

m(0) :=P (T > FX_21 (1—a) \ 7—[1) ~1—Fa (g (F—; (1— a)) , (3.11)

M- M-1 XM -1

pour une taille d’échantillon N grande, avec Fx?w,l(G) la fonction de répartition du x? a M — 1
degrés de liberté de parametre de non-centralité 6 et « le niveau de confiance.

Etant donné que la matrice 3 5 est inconnue, le parametre 6 l'est également. Celui-ci peut

cependant étre estimé par bootstrap. En effet, puisque E[T] = M —1+6, la statistique T'— (M —1)
est un estimateur non biaisé de 6. Sous ’hypothese que la statistique T est bien approximée par
la statistique bootstrap T*, un estimateur bootstrap non biaisé de 6 est alors

0% := max(0,T* — (M — 1)). (3.12)
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Il en découle Destimateur bootstrap 7(6*) de la puissance 7(8) du test du x2. Voir BERAN (1986)
pour plus de détails sur ’estimation de puissances de test.

3.3.4 Syntheése des notations et formules

La figure 3.4 illustre la stratégie de test et résume différentes notations importantes.

A 2
Distribution du X
Distribution du X* non centrée
Hy=Hy=- = Hy de paramétre 6
non rejetée \
H,=H,=---=Hy
rejetée
=, >
a (6)

FIGURE 3.4 — Illustration du test du x2. La statistique 7" suit une loi du x? non centrée. L’hypothése
nulle Hy est rejetée lorsque la statistique observée est supérieure a un seuil qui dépend de «, car la
statistique observée appartient alors aux valeurs les moins probables de la distribution du x? centrée (en
bleu). Plus la distribution sous une hypothése alternative (en vert) s’en écarte, ¢’est-a dire a un parameétre
0 grand, plus la probabilité de rejeter I’hypothese nulle Hy = ... = H), est forte.

& Formulaire récapitulatif

Les différentes quantités relatives au test de 'hypothese Ho (Hy = ... = Hjys) sont
rappelées dans le tableau suivant.

’ Définition ‘ Estimateur bootstrap ‘

Statistique de test

T=H~- (M) S5 (H~@M1y) | T*= E~ED)1y)" () (H~(E)1y)

Décision de rejet du test

Inconnue dg

Parameétre de non centralité

6 = E[A — (A1) ;' E[H — (A)]7 0" = max(0,T* — (M — 1))
Puissance
7T(0) =1- FX?\4,1(9) (Fx_gl\i_l(l — OZ)) ﬂ(é*) =1- FX?\/[fl(é*) (F><_21\i—1(1 — Oé))
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3.3.5 Evaluation des performances des estimateurs et du test
3.3.5.1 Simulations de Monte Carlo

Pour évaluer la reproduction du niveau de confiance ciblé du test sous 'hypothese nulle et
la puissance du test sous plusieurs hypothéses alternatives représentatives, des simulations de
Monte Carlo sont effectuées avec des données synthétiques. Les simulations numériques reposent
sur Nyic = 1000 réalisations indépendantes de M-mBf synthétiques (cf. Section 2.4) avec M =
4 ou M = 10 composantes et pour trois tailles d’échantillon différentes N € {2!4, 216 218}
La matrice de covariance ¥ des M-mBf est définie comme une matrice de Toeplitz, avec des
entrées hors diagonale toutes fixées a r = 0.5. La matrice de mélange W des M-mBf est choisie
aléatoirement dans ’espace des matrices inversibles de taille M x M. Les deux matrices sont
maintenues fixes pour toutes les expériences.

Sous I'hypothése nulle Hg, les exposants d’autosimilarité sont fixés a Hy = ... = Hy; = 0.7
et on étudie plusieurs niveaux de confiance o € {0.005,0.01,0.05,0.1,0.15}. Pour I’hypothese
alternative Hi, le niveau de confiance est fixé & o = 0.05 et deux scénarios sont testés :

(1) Dans le Scenariol, il y a seulement deux valeurs différentes dans H, notées H; et Hs, parmi
les M composantes. Dans le Scenariola, les deux groupes de composantes correspondant
a Hy et Hy sont de taille égale M7 = My = M/2; dans le Scenariolb, ils ont des tailles
déséquilibrées (M7, My) = (1,3) pour M = 4 et (M;, M) = (2,8) pour M = 10. En outre,
Hy = 0.5 est fixé et Hy varie dans l'intervalle [0.5,0.9].

(7i) Dans le Scenario2, il y a quatre groupes de composantes de tailles (M7, Mo, M3, My) =
(2,3,2,3) pour M =10 et (My, My, M3, My) = (1,1,1,1) pour M = 4, avec des exposants
d’autosimilarité (H; = 0.5,Hy = Hy + AH,Hs = H, + 2AH,H, = H; + 3AH), ou
AH €]0,0.13].

Pour ’estimation, la transformée en ondelettes multivariée est calculée avec I’ondelette mére
de Daubechies la moins asymétrique a Ny, = 3 moments nuls (DAUBECHIES, 1992) et les octaves
d’estimation sont fixées & j; = 6 et jo = logy(N) — 5. Pour le test, on utilise R = 500 ré-
échantillons bootstrap avec une taille de bloc Lp = 6 correspondant a la taille du support
temporel de 'ondelette mere de Daubechies 3.

3.3.5.2 Comportement du test sous I’hypothése nulle

Le test du x? est construit a partir de la loi gaussienne multivariée asymptotique des estimées
Hy,....Hy qui permet de supposer que la statistique T suit une loi du x? sous ’hypothese nulle
Ho. La figure 3.5 rapporte les diagrammes quantile-quantile de la distribution empirique de T’
obtenue a partir des Ny réalisations de Monte Carlo par rapport a la distribution théorique du
2 & M —1 degrés de liberté. Ils montrent, pour trois tailles d’échantillon différentes N et deux
nombres de composantes différents M, un excellent accord entre les deux distributions, validant
ainsi 'hypothese de la section 3.3 sur la distribution de la statistique de test T" sous Hg.

Ensuite, la figure 3.6 rapporte les diagrammes quantile-quantile de la distribution empirique
de la statistique bootstrap 1™ par rapport a la distribution empirique de la statistique T', toutes
deux obtenues a partir des Nyic réalisations de Monte Carlo. Pour les trois tailles d’échantillon
différentes N et les deux nombres différents de composantes M, la statistique T est reproduite
de fagon satisfaisante par la statistique bootstrap T, suggérant le bon comportement de ’esti-
mateur bootstrap de la covariance f];l En outre, pour confirmer que la statistique T* est bien

adaptée & un test du x?, la figure 3.7 montre que les distributions empiriques des p-valeurs
correspondantes sont approximativement uniformes sous I’hypothese nulle Hg, comme cela doit
théoriquement étre le cas.
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/
/£
M=4 M=4 M=4
N =21 N =216 N =21
s>
M =10 M =10 M =10
N =21 N =216 N =28

FI1cURE 3.5 — Distribution de T sous Hg. Diagrammes quantile-quantile de la distribution empirique
de T sous Hg contre une loi du x? & M — 1 degrés de liberté pour plusieurs nombres de composantes M
(de haut en bas) et différentes tailles d’échantillon N (de gauche & droite).

i
N
1 P 7
A
M=4 i =
N = o N =g N
- =
e +
M =10 M =10 y M =10 Ry
N =24 N =26 N =28

FIGURE 3.6 — Distribution de T* sous H(. Diagrammes quantile-quantile de la distribution empirique
de T™* contre la distribution empirique de T sous H pour plusieurs nombres de composantes M (de haut
en bas) et différentes tailles d’échantillon N (de gauche a droite).

1 1

0.5 0.5

0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

1 1

0.5 0.5 0.5

0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

FIGURE 3.7 — Distributions des p-valeurs sous Hg. Distributions empiriques des p-valeurs du test
bootstrap proposé sous Hy comparées a la distribution uniforme (ligne en rouge) pour différents nombres
de composantes M (de haut en bas) et différentes tailles d’échantillon N (de gauche a droite).
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Enfin, la figure 3.8 montre, pour les trois tailles d’échantillon différentes N et les deux
nombres différents de composantes M, que les niveaux de confiance atteints, obtenus comme
moyennes des décisions binaires d, du test bootstrap sur I’ensemble des réalisations de Monte
Carlo, reproduisent de maniére tres satisfaisante les niveaux de confiance ciblé a du test.

Dans ’ensemble, ces résultats suggerent que, pour de larges plages de tailles d’échantillon N
et de nombres de composantes M, la statistique bootstrap T reproduit bien la distribution de
la statistique T et suit bien une distribution du x? & M —1 degrés de liberté, et que la procédure
de test bootstrap proposée est efficace pour controler le niveau de confiance (erreur de type I)
du test.
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Y
(&)

0.1

0.05
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Décisions moyennées
Décisions moyennées
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=

0 0.05 0.1 0.15
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FIGURE 3.8 — Niveaux de confiance. Niveaux de confiance empiriques (obtenus en tant que moyennes
des décisions du test bootstrap au travers des réalisations de Monte Carlo) en fonction des niveaux de
confiance ciblés a sous Hg pour plusieurs tailles d’échantillons N et nombres de composantes M. Les
lignes noires pointillées indiquent les valeurs théoriques attendues, c’est-a-dire la premiere bissectrice.

3.3.5.3 Puissance empirique du test

La figure 3.9 présente 1’évaluation empirique (par moyenne sur des réalisations de Monte
Carlo indépendantes des décisions de test) de la puissance du test bootstrap du y? proposé en
fonction de AH pour les scénarios 1 et 2. Dans les deux scénarios, et comme prévu, la puissance
du test augmente avec la taille d’échantillon N et avec I’écart AH.

De plus, la figure 3.9(a) montre que, pour un scénario avec deux valeurs d’exposants dif-
férentes et un AH fixé, la puissance du test diminue lorsque le nombre de composantes M
augmente. Par ailleurs, et de maniére intéressante, la comparaison des résultats des Scenariola
et Scenariolb montre que, pour un AH fixé, la puissance de test est plus grande lorsque les
groupes de composantes égales ont des tailles égales, par rapport au cas ou les groupes de com-
posantes ont des tailles déséquilibrées, ce qui peut étre expliqué comme suit. Pour le scénario 1,
un calcul détaillé dans ’annexe B.1 montre que le parameétre de non-centralité 6 (cf. Eq. (3.10))
est essentiellement proportionnel a (M; x Ms)/(M; + M) et diminue donc lorsque | My — M|
augmente, de méme que la puissance du test.

La figure 3.9(b) montre enfin que le test a également une puissance significative lorsqu’il y
a plus de deux valeurs différentes dans H.
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FIGURE 3.9 — Puissance du test. Evaluation empirique des puissances de test, obtenues comme moyenne
des décisions du test bootstrap, en fonction de AH, pour M = 4 (gauche) et M = 10 (droite) composantes,
pour différentes tailles d’échantillon IV, et avec des tailles égales ou différentes de groupes de composantes
égales, pour Scenariol (haut) et Scenario2 (bas). Le niveau de confiance est fixé & o = 0.05 (ligne pointillée
magenta).

3.3.5.4 Estimation du parameétre de non-centralité

Pour étudier le comportement de I’estimateur du parametre de non-centralité 6, il est d’abord
nécessaire de vérifier le comportement de la statistique du test sous I’hypothese alternative H;.
La figure 3.10 rapporte les diagrammes quantile-quantile de la distribution de la statistique
T estimée & partir des Ny réalisations de Monte Carlo contre une loi du x? non centrée
de parametre 0, défini par I’équation (3.10), estimé au travers des réalisations de Monte Carlo,
sous I’hypotheése alternative donnée par le scénario 2 pour M = 10 composantes. Pour différentes
tailles d’échantillon N et différents écarts AH, la distribution de la statistique 1" est correctement
approximée par une distribution du x? non centrée.

Par ailleurs, la figure 3.11 rapporte les diagrammes quantile-quantile de la distribution de
la statistique T™ contre la distribution de la statistique 7', toutes deux estimées & partir des
Ny réalisations de Monte Carlo, sous le scénario 2. Pour M = 10 composantes, différentes
tailles d’échantillon N et différents écarts AH, la distribution de la statistique T™* approxime
de facon satisfaisante la distribution de la statistique 7" pour un écart AH petit. La qualité de
I’approximation diminue quand 1’écart AH augmente, particulierement pour une grande taille
d’échantillon N = 2!8. Ce comportement assure le bon comportement de I'estimateur 6*, défini

par I’équation (3.12), du parametre de non-centralité 6 de la statistique T' pour de faibles valeurs
de AH.
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FIGURE 3.10 — Distribution du x? non centrée de T. Diagramme quantile-quantile de la distribution
empirique de T contre une distribution du x? non centrée de parametre @ estimé par Monte Carlo pour
M = 10 composantes, différentes tailles d’échantillon N (de gauche & droite) et différents écarts AH (de
haut en bas), sous le scénario 2.
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FIGURE 3.11 — Reproduction de T par T*. Diagramme quantile-quantile de la distribution empirique
de T contre la distribution empirique de T" pour M = 10 composantes, différentes tailles d’échantillon
N (de gauche a droite) et différents écarts AH (de haut en bas), sous le scénario 2.
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3.3.5.5 Estimation de la puissance du test

Tout d’abord, la puissance empirique du test peut étre étudiée en fonction du parametre de
non-centralité 6 de la distribution x? de la statistique 7' et ainsi étre comparée a la puissance
théorique 7(0) du test, définie par I’équation (3.11). La figure 3.12 rapporte la puissance empi-
rique du test, calculée en moyennant les décisions du test au travers des réalisations de Monte
Carlo, en fonction du parametre de non-centralité 6 (Eq. (3.10)) estimé par Monte Carlo, sous
les différents scénarios. Quels que soient le nombre de composantes M et la taille d’échantillon
N, la puissance empirique se superpose de maniére satisfaisante a la puissance théorique 7(6)
dans les différents scénarios.
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(b) Scénario 2
FIGURE 3.12 — Puissance empirique et paramétre de non centralité. Puissance théorique 7 (6)
(cf. Eq. (3.11)) et puissance empirique obtenue comme moyenne des décisions du test du x? au travers
des réalisations de Monte Carlo en fonction du parametre de non-centralité 6 (cf. Eq. (3.10)) estimé par
Monte Carlo pour les différents scénarios et différentes tailles d’échantillon V.

Enfin, la figure 3.13 montre la puissance du test estimée par bootstrap W(é*) en fonction du
parametre de non-centralité 6 estimé par Monte Carlo dans les différents scénarios considérés.
L’estimée W(é*) est une approximation satisfaisante de la puissance théorique W(é) du test pour
différentes tailles d’échantillon N et différents nombres de composantes M. On observe toutefois

une légere sous-estimation de 7(f) qui s’explique par ’écart de T* a T lorsque AH augmente
observé sur la figure 3.11, suggérant un biais dans I’estimateur 6*.

3.3.6 Conclusions

Dans cette section, a été évaluée la procédure bootstrap dans le domaine des ondelettes
multivariées qui permet de tester, & partir d’une observation unique de taille finie d’une série
temporelle multivariée, si tous les exposants d’autosimilarité sont égaux ou non. Des simulations
de Monte Carlo, fondées sur des M-mBf synthétiques, ont permis de montrer que la procédure est
efficace pour contréler un niveau de confiance prescrit a priori et que le test proposé bénéficie
d’une puissance importante sous plusieurs hypotheses alternatives. En outre, cette puissance
peut étre fidelement estimée par bootstrap. Le test proposé est prét a étre appliqué aux séries
temporelles multivariées du monde réel.
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FIGURE 3.13 — Estimée bootstrap de la puissance. Estimée bootstrap 7(6*) (cf. Eq. (3.12)) de la
puissance théorique 7(0) (cf. Eq. (3.11)) moyennée au travers des réalisations de Monte Carlo en fonction
du parameétre de non-centralité 6 (cf. Eq. (3.10)) estimé par Monte Carlo pour les différents scénarios et
différentes tailles d’échantillon N.
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3.4 Tests d’égalité par paires d’exposants successifs

Lorsque I’hypothese nulle

HQZ H1:H2=:HM (313)

est rejetée par la procédure précédente, I’enjeu devient de compter le nombre de valeurs distinctes
dans H = (Hy,...,Hy). Ceci n’est pas possible avec le test du x?, suggérant le recours & des
tests par paires.

3.4.1 Formulation des tests

Par souci de simplicité, supposons que le vecteur H = (Hy,...,Hys) est trié : Hy < ... <
Hy;. Une stratégie pour estimer les groupes d’exposants d’autosimilarité égaux parmi H consiste
a tester 1’égalité des M — 1 paires de composantes successives (Hy,, Hp41), avecm € {1,..., M —
1}, dans H, avec correction pour les décisions d'un test & hypotheéses multiples. Les positions
des non-égalités détectées parmi ces M — 1 paires d’exposants d’autosimilarité ordonnés, s’il y
en a, définissent alors les limites des groupes d’exposants d’autosimilarité distincts.

Les hypotheses nulles pour ces M — 1 tests par paires sont donc définies comme suit :

Vme{l,...,M—1}, H™ : Hpyy = Hy. (3.14)
Les hypothéses alternatives associées sont notées, pour tout m € {1,..., M — 1},
HY”) : H(()m) n’est pas vraie. (3.15)
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3.4.2 Statistiques des tests
(m)

Pour construire un test pour chaque hypothese ’HO , on calcule d’abord, a partir d’une ob-

servation unique de données M-variées de taille finie, le Vecteur des M estimées H = (H L H M)s
puis on trie ses entrées par ordre croissant, H__ (HT(l), -y Heary) avec
Vme{l,...,M—1}, H i1y = Hon). (3.16)

On calcule ensuite les M — 1 statistiques de test définies par

A A

5 HT(m-i-l) T(m) (317)

L’étude théorique et numérique menée dans le chapitre 2 assure que les entrées de H
sont asymptotiquement gaussiennes et faiblement dépendantes. Dans une configuration biva-
riée (M = 2), cela implique que 81 suit asymptotiquement une loi normale repliée FNj, 5, de
paramétres ji, = |E[Hy] — E[H)]| et 61 = \/ Var (H,) + Var (Hs). Sous 7—[81), la distribution de
b1 se résume a une loi demi-normale, ¢’est-a-dire 11 = 0. La loi normale repliée est détaillée en
annexe B.2. Quand M > 2, les statistiques d,, ne sont pas asymptotiquement normales repliées,
mais les simulations de Monte Carlo sur des M-mBf synthétiques rapportées dans la section 3.4.7
montrent que, au moins pour un faible nombre de composantes, c’est-a-dire M = 6, les distribu-
tions de 81, ...,dp7_1, sont bien approximées par des distributions normales repliées FN fim G s
et donc, sous ’H(()m), par des distributions demi-normales HN . := FNs,,. Les parameétres fi,,
et G, sont respectivement appelés paramétre de position et paramétre d’échelle.

(m)

Les tests pour Hy ’, pour tout m € {1,..., M — 1}, peuvent étre construits comme suit :

rejeter ”H((]m) Si Om > Y, (3.18)

ol chaque 7, > 0 est un seuil de rejet. De facon équivalente, on peut écrire les tests a partir

(m)

des p-valeurs p,, des statistiques associées au rejet de H; ', pour tout m € {1,..., M — 1},

rejeter H\™ si P < am, (3.19)

oll ay, > 0 est un seuil de confiance et les p-valeurs p,, peuvent étre approximées par

P ~ 1= Frpr0.5,)(0m), (3.20)

avec Fra(0,,) la fonction de répartition de la loi demi-normale de parametre d’échelle Gy,.
La procédure de test unilatéral fondée sur 'approximation des statistiques de test par une loi
normale repliée est illustrée par la figure 3.14.

Pour réaliser les tests (3.19) (resp. les tests (3.18)), il faut estimer les parametres d’échelle
& des statistiques d,, sous les hypothéses nulles H(()m) pour approximer les p-valeurs p,, (resp. les
seuils de rejet v, ). Cette estimation est réalisée a partir de ré-échantillons bootstrap ﬁ;l(l), e I:I:n(R),
obtenus selon la procédure bootstrap décrite dans la section 3.2. Cette procédure d’estimation

du test par bootstrap est décrite dans la section suivante.
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FIGURE 3.14 — Illustration du test demi-normal. La statistique d,, est approximée par une loi demi-
normale de parameétres G, et fi,,. L’hypothese nulle H(()m) est rejetée lorsque la statistique observée est
au-dessus d’un seuil 7,,, car la statistique observée appartient alors aux valeurs les moins probables pour
la distribution demi-normale (en bleu). Plus la distribution normale repliée (en vert), sous une hypotheése
alternative donnée, s’en écarte, plus la probabilité de rejeter ’hypothese nulle H,,, = H,,,+1 est forte.

3.4.3 Estimation des p-valeurs par bootstrap

Pour estimer les paramétres d’échelle &,, de d,, sous H((]m), pour m € {1,...,M — 1}, on

propose de reproduire cette statistique par bootstrap. Une premiere approche est de reproduire
les statistiques d,, sous Ho. Cependant, sous ’H(()m), le parametre &, dépend des autres statis-
tiques 8,,/, m’ # m, et donc du fait que les autres hypothéses ’H(()ml) soient vraies ou non. Ainsi,
une estimation de &,, sous Hg n’approxime pas toujours correctement le parameétre &,, lorsque
I’hypothese nulle ’H(()m) est vraie mais I’hypothese nulle H((]ml) n’est pas vraie pour un certain
m’ # m. Une seconde approche consiste alors & estimer les parametres 6,, et fi,, de la statistique
bm Observée (’H(()m) vraie ou non) pour m € {1,..., M — 1}. Les p-valeurs peuvent étre estimées
a partir de 'a priori fi,, = 0 sous H((]m) et de 'estimée de &,, sous I’hypothese observée. Ces

deux approches sont décrites ci-apres.
3.4.3.1 Reproduction de I’hypothése nulle

Cette approche est 'objet de I'article suivant : C.-G. Lucas, P. ABRy, H. WENDT et
G. DIDIER, « Counting the number of different scaling exponents in multivariate scale-free
dynamics: Clustering by bootstrap in the wavelet domain », dans 2022 IEEE International
Conference on Acoustics, Speech and Signal Processing (ICASSP), IEEE, pp. 5513-5517.

On cherche ici & obtenir une approximation des statistiques 81, ..., dp_1 Sous I’hypothese
nulle Hp, qu’on utilisera pour estimer les parametres &1, ... , 6y —1. Premiérement, pour re-
produire I'hypothése nulle, la valeur moyenne est soustraite de chacune des composantes du
ré-échantillon bootstrap,

vme{l,...,M}, Vre{l,...,RY, H:) := 1" _ ("), (3.21)

A

ou (H ) correspond a la moyenne des estimées bootstrap a travers les réalisations bootstrap,
N 1 E
() =5 S, (3.22)
r=1
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Les moyennes des estimées H, sont ainsi identiques, tout comme les moyennes des estimées

H,, sous H, asymptotiquement. Ensuite, les composantes H;I(T) sont ordonnées pour chaque
ré-échantillon bootstrap individuellement,

() () r(r)
Heo? = (H - H ), (3.23)
ou 7*(r,.) est une permutation qui ordonne les estimées bootstrap, H:g?l,l) <...< H:E?Z M)
pour chaque échantillon bootstrap r € {1,..., R}. Ensuite, les statistiques bootstrap,
VYme{l,...,M—1}, Vre{l,...,R}, & = Hji’(”fn7m+1) - Hjﬁ’&m), (3.24)

sont calculées. Les simulations de Monte Carlo, effectuées sur des M-mBf, rapportées dans
la section 3.4.7, montrent que les statistiques bootstrap S:n(r) sont bien approximées par des
distributions demi-normales F N 5= et reproduisent de maniere satisfaisante les statistiques de
test 5~m sous I’hypotheése nulle Hy. Les estimées 7, des parametres d’échelle &,, sont obtenues a
partir de la variance bootstrap Var® des statistiques bootstrap, pour tout m € {1,..., M — 1},
de la facon suivante :

6_*2 . Va’r*(g’;kn)

ni=g (3.25)

Cette relation découle de la relation entre le parametre d’échelle et la variance d’une statistique
suivant une loi demi-normale (cf. Annexe B.2).

Enfin, les estimées bootstrap des p-valeurs p,, associées au rejet de ’H(()m) sont calculées,

pour tout m € {1,..., M — 1}, comme suit :
P =1 = Fraro5,) (0m)- (3.26)

Cet estimateur est biaisé puisque deux statistiques o, et d,,/, avec m # m’, ne sont pas indé-
pendantes, et d,, n’a donc pas la méme distribution sous H(()m) que sous Hgm ), ce qui est mis

en lumiere sur les simulations de Monte Carlo décrites dans la section 3.4.7.

3.4.3.2 Reproduction de I’hypothése observée

Cette approche est I'objet de 'article suivant : C.-G. Lucas, H. WENDT, P. ABRY et
G. DIDIER, « Multivariate time-scale bootstrap for testing the equality of selfsimilarity
parameters », dans XXVIIléeme Collogue Francophone de Traitement du Signal et des
Images (GRETSI 2022).

Pour approximer les statistiques d,,, sous une hypothése observée (H(()m) ou ’Hgm)), pour tout
m € {1,..., M — 1}, les estimées bootstrap I;T:n(r) sont ordonnées sans en soustraire la moyenne,

~x(r) Frx(r Frx(r
A = () ) ), (3.27)

)
7*(r,1) r,M)’
pour chaque échantillon bootstrap r € {1,..., R}. Les simulations de Monte Carlo effectuées sur
des M-mBf, rapportées dans la section 3.4.7, montrent que les statistiques de test bootstrap,

ou 7*(r,.) est une permutation qui ordonne les estimées bootstrap, o <...< ijE?

Vme{l,...,M -1}, ¥re{l,....,R}, &0 .=f" — (3.28)

7*(rym+1) 7*(r,m)’
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sont bien approximées par des distributions normales repliées FN = 5+ et reproduisent de ma-
niere satisfaisante les statistiques de test d,,. Les parametres fi), et 7, sont estimés a partir des

S;Sr) en utilisant un estimateur classique de maximum de vraisemblance, comme décrit dans TSA-
GRIS et collab. (2014). 11 consiste a résoudre, a partir d’échantillons indépendants {x1,...,z,},

le systeme d’équations d’inconnu le couple (fi, &), avec i > 0 et 6 > 0, suivant :

" i 1
Y it ng =0, &=—% af—pi’. (3.29)
i=1 1+ e 42 2 i

Le couple (fi,, 7)) désigne désormais la solution de I’équation (3.29) obtenue a partir de ’échan-
tillon bootstrap 57*71(1)7 ceey S:H(R).
Sous ’Hém), le parametre bootstrap &, devrait étre un estimateur non biaisé de &,,, que les

")

autres hypotheses nulles Hgm soient vraies ou non, pour tout m’ € {1,..., M —1}. Les p-valeurs
Pm associées au rejet de ’H(()m) peuvent alors étre estimées, pour tout m € {1,..., M — 1}, par
Pm =1 = Frn057,)(0m)- (3.30)

En outre, et c’est un avantage de cette approche, les puissances des tests pour ”Hém) avec

un niveau de confiance o, pour tout m € {1,..., M — 1},
~ S -1
P(By, < am | HY™) =P (6’” > Fryoay) (1= om) | /Hgm)) ’
peuvent également étre estimées a partir d’une seule observation de taille finie par

77 o) = 1= Frnas, o) (Frnozs (1 — am)) - (3:31)

3.4.4 Décisions des tests

On s’intéresse a présent a la sélection des seuils de confiance «,, pour effectuer le test a
M — 1 hypotheses donné par I’équation (3.19). En notant les décisions d™ des tests (3.19), on

définit la décision pour Hy par

do =1 (Ho rejetée) sidme{l,...,M —1}| d&m) =1, (3.32)
do, =0 (Ho non rejetée) sivme {1,...,M — 1}, dim = 0. '

Ainsi, I'hypothese nulle H est rejetée si au moins I'une des hypotheses nulles H(()m), pour m €

{1,..., M — 1}, est rejetée. Pour fixer des seuils de confiance a,, de sorte que la probabilité
de rejeter Hg a tort soit inférieure a un niveau de confiance «, i.e. P (da =1 | 7—[0) < «, trois
procédures classiques de correction d’un test a hypotheses multiples sont considérées.

La correction de Bonferroni (BONFERRONI, 1936) controle le taux d’erreur de la famille de
tests (probabilité qu’au moins une hypothése nulle Hém) soit rejetée lorsque Hy est vraie), le
forcant a étre inférieur ou égal a un niveau de confiance prédéfini o, en adaptant le niveau de

confiance de chaque test par paire comme suit :

m —q (Hém) rejetée) si pm < 3775 (3.33)
a™ = (H(()m) non rejetée) sinon, '
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pour tout m € {1,..., M — 1}, ou p,, est une p-valeur du test pour H,,11 = H,,, en occur-
rence py, = Py, OU Dm = pr,. Si les p-valeurs sont indépendantes, le procédure de Bonferroni
reconstruit le niveau de confiance a, i.e. P (dy = 1|H() = @, mais peut étre conservative sinon,
ie. P(dy =1 ‘ Ho) < a. De plus, cette correction augmente la probabilité de ne pas rejeter
I’hypothese nulle Hg lorsqu’elle n’est pas vraie, ce qui réduit la puissance du test.

Les corrections du taux de fausses découvertes (false discovery rate) controlent la probabilité
qu’il y ait au moins une fausse découverte (hypothese nulle ’H(()m) rejetée a tort) parmi les décisions
de rejet de Hy, ce qui permet un test plus puissant. Ces méthodes de correction adaptent le seuil
des p-valeurs comme suit :

Tk = (’Hg(k) rejetée) si k< argmax (j1, <_e ;)
je{l,...M—1} ‘ - (3.34)
T~ (’Hg(k) non rejetée) sinon,
ou 7 désigne la permutation qui ordonne les p-valeurs, pr1) < ... < prr—1), et la fonction c est
définie soit suivant la correction de Benjamini-Hochberg (BENJAMINI et HOCHBERG, 1995), qui
est adaptée a une corrélation positive ou nulle, soit suivant la correction de Benjamini-Yekutieli
(YEKUTIELI et BENJAMINI, 1999),

suivant Benjamini-Hochberg,

1 3.35
J / Z - suivant Benjamini-Yekutieli, ( )

pour tout j € {1,...,J} avec J le nombre d’hypotheses, en 1'occurrence J = M — 1. Pour des
statistiques de test continues et indépendantes, la procédure de Benjamini-Hochberg reconstruit
le niveau de confiance «.

~m)

Dans la suite, on notera (ﬁ[m) et d& les décisions corrigées issues respectivement des p-
valeurs py, et p,, définies par les équations (3.26) et (3.30) pour tout m € {1,..., M —1}. Enfin,
on note dy, et d, les décisions pour Hg correspondantes, respectivement.

3.4.5 Stratégie de partitionnement

Le vecteur (d&l), . ,d((lel)) des M — 1 décisions pour H,, = Hp,y1, avecm € {1,..., M —

1}, est un vecteur indicateur des limites des partitions dans H : s’il y a P hypotheéses nulles

H(()m) rejetées, il y a P + 1 partitions distinctes d’exposants d’autosimilarité. Les étiquettes des
partitions détectées pour H,, sont définies comme suit :

= i Dy (k) (3.36)
k=1

ou D, = (1, d(l) ...,d&Mﬁl)) avec d&m) = %{m) ou d,(lm) = J&m), pour tout m € {1,...,M — 1}.
Le partitionnement a partir des décisions est illustré par la figure 3.15.

()—() @@

db =0 d® = (3) =1 d® =0 d® =0

FiGURE 3.15 — Illustration de la strategle de partitionnement. Les décisions de rejet dgn) =1

(en rouge) affectent les exposantsH,, et H,,;1 dans des partitions différentes (en orange et verte).
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3.4.6 Syntheése des notations et formules

L’ensemble de la stratégie de partitionnement est résumée par la figure 3.16.

Signal multivarié Transformée en onfielettes multivariée Estimées des exposants de Statistiiues de test Décisions des tests —
Y # D(2,k) ' Hurst ordonnées H, - Om ‘ d(l), , dM-1) # Partition Cy
‘o e a
l Reproduction de I'hypothése nulle
Estimées boostrap centrées ordonnées Statistiques boostrap
—— . a® A R Y,
Re-echantl(lgn)n bootstrap — =l = - — Estimées du parameétre
. D",k . =) d'échelle
o ( k) = - Estimées boostrap centrées ordonnées Statistiques boostrap # a*
T - 7O 50 m
Ré-échantillon bootstrap = m
1) 70d ou
D¥ )(211 k) Reproduction de I'hypothése observée
Estimées boostrap ordonnées StatiStiQEf(S;@)ODStl'aD
* E :ERJ o & 6m & Estimées du parametre
- = = d'échelle
Estimées buostr?p)ordonnées Statistiques boostrap &:‘n
k(1] -
H.. 5

FIGURE 3.16 — Organigramme de la procédure de partitionnement a partir de M — 1 tests
d’égalité par paires d’exposants d’autosimilarité successifs.

& Formulaire récapitulatif

Les différentes quantités relatives aux tests des hypotheses Hém) (H,, = Hp+1) pour
m € {1,..., M — 1} sont rappelées dans le tableau suivant.
B Estimateur bootstrap par reproduction de
Définit - 5 7
CHIbIon I’hypothese nulle Hg \ I’hypothese observée
Statistiques des tests par paires
5o 5O, 5 50, 5

Parametres de position des statistiques
@i, (résoudre Eq. (3.29))

i Aucun

Parametres d’échelle des statistiques

Gan o = %@") gy, (résoudre Eq. (3.29))

p-valeurs des tests par paires

p D =1-— FFN(O,&:”)(gm) P =1 = Fra0,5:)(0m)

Pm
Puissance des tests par paires
T (o, Om) Aucun w(imry,, o) (Eq. (3.31))
Décisions de rejet des tests par paires
Inconnue cf((lm) ng)
Décision de rejet du test pour Hg
Inconnue Ja Ja
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3.4.7 Performances des estimateurs, des tests et du partitionnement
3.4.7.1 Simulations de Monte Carlo

Afin d’évaluer la pertinence des procédures de tests par paires et de regroupement proposées
et de quantifier leurs performances, des simulations de Monte Carlo sont effectuées, en utilisant
Nye = 1000 copies indépendantes de M = 6-mBf synthétiques (cf. Section 2.4) avec différentes
tailles d’échantillon N € {216,217 2181 Quatre scénarios sont considérés pour le vecteur des
exposants d’autosimilarité H :

(1) le Scenariol correspond & Hy; = ... = Hjy; = 0.8 (1 partition);
(73) le Scenario2 consiste en 2 groupes de taille 3 avec des valeurs égales a 0.6 et 0.8, tels que
H(()g) n’est pas vraie;
(7i7) le Scenario3 consiste en 3 partitions de taille 2 avec des valeurs égales a 0.4, 0.6 et 0.8,
telles que 7-[82) et 7-[64) ne sont pas vraies;

(tv) le Scenariod consiste en 3 groupes de tailles différentes 1, 3 et 2 avec des valeurs égales a
0.4, 0.6 et 0.8, tels que 7—[(()1) et 7—[84) ne sont pas vraies.

La matrice de covariance ¥ des M-mBf est choisie de telle sorte que toutes ses entrées
diagonales soient fixées a 1 et que toutes ses entrées non diagonales soient fixées a r = 0.5. La
matrice de mélange inversible W des M-mBf est choisie au hasard et maintenue fixe pour toutes
les expériences.

L’analyse en ondelettes est effectuée avec 'ondelette de Daubechies la moins asymétrique
a Ny = 3 moments nuls (DAUBECHIES, 1992) sur les échelles 271 = 28 & 272 = 2. Pour la
procédure de tests par paires, R = 500 ré-échantillons bootstrap sont tirés de blocs de coefficients
d’ondelettes se chevauchant de taille L = 6 (correspondant a la taille du support temporel de
I'ondelette mere de Daubechies 3).

3.4.7.2 Propriétés des statistiques de test

Les tests présentés ci-dessus sont construits a partir d’approximation sur le comportement
des M — 1 statistiques de test : chaque statistique d,,, est supposée suivre une loi normale repliée

de parameétre de position fi,, = 0 sous hypothese nulle H[()m), pour m € {1,...,M — 1}.

Approximation par une loi normale repliée

Pour vérifier le comportement adéquat des statistique d,,, la figure 3.17 présente, pour
les différents scénarios et pour les cing paires d’exposants d’autosimilarité (Hy,, Hpy41), m =
1,...,M —1, les diagrammes quantile-quantile des distributions empiriques de 4,, par rapport
aux échantillons tirés selon une loi normale repliée FN (fip,, ), avec les parameétres fi,, et
Fm estimés au travers des réalisations de Monte Carlo a l'aide de I’équation (3.29), pour les
différents scénarios et une taille d’échantillon N = 2'6. La figure 3.17 montre tout d’abord que
les distributions normales repliées sont des approximations pertinentes des distributions des d,,
a la fois sous des hypotheses nulles H(()m) et sous des hypothéses alternatives ’Hgm).

Cependant, ’'approximation par une loi normale repliée est moins adaptée sous Hgy que sous
H1. En effet, une statistique d,, suit asymptotiquement une loi normale repliée si les estimées
ordonnées ﬁT(m) et ﬁT(m+1) ne sont issues que de deux estimées gaussiennes fImH et Hyp,.
Cette approximation est donc altérée lorsque les distributions de ces estimées et les distributions
d’autres estimées se chevauchent. Or, comme l'illustre la figure 3.18, qui montre les histogrammes
des H,, pour m = 1,..., M, les différents scénarios et une taille d’échantillon N = 216 les
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Scenario%ﬁjr + T
" S
’/ v

11 =0.00 Lo = 0.00 i3 = 0.00 iy = 0.00 s = 0.00

o1 =0.04 gy = 0.03 a3 = 0.02 g, = 0.03 g5 = 0.04
Scenariod #,‘ 7

.
,/
’/

ﬂ] =0.00 ﬂz =0.00 ﬂg =0.09 M4 = 0.00 ﬂ5 =0.00

o1 = 0.06 g9 = 0.06 a3 = 0.06 o4 = 0.05 d5 = 0.05
Scenario3 "

4

1 =0.03 o =0.11 ns = 0.04 g =0.15 s = 0.00

o1 = 0.06 a9 = 0.07 g3 = 0.06 g4 = 0.06 a5 = 0.07
Scenario4 B ‘

i = 0.15 fi> = 0.00 fis = 0.00 fis = 0.11 fis = 0.04

o1 = 0.07 g9 = 0.06 a3 = 0.06 g4 = 0.06 a5 = 0.06

FIGURE 3.17 — Distribution des statistiques 6,,. Diagrammes quantile-quantile de 4,, par rapport
aux échantillons tirés selon une loi normale repliée FNj,, 5., avec des parametres fi,, et &, estimés a
l'aide de I’équation (3.29) au travers des réalisations de Monte Carlo, pour m = 1,...,5 (de gauche &
droite), les scénarios 1, 2, 3 et 4 (de haut en bas) et une taille d’échantillon N = 216, Les cases rouges
correspondent aux écarts par rapport a H(()m). Les distributions des statistiques 0,, sont bien approzimées
par des distributions normales repliées.

10 Scenariol 10 Scenario2 10 Scenario3 10 Scenario4
mm =1 |
/=m =2 ik
—m =3
m=m =4 Ii
Oam =5

_ il
am =6 ] ||

0 0 . 0 Al 1, 0 .
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

FIGURE 3.18 — Distributions des H,,. Histogrammes des H,, au travers des réalisations de Monte
Carlo, pour m = 1,...,6 (de différentes couleurs), les scénarios 1, 2, 3 et 4 (de gauche a droite) et une
taille d’échantillon N = 216,

distributions gaussiennes des estimées H,, sont toutes proches sous Hy (Scenariol) alors que,

A

sous H1, moins de distributions H,, sont superposées et elles se chevauchent peu.

Ces simulations de Monte Carlo montrent également que, dans le cadre du scénario 1, bien
que les hypotheses nulles Hém) soient toutes vraies, on observe que le parametre d’échelle G,
dépend de m : G, est plus grand pour m = 1 et m = 5, c’est-a-dire pour les premieres et
dernieres estimées ﬁm, et plus petit pour les estimées centrales, ce qui peut étre interprété
comme une conséquence de l'opération de tri appliquée aux éléments de H. Ces simulations

montrent également que, sous H((]m), les valeurs de &,, pour un méme m différent entre les

scénarios. Ces observations constituent les premiers résultats principaux et intéressants : la
distribution de 4,,, sous ’H(()m) dépend a la fois du rang des paires triées (c’est-a-dire de m) et du
scénario, principalement a travers &,,. Ainsi, un estimateur de &,, sous Hg est un estimateur
biaisé de &,, sous H[()m) lorsque Hg n’est pas vraie. Cela appuie l'intérét d’explorer les deux

approches d’estimation bootstrap des &, présentées dans la section 3.4.3.
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Approximation sous ’H(()m)

On peut tout d’abord observer sur la figure 3.17 que sous Hém), on a fi,, >~ 0, ce qui appuie
I’approximation de la distribution des d,, par une distribution demi-normale. De plus, sous
Hgm), les parametres de position fi,, sont éloignés de 0, ce qui signifie que la loi de O SOUS ’Hgm)
s'éloigne de la loi de 6,y sous H[()m).

Pour vérifier le comportement adéquat des statistiques Sm sous ’H(()m) pourm=1,... M—1,
la figure 3.19 présente les diagrammes quantile-quantile des distributions des d,, par rapport

aux échantillons tirés selon des lois demi-normales FN, 0,5» de parametres d’échelle o, =

\/ Var(d,,)/(1 — 2/) estimés par Monte Carlo pour les différents scénarios, les cing paires d’expo-

sants d’autosimilarité (H,,, H,11) et une taille d’échantillon N = 216, Ces résultats confirment la
(m)

distribution approximativement demi-normale de §,, sous Hy ' et montrent également I’écart de

(m)

8y & une distribution demi-normale sous H, ", confirmant la pertinence d’un test demi-normal
a partir de cette statistique.

Scenariol 4 } ++,‘ + g
i+ # 7 2 #
2 2 £ 4 /
’/ 2
a1 = 0.05 g4 =0.03 a5 = 0.04
Scenario2 +,} /
e -
Z4
a1 = 0.07 gy = 0.05 a5 = 0.05
Scenario3 ] Ly ‘
4
a1 = 0.06 gy = 0.10 o3 = 0.07 gy = 0.10 a5 = 0.07
Scenario4 .7, +T‘ P /,‘
P g A
o1 =0.12 gy = 0.06 a3 = 0.06 gy = 0.10 a5 = 0.07

FIGURE 3.19 — Distribution des statistiques d,, sous ’H(()m). Diagrammes quantile-quantile de 4,
par rapport aux échantillons tirés selon une loi demi-normale FN 5 de paramétre d’échelle 7, =

\/Var(gm)/(l — 2/7) estimé par Monte Carlo, pour m = 1,...,5 (de gauche a droite), les scénarios 1, 2,
3 et 4 (de haut en bas) et une taille d’échantillon N = 216, Les cases rouges correspondent aux écarts
par rapport a H(()m). Les distributions des statistiques 0,, sont bien approzimées par des distributions
demi-normales sous hypothése nulle ’H((Jm) et s’en écartent sous des hypothéses alternatives HY’”.

3.4.7.3 Propriétés des statistiques bootstrap

Dans cette section, sont étudiées les deux statistiques bootstrap 6%, (cf. Eq. (3.24)) et 6%, (cf.
Eq. (3.28)), congues pour reproduire le comportement des statistique de test d,, sous I'hypotheése
nulle Hy et sous hypotheése observée, respectivement, pour m € {1,..., M — 1}.
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Propriétés des statistiques bootstrap gjfn

Sous ’H(()m), les statistiques d,, suivent approximativement des lois demi-normales FN, 0,6m s
comportement que doivent donc reproduire les statistiques bootstrap 5;1. La figure 3.20 présente
les diagrammes quantile-quantile de la distribution de S:‘n pour une réalisation de Monte Carlo
par rapport a une distribution demi-normale de parameétre &, estimé selon I’équation (3.25)
pour m = 1,..., M — 1, les différents scénarios et une taille d’échantillon N = 216, Les résul-
tats indiquent clairement que dans tous les cas (Hém) vraie ou non), les distributions des 07,
sont en bon accord avec la distribution demi-normale. On constate cependant un certain écart
de la distribution de 5* a une distribution demi-normale sous Hg, plus accentué que celui ob-
servé pour la distribution de la statistique d,, sur la figure 3.17 suggerant que les distributions
des ré-échantillons bootstrap H * se chevauchent plus que les estimées Hm, altérant ainsi I’ap-
proximation demi-normale, comme expliqué plus tot et illustré par la figure 3.18. Ces premiers
résultats assurent la construction appropriée de I’estimateur bootstrap o7},

Pour quantifier la qualité de ’estimateur bootstrap o}, le tableau 3.1 présente les estimées

de Monte Carlo des parametres d’échelle o, = \/ Var(d,,)/(1 — 2/7), tels que G, = Gy, SOUS
I’hypothese fi,, = 0, ainsi que les moyennes de Monte Carlo avec intervalle de confiance & 95% de
leurs estimées bootstrap o, pour m =1,..., M —1, tous les scénarios, et une taille d’échantillon
N = 216, Les résultats confirment que les estimées bootstrap 77, sont en excellent accord avec
om sous Hg, mais sont de mauvaises approximations de &, sous H;. Cette observation confirme
que gfn ne reproduit le comportement de 8, que sous Ho, et non lorsque H; et H(()m) sont toutes
deux vraies. Cependant, on peut remarquer que, sous Hi, les parametres boostrap o, s’écartent

davantage de &, sous Hgm) que sous H(()m), présageant de bonnes puissances de test.

Propriétés des statistiques bootstrap 5;‘;1

Les statistiques 0,, suivent approximativement des lois normales repliées FA/ fim,Fm > COM-
portement que doivent donc reproduire les statistiques bootstrap g;kn La figure 3.21 présente,
pour les différents scénarios, les cing paires m = 1,..., M —1 et une taille d’échantillon N = 216,
les diagrammes quantile-quantile des distributions de 5* pour une réalisation de Monte Carlo
par rapport aux échantillons tirés selon une loi normale repliée FNpz 55, avec fiy, et oy, estimés

a laide de 'équation (3.29). La figure 3.21 montre que les 5* sont b1en approximées par des

distributions normales repliées sous n’importe quelle hypothese ("Hé ™) Yraie ou non) et pour tous

les scénarios. Ces observations assurent la bonne construction de I'estimateur o7,

Ensuite, le tableau 3.2 rapporte les valeurs des parametres ji,, et &, estimé par Monte Carlo
et leurs estimées bootstrap fi, et &;;, moyennées sur les simulations de Monte Carlo (avec inter-
valle de confiance & 95%), pour les différents scénarios, les cinq paires m =1,..., M — 1 et une
taille d’échantillon N = 26, Les estimées bootstrap &, approximent de facon satisfaisante les

parametres de test &,, sous n’importe quelle hypothese (H(()m) vraie ou non), comme attenduEn

(m)

revanche, les estimées bootstrap fi;, approximent bien les parametres de position fi,, sous H;

(m)

mais pas sous H; ~, ou I'on observe une surestimation.

Par ailleurs, le tableau 3.2 permet de vérifier que fi,, s’écarte de 0 sous ’Hgm) tandis que
&m varie peu entre les différents scénarios et les différentes hypotheses. Ceci laisse présager de
bonnes puissances de test dépendant principalement fi,.
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Scenari(jrf Jr,/‘ 7 % L 11/,
- i 4 o 7
7 7 i i
e
o1 =0.05 | | 03 =0.03 | | 03 =0.03 | | 03 =0.03 | | o =0.04
Scenario2 : % /
+ 7 7 z ”
7 7 7 -
,// // -
(/
01 =0.05 | | 03 =0.03 | | 03 =0.03 | | 0;=0.03 | | s =0.05
Scenario3 } / +/} #Jr/ 4
il 7 e de o
T A . > £
id Z
o; =0.05 03 =0.03 | | 03 =0.03 | | a; =0.03 o =0.04
Scenario4 fr} g 7 ‘ ¢ ‘/
e L grd £ 4
- 7 e i -
- - >
o1 =0.05 | | 03 =0.03 | | o3 =0.03 | | 03 =0.03 | | ar =0.05

FiGURE 3.20 — Distributions des statistiques bootstrap an Diagrammes quantile-quantile des
statistiques bootstrap 5:71 pour une réalisation de Monte Carlo choisie arbitrairement par rapport a une
distribution demi-normale de parameétre o}, estimé par ’équation (3.25) pour m = 1,...,5 (de gauche a
droite), les différents scénarios et une taille d’échantillon N = 26, Les cases rouges correspondent aux

écarts par rapport a H(({"). Les distributions des statistiques bootstrap 5;; sont bien approximées par des
distributions demi-normales.

TABLEAU 3.1 — Estimation des parameétres des tests demi-normaux. Estimées bootstrap o,
(moyenne de Monte Carlo + intervalle de confiance & 95%), calculées selon 1'équation (3.25), des pa-
rametres o, = \/ Var(d,,)/(1 — 2/7) (i.e. les paramétres &,, des statistiques de Monte Carlo 4, sous

I'hypotheése fi,, = 0) pour m = 1,...,5 et une taille d’échantillon N = 216, Les cases rouges corres-
pondent aux écarts par rapport a H(()m).

%102 [m=1|m=2/m=3[m=4]m=5| [lm=1/m=2fm=3m=4m=3]
om || 462] 301 272 297] 420 657 5.8 485 5.24
&l a7a] so08] 273 293 412|/g| 489 324 3.07| 4.26
Tm |21 40.50| +£0.25] £0.19] £0.20| £0.31||S] +0.55| £0.25 +£0.21| +0.30
om ||B|| 6.24 7.07||3
- g 4.87 g

S| £0.56 +£0.30||%
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Scenariol Y
i = 0.00 i = 0.00 i} = 0.00 it = 0.00
5 = 0.05 53 = 0.04] | 1 = 0.04 5 = 0.05
Scenario2 7 ++} +
il =0.15 5 = 0.05 [ = 0.06 [ = 0.00 fi: = 0.00
&t =007 5% = 0.07 53 = 0.06] | &1 =0.05 5! = 0.05
Scenario3 B i p
[} = 0.04 [i; = 0.06 i = 0.10 i} = 0.09 it = 0.00
& = 0.06 5% =0.07 &1 = 0.07 5 = 0.06 57 = 0.07
Scenariod 4/ ] /T‘
/2
i} = 0.04 is = 0.07 i = 0.04 i =007 i = 0.03
& = 0.07] | 55 = 0.05 51 = 0,07 51 = 0.05 57 = 0.04

FiGure 3.21 - Distributions des statistiques bootstrap S:n Diagrammes quantile-quantile de 5:;
pour une réalisation de Monte Carlo par rapport aux échantillons tirés pour une loi normale repliée
FN iz 5+ de paramétres fis, et G5, estimés a I'aide de 1'équation (3.29), pour m = 1,...,5 (de gauche a
droite), les scénarios 1, 2, 3 et 4 (de haut en bas) et une taille d’échantillon N = 216. Les cases rouges
correspondent aux écarts par rapport a ’H(()m). Les distributions des statistiques bootstrap an sont bien
approximées par des distributions normales repliées.

TABLEAU 3.2 — Estimation des parametres des tests normaux repliés. Estimées i}, et &7,
(moyennes de Monte Carlo =+ intervalles de confiance & 95%) des parameétres fi,, et &, de loi nor-
male repliée etimées par Monte Carlo suivant I’équation (3.29) pour m = 1,...,5, une taille d’échantillon

N = 2'6, Les cases rouges correspondent aux écarts par rapport a H(()m).

[x10%[[ Im=1lm=2[m =3[m =4]m =5[] [m =1m =2|m = 3|m = 4|m = 5|
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[l 0.00/ 0.00] 0.00] 0.00] 0.00 0.00] 0.00 0.00] 0.00
om |5l 425 2.78] 247] 2.74] 3.93||ay|| 6.36] 5.74 4.65] 4.99
. 5l 0.94] 0.13[ 0.05] 0.09] 0.58/% 3.03] 2.80 1.73] 2.64
Hm § +0.15| +0.04| £0.03| £0.04| £0.09 § +0.26| +0.20 +0.16| +0.22
s @ 5.67| 3.93] 3.43| 3.57| 4.62||®2| 6.99] 6.11 5.13] 5.27
m +0.07| £0.05| +0.04| +0.04| +0.05 +0.07| £0.05 +0.05| £0.05
fim 2.94 3.75 0.00

om |3 553 6.15 6.98]|¢

o 2| 312 5.42 5.38||'5

m @ +0.23 +0.27 +0.27 §

5 @ 6.87 6.43 6.14/|2

m +0.08 +0.06 +0.05
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3.4.7.4 Comportement des tests par paires

Les p-valeurs p,, des tests pour les hypotheses nulles H(()m) sont approximées soit par les p-

valeurs bootstrap p*, (cf. Eq. (3.26)) issues des statistiques bootstrap 0%,, soit par les p-valeurs
bootstrap 7%, (cf. Eq. (3.30)) issues des statistiques bootstrap &%, pour m = 1,...,M — 1.
Le comportement de ces deux p-valeurs, censées suivre une loi uniforme théoriquement, et les
puissances empiriques (des tests donnés par ’équation (3.19)) qui en découlent sont & présent
étudiés, pour différentes tailles d’échantillon V.

Tests par paires issus des p-valeurs p;,

En premier lieu, la figure 3.22 montre les diagrammes quantile-quantile de p;, au travers des
réalisations de Monte Carlo par rapport a une distribution uniforme pour m =1,..., M — 1 et
différentes tailles d’échantillon N = 216 217 218 Celles-ci sont assez bien approximées par une
loi uniforme sous 'hypothese nulle Hg pour différentes tailles d’échantillon N, comme attendu
puisque les statistiques bootstrap 5,";1 reproduisent le comportement des statistique 8,, sous Hy.
En revanche, sous une hypothese alternative 1, les distributions des p-valeurs pj, s’éloignent
significativement de distributions uniformes sous les hypothese nulles par paires H((]m), quelle
que soit la taille d’échantillon N, car le paramétre d’échelle 6,,, de la loi de la statistique 0,
dépend du scénario.

En particulier, la figure 3.22 permet d’observer que les distributions des p-valeurs pj,, sont
davantage uniformes sous H(()m) pour les paires m éloignées de paires m’ pour lesquelles ’H(()m/)
n’est pas vraie, par exemple m = 1 et m = 5 sous le scénario 2 oil m’ = 3, que pour des paires
plus proches de celles-ci, par exemple m = 2 et m = 4 sous le scénario 2. Cependant, sous des
hypotheses alternatives par paires ’Hgm), les distributions des p-valeurs py, sont beaucoup plus

éloignées de distributions uniformes, d’autant plus que N est grand.

En complément, le tableau 3.3 rapporte les puissances empiriques des tests par paires (ob-
tenues comme moyennes des décisions de rejet py, < a,, a travers les réalisations de Monte
Carlo) avec des niveaux de confiance oy, = 0.05 pour m = 1,..., M — 1, les différents scénarios
et différentes tailles d’échantillon N. Ces résultats confirment le comportement des p-valeurs,
puisque le niveau de confiance ciblé ., est bien reconstruit sous I’hypotheése nulle Hg, mais

pas lorsque H((]m) et H1 sont simultanément vraies, cas ou les hypothéses nulles par paires H(()m)

sont excessivement rejetées. En revanche, sous des hypothéses alternatives ’HY”), les tests sont
puissants, méme a faible taille d’échantillon N = 26, et les puissances croissent avec la taille

d’échantillon V.

Ces résultats suggerent que la procédure de test reposant sur les p-valeurs p;, reproduit bien
I’hypothese nulle Hg et est puissante sous Hi, mais ne reproduit pas les hypotheses nulles par

paires ’H(()m) .

-93 -



Chapitre 3. Dénombrement et regroupement d’exposants d’autosimilarité

Scenariol
m= m=2 m=3 m=4
Scenario2
m=1 m=2 .l | m=3 m=4

Scenario3
=1

Scenario4

FIGURE 3.22 — Estimées bootstrap des p-valeurs du test p . Diagrammes quantile-quantile des
p-valeurs p, (cf. Eq. (3.26)) pour m = 1,...,5 (de gauche & droite), les scénarios 1, 2, 3 et 4 (de haut
en bas) et différentes tailles d’échantillon N. Les cases rouges correspondent aux écarts par rapport a
"H(()m). Les distributions des p-valeurs pi, sont bien approximées par des distributions uniformes sous des
hypotheses nulles par paires ’H(()m) lorsque Uhypothese nulle Hg est vraie. Cette approximation est moins
bonne sous des hypothéses nulles par paires ”H(()m) lorsque Uhypothése nulle Hy n’est pas vraie

TABLEAU 3.3 — Puissances empiriques des tests issus des p-valeurs p}, . Puissances empiriques
obtenues comme moyennes des décisions de rejet non corrigées p;, < au, a travers les réalisations de
Monte Carlo pour m = 1,...,5, un niveau de confiance a,, = 0.05 et différentes tailles d’échantillon V.
Les cases rouges correspondent aux écarts par rapport a Hé’”’.

%10 [m=1|m=2lm=3/m=afm=5| [m=1|m=2/m=3[m=dm=>5
210 5|l 0.04] 0.04] 0.04| 0.05 0.07||F| 0.14] 0.26 0.20| 0.10
217 |2l 0.04) 0.05] 0.06] 006 0.05Z 014 029 0.18] 0.10
215 |l 0.05] 0.06] 0.04] 006 0055 0.18] 029 0.20| 0.14
210 15| 0.14 \ 0.43 0.24(13 0.25 0.23
917 % 0.20 | 045 0.26 % 0.27
218 |2 0.23) 100 0.44 0.28/|& 0.24
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Tests par paires issus des p-valeurs p;,

En premier lieu, la figure 3.23 rapporte les diagrammes quantile-quantile des distributions
empiriques des p;},, par rapport a une distribution uniforme pour différentes tailles d’échantillon
N = 216217 218 (Ces diagrammes permettent de vérifier que les estimées bootstrap pf, des
p-valeurs suivent approximativement une distribution uniforme sous H(()m) lorsque Ho n’est pas
vraie. Cependant, sous Hp , la distribution des p-valeurs p;, est moins bien approximée par
une loi uniforme en raison de la moins bonne approximation de la distribution de 4,, par une
loi normale repliée, mise en lumiere précédemment par la figure 3.17. Enfin, sous ”Hgm), les pr,
s’écartent d’une distribution uniforme comme prévu, d’autant plus que la taille d’échantillon N
est grande. Cet écart est cependant moins important que celui observé pour les p-valeurs p;,, sur
la figure 3.22.

Scenariol
m =

Scenario2
m=1

Scenario3
m=1

Scenario4
m=1

AN:216
a N =2V
AN:218

FIGURE 3.23 — Estimées bootstrap des p-valeurs du test p;, . Diagrammes quantile-quantile des
p-valeurs p¥, (cf. Eq. (3.30)) pour m = 1,...,5 (de gauche & droite), les scénarios 1, 2, 3 et 4 (de haut
en bas) et différentes tailles d’échantillon N. Les cases rouges correspondent aux écarts par rapport a

’Hém). Les distributions des p-valeurs p}, sont bien approzimées par des distributions uniformes sous les

hypothése nulles par paires ”Hém), Ho n’est pas vraie et cette approximation est moins bonne lorsque Hg
est vrate.

Enfin, le tableau 3.4 compare, pour des niveaux de confiance prédéfinis a,, = 0.05, les
puissances de test empiriques, correspondant au pourcentage de rejets p),, < a,, au travers des
réalisations de Monte Carlo, et les puissances de test estimées par bootstrap 7(f,,),) selon
I'équation (3.31). Les résultats indiquent que, quel que soit m € {1,...,M — 1},

(1) le test reconstruit fidelement le niveau de confiance prédéfini «,,, sous les hypothéses nulles

par paires ’H((]m) lorsque Hg n’est pas vraie, mais rejette peu ’H(()m) lorsque H est vraie;

(7i) le test a une puissance assez faible sous Hgm) a faible taille d’échantillon NV, atteignant
jusqu’a 33% dans le scénario 2, mais qui croit de fagon importante avec N ;

(7i1) et la puissance bootstrap 7(fk,, ) estime fideélement le pourcentage de rejets dans les
différents scénarios sous ?-llm mais le surestime sous H(()m), ce qui est en accord avec le
comportement de I’estimateur fi;, du parametre de position fi,, observé dans le tableau 3.2.
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TABLEAU 3.4 — Estimation des puissances des tests issus des p-valeurs p, . Estimées bootstrap 7(fi;,,,,) (moyenne de Monte Carlo et intervalle
interquartile) des puissances de test empiriques (i.e. le pourcentage de rejets p, < ;) obtenues comme moyennes des décisions non corrigées des tests sur

les réalisations de Monte Carlo pour des niveaux de confiance a,,, = 0.05, m = 1,...,5 et différentes tailles d’échantillon N. Les cases rouges indiquent les
écarts a H{™.

’N\ H H mzl\ m:2\ m:S\ m:4\ m:5H H mzl\ m:2\ m:3\ m:4\ m:5‘
(15 <0.05) 0.02 0.01 0.02 0.01 0.02 0.04 0.04 0.04 0.04

2160 . 0.07 0.05 0.05 0.05 0.06 0.11 0.11 0.09 0.12
7l ) 0.05 — 0.05{0.05 — 0.05|0.05 — 0.05|0.05 — 0.050.05 — 0.05 0.05 — 0.12]0.05 — 0.13 0.05 — 0.10{0.05 — 0.13
(s <0.05) |2 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01]|2 0.03 0.03 0.02 0.03

2 IR §- 0.06 0.05 0.05 0.05 0.06]| & 0.11 0.11 0.09 0.11
7 (fims ) £ 10.05 — 0.05]0.05 — 0.05/0.05 — 0.05/0.05 — 0.05]0.05 — 0.05|| & || 0.05 - 0.13]0.05 — 0.13 0.05 — 0.09/0.05 — 0.11
(15 <0.05) 0.01 0.01 0.00 0.00 0.01 0.05 0.05 0.02 0.03

2181, 0.06 0.05 0.05 0.05 0.06 0.13 0.13 0.09 0.12
7 (fis ) 0.05 — 0.05|0.05 — 0.05|0.05 — 0.05|0.05 — 0.050.05 — 0.05 0.05 — 0.14{0.05 — 0.14 0.05 — 0.09]0.05 — 0.13
(15;,<0.05) 0.06 | 0.09] 0.09 0.05 0.05

2060 ., 0.12 0.19 0.19 0.11 0.11 0.19
7 om)| 10,05 — 0.14 0.07 — 0.24 0.05 — 0.13]0.05 — 0.13 0.08 — 0.23
(15 <0.05) || 2 0.07 [ 0.09] 0.07 3 0.04 0.04

208 IIPN 0.15 0.20 0.19] 2 0.12 0.11 0.18
7 (s Im) £ 1006 -0.18 0.07 - 0.24 0.05 — 0.13]0.05 — 0.12 0.08 — 0.22
(15;,<0.05) 0.08 | 0.07] 0.07 0.03 0.04

2181 ., 0.16 0.19 0.19 0.11 0.11 0.18
T om)| - lo.07 — 0.21 0.07 = 0.25 0.05 — 0.12]0.05 — 0.13 0.07 = 0.21

9Lre[IuISOINE p sjuesodxo p juomwodnorsor 10 JuemWeIquoud( ‘¢ o1p1dey)



3.4. Tests d’égalité par paires d’exposants successifs

3.4.7.5 Comportement de la correction pour des hypothéses multiples

Les décisions de rejets pour les hypotheses nulles H(()m) sont prises en comparant des p-

valeurs p, (cf. Eq. (3.26)) ou p}, (cf. Eq. (3.30)) & des seuils définis & partir d’une procédure
de correction, pour m = 1,...,M — 1. Les trois procédures de correction présentées dans la
section 3.4.4 sont comparées ici a partir du comportement des décisions de rejet d, résultantes
(de ou dg) de Phypothese nulle .

Test issu des p-valeurs p},

Sur la figure 3.24, sont rapportées les décisions de rejet d, (Eq. (3.32)) de I'hypothese
nulle H associées aux p-valeurs p), (Eq. (3.26)) calculées suivant les différentes procédures de
correction et moyennées sur les réalisations de Monte Carlo en fonction du niveau de confiance
ciblé a sous Hg (Scenariol) pour différentes tailles d’échantillon N = 216, 217 218, Le seuil de
confiance ciblé « est reconstruit avec les procédures de Bonferroni et Benjamini-Hochberg, mais
pas avec celle de Benjamini-Yekutieli, quelle que soit la taille d’échantillon N.

0.2 0.2 0.2
—— Bonferroni —— Bonferroni —4— Bonferroni
—f— Benjamini-Hochberg —4 Benjamini-Hochberg —4— Benjamini-Hochberg
—§— Benjamini-Yekutieli —§— Benjamini- Yekutieli —4— Benjamini- Yekutieli

o
o
3
o
3
<
(9]

N =218

N =216 N =217

Décisions moyennées
o
Décisions moyennées
o
=
Décisions moyennées
o
=

o
o
a
o
o
a
o
o
a

0 0.05 0.1 0.15

FIGURE 3.24 — Reproduction de Hy & partir des p-valeurs p} . Décisions d., moyennées sur les
réalisations de Monte Carlo en fonction du niveau de confiance ciblé a sous Hy (Scenariol), différentes
corrections (cf. Section 3.4.4) et différentes tailles d’échantillon NV (de gauche & droite). Les lignes noires
pointillées indiquent les valeurs théoriques attendues, c’est-a-dire la premiere bissectrice. Les procédures
de Bonferroni et Benjamini-Hochberg assurent une bonne reconstruction du niveau de confiance ciblé .

Test issu des p-valeurs p;,

La figure 3.25 rapporte les décisions de rejet d,, (Eq. (3.32)) de hypothése nulle g associées
aux p-valeurs py, (Eq. (3.30)) pour différentes corrections et moyennées sur les réalisations de
Monte Carlo en fonction du niveau de confiance ciblé a pour différentes tailles d’échantillon
N = 216 217 2918 Comme attendu au vu du comportement des p-valeurs 7%, observé sur la
figure 3.23, le test de rejet de I’hypothese nulle Hy est trés conservatif, et ce quelle que soit
la correction utilisée. Ce comportement s’accentue lorsque la taille d’échantillon N augmente.
Cependant, les procédures de Bonferroni et Benjamini-Hochberg permettent une reconstruction
légerement meilleure du seuil de confiance ciblé a que la procédure de Benjamini-Yekutieli.

Conclusions

Ces résultats confirment que les p-valeurs bootstrap p;, sont plus adaptées a un test de rejet
de I'hypothese nulle Hy que les p-valeurs bootstrap pr,, en raison de la mauvaise approxima-
tion des distributions des d,, par des distributions normales repliées. Cependant, les p-valeurs

bootstrap pr, permettent une meilleure reproduction des hypotheses nulles par paires ’H(()m) sous

3 —. 7 A . JR . 7 Fim
‘H; comparées aux p-valeurs pj,, suggérant tout de méme d’exploiter les décisions corrigées dg )

issues des p-valeurs p;,, pour le partitionnement.
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0.2 0.2 0.2

—§— Bonferroni —§— Bonferroni —§— Bonferroni

—4— Benjamini-Hochberg —— Benjamini-Hochberg —— Benjamini-Hochberg

—§— Benjamini- Yekutieli —— Benjamini-Yekutieli —— Benjamini-Yekutieli
£ 0.15 T . £ 0.15 7 . £ 0.15 s .
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e e e
' d d
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FIGURE 3.25 — Reproduction de Ho a partir des p-valeurs p; . Décisions dg moyennées sur les
réalisations de Monte Carlo en fonction du niveau de confiance ciblé a sous Hy (Scenariol), différentes
corrections (cf. Section 3.4.4) et différentes tailles d’échantillon N (de gauche a droite). Les lignes noires
pointillées indiquent les valeurs théoriques attendues, c’est-a-dire la premiere bissectrice. Toutes les pro-
cédures ménent a un test de rejet de l’hypothése nulle Hq trop conservatif.

3.4.7.6 Performances de la stratégie de partitionnement

La stratégie de partitionnement détaillée dans la section 3.4.5 peut étre réalisée en utilisant

soit les M — 1 décisions de rejet (ﬂam)
am

issues des p-valeurs py,, soit les M — 1 décisions de rejet
issues des p-valeurs pr,, calculées suivant une des procédures de correction présentées dans
la section 3.4.4. Au vu des résultats précédents, la correction de Benjamini-Yekutieli est écartée
de l'analyse, et seules les procédures de Bonferroni et de Benjamini-Hochberg sont considérées.
On se propose de comparer ces différentes approches, paramétrées par le niveau de confiance «.

Mesures de performances

L’indice de Rand ajusté (ARI) et I'information mutuelle normalisée (NMI) (VINH et collab.,
2010) sont utilisés pour quantifier les performances du partitionnement, c’est-a-dire la fagon
dont les éléments ayant la méme valeur H sont regroupés et les éléments ayant des valeurs H
différentes sont séparés. L’ARI mesure le nombre de paires d’éléments qui sont correctement
regroupés ou séparés, tandis que la NMI mesure I'entropie conjointe des distributions des par-
titionnements estimé et correct. La définition de ces mesures de performances est donnée dans
I’annexe C.

Partitionnement fondé sur les p-valeurs p;,

En premier lieu, la figure 3.26 présente les histogrammes du nombre estimé de partitions
obtenu a partir des tests par paires construits suivant la procédure de Benjamini-Hochberg pour
trois niveaux différents de taux de fausses découvertes o (0.01, 0.05, 0.10), les différents
scénarios et différentes tailles d’échantillon N = 216 218 Pour le scénario 1, dans lequel les

M — 1 =5 hypotheses nulles Hém) sont vraies, on obtient des taux de fausses découvertes réels
de (0.06, 0.07, 0.11) pour N = 2!6 et (0.02, 0.06, 0.13) pour N = 2'8 respectivement, ce qui
est en bon accord avec les valeurs prédéfinies. Cela corrobore davantage I'analyse numérique
ci-dessus sur la pertinence de la procédure de test et de détection de I’hypotheses nulle Hg a
partir des p-valeurs p},. Pour les scénarios 2, 3 et 4, dans lesquels plus d’une partition doit étre
détectée, la procédure proposée détecte le nombre correct de partitions dans la majorité des cas
pour les différentes tailles d’échantillon N = 26,218 Comme prévu, le taux de surestimation
(resp. sous-estimation) du nombre de groupes augmente (resp. diminue) avec 'augmentation
(resp. la diminution) du taux de fausses découvertes prédéfini a. On observe cependant que le
nombre de partitions est souvent surestimé dans les différents scénarios, d’autant plus que la
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taille d’échantillon N est grande. Ceci est dii & la mauvaise reconstruction des hypotheses nulles
(m7ml)

ar paires comme quantifié par les puissances de test dans le tableau 3.4.
Hy , tifi 1 de test d le tabl 3.4
1000 —1 1000 —1 1000 o5 1000 mary
1 N =216 I N =216
] ]
500 500 500 I' 500 |
0 0 l_
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1000 1000 o5 1000 Emerys
I N =210 I N =216
] 1
500 500 ' 500 '
0 0 0
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1000 ——57] 1000 7] 1000 e
| N =21 I N =21 I N =210
1 ] ]
500 I' 500 | 500 "
0 0 _L 0
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1000 ! o opi] 1000 L a=0.01 1000 T a=0.01
| N =218 I N=218 I N=218
]
500 I 500 I 500 I
0 0 0
1 2 3 4 5 2 3 4 5 2 3 4 5
1000 [ o Tops 1000 T a=0.05 1000 T a=0.05
| N=28 I N=28 I N=28
1 ] ]
500 I' 500 | 500 I'
1 2 3 4 5 2 3 4 5 2 3 4 5
1000 ———7] 1000 ] 1000 0T
| N =28 I N =28 I N =28
1 1 ]
500 | 500 ! 500 i
0 0 0
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 2 3 4 5 2 3 4 5
(a) Scenariol (b) Scenario2 (¢) Scenario3 (d) Scenariod

FIGURE 3.26 — Nombre de partitions estimé & partir des p-valeurs p;, . Histogrammes du nombre
estimé de partitions pour (a) 1 partition, (b) 2 partitions et (c-d) 3 partitions avec M = 6 composantes
en utilisant la stratégie de partitionnement, définie dans la section 3.4.5, & partir des p-valeurs p;, en
utilisant la procédure de correction de Benjamini-Hochberg pour (de haut en bas) différents taux de
fausses découvertes a et différentes tailles d’échantillon N. Les lignes rouges pointillées indiquent le
nombre exact de partitions.

Le tableau 3.5 quantifie davantage cette analyse de performance de partitionnement et
montre les valeurs moyennes des NMI et ARI avec un intervalle de confiance & 95% (a tra-
vers les réalisations de Monte Carlo) pour les quatre scénarios, différentes tailles d’échantillon
N = 216 217 918 ot différentes procédures de correction avec un niveau de confiance prédéfini
a = 0.05 pour le partitionnement. Les résultats indiquent que la procédure proposée conduit
globalement & des performances satisfaisantes en pratique, avec des valeurs de NMI allant jus-
qu’a 0.95 et des valeurs d’ARI allant jusqu’a 0.88 pour les scénarios & plusieurs partitions (i.e.
les scénarios 2, 3 et 4) et une taille d’échantillon N = 2!, Par ailleurs, la procédure atteint
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des performances légerement meilleures avec la correction de Bonferroni qu’avec la correction
Benjamini-Hochberg a grande taille d’échantillon N. Sous le scénario 1, correspondant a I’hy-
pothese nulle, les performances sont similaires entre les corrections de Bonferroni et Benjamini-
Hochberg, en accord avec la reproduction de I’hypothese nulle observée sur la figure 3.24. Il est
intéressant de noter que, pour une taille d’échantillon N = 216, le scénario 4 est plus difficile &
partitionner que le scénario 3, qui contient le méme nombre de partitions et les mémes valeurs
pour H mais a des partitions de tailles égales.

TABLEAU 3.5 — Performances du partitionnement fondé sur les p-valeurs p; . Valeurs des ARI
et NMI (moyenne de Monte Carlo =+ intervalle de confiance & 95%) atteintes par la stratégie de partition-
nement (cf. Section 3.4.5) fondée sur les p-valeurs p;, pour différents scénarios, différentes procédures de
correction avec un niveau de confiance prédéfini o = 0.05 et différentes tailles d’échantillon N.

B

‘ Scenariol ‘ Scenario2 ‘ Scenario3 ‘ Scenario4

16 | NMI

n/a

0.66 £ 0.03

0.86 £ 0.01

0.77£0.01

ARI

0.94 £0.02

0.61 £0.03

0.69 £ 0.02

0.58 £0.02

Ju7 | NMI

n/a

0.91 £0.01

0.93£0.01

0.93+£0.01

ARI

0.93 £ 0.02

0.87£0.01

0.83 £0.01

0.81 £ 0.02

Bonferroni

NMI

n/a

0.93£0.01

0.95£0.00

0.95 £ 0.00

ARI

0.94 £0.02

0.88 £0.01

0.85£0.01

0.85£0.01

NMI

n/a

0.67 £ 0.02

0.87£0.01

0.79+£0.01

ARI

0.93 £ 0.02

0.60 = 0.03

0.69 £+ 0.02

0.58 £ 0.02

NMI

n/a

0.90 £0.01

0.92£0.01

0.92£0.01

ARI

0.93 £0.02

0.84 £0.01

0.77£0.02

0.75 £ 0.02

1 | NMI

n/a

0.91 £0.01

0.93 £0.00

0.93 £0.00

Benjamini-Hochberg

ARI

0.94 £0.02

0.83 £0.01

0.77£0.01

0.77£0.02

Sous le scénario 1, constitué d’une seule partition, ARI est contrélé par le niveau de
confiance réel & (c’est-a-dire la moyenne des décisions de rejet au travers des réalisations de
Monte Carlo, @ = (d,)) par la relation ARI = 1 — @& Comme observé précédemment sur la
figure 3.24, le niveau de confiance ciblé a est bien reconstruit par &.

Partitionnement fondé sur les p-valeurs p;,

Tout d’abord, la figure 3.27 présente les histogrammes du nombre estimé de partitions
pour les différents scénarios, trois niveaux différents de taux de fausses découvertes o = (0.01,
0.05, 0.10) et différentes tailles d’échantillon N = 26 218 Pour le scénario 1, dans lequel les
M —1 = 5 hypotheses nulles sont vraies, nous obtenons des taux de fausses découvertes réels de
(0.00, 0.01, 0.02) pour N = 216 et de (0.00, 0.01, 0.01) pour N = 28, Ces taux sont inférieurs
aux valeurs prédéfinies, comme attendu au vu des résultats donnés par la figure 3.25. Pour les
scénarios 2, 3 et 4, dans lesquels plus d’une partition doit étre détectée, la procédure proposée
détecte le nombre correct de partitions dans la majorité des cas pour N = 2'® mais sous-estime
généralement ce nombre pour N = 216, Ce résultat est en accord avec le tableau 3.3, puisque
les puissances des tests par paires sont trés faibles & N = 216 mais augmentent rapidement avec
la taille d’échantillon N.
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a=0.01
N =216
3 4 5
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1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
(a) Scenariol (b) Scenario2 (¢) Scenario3 (d) Scenariod

FIGURE 3.27 - Nombre de partitions estimé a partir des p-valeurs p,, . Histogrammes du nombre
estimé de partitions pour (a) 1 partition, (b) 2 partitions et (c-d) 3 partitions avec M = 6 composantes
en utilisant la stratégie de partitionnement, définie dans la section 3.4.5, & partir des p-valeurs p;, en
utilisant la procédure de correction de Benjamini-Hochberg pour (de haut en bas) différents taux de
fausses découvertes a et différentes tailles d’échantillon N. Les lignes rouges pointillées indiquent le
nombre exact de partitions.

Le tableau 3.6 quantifie la stratégie de partitionnement en montrant les valeurs moyennes des
NMI et ARI avec un intervalle de confiance a 95% (calculées a travers les réalisations de Monte
Carlo) pour les quatre scénarios, différentes tailles d’échantillon N = 216,217 218 et différentes
procédures de correction avec un niveau de confiance prédéfini a = 0.05. Les résultats indiquent
que la procédure proposée conduit a de treés faibles performances de partitionnement pour la
faible taille d’échantillon N = 216, avec notamment des valeurs de NMI et ARI respectives de
0.17 et 0.16 dans le scénario 2, en raison de la sous-estimation du nombre de partitions Nc. En
comparaison, pour le partitionnement a partir des p-valeurs p;,, les valeurs de NMI et ARI ne
descendent pas en dessous de 0.66 et 0.60, respectivement (cf. Tableau 3.5).
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TABLEAU 3.6 — Performances du partitionnement fondé sur les p-valeurs p; . Valeurs des ARI
et NMI (moyenne de Monte Carlo + intervalle de confiance & 95%) atteintes par la stratégie de parti-
tionnement (cf. Section 3.4.5) fondée les p-valeurs p, pour différents scénarios, différentes procédures de
correction avec un niveau de confiance prédéfini o = 0.05 et différentes tailles d’échantillon N.

HEl

‘ Scenariol ‘ Scenario?2 ‘ Scenario3 ‘ Scenario4

16 | NMI

n/a

0.17 £0.02

0.49 +£0.02

0.39 £ 0.02

ARI

0.99 £0.01

0.16 £0.02

0.31 £ 0.02

0.26 £ 0.02

NMI

n/a

0.62 £ 0.03

0.84 £0.01

0.83 £0.02

217
ARI

0.99 £ 0.00

0.62 £ 0.03

0.69 £ 0.02

0.73 £0.02

Bonferroni

1 | NMI

n/a

0.97 +£0.01

0.98 £0.00

0.99 £0.02

ARI

0.99 =+ 0.00

0.97£0.01

0.95+£0.01

0.98 £0.01

16 | NMI

n/a

0.17£0.02

0.51 £0.02

0.42 £0.02

ARI

0.99+£0.01

0.16 £0.02

0.35£0.02

0.30 £0.02

Ju7 | NMI

n/a

0.62 £0.03

0.87+0.01

0.87+0.01

ARI

0.99 £ 0.00

0.62 £ 0.03

0.74 £0.02

0.79 £0.02

15 | NMI

n/a

0.97£0.01

0.98 £0.00

0.99 £ 0.00

Benjamini-Hochberg

ARI

0.99 £ 0.00

0.97£0.01

0.95£0.01

0.97+£0.01

Cependant, la procédure conduit globalement & des performances satisfaisantes en pratique
pour une taille d’échantillon N assez grande, avec des valeurs de NMI et ARI allant respective-
ment jusqu’a 0.99 et 0.98 pour une taille d’échantillon N = 2!8. Par ailleurs, la procédure atteint
des performances légérement meilleures avec la correction de Benjamini-Hochberg qu’avec la cor-
rection de Bonferroni & faible taille d’échantillon, mais celles-ci deviennent similaires a grande
taille d’échantillon N.

Enfin, on peut remarquer que, sous le scénario 1, constitué d’une seule partition, ’ARI est
toujours proche de 1. Ceci est 1ié & la nature conservative du test de rejet de 'hypothese nulle
Hy associé, comme observé sur la figure 3.25. En effet, le niveau de confiance réel &, donné par
la relation ARI = 1 — &, surestime le niveau de confiance ciblé « .

Conclusions

La stratégie de partitionnement & partir des p-valeurs p},, mene & des résultats satisfaisants
mais surestime le nombre de partitions lorsqu’il y en a plus d’une. Quant a la stratégie de parti-
tionnement & partir des p-valeurs p;,, elle nécessite une taille d’échantillon suffisamment grande
pour atteindre des performances satisfaisantes en pratique, et en particulier pour surpasser les
performances de la stratégie fondée sur les p-valeurs py,.

3.4.8 Conclusions

La présente section constitue une premiere tentative de dénombrement des exposants d’au-
tosimilarité effectivement différents, a partir d’une seule observation de taille finie de données
multivariées. Elle repose sur la combinaison de la procédure d’estimation présentée dans le cha-
pitre 2 et d’'une procédure de M — 1 tests par paires construit en ordonnant les exposants
d’autosimilarité Hy < ... < Hy,.

Les parametres des tests par paires sont estimés a partir de la procédure de ré-échantillonnage
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bootstrap par blocs introduite dans la section 3.2. La complexité de cet estimation, dii au tri
des estimées ﬁl, . ,I:I am des Hy,...,Hps, a mené a la construction de deux différents types
de statistiques bootstrap, les premieres permettant de reproduire I’hypothese nulle globale
H, = ... = H)s tandis que les secondes reproduisent les hypotheses observées (H,, = Hp,t1
vraie ou non, pour chaque m = 1,..., M — 1). Des simulations de Monte Carlo, réalisées sur
des M-mBf synthétiques avec un faible nombre de composantes (M = 6), comparent les deux
approches et montrent dans quels cas les statistiques bootstrap reproduisent de maniére satis-
faisante les distributions des statistiques des tests par paires : la premiére, seulement lorsque
tous les exposants d’autosimilarité H,, sont égaux; la seconde, & la fois lorsque tous les ex-
posants d’autosimilarité H,, sont égaux et lorsqu’il existe des groupes de tailles possiblement
différentes avec des exposants d’autosimilarité H,, de valeurs différentes, résultat non trivial. En
outre, la procédure globale donne des résultats trés satisfaisants pour l'estimation du nombre
exact d’exposants d’autosimilarité distincts et pour le regroupement des exposants d’autosimi-
larité identiques, dans plusieurs scénarios avec un, deux ou trois groupes de valeurs, et pour des
groupes de tailles éventuellement déséquilibrées.

Cependant, les distributions des statistiques sous les M — 1 hypotheses nulles par paires
H,, = H,,+1 ne sont connues que de maniére approximative et ’approximation faite est seule-
ment valable pour un petit nombre de composantes M et de petits groupes d’exposants d’au-
tosimilarité égaux. La stratégie est évaluée sur un plus grand nombre de composantes dans la
section 3.6, qui en confirme les limites. Une perspective consiste & examiner si I'utilisation de
M(M —1)/2 hypotheses non triées améliore encore les performances par rapport a l'utilisation
de M — 1 hypothéses.

3.5 Tests d’égalité par paires d’exposants

Cette approche est I'objet d’un article en cours d’écriture intitulé « Multivariate self-
similarity parameter counting Spectral clustering using wavelet-domain bootstrap », par
C.-G. Lucas, P. ABry, H. WENDT et G. DIDIER, prévu pour étre soumis a une revue
internationale.

Cette présente section vise a tester I’égalité entre toutes les paires d’exposants d’autosimi-
larité (H,, Hy), avec 1 < m < m’ < M. La mise en jeu de M (M — 1)/2 hypothéses pour
regrouper les M exposants d’autosimilarité H,, par groupe d’exposants d’autosimilarité égaux
impose le recours a une stratégie de partitionnement plus élaborée que dans la section précé-
dente. Par exemple, si le test rejette I’égalité H; = Hsz mais pas les égalités H; = Hy et Hy = Hs,
le choix des partitions dans lesquelles affecter Hy, Ho et H3 n’est pas évident. Une méthode de
partitionnement spectral d’un graphe pondéré a ’aide des p-valeurs et décisions de tests par
paires est mise en place pour répondre a ce probléme.

3.5.1 Formulation des tests

Les hypotheses nulles pour les M (M — 1)/2 tests par paires sont définies comme suit :

Vi<m<m/ <M, H"™: H,=H,. (3.37)
Les hypothéses alternatives sont notées, pour tous m,m’ € {1,..., M},

Hﬁm’m') : H(()m’m/) n’est pas vraie. (3.38)
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Comme dans la section précédente, chaque hypothese est testée a partir d’une observation unique
de données M-variées de taille finie et donc du vecteur des M estimées H = (I—L, .. .,I:I M),
obtenues selon la procédure décrite dans la section 2.2. Etant donnée la distribution asympto-
tiquement gaussienne du vecteur H , des statistiques naturelles pour tester ces hypothéses sont,
pour tout couple d’entiers (m,m’) tel que 1 <m < m/ < M,

Ot i= Hypr — Hyp. (3.39)

Quelle que soit ’hypothése observée (H(()m’m) vraie ou non), les statistiques de test Smm/

suivent asymptotiquement une loi gaussienne de parametres fim,m €6 Oy . En particulier, sous
I’hypothese nulle ’H((]m’ml), la statistique 3m7m/ suit asymptotiquement une loi normale centrée,
i.e. flym = 0, d"écart-type 6y, inconnu. Le parametre 6, ./ est donc approximé a l'aide de la
procédure bootstrap introduite dans la section 3.2, ce qui permet 'approximation des p-valeurs
Dm,m' des tests, comme décrit dans la section suivante. Les différentes notations importantes

sont illustrées par la figure 3.28.

Distribution de &,

Distribution de &,
sous H,, # Hyy

sous Hy, = Hpy

Hm = Hml
rejetée

]

ﬁm,m’ =0 Hm,m!

FIGURE 3.28 — Illustration du test gaussien. La statistique Smym/ suit asymptotiquement une loi
gaussienne d’écart-type O, m’. L'hypothese nulle H,,, = H,, est rejeté lorsque la statistique observée
est au-dela des seuils de part et d’autre de l'origine (lignes noires pointillées), car la statistique observée
appartient alors aux valeurs les moins probables pour la distribution normale centrée (en bleu). Plus la
distribution normale non centrée (en vert), sous une hypothese alternative donnée, s’en écarte, plus la
probabilité de rejeter 'hypothese nulle H,,, = H,, sera élevée.

3.5.2 Estimation des p-valeurs par bootstrap

Estimation bootstrap paramétrique
Pour estimer le parametre &, ,,,» du test pour I’hypothese nulle ’H(()m’m,), la distribution de

la statistique Smm/ est reproduite par bootstrap sous %ém’m) a partir de R estimées bootstrap

d’exposants d’autosimilarité E*(r) = (I:II(T), . ,I;TX/([T)), avec r € {1,...,R}. Les statistiques
bootstrap sont ainsi définies, pour tous 1 <m <m’ < M et r € {1,..., R}, par

= D 0 iy, - A, (3.40)

ou (H}, — H},) correspond a la moyenne sur les réalisations bootstrap,

R
frs x\ . - k() _ fr(r)
(M = H3) = 5 > (0 =m0y (3.41)
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Les parametres des tests 6, ,,’ sont ainsi estimés a I'aide de I'estimateur bootstrap de la variance
Var®, pour tous 1 < m < m/ < M, comme suit :

612 = Var *(6, )- (3.42)

Ensuite, les p-valeurs py, s des tests pour H(()m’ml) peuvent étre approximées par bootstrap,
pour tous 1 <m <m/ < M,

p\:;%m/ =2 <]. — FN(O,&:fm,)qém,m/D) s (343)

ou Frgs2 ) est la fonction de répartition de la loi normale centrée d’écart-type 67, /. La

procédure d’estimation des p-valeurs par bootstrap est résumée par la figure 3.29.

Signal multivarié Transformée en ondglettes multivariée - Estimées des exposants }AI ‘ Statist@ues des tests
Y =) D(ZJ, k;) d'autosimilarité i1 6m,m’ ‘

p-valeurs des tests

l ﬁ‘m,m’

Ré-échantillon bootstrap Estimée boostrap Statistiques boostrap t
. D*® (2 k) e o B® . S &Y .

[ J"’ ‘ ’_‘—4’. » l_'—‘ ‘ pargiéﬁizsdizstest

Ré-échantillon bootstrap Estimée boostrap Statistiques boostrap o* .,

D‘(l)(zj, k) Et(l) 3;(‘1731’ | | m,m

)

FIGURE 3.29 — Organigramme de la procédure de test bootstrap & M (M — 1)/2 hypothéses.

/
Avec cette approximation des p-valeurs, les puissances des tests pour H(() ’ ), avec un niveau

de confiance oy, ,y, pour tous 1 <m <m’ < M,

P (B < mane [ ) =P (1| > Fily s (1= cnu /D) (300)

peuvent également étre approximées, par

7ér(gm,m’v &;kn,m’) =1- FHN(gm,m’ %2 ) (F&zO,é*Q ) (1 - am,m’/Q)) ’ (345)

m,m

ot Fyy s fo 672 ) est la fonction de répartition de la loi demi-normale de parametre de position

m,m

fim,m’ €t de parametre d’échelle 67 . . Ici, le parametre de position fi,, s est estimé par Smﬁm/
et non par la moyenne bootstrap fi, ., des 3:;1 v car la procédure bootstrap reproduit le biais
d’estimation.

Estimation bootstrap non paramétrique

Une estimation bootstrap non paramétrique des p-valeurs des tests pour H(()m’ml) est égale-
ment possible, pour tous 1 < m <m’ < M, par
ey _ 1§
Ak
%W”:EzﬁquM’ (3.46)

ot 1rpcqy = 1siz € Aet 1gcqy = 1 sinon pour tout ensemble A. Ces p-valeurs non para-
métriques ne reposent sur aucun a priori sur la distribution de Smm/ hormis la symétrie, en

A

particulier 'approximation de la distribution des estimées H,, par une distribution gaussienne
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n’est pas nécessaire. Cependant, ces estimées nécessitent un nombre R d’échantillons bootstrap
suffisamment grand, comme étudié numériquement dans la section 3.5.8. De plus, contrairement
a I’approche paramétrique, I’approche non paramétrique ne permet pas d’estimer les puissances
des tests par paires par bootstrap.

3.5.3 Décisions des tests bootstrap

Les tests par paires construits précédemment aboutissent a la construction de M (M —1)/2
décisions, ne permettant pas simplement de partitionner le vecteur des M exposants d’autosi-
milarité H = (Hi,...,Hyr). Ces décisions sont tout de méme utiles pour vérifier le bon com-
portement des tests. Elles permettront également de détecter des exposants d’autosimilarité H,,
différents de tout autre exposant H,,/, avec m’ # m, dans la stratégie de partitionnement décrite
dans la section suivante.

On construit alors les décisions des tests par paires a partir des p-valeurs paramétriques p;,
suivant les procédures de correction introduites dans la section 3.4.4 pour un test a M (M — 1)7 /2
hypotheses dans le cas présent. Etant donnée la double indexation des hypotheses H((]m’m/), les
définitions des décisions doivent étre adaptées. Ainsi, les décisions issues de la correction de

Bonferroni sont définies, pour tous 1 < m < m’ < M, par

) — 1 (™) sejetée) St Dt < SO =D)72 (3.47)
dlmm) (H[()m’m) non rejetée) sinon,

ou « est le niveau de confiance du test, et les décisions corrigées par les procédures de Benjamini-
Hochberg et Benjamini-Yekutieli sont calculées comme suit :

b(r(k)) (k) . ., _ o § ‘
da =1 (H, rejetée) sik < je{l,?ji%wr(rﬁi(l)/2}j1pb(‘r(j))<m6(])’
A2 = (’Hg(w(k)) non rejetée) sinon,

(3.48)
pour tout k € {1,..., M(M —1)/2}, ou 7 est la permutation qui ordonne les p-valeurs, ﬁZ(T(l)) <
o< ﬁz(T(M(M—l)/z)) avec b une bijection qui associe un couple d’entiers (m,m’) tel que 1 < m <
m/ < M a toute valeur k € {1,..., M (M —1)/2}, et la fonction ¢, définie selon I’équation (3.35),
dépend de la procédure de correction choisie (Benjamini-Hochberg ou Benjamini-Yekutieli).

Enfin, I'hypothese nulle Hy (Hy = ... = Hjy) est rejetée si au moins une hypothese nulle
’Hém’m ) est rejetée pour une paire (m,m’). Ainsi, la décision du test pour Hy avec un niveau de
confiance « est définie par

do =1 (Hg rejetée) sidl<m<m' < M| d&m’m/) =1, (3.49)
do, =0 (Ho non rejetée) siVli<m<m' <M, d&m’m/) =0 '

Pour les tests par paires non paramétriques, les décisions des tests pour ”H(()m’m/), avec

1 < m < m' < M, sont construites suivant les mémes procédés a partir des p-valeurs non
*(NP/) d&NP,(m,m’)) d&NP) '

m,m et notees

aramétriques p . La décision pour Hy qui s’ensuit est notée
0
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3.5.4 Définition d’un graphe des exposants

Pour regrouper les exposants d’autosimilarité Hi,..., Hy; de méme valeur ensemble, on
construit un graphe dont les nceuds représentent les exposants H,, et on cherche a pondérer les
arrétes de sorte que des exposants H,, et H,, , avec m # m’, sont d’autant plus proches que la
probabilité d’égalité H,, = H,, est forte.

A cette fin, est défini un graphe pondéré par le triplet G = V,e,S)ouV=1{1,...,M} est
I’ensemble des neuds associés aux exposants d’autosimilarité (Hy, ..., Hyr), e = {(m,m')|m,m’' =
1,...,M} est 'ensemble des arrétes et les entrées Sy, ,,,y de la matrice S de taille M x M sont
les poids des arrétes. La matrice S est dénommée matrice de similarité. La matrice des degrés
D est alors définie par

M
Dy =3 Sk
Ym,m' € {1,..., M}, mm kz::l ™k (3.50)

Dy =0 sim #m/.

Plus une p-valeur p; ., est grande, plus I'égalité H,,, = H,, est probable. En conséquence,
les p-valeurs p; apparéissent comme une pondération adaptée du graphe des exposants d’au-
tosimilarité. Cebendant, si un exposant d’autosimilarité H,, est différent de tous les autres
exposants H,,/, la normalisation du laplacien dans le méthode de partitionnement spectral ex-
ploitée mene a I'impossibilité d’identifier le noeud m comme une partition d’un seul élément.
On propose donc la procédure de détection d’un nceud isolé suivante : un nceud m est isolé si
I’égalité entre I'exposant H,, et tout autre exposant H,, est rejetée, c’est-a-dire d&m’m/) =1
pour tout m’ =1,..., M tel que m’ # m. Cette stratégie est réalisée en définissant une matrice
binaire T, rapportant la détection d’exposants d’autosimilarité uniques, qui s’écrit

M m—1
T =0 si [] afm® I d™ =1,
o (351)
T =1 sinon,
pour tous m,m’ € {1,...,M}. La matrice T peut étre vue comme la matrice d’adjacence

du graphe non pondéré ou tous les exposants d’autosimilarité H,, sont connectés excepté les
exposants uniques. Le niveau de confiance prédéfini est fixé a o = 0.05 pour cette stratégie. La
procédure de correction pour obtenir les décisions dgm’m/), 1 <m < m' <M, utilisée ici est celle
de Benjamini-Hochberg, en raison de résultats numériques comparant les différentes procédures

détaillés dans la section 3.5.8.3.

Finalement, la matrice de similarité S est définie par, pour tous m,m’ € {1,..., M},
Smm! = Smtym = ﬁ:n,m’ m,m’ sim <m/, (3.52)
Sm,m = 0.

Avec cette définition, l'arréte entre des exposants H, et H, , avec m’' > m, est pondérée par 0
si I'un des deux exposants est considéré unique et par la p-valeur p; . sinon.
;

3.5.5 Partitionnement spectral

Le partitionnement spectral repose sur la définition du laplacien du graphe dont les pro-
priétés sont intéressantes (voir FILIPPONE et collab. (2008)). Dans ce travail, on considere le
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laplacien de la marche aléatoire L,,, associé a une matrice de similarité S, défini par

(Lrw)mm =1 sim=m'et Dy m #0,
S, / .
(Lrw)mm: = — o sim #m’ et Dy # 0, (3.53)
(Lrw)mm =0 sinon,
pour tous m,m’ € {1,..., M}, avec D la matrice des degrés associée & S.

Notons @1 < ... < @y les valeurs propres ordonnées de L. Si un graphe est constitué de
N¢ composantes connexes alors le laplacien £,,, est une matrice ayant exactement N¢ valeurs
propres nulles, i.e. 91 = ... = ¢y, = 0. En pratique, I'estimation du nombre de partitions
Ng¢ repose alors sur 'estimation du nombre de valeurs propres proches de 0. Cette estimation
est communément réalisée par seuillage des plus petites valeurs propres au moyen du mazimum
eigengap (AZRAN et GHAHRAMANI, 2006), c’est-a-dire la plus grande différence entre valeurs
propres successives,
vk € {1, ce, M — 1}, €k ‘= Pk+1 — Pk- (354)

Ainsi, le nombre de partitions N est estimé comme le nombre de valeurs propres proches de 0
au sens des différences entre valeurs propres successives,

A

N¢ = arg max ey. (3.55)

ke{l,..,M—1}
Finalement, le partitionnement des nceuds m € {1,..., M} en N¢ partitions est effectué a
travers le partitionnement des lignes de la matrice V' = (vq,... ,VNC) des vecteurs propres du
laplacien L., associés aux plus petites valeurs propres ¢1,...,p N En pratique, le partition-

nement des lignes de V' est effectué par lalgorithme des k-moyennes (STEINHAUS, 1957). La
stratégie de partitionnement spectral est illustrée par la figure 3.30.

Détection des exposants uniques
p-valeurs ﬁ:,, ! Décisions df,””"‘/) =1 Matrice de similarité S

||
Graphe Matrice de similarité S Laplacien Vect]e u;zprc%?;es
Noeuds Valeurs propres ordonnées Partition
o " ° (=)
() P = HEN — : .. — ® ()
® @ HEE I e ®
®) [ ] ]

FI1GURE 3.30 — Illustration de la méthode de partitionnement du graphe. Le graphe est originel-
lement pondéré par les p-valeurs des tests py, ,,,,, puis les exposants d’autosimilarité uniques sont détectés

a l'aide des décisions d((lm’m ), aboutissant & la construction de la matrice de similarité S. Une procédure
de partitionnement spectral est ensuite appliquée a S. A noter que, contrairement & ce qui est illustré
pour faciliter la compréhension, les coefficients diagonaux de la matrice de similarité S valent 0.

3.5.6 Matrice de similarité PageRank

La matrice de similarité S précédemment introduite ne peut-étre controlée par un parametre.
Suivant des travaux initiés par Esteban BAUTISTA Ru1z durant sa these (BAuTisTA Ruiz, 2019),
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on propose de construire une nouvelle matrice de similarité S, paramétrée par une valeur réelle
n, & 'aide du vecteur PageRank (BRIN et PAGE, 1998). Pour un vecteur y de taille M, le vecteur
Page Rank fy € RM du graphe G(V, ¢, S) est défini comme la solution de

argmin DL D7 4 n(f —y)TD(f —y), (3.56)
f

avec n > 0 un parametre a valeur réelle. Le premier terme, dit de régularisation, correspond
a une distance quadratique entre les entrées de f pondérée par les poids du graphe. Le second
terme, dit d’attache auxr données, correspond a une distance quadratique entre les vecteurs f et
y. Le parametre 7 est ainsi un parametre de régularisation spatiale : plus 7 est grand, moins les
entrées du vecteur f dépendent de la structure du graphe. Cette solution s’écrit explicitement,

fy = n(Ll, +n) 7y (3.57)

Pour construire la matrice de similarité paramétrée S,), appelée matrice PageRank, on associe

a chaque nceud m € {1,..., M} un vecteur PageRank comme suit :

B = (L], +ul) e, (3.58)
ott (™ est un vecteur tel que e,(Cm) =1sim=%Fket e,(Cm) = 0 sinon, pour k£ = 1,..., M.
Autrement dit, le vecteur f}gm) est la solution du probléme (3.56) pour le vecteur y = e(™),
correspondant a l'identifiant du nceud m. Ainsi, I’entrée ﬁgm) quantifie la proximité du nceud m

aux autres noeuds du graphe. Lorsque 7 est tres grand, le vecteur f}gm) ~ e(™) indique que le

neeud m est trés éloigné de tous les autres, tandis que pour n = 0, toutes les entrées de f}sm)
sont quasiment nulles.
Finalement, on définit la matrice PageRank paramétrée par n comme suit :
S, =D % F, D"z —1, (3.59)
ol les entrées de F,, sont définies, pour tout m,m’ € {1,..., M}, par
(F)mr = min((EF™)r, (B)) 1), (3.60)
et
D= 9 R : . (3.61)
0 0 (A n)M M

La procédure de partitionnement spectral décrite dans la section 3.5.5 est alors appliquée au
graphe (V,¢€,.Sy), c’est-a-dire le graphe dont les nceuds sont les exposants d’autosimilarité H,, et
les arrétes sont pondérées par les entrées de S,. En pratique, pour éviter les erreurs numériques
sur les degrés des noeuds isolés liées a I'inversion matricielle dans le vecteur PageRank, le parti-
tionnement est effectué sur le graphe G, = (V, ¢, S, ©T'), ou ® dénote le produit de Hadamard
(point par point).
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3.5.7 Synthése des notations et formules

& Formulaire récapitulatif sur les tests gaussiens

Les différentes quantités relatives aux tests des hypotheéses Hém’m) (H,, = Hpy) pour
1 <m < m’ < M sont rappelées dans le tableau suivant.
Définition _ Estimateur bootstraP ‘
parameétrique ‘ non parametrique
Statistiques des tests par paires
B ) r=1,..,R 50, r=1,..,R
Parameétres des statistiques
(st Gt | Aucun (BB )
P-valeurs des tests par paires
~ ~x(NP) 1 A . ?
Proms B’ = R 2::1 Y i<z | P =2 (1 —Ew <07&ﬁ,m/>(|5mvm’|))
Puissance des tests par paires
#(fims Gm) Aucun A (Omms> 57y ) (Eq. (3.45))
Décision de rejet des tests par paires
Inconnue d&NP’(m’ml)) d&m’ml)
Décision de rejet du test pour Hoy
Inconnue d(()NP) do

& Formulaire récapitulatif sur le partitionnement spectral

Les différentes quantités relatives au partitionnement spectral sont rappelées dans le
tableau suivant.
Matrice de similarité S (Eq. (3.52)) ou S, (Eq. (3.59))
M
Degré du nceud m e o = Z Sin ty
k=1
Laplacien du graphe Lrvw (Eq. (3.53))
Valeurs propres du laplacien Plyeee s OM
Eigengap €k = Pk+1 — Pk
Nombre de partitions estimé Ne = arg max eg
ke{l,.,M—1}
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3.5.8 Performances des estimateurs, du test et du partitionnement

Les performances de la stratégie de partitionnement présentée ci-dessus sont évaluées sur
des M-mBf synthétiques au travers de simulations de Monte Carlo dont la configuration est
présentée dans la section 3.4.7.

3.5.8.1 Propriétés des statistiques

Les tests par paires reposent sur la normalité asymptotique des statistiques Smm/ et 'écart

de la moyenne fiy, s de Sm,m/ a 0 sous une hypothese alternative H(lm’m ), pour 1 < m <
m’ < M. Pour vérifier ce comportement, la figure 3.31 montre les diagrammes quantile-quantile
des distributions empiriques des statistiques de test d,, s contre des distributions gaussiennes
centrées d’écart-types &, s estimés par Monte Carlo pour 1 < m < m’ < M, les différents
scénarios et une taille d’échantillon N = 26, Comme prévu, sous les hypothéses nulles ’H((]m’m ),
les distributions des statistiques 6, sont trés bien approximées par des lois normales centrées
dans les différents scénarios, ce qui valide 'a priori fi, v ~ 0. De plus, sous des hypotheses
alternatives HY’”” ), quel que soit le scénario, les distributions des statistiques Smm/ sont bien
approximées par des lois normales non centrées, et leurs moyennes s’écartent d’autant plus de 0

que les exposants d’autosimilarité H,, different (i.e. |fiy, m/| > 0).

On peut cependant observer que, dans le scénario 3, I’écart de fi,, v & 0 n’est pas le méme

pour différentes hypothéses alternatives Hgm’m/) correspondant & un méme écart |H,,s — H,,| . En
effet, cet écart est plus important pour les couples (m,m’) tels que m € {3,4} et m’ € {5,6} que
pour les couples (m,m') tels que m € {1,2} et m’ € {3,4}. Pourtant, pour ces différents couples,
I'écart entre exposants d’autosimilarité est le méme : |H,,,y — Hy,| = 0.2. Ceci est 1ié au fait que
les estimées Hi, ..., Hys ont des biais légerement différents, fait illustré dans la section 2.5 par
la figure 2.11.

Ces observations confirment la pertinence de tests construits a partir de ces statistiques. En
effet, les a priori permettant le calcul des p-valeurs py , , des tests par paires, a savoir I'égalité

fim.m’ = 0, et la gaussianité de Smm/, sont approximativement valides. De plus, le comportement

de gmm/ differe significativement entre I’hypothese nulle ’H(()m’m) et une hypothese alternative

,Hgm,m’) '
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FicURE 3.31 — Distributions des statistiques Sm,m:. Diagrammes quantile-quantile de Smym/ au
travers des réalisations de Monte Carlo contre une loi normale centrée de parametre &, , estimé par
Monte Carlo pour 1 < m < m’ < M, les différents scénarios et une taille d’échantillon N = 26, Les cases
9

rouges indiquent les écarts a ”H(()m’m . Les distributions des statistiques Smmf sont bien approximées par

des distributions normales, dont les moyennes s’écartent de 0 sous des hypothéses alternatives Hgm’m )
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3.5.8.2 Comportement des tests par paires

Tests paramétriques

Pour vérifier le comportement des tests par paires paramétriques, il faut s’assurer que les
. . Sx . . . . 7 Ak
statistiques bootstrap 5m7m, suivent bien des lois gaussiennes et que leurs écart-types 6, ../
approximent correctement les parametres des tests G, 7, pour 1 <m < m’ < M.

En premier lieu, la figure 3.32 montre les diagrammes quantile-quantile des distributions
empiriques des statistiques bootstrap ¢, ., pour une réalisation de Monte Carlo choisie arbitrai-
rement contre des distributions gaussiennes centrées d’écart-types 67, pour 1 <m < m’ < M,

les différents scénarios et une taille d’échantillon N = 216, Quelle que soit I’hypothese (Hém’m/)

. m,m’ . . . N N . .y .
vraie et H(() ™) non vraie), les statistiques ¢, ., sont tres bien approximées par des lois nor-
males centrées (i.e. i1, .~ 0), comme attendu puisque la procédure bootstrap vise a reproduire

b

)

le comportement de vam/ sous I’hypothése nulle H(()m,m/ '

Ces résultats assurent la bonne construction de I'estimateur bootstrap On,me des parametres
de test 6,4, . Pour quantifier la qualité de l'estimation, le tableau 3.7 rapporte les valeurs
des parametres de test Gy, s estimés par Monte Carlo et de leurs estimées bootstrap 6;;17”1,
moyennées sur les réalisations de Monte Carlo pour 1 < m < m/ < M et les différents scénarios.

On remarque tout d’abord que les parametres 6, ., different peu entre les scénarios, ce qui
(m’m/)

signifie que seuls les moyennes fi,, ,,,» different entre I’hypothese nulle H, et une hypothese
alternative Hgm’m) De plus, dans tous les cas (’H(()m’m) vraie et ”H(()m’m) non vraie), les des

*

parametres bootstrap Omm

, sont de trés bonnes estimées des &y, .

En complément, la figure 3.33 montre les diagrammes quantile-quantile des p-valeurs p;
des tests par paires estimées par Monte Carlo contre une loi uniforme pour les différents scénarios.
Comme attendu théoriquement, sous les hypothéses nulles ’H((]m’ml), les distributions des p-valeurs
ﬁ;lvm, sont bien approximées par une loi uniforme, ce qui suggere le comportement adéquat de

I’estimateur bootstrap 6* (censé suivre une loi de Student). Sous des hypotheses alternatives

m,m’
/
m,m . . . A~ NS , . . . .
”HE ), les distributions des p-valeurs p; ., sont trés éloignées de distributions uniformes,

d’autant plus pour des grands écarts entre exposants d’autosimilarité |H,,,» — Hp,|.

Pour quantifier les résultats précédents, le tableau 3.8 rapporte les puissances empiriques
des tests par paires obtenues par moyenne des décisions non corrigées de rejet Py < Q!

N

sur les réalisations de Monte Carlo et leurs estimées bootstrap #(dmms, Gy, ) (cf: Eq. (3.45))
pour un niveau de confiance prédéfini oy, v = 0.05. Ces résultats montrent que :

(1) sous I’hypothese nulle Hgm’m ) , comme prévu, le taux de fausse détection est bien recons-

truit, et ce dans tous les scénarios ;

(7i) sous les hypotheses alternatives ’Hgmm ), les puissances de tests sont satisfaisantes, surtout
pour des exposants H,, et H,, de valeurs éloignées;

A

(7i7) et les estimées bootstrap ﬁ(émm/,&;,m,) sont de bonnes approximations des puissances

empiriques des tests sous les hypotheses alternatives ’Hgmm ), mais les surestiment sous les

(m,m’)

hypotheses nulles H, .

On observe également que, dans le scénario 1, la puissance empirique est plus importante pour
les couples (m,m’) tels que m € {3,4} et m’ € {5,6} que pour les couples (m,m’) tels que
m € {1,2} et m’ € {3,4}, ce qui est en accord avec 'écart de fin, .,y & 0 observée dans la
figure 3.31, figure qui relate le comportement de la distribution de Smm/.
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FIGURE 3.32 — Distributions des S:n,m,. Diagrammes quantile-quantile de 8:1,177,’ pour une réalisa-
tion de Monte Carlo contre une loi normale centrée d’écart-type 67, ,,, pour 1 < m < m' < M, les
différents scénarios et une taille d’échantillon N = 26 . Les cases rouges indiquent les écarts & H(()m’m ),
Les distributions des statistiques bootstrap oy, ... sont bien approximées par des distributions normales

centreées.
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TABLEAU 3.7 — Estimation des parametres des tests &, m/. Estimées bootstrap 67, ., des para-
metres Gy, .,y (moyennes de Monte Carlo + intervalles de confiance a 95 %) pour 1 < m < m/ < M, les
différents scénarios et une taille d’échantillon N = 2'6. Les cases rouges correspondent aux écarts par
rapport a ’H(()m’m/).

%102 2 3 4 5 6 M, 2 3
Gommt 7.81] 7.63] 7.59] 7.35] 7.48 7.86] 8.01
5 759 7.51| 7.42] 750] 7.65| = 777 7.76
m,m/ +0.74| £0.76 | £0.77| £0.77 | £0.80 +0.79| +£0.86
G 6.83] 6.84] 6.86] 7.00 751
5 6.54| 6.70] 6.82] 6.98] 717
mym/ +0.57 | +0.62 | +0.65 | £0.71 +0.72
Gt || 2 5.82] 6.36] 6.43 2
s | 2 5.63] 6.19] 6.38] = || 2
mm’ || 8 +0.53| £0.55 | £0.62 g
n wn
G 5.73] 6.18 5.27] 7.13
5 5.47| 5.89| » 551 6.61] &
m,m/ +0.49 | +0.58 +0.60| £0.69
Grnm’ 5.45 6.26
5 5.39| « 5.87 |
m,m/ +0.56 +0.60
x 102 2
Grnm? 6.32
5 6.83
m,m’ +0.77
&m,m/
&;,m’
~ o™ <t
Om,m' ||.9 Q
— —
s < <
Um,m’ 5 GQJ
[} Q
n wn
&m,m/
&;,m’
Grnn 6.94 7.00
5 6.39] ot 6.43] o
m,m/ +0.70 +0.70
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FIGURE 3.33 — Distributions des p-valeurs paramétriques ﬁ;"n,m,. Diagrammes quantile-quantile
de py, . au travers des réalisations de Monte Carlo contre une loi uniforme pour 1 < m < m' < M, les
différents scénarios et une taille d’échantillon N = 216, Les cases rouges indiquent les écarts a H™"™.
Les distributions des p-valeurs bootstrap paramétriques py, .., sont bien approzimées par des distributions
)

(m,m”)
1 .

uniformes sous les hypothéses nulles Hém’m , et s’en écartent sous des hypothéses alternatives H
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TABLEAU 3.8 — Estimation des puissances des tests paramétriques. Estimées bootstrap @ (0y,m’, 07, ,,,/) (moyenne de Monte Carlo et intervalle
interquartile) des puissances empiriques, obtenues comme la proportion de rejet Dy < Qm,m’ sur les réalisations de Monte Carlopour 1 <m<m' <M,

’
. 7 7 . . . 7 . 7 N m,m
les différents scénarios, un niveau de confiance v, ' = 0.05 et une taille d’échantillon N = 216, Les cases rouges correspondent aux écarts a H(() m),

’ /7
2 3 4 5 6 [, 2 3 4 5 6 M7
(Lpr  <0.05) 0.06 0.06 0.06 0.04 0.05] _ 0.07 0.07 _
» ) 0.18 0.17 0.18 0.17 0.16 0.18 0.18
TOm,ms o, 0.07 — 0.22 | 0.06 — 0.22 | 0.06 — 0.23 | 0.06 — 0.21 | 0.06 — 0.21 0.06 — 0.24 [ 0.06 — 0.24
(Lp-  <00s) 0.06 0.06 0.06 0.05] . 0.06 -
i . 0.18 0.17 0.17 0.17 0.18
A (Om,ms G ) 0.06 — 0.22 | 0.06 — 0.22 | 0.06 — 0.21 | 0.06 — 0.21 0.06 — 0.23
I+ <o0s) g 0.06 0.06 0.06] _, § »
< = 0.18 0.17 0.17 =
~ ~ % o =1
A (Om,m T ) 8 0.06 — 0.23 | 0.06 — 0.22 [ 0.06 — 0.22 3
(Lp+ <0.05) 0.06 0.07] 0.04 0.08] _
+(5 ) 0.18 0.18 0.16 0.19
T (O s O g 0.06 — 0.21 [ 0.06 — 0.25 0.01 — 0.18 | 0.02 — 0.26
<1ﬁ:‘n m/ <0.05> 0.06 o 0.09 o
A(S Ak ) 0.17 0.19
T Om,m/s Oy m/ 0.06 — 0.21 0.06 — 0.23
’ ’
2 3 4 5 6 [ 2 3 4 5 6 M)
(11‘,; ! <0,05> 004 — —_
o . 0.16
7 (Om,ms ) 0.06 — 0.19
Tpr  <00) - 0.07 0.08 -
G ) 0.18 0.19
T Om,m?s Ty 0.06 — 0.22 | 0.06 — 0.26
(1;%* m,<0.05> ,Oé 0.07 ) é 0.07 w
A g 0.18 = 0.18
~ ~ % =} =]
7 (Om,m s O ) g 0.06 — 0.25 3 0.06 — 0.22
n 0n
(1ﬁjn m,<0.05> ~ -~
'fr(Sm’m/, a—:n,m’)
(1;[); m/ <0.05> 0.08 o 0.07 o
- (5 . 0.19 0.19
T (Om,m’s G, m) 0.01 — 0.22 0.06 — 0.24

squesodxo,p soared red 9111e89,p SIS0, 'G'¢
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Tests non paramétriques

Les tests par paires non paramétriques reposent sur le fait que la distributions de la sta-
tistique bootstrap 6;%7%, approxime bien la distribution de la statistique 0, ,,,» sous I'hypothese

)

nulle ’Hgm’m,) et s’en écarte sous une hypothése alternative ’Hgm’m/ ,pour 1 <m <m/ < M.

Tout d’abord, la figure 3.34 montre les diagrammes quantile-quantile des distributions em-
piriques des statistiques bootstrap (5;‘;17m, pour une réalisation de Monte Carlo contre les distribu-

tions des Smm/ estimées par Monte Carlo pour 1 < m < m/ < M, les différents scénarios et une
taille d’échantillon N = 2'6. Comme attendu, les statistiques Sm’m/ et les statistiques bootstrap

3;‘71,77# ont des distributions trés proches sous les hypotheses nulles H[()m’m) et tres différentes
sous des hypotheses alternatives HY'”” ). Plus précisément, sous Hgm’m ), les statistiques Smm/

et oy ., suivent approximativement des lois identiques de méme variance mais de moyennes dif-
b

férentes, et ces moyennes different d’autant plus que I’écart entre les exposants d’autosimilarité

associés |H,, — H,,| est grand.

En supplément, la figure 3.35 montre les diagrammes quantile-quantile des p-valeurs non
*(NP)

m.m des tests par paires estimées par Monte Carlo contre une loi uniforme pour
b

paramétriques p
1 <m <m' <M et les différents scénarios. Comme prévu, sous les hypotheses nulles ’Hém’m ),
*(NP)

m.m’ Par une loi uniforme est satisfaisante. Sous
b

des hypotheses alternatives ’HY”” ), les distributions des p-valeurs ﬁ*m(l\g) ne suivent plus une loi

uniforme, d’autant moins que les exposants d’autosimilarité associés H,, et H,, sont différents.
Ce comportement assure la reproduction des hypotheses nulles H((]m’m ) et une puissance de test

suffisante.

I’approximation des distributions des p-valeurs p

Pour quantifier les résultats précédents, le tableau 3.9 rapporte les puissances empiriques
des tests par paires non paramétriques obtenues comme moyennes des décisions non corrigées
de rejet ﬁfél\g) < Q. au travers des réalisations de Monte Carlo pour les différents scénarios
et un niveau de confiance prédéfini oy, v = 0.05. Le niveau de confiance ciblé o, ,,,y est bien
reconstruit sous H(()m’m,), et la puissance est grande sous Hgm’m/) et augmente avec I'écart | H,, —
H,,|. Ces puissances des test sont similaires aux puissances des tests par paires paramétriques

rapportées dans le tableau 3.8.

Conclusions

Les approches paramétriques et non paramétriques permettent toutes deux une bonne re-
construction des hypotheses nulles par paires ’H(()m’m) et atteignent des puissances similaires.
La procédure paramétrique permet en plus d’obtenir de bonnes estimations bootstrap des puis-

sances des tests.
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FiGURE 3.34 — Reproduction des distributions des Sm,mf par 5
quantile de Sj‘nM, pour une réalisation de Monte Carlo contre 5m,m/ au travers des réalisations de Mont
Carlo pour 1 < m < m’ < M, les différents scénarios et une taille d’échantillon N = 26, Les cases
rouges indiquent les écarts a H(()m’m,). Les distributions des statistiques bootstrap S:mm, et des statistiques

N

’
. . . A . . . . \ m,m
Om.m/ Sont similaires, de méme variance, et de moyennes similaires sous les hypothéses nulles ’H(() m)

et différentes sous des hypothéses alternatives Hgm’m ),
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FiGure 3.35 — Distributions des p-valeurs non paramétriques ﬁ:g:f,). Diagrammes quantile-

quantile de ;6;51\:5) au travers des réalisations de Monte Carlo contre une loi uniforme pour 1 < m <
m’ < M, les différents scénarios et une taille d’échantillon N = 2'6. Les cases rouges indiquent les écarts
*(NP)

m,m’

a H((,m’m ). Les distributions des p-valeurs bootstrap mon paramétriques p sont bien approrimées

par des distributions uniformes sous les hypothéses nulles H(()m’m)

alternatives Hgm”" ) .

, et s’en écartent sous des hypotheses
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TABLEAU 3.9 — Puissance des tests non paramétriques. Puissances empiriques obtenues comme
L ., (NP
moyennes des décisions non corrigées des tests pni m) < Qm,me sur les réalisations de Monte Carlo pour

1 <m < m' <M, les différents scénarios, un niveau de conﬁance Qm,m = 0.05 et une taille d’échantillon

!
N =26, Les cases rouges correspondent aux écarts par rapport a ’H(()m’m ).

2| 3| 4| 5| 6
0.07[0.06]0.06]0.05]0.06] ~
3 [0.07]0.07]0.05[0.06] v ||
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3.5.8.3 Détection des exposants d’autosimilarité uniques

Pour détecter les exposants d’autosimilarité H,, différents de tous les autres exposants H,,,
avec m # m’, la matrice de similarité du graphe fait appel aux décisions corrigées des tests
par paires, ce qui implique le recours a une des procédures de correction introduites dans la
section 3.5.3.

Le comportement des différentes procédures de correction est évalué a travers les décisions

&NP) pour ’hypotheése nulle Hy (H; = ... = Hys). La
figure 3.36 rapporte les décisions paramétriques d,, et non paramétriques d&NP) moyennées sur les
réalisations de Monte Carlo sous I’hypothése nulle Hy (Scenariol) pour les différentes procédures
de correction en fonction du niveau de confiance prédéfini a.. Le test paramétrique garantit la
bonne reconstruction du niveau de confiance prédéfini o avec les procédures de Bonferroni et
Benjamini-Hochberg, mais est trop conservatif avec la procédure de Benjamini-Yekutieli. En
revanche, le test non paramétrique ne reconstruit correctement le niveau de confiance prédéfini
que s’il est suffisamment grand en raison de la nature discrete de la distribution de la statistique
bootstrap 5;:1 - Par ailleurs, le test paramétrique permet une meilleure reconstruction de «
que le test non paramétrique. Dans la suite, on ne considére donc que les tests par paires
paramétriques.

paramétriques d, et non paramétriques d

Ensuite, pour évaluer la méthode de détection d’exposants d’autosimilarité uniques, le ta-
bleau 3.10 rapporte le nombre de réalisations de Monte Carlo pour lesquelles un exposant H,,
a été détecté comme unique selon la définition de la matrice T (cf. Eq. (3.51)) pour différentes
procédures de correction et différentes tailles d’échantillon N sous le scénario 4 (ou seul Hj est
unique). L’exposant unique est bien mieux détecté avec la procédure de Benjamini-Hochberg
que celle de Bonferroni, notamment pour les tailles d’échantillon N = 26 et N = 217, De plus,
I’exposant unique est d’autant mieux détecté que la taille d’échantillon N est grande, ce qui
est conforme a I’évolution des puissances de test avec N rapportée précédemment par le ta-
bleau 3.8. En revanche, le nombre d’exposants détectés a tort comme uniques augmente aussi
avec N, notamment pour la procédure de Benjamini-Hochberg.
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FIGURE 3.36 — Reproduction de Hq. Décisions des tests (a gauche) paramétriques d, et (& droite)

non paramétriques d((xNP) (voir Section 3.5.2) moyennées sur les réalisations de Monte Carlo en fonction
du niveau de confiance o pour différentes procédures de correction sous Hy (Scenariol) avec une taille
d’échantillon N = 2'6. Les lignes noires pointillées indiquent les valeurs théoriques attendues, c’est-a-
dire la premiere bissectrice. Les procédures de Bonferroni et Benjamini-Hochberg assurent une bonne
reconstruction du niveau de confiance ciblé «. L’approche paramétrique permet une reconstruction des
petites valeurs de o contrairement a l’approche non paramétrique.

TABLEAU 3.10 — Détection des exposants d’autosimilarité uniques. Nombre de réalisations pour
lesquelles un exposant H,, est considéré comme isolé (i.e. le nceud m est de degré nul, Dy, ,, = 0) parmi
les Nyic = 1000 réalisations de Monte Carlo sous le scénario 4 en suivant la stratégie de partitionnement
définie en section 3.5.5 a partir des p-valeurs py, ..., pour différentes procédures de correction avec a = 0.05
et différentes tailles d’échantillon V. Les cases rouges indiquent les exposants d’autosimilarité H,, uniques.

’NH Hmzl‘sz‘m:3‘m:4‘m:5‘m: ‘
16 Bonferroni 0 0 0 2 3
2 Benjamini-Hochberg 1 0 0 13 20
17 Bonferroni 0 0 0 5 2
2 Benjamini-Hochberg 9 4 7 42 35
18 Bonferroni 0 0 0 5 2
2" | Benjamini-Hochberg 11| 14| 15| 51| 49

La procédure de détection des exposants d’autosimilarité uniques présente un comportement
adéquat au partitionnement, ce qui assure la bonne construction de la matrice de similarité S du
graphe. Etant donnés les résultats obtenus, c’est la procédure de Benjamini-Hochberg & partir
des p-valeurs paramétriques ﬁjn’m, qui sera utilisée pour obtenir les décisions d&m’m/), avec un
niveau de confiance o = 0.05, dans le reste de ce chapitre.

3.5.8.4 Performances du partitionnement

La stratégie de partitionnement de H consiste a exploiter les caractéristiques du laplacien de
la matrice de similarité S construite a partir des p-valeurs paramétriques p;, , . et des décisions
dg[m’m) des tests associés pour 1 < m < m’ < M. Les résultats précédents assurent la bonne
construction des p; ., et d&m’m ), et donc de la matrice S. On s’intéresse désormais a la pertinence
de la matrice de similarité .S pour effectuer un partitionnement spectral, stratégie introduite dans

la section 3.5.5.
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En guise d’illustration de la stratégie de partitionnement, la figure 3.37 donne un exemple
de matrice de similarité S ainsi que les valeurs propres ordonnées @1, ... s du laplacien L,y du
graphe associé sous le scénario 3, pour une réalisation de Monte Carlo et une taille d’échantillon
N = 2'8 La matrice S permet de distinguer facilement les différentes partitions et le maximum
eigengap es = 4 — (p3 apparait ici comme une mesure pertinente de la proximité des valeurs
propres 1, @2, @3 a 0.

2 H
0.6 15 +
5 1
0.4 05
02 OH + +
12 3 4 5 6
k

0

FIGURE 3.37 — Exemple de matrice de similarité S. Matrice de similarité S (& gauche) et valeurs
propres @1, ..., oy du laplacien du graphe associé (& droite) pour une réalisation de Monte Carlo et une
taille d’échantillon N = 2! sous le scénario 3 (composé de 3 partitions & 2 éléments).

Dans cette stratégie, le nombre de partitions est estimé en identifiant le maximum eigengap
(Eq. (3.55)), mesure dont la pertinence peut dépendre de la matrice de similarité S choisie. La
figure 3.38 présente les histogrammes du nombre estimé de partitions N¢ pour les différents
scénarios et différentes tailles d’échantillons N = 216 217 218 Pour les différents scénarios et
les différentes tailles d’échantillon IV, la procédure proposée détecte dans la majorité des cas le
nombre correct de partitions, excepté pour le scénario 4 avec N = 216 en raison de la mauvaise
détection de ’exposant unique H; a faible taille d’échantillon. Ceci démontre que la stratégie de
partitionnement conduit a des résultats satisfaisants concernant le nombre de groupes détectés
de méme valeur H,,, et ce d’autant que la taille d’échantillon IV est grande.
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1 |
4004 ao0r |5 400t || 400
200 + 200 —f— 200 200
ol 0 —= 0 0=
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1000 — 5] 1000 ——————~——= 1000 57| 1000 T
800 i 800f [ | 800 ] 800 ]
600} | | 600f [ 1 | 600 1'« 600 j',
1
a00f 4] a0} |5 400 ] 400 T
|
200 J— 200 B 200 [ 200 L
| { {
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1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
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FIGURE 3.38 — Estimation du nombre de partitions. Histogrammes des nombres de partitions estimés
N¢ suivant la stratégie de partitionnement définie en section 3.5.5 pour (a) 1 partition, (b) 2 partitions
et (c-d) 3 partitions pour différentes tailles d’échantillon N. Les lignes rouges pointillées indiquent le
nombre exact de partitions.
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Ensuite, les partitions sont définies & partir du partitionnement des N¢ premiers vecteurs
propres (ordonnés selon les valeurs propres ¢1 < ... < ¢jr) du laplacien £,,, de la matrice de
similarité S par I'algorithme des k-moyennes. Le tableau 3.11 rapporte les performances de cette
stratégie de partitionnement en termes d’ARI et NMI (cf. Section 3.4.7.6 et Annexe C) pour
les différents scénarios et différentes tailles d’échantillon N. La stratégie a des performances
satisfaisantes méme pour une petite taille d’échantillon N = 26, avec des NMI et ARI allant
jusqu'a 86% et 87%, respectivement. Par ailleurs, pour les scénarios 2, 3 et 4 constitués de
plusieurs partitions, les performances augmentent avec la taille d’échantillon N. En revanche,
pour le scénario 1 constitué d’une seule partition, les performances varient peu avec la taille
d’échantillon V.

TABLEAU 3.11 — Performances de la stratégie de partitionnement. ARI et NMI (moyenne de Monte
Carlo + intervalle de confiance & 95%) de la stratégie de partitionnement définie dans la section 3.5.5
pour les différents scénarios et différentes tailles d’échantillon V.

’ N H H Scenariol ‘ Scenario2 | Scenario3 | Scenario4 ‘
16 NMI n/a 0.75£0.02|0.86 + 0.01 [0.78 + 0.01
ARI||0.87 £0.02|0.69 £ 0.02|0.71 + 0.02|0.60 £ 0.02
17 NMI n/a 0.95+0.01/0.95+0.01]0.95 £ 0.01
ARI|{/0.83 £0.02(0.93 +0.01]0.89 £ 0.01|0.89 £+ 0.01
18 NMI n/a 0.99 £ 0.00|0.98 £ 0.00 [ 0.98 + 0.00
ARI[|0.83 £0.02/0.98 +0.01[0.95 £ 0.01{0.95 £ 0.00

De facon surprenante, pour une taille d’échantillon N = 216, les performances de partition-
nement sont équivalentes entre les scénarios 2, 3 et 4, et ce bien que la détection du nombre
de partitions atteigne les meilleures performances dans le scénario 2 et les moins bonnes dans
le scénario 4, d’apres la figure 3.38. Ceci est di & une mauvaise affectation des noeuds dans
différentes partitions en raison de faibles puissances de tests rapportées dans le tableau 3.8.

Ces résultats valident la stratégie de partitionnement spectral détaillée en section 3.5.5.

3.5.8.5 Performances du partitionnement PageRank

La stratégie de partitionnement du vecteur H peut étre contrdlée par un parametre en
effectuant le partitionnement spectral sur le graphe G, = (V,¢€, 5, ® T'), pondéré par la matrice
de similarité PageRank S,, donnée par I’équation (3.59), comme décrit dans la section 3.5.6.
Les résultats précédents assurent la bonne construction de la matrice de similarité S a partir de
laquelle est construite la matrice S;,.

Pour illustrer la stratégie de partitionnement PageRank, la figure 3.39 donne, pour une
méme réalisation de Monte Carlo, des exemples de matrice de similarité PageRank S, ainsi que
les valeurs propres ordonnées @1 < ... < ¢ du laplacien L.y du graphe associé pour plusieurs
paramétres 7 sous le scénario 3 (i.e. 3 partitions) et une taille d’échantillon N = 2. On
observe que pour certaines valeurs du parametre 7 (grandes en 1'occurrence), les trois premieres
valeurs propres 1, p2, @3 du laplacien s’approchent davantage de 0, mais aussi que le maximum
eigengap ez = @4 — w3 est plus grand. Ce comportement se répercute sur la forme de la matrice
de similarité S, : les poids (S))m m’ associés a I'inégalité H,, # H,, sont beaucoup plus faibles
relativement aux poids (Sy)m,,m/ associés a I'égalité H,, = H,,. Ainsi, les parametre 1 controle
la parcimonie de la matrice de similarité PageRank S,
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Tout d’abord, on s’intéresse a I’estimation N¢ du nombre de partitions N¢ a ’aide du maxi-
mum eigengap (cf. Eq. (3.55)) sur le graphe G,,. La figure 3.40 rapporte les nombres de partitions
estimés Ng (moyennées sur les réalisations de Monte Carlo) dans le cadre du partitionnement
PageRank (en rouge) en fonction du parametre n pour différentes tailles d’échantillon N et les
différents scénarios. Pour comparaison, les nombres de partitions estimés a partir de .S sont
donnés en bleu. On constate que le nombre de partitions estimé Nc augmente avec le parametre
n. Dans le cas d'une seule partition (Scenariol), le nombre de partitions est correctement estimé
pour des valeurs de n proches de 0 et surestimé pour des valeurs de n plus grandes. Lorsque
le vecteur des exposants d’autosimilarité H est constitué de plusieurs partitions (en loccur-
rence les scénarios 2, 3 et 4), le partitionnement sous-estime fortement le nombre de partitions
N¢ lorsque 7 est proche de 0 et une taille d’échantillon faible (N = 26 en l'occurrence). De
surcroit, des valeurs de 7 suffisamment grandes permettent au partitionnement d’atteindre des
performances d’estimation du nombre de partitions N¢ similaires, voire supérieures, a celles du
partitionnement & partir de la matrice de similarité S.

Enfin, le partitionnement du graphe G, en ]\7@ partitions se fait a travers le partitionnement
en k-moyennes des vecteurs propres associés aux N¢ plus petites valeurs propres Ly PR
méthode détaillée dans la section 3.5.6. Les performances de cette stratégie sont quantifiées
dans la figure 3.41 pour le partitionnement PageRank (en rouge) en termes d’ARI et NMI en
fonction du parametre n pour les différents scénarios et différentes tailles d’échantillon N. Pour
comparaison, les performances du partitionnement & partir de S sont données en bleu. Pour
une partition unique (scénario 1), les performances décroissent lorsque le parameétre n croit, ce
qui est en adéquation avec la surestimation du nombre de paritions observée précédemment.
En conséquence, le parametre 1 apparait comme un parametre de contrdle du taux de fausse
alarmes associé a I’hypothese nulle Hy (présence d’une unique partition). Pour les scénarios
2, 3 et 4, ou le vecteur H est divisé en plusieurs partitions, aux tailles d’échantillon N =
216 217 'les performances sont treés faibles pour de petites valeurs de 1 petites mais atteignent
des performances satisfaisantes pour des valeurs de 7 plus grandes, pouvant méme surpasser celles
du partitionnement & partie de la matrice de similarité S. A la taille d’échantillon N = 218, les
performances varient peu avec 7 et sont similaires a celles du partitionnement a partir de S.

En conclusion, la stratégie de partitionnement PageRank permet d’ajuster le taux de fausses
alarmes associé a I’hypothese nulle Hy comme le permet la méthode de partitionnement a partir
de tests par paires des exposants d’autosimilarité ordonnés présentée dans la section 3.4. Qui
plus est, le parametre 7 peut étre ajusté manuellement en fonction de la forme de la matrice de
similarité PageRank S, et du comportement des valeurs propres du laplacien associé. Cette mé-
thode ne montre cependant pas de meilleures performances que la stratégie de partitionnement
a partir de la matrice de similarité S dans des scénarios & plusieurs partitions pour un faible
nombre de composantes M = 6.

3.5.9 Conclusions

La présente section congoit une stratégie de dénombrement des exposants d’autosimilarité
H,, a partir de M (M —1)/2 tests d’égalité par paires d’exposants exploités a ’aide d’une struc-
ture de graphe. Les exposants d’autosimilarité H,,, associés aux nceuds du graphe, sont estimés a
partir d’une seule observation de taille finie de données multivariées suivant la procédure d’esti-
mation présentée dans le chapitre 2. Les propriétés de I'estimateur permettent une connaissance
satisfaisante des distributions des statistiques de test choisies, et les parametres de ces statis-
tiques sont estimés a partir de la procédure de ré-échantillonnage bootstrap par blocs présentée
dans la section 3.2. Les arrétes du graphe sont alors pondérés a ’aide des tests par paires ainsi
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FIGURE 3.39 — Exemples de matrices de similarité PageRank S,,. Matrices de similarité PageRank
Sy, (en haut) et valeurs propres @1, ..., ¢, des laplaciens associés (en bas) pour une méme réalisation
de Monte Carlo, différents parameétres 1 et une taille d’échantillon N = 2!¥ sous le scénario 3 (H =
(0.4,0.4,0.6,0.6,0.8,0.8)).
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FIGURE 3.40 — Estimation du nombre de partitions. Nombres de partitions estimés Ne (moyennes
Monte Carlo avec intervalle de confiance a 95%) par la stratégie de partitionnement effectué a partir de
(en bleu) la matrice de similarité S et (en rouge) la matrice de similarité PageRank S, en fonction du
parameétre 1) pour les différents scénarios et (de haut en bas) différentes tailles d’échantillon N. Les lignes
magenta pointillées indiquent le nombre exact de partitions.
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FIGURE 3.41 — Performances de la stratégie de partitionnement PageRank. Performances en
termes d’ARI et NMI (moyennes de Monte Carlo + intervalle de confiance & 95%) de la stratégie de
partitionnement définie dans la section 3.5.5 en utilisant (en bleu) la matrice de similarité S définie par
I’équation (3.52) et (en rouge) la matrice de similarité PageRank .S, définie par I’équation (3.59) pour les
différents scénarios et (de haut en bas) différentes tailles d’échantillon N. Les lignes magenta pointillées
indiquent les valeurs idéales de performances, & savoir 1.
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construits, pondération traduite par une matrice de similarité.

Deux matrices de similarités sont proposées, I'une paramétrée contrairement a ’autre. La
premiere matrice est construite a partir de la combinaison des p-valeurs des tests et d’une
procédure de correction pour un test & hypotheses multiples. La seconde matrice est construite
a partir de cette premiere matrice et du vecteur PageRank, vecteur qui fait appel & un parametre.
Une procédure de regroupement spectral est appliquée a ces deux matrices de similarité et évaluée
numériquement sur des simulations de Monte Carlo, réalisées sur des M = 6-mBf synthétiques,
pour différents nombres de partitions et différentes tailles d’échantillon. Les résultats montrent
que la procédure de tests bootstrap est correctement construite. De plus, les deux matrices de
similarité permettent d’atteindre de bonnes performances de partitionnement. La stratégie de
partitionnement PageRank a l'avantage de permettre de controler la détection d’une unique
partition. Une étude et une comparaison des deux stratégies de partitionnement sur davantage
de composantes, M = 20, est faite dans la section 3.6.

3.6 Comparaison des méthodes

Cette section vise a confronter les cing différentes procédures présentées dans les trois sec-
tions précédentes, a savoir la méthode de détection de ’hypothéese nulle Hy (Hy; = ... = Hys) par
un test du x? (cf. Section 3.3), la stratégie de partitionnement du vecteur H = (Hy, ..., Hy)
a partir de M — 1 tests par paires d’exposants ordonnés H,, < H,,4+1 avec deux différentes
méthodes d’estimation des parametres des tests par bootstrap (cf. Section 3.4) et la stratégie
de partitionnement du graphe d’exposants d’autosimilarité H,, pondéré de facon paramétrée ou
non paramétrée (matrice de similarité PageRank) a partir des p-valeurs de M (M — 1)/2 tests
par paires (cf. Section 3.5).

3.6.1 Simulations de Monte Carlo

Les différentes procédures sont comparées grace a des simulations de Monte Carlo effectuées
a partir de Nyic = 1000 réalisations indépendantes de M-mBf synthétiques (cf. Section 2.4)
avec M = 6 et M = 20 composantes.

La description de la synthese des M = 6-mBf et de la configuration des procédures d’esti-
mation et de ré-échantillonnage bootstrap associés est donnée dans la section 3.4.7.

Les M = 20-mBf synthétiques sont de différentes tailles d’échantillon N = 217 218 219,
Quatre scénarios sont considérés pour le vecteur des exposants d’autosimilarité H :

(1) le Scenariol correspond & Hy = ... = Hj; = 0.8 (1 partition);
(7i) le Scenario2 consiste en 2 partitions de taille 10 avec des valeurs égales a 0.6 et 0.8, telles
que 7—[(()10’11) n’est pas vraie;

(797) le Scenario3 consiste en 3 partitions de tailles différentes 7, 7 et 6 avec des valeurs égales

a 0.5, 0.6 et 0.7, telles que H(()7’8) et H(()14’15) ne sont pas vraies;

(iv) le Scenario4 consiste en 4 partitions de tailles différentes 7, 6, 6 et 1 avec des valeurs égales
a 0.4, 0.5, 0.6 et 0.7, telles que H((]7’8), 7-[(()13’14) et 7—[(()19’20) ne sont pas vraies (i.e. Hyp est
unique).

La matrice de covariance X de taille M x M des M-mBf est choisie avec des entrées diagonales
fixées a Yy, = 2™, pour m = 1,..., M, et des entrées non diagonales fixées a X, ,» =
0.5v/ZmmEm! m/, pour m # m’ = 1,...,M. La matrice de mélange inversible W de taille
M x M des M-mBf est choisie au hasard et identique pour toutes les expériences.
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L’analyse en ondelettes est effectuée avec I’ondelette de Daubechies la moins asymétrique a
Ny = 3 moments nuls (DAUBECHIES, 1992) sur les échelles d’analyse 271 = 27 & 272 = 210,

3.6.2 Rejets de I’hypothéese nulle
La décision d,, de rejeter ’hypothese nulle Ho (H; = ... = Hjs) avec un niveau de confiance
« peut étre construite a partir d’une des procédures de test suivantes :
(1) le test du x? de la section 3.3;

(7i) la procédure de Benjamini-Hochberg sur les M — 1 tests par paires d’exposants d’auto-
similarité ordonnés, comme détaillé dans la section 3.4, ou les parametres des tests &,
peuvent étre estimés de deux fagons :

— soit par o}, (cf. Eq. (3.25)) et le test associé est appelé test demi-normal,
— soit par 6}, (cf. Eq. (3.29)) et le test associé est appelé test normal replié ;

(7i7) la procédure de Benjamini-Hochberg sur les M (M — 1)/2 tests par paires d’exposants
d’autosimilarité, comme détaillé dans la section 3.5, a laquelle on fera référence par test
gaussien.

& Formulaire récapitulatif sur les procédures de tests \

Les différentes quantité relatives aux procédures de tests étudiées sont rappelées dans le
tableau suivant.
Test x? | Demi-normal | Normal repliée Gaussien
Nombre de statistiques 1 M -1 M-1 M(M —-1)/2
Statistiques T Om b Sm,m/
Statistiques bootstrap | T oF, D S;knm,
Parametres de test E*ﬁ ar, o, o
Limites du test du x?
Pour des échelles d’analyse 271, ...,272 grandes dans la procédure d’estimation de H, la

distribution du vecteur des estimées bootstrap H ne converge pas assez rapidement vers une loi
gaussienne multivariée, et finalement la distribution de la statistique bootstrap T™ (cf. Eq. (3.8))
est mal approximée par une loi du x?, fait mis en évidence par la figure 3.42. En effet, la
figure 3.42 montre les diagrammes quantile-quantile des distributions empiriques de la statistique
T (cf. Eq. (3.5)) et de la statistique bootstrap T* du test du x? en fonction de la distribution
théorique du x? sous I’hypothese nulle Hg (Scenariol) pour différents nombres de composantes
M et différentes tailles d’échantillon N. Quelques soient le nombre de composantes M et la
taille d’échantillon N, la statistique T suit approximativement une loi du x2, comme prévu
par la théorie, mais la distribution de la statistique bootstrap 7™ s’en éloigne. Ces résultats
contrastent avec les résultats de la section 3.3.5 (en particulier la figure 3.6), ou les échelles
d’analyse choisies permettaient a la statistique T* de suivre un comportement adéquat.
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FIGURE 3.42 — Distributions de T et T* sous Ho. Diagrammes quantile-quantile de (en haut) la
statistique 7' (cf. Eq. (3.5)) et (en bas) la statistique bootstrap T* (cf. Eq. (3.5)) du test du x? au
travers des réalisations de Monte Carlo en fonction de la distribution théorique du x? & M — 1 degrés de
liberté sous 'hypothése nulle Hy (Scenariol) & M composantes pour (de gauche & droite) différentes tailles
d’échantillon N. Les distributions des statistiques bootstrap T* sont mal approximées par des distributions
du x?, contrairement auz distributions des statistiques T.
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Limites des tests demi-normal et normal replié

Les tests demi-normal et normal replié reposent sur I’a priori de demi-normalité des M — 1
statistiques 0,, sous les hypothéses nulles par paires Hy, = Hpi1 (cf. Eq. (3.17)), pour m =
1,...,M — 1. La figure 3.43 rapporte les diagrammes quantile-quantile des distributions em-
piriques des statistiques d,, des tests par paires d’exposants ordonnés contre une distribution

demi-normale de parametre 7, = \/ Var(d,,)/(1 — 2/m) estimé par Monte Carlo, sous le scéna-
rio 1 ou Hy,, = Hp4q pour tout m = 1,..., M — 1, pour M = 20 composantes et une taille
d’échantillon N = 2'8. Ces diagrammes montrent que, pour un grand nombre de composantes
M, Papproximation des distributions des statistiques 8,, par des distributions demi-normales
est mise en défaut pour toutes les paires (H,,, Hy+1). L’a priori sur lequel sont construits les
tests n’est donc plus valide.

#:/’ +:/( +: ﬂg: o>
£ Koo /,/ /,/ /,/
44 £ Y.l o -
m=1 |l Ffm=2 || Ff m= Wm=41 m=2>5
i Z I Z %
- /’/ i e -
o~ o i - Z
m==6 m="7 m=2_8 m=29 m = 10
+} + ‘H’H‘
j;r - + s s ’Wﬁt,/
Ve - ,/ re
s - F -
Z e
m =11 m =12 m =13 m = 14 m =15
7 - % =
- e i
- (/ -
m = 16 m =17 m =18 m =19

FIGURE 3.43 — Distributions des §,, sous Hg. Diagrammes quantile-quantile de 4,, (cf. Eq (3.17))

par rapport & une distribution demi-normale FN 5 = de paramétre d’échelle 7., = \/ Var(d,,)/(1 —2/7)

estimé par Monte Carlo, pour m = 1,..., M — 1, sous I'hypothese nulle Ho (Scenariol) avec M = 20
composantes et pour une taille d’échantillon N = 2'8. Les distributions des statistiques 6,, sont mal
approximées par des distributions demi-normales.

Comparaison pour la reproduction du niveau de confiance

Les proportions de rejet de I'hypotheése nulle Hoy (Hy = ... = Hys) des différents tests sont
a présent comparées. La figure 3.44 rapporte les décisions de rejet d,, des différentes procédures
de test moyennées sur les réalisations de Monte Carlo sous I’hypothese nulle H( (Scenariol) en
fonction du niveau de confiance ciblé a pour différents nombres de composantes M et différentes
tailles d’échantillon. Le test du x? reconstruit mal le niveau de confiance ciblé o en raison du
comportement inadapté de I’estimateur bootstrap de la covariance en jeu i*H, menant ainsi a un
test trop conservatif. En revanche, le test gaussien reconstruit bien o quels que soient le nombre
de composantes M et la taille d’échantillon N. Quant aux tests demi-normal et normal replié,
ils peinent a reproduire correctement « car les statistiques de test correspondantes (qui sont
les mémes pour les deux tests) sont mal approximées par des distributions demi-normales sous
I’hypothese nulle Hy (comportement supposé des statistiques pour la construction de ces tests).
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FIGURE 3.44 — Niveaux de confiance des différents tests. Décisions des tests moyennées sur les réa-
lisations de Monte Carlo en fonction du niveau de confiance ciblé o pour les différentes procédures de tests
étudiées sous Ho (Scenariol) avec différents nombres de composantes M (de haut en bas) et différentes
tailles d’échantillon N (de gauche a droite). Les lignes noires pointillées indiquent les valeurs théoriques
attendues, c’est-a-dire la premiere bissectrice. Seul le test gaussien garantit la bonne reconstruction du
niveau de confiance ciblé o dans tous les cas de figure.

On remarque par ailleurs que, pour les différentes nombres de composantes M, la taille
d’échantillon n’a pas d’impact sur la reconstruction de « pour les différents tests, excepté le
test normal replié. En effet, le test normal replié est d’autant plus conservatif que la taille
d’échantillon N est grande.

En conclusion, ces résultats montrent que le test gaussien est le plus adapté pour reconstruire
I’hypothese nulle, quels que soient le nombre de composantes et la taille d’échantillon.

3.6.3 Stratégies de partitionnement

On souhaite & présent comparer les performances de partitionnement du vecteur des ex-
posants d’autosimilarité H = (Hy,...,Hys) des trois méthodes présentées dans les sections
précédentes :

(1) le partitionnement a partir des M — 1 décisions issues du test demi-normal, appelé parti-
tionnement demi-normal;

N

(73) le partitionnement a partir des M — 1 décisions du test normal replié, appelé partitionne-
ment normal replié;

(#i7) le partitionnement du graphe des M exposants d’autosimilarité pondéré par la matrice de
similarité S issue du test gaussien (cf. Section 3.5.5).

Pour les différentes procédures de tests par paires en jeu dans chacune des méthodes, le niveau
de confiance est fixé a o = 0.05.
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Comparaison pour M = 6 composantes

En premier lieu, la figure 3.45 rapporte les histogrammes des nombres estimés de partitions
Nc pour les différentes méthodes de partitionnement sous les différents scénarios avec M = 6
composantes et différentes tailles d’échantillon N = 26,218, Lorsque tous les exposants d’auto-
similarité sont égaux (Scenariol), le taux de détection d’une partition unique (i.e. proportion de
Ne = 1) obtenu par le partitionnement demi-normal reconstruit le taux de fausses découvertes
a = 0.05 tandis que celui obtenu par le partitionnement normal replié surestime «, en accord
avec les observations de la figure 3.44. Pour ce qui est du partitionnement du graphe, ce taux
de détection n’est pas controlé par le taux de fausses découvertes «, qui n’intervient que pour
la détection des nceuds isolés. Dans les cas des scénarios 2, 3 et 4, ou le vecteur H est formé
de plusieurs partitions, le partitionnement demi-normal estime mal le nombre de partitions N¢
contrairement au partitionnement du graphe, pour les deux tailles d’échantillon. En effet, le par-
titionnement demi-normal a tendance a surestimer le nombre de partitions N¢ en raison de la
mauvaise approximation des distributions des M — 1 statistiques associées aux hypotheses nulles
par paires H,, = H,,41 par une distribution demi-normale sous une hypothese alternative H;.
Quant au partitionnement normal replié, il ne donne une estimation du nombre de partitions
N¢ aussi bonne que celle du partitionnement du graphe qu’a partir d’une taille d’échantillon N
suffisamment grande (voir la section 3.4.7 pour plus de détails).

Enfin, le tableau 3.12 quantifie les performances des différentes méthodes de partitionnement
en termes d’ARI et NMI pour les différents scénarios et différentes tailles d’échantillon N. Le trois
méthodes voient leurs performances augmenter avec la taille d’échantillon V. Le partitionnement
demi-normal atteint des performances raisonnables, pouvant atteindre celles du partitionnement
du graphe & faible taille d’échantillon N = 26, mais qui sont limitées par la surestimation
du nombre de partitions N¢ sous les scénarios a plusieurs partitions (scénarios 2, 3 et 4). Le
partitionnement normal replié atteint les performances du partitionnement du graphe a partir
de la taille d’ echantlllon N = 28 car dans ce cas, les statistiques des tests normaux repliés
om = H 7(m+1) — Hr(m) sous une hypothese alternative Hy,+1 > Hp, sont mieux approximées par
une loi normale repliée, pour m =1,..., M — 1.

Le partitionnement du graphe atteint de bonnes performances, mais ces performances sont
difficilement comparables a celles des autres méthodes ici, car les performances d’une unique
partition (Scenariol) ne sont pas similaires entre les différentes méthodes. Ceci est dii au fait
que les performances du partitionnement du graphe n’est pas contrélé par un niveau de confiance
a. Une comparaison approfondie des performances est cependant possible dans la configuration
a M = 20 composantes étudiée ci-dessous.
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FiGURE 3.45 — Estimations du nombre de partitions pour M = 6. Histogrammes des nombres
estimés de partitions N¢ selon différentes méthodes de partitionnement sous les différents scénarios avec
M = 6 composantes et différentes tailles d’échantillon N = 216 (pour les trois premiéres lignes) et N = 218
(pour les trois derniéres lignes). Les lignes rouges pointillées indique le nombre exact de partitions.
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TABLEAU 3.12 — Performances de la stratégie de partitionnement pour M = 6. Performances
en termes d’ARI et NMI (moyenne de Monte Carlo + intervalle de confiance & 95%) obtenues par
les différentes stratégies de partitionnement pour les différents scénarios avec M = 6 composantes et
différentes tailles d’échantillon N.

H Scenariol ‘ Scenario?2 Scenario3 ‘ Scenario4 ‘

NMI . n/a 0.67 +=0.02 |0.87 +0.01/0.79 +0.01
Demi-normal
ARI 0.93+£0.02 | 0.604+0.03 | 0.69 £0.02 | 0.58 & 0.02
NMI » n/a 0.17 £ 0.02 | 0.51 £0.02 | 0.42 £ 0.02
N — 916 Normal replié
ARI 0.99 +0.01| 0.16 £0.02 | 0.354+0.02 | 0.30 £ 0.02
NMI n/a 0.75+0.02| 0.86 £0.01 | 0.78 = 0.01
Graphe
ARI 0.87 +£0.02 |0.69 +-0.02|0.71 +£0.02|0.60 + 0.02
NMI . n/a 0.90+0.01/0.924+0.01|0.92 +£0.01
Demi-normal
ARI 0.93+0.02 |0.84 +0.01|0.77 £0.02|0.75 + 0.02
N = 217 NMI » n/a 0.62 +0.03 | 0.87+£0.01 | 0.87 £0.01
= Normal replié
ARI 0.99 +0.00| 0.62+0.03 | 0.74 +0.02 | 0.79 £+ 0.02
NMI n/a 0.75+0.02 | 0.86 & 0.01 | 0.78 £0.01
Graphe
ARI 0.87 +£0.02 | 0.694+0.02 | 0.71 £0.02 | 0.60 + 0.02
NMI n/a 0.91 +£0.01 | 0.93 4+ 0.00 | 0.93 £0.00
AR || Demi-normal | g g4 4 002 | 0.83+0.01 | 0.77 + 0.01 | 0.77 + 0.02
N — 918 NMI » n/a 0.97 +£0.01 |0.98 +0.00/0.99 + 0.00
= Normal replié
ARI 0.99 +0.00| 0.97 +£0.01 {0.95+0.01{0.97 = 0.01
NMI n/a 0.99 +0.00|0.98 £ 0.00| 0.98 + 0.00
Graphe
ARI 0.83+0.02 |0.98 +0.01|0.95 £+ 0.01| 0.95 + 0.00
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Comparaison pour M = 20 composantes

Pour mieux observer I'avantage de la méthode de partitionnement du graphe, les diffé-
rentes stratégies sont a présent comparées sur un plus grand nombre de composantes M = 20.
Pour visualiser le comportement du partitionnement du graphe G = (V,¢,S) pour M = 20
composantes, la figure 3.46 donne une matrice de similarité S et les valeurs propres ordonnées
p1 < ... < ¢ du laplacien associé pour une réalisation de Monte Carlo sous le scénario 3 avec
une taille d’échantillon N = 2'8. On distingue bien les différentes partitions sur la matrice S,
et les trois premieres valeurs propres @1, @2, @3 sont tres proches de 0 relativement aux autres
valeurs propres ¢y, . .., 29, comme en témoigne le grand maximum eigengap e3 = w4 — ©3.

08 15
0.6 1 ++++++++++++++
S +++
0.4 0.5
02 o++
5 10 15 20
0 k

FIGURE 3.46 — Exemple de matrice de similarité S. Matrice de similarité S (a gauche) et valeurs
propres du laplacien de graph associé ¢1,..., ¢, (& droite) pour une réalisation de Monte Carlo, sous
le scénario 3 (composé de 3 partitions) avec M = 20 composantes et une taille d’échantillon N = 218,

La figure 3.47 rapporte les histogrammes des nombres estimés de partitions N¢ pour les
différentes méthodes de partitionnement sous les différents scénarios avec M = 20 composantes
et différentes tailles d’échantillon N = 26, 218 Quelle que soit la taille d’échantillon N, le
partitionnement demi-normal estime tres mal le nombre de partitions Ng. Pour ce qui est du
partitionnement normal replié, il atteint de bonnes performances d’estimation de N¢ pour une
taille d’échantillon N suffisamment grande et un écart AH = H,,+1 — H,, suffisamment grand
entre deux partitions de valeurs H,, et H,,11 (comme c’est le cas dans le scénario 2 ou AH =
0.2). Dans les autres cas, ses performances sont extrémement faibles & cause de la mauvaise
approximation des lois des statistiques des tests par paires d,, par des lois normales repliées, pour
m=1,..., M —1. En revanche, le partitionnement du graphe estime le nombre de partitions N¢
de facon tres satisfaisante pour toutes les tailles d’échantillon N et tous les scénarios, en dehors
du scénario 4 ou cette estimation est affaiblie par la présence d’'un exposant d’autosimilarité
unique (en l'occurrence Hay).

Les performances de partitionnement des différentes approches sont quantifiées dans le ta-
bleau 3.13 par ’ARI et la NMI. Comme les performances d’estimation du nombre de partitions
Ng¢ le laissaient présager, le partitionnement demi-normal donne des résultats bien moins bons
que le partitionnement du graphe, et similaires pour toutes les tailles d’échantillon N, avec des
ARI et NMI atteignant respectivement 0.80 et 0.68 sous les scénarios a plusieurs partitions.
Comme observé sur les simulations & M = 6 composantes, les performances du partitionnement
normal replié ne sont corrects qu’a partir d’une taille d’échantillon N suffisamment grande. En
particulier, ses performances sont extrémement mauvaises sous les scénarios 3 et 4 (c’est-a-dire
pour un écart Hy, 11 — H,, = 0.2 entre des partitions de valeurs H,, et H,,+1) pour une taille
d’échantillon N = 216, et restent trés peu satisfaisantes pour une taille d’échantillon N = 217.
En revanche, le partitionnement du graphe atteint de trés bonnes performances quels que soient
le scénario et la taille d’échantillon NV, avec des NMI et ARI n’allant pas en deca de 0.83 et 0.75,
respectivement.

En définitive, la stratégie de partitionnement du graphe apparait comme la plus robuste au
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FIGURE 3.47 — Estimation du nombre de partitions pour M = 20. Histogrammes des nombres
estimés de partitions N¢ pour les différents scénarios avec un nombre de composantes M = 20 et diffé-
rentes tailles d’échantillon N = 2!7 (pour les trois premieres lignes) et N = 22 (pour les trois derniéres
lignes). Les lignes rouges pointillées indiquent le nombre exact de partitions.
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TABLEAU 3.13 — Performances de la stratégie de partitionnement. Performances en termes d’ARI
et NMI (moyenne de Monte Carlo =+ intervalle de confiance & 95%) obtenues par les différentes stratégies
de partitionnement pour les différents scénarios a M = 20 composantes et tailles d’échantillon N.

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Scenariol ‘ Scenario2 ‘ Scenario3 Scenario4
NMI . n/a 0.78 £0.01 | 0.78 &=0.00 | 0.78 & 0.00
Demi-normal
ARI 0.874+0.02 | 0.68 =0.01 | 0.60 & 0.01 | 0.57 £ 0.01
NMI » n/a 0.93 £0.02 | 0.03 +£0.01 | 0.09 +0.01
N =217 Normal replié
ARI 0.9940.01| 0.93+0.02 | 0.02+£0.01 | 0.05£0.01
NMI n/a 0.99 +£0.00/0.85+0.01{0.83 £0.01
Graphe
ARI 0.97+£0.01 |0.98+-0.01{0.79+0.01|0.75 £+ 0.01
NMI . n/a 0.78 =0.01 | 0.79 & 0.00 | 0.80 4 0.00
Demi-normal
ARI 0.874+£0.02 | 0.68 &=0.01 | 0.60 & 0.01 | 0.57 £ 0.01
NMI » n/a 1.00 +0.00| 0.59 +0.03 | 0.68 4+ 0.02
N = 218 Normal replié
ARI 0.994+0.01{1.00 +0.00| 0.49 +0.02 | 0.56 = 0.02
NMI n/a 0.99 £+ 0.00 |0.97 +-0.00|0.95 4 0.00
Graphe
ARI 0.96 = 0.01 | 0.98 &=0.01 [0.96 +0.01|0.92 + 0.01
NMI . n/a 0.78 =0.01 | 0.80 &= 0.00 | 0.80 4+ 0.00
Demi-normal
ARI 0.90 £0.02 | 0.68 0.01 | 0.61 £0.01 | 0.56 +0.01
NMI » n/a 1.00 == 0.00(0.99 4+-0.00(0.99 4+ 0.00
N =219 Normal replié
ARI 1.00 £0.00|{1.00+0.00|0.98 £0.01|0.98 + 0.00
NMI n/a 0.99 =0.00 |0.99 4+ 0.00| 0.98 4+ 0.00
Graphe
ARI 0.984+0.01 | 0.98 +0.01 | 0.97 +0.01 | 0.97 +0.01
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nombre de composantes M, a la taille d’échantillon NV, au faible écart entre exposants d’autosi-
milarité H,, différents et au choix des échelles d’analyse 271, ... 272,

3.6.4 Matrices de similarité du graphe des exposants

Cette section a pour but d’évaluer la stratégie de partitionnement PageRank, reposant sur
la matrice de similarité PageRank S, définie dans la section 3.5.6, pour un grand nombre de
composantes M = 20, et de la confronter a la stratégie de partitionnement du graphe pondéré
par la matrice de similarité S (cf. Section 3.5.5).

Pour illustrer le comportement du partionnement PageRank dans un cas a M = 20 com-
posantes, la figure 3.48 donne des exemples de matrice de similarité PageRank S, et les valeurs
propres ordonnées 1, < ... < @y des laplaciens associés pour plusieurs parametres 7 sous le
scénario 3 (i.e. 3 partitions) pour une méme réalisation de Monte Carlo et une taille d’échantillon
N = 2'8. Le paramétre n permet d’ajuster la parcimonie de la matrice de similarité Sy, et donc le
comportement des valeurs propres ¢j. Pour certaines valeurs de 7, les valeurs propres ¢1, 2, 3,
proches de 0, se détachent davantage des autres valeurs propres ¢y, ..., w20, faisant ainsi du
maximum eigengap e3 = ¢4 — (p3 une mesure plus pertinente pour l'estimation du nombre de
partitions.

Sy, n=0.1 Sy, n=20.3 Sy, n=1

0.2
0.15
0.1
0.05
0
1.5 1.5
< 1 .1 .|..-|-++|””””
Fosb 4 *05
oft+ bt o+t
5 10 15 20 5 10 15 20 5 10 15 20
k k k

FIGURE 3.48 — Exemples de matrices de similarité PageRank S,,. Matrices de similarité PageRank
Sy, et valeurs propres ¢1, ..., @, des laplaciens associés pour une réalisation de Monte Carlo, différents
paramétres 7 et une taille d’échantillon N = 2'8 sous le scénario 3 avec M = 20 composantes.

Pour évaluer I'estimation du nombre de partitions Ng, la figure 3.49 rapporte les nombres
de partitions estimés N¢ en utilisant les matrices de similarité S (en bleu) et Sy (en rouge)
moyennés sur les réalisations de Monte Carlo (avec intervalle de confiance a 95%) en fonction du
parametre 1) pour les différents scénarios a M = 20 composantes et différentes tailles d’échantillon
N. Comme pour le cas & M = 6 composantes (cf. Figure 3.40), le nombre de partitions estimé
Ne augmente avec le parametre 7. Cela aboutit a une surestimation dans le cas d’une seule
partition (scénario 1). Pour les cas & plusieurs partitions (c’est-a-dire les scénarios 2, 3 et 4),
le partitionnement sous-estime fortement Ng pour des valeurs de 7 proches de 0, un écart
AH = |Hp41 — Hy,| entre les valeurs H,, et H,,+1 de deux partitions faible et une taille
d’échantillon N faible, comme c’est le cas pour les scénarios 3 et 4 avec N = 217 et AH = 0.1.
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FIGURE 3.49 — Estimation du nombre de partitions du graphe PageRank. Nombres estimés
N¢ de partitions (moyennes de Monte Carlo + intervalle de confiance & 95%) du graphe pondéré par
(en bleu) la matrice de similarité S et (en rouge) la matrice de similarité PageRank S, en fonction du
parametre 1 pour les différents scénarios & M = 20 composantes et (de haut en bas) différentes tailles
d’échantillon N. Les lignes magenta pointillées indiquent le nombre exact de partitions.

Enfin, la figure 3.50 montre les performances des partitionnements du graphe pondéré par S
et du graphe pondéré par S, en termes d’ARI et NMI (moyennées sur les réalisations de Monte
Carlo) pour les différents scénarios & M = 20 composantes et tailles d’échantillon V. A faible
taille d’échantillon N = 26, dans les scénarios 3 et 4 ou I'écart |H,,41 — H,y,| entre les valeurs
H,, et Hy,+1 de deux partitions est de 0.1, les performances du partitionnement PageRank sont
tres faibles pour de petites valeurs de n, et croissent avec 1 jusqu’a atteindre les performance du
partitionnement & partir de S. En revanche, dans le scénario 1 constitué d’une seule partition
et dans le scénario 2 ou |Hy41 — Hpn| = 0.2 (lorsque Hy,q1 # Hp), les performances du parti-
tionnement PageRank décroissent avec 7 jusqu’a atteindre les performances du partitionnement
a partir de S. Aux tailles d’échantillon N = 217,218 pour une certaine plage de parameétres 7,
les performances du partitionnement PageRank sont meilleures que la stratégie reposant sur la
matrice de similarité non paramétrée S.

En conclusion, le parametre 1 permet de controler la détection d’une partition unique et
peut étre choisi de fagon a optimiser les performances de partitionnement. De petites valeurs de
1 peuvent conduire a regrouper a tort des exposants d’autosimilarité H,, distincts tandis que de
grandes valeurs de 1 peuvent mener a séparer a tort des exposants d’autosimilarité H,, égaux
dans différentes partitions. Le choix du parametre n peut étre fait en fonction de la forme de la
matrice de similarité S, et du comportement des valeurs propres ¢1, ..., @y du laplacien associé.
En outre, les différents graphiques présentés permettent également de déterminer les parametres
optimaux 1 pour effectuer le comptage et le regroupement des exposants d’autosimilarité H,,.
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FIGURE 3.50 — Performances de la statrégie de partitionnement PageRank. Performances en
termes d’ARI et NMI (moyennes de Monte Carlo =+ intervalle de confiance a 95%) du partitionnement du
graphe pondéré par (en bleu) la matrice de similarité S et (en rouge) la matrice de similarité PageRank
S, en fonction du parametre 7 pour les différents scénarios & M = 20 composantes et (de haut en
bas) différentes tailles d’échantillon N. Les lignes magenta pointillées indiquent les valeurs idéales de
performances, a savoir 1.
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3.6.5 Conclusions

Cette section confronte les différentes approches proposées dans les sections précédentes pour
dénombrer et regrouper les exposants d’autosimilarité Hq,..., Hy; a partir de leurs estimées
Hi,...,Hy. Pour ce, leurs performances sont évaluées sur des simulations de Monte Carlo
réalisées sur des M-mBf synthétiques pour des différents nombres de composantes M = 6 et
M = 20.

En plus de ne permettre que la détection d’une partition unique, la procédure de test du y?
montre des limites dues a ’estimation bootstrap de la covariance des H Tyenns H M, qui nécessite
des échelles d’analyse suffisamment petites. Quant aux méthodes de partitionnement reposant
sur M — 1 tests de paires d’exposants ordonnés successifs H,, = Hy41, pourm=1,... . M —1,
les limites ne sont pas dues a la procédure bootstrap, mais a la construction du test dont un a
priori repose sur une approximation des distributions des statistiques des tests qui est valide pour
un faible nombre de composantes M = 6 mais pas pour un plus grand nombre M = 20. Ainsi,
les tests sur ’ensemble des M (M — 1)/2 paires d’exposants H,,, = H,y, avec 1 <m <m/ < M,
montrent des avantages considérables par rapport a ces méthodes.

Le partitionnement spectral du graphe des exposants H,, congu & partir des M (M — 1)/2
tests par paires gaussiens montre des performances tres satisfaisantes, méme pour une faible
taille d’échantillon IV et un grand nombre de composantes M. De plus, son comportement peut
étre finement ajusté par un parametre de controle.

3.7 Conclusion

Ce chapitre propose différentes stratégies pour dénombrer et regrouper les valeurs distinctes
dans le vecteur des exposants d’autosimilarité H = (Hq, ..., Hys) a partir de 'estimateur multi-
varié corrigé H= (fAI Tyenns H u) introduit dans le chapitre 2. Ainsi, différents tests paramétriques
sont construits en estimant leurs parametres a l'aide d’une procédure de ré-échantillonnage
bootstrap par blocs de coefficients d’ondelettes multivariés, permettant alors le partitionnement
des exposants d’autosimilarité H = (Hy,...,Hys) en partitions associées a des valeurs diffé-
rentes. En outre, la procédure de ré-échantillonnage bootstrap permet également d’estimer les
puissances de test. Les stratégies présentées sont toutes évaluées sur des réalisations de Monte
Carlo de M-mBf synthétiques avec divers nombres de composantes M et tailles d’échantillon N.

En premier lieu, un test du x? est concu pour déterminer si tous les exposants d’auto-
similarité sont égaux ou non. Ce test reproduit correctement I’hypothése nulle dans diverses
configurations et est puissant, mais peut étre mis en défaut par des échelles d’analyse choisies
grandes. Pour dénombrer et regrouper les valeurs des exposants lorsqu’elles sont multiples, une
premiere stratégie consistant a effectuer M —1 tests d’égalité par paires H,, = Hy,4+1 d’exposants
ordonnés successifs Hy < ... < Hjs donne des résultats satisfaisants pour un faible nombre de
composantes M, mais atteint des performances limitées lorsque le nombre de composantes M
augmente. Cela est dii a la mauvaise approximation de la distribution des statistiques des tests
sous les hypotheses nulles par paires H,, = Hy,4+1 par des lois demi-normales, a priori sur lequel
sont construits les tests.

Un test sur ’ensemble des paires d’exposants H,, = H,,,, ot 1 < m < m’ < M, est donc
proposé pour remédier aux limites des différentes stratégies. Les distributions des statistiques des
tests sont tres bien approximées par des distributions gaussiennes, conséquence du comportement
de Destimateur multivarié corrigé H, aboutissant & M (M — 1)/2 tests reproduisant fidelement
les hypotheses nulles H,, = H,, et puissants sous des hypothéses alternatives. Pour traiter les
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M(M — 1)/2 tests ainsi construits, une procédure de partitionnement spectral est effectuée sur
un graphe des exposants H,, pondéré par une matrice de similarité construite a partir de ces
tests. La difficulté de cette stratégie repose dans la définition d’une matrice de similarité du
graphe. Une premiere matrice de similarité est construite a partir des p-valeurs des tests. Cette
derniere procédure est efficace et s’avére étre plus robuste que les précédentes a la diminution
de la taille d’échantillon N et I'augmentation du nombre de composantes M. Pour paramétrer
le graphe des exposants H,, et ainsi permettre d’adapter le comportement du partitionnement
spectral du graphe, une construction originale de matrice de similarité est proposée, faisant
suite & des travaux initiés par BAUTISTA Ruiz (2019). Cette approche montre des performances
supérieures a la précédente pour certaines plages de parametres.
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Chapitre 4. Grande dimension

4.1 Introduction

.. . . . ., 7 (Mbc
Jusqu’ici, les performances asymptotiques de I’estimateur multivarié corrigé H ( ) du vec-

teur des exposants d’autosimilarité H = (Hy, ..., Hys) proposé dans le chapitre 2 ont été étudiées
théoriquement et empiriquement dans la limite asymptotique des grandes tailles d’échantillon N
pour un nombre de composantes M fixe. Cependant, dans certaines applications pratiques, telles
que la magnétoencéphalographie et I'imagerie par résonance magnétique fonctionnelle (Ciuciu
et collab., 2012), le nombre de composantes M est grand comparé a la taille d’échantillon N. Dans
ce cas, le nombre de composantes M est alors également grand comparé au nombre n; ~ N/ 2J
de coefficients d’ondelettes disponibles & 1’échelle 27, en particulier aux grandes échelles, aux-
quelles doit étre réalisée ’estimation par ondelettes, comme expliqué dans la section 1.4.3.3. 1l
est donc important d’étudier ’autosimilarité multivariée dans un autre régime asymptotique ou
le nombre de composantes M n’est plus fixe mais croit avec la taille d’échantillon N.

Pour cette raison, ce chapitre étudie a présent ’estimation lorsque le nombre de composantes
M, la taille de I’échantillon N et les échelles d’analyse 271, ...,272 tendent conjointement vers
I'infini de sorte que le nombre d’échelles d’analyse jo — j1 + 1 est fixe et le rapport M/(N/272)
est asymptotiquement constant. Ce régime asymptotique, dit de grande dimension, se résume
ainsi & une triple limite (ABRY et collab., 2022) :

M —>
N/272 M,N,jo—+00

c € [0,+00). (4.1)

Une description plus formelle du régime asymptotique de la grande dimension est donnée dans
I’annexe D.1. Lorsque ¢ = 0, la taille d’échantillon N tend infiniment plus vite vers I'infini que
M, rappelant le régime asymptotique ou M est fixe et N tend vers 'infini, régime alors dit de
faible dimension par opposition.

Ainsi, une étude empirique du comportement asymptotique de I'estimateur multivarié cor-
., r(Mbc) . . s . R . .
rigé H en grande dimension est réalisée dans la section 4.2 a travers des simulations de
Monte Carlo menées sur des M-mBf synthétiques de taille finie. Cette étude numérique rapporte
d’abord la limite des outils de faible dimension du chapitre 3, incitant a revisiter les procédures
de dénombrement de valeurs distinctes présentes dans H et l’estimation de la proportion de
chacune de ces valeurs dans H. Cette étude montre ensuite que le nombre de valeurs distinctes
dans H est donné asymptotiquement par le nombre de modes dans la distribution des esti-
, . .z . ~r(M,bc) "y ,
mées multivariées corrigées Hp, , comportement alors exploité pour développer de nouvelles
procédures.

En premier lieu, la section 4.3 porte sur I’élaboration d’une procédure bootstrap pour tester
la présence d’une unique valeur dans H a partir d’une seule observation de données multivariées.
Celle-ci s’inspire d’un test d’unimodalité proposé par OREJOLA et collab. (2022), ou le seuil de
rejet est fixé a partir de M-mBf synthétiques. La conception d’une procédure bootstrap permet
de pallier le désavantage de I'usage de M-mBf synthétiques, assurant 1'utilisation du test sur
cette seule observation sans étalonnage préalable. En second lieu, la section 4.4 développe une
procédure pour compter les valeurs différentes dans H & partir de tests de multimodalité et
propose une procédure d’estimation de chacune de ces valeurs et de leur proportion dans H.
La pertinence de ces procédures est évaluée numériquement sur des M-mBf synthétiques pour
différentes tailles d’échantillon N et différents nombres de composantes M.
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4.2 Etude empirique de I’estimation

4.2.1 Simulations de Monte Carlo
. . . » e . ., 7y(M,bc)
Pour étudier numériquement le comportement de l’estimateur multivarié corrigé H ,
obtenu selon 1’équation (2.3), dans des configurations de grande dimension, des expériences
numériques sont menées sur Nyc = 100 réalisations de M-mBf synthétiques (cf. Section 2.4).

Dans le contexte de la triple limite (4.1), nous considérons plusieurs nombres de composantes
M € {2%,2% 26} et les régressions linéaires pour I’estimation sont effectuées sur des échelles 2/t <
2J < 272 avec jo —j1 = 2, pour différentes tailles d’échantillon N de sorte que ¢ := M/(N/272) =
M /n;, est fixé. Plus la valeur de c est proche de 1, plus le nombre de coefficients d’ondelettes n;,
utilisés pour calculer les logy Ay, (27) est faible comparé au nombre de composantes M. Puisque
les outils de faible dimension ne sont censés étre adaptées qu’a des valeurs de ¢ proche de

M,bc)

0, le comportement de I’estimateur multivarié corrigé H * est étudié pour deux différentes
valeurs ¢ € {1/8,1/4}. De plus, a c fixé, diverses relations entre M, N, j; et ja sont explorées. Plus
précisément, deux gammes d’échelles d’analyse sont examinées a un rapport c fixé : les régressions
linéaires sont effectuées soit de 2/t = M /4 & 272 = M, soit de 271 = M /8 & 272 = M /2.

Les M entrées du vecteur des exposants d’autosimilarité H sont tirés selon une loi uniforme
discréte sur le support {Hy,...,Hy} avec L € {2,3}, H, = 0.8 et H; = H;y1 — AH ou AH €
(0,0.2). Les matrices de covariance ¥ des M-mBf sont les matrices identité | de taille M x M et
leurs matrices de mélange W sont choisies au hasard parmi I’ensemble des matrices orthogonales
de taille M x M et maintenues fixes pour chaque ensemble (M, N).

Pour la procédure d’estimation, la transformée en ondelettes multivariée discrete est calculée
a l'aide de 'ondelette mere de Daubechies a N, = 2 moments nuls (DAUBECHIES, 1992).

4.2.2 Limite des outils de faible dimension

4.2.2.1 Normalité multivariée asymptotique
. . L , ’ . 7 (M,be)

En faible dimension, i.e. a M fixé et N tendant vers l'infini, le vecteur H est asympto-
tiquement gaussien, sous des hypotheses faibles, comme énoncé par le théoreme 2.3. En pratique,
~ (M,b
d’apres les résultats rapportés dans la section 2.5, 'approximation de la distribution de H (Mbe)
par une distribution normale multivariée est valide méme & faible taille d’échantillon N = 213
pour M = 6 composantes. Ces résultats ont ainsi permis de construire les différentes procédures

pour tester 1’égalité entre les entrées de H dans le chapitre 3.

En pratique, le nombre de composantes M est parfois grand comparé a la taille d’échan-
tillon N. On se propose donc d’évaluer 'approximation de la distribution de " (M.be) par une
loi normale multivariée dans diverses configurations a grands nombres de composantes M et
faibles tailles d’échantillon N. Cela revient a vérifier si la distribution du carré de la distance de

Mahalanobis de H (M’bc),
1 T
T (I:I(M,bc) T |:E[(M,bc)]> Var (E[(M,bc)) (I:I(M,bc) T |:]_A{(M,bc)]> 7 (4.2)

est bien approximée par une distribution du x? & M degrés de liberté. La figure 4.1 rapporte les
diagrammes quantile-quantile de la distribution empirique de T contre une loi du x? & M degrés
de liberté pour différents nombres de composantes M, tailles d’échantillon N et octaves d’analyse
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FIGURE 4.1 — Approximation par une loi normale. Diagramme quantile-quantile de la distribution
(M,bc

du carré de la distance de Mahalanobis de H ) au travers des réalisations de Monte Carlo contre une
distribution du x? & M degrés de liberté pour différents nombres de composantes M, tailles d’échantillon
N et échelles d’analyses 271, ...,272 telles que ¢ = 1/8 et ¢ = 1/4 pour une unique valeur H; = Ho
présente dans H.

(71,72) tels que ¢ € {1/8,1/4} et des valeurs toutes égales dans H. La distribution de E(M’bc)

est bien approximée par une loi normale multivariée pour M = 2* = 16 composantes avec des
tailles d’échantillon N € {210 2!} mais par pour les plus grands nombres de composantes M.
A (M,b L o
L’approximation de la distribution de H (M.be) par une distribution normale multivariée n’est
donc pas valable dans des configurations de grande dimension variées.

4.2.2.2 Partitionnement spectral

Pour illustrer plus clairement la limite des outils de faible dimension, on se propose d’ap-
pliquer la méthode de partitionnement spectral introduite dans la section 3.5 pour compter les
exposants distinct dans H et regrouper les exposants égaux dans des configurations de grande
dimension.

Pour rappel, le partitionnement spectral est réalisé sur un graphe des exposants d’autosimi-
larité Hy, ..., Hys pondéré a partir des p-valeurs des tests par paires pour les hypothéses nulles
H,, = H,, pour tous m # m’ € {1,..., M}. La matrice de similarité S du graphe donnée par
I’équation (3.52) représente cette pondération. La figure 4.2 donne des exemples de matrices
de similarité S pour différents nombres de composantes M, tailles d’échantillon N et octaves
d’analyse (j1,j2) tels que ¢ € {1/8,1/4} pour deux valeurs distinctes H; # Hy présentes dans
H. Idéalement, la matrice de similarité S devrait étre constituée de 2 blocs bien distincts.

Pour M = 2% et N =21 avec c = 1/8 et M = 2% et N = 210 avec ¢ = 1/4, I'approximation

~ (M,b
gaussienne de l'estimateur H (Mbc) est valide d’apres la figure 4.1 mais la taille d’échantillon N

est trop petite comparée a M pour obtenir de bonnes estimées bootstrap des écart-types &, ,,/

des statistiques ﬁg\,&’bc) — ﬁ&M’bC) des tests, altérant ainsi I'estimation des p-valeurs. Pour des

tailles d’échantillon N plus grandes, en plus de la mauvaise estimation des &, ,,,» par bootstrap,

A (M,b , . . ey N
la distribution de ’estimateur H (M.be) s’écarte d’une distribution normale multivariée d’apres

la figure 4.1, si bien que des poids du graphe associés a des exposants H,, et H] égaux sont
souvent tres faibles.
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N=2U M=2j=2j=4 N=28M=2j=3j=5 N=25M=2j=4,j=6

(a) c=1/8

N=20 M =2j=2j,=4 N=22M=2j=3j=5 N=2" M=2j=4j=6

(by c=1/4

FIGURE 4.2 — Exemples de matrice de similarité. Matrices de similarité S pour une réalisation
de Monte Carlo et différents nombres de composantes M, tailles d’échantillon N et échelles d’analyses
271, ...,272 tels que ¢ = 1/8 et ¢ = 1/4 pour deux valeurs H; = 0.6 et Hy = 0.8 dans H.

En complément, la figure 4.3 rapporte les histogrammes des nombres de partitions estimés
pour différents nombres de composantes M, tailles d’échantillon N et octaves d’analyse (j1,j2)
tels que ¢ = 1/8 et ¢ = 1/4 pour deux valeurs distinctes Hy # Hs présentes dans H. Comme
attendu au vu de la figure 4.2, le nombre de partitions est sous-estimé a faible taille d’échan-
tillon (N = 2! et N = 2'9) et la surestimation du nombre de partitions augmente avec N,
notamment pour ¢ = 1/8. On observe en particulier que le nombre de partitions estimé peut
étre particulierement grand : la plupart des entrées de H sont considérées comme des nceuds

isolés par la procédure. Ceci est lié & un taux de rejet important des hypotheéses H,, = H], en

(M,bc)

conséquence des faibles p-valeurs obtenues, conséquence de la non-gaussianité de H et la

mauvaise estimation des &, ,,/ par bootstrap.

100 100 100
: N =21 : N =28 : N =21
! M=2! ] M =25 i M:ZG
| =2 J1=3 ! =
50| = 50 ot 50| =6
|
0 0 0
123 45617 1234567 2 14 26 38 50 62
(a) c=1/8
100 100 ; 100
| N =210 | N =2 : N =2u
: M:%4 : M:go 1 M:?f)
n= = ! J=
50 : h=4 50 =5
]
1

) M6

0 0
1234567 1234567 1234567
(b) c=1/4

FIGURE 4.3 — Estimation du nombre de partitions par partitionnement spectral. Histogrammes
des nombre de partitions estimés par partitonnement spectral de la matrice de similarité S pour différents
nombres de composantes M, tailles d’échantillon N et échelles d’analyses 271, . ..,272 tels que ¢ = 1/8 et
¢ = 1/4 pour pour deux valeurs H; = 0.6 et Hy = 0.8 dans H. Les lignes pointillées rouges indiquent le
nombre exact de partitions.

o
=i
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Chapitre 4. Grande dimension

Cette procédure est donc inadaptée aux ordres de grandeurs de M et N considérés ici,
pourtant réalistes en pratique. Ces résultats motivent la conception d’une nouvelle procédure de
test, adaptée a la grande dimension.

4.2.3 Comportement asymptotique en grande dimension de ’estimation

Le cadre de la grande dimension fait I’objet d’un travail en cours de Gustavo DIDIER, ma-
thématicien & I'université Tulane, et de son doctorant Oliver OREJOLA, détaillé en Annexe D.2.
Ce travail a en particulier mené OREJOLA et collab. (2022) & conjecturer que le nombre de modes
de la distribution empirique des M entrées de ’estimateur multivarié H §M), e .FAIJ(\}[/I), obtenues
a partir de I’équation (1.50), tend asymptotiquement vers le nombre de valeurs distinctes L dans
H sous la triple limite définie par 1’équation (4.1). Plus précisément, la probabilité de chaque
mode tend vers la proportion de chacune des valeurs distinctes Hy, ..., Hy, dans H. Ce résultat
suggere de compter les valeurs présentes dans H lorsqu’elles sont multiples en testant la mul-
timodalité de la distribution des estimées multivariées I:I{M), . 7]?1(\}1/[)- C’est ainsi la stratégie
adoptée par OREJOLA et collab. (2022) pour tester la présence d’une unique valeur dans H.

Il est naturel de conjecturer que le résultat précédent est également valable pour l'estimateur
~ (M,b
multivarié corrigé H ( C).

La validité de ce résultat est examinée numériquement pour différentes configurations de
grande dimension. La figure 4.4 présente les histogrammes des entrées ﬁ&M’bC) en fonction des
entrées m = 1,..., M et des réalisations Monte Carlo pour différents écarts AH = |Hy — H;|
entre les valeurs Hy et Ho présentes dans H et les deux valeurs de ¢ avec différentes dimensions

M, tailles d’échantillon N et octaves d’analyse (ji, j2).

Ces résultats montrent tout d’abord que, lorsque toutes les entrées de H sont égales, la
distribution des ﬁ,ng’bC) est unimodale comme attendu, et que la variance de cette distribution
décroit lorsque N, M, ji; et jo augmentent a c fixé, si bien que cette distribution tend vers
une distribution discréte de mode unique H;. Ces résultats montrent également que, lorsqu’il
yv a L > 1 valeurs distinctes présentes dans H, L modes apparaissent dans la distribution des
Ar(nM’bC) lorsque N, M, ji et jo augmentent a c fixé, et les valeurs de ces deux modes tendent
bien vers les valeurs H; et Hy. Ce comportement corrobore le comportement asymptotique en

. . 7 (M,b . L
grande dimension des Héq ) conjecturé ici.

En outre, lorsqu’il y a L > 1 valeurs distinctes présentes dans H, on observe que

(i) la convergence de la distribution des fI,(nM’bC) vers une distribution discrete & L modes est
plus rapide a ¢ = 1/8 qu’a ¢ = 1/4 pour des octaves d’analyse (j1,72) comparables, c’est-
a-dire pour (j1,72) = (2,4) sur les seconde et quatrieme lignes, et pour (ji,j2) = (1,3) sur
les troisiéme et cinquieme lignes;

(ii) et cette convergence est similaire entre les deux valeurs de ¢ & méme taille d’échantillon
N = 210, ¢’est-a-dire entre la troisiéme ligne & gauche et la deuxiéme ligne & droite, et
entre la cinquiéme ligne a gauche et la quatrieme ligne a droite.
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AH =0 ! ! ! AH =0 ! ! !
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FIGURE 4.4 — Distributions des Hy, sous la triple limite. Histogrammes des Hy, au travers
des réalisations de Monte Carlo et des composantes m = 1, ..., M pour différents nombres de composantes
M, tailles d’échantillon N et échelles d’analyses 271, ..., 272 tels que ¢ = 1/8 et ¢ = 1/4, et pour différents
écarts AH = |H;y1 — H;| entre (lignes rouges pointillées) les valeurs Hy,..., Hy, présentes dans H. La

. (M,b
distribution empirique des entrées de H (M)

modes les différentes valeurs présentes dans H.

tend asymptotiquement vers une distribution discréte de

4.3 Test d’égalité entre les exposants d’autosimilarité

Cette section est une version étendue de l'article suivant : C.-G. Lucas, P. ABRy,
H. WENDT, G. DIDIER et O. OREJOLA, « Bootstrap based test for the unimodality
of estimated Hurst exponents. Performance assessment in a high-dimensional analy-
sis setting », XXVIVeéme Colloque Francophone de Traitement du Signal et des Images
(GRETSI 2023).

L’objectif de cette section est de tester si tous les exposants d’autosimilarité sont égaux,
c’est-a-dire détecter si H contient une seule ou bien plusieurs valeurs.

4.3.1 Test d’unimodalité
. - s e , ~(Mbc) .. , ,
Puisque 'unimodalité de la distribution des entrées de H indique la présence d’une
unique valeur dans H d’apres la section 4.2.3, nous concevons une procédure de test d’unimo-

dalité a partir de la distribution des M entrées PI}nM’bC) pour tester ’hypothése nulle
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Chapitre 4. Grande dimension

Ho : toutes les valeurs de H sont égales. (4.3)

Plusieurs procédures de test d’unimodalité existent. Suivant OREJOLA et collab. (2022),
la procédure proposée ici repose sur le test d’'unimodalité de Hartigan (dip test, HARTIGAN et

HARTIGAN (1985)). Celle-ci consiste a étudier la forme de la fonction de répartition empirique

(M,bc) (M,bc)

F des entrées f[m de E , donnée par

. 1 M
Ve eR, F(z) =7 > 1{%%&)9}, (4.4)

m=1
ol 1,cqy =1siz € Aet 1cqy = 0 sinon, pour tout ensemble A.

Soit U 'ensemble de toutes les fonctions de répartition unimodales : une fonction de U, de
mode m, est convexe sur (—oo, m] et concave [m,+00). La statistique de Hartigan, définie par

d = inf sup |F(z) — G(z 4.5

inf sup [F(2) = G(a)| (45)

mesure la déviation de la fonction de répartition empirique & une fonction de répartition unimo-

dale. Cette statistique peut étre calculée numériquement par l'algorithme AS 217 de HARTIGAN

(1985) reposant sur le théoreme 6 de HARTIGAN et HARTIGAN (1985), algorithme détaillé dans
I’annexe B.3.

Pour un niveau de confiance o € (0, 1), le test s’écrit
rejeter Ho  si d > dg, (4.6)
ou d, est un seuil de rejet défini par

a= sup P (cz > dq| supp(rm) = H()) . (4.7)
Hope(0,1)

Dans OREJOLA et collab. (2022), d, est estimé en exploitant la distribution de d sous Hop &
partir de M-mBf synthétiques. Dans le présent chapitre, on propose d’estimer d,, a partir d’une
seule observation de données multivariées et donc une seule observation de la statistique CZ,
sans étalonnage préalable. On propose alors d’approximer le seuil d, en utilisant la procédure
boostrap par blocs d’ondelettes décrite dans le chapitre 3. Cette procédure boostrap permet
de répliquer le comportement des données observées, évitant un étalonnage a partir de M-mBf
synthétiques indépendants des données.

4.3.2 Procédure de test bootstrap

7r+(M,be,r)

Suivant la procédure de la section 3.2, R échantillons bootstrap H,; , ..,I:IL(M’bC’T)

sont obtenus a partir d’'un échantillon de taille N et notés ﬁf (r), e ,FIX}T) pour simplifier la
lecture. Ces échantillons sont centrés pour reproduire I’hypothése nulle H, comme suit :

vre{l,...,R}, Vme{l,...,M}, H: =g _(H), (4.8)

m
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4.3. Test d’égalité entre les exposants d’autosimilarité

ou (I:I;) est la moyenne au travers des échantillons bootstrap,
N 1 E
() = 3 > . (4.9)
r=1

Centrer ainsi les échantillons bootstrap ﬁ;‘% permet de forcer les moyennes des distributions des
H» a étre égales. Etant donné le comportement asymptotique de I’estimateur multivarié corrigé

~ (M,b
H (Mybe) observé dans la section 4.2.3 (donné plus formellement par I’équation (D.3)), on s’attend
a ce que la distribution des entrées ﬁ,ﬁr) de chaque échantillons bootstrap r € {1,..., R}

soit unimodale. On calcule alors la fonction de répartition empirique F*(") des échantillons
P_If(r), .. ,ﬁ;}r) pour chaque échantillon bootstrap r € {1,..., R} selon I’équation (4.4), puis la
statistique de test d*(") qui en résulte selon I’équation (4.5).

La statistique bootstrap d* doit alors reproduire le comportement de la statistique de test
d sous Ho, ce qui est évalué numériquement. La figure 4.5 rapporte les diagrammes quantile-
quantile de la distribution de la statistique d* pour une réalisation de Monte Carlo contre la
distribution de la statistique d au travers des réalisations de Monte Carlo pour différents nombres
de composantes M, tailles d’échantillon N et échelles d’analyse 271, . . ., 272 de sorte que le rapport
c € {1/8,1/4} est fixé, et pour différents écarts AH = |Hy — H;| entre les valeurs Hy et Hy
présentes dans H. Ces tracés semblent confirmer que, asymptotiquement, la distribution de la
statistique d* reproduit bien la distribution de d sous (AH = 0) et s’en écarte sous des
hypotheses alternatives (AH > 0), et ce d’autant plus que c est petit.
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FIGURE 4.5 — Distributions des statistiques bootstrap a-. Diagrammes quantile-quantile de la
distribution de la statistique bootstrap d* pour une réalisation de Monte Carlo contre la distribution de
la statistique d au travers des réalisations de Monte Carlo pour différents nombres de composantes M,
tailles d’échantillon N et échelles d’analyse allant de 271 = M /4 & 272 = M tels que ¢ = 1/8 et ¢ = 1/4,
et pour (de haut en bas) différents écarts AH = |Hy — Hy| entre les valeurs Hy et Hs présentes dans H.
La distribution de la statistique bootstrap d* approxime la distribution de la statistique d sous hypothése
nulle (AH = 0) et s’en écarte sous des hypothéses alternatives.

- 154 -



4.3. Test d’égalité entre les exposants d’autosimilarité

A

Finalement, le seuil d,, du test d’'unimodalité (4.6) est estimé par JZ =d* W, avecl=1,...,R
tel que
Card ({r € {1,..., R} d"" > d"V}) = [(1 - a) R}, (4.10)

c’est-a-dire tel que d*(0 est plus petit qu’un pourcentage o de statistiques bootstrap (f*(l), cen
d*(B) . Autrement dit, la p-valeur du test pour g est approximée par
1 B
Ak, . N
pri= Elemdw, (4.11)

r=1

ot Li,eqy = 1six € Aet 1,y = 0 sinon pour tout ensemble A, et le test s’écrit
rejeter Hy sip* < o (4.12)

La procédure de test d’'unimodalité est résumée par la figure 4.6.

Signal multivarié Transformée en ondelettes multivariée Estimées des exposants de Hurst Statistique de test
Byz  |=> D, k) = i = d
' p-valeur de test
Ak
Ré-échantillon bootstrap Estimée boostrap Statistique boostrap p
D*® (A k) . S OF® o d*(R) K

[ - .a’ - 0 # 9 ’
Ré-échantillon bootstrap Estimée boostrap Statistique boostrap
DO, k) a® 4o

FIGURE 4.6 — Organigramme de la procédure de test d’unimodalité.

Pour s’assurer de la bonne construction des p-valeurs bootstrap p*, la figure 4.7 rapporte
les diagrammes quantile-quantile de la distribution des p-valeurs p* au travers des réalisations
de Monte Carlo contre une distribution uniforme pour différents nombres de composantes M,
tailles d’échantillon N et échelles d’analyse 271, ...,272 de sorte que le rapport ¢ € {1/8,1/4}
est fixé et différents écarts AH = |Hy — Hjp| entre les valeurs H; et Hy présentes dans H.
Ces tracés montrent que les p-valeurs bootstrap p* sont bien approximées par des distributions
uniformes sous Hg comme attendu théoriquement, et s’éloignent de distributions uniformes sous
des hypothéses alternatives quand N et AH augmentent. De plus, cet éloignement est plus
rapide pour ¢ = 1/8 que pour ¢ = 1/4. Ces résultats confirment que les p-valeurs bootstrap p*
ont bien le comportement voulu.

4.3.3 Performances du test

Les performances du test sont évaluées sous la triple limite définie par ’équation (4.1) a
partir des simulations de Monte Carlo décrites dans la section 4.2.1. Pour la procédure bootstrap,
R = 500 blocs de taille Lp = 4 (taille du support de l'ondelette) sont ré-échantillonnés & partir
des coefficients d’ondelettes multivariés.

Pour vérifier la constuction adaptée de la procédure de test bootstrap, nous évaluons d’abord
le comportement de la procédure de test sous I’hypothese nulle Hg. La figure 4.8 rapporte les
décisions d > ciz du test bootstrap de rejet de I’hypothese nulle Hy moyennées sur les réalisations
de Monte Carlo (avec un intervalle de confiance a 95%) en fonction du niveau de confiance
prédéfini o pour différentes triples limites ¢ liées a différentes tailles d’échantillon N, nombres
de composantes M et échelles d’analyse 271, ...,272. Pour les deux valeurs de ¢, le niveau de
confiance ciblé « est bien reconstruit par la procédure bootstrap.
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(a) c=1/8 (b) c=1/4

FIGURE 4.7 — Distributions des p-valeurs bootstrap p*. Diagrammes quantile-quantile des dis-
tributions des p* au travers des réalisations de Monte Carlo contre des distributions uniformes pour
différents nombres de composantes M, tailles d’échantillon N et échelles d’analyse allant de 27t = M /4
a4 292 = M tels que ¢ = 1/8 et ¢ = 1/4, et pour (de haut en bas) différents écarts AH = |Hy — Hy| entre
les valeurs Hy et Hy présentes dans H. La distribution des p-valeurs bootstrap p* est bien approximée par
une distribution uniforme sous hypothése nulle (AH = 0) et s’en écarte sous des hypothéses alternatives.

0.2 0.2
N =20 M =21 N =20 M =21
& 4N =28 M =2° 8 4N =22 M =2°
S 015[| N =2 M =20 S 0.15[| N =2 M =2 4
<% [}
g g
2 041 2 041
= @ s
= 2
2 0.05 S 0.05
0 O
A A
0 0l
0 0.05 0.1 0.15 0 0.05 0.1 0.15
6 o
(a) c=1/8 (b) e=1/4

FIGURE 4.8 — Niveaux de confiance. Décisions de rejet du test moyennées sur les réalisations de
Monte Carlo (avec un intervalle de confiance & 95%) par rapport au niveau de confiance prédéfini «
sous ’hypothése nulle Hy pour nombres de composantes M, tailles d’échantillon IV et échelles d’analyse
201 .. 272 tels que c = 1/8 et ¢ = 1/4.
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Enfin, on quantifie la puissance du test. La figure 4.9 présente la puissance empirique du test
(moyenne de Monte Carlo avec un intervalle de confiance a 95%) en fonction de I’écart AH =
|Ho — Hi| entre les valeurs Hj et Ho présentes dans H pour un niveau de confiance prédéfini
a = 0.05 et différentes triples limites ¢ maintenues fixes pour différentes tailles d’échantillon
N, nombres de composantes M et échelles d’analyse 271, ...,272. Ces résultats montrent tout
d’abord que, a un rapport fixé ¢, la puissance augmente avec la taille de I’échantillon N, ce qui
est en accord avec le comportement multimodal observé en pratique dans la section 4.2.3. En
outre, pour un rapport M /N fixe (comparaison entre la ligne noire avec ‘+’ de gauche et la ligne
bleue avec ‘A’ de droite, et entre la ligne bleue avec ‘A’ de gauche et la ligne rouge avec ‘0’ de
droite), la puissance augmente avec M, c’est-a-dire pour un plus grand nombre d’échantillons
dans le calcul de la fonction de répartition empirique (4.4) impliquée dans le test d’'unimodalité.

FN =2 M =2" FN =20, M =2"
1+ N=28 M =2 1N =22 M =25
$-N =21 M =2 N =2 ) =2

—_

£ 08 £ 08
7 z
%06 N %06}
4 Z
£ 04 £ 0.4} L
0.2 0.2f
0
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.05 0.1 0.15 0.2
AH AH
(a) c=1/8 (b)) c=1/4

FIGURE 4.9 — Puissance du test. Proportions des décisions de rejet (moyenne de Monte Carlo avec un
intervalle de confiance & 95%) par rapport a 'écart AH = |Hy — Hyq| entre les valeurs H; et Hy présentes
dans H pour un niveau de confiance prédéfini o = 0.05, et différents nombres de composantes M, tailles
d’échantillon N et échelles d’analyse allant de 291 = M /4 & 272 = M tels que c = 1/8 et ¢ = 1/4.

4.4 Dénombrement d’exposants d’autosimilarité

Lorsque plusieurs valeurs sont présentes dans le vecteur des exposants d’autosimilarité H,
il devient nécessaire de compter ces valeurs. D’apres la section 4.2.3, le nombre de modes de
la distribution des entrées de I'estimateur multivarié corrigé H (Mbc) correspond au nombre de
valeurs distinctes dans H. Une procédure de test de multimodalité pour compter les exposants
distincts est donc décrite dans cette section, puis exploitée pour estimer leurs valeurs et leurs

proportions dans H.

La stratégie présentée dans cette section résulte également d’une collaboration avec Gustavo
DIDIER et Oliver OREJOLA.
4.4.1 Tests de multimodalité

4.4.1.1 Formulation des tests

Pour compter le nombre L d’exposants distincts dans H, la procédure proposée ici repose

~ (M,b
sur le test de multimodalité de Silverman (SILVERMAN, 1981) appliqué au vecteur H (M) pour
tester ’hypothese nulle
H(()k) . H contient au plus k valeurs distinctes, (4.13)
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pour tout entier k > 2. L’hypothese nulle Hék) est donc vraie pour tout k£ > L. D’apres le

comportement étudié dans la section 4.2.3, tester ’hypotheése H((]k) peut se ramener a tester
I’hypothese

g a au plus k modes, (4.14)

ou g est la densité de probabilité des échantillons H 1(M’bc), . ,ffj(\y’bc). Une méthode naturelle
pour compter les exposants distincts dans H consiste finalement & identifier le plus petit entier

k > 2 pour lequel 'hypothese Hék) n’est pas rejetée.

4.4.1.2 Statistiques des tests

Fixons k > 2. La procédure de test de Silverman exploite ’estimateur par noyau gaussien
de la densité g a partir de M observations H = (Hy,..., Hys), défini par

1 -efp 415
e 252 .
s (1.15)

1
- Ms

M=

VheR, fg(h)

m

(k)

ou s > 0. La statistique de Silverman est définie comme le parametre critique s..;; pour lequel

I’estimateur par noyau de la densité a au plus k modes,

gfl)t = inf {5 | fE(M,bc)7S a au plus k modes} . (4.16)

S

La statistique de Silverman peut étre calculée par dichotomie sur le nombre de modes de
f f0be) 5 el vertu de ’équivalence suivante, démontrée dans SILVERMAN (1981) :

(k)

5 < Sepip © fﬁ(M,bc) , @ plus de k& modes. (4.17)

Ainsi, plus s est grand, plus le noyau gaussien de l'estimateur de la densité (4.15) est étiré et

(k)

moins la densité estimée f4  a alors de maxima locaux. La statistique de Silverman s mesure
7

ainsi la contraction du noyau gaussien nécessaire pour faire apparaitre plus de k modes dans la

densité estimée, et ’hypothese nulle H(()k) est rejetée pour de grandes valeurs de ngi)t'

4.4.1.3 P-valeurs des tests

On fixe k > 2 et on se propose de recourir la procédure de SILVERMAN (1981) pour estimer

la p-valeur du test de Silverman pour I’hypothése nulle H[()k) a partir d’'une unique observation

de données multivariées.

Ecriture des p-valeurs

Tout d’abord, I’équivalence (4.17) a permis a Silverman de proposer une ré-écriture partique
de la p-valeur du test de Silverman. On considére une observation sﬁiﬁs’k) de la statistique de test
(M,bc) (k)
crit
H = (Hy,...,Hys) dont les entrées sont tirées selon la distribution g des

test de Silverman pour k modes est définie par

la statistique de Silverman associée a un vecteur
~(M,b
HT(n I C)

issue de 'estimateur H . En notant s

, la p-valeur du

pp = P (5579 < o) | 9. (419

crit
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D’apres 1’équation (4.17), cette p-valeur peut étre réécrite comme suit :

H

=="crit

=P (f J(obsk) & plus de k modes]ﬂ = (Ifll, . ,ﬁM) tirés selon g sous H(()k)> . (4.19)

Cette écriture de la p-valeur évite d’avoir a calculer la statistique de Silverman par dichotomie
pour chaque échantillon H = (Hy, ..., Hy).

Estimation bootstrap des p-valeurs

La p-valeur (4.19) du test de Silverman peut étre approximée a partir de R ré-échantillons

bootstrap E*(r) = (flf(r), e PIX}T)) tirés selon la procédure de SILVERMAN (1981) comme suit :
~ G o) ~(Mpbe) | (obs,k)
Vre{l,...,R},Vme{l,..., M}, H;‘fr) = = (HI(,)’(m)—I—Scrit’ 57(7?),
6.2 + (S(Ojbsvk)>2
E(M,bc) crit
(4.20)
ol les I(")(m) sont tirés uniformément avec remise dans {1,..., M}, le vecteur (5({), .. ,Eg\t[)) est
~ (M,b
un bruit blanc gaussien standard et & ;b est I'écart-type (empirique) des entrées de H (M C).
Autrement dit, les H}*n(r) sont des ré-échantillons tirés uniformément parmi H fM’bc), ey ﬁ](\y[’bc)
(obs,k)

avec un bruit blanc gaussien additif d’écart-type la statistique de Silverman s.;; . Le coefficient
multiplicateur en amont dans I’équation (4.20) est un facteur de remise a 1’échelle, permettant

I'égalité Var™ (Ef;‘l) = Var (ﬁf(nM’bc)) pour tout m € {1,...,M}. Ainsi, la distribution des

échantillons I_{f (T), ey .F_IXA(,T) approxime la distribution fﬁ(M,bc) (obs,k) -
o S

’“crit

L’estimée bootstrap de la p-valeur py donnée par I’équation (4.19) est alors définie par

Card ({T € {l,...,R}| fH*<r) J(obs,k) @ plus de k modes})

= . 4.21

: - (421)

Puisque la distribution des échantillons H ik (T), el I:I;\y) n’approxime pas la distribution g des
ﬁfM’bC), . ,ﬁ](\y[’bc), la distribution des p-valeurs bootstrap (4.21) peut s’écarter d’une distri-

bution uniforme. En effet, HALL et YORK (2001) ont mis en évidence le caractére conservatif du
test de Silverman dans un cadre assez général, I’estimateur bootstrap de la p-valeur p; n’étant
pas consistant. La procédure de test de Silverman est résumée par la figure 4.10.

Statistique de test

=) )
Serit '
imé Echantillgn boostrap de la densité
Tgem yomir

. - =) = ~ 5 p-valeur du test
_I . - : - | "
Estimée boostrap Echanqllon boostrap de la densité I el Dg: taux de n*(’) >k
) A

fg_(‘)"(el‘:"” Nombre de modes de fg-(i),a‘(’:il:t,k):
o

Estimées des exposants . (M,bc)
d'autosimilarité ﬂ

f . #*(R)
Nom})re de modes de fﬂ-(n),,g;-.w 'n (R) |

FIGURE 4.10 — Organigramme de la procédure de test de Silverman a k > 2 fixé.

La stratégie d’estimation bootstrap des p-valeurs de Silverman est illustrée par la figure 4.11
pour ’hypothese nulle 7-[((]2) (au plus £ = 2 modes) dans deux cas différents :

E[(M,bc) (2)

(¢) lorsqu’il y a L = 2 modes dans la distribution des Hy, * ", situation ot H ' est vraie (a);
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(73) lorsqu’il y a L = 3 modes dans la distribution des IQT,E,IM’bC), situation ou 7{82) n’est pas

vraie (b).
La figure 4.11 montre ainsi la densité estimée par noyau gaussien avec le parametre critique

Sit;s,z), i.e. la statistique de Silverman pour tester ’H(()z), sur la premiere colonne et des densités

estimées par noyau gaussien a partir des deux ré-échantillons bootstrap H 1) et H 2 sur la
seconde colonne. La p-valeur bootstrap p3, qui correspond au taux de densités bootstrap ayant
plus de 2 modes, doit étre élevée dans le cas (7 ) et faible dans le cas (it ). Pour L = 2, la
densité estimée approxime bien la distribution des entrées sz,glM’bC), et les deux densités bootstrap
associées représentées sont assez proches de cette derniere mais ont plus de 2 modes, suggérant
une p-valeur pj élevée. Pour L = 3, la densité estimée approxime tres mal la distribution des
entrées fI&M’bC), et les densités bootstrap associées sont également de mauvaises approximations
de cette distribution et n’ont qu’un seul mode. Le nombre de modes des densités bootstrap ainsi

obtenues peut difficilement excéder 2, entrainant une p-valeur p; faible.

S

fH(M.m) Slobs.2) fH*(l) S(o0s2) fH*(fz) Slovs2)

= *erit = erit = *erit

(a) L =2 modes dans la distribution des AP

f (M) (obs,2)
H et

(b) L = 3 modes dans la distribution des AP

FIGURE 4.11 — Illustration de la procédure bootstrap de Silverman pour ’H((f) (au plus k = 2
modes). Pour différents nombres L de modes dans la distribution des it (de haut en bas), la densité

L . N . . Fy (M,bC) N bs,2 N
estimée par noyau gaussien & partir de I'estimateur avec un parametre sgr)its’ ) correspondant a

la statistique de Silverman pour k& = 2 modes (& gauche) est ré-échantillonnée par bootstrap a partir de

_ _ ~ (M,b
deux ré-échantillons bootstrap H *1) et H *2) de l'estimateur H (M;be) (au milieu et a droite).

4.4.1.4 Reproduction de ’hypothése nulle pour 2 modes

On se propose d’étudier ici le test de Silverman du rejet de I’hypothese nulle ’Hgf) (au plus 2

modes). Lorsque le vecteur des exposants d’autosimilarité H contient exactement L = 2 valeurs
distinctes, toutes les hypotheses nulles H(()k), avec k > L = 2, sont vraies. En particulier, 7-[(()2)

est vraie et devrait étre rejetée a tort a un taux égal au niveau de confiance «.

La figure 4.12 rapporte les proportions de décisions de rejet p; < o de I’hypotheése nulle

7-[62) (obtenues par moyennes sur les réalisations de Monte Carlo) pour différents écarts AH =
|Hy — H;p| entre les valeurs H; et Ho présentes dans H et différentes triples limites ¢ liées a
différents nombres de composantes M, tailles d’échantillon N et échelles d’analyse 271, ..., 272,
Pour AH = 0.1, le taux de fausse alarmes réel reconstruit correctement le taux de fausses alarmes
ciblé a lorsque ¢ = 1/8, méme pour de faibles nombre de composantes M et taille d’échantillon
N, en Toccurrence N = 2 et M = 2% En revanche, lorsque ¢ = 1/4, cette reconstruction
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n’est bonne que pour de plus grands nombre de composantes M et taille d’échantillon N. Pour
AH = 0.2, le taux de fausses alarmes ciblé « est mal reconstruit par le taux de fausse alarmes
réel et ceci empire & mesure que le nombre de composantes M et la taille d’échantillon N
augmentent. Le test de Silverman peut donc étre trés conservatif, le taux de fausse alarmes réel
étant parfois tres inférieur au niveau de confiance «, conséquence de la distribution non uniforme

des p-valeurs.

0.2

Décisions moyennées
o
Fa

TN =20, M=2
N =28 M =2
N =215 M =2

AH =0.1

Décisions moyennées

0.2

0.15

0.1

0.05

FN=-2,M=2
N =28 M=2
N =25 M =2

AH =02

0 0.05 0.1 0.15 0 0.05 0.1 0.15
e e
(a) c=1/8
0.2 0.2
T N2, M=2 T N2, M=2
8 HN =22 M =2 % 4N =22 M=2
S 0.15HFN =21 M =26 S 0.15HFN =21 M =26 y
S AH =01 S AH =02 L
g 01 g o1} <
£ 2 P
S 2 - <
€ 0.05} € 0.05} —
3 D .
A A .
7z,
0 0 %
0 0.05 0.1 0.15 0 0.05 0.1 0.15
a a

(b) c=1/4

FIGURE 4.12 — Niveaux de confiance pour 2 modes. Proportions des décisions de rejet (moyenne

de Monte Carlo avec un intervalle de confiance a 95%) de 'hypothése nulle 7—[82) (au plus 2 modes) en
fonction du niveau de confiance o pour deux différents écarts AH = |Hy — Hy| entre les deux valeurs
Hy et Hy présentes dans H, et différents nombres de composantes M, tailles d’échantillon N et échelles
d’analyse allant de 271 = M /4 & 272 = M tels que c=1/8 et ¢ = 1/4.

Ces résultats signifient que lorsque H contient exactement L = 2 valeurs distinctes, le test
de Silverman pour k = 2 modes va permettre de les détecter correctement avec un taux supérieur
a 1 — a. Des cas ou L > 2 sont étudiés dans la section 4.4.3.2.

4.4.2 Stratégie d’estimation

Le nombre de valeurs distinctes dans le vecteur des exposants d’autosimilarité H correspond

au plus petit entier £ > 2 pour lequel I’hypothése nulle ’H(()k)

H) est vraie. Ce nombre peut donc étre estimé par

(au plus k valeurs distinctes dans

L =min {k >2|p} > a}, (4.22)
ou les pj sont les p-valeurs bootstrap données par I’équation (4.21) pour tout k > 2 et le niveau
de confiance est fixé a o = 0.05. Ainsi, pour obtenir L, il suffit de parcourir les entiers k > 2
dans l'ordre croissant jusqu’a ce que I’hypothese nulle Hék)
par 'algorithme 1.

ne soit pas rejetée, comme détaillé
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Algorithme 1: Estimation du nombre L de valeurs dans H

~ (M,b N N ]
1 Entrées : estimées ﬁ( ) (HfM’bC), . ,H](\%bc)), niveau de confiance « ;
2 Initialisation : p7 =0, k=1
3 Tant que p; < o faire
4 k=k+1;
(obs,k) (M,bc)

5 Calculer la statistique s associée a H selon I’équation (4.16) ;

crit
6 Tirer des échantillons bootstrap E*(l), . ,E*(R) selon I’équation (4.20) ;
7 Calculer la p-valeur bootstrap pj, selon I’équation (4.21) ;
8 Fin
9 Sortie : nombre de modes estimé L = k
, , . . 7 (M,bc)
Les résultats donnés dans la section 4.2.3 sur le comportement des entrées de H sug-
gerent la stratégie suivante pour estimer les proportions respectives w(Hy), ..., m(Hp) des valeurs
~ (M,b )
distinctes Hy, ..., H; dans H. Le vecteur des estimées multivariées corrigées H (M.be) est parti-

tionné par I’algorithme des k-moyennes (STEINHAUS, 1957), o le nombre de classes k est donné
par le nombre de modes estimé L. La moyenne des éléments de chaque partition donne des

estimées Hi, ..., fIE des valeurs distinctes présentes dans H et la proportion d’éléments dans
chaque partition donne des estimées de leurs proportions #(Hj), ... ,ﬁ(ﬁz) .

4.4.3 Performances empiriques
4.4.3.1 Simulations de Monte Carlo

Pour I’étude empirique des performances d’estimation, des simulations de Monte Carlo sont
réalisées sur des M-mBf synthétiques selon la configuration présentée dans la section 4.2.1.
Différents vecteurs d’exposants d’autosimilarité H sont étudiés : les M entrées de H sont tirées
uniformément dans le support {Hi,...,Hr} avec L € {2,3,4}, H, = 0.8 et H; = H;;1 — 0.2
pour tout [ € {1,...,L—1}. Autrement dit, le vecteur H contient L valeurs distinctes présentes
en proportion 1/L et I'écart entre ces valeurs est de 0.2. Pour la procédure bootstrap, R = 500
ré-échantillons des estimées multivariées corrigées sont tirées selon 'équation (4.20).

4.4.3.2 Nombre d’exposants distincts

Pour évaluer I'estimation du nombre d’exposants d’autosimilarité distincts, la figure 4.13
rapporte les histogrammes des estimées L des nombres de valeurs distinctes L dans H, obtenues
selon I’équation (4.22), pour différentes valeurs de L et différentes triples limites ¢ liées a différents
nombres de composantes M, tailles d’échantillon N et échelles d’analyse 271, ...,272. Quel que
soit le nombre L de valeurs différentes dans H, les performances d’estimation de L s’améliorent
lorsque la dimension M et la taille d’échantillon N augmentent, et ce d’autant plus pour la plus
petite valeur de triple limite ¢ = 1/8.

Lorsqu’il n’y a que L = 2 valeurs différentes dans H, il y a parfois une surestimation de
L mais il y en a moins & mesure que le nombre de composantes M et la taille d’échantillon N
croissent. En effet, le nombre de modes est bien détecté dans ce cas avec un taux 1 — & qui
augmente avec M et N, ou & est le taux de fausses alarmes réel observé sur la figure 4.12. Ainsi,
le comportement conservatif du test de Silverman (pour k = 2) réduit la surestimation de L.
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w1 100 e
M=
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R
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(a) c=1/8 (b) c=1/4

FIGURE 4.13 — Estimation du nombre de valeurs distinctes dans H. Histogrammes des estimés
L du nombresde valeurs distinctes L dans H au travers des réalisations de Monte Carlo pour différentes
valeurs de L (de haut en bas), un niveau de confiance prédéfini @ = 0.05, et différents nombres de
composantes M, tailles d’échantillon N et échelles d’analyse allant de 2/t = M/4 a 272 = M tels que
¢ =1/8 et ¢ = 1/4. Le nombre exact de valeurs différentes L dans H est indiqué par une ligne droite
pointillée.

Lorsqu’il y a (strictement) plus que 2 valeurs différentes dans H, la valeur de L est bien
estimée dans la majorité des cas seulement pour un nombre de composantes M et une taille
d’échantillon N suffisamment grandes, en 'occurrence pour M = 26 et N = 215 lorsque ¢ = 1/8
et pour M = 26 et N = 215 lorsque ¢ = 1/8. La valeur de L a tendance & étre sous-estimée pour
de plus faibles nombres de composantes M et tailles d’échantillon N. Ce comportement suggere
que la puissance des tests de Silverman augmente avec M et N, puisqu’une sous-estimation de L
signifie que ’hypothese nulle H(()k) est peu rejetée pour 2 < k < L. De plus, une surestimation de
L ne s’observe que pour ¢ = 1/8, N = 2% et M = 25, et cette surestimation est de 1%, suggérant
que le test de Silverman pour k = L est également conservatif pour L > 2 : I’hypothese nulle

L s s opsos .
7-[6 ) est rejetée avec un taux inférieur au niveau de confiance .

4.4.3.3 Valeurs et proportions des exposants distincts

Les performances de I'estimation des valeurs Hy, ..., Hy, et de leurs proportions 7(H1), .. .,
m(Hp) (cf. Section 4.4.2) sont mesurées par la distance de Wasserstein entre la distribution 7 et
sa distribution estimée 7, toutes deux a support inclus dans [0, 1], définie par

1
Wi, #) = /O \Fy(h) — Fa(h)| dh, (4.23)

ou F et F; sont les fonctions de répartition respectivement associées aux distributions 7 et 7.
La distance de Wasserstein prend, dans ce cas-ci, ses valeurs dans [0, 1].

L’estimation des valeurs d’exposants d’autosimilarité distincts et de leurs proportions dans
H, i.e. Pestimation de la distribution 7, est évaluée par les distances de Wassertein (4.23) rap-
portées dans le tableau 4.1 pour différents nombres de valeurs distinctes L dans H et différentes
triples limites ¢ liées a différents nombres de composantes M, tailles d’échantillon IV et échelles
d’analyse 271, ..., 272, Pour les différentes valeurs de L, les performances d’estimation de 7 s’amé-
liorent lorsque le nombre de composantes M et la taille d’échantillon N augmentent.
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TABLEAU 4.1 — Estimation des valeurs et proportions d’exposants d’autosimilarité distincts.
Distance de Wasserstein (moyenne de Monte Carlo avec intervalle de confiance & 95%) entre la distribution
empirique des valeurs d’exposants d’autosimilarité et la distribution estimée pour différents nombres de
valeurs L dans H et différents nombres de composantes M, tailles d’échantillon N et échelles d’analyse
allant de 271 = M /4 & 272 = M tels que c = 1/8 et ¢ = 1/4.

| | c=1/8 | c=1/4
N=21 N=2B] N=205] N=210| N=212| N=2U1
M=2"| M=2| M=25 M=2"| M=2| M=2°
I _o 0.07 0.06 0.03 0.08 0.07 0.05
0.04 — 0.09]0.04 — 0.07|0.03 — 0.04 || 0.05 — 0.10| 0.05 — 0.08 [ 0.04 — 0.06
I3 0.09 0.06 0.02 0.10 0.09 0.05
0.05 — 0.11]0.02 — 0.09|0.01 — 0.07 || 0.07 — 0.13|0.05 — 0.10 [ 0.02 — 0.09
. 0.11 0.08 0.03 0.1 0.09 0.05
0.07 —0.14{0.04 — 0.11]0.01 — 0.10{/0.07 — 0.15|0.04 — 0.12]0.01 — 0.10

La croissance des performances de ’estimation de m avec N et M est en particulier valable
pour L = 2 et n’est donc pas seulement lié a 'amélioration de I’estimation de L observée sur les
histogrammes 4.13. Cependant, la bonne estimation de L = 2 meéne & de meilleures performances
d’estimation de 7w dans ce cas-ci par rapport aux configurations ou il y a plus que 2 valeurs
distinctes dans H, i.e. L = 3 et L = 4. En revanche, les performances sont similaires entre L = 3
et L = 4. Ces résultats suggerent que cette stratégie est robuste au nombre d’exposants distincts
L dans H lorsque L > 2.

Enfin, on observe que, & méme nombre de composantes M, les performances d’estimation
sont légérement meilleures pour la petite valeur de triple limite ¢ = 1/8 comparée a ¢ = 1/4,
c’est-a-dire pour de plus grands nombres n;,,...,n;, de coefficients d’ondelettes impliqués dans
I’analyse.

4.5 Conclusion

Le présent chapitre a abordé I’étude de I'autosimilarité multivariée en grande dimension,
régime asymptotique ou le nombre de composantes M, la taille d’échantillon N et les échelles
d’analyse tendent vers l'infini. Ce régime asymptotique est contrélé par un parametre asymp-
totiquement constant ¢ = M /nj,, rapport du nombre de composantes M sur le nombre de
coefficients d’ondelettes disponible n;, a la plus grande octave d’analyse jo. A ainsi été proposée
dans ce chapitre une stratégie compléte pour compter le nombre de valeurs distinctes dans le
vecteur des exposants d’autosimilarité H, les estimer et estimer la proportion de chacune de ces
valeurs.

~ (M,b
En premier lieu, le comportement asymptotique de I'estimateur multivarié corrigé H (M,bc)

construit dans le chapitre 2 a été étudié numériquement, a partir de simulations de Monte Carlo
de M-mBf synthétiques de taille finie. Les résultats montrent d’abord que le nombre de modes
o . 7 (M,bc) . ,
de la distribution des entrées de H tend asymptotiquement vers le nombre d’exposants

distincts dans H en grande dimension. S’appuyant sur ce résultat, une procédure pour tester la

A (M,b
présence d’une valeur unique dans H a d’abord été développée a partir du vecteur H (M.be) et de
la procédure de ré-échantillonnage bootstrap du chapitre 3. L’étude numérique menée montre
que la procédure bootstrap, qui repose sur la statistique de Hartigan, reproduit bien I’hypothese
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nulle et est puissante asymptotiquement, c’est-a-dire pour de grands nombres de composantes
M et des tailles d’échantillon réalistes N pouvant étre du méme ordre que M. Dans le cas
ou cette derniere procédure rejette la présence d’une unique valeur dans H, une procédure de
multimodalité, reposant sur le test de Silverman, construite également a partir de I'estimateur
H (Mbe) et de la procédure de ré-échantillonnage bootstrap du chapitre 3, a été développée et
évaluée numériquement. Cette procédure montre des performances asymptotiques satisfaisantes
pour différents nombres L > 2 d’exposants distincts dans H, a la fois en termes d’estimation de

L et d’estimation des valeurs des exposants et de leurs proportions dans H.

Finalement, alors que les outils de faible dimension sont adaptés & des cas ou le rapport
¢ = M/n;, est faible, et ce autant pour des grands nombres de composantes M que des petits,
les outils de grande dimension sont adaptés a des grands nombres de composantes M et sont
d’autant plus efficaces que le rapport c est petit, mais sont aussi valables pour de grands rapports
c=M/nj,.

- 165 -






Chapitre 5

Applications biomédicales

Sommaire

51 Enjeux . . . . o i i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e 168
5.2 Meéthodologie . . . . . . . . . o e e e e 168
5.3 Détection de la somnolence . .. ... ... ... ... ... 169
5.3.1 Jeudedonnées . . . . . . ... e e 169
5.3.1.1 Description données . . . . . . . . ... ... 169

5.3.1.2  Pré-traitement des données . . . . . . ... ... ... ... .. 169

5.3.2 Configuration de 'analyse et de la classification . . . . . . .. ... ... 170
5.3.2.1  Analyse de séries temporelles physiologiques . . . . . ... .. 170

5.3.2.2 Méthode et attributs de classification . . . . ... .. ... .. 171

5.3.3 Classification a un seul attribut . . . . . ... ... ... ... 171
5.3.4 Classification a plusieurs attributs . . . . . . .. ... .. ... ... .. 172
5.3.4.1 Attributs . . ... L. 172

5.3.4.2 Performances . . . . . .. ... Lo 172

5.3.5 Conclusions . . . . . . . .. L 174

5.4 Prédiction de crises d’épilepsie . ... ... .. ... 000 174
54.1 Jeudedonnées . . . . . ... 174
5.4.1.1 Description des données . . . . . . .. ... ... 174

5.4.1.2 Pré-traitement des données . . . . .. ... ... 175

5.4.2 Détection d’états préictaux . . . . . .. ... oL 175
5.4.2.1 Configuration de 'analyse . . . . . . .. .. ... ... ..... 175

5.4.2.2  Analyse multivariée d’une fenétre . . . .. ... ... ... .. 175

5.4.2.3 Distributions des estimées des exposants d’autosimilarité 176

5.4.2.4  Performances de la détection d’états préictaux par sujet . . . . 178

54.3 Conclusions . . . . . .. . Lo 180

- 167 -
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5.1 Enjeux

Les rythmes temporels physiologiques et corporels sont bien décrits par des dynamiques
arythmiques ou invariantes d’échelle. C’est notamment le cas de 'activité cérébrale macrosco-
pique lente (de fréquence inférieure a 0.1Hz) (Cruciu et collab., 2014; HE, 2011; LA Rocca
et collab., 2018), de la variabilité du rythme cardiaque (AMARAL et collab., 1999; DORET et col-
lab., 2015; IVvANOV et collab., 1999; NAKAMURA et collab., 2016; YAMAMOTO et HUGHSON,
1991), de la variabilité de la démarche humaine (BENABDELKADER et collab., 2004; DECKER
et collab., 2010) ou de la dynamique de la phase de sommeil (LEON et collab., 2022). Cependant,
I’analyse de I'invariance d’échelle de ces signaux est généralement réalisée dans un contexte uni-
varié, c’est-a-dire en estimant les exposants d’autosimilarité indépendamment pour chaque série
temporelle observée. Pourtant, les données physiologiques sont treés souvent constituées de plu-
sieurs séries temporelles enregistrées conjointement pour étudier un méme mécanisme biologique
ou une pathologie.

Dans ce contexte, les modeles d’autosimilarité multivariée tels que le mouvement brownien
opérateur-fractionnaire (mBof) pourraient s’avérer plus efficaces pour rendre compte de la dy-
namique temporelle conjointe des séries mesurées. Cela n’a jusqu’a présent jamais été tenté. Le
présent chapitre vise ainsi a quantifier la pertinence et les avantages de 'autosimilarité multi-
variée dans les analyses du rythme physiologique et corporel a travers les exemples (7) de la
détection de la somnolence a partir de données polysomnographiques et (i) de la prédiction
des crises d’épilepsie & partir de données d’électroencéphalogrammes (EEG) du cuir chevelu.
Des stratégies de classification sont ainsi développées a partir des estimateurs des exposants
d’autosimilarité, rappelées dans la section suivante.

5.2 Meéthodologie

Pour les différents jeux de données, des séries temporelles M-variées {Y (t) };¢q1,..., v} Sont ex-
traites et analysées par ondelettes selon les différentes procédures décrites dans les chapitres 1 et 2
pour obtenir des estimées des exposants d’autosimilarité H :

o M estimées univariées (cf. Eq. (1.42)) :

. 1 (22 .
vm e {1,..., M}, [jr,(nU):5 > wjlogy Smm(2)) — 1 5 (5.1)
J=Jj1

o M(M +1)/2 estimées multivariées classiques, pour tenir compte des dépendances tempo-
relles (cf. Eq. (1.48)) :

X 1 (& ,
Vi<m<m <M, g{r)n/zi ijlog2|Sm,m/(2j)\—1 ; (5.2)
J=J1
o M estimées multivariées (cf. Eq. (2.3)) :
. 1 (22 _ ,
Vme{l,...,M}, HMb) 3 > wjlogy Am(27) =1 ; (5.3)
J=J1

ot S(27) désigne le spectre d’ondelettes multivarié empirique. Les estimées corrigées logs A, (27)
des logarithmes des valeurs propres \,,(27) du spectre d’ondelettes multivarié¢ E[S(27)] sont
données par I’équation (2.2).
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5.3 Détection de la somnolence

Cette section est tirée de I’article suivant : C.-G. Lucas, P. ABRy, H. WENDT et G. Di-
DIER, « Drowsiness detection from polysomnographic data using multivariate selfsimila-

rity and eigen-wavelet analysis », dans 2022 44th Annual International Conference of the
IEEE Engineering in Medicine € Biology Society (EMBC), IEEE, pp. 2949-2952.

La somnolence est généralement définie comme un état intermédiaire entre ’éveil et le som-
meil (YU et collab., 2018). Il est établi que la somnolence joue un réle majeur dans les accidents
de la route. Par conséquent, la détection de la somnolence a partir de mesures biomédicales
mobiles non invasives constitue un enjeu sociétal important. Elle a souvent été réalisée a partir
de données d’électromyogramme (EMG), d’électrocardiogramme (ECG) ou d’EEG, en utilisant
des outils statistiques non linéaires de traitement du signal tels que I'entropie d’échantillon,
lautosimilarité ou la multifractalité (AHN et collab., 2016; CAHYADI et collab., 2019; WANG
et collab., 2018; YU et collab., 2018), mais en laissant essentiellement inexplorée 'utilisation de
la dynamique invariante d’échelle multivariée (voir a contrario LEON et collab. (2022)).

5.3.1 Jeu de données
5.3.1.1 Description données

Les données utilisées ici sont celles de la base de données polysomnographiques du MIT-BIH
disponible a https://physionet.org/content/slpdb/1.0.0/ et documentée dans GOLDBER-
GER et collab. (2000); ICHIMARU et MooODY (1999). Les données consistent en une collection
de 4 & 7 mesures physiologiques (activités cardiovasculaires, respiratoires ou cérébrales ma-
croscopiques, volume d’éjection, saturation en oxygene, mouvements oculaires ou réponses des
muscles du menton) enregistrées pour 16 sujets masculins au Boston’s Beth Israel Hospital Sleep
Laboratory dans le contexte du syndrome d’apnée obstructive chronique du sommeil ; les enre-
gistrements des deux premiers sujets sont divisés en deux parties consécutives, ce qui donne un
total de 18 séries temporelles multivariées (échantillonnées a 250Hz et durant 77 a 390 minutes).
Des annotations d’experts sur les stades du sommeil sont disponibles sur toutes les fenétres, sans
chevauchement, de 30 secondes.

5.3.1.2 Pré-traitement des données

Etant donné que ce travail se concentre sur la détection de la somnolence, définie comme
des transitions entre le stade éveillé et le stade 1 du sommeil, I’'objectif est d’effectuer une clas-
sification de ces deux stades. On utilise donc uniquement les fenétres temporelles correspondant
a ces annotations. De plus, pour étudier les avantages d’une analyse conjointe des signaux par
I’autosimilarité multivariée, il est nécessaire d’analyser les différentes modalités des données po-
lysomnographiques dans la méme gamme de fréquences. Comme les rythmes respiratoires et
cardiaques contiennent des informations pertinentes dans des échelles de temps allant de 1 se-
conde a 1 minute, seule l'activité cérébrale lente (c’est-a-dire de fréquence inférieure a 0.1Hz) est
prise en compte, et les données sont filtrées et ré-échantillonnées a 4Hz. Enfin, pour garantir un
nombre cohérent d’attributs pour la détection et la classification, seules les 4 modalités des don-
nées polysomnographiques disponibles pour tous les sujets sont utilisées : fréquence cardiaque
(FC), pression sanguine (PS), électroencéphalogramme (EEG) et respiration (RESP).
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5.3.2 Configuration de I’analyse et de la classification
5.3.2.1 Analyse de séries temporelles physiologiques

L’analyse est effectuée sur des fenétres glissantes de 2 min, avec 75% de chevauchement
entre les fenétres successives, chacune contenant donc N = 480 = 4 x 2 x 60 échantillons. La
classification sera limitée aux séquences partageant les mémes annotations pour au moins 4
fenétres consécutives de 30 secondes. Au total, 1753 et 561 fenétres de ce type sont disponibles
pour l'état éveillé et le stade 1, respectivement.

Les coefficients d’ondelettes multivariés discrets (cf. Section 1.4.1.1) des M = 4 séries tem-
porelles de taille N = 480, associées aux différentes modalités FC, PS, EEG et RESP, sont
calculés en utilisant I’ondelette mere vy la moins asymétrique de Daubechies a N, = 3 moments
nuls (DAUBECHIES, 1992). Les régressions linéaires pour 'estimation des exposants d’autosimi-
larité sont effectuées sur des échelles allant de 271 = 21 & 292 = 24 correspondant & des fréquences
de 1/8 a 2Hz, ou de maniére équivalente a des échelles de temps de 1/2 a 8 secondes.

A titre d’exemple, sur les figures 5.1 et 5.2, sont représentées les fonctions de structure univa-
rides logy [Sm.m/(27)], 1 < m < m’ < 4 et les fonctions de structure multivariées logy A1 (27),.. .,
log, /_\4(2j) pour une fenétre de 2 minutes, indiquant des lois de puissance et donc une autosimi-
larité a travers les échelles d’analyse choisies.

10
0
B | | 6/6,9—6\9 |
20 logy [S11(27)] logy |S21(27)] logy |S31(27)| logy |S41(27)|
10
B | | M |
2 log, [512(27)] log, [522(27)] log, [552(27)] log, [S42(27)]
10
0 O—e—e—H e/e’e_e\o
. /9—9\9 M
2 log, |513(27)] logy | S3(27)| logy |S33(2)] logy |S43(2)]
10
0 m G/e,e—e\o /0’6\)
2 logy [514(27)| logy [524(27)| logy |:534(2)] logy |:544(2)]
i 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
j=log, 2 j=log, 2 j=logy 2 j =log, 2
FIGURE 5.1 — Analyse multivariée classique. Fonctions de structure multivariée classique
logs |Sm.m’(27)] pour m,m’ € {1,...,4} issues de I'analyse d'une fenétre de 2 minutes d'un sujet. Les co-

efficients du spectre d’ondelettes multivarié empirique S(27) de la fenétre analysée ont des comportements
en loi de puissance aux petites échelles, et les coefficients non diagonauzr sont non négligeables.
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10
o /*Q
logs A1(27) logy A2(27) logs A3(2/) logy A4(27)
-20
1 2 3 45 1 2 3 45 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
J =logy 2/ J =logy 2/ J =logy 2/ J = logy 2/
FIGURE 5.2 — Analyse multivariée. Fonctions de structure multivariée log, A, (27) pour m € {1,...,4}

issues de I'analyse d’une fenétre de 2 minutes d’un sujet. Les fonctions de structure multivariée A, de la
fenétre analysée ont un comportement en loi de puissance auzx petites échelles.

5.3.2.2 Méthode et attributs de classification

Nous utilisons comme classificateur une forét d’arbres décisionnels (BREIMAN, 2001), mé-
thode d’apprentissage consistant a former un grand nombre d’arbres de décision a partir de
données ré-échantillonnées avec remise. Chaque arbre est formé a partir d’'un sous-ensemble
d’attributs choisis aléatoirement parmi les Ny attributs disponibles, afin de réduire la corréla-
tion entre les arbres. La taille des sous-ensembles choisie ici est /N, comme dans BREIMAN
(2001). La décision est prise par vote majoritaire sur I’ensemble des décisions des arbres.

Les foréts d’arbres décisionnels sont réalisés avec Nyypres € {10,25,50} arbres. Une matrice
de colit diagonale est définie avec les coefficients w; = W, N, /Nw et wa = Ns/Nyy, ou N, est le
nombre de fenétres liées a I'état « éveillé » (classe 0), Ny est le nombre de fenétres liées a ’état
« stade 1 » (classe 1), Ny = N, + Nj est le nombre total de fenétres et W, € [0.001, 6] régle le
taux de fausses alarmes de la classification. Les performances sont évaluées par validation croisée
sur Ny = 100 répétitions de la méthode de classification, avec 80% des fenétres disponibles
sélectionnées aléatoirement et indépendamment pour les ensembles d’entralnement.

Les courbes ROC (Receiver Operational Characteristic) sont calculées en faisant varier W,
pendant l'entrainement. Les valeurs d’AUC (Area Under the Curve), correspondant aux aires
sous les courbes ROC, sont utilisées comme score de performance.

5.3.3 Classification a un seul attribut

En guise de référence, la classification est d’abord effectuée pour chacune des quatre moda-
lités m € {1,2, 3,4} indépendamment, en utilisant comme attribut unique le parametre d’auto-
similarité univarié IngP ) . La classification consiste donc simplement & comparer 'attribut A,SP )
par rapport a un seuil, et les courbes ROC sont calculées en faisant varier le seuil de classification

et représentées sur la figure 5.3.

Puissance
© o oo

o N M O O =

0 02 04 06 0.8 1
Taux de fausses alarmes

FIGURE 5.3 — Courbes ROC pour la classification univariée. Les meilleures performances sont
atteinte par la pression sanguine mais restent modérées.
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Les AUC, rapportés dans le tableau 5.1, montrent que la pression sanguine donne les
meilleures performances de classification. Cependant, la performance de la classification a attri-
but unique reste assez faible.

TABLEAU 5.1 — AUC pour la classification univariée.

Atiba | B [ A T | AT
AUC 47.29 | 67.59 | 55.15 | 57.44

5.3.4 Classification a plusieurs attributs

L’objectif, a présent, est de quantifier les avantages de 1'utilisation conjointe de plusieurs
modalités polysomnographiques dans la classification des stades de sommeil liés a la somnolence.
Trois stratégies différentes pour combiner les informations provenant des différentes attributs
sont testées.

5.3.4.1 Attributs
La méthode la plus simple consiste a concaténer les quatre estimées univariées I:L(éJ ) en un
vecteur d’attributs de dimension 4,

C1 = HY)1<m<a. (5.4)

Une telle classification conjointe des modalités ne tient pas compte des informations liées a
la dépendance temporelle entre les modalités, car elle n’utilise que des attributs calculés in-
dépendamment sur chaque modalité. Cependant, comme l'illustre la figure 5.1, il existe des
dépendances temporelles non négligeables & toutes les échelles entre les modalités, ce qui incite
a utiliser ces informations pour améliorer la classification.

Pour tenir compte de la dépendance temporelle entre les modalités, une deuxieéme classifi-

cation sera effectuée en ajoutant aux 4 attributs univariées aly ), les6=4x3/2=M(M-1)/2

estimées multivariées classiques ﬁg 7)71,, m < m’, obtenues & partir des entrées non diagonales
du spectre d’ondelettes multivarié empirique S(27), ce qui donne un vecteur d’attributs de di-

mension 10,
C2 = ((ng))lgmgzi, (Hg?n/)lgm<m'g4) : (5.5)

En outre, une contribution originale de ce travail est de promouvoir 'utilisation de ’analyse
d’autosimilarité multivariée comme une nouvelle facon de quantifier la dynamique temporelle
conjointe. Par conséquent, une troisieme classification sera effectuée en ajoutant aux 4 attributs

)

. . s (U s . . s 7r(M,bc . . .
univariées H& ), les 4 estimées multivariées an , constituant ainsi un vecteur d’attributs de
dimension 8,

03 = ((E%U))lsmgh( A&M’bc))lsmg) : (5.6)

5.3.4.2 Performances

Afin de comparer les performances de ces trois stratégies de classification multimodale, un
test de Wilcoxon (WILCOXON, 1945) est d’abord appliqué a chaque entrée des vecteurs d’attri-
buts C'1, C2 et C3 indépendamment afin de tester I’hypothése nulle d’'une médiane égale entre
les deux classes, avec un niveau de confiance fixé & o = 0.05. La procédure de correction de
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Benjamini-Hochberg controlant le taux de fausses découvertes pour les tests & hypotheses mul-
tiples (BENJAMINI et HOCHBERG, 1995) est appliquée pour obtenir une décision pour chaque
entrée du vecteur d’attributs. Le tableau 5.2 indique, pour chacune des trois stratégies, le pour-
centage de décisions de rejet de I’hypothese nulle. Cela montre que, pour les attributs univariés
réunis (C1), 3 modalités sur 4 donnent des décisions de rejet. Lorsqu’on essaie d’ajouter les
dépendances temporelles, les attributs multivariés classiques aboutissent a un pourcentage plus
faible de décisions de rejet, tandis que 'approche multivariée proposée pour quantifier la dépen-
dance temporelle augmente le pourcentage de décisions de rejet.

TABLEAU 5.2 — Test de Wilcoxon. Pourcentage de décisions de rejet du test de la somme des rangs de
Wilcoxon corrigées par la procédure de Benjamini-Hochberg entre les états « éveillé » et « stade 1 » pour
les différents vecteurs d’attributs.

Attributs C1 C2 C3
Taux de rejet | 0.750 | 0.700 | 0.875

Pour renforcer cette analyse préliminaire, la figure 5.4 affiche les courbes ROC pour les
différents vecteurs d’attributs et le tableau 5.3 rapporte les AUC correspondants. Ces résul-
tats permettent de tirer les conclusions suivantes. Les classifications a plusieurs attributs sont
nettement plus performantes que les classifications a attribut unique. Pour les classifications a
plusieurs attributs, les performances sont robustes au choix du nombre d’arbres dans la procé-
dure de forét d’arbres décisionnels. Parmi les classifications a plusieurs attributs, celle utilisant
les mesures classiques de la dépendance temporelle (C2) n’améliore pas les performances de
classification par rapport a la concaténation la plus simple des attributs univariés (C'1). Au
contraire, 'approche multivariée & partir des fonctions de structure logy, A(27) pour sonder la
dépendance temporelle, combinée aux attributs univariés (C3), améliore considérablement les
performances de classification des stades de sommeil liés a la somnolence.

1 1 1
0.8 0.8 0.8
g : g -
=2 0.6 =2 0.6 = 0.6
‘= 0.4 ‘= 0.4 '5 0.4 +C3
Ay Ay Ay
0.2 0.2 0.2
Narbres =50
0 0 0
0 0.2 04 06 08 1 0 0204 06 08 1 0 0204 06 08 1
Taux de fausses alarmes Taux de fausses alarmes Taux de fausses alarmes

FIGURE 5.4 — Courbes ROC pour la classification & plusieurs attributs. Courbes ROC (moyenne
+ écart-type) pour les différentes stratégies de classification avec trois différents nombres d’arbres Ny, pres
(de gauche a droite).

TABLEAU 5.3 — AUC (moyenne + écart-type) pour la classification multivariée.

AUC C1 C2 C3
Narbres = 10 || 85.34 £0.70 | 83.71 £0.71 | 89.31 £ 0.54
Narbres = 25 || 86.25 £0.64 | 85.29 £0.85 | 90.11 + 0.54
Narbres = 50 || 86.68 £0.66 | 85.68 £ 0.68 | 90.46 £ 0.54
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5.3.5 Conclusions

La présente section a d’abord quantifié les avantages de la surveillance multimodale du som-
meil dans la classification des phases du sommeil. Ensuite, il a été montré que, par rapport a
la simple combinaison par concaténation d’attributs univariés, 'approche multivariée renforce
la classification des phases du sommeil. Ce travail quantifie clairement que la dépendance tem-
porelle entre les modalités est porteuse d’informations pertinentes pour ’évaluation de ’état de
sommeil. Cela s’explique par le fait que les plus petites valeurs propres du spectre d’ondelettes
multivarié sont capables de détecter des dépendances de faible intensité, mais significatives, entre
les composantes, que les corrélations croisées classiques par paire peuvent manquer.

5.4 Prédiction de crises d’épilepsie

Cette section est tirée de 'article suivant : C.-G. Lucas, P. ABRy, H. WENDT et G. Di-
DIER, « Epileptic seizure prediction from eigen-wavelet multivariate selfsimilarity analysis
of multi-channel EEG signals », 2023 European Signal Processing Conference (EUSIPCO),
IEEE.

L’épilepsie, une maladie chronique, consiste en un trouble du systéme nerveux central, en-
tralnant des crises au cours desquelles le cerveau du patient peut étre gravement endommagé.
La mise au point de procédures automatisées de prédiction des crises d’épilepsie constitue donc
un enjeu crucial et permanent, notamment lorsqu’elles peuvent étre mises en ceuvre a partir de
dispositifs non invasifs et portables d’EEG du cuir chevelu. La prédiction des crises d’épilepsie
constitue un sujet de recherche important, souvent étudié a ’aide d’outils tels que la synchro-
nisation et la connectivité fonctionnelle (MOHANBABU et collab., 2021), la cohérence de phase
(MORMANN et collab., 2000), la densité spectrale de puissance (PARK et collab., 2011; ZHANG,
2015), la puissance des coefficients d’ondelettes dans des bandes de fréquence standard (SAAB
et GOTMAN, 2005), les modeles autorégressifs (CHISCI et collab., 2010), ou plus récemment
les structures d’apprentissage profond (DAOUD et BAavyouwmi, 2019). La dynamique invariante
d’échelle a également été impliquée dans la prédiction des crises d’épilepsie, par exemple a partir
d’EEG intracraniens GADHOUMI et collab. (2015) ou d’un unique EEG du cuir chevelu (Do-
MINGUES et collab., 2019).

5.4.1 Jeu de données
5.4.1.1 Description des données

Les données utilisées dans ce travail consistent en des enregistrements d’EEG multicanaux
du cuir chevelu provenant de la base de données CHB-MIT Scalp EEG disponible & https:
//physionet.org/content/chbmit/1.0.0/ et documenté dans GOLDBERGER et collab. (2000);
SHOEB (2009). Ces enregistrements ont été recueillis au Boston Children’s Hospital aupres de
sujets pédiatriques souffrant de crises épileptiques réfractaires et échantillonnés a 256Hz.

Les enregistrements d’EEG ont été divisés en 23 cas collectés aupres de 22 sujets, compo-
sés de 5 hommes et 17 femmes, et annotés avec les débuts et fins de crises épileptiques. Pour
chaque cas, entre 22 et 26 signaux d’EEG ont été enregistrés pendant plusieurs heures selon le
systeme international 10-20 de position et de nomenclature des électrodes d’EEG. Les enregis-
trements durent au moins une heure et seule une partie d’entre eux contient des périodes de
crise d’épilepsie.
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5.4.1.2 Pré-traitement des données

Dans le présent travail, nous utilisons les 22 premiers canaux d’EEG, de maniere a utiliser
les mémes canaux pour tous les sujets. Le travail étant axé sur la prédiction de crises d’épilepsie,
I’objectif est d’effectuer une détection des états préictaux, qui sont des périodes se produisant
quelques minutes avant le début d’une crise d’épilepsie. Ainsi, les fenétres correspondant aux
états préictaux sont sélectionnées dans les enregistrements contenant des crises tandis que les
fenétres correspondant aux états interictaux (éloignés dans le temps de toute crise épileptique)
sont sélectionnées dans les enregistrements sans crise. En pratique, des fenétres de 2 minutes,
soit N = 30720 échantillons, sont utilisées.

Pour évaluer quantitativement la performance de ’analyse de ’autosimilarité multivariée
par valeurs propres d’ondelettes proposée pour détecter les états préictaux, seuls les sujets dont
les données sont constituées d’au moins 110 fenétres interictales et 10 de fenétres préictales sont
considérés. Ainsi, seuls 8 sujets sont étudiés dans ce travail.

5.4.2 Détection d’états préictaux
5.4.2.1 Configuration de I’analyse

Des transformées en ondelettes (cf. Section 1.4.1.1) de fenétres de 2 minutes des signaux
M = 22-variés d’EEG sont réalisées a l'aide de l'ondelette mere 19 de Daubechies a Ny = 2
moments nuls (DAUBECHIES, 1992). Pour 'estimation des exposants d’autosimilarité, les régres-
sions linéaires sont effectuées sur les échelles allant de 271 = 21 & 272 = 24 correspondant & des
fréquences équivalentes allant de 10Hz a 85Hz, pour lesquelles les signaux d’EEG intracraniens
sont documentés comme ayant une dynamique invariante d’échelle (GADHOUMI et collab., 2015).

5.4.2.2 Analyse multivariée d’une fenétre

La figure 5.5 (a) compare, pour une fenétre préictale d’un sujet donné, les M = 22 fonctions
de structure univariée logy Spmm(27) (lignes noires avec le symbole ‘+’) contre les M = 22
fonctions de structure multivariée logy A, (27) (lignes rouges avec le symbole 0’). Alors que les
M = 22 fonctions d’analyse univariée logy Sy,.m(27) sont trés proches, I'analyse multivariée
montre clairement que 3 des fonctions de structure multivariée logy Ay, (27) prennent des valeurs
bien plus petites que les 19 autres et proches de 0 comparées a celles-ci. Ceci est davantage mis
en lumieére pour ’échelle 2% par la figure 5.6 (a).

Cela trahit des dépendances linéaires entre les 22 enregistrements d’EEG. En effet, les séries
temporelles résultent de la soustraction des mesures des électrodes, certaines étant utilisées
plusieurs fois, de sorte qu'une série temporelle est en fait I’addition de plusieurs autres. Une
inspection minutieuse des données, illustrée par la figure 5.6 (b), révele que les paires d’électrodes
P3-0O1 et Fp2-F4 sont redondantes car les électrodes P3 et O1 sont déja reliées par le chemin
P3-C3-F3-Fpl-F7-T7-P7-01, et les électrodes Fp2 et F4 sont déja reliées par le chemin Fp2-F8-
T8-P8-02-P4-C4-F4. Quant aux signaux issus des paires T7-P7 et P7-T7, ils sont parfaitement
anti-corrélés et ainsi responsables du trés faible ordre de grandeur de la valeur propre A;(27)
dans 'analyse des 22 composantes. Cela conduit a supprimer trois enregistrements redondants
(T7-P7, P3-O1, FP2-F4) avant d’effectuer I’analyse multivariée, conduisant ainsi & une analyse
de l'autosimilarité multivariée de M = 19 composantes. Les paires d’électrodes retenues pour
l’analyse sont présentées dans la figure 5.6 (b) et 'analyse de l'autosimilarité multivariée des
M = 19 composantes est présentée dans la figure 5.5 (b).

La figure 5.5 confirme en outre les comportements linéaires a la fois des logy Sp,.m(27) et des
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—+log, ‘Sm,m (2j)
-©- 10g2 )‘m (2j)

BT Z. FTog; S ()
©-logy M\, (27)

-60 v ri a H H H H 2 2 | -15 H H H H |
12 3 45 6 7 8 910 12 3 456 7 8 910
j = logy 2/ 7 = log, 2/
(a) M = 22 signaux I’EEG (b) M =19 signaux d’EEG
FIGURE 5.5 — Analyse d’invariance d’échelle multivariée. Fonctions de structure univariée

1085 Spm.m(27) (en bleu avec le symbole ‘+’) et fonctions de structure multivariée logy A, (27) (en rouge
avec le symbole ‘0’) pour une fenétre préictale associée au sujet 5 avant (& gauche) et apreés (& droite)
suppression des 3 canaux redondants.

[© H H H H
0 5 10 15 20 25
m

(a) Dépendances linéaires. Fonction de (b) Electrodes de mesure. 22 électrodes utili-

. ., 4 . , . ,
structure multivariée log;y Am(2%) en fonction sées pour les mesures (en vert), 3 paires d’élec-

des entrées m = 1,..., M, pour une fenétre pré- trodes supprimées avant analyse (en rouge) et
ictale associée au sujet 5 pour les M = 22 si- 19 paires d’électrodes retenues pour 'analyse (en
gnaux EEG. bleu).

FIGURE 5.6 — Suppression de canaux d’EEG redondants. Parmi les 22 paires d’électrodes de
mesure, 3 sont supprimées pour éviter une dépendance linéaire entre les signaux analysés.

logy A (27) & des échelles fines pour m € {1,..., M}, et donc la dynamique invariante d’échelle
de ’ensemble des signaux analysés.

5.4.2.3 Distributions des estimées des exposants d’autosimilarité

Pour illustrer la capacité de 'analyse d’autosimilarité multivariée a détecter la dynamique
temporelle des états préictaux par rapport a celle des états interictaux, la figure 5.7 compare
(au moyen de boites & moustaches) les distributions des estimées univariées aly (premiére et
troisiéme colonnes) et multivariées ﬁr(nM’bC) (seconde et quatrieme colonnes), calculées pour les 8
différents sujets, au travers des fenétres interictales et préictales disponibles (dont le nombre est
donné en légende sur les seconde et quatriéme colonnes). La figure 5.7 montre des distinctions

. ., A(Mb . , .
plus nettes entre les distributions des estimées Hy(n P9 associées aux états préictaux et les

- 176 -



5.4. Prédiction de crises d’épilepsie

7bc)

entrées m, par rapport aux distributions des estimées f[,(,}bj ), avec un étalement plus faible des
distributions et un chevauchement plus petit entre les distributions.

distributions des estimées H7(n associées aux états interictaux estimées, pour les différentes
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FIGURE 5.7 — Distributions des estimées exposants d’autosimilarité. Boites a moustaches des

. (U .y e fr(Mbe .y o
estimées univariées HT(n ) (premiére et troisiéme colonnes) et multivariées H,(n 'be) (deuxiéme et quatrieme
colonnes) associées aux états préictaux (en rouge) et interictaux (en bleu) pour les 8 différents sujets.

La figure 5.7 montre également, par des comparaisons entre sujets, que la détection entre les
états interictaux et préictaux doit étre effectuée pour chaque sujet indépendamment. En effet,
les distributions des estimées f[,(nM’bC) pour les états interictaux different d’un sujet a lautre,
donc la moyenne entre les sujets estomperait les différences entre les statistiques préictales et

interictales. La figure 5.7 indique clairement que

(1) les états préictaux ont une dynamique temporelle qui differe de celle des états interictaux
d’un méme sujet,

1) et que les états interictaux de différents sujets ont des dynamiques temporelles différentes.

1) et les états interict de différents sujets ont des d i t lles différent

Ce sont les premiers résultats importants de ce travail.

Afin de quantifier les différences entre les distributions des exposants d’autosimilarité esti-

(w

més entre les états préictaux et interictaux, les p-valeurs pm, ) du test de la somme des rangs
de Wilcoxon, qui teste 'hypothése nulle d’'une médiane égale entre des estimées d’exposants

d’autosimilarité (ﬁfnU) ou FIr(nM’bc)) associés aux deux états pour chaque entrée m € {1,...,19}
sont calculées. Ces p-valeurs pSZV ) sont comparées aux seuils de Benjamini-Hochberg (pour la

correction d’hypotheéses multiples) d&W’m), a un taux de fausses découvertes fixé a a = 0.05

(BENJAMINI et HOCHBERG, 1995).
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Pour quantifier davantage les différences entre la classification a partir des estimées multiva-

. s (M, bc . . N . .y . s (U
riées an %) ot 1a classification & partir des estimées univariées H7(n ), un score de performance
globale a travers les composantes est défini comme la distance signée normalisée entre les p-

(W) (W,m)

valeurs ordonnées Prm) et les seuils de Benjamini-Hochberg dg, ,

M

1 (Wm) (W)
scote = Z (dy" —pr(m)). (5.7)
m=1
L . (W) £ (M,be)

a figure 5.8 compare, pour chacun des 8 sujets, les p-valeurs Do () POUT Hy (en rouge
avec ‘0’) et j2Sl (en bleu avec +’) aux seuils de Benjamini-Hochberg ayvm (en lignes pointillées
noires) et rapporte les scores correspondants. La figure 5.8 montre que les estimées multivariées
fLSIM’bC) menent systématiquement a de plus petites p-valeurs et ainsi des scores globaux plus
élevés, et ce, de facon importante pour certains sujets.

Sujet 3 Sujet 4
+ -0.45 + -0.01
x -0.01 x 0.03
0 Sujet 5 Sujet 20 Sujet 22

g% ~ T g

=

& -10

< + -0.06 + -0.11 + -0.29 + -0.25

20 x 0.02 x 0.01 x -0.20 x -0.03
1 10 201 10 201 10 201 10 20
m m m m

FIGURE 5.8 — Comparaisons des distributions des estimées des exposants d’autosimilarité
d’états préictaux et interictaux. Logarithmes des p-valeurs ordonnées log, pim) du test de la somme

des rangs de Wilcoxon entre les distributions des estimées univariées ﬁr(nU) (en bleu avec le symbole ‘+7)
et multivariées ﬁ,(nM’bc) (en rouge avec le symbole ‘0’) des exposants d’autosimilarité associées a des états
préictaux et celles associées a des états interictaux pour les 8 différents sujets, avec le logarithme du
seuil de Benjamini-Hochberg (superposé en lignes pointillées noires) pour un taux de fausses découvertes
a = 0.05. Les scores associés (cf. Eq. (5.7)) sont rapportés pour chaque sujet en bas & droite avec la
couleur et le symbole correspondants.

Ces résultats confirment

(1) les différences statistiquement significatives entre la dynamique temporelle des états pré-
ictaux et interictaux individu par individu,

(i7) et la capacité améliorée de I'analyse multivariée (. {M’bc), e ,ﬁ](\}\[/l’bc)) a évaluer ces diffé-

rences.

5.4.2.4 Performances de la détection d’états préictaux par sujet

Pour mieux quantifier les avantages de I'analyse d’autosimilarité multivariée pour détecter
les états préictaux individu par individu, des courbes ROC sont calculées comme suit, pour
chaque sujet indépendamment. Premierement, 100 fenétres interictales sont sélectionnées aléa-
toirement, a partir desquelles les exposants d’autosimilarité sont estimés et utilisés pour définir
les distributions empiriques des estimées des exposants d’autosimilarité H,, sous I’hypothese
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nulle (état interictal). Deuxiémement, pour les N,, fenétres préictales disponibles et pour N, fe-
nétres interictales choisies au hasard (et n’appartenant pas a l’ensemble des 100 fenétres utilisées
pour créer les distributions sous ’hypothése nulle), les exposants d’autosimilarité sont estimés.
Troisiemement, a partir de ces estimations, des p-valeurs sont calculées par comparaison avec
les distributions des estimées des H,,, sous I’hypothese nulle puis comparées aux seuils de correc-
tion de Benjamini-Hochberg (BENJAMINI et HOCHBERG, 1995) pour des comparaisons multiples,
avec un taux de fausses découvertes prédéfini . Une décision de rejet (de 1'état interictal) est
prise des que 'une des M = 19 p-valeurs est inférieure a ce seuil. Quatriemement, la moyenne
de ces décisions sur les N, fenétres préictales et interictales permet de calculer les probabilités
de détection correcte et de fausses alarmes pour chaque taux de fausses découvertes prédéfini
«a. Ces probabilités empiriques sont tracées les unes par rapport aux autres pour obtenir des
courbes ROC.

Cette procédure est effectuée indépendamment pour les M = 19 estimées univariées ff,&‘ﬂ )

et multivariées Ely(nM’bC) ainsi que les M (M +1)/2 = 190 estimées multivariées classiques f[ff 2n/.
La figure 5.9 compare, pour chacun des 8 sujets indépendamment, les courbes ROC résultantes

et l'aire sous la courbe (AUC) correspondante pour les iy (lignes bleues avec ‘+’), les MO

(lignes rouges avec ‘0’) et les ﬁff,)n, (lignes noires avec A’). La figure 5.9 montre que I’approche
multivariée atteint les performances les plus satisfaisantes. Premiérement, elle est toujours plus
performante que la stratégie univariée. Deuxiemement, bien qu’elle soit surpassée par la stratégie
multivariée classique pour deux sujet (les sujets 2 et 3), elle fait essentiellement aussi bien et
parfois significativement mieux (les sujets 21 et 22) que la stratégie multivariée classique, qui peut
montrer une faible sensibilité, en effectuant seulement M = 19 tests au lieu de M(M +1)/2 =
190.

| Sujet 1 | Sujet 2

| Sujet 20

| Sujet 22

Puissance Puissance Puissance Puissance

0 0.5 10 0.5 1
Taux de fausses alarmes Taux de fausses alarmes

FIGURE 5.9 — Prédiction de crises d’épilepsie a partir des estimées des exposants d’autosi-

milarité. Courbes ROC et valeurs d’AUC associées des décisions des tests de rejet des états préictaux a
partir des distributions des estimées univariées fI,(YP ) (en bleu avec le symbole ‘+’), multivariées classiques
}ALSTU zn, (en noir avec le symbole ‘A’) et multivariées ﬁ,(,llvl’bc) (en rouge avec le symbole ‘0’) pour les 8

différents sujets.
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5.4.3 Conclusions

La présente section a montré la pertinence de la comparaison, par sujet, de la dynamique
temporelle invariante d’échelle des données d’EEG multicanaux du cuir chevelu dans les états
interictaux et préictaux pour la prédiction des crises épileptiques. Il a également été démontré que
la dynamique temporelle multivariée invariante d’échelle évaluée par une analyse d’autosimilarité
multivariée & partir des valeurs propres estimées du spectre d’ondelettes multivarié, développée
dans le chapitre 2, surpasse les analyses univariée ou multivariée classique.
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Bilan

Ce manuscrit s’est intéressé a I’estimation des exposants d’échelle régissant des séries tem-
porelles autosimilaires multivariées. Plus précisément, le travail présenté s’est focalisé sur le
modele du mouvement brownien opérateur-fractionnaire (mBof), caractérisé par le vecteur des
exposants d’autosimilarité H = (Hy, ..., Hys). Apres une description des outils d’étude de I'au-
tosimilarité multivariée, constituant 1’état de 'art avant cette these relatée dans le chapitre 1,
un nouvel estimateur, dit multivarié corrigé, de H a été proposé dans le chapitre 2. Au méme
titre qu’un estimateur pré-existant, ce nouvel estimateur est construit a partir de régressions
linéaires sur les valeurs propres estimées du spectre d’ondelettes multivarié du mBof au travers
des échelles. Dans cette nouvelle procédure, les valeurs propres sont estimées de sorte que leurs
biais soient similaires a travers les échelles, évitant un biais de taille finie, induit par le fait
que le nombre de coefficients d’ondelettes disponibles a chaque échelle dépend de ’échelle, dont
souffrait la procédure d’estimation pré-existante.

Les performances asymptotiques théoriques de ’estimateur multivarié corrigé dans la li-
mite de grandes tailles d’échantillon N sont identiques a celles de 'estimateur pré-existant :
il est cohérent et asymptotiquement normal, de variance et corrélation décroissantes avec N,
sous les mémes hypotheéses peu restrictives. Afin de comparer les performances empiriques des
deux estimateurs, un modele simplifié issu du mBof, nommé mouvement brownien fractionnaire
multivarié (M-mBf), adapté au cas pratique et pouvant facilement étre synthétisé numérique-
ment a été proposé et étudié. Grace a des M-mBf synthétiques, il a pu étre montré que les
performances pratiques de 'estimateur multivarié corrigé sont robustes et efficaces, mais sur-
tout qu’elles surpassent celles de 'estimateur pré-existant, surmontant le biais de taille finie.
Cette étude confirme également la rapide convergence des propriétés asymptotiques théoriques
de l'estimateur proposé et montre la faible influence des parametres du M-mBf sur celles-ci.
L’estimateur multivarié corrigé a également été confronté a un estimateur univarié ne prenant
pas en compte les dépendances entre les composantes du M-mBf, et s’avere plus adaptée que ce
dernier des lors que le M-mBf ne se résume pas a une collection de mBf. Les outils d’estimation
proposés sont ainsi opérationnels pour rendre compte de 'autosimilarité multivariée de signaux
du monde réel.

L’estimateur multivarié corrigé a en particulier permis de mettre en lumiere 'intérét du mo-
dele d’autosimilarité multivariée a travers des applications biomédicales dans le chapitre 5. Alors
que I'état de ’art avant cette these était principalement restreint & une analyse univariée de I’in-
variance d’échelle des signaux physiologiques, les travaux menés montrent que la prise en compte
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des dépendances temporelles dans I’étude de I'invariance d’échelle est une source d’information
importante pour réaliser certaines taches de classification. En effet, I'usage de I’estimateur mul-
tivarié corrigé a mené a des performances plus satisfaisantes que 'utilisation de l’estimateur
univarié dans les deux applications considérées. En particulier, bien que les performances at-
teintes pour la prédiction de crises d’épilepsie demeurent limitées, les résultats montrent bien
I’avantage de I’approche multivariée par rapport a une approche univariée, encourageant d’explo-
rer davantage ’analyse d’autosimilarité multivariée sur des données d’électroencéphalogramme.
Par ailleurs, les outils d’estimation multivariée proposés permettent ’élaboration de stratégies
de classification a partir d’autant d’attributs que les outils d’estimation univariée : ’ajout d’in-
formations sur les dépendances temporelles se fait de fagon parcimonieuse.

Pour tenir compte des fluctuations de l'estimation, des procédures de dénombrement et
regroupement des exposants d’autosimilarité Hiy, ..., Hy a partir d'une unique observation de
données ont été proposées dans le chapitre 3. Les différentes procédures reposent sur ’exploita-
tion d’une méthode de ré-échantillonnage bootstrap par blocs dans le domaine des ondelettes,
permettant de conserver la structure de dépendance en temps et en composantes des coefficients
d’ondelettes utilisés pour 'estimation. Parmi les trois procédures proposées, une procédure de
partitionnement spectral du graphe des exposants d’autosimilarité Hy, ..., Hys montre des per-
formances asymptotiques satisfaisantes dans la limite des grandes tailles d’échantillon N, et ce
méme pour de grands nombres de composantes M. Le graphe est construit a ’aide de M (M —1)/2
tests d’égalité entre les exposants Hy, ..., Hys valables lorsque l'estimateur multivarié corrigé
suit approximativement une loi normale multivariée, comportement ayant été observé dans un
cadre assez général dans le chapitre 1 et pouvant étre vérifié en pratique sur les échantillons
bootstrap. En complément, la procédure de partitionnement spectral ne fournissant pas d’inter-
valle de confiance, une approche paramétrée de la pondération du graphe a été proposée afin
de permettre d’adapter I'estimation du nombre de partitions en pratique. La procédure ainsi
construite ne nécessite aucun réglage préalable ni entrainement sur des données et est libre de
tout parametre, excepté le paramétrage possible de la pondération du graphe. Cette procédure
est ainsi préte a étre exploitée sur des données du monde réel dont la taille d’échantillon N est
grande comparée au nombre de composantes M. Bien que cette procédure n’ait pas encore été
déployée dans des applications, le nombre d’exposants d’autosimilarité distincts et la taille des
groupes d’exposants égaux pourraient étre des attributs utiles dans certaines applications.

Enfin, le chapitre 4 a abordé la grande dimension, régime asymptotique ot le nombre de
composantes M et la taille d’échantillon N tendent conjointement vers l'infini. Il a été mis
en évidence empiriquement que le nombre de valeurs distinctes dans H est asymptotiquement
donné par le nombre de modes de la distribution empirique des estimées multivariées corrigées.
En a résulté I’élaboration de nouvelles procédures pour estimer le nombre d’exposants effecti-
vement distincts dans H, ainsi que pour estimer leurs valeurs et la proportion de chacune de
ces valeurs dans H, a partir d’'une unique observation de données. Bien que reposant sur des
conjectures, les procédures proposées montrent des performances empiriques satisfaisantes pour
de grands nombres de composantes M et des tailles d’échantillon N réalistes proches de M,
et sont ainsi prétes pour une application sur des données du monde réel concordantes. Ainsi,
des outils d’estimation, de dénombrement et de partitionnement de H sont disponibles autant
pour des configurations de faible dimension, c¢’est-a-dire pour des tailles d’échantillon N grandes
comparées au nombre de composantes M, que de grande dimension, c’est-a-dire pour de grands
nombres de composantes M pouvant étre du méme ordre que la taille d’échantillon N. L’analyse
d’autosimilarité multivariée est ainsi rendue possible dans une large variété d’applications.

- 182 -



Conclusion

Perspectives

Applications

Bien que le modele d’autosimilarité multivariée ait été exploité dans différentes applications
ou son avantage par rapport a une approche univariée a été démontrée, les performances obtenues
dans ces applications s’averent limitées. Puisque ’approche multivariée semble particulierement
adaptée a la prédiction de crises d’épilepsies, il serait intéressant de réaliser une classification a
partir d'un plus grand nombre de fenétres associées a des états préictaux (survenant avant une
crise) pour mettre en place une stratégie de classification adaptée. Par exemple, le recours a
des stratégies d’apprentissage automatique, telles que les machines a vecteurs de support, pour-
rait étre envisagé. La réalisation d’autres taches a partir de données d’électroencéphalographie,
telles que le diagnostique de la maladie d’Alzheimer pour lequel la caractérisation de 'invariance
d’échelle a déja été exploitée dans un contexte univarié (ANDO et collab., 2021), est également
une perspective intéressante. L’utilisation des méthodes de dénombrement et regroupement des
exposants d’autosimilarité (en faible dimension) pour de telles taches de classification mériterait
en particulier d’étre étudiée. Quant aux outils de grande dimension, ils pourraient étre exploités
sur des données issues de la magnétoencéphalographie et de I'imagerie par résonance magné-
tique fonctionnelle, o le nombre de séries temporelles est grand comparé a leur taille (Cruciu
et collab., 2012).

Irréversibilité en temps

Dans certaines applications, les signaux multivariés a analyser ne vérifient pas la propriété
de réversibilité en temps. Par exemple, différents signaux acquis par électroencéphalographie
peuvent étre en retard les uns par rapport aux autres en raison de la conduction volumique :
plusieurs sources contribuent aux signaux obtenus par chaque électrode. La distance entre une
électrode et une source variant selon la source, les signaux émis par les sources sont mélangés avec
des déphasages. Il est donc important d’étendre ’étude menée dans ce manuscrit & un modele
d’autosimilarité multivariée incorporant l'irréversible en temps. Or, les différents théoremes sur
les performances asymptotiques des estimateurs présentés dans les chapitres 1 et 2 n’ont été
démontrés que sous 'hypothese de réversibilité en temps (voir 1.3.2 pour plus de détails sur
les hypotheses de travail). Les performances asymptotiques des estimateurs de H ont ainsi été
étudiées empiriquement pour un M-mBf, processus réversible en temps, dans le chapitre 2. Les
outils d’estimation mériteraient d’étre également étudiés sur une extension irréversible en temps
du M-mBf.

L’irréversibilité en temps du M-mBf pourrait par exemple étre controlée par ’ajout d’un
parametre (matriciel) n dans la structure de covariance donnée par ’équation (2.22), comme
proposé par AMBLARD et COEURJOLLY (2011) en l’absence de mélange (W = ). La fonction de

covariance d’une collection de M mBf By, ... ,By est donnée dans ce dernier cas par
E [Bon(t)B(5)"] = "m;’m’ (Wit (£) + Wit (—8) — Wynpr (£ — 8)) (5.8)
pour tous m,m’ € {1,..., M} et pour tous t,s € R, ou
(1) = {(Pm,m/ — N, Signe(t) ) [t Hm T Hus s% Hy+ Hp #1 (5.9)
’ Pt ||+ Nm,me tIn([E]) si Hy, + Hpy =1,

avec 0y, l'écart-type de la composante m et p, , la corrélation entre les composantes m et
m/. Ce sont les parametres 7, s qui controlent ainsi la réversibilité en temps : le processus
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ainsi défini est réversible en temps si et seulement si 7,,, ,,y = 0 pour tous m,m’ =1,..., M. La
fonction de covariance des M mBf mélangés linéairement par une matrice W, constituant ainsi
un M-mBf irréversible en temps B, s, w,u, est alors donnée par, pour tous ¢,s € R,

E[Byswu()Byswu(s)"| = WE [B®)B(s)T| W (5.10)

Cette relation entre les fonctions de covariance des mBf mélangés et non mélangés est la méme
que dans I’équation (2.22). Le parametre d’irréversibilité en temps 7 intervient donc exclu-
sivement dans la structure de covariance de la collection des M mBf et est par conséquent
indépendant du mélange W.

Une étude empirique du comportement de la procédure d’estimation sur des M-mBf irréver-
sibles en temps synthétiques permettrait d’évaluer la nécessité d’adapter la procédure d’estima-
tion. Une perspective pour adapter la procédure d’estimation le cas échéant serait de mesurer la
phase du M-mBf par le biais de la transformée en ondelettes complexe, comme cela a été réalisé
en l'absence de mélange (W = I) par COEURJOLLY et collab. (2013). L’analyse en ondelettes
réalisée dans la section 2.4.5 doit alors étre reprise pour un M-mBf irréversible en temps pour
ajuster les outils d’estimation. Les performances asymptotiques, en particulier la consistance et
la normalité multivariée, de ces outils d’estimation devraient ensuite étre soumises a une étude
substantielle.

Images et anisotropie

Le présent travail se concentre sur I’étude de signaux, mais 'invariance d’échelle se manifeste
également dans les images, qui peuvent étre multivariées comme en témoigne I'imagerie hyper-
spectrale. L’extension des outils d’analyse, présentés dans ce manuscrit, a des images représente
donc un enjeu important.

En premiere approche, la relation d’autosimilarité multivariée unidimensionnelle (1.21) peut
aisément étre étendue pour un champ aléatoire Y, comme suit :

Va >0, {Y (2)},cre Jad {agY (x)} (5.11)

zeR2’
ou H est la matrice de Hurst de taille M x M, controlée par le vecteur des exposants d’au-
tosimilarité H. L’analyse en ondelettes du champ aléatoire Y est alors similaire a 'analyse
unidimensionnelle réalisée dans la section 1.4.1.3. L’estimation du vecteur des exposants d’au-
tosimilarité H,, pour un mBof & deux dimensions pose tout de méme de nouvelles questions.
Les outils d’analyse multi-échelle de 'autosimilarité pour les images (ATTO et collab., 2013;
CLAUSEL et VEDEL, 2013) permettraient d’étendre naturellement la procédure d’estimation
multivariée corrigée, proposée dans ce travail, a ce cadre. Toutefois, I’estimateur multivarié cor-
rigé repose sur le calcul, donné par I’équation (2.1), de plusieurs spectres d’ondelettes multivariés
empiriques S(*)(27) & partir de fenétres (temporelle) F,, de coefficients d’ondelettes multivariés
{Dy(27,k)},cp, de méme taille Card(F,) = nj, a différentes échelles 271 < 27 < 272, pour
tout w € {1,...,2277}. Pour adapter la procédure d’estimation a un champ aléatoire Y, il est
nécessaire de définir des fenétres F,, de coefficients d’ondelettes Dy (2/,-) & deux dimensions. Les
performances asymptotiques de la procédure résultante exigent une étude théorique et empirique
spécifique.

Cependant, dans une image, le caractére invariant d’échelle peut étre anisotrope. Dans ce
cas, 'autosimilarité multivariée d’'un champ aléatoire Y modélisant une telle image peut s’écrire
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comme suit (CLAUSEL et VEDEL, 2011; DIDIER et collab., 2018) :

Va > 0, {Y (aEaz> }zeR2 [ {agY (x)}xeRQ , (5.12)

ol E est une matrice de taille 2 x 2 qui caractérise I’anisotropie et, pour toute matrice B,
a® est la matrice définie selon 1’équation (1.20). Cette relation signifie que, aprés un change-
ment d’échelle z — aPz qui dépend de la direction, pour tout facteur de dilatation a > 0, les
statistiques de Y sont covariantes par changement d’amplitude matriciel ¥ — LY. L’aniso-
tropie de la dilatation spatiale nécessite d’étre prise en compte pour une estimation robuste
de H conjointement & une estimation de E. Le changement d’échelle matriciel # — a2 dans
cette relation d’autosimilarité multivariée se répercute nécessairement sur I’analyse en ondelettes
du champ aléatoire Y et remet en question les comportements en loi de puissance des valeurs
propres du spectre d’ondelettes de Y. L’anisotropie demande donc une étude analytique appro-
fondie et suggere ’élaboration d’une nouvelle procédure d’estimation adaptée. Pour les images
univariées anisotropes, une procédure d’estimation de ’exposant d’autosimilarité H reposant
sur la transformée en ondelettes hyperboliques a par exemple été proposée (ROUX et collab.,
2013). L’extension d’'un tel outil a des images multivariées pourrait étre envisagée. Il faudrait
alors étudier la pertinence d’une estimation a partir des valeurs propres du spectre d’ondelettes
hyperboliques multivarié.
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Annexe A

Démonstrations

A.1 Théoréme 2.1 (Lois de puissance asymptotiques)

Le démonstration de ce théoréme est une adaptation de celle du théoréme 3.1 de ABRY
et collab. (2022).

Démonstration. Tout d’abord, il faut montrer que, lorsque N tend vers +oo,

5 (w) j
Vw e {1,...,2277}, Vme{l,..., M}, G (N2HT = &m(27) >0, (A1)
ot les waleurs propres asymptotiques ré-échantillonnées &, (27) sont des fonctions déterministes
satisfaisant la relation d’échelle

Vme {1,...,M}, &,(27) = (27)*m+1e (20). (A.2)

Onfixem e {1,..., M}, we {1,...,227} et j € {49,...,49}. Supposons pour le moment
que la convergence (A.1) est vraie. En écrivant a(N) = a(N)2/, on a :

3 (w) j N
£m(23) = p_ljm M — p—lim m (a(N))

_ oj(2Hp+1 0
Nooo @(N)Hm+l v (a(N)277)2Hm+1 =27 &m(2°), (A.3)

ou p-limy_, ., désigne la limite en probabilité. Ceci établit la relation entre échelles (A.2).

A présent, il faut montrer 1’équation (A.1). L’argument découle d’une simple adaptation
de la démonstration établissant le théoreme 3.1 de ABRY et collab. (2021), correspondant au
théoréme 1.4 relatant les lois de puissances asymptotiques des A, (27).

Plus précisément, dans ce théoreme, les mesures sont données par un processus stochastique
signal plus bruit de grande dimension de la forme Y (t) = P(N)X(t) + Z(t), ou, pour tout
p>M,Y(t),Z(t) € RP, P(N) € M(p, M,R) et X(t) € RM. X(t) est le processus stochastique
fractionnaire latent (le "signal"), Z(t) est la composante "bruit", et P(N) est une matrice de
coordonnées de rang plein. Supposons que la dimension p est fixe et fixée a M et que X(¢)
est un mBof vérifiant (OFBM1-3) (cf. Eq. (1.25)—(1.27)). Ensuite, définissons la matrice P(NV)
comme la matrice identité de taille M x M. De plus, supposons que le terme de bruit Z(t)
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est identiquement nul. Afin d’établir (A.1), il suffit alors de suivre le reste de argument de la
preuve du théoréme 3.1 dans ABRY et collab. (2022). Ceci établit le théoreme. O]

A.2 Théoréme 2.2 (Consistance)

Ce théoréme est une conséquence immédiate du théoreme A.1.

Démonstration. Fixons m € {1,..., M}. On peut réécrire
1 2 1 227 1
77 (Mbe) _ = (= (w) VAR
R =5 3w X lom @) -5
J=J1 -
1 79 0I5 —i )\(w)( (N)Qj) 1 (A4
_ = wj m_\d _ 2Hm+1) _
2= (10 2 (et g2 alN) ) 2
J=I)1
D’ou, par I’équation (A.1), lorsque N tend vers +oo,
r(Mpbe) P 1 1
Ceci établit la convergence (2.7). O

A.3 Théoreme 2.3 (Normalité asymptotique)

Le démonstration de ce théoréme est une adaptation de celle du théoréme 3.2 de ABRY
et collab. (2022).

Démonstration. On écrit a = a(IN) pour simplifier les notations.

La convergence des valeurs propres ALY ) (a27)) du spectre d’ondelettes E[S(*)(a27))] peut
étre établie par un argument analogue a la démonstration A.1. On a ainsi :

S\S{J) a(N)2J
v © ) o

lorsque N tend vers +oo, pour tous m € {1,..., M}, w € {1,... ,QJS*J'} et j € {59,...,48}, ot
&m est défini dans le théoréme 1.3.

On établit d’abord que, lorsque N tend vers +o00,

A(w) ] (w) j JE{J?7’.78} d _/\/
{\/agg (l0gs ALY (a27) — logy A3 (a2)) } LNO,3) (A7)

0_
me{l,...,.M},we{l,....27277}

pour une certaine matrice symétrique semi-définie positive X . En supposons que I’équation (A.7)
est vraie, la convergence (2.8) est une conséquence immédiate de (A.7).

La démonstration de I’équation (A.7) se fait par adaptation de la démonstration du théo-
réme 3 de ABRY et DIDIER (2018a), qui permet de démontrer le théoréme 1.7 sur la normalité

A (M
asymptotique de 'estimateur multivarié H ( ). Fixons une octave j € N. On définit les matrices
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aléatoires d’ondelettes auxiliaires, pour tout w € {1,... ,233 =71,

B (29) := o= EHE g (q27) g~ E+5) (A-8)

)

Sous les conditions (OFBM1-3) (cf. Eq. (1.25)—(1.27)), en conséquence du théoreme 3.1 et du
lemme C.2 (étendu a la dimension M) de ABRY et DIDIER (2018b), il existe une suite de matrices
déterministes

Ba(27) = o~ E+3D g[S (420)] o= E 3D € S_o(M,R), (A.9)

ne dépendant pas de w, telles que
o (BW) 93y _ J d
{/Pagg (B (27) = Ba(2 ))}we{lwﬂjg_j} 4 N(0,5B), (A.10)

lorsque N tend vers 4+oo, pour une certaine matrice YXg € 520(2j8 ~J,R). En particulier, pour
tout w € {1,.. ‘,2]"2)—]'}’
B (29) — B,(29) & 0. (A.11)

Fixons m € {1,..., M}. Notons que, sous la condition (CO0), le théoreme 2.1 implique que les

(w)

valeurs propres Am’ (a27) de E[S™)(a27)] sont simples pour un N assez grand. Définissons alors,
sur S>o(M,R), la fonction

B~ fnm(B) :=logy A\py

(Wdiag(aH17 . 7(1/H]V1) Bdiag(aH17 . e )aH]M) WT> . (A.12)

a2Hm

Pour n’importe quel ¢ > 0 fixé, soit O., = {B € S>o(M,R)| ||B — Ba(27)|| < &}. Alors,
pour un assez petit g > 0, comme les valeurs propres )\,(ff )(a2j ) de E[S™)(a27)] sont simples,
lorsque N tend vers +o0, la dérivée de la fonction fy ,, existe dans I’ensemble ouvert et connexe
Ozpa € S>0(M,R). Alors, pour B € O, ,, une application de la proposition 3 de ABRY et
DIDIER (2018b) donne une expansion de Taylor,

fN,m( ) me Z Z

11=112=1

(9[)11722 me ) T yio (B B, (2])) (A.13)

pour une certaine matrice B e S-0(M,R) appartenant au segment connectant B et B, (27)

dans Sso(M,R). On définit Pévénement Ay = {w : BS")(2) € Oupa, w € {1,...,25877}}. Par

léquation (A.11), P(An) e 1. D’ou, par I’équation (A.13), pour un N assez grand et dans
— 00

I’ensemble Ay, pour tous w € {1,.. .,23'3*]'} et m e {1,..., M}, I'expansion

me (w)(2j)) 7T117’L2(B( )(2]) Ba(2j))

(A.14)
est valable pour toute matrice Béw)(Qj) € S>0(M,R) dans le segment reliant Eéw)(Qj ) & B, (27)
dans Ss¢(M,R). De plus, on peut écrire

d 2Hm+1 o S(a27)
INm(By B )(QJ))} = { < . Am ( 2H,,+1 ’
{abi”? i1,i2€{1,....M} Am (S(w) (“2])) i S i1,i2€{1

ou S (a27) := W diag(allt, . .. a) ng)(2j) diag(a™™, ... a)WT,

N (BE(2)) = frvm(B Z Z

11=112= 1 21722
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A présent, en procédant comme dans la preuve du théoréme 3.2 de ABRY et DIDIER (2018b),
on conclut que I’équation (A.7) est valide sous I’hypothése que les valeurs propres A, (a2’)
sont simples (condition (CO0)), la normalité asymptotique, pour tous j € {j9,...,59}, w €
{1,.. .,23'3*3'} et m € {1,..., M}, étant une conséquence de 1’équation (A.10). Ceci démontre
I'équation (2.8).

O]

A.4 Approximations de la covariance

Les approximations proposées découlent du résultat préliminaire suivant, dont la démons-
tration repose sur la proposition 3 de ABRY et DIDIER (2018a).

Théoréme A.1l. Supposons que les conditions (OFBM1-3) et la condition (C0) sont vérifiées.
Supposons également que les coefficients d’ondelettes sont décorrélés a toutes les échelles d’ana-
lyse 271, ... 272, Alors, pour tous m € {1,..., M}, we {1,...,2277} et j € {j1,...,j2},

N “ . .
{ VN (togs An(27) — log, Am(2ﬂ))} 4 N(0,21), (A.16)
1Og26 me{l,...,M}
N a . ,
VN (logy A (27) — logy A (27)) 4 N(0,21). (A.17)
logy e mef1,...M}
Démonstration. Soit une octave j € {ji,...,j2} fixée. Puisque les coefficients d’ondelettes sont

décorrélés, la distribution du spectre d’ondelettes multivarié empirique est une distribution de
Wishart,

NS(27) £ Wishart(N, E[S(27)]). (A.18)

A présent, par une expansion de Taylor (cf. Proposition 3 de ABRY et DIDIER (2018a)),
pour tout m € {1,..., M},

M M
08 () = 08 2 (2) = 32 37 g0k dn(S(2) - i (S(2) ~ EIS)

Z1112

v

s zzag n(S(2)) i, (S(27) ~ E[S(2).

S 11=112=1 7’1’7’2

(A.19)

pour une certaine matrice S(27) € Sso(M,R) appartenant au segment connectant S(27) et
E[S(27)] dans Sso(M,R), ot les Ap,(27) sont les valeurs propres de S(27), les Ay (27) sont les
valeurs propres de E[S(27)], les A, (S(27)) sont les valeurs propres de S(27) et les ;, ;, sont les
projections sur la base canonique des matrices de taille M x M.

Cependant, sous la condition (CO0), les valeurs propres A, (27) de E[S(27)] sont simples.
Ainsi, les vecteurs propres u,,(N) de S(27) convergent en probabilité vers un certain vecteur

propre limite u,,, i.e. uy,(N) LA D’ot, pour tout m € {1,..., M},
9 & (0j T 9 4 J T Pk
Am(5(27)) = up,(N) S(2)um(N) = up, (N)1iyipum(N) = w1y iy . (A20)
851'1,1'2 asihiz
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D’ou, pour tout m € {1,..., M}, lorsque N tend vers +oo,

. . log, e M M . )
logy Am (27) — logy A (27) 9 3 géj) z Z uglilhum Ty is (S(27) — E[S(27)]). (A.21)

i1=112=1

Puisque les valeurs propres de E[S(27)] sont simples, considérons la décomposition spectrale
E[S(27)] = O diag(\1(27),..., A\ (27)) O, on, par souci de simplicité, les valeurs propres sont
ordonnées, A\1(27) < ... < Apy(27). En multipliant devant chaque observation de vecteur gaussien
par OT, sans perte de généralité, on peut supposer que O = |. Par conséquent, on peut également
supposer que u,, = €,, dans I’équation (A.21), ou les e,, forment la base canonique. D’ou, lorsque
N tend vers o0,

(togn An(27) — log, Am<2f>)} ~ {Am@)wmm (s - E[S<2J>])}

me{l,...,M} me{l,...,.M}

4 N(0,21).
(A.22)
Dans I’équation (A.22), la convergence vers une loi normale provient du fait que S(27) suit une
loi de Wishart (A.18).

Enfin, en réadaptant la démonstration pour les S%U)(Zj), pour tous m € {1,..., M}, w €
{1,...,27277} et j € {j1,...,j2}, on obtient également

{ VN <log2 AW (27) — log, Ang)(zf))} 4 N(0,21). (A.23)
logy e me{L,...,M}
O

On propose alors des approximations pour les échelles d’analyse a(N )2j? < a(N)2 <

a(N)2%2. Fixons m € {1, ..., M}. En supposant I'indépendance entre les valeurs propres Ap, (a(N)29)
au travers des échelles a(N)2/, on a :

-0

jS J2
Var(2H(D) = Var | Y~ wjlogy Am(a(N)27) | = > w? Var(logy Am(a(N)27)).  (A.24)
= =31

Etant donné le théoréme A.1, on propose I’approximation suivante :

A B w2
Var(2HV) ~ 2(logy e)? >~ —2 (A.25)

o

g=39 "7
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De fagon similaire, en supposant I'indépendance entre les valeurs propres Abw )(a(N )27) au
travers des échelles a(IN)27 et des fenétres w, il vient :

i3
Var(2H M9y = Var > wjlogy Am(a(IN)27) (A.26)
i=39
79 299 =i
= Z w]2~ Var Z logy A™) (a(N)27) (A.27)
j:j?
= Z 3 L Var (loga AR (a(N)27)) (A.28)
=50 2
1 , 79 i w? N
~ 2(log, e 27772 .29
(1052 ) Z o (A29)

. JETPSET . 0 . N . .
Puis, étant donnée I'égalité n, ; = ”a,jg/ 27792 on obtient la méme approximation que pour les

ir (M)

estimées multivariées Hy;, .

Les résultats sur les corrélations découlent quant a eux des décorrélations des logarithmes
des valeurs propres estimées logy A1 (a(N)27) | ... | logy Apr(a(N)27) et log, 5\(1w) (a(N)27) , ...,
log, Xs\}”)(a(N)Qj), pour tous w € {1,...,22 7} et j € {49,...,/9}, suggérées par le théoréme
précédent.

A.5 Théoreme 2.4 (M-mBf)

Démonstration. Puisque les processus B 1,A et Bs, w g sont gaussiens M-variés centrés, il suffit
de montrer que leurs fonctions de covariance sont égales.

D’une part, en remplagant H par Wdiag(H)W ! dans la covariance du mBof donnée par

I’équation (1.22), puis en utilisant I’équation (1.20) et le fait que H* = Wdiag(H)*W !, pour
tout £ > 0, on obtient, pour tout t € R :

atf 2 1 3 T_ 1
E [BQ,A(t)Bg,A(t)*} — /R € tif 1 (Wer (dlag( )— QI)WflAA*(WT)flf;(dlag(ﬁ _EI)WT
g (T gy SRR T o
B eitf —1|? —(diag(#)—11) —(diag(H)™-11)
—W(/R 1 (# (GoD)f;

+f_(d1ag( )— )(GQE)f (diag(m)” - )> df)
itf 1 2
if

:W(/Re

R(f) df) wt

(A.30)
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avec R(f) la matrice de taille M x M dont les entrées sont définies par, pour tous m,m’ €
{1,..., M},
Rm,m’(f) = Gm,m’ Em,m’ ’f|_(Hm+Hm/_l)' (A'31)

Or, pour tous m,m’ € {1,..., M},

itf 112
L= 7 1‘ g = e e 1)2;1 (P
D’ot, par définition de G, pour tous m,m’ € {1,..., M},
; 2
/R ‘ tJ; f_ ! R () df = [t)Tmt S, (A.33)
et vient alors la variance du mBof a l'instant ¢t € R,
E [Bu,a(t)Bu a(t)"] = W |18 53 |y diagD) yy . (A.34)

D’autre part, a partir de la représentation harmonisable du mBf donnée par 1’équation (1.3) et
de léquation (A.32), on obtient, pour tous m,m’ € {1,..., M} et t € R,

E [Bon(t)Bo ()| = [t/ B [Byy (1) B (1) | = [t 5, (A.35)
et donc la variance du M-mBf a l'instant ¢ € R s’écrit
E [Bew.u(t)Bswu(t)] = W [f{128EH) 5 ydiagdH) yp T (A.36)
Finalement, les équations (A.34) et (A.36) donnent 1’égalité suivante :
EBua(t)Buat)"] = E [ Bowu(®)Bewu®)"]. (A.37)

Puis, on utilise le fait que, pour un processus stochastique { X (¢) };+er nul en zéro a accroissements
stationnaires et centrés, on a, pour tous t,s € R,

E[(X(t) - X()(X(t) = X(s))T] = E[X(t = $)X(t —5)"], (A.38)

et donc, en développant,

E[X(1)X(s)T] = % (E[xm)x0)T| +E[X(5)X(s)"] —E[X(t—5)X(t—5)T]).  (A39)

Ainsi, I’équation (A.37) permet de déduire I’égalité entre les fonctions de covariance

E [BE,A(t)Bg,A@)T} —E [BZ,W,H@BE,W@@)T] . (A.40)

O
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Outils pour les tests d’hypothese

B.1 Paramétre de non-centralité du y?

On consideére un vecteur H dont les M7 premieres entrées valent H; et les My autres entrées
valent Hy. Supposons le cas idéal olt I'estimateur H n’a ni biais, ni corrélation et des composantes
de méme variance. Sans perte de généralité, on peut écrire X5 = |. Le parametre de non-
centralité s’écrit dans ce cas

0 = |ull?, (B.1)
ol p = E[E — (E )] est constitué de M; et My entrées p1 et uo, respectivement, définies par
MyHy + MyHy My

=y - TR g, [

H1 1 i 7‘{( 2 1)7
M Hy + MyHy M

H2 2 M M( 1 2)

Le parametre de non-centralité s’écrit alors de fagon explicite :

0 = My + Moy

= M, <AA{[2(H1 - Hz))2 + Ms (]\]\441(11@ - H1)>

My + Mo
M2

2

— MM, (Hy — Hyp)?

B.2 Loi normale repliée

Si une variable aléatoire ¢, suit une loi normale de moyenne fi,, et d’écart-type &,,, alors
Om = |0 | suit une loi normale repliée, de densité de probabilité

~ 1 7<Sm+ﬂm)2 7@
frnv(0m) = ———==(exp 2m +exp 2m (B.2)

V2me2,
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Le couple (fip,0m), avec iy, > 0 et &, > 0, peut étre estimé par maximisation de la log-
vraisemblance (T'SAGRIS et collab., 2014) & partir d’échantillons indépendants {z1,...,2z,}, en
résolvant le systéme d’équations, d’inconnu le couple (fi, ), suivant :

20x;
1—e o L o _1g~ o o
Z: oz xl+n§:0, _EZ%L*M' (B.3)
=1 1+€ G =1

Lorsque fi,, = 0, la loi normale repliée est appelée loi demi-normale et sa densité de proba-

bilité s’écrit Y
~ ~ _ 2 _ S
frun (0m) = frn(Om ‘ fim = 0) = \| 762 exXp 2 (B.4)

En particulier, le parametre d’échelle d’une loi normale repliée, vérifie la relation :

52, = M. (B.5)
1=
B.3 Statistique de Hartigan
Pour calculer la statistique de Hartigan,
d = inf sup |[F(z) — G(z)], (B.6)

Geld x€ER

ou U est 'ensemble des fonctions de répartition unimodales, il faut trouver la fonction G € U
convexe sur (—oo,m] et concave [m,+o00) la plus proche de F'. Connaissant le mode m, il est
facile de calculer G et donc la statistique de Hartigan, comme illustré par la figure B.1 (a).

G Io = () — . . "
de = sup |F(z) = G()] Gis 4, = sup |F(a) - Goy()]
F P
ya 1| di;
i g T :llfj T
(a) Définition de la statistique de Hartigan (b) Itération de l'algorithme

FiGURE B.1 — Illustration du principe de 1’algorithme de calcul de la statistique de Hartigan.

L’algorithme AS 217 de HARTIGAN (1985) permet de calculer la statistique de Hartigan sans
parcourir tous les modes m possibles. Cet algorithme repose sur le théoreme 6 de HARTIGAN et
HARTIGAN (1985), qui s’énonce comme suit :

Théoréme B.1 (Hartigan et Hartigan, 1985, Théoreme 6). Soit F' une fonction de répartition.
1l existe une fonction non-décroissante G vérifiant, pour tout vy < zy,

(i) G est le plus grand minorant conveze de F + d sur (—co, x 1),
(11) G a pente mazimale constante sur (zr,zy),

(iii) G est le plus petit majorant concave de F — d sur (xy, +00),
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() d= sup |F(x)=G(x)|> sup |F(z)—G(x)].
z¢(zr,zu) ze(xr,zy)
L’algorithme AS 217, illustré par la figure B.1 (b), proceéde alors comme suit. Pour I’ensemble
des z; < x; disponibles, I'algorithme
(i) calcule la fonction G; ; telle que G; ; est le plus grand minorant convexe de F sur (—o0, zil,
F =G, j sur (z;,z;) et G;; est le plus petit majorant concave de F' sur [z;,+00);

(i) calcule la distance entre F' et G ; définie par J” = sup |F(z) — Gij(z)|;
x

(7i7) vérifie si le segment liant [x;, ﬁ'(:nl)—i—(;l”/Q] a [z, F(:Bj)—c@-,j/Q] appartient & {(z,y) | Fz)—
dij/2 <y < F(x)+dij/2}

La statistique de Hartigan d est alors estimée comme étant le minimum des J” /2 sur I’ensemble

A des couples (z;, x;) vérifiant (44). L’ensemble A correspond a ’ensemble des intervalles (z;, ;)

ou F varie suffisamment doucement, ne passant pas abruptement d’une fonction convexe a une

fonction concave. La condition d’appartenance d'un intervalle (z;, z;) & A est illustrée dans la

figure B.1 (b) : le segment en pointillés oranges doit appartenir & la zone orange.
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Annexe C

Mesures de la qualité d’un
partitionnement

Soient U = {Uy,Us,...,Ug} et V. ={V1, Va,..., Vo } deux partitions de V = {1,..., M}. La
similarité entre les deux partitions U et V' peut étre mesurée par 'indice de Rand ajusté (ARI)
et I'information mutuelle normalisée (NMI) décrits ici (VINH et collab., 2010).

C.1 Indice de Rand ajusté (ARI)

L’indice de Rand est défini par
a+b

(%)

e a est le nombre de pairs d’éléments de .S qui sont dans le méme sous-ensemble de V et le
meéme sous-ensemble de U;

RI :=

ou

e ) est le nombre de pairs d’éléments de S qui sont dans différents sous-ensembles de V et
dans différents sous-ensembles de U.

L’indice de Rand ajusté s’écrit alors:

RI — E[RI]

ARL = o X(RT) - E[RI]

(C.2)

En notant M; ; le nombre d’éléments qui sont a la fois dans les partitions U; et V;, comme

détaillé par le tableau C.1,ona:a-+b= Zi,j <A42”> Ainsi, il vient :
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2
ARI = v, v, , (C.3)
i?‘ '7j
! M, M. El( 2 ) Z;( 2 )
n
C R
ou M; = Z M;;et M ; = Z M; ;. Les notations sont synthétisées dans le tableau C.1.
j=1 i=1
Partition | Wi Vs e Vo Somme
Ui My My -+ Mo M.
Us My My -+ Moo Mo,
Ur Mgy Mpgs -+ Mpgc | Mg,
Somme M.1 M.Q e M_C M

TABLEAU C.1 — Table de contingence. Définition des nombres M;; d’éléments qui sont a la fois dans
les partitions U; et V;

I’ARI, qui prend ses valeurs entre —1 et 1, tient compte des regroupements aléatoires et
permet de comparer deux partitions de nombres de classes différentes.

C.2 Information mutuelle normalisée (NMI)

L’information mutuelle normalisée est définie par :

ML UV) HW) 4 HY) - HUV) e
HOHY) HOHY)
H(U) ==} a;.log2(a;.), (C.5)
H(V) = =3 q.l092(a.;), (C.6)
HU,V) = — Z 4i,51092(qi 5), (C.7)

avec ¢; ; = P(U; N'Vj) la proportion d’éléments a la fois dans U; et Vj, ¢;,. = P(U;) la proportion
d’éléments dans U; et ¢ ; = P(V}) la proportion d’éléments dans V.

La NMI prend ses valeurs entre 0, valeur atteinte lorsque U et V' sont des variables aléatoires
indépendantes, et 1, valeur atteinte lorsque U = V.
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Annexe D

Formalisme en grande dimension

D.1 Régime asymptotique

Dans le cadre de la grande dimension, le nombre de composantes M n’est pas fixe mais tend
vers I'infini lorsque la taille d’échantillon N tend vers l'infini,

M(N) — 4. (D.1)

. . oMb
Dans le contexte de l'analyse par ondelettes, ’estimateur multivarié corrigé H (Mbe)

(fIfM’bC), . .,ﬁ](\}[/[’bc)) est obtenu, selon I’équation (2.3), par des régressions linéaires sur les

logarithmes des valeurs propres estimées logs A1(27), ..., logy A MmNy (27) au travers d’échelles

d’analyse 271 (V) < 27 < 272(N) gllant également vers l'infini lorsque N tend vers +oo. Plus préci-
sément, a 'instar du régime asymptotique présenté dans la section 1.4.3.3, la gamme d’échelles
d’analyse est donnée par {271(V) . 272(N)} .= {a(N)Qj?, e ,a(N)2jg}, ol a(N) est une suite
vérifiant I'équation (1.52), et j¥ et j9 correspondent respectivement aux plus petite et grande
octaves d’analyse a une taille d’échantillon Ny telle que a(Ny) = 1. Ainsi, le nombre d’échelles
d’analyse 271(N) < 27 < 272(N) est, constant et vaut jo(N) — j1(N) +1 =59 — 59 + 1.

Le comportement en grande dimension implique alors une triple limite (ABRY et collab.,
2022) :
M(N)
NJa(N) Nt ¢ € 10070 (D-2)
En notant n,; = N/(a(N)2’7) le nombre de coefficients d’ondelettes disponibles a 1’échelle
a(N)27, le rapport M (N)/ng j est donc asymptotiquement constant pour chaque j € {j9,...,59}
fixé. En particulier, les quantités logy Am (27) sont calculées a partir de a(N)272 /a(N)2J = 272~
fenétres de coefficients d’ondelettes de taille n;, ) = Mg 59 telle que M (N)/nj,(n) est asympto-

tiquement constant. Le détail du calcul des logy A, (27) est donné dans la section 2.2.

Pour alléger les notations, dans I’ensemble du chapitre 4, le nombre de composantes M (N)
est noté M, et les plus petite et grande octaves d’analyses ji(N) et jo(IV) sont notées j; et j.
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D.2 Comportement asymptotique de I’estimateur multivarié

Formellement, en grande dimension, on considére un mBof qui vérifie les hypotheses (OFBM1-
3) (cf. Eq. (1.25)—(1.27)) et dont le vecteur des exposants d’autosimilarité H n’est pas détermi-
niste mais est un vecteur de M échantillons indépendants issus d’une méme distribution discrete
7 de support {Hi,...,Hr}, avec 0 < H; < ... < Hp <1et L € N. Ce modele permet de fixer
le nombre L de valeurs distinctes dans H, les différentes valeurs Hy, ..., Hj, prises par les en-
trées de H et les proportions d’entrées w(Hy), ..., m(Hy) de H prenant chacune de ces valeurs,
de fagon indépendante du nombre de composantes M. L’analyse de I'autosimilarité multivariée
en grande dimension revient alors a estimer m, ce qui signifie simplement estimer les valeurs
Hy,...,Hy, et leurs proportions 7(Hy), ..., 7(Hp).

Dans ce cadre, un travail en cours de Gustavo DIDIER et Oliver OREJOLA, de 'univer-
sité Tulane, montre que la distribution empirique des M (IN) valeurs propres 5\1(a(N 29, ..,
A My (a(N)27) du spectre d’ondelettes multivarié empirique S(a(N)27) tend asymptotiquement
vers la distribution 7 des entrées de H sous la triple limite (D.2). Plus précisément, pour tous
e>0etge{l,...,L}, lorsque N tend vers 400,

Card({m € {1,..., M(N)} | logy Am(a(N)27) € (ay — €,aq+€)}) p
MQ( ¥ = m(H,), (D.3)

oua;=2H,+1et {Hy,...,HL} est le support de 7.

Ce résultat a mené OREJOLA et collab. (2022) a conjecturer que la distribution empirique des

M(N) estimées multivariées ﬁfM), e ,ﬁ](y()l\,) tend également asymptotiquement vers 7. Cela
signifie en particulier que le nombre de modes de la distribution empirique des H {M), e ,ﬁ%z\,)

tend asymptotiquement vers le nombre de modes de 7.
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Résumé

L’invariance d’échelle constitue un paradigme polyvalent de traitement du signal et de I'image, ap-
paraissant dans des champs d’applications nombreux et variés du monde réel et pouvant étre formalisé
par I'autosimilarité. Cependant, la plupart des études pratiques sont restées jusqu’a présent univa-
riées, se limitant a analyser les différentes composantes d’un méme jeu de données indépendamment.
Pourtant, les applications les plus récentes impliquent souvent le recours & de nombreux capteurs pour
superviser un méme systeme, dont une étude pertinente nécessite une analyse multivariée des séries
temporelles résultantes. Des modeles pour I'autosimilarité multivariée ont été récemment proposés, et
une procédure d’estimation robuste pour le vecteur des exposants d’autosimilarité caractérisant un
tel modele a partir de représentations multi-échelles a été développée. Cette procédure souffre néan-
moins d’un biais important que le présent travail vise, en premier lieu, a réduire en proposant une
modification de celle-ci. Les performances d’estimation sont étudiées théoriquement dans les limites
asymptotiques des échantillons de grande taille et empiriquement pour des échantillons de taille finie.
Ces outils sont appliqués sur des données physiologiques pour réaliser différentes taches : la détection
de la somnolence et la prédiction de crises d’épilepsie. En second lieu, est traitée la question clé de
compter le nombre de valeurs réellement distinctes parmi les exposants d’autosimilarité et le nombre
d’exposants d’autosimilarité prenant chacune de ces valeurs. Sont ainsi proposées différentes procé-
dures de tests d’égalité entre exposants d’autosimilarité a partir d’'un schéma de ré-échantillonage
bootstrap par blocs temps-échelle multivariés récemment développé. Enfin, pour tenir compte des
ordres de grandeur des données du monde réel, le cadre de la grande dimension, ot le nombre de séries
temporelles croit avec leur taille, est également abordé.

Abstract

Scale invariance is a versatile signal processing paradigm that appears in many varied real-world
applications and can be formalised by self-similarity. However, most practical studies have so far
remained univariate, limiting themselves to analyse the different components of the same data set
independently. Yet, the most recent applications often involve the use of many sensors to monitor the
same system, for which a relevant study requires a multivariate analysis of the resulting time series.
Multivariate self-similarity models have recently been proposed, and a robust estimation procedure
for the self-similarity exponent vector characterising such a model from multi-scale representations
has been developed. However, this procedure suffers from a significant bias which the present work
aims, firstly, to reduce by proposing a modification of this procedure. The estimation performance is
studied theoretically in the asymptotic limits of large sample sizes and empirically for finite sample
sizes. These tools are applied to physiological data to perform different tasks: drowsiness detection
and seizure prediction. Secondly, the key issue of counting the number of truly distinct values among
the self-similarity exponents and the number of self-similarity exponents taking each of these values
is addressed. Different equality testing procedures are thus proposed based on a recently developed
multivariate time-scale block-bootstrap resampling scheme. Finally, to account for the orders of ma-
gnitude of real-world data, the high-dimensional asymptotic framework where the number of time
series increases with their size is also addressed.
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