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1 Exercices

Exercice 1 :
Soit G un groupe fini de cardinal p premier. Montrer que G est isomorphe a Z/pZ.

Exercice 2 :
Soit G un groupe fini additif (donc commutatif) et A, B deux parties de G.

1. Montrer que si card(A) + card(B) > card(G), alors A+ B=G. (A+B={x+y | (x,y) € Ax B})
On montrera que, six € G, {x —a|a € A} N B #0.

2. Soit H ={x € G; A=x+A}. Montrer que H est un sous-groupe de G. (z+A={x+y |y € A})
3. Montrer que card(A + B) = card(A) si et seulement si il existe b € G tel que B C b+ H.

Exercice 3 :
Soit G un groupe n’ayant qu'un nombre fini de sous-groupes.

1. Montrer que tout élément de GG est d’ordre fini.

2. En notant que G = U Gr(zx), montrer que G est fini.
zeG

Exercice 4 :
Soit G un groupe fini. On note Z = {x € G | Vy € G, zy = yz} le centre de G, C' = {(z,y) €
G? |ay=yx},et,siz € G, C, ={y€G | xy=yx}

1. Vérifier que Z et C,, x € GG, sont des sous-groupes de G.

2. Si card(G)/card(Z) est premier, montrer que G est commutatif.

On suppose désormais G non commutatif.
3. Justifier que card(G)/card(Z) > 4

card(Q)
4

4. Montrer que card(C) = anrd(C’x) < card(G)card(Z) + (card(G) — card(Z))

zeG

puis que
5 2
card(C) < gcard(G) :

Exercice 5 :
Soit GG un groupe fini de cardinal n. Montrer qu’il existe une partie génératrice de GG de cardinal

< log,(n).
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Exercice 6 :
Soit G' un sous-groupe additif de Q engendré par un nombre fini d’éléments. Montrer que G est

monogene.

Trouver un sous-groupe non trivial de QQ non monogéne.

Exercice 7 :

1. Soit G un groupe fini de cardinal pair.

En associant x & 2~

1. si z € G, montrer que G posséde un élément d’ordre 2.

2. Soit G un groupe fini de cardinal impair 2¢ + 1. Montrer que Vo € G, Ay € G ; z = >

Exercice 8 : Sous-groupes de R" et critére de densité de Kronecker
R"™ est muni de la norme euclidienne usuelle.

1. Soit G un sous-groupe de (R", +).

(a) On suppose ici G discret: toute partie de G bornée est finie.
V = vect(G). On se donne B = (e, ..., €,) une base de V' formeée d’éléments de G.

p
Soit P = {Zaiei |a, €[0,1] et Vi<p—1,a; € [0,1[}.
i=1

i

ii.

iii.

Justifier I'existence de h € P N G de derniére coordonnée dans B minimale parmi les
éléments de P N G de derniére coordonnée strictement positive.

On se fixe h ainsi. Soit W = vect(ey, ..., €p_1).

Si g € G, montrer qu’il existe k € Z tel que g — kh € W. En déduire G = (GNW) + Zh.

Montrer qu’il existe hq, ..., h, € R" linéairement indépendants tels que G = Zh, +...+Zh,,.

(b) On suppose ici G non discret: il existe une partie de G bornée et infinie.

i

ii.

iii.

1v.

Montrer que pour tout r > 0, G N B(0,r) est infini.

On note V, = vect(G N B(0,r)).

Montrer qu’il existe ro > 0 tel que V,, = ﬂ Vi, et que dim(V,,) > 0.
r>0
Montrer que G NV, est dense dans V.
Soit S un supplémentaire de V,, et p la projection sur S paralléelement a V.
Si p(G) # {0}, ie GNV,, # G, montrer que p(G) est un sous-groupe discret de R", puis
qu’il existe g1, ..., g € G formant une famille libre tels que
vect(gr, .., gx) N Ve = {0}, et G = (GNV,,) +Zg1 + ... + Zgy.

2. Critére de densité de Kronecker.
Soit G un sous-groupe de R". Montrer que sont équivalents:

(a) G est dense dans R"

(b) La seule forme linéaire sur R"™ prenant des valeurs entiéres sur G est la forme nulle.

3. Une application.
Soient 1, ..., z, € R" Q-linéairement indépendants, et z = (x1, ..., x,).

(a) Montrer que G := Rx + Z" est dense dans R".
(b) Soient aq, ..., an,by,...,b, € R.

n n

Montrer que sup Z a; cos(tx; + b;) = Z la;|.

teR 55 i=1
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Exercice 9 :
Soit G un groupe fini de neutre 1 tel que Vo € G, 22 = 1.

1. Montrer que G est commutatif

2. Soit {z1,...,x,} un systéme générateur minimal de G.

Montrer que & : { (10.1)" = G

O 0 s 1. _gen €St Dijective, et que G est isomorphe & (Z/22)"

n

Exercice 10 :
Quels sont les sous-groupes connexes par arc de C, de C*?7

Exercice 11 :

Soit G un sous-groupe de GL,(C) tel que
VAe G A’ =1,

1. Montrer que tous les éléments de G sont diagonalisables et que G est commutatif.
Ainsi (cours : codiagonalisation) il existe une matrice P inversible telle que pour toute matrice A
de G, P~' AP soit diagonale.

2. Montrer que G posséde un nombre fini d’éléments et que le cardinal de G est de la forme 27 avec
d entier naturel tel que d < n.

3. Montrer que les groupes GL,,(C) et GL,,(C) ne sont pas isomorphes si n # m.
Exercice 12 :

1. SL,(Z) = {M € M,(Z) | det(M) = 1}. Montrer que SL,(Z) est un sous-groupe de GL,(R),
infini si n > 2.

2. Soit A € SLy(7Z) d’ordre fini d. Montrer que d divise 12.
3. Déterminer les cardinaux possibles d’un sous-groupe fini commutatif de SLy(Z).

Exercice 13 : Théoréme de structure des groupes abéliens finis
Soit (G, .) un groupe fini commutatif.
Si z € G, on notera |x| l'ordre de z.

1. Soient x,y € G tels que |z| A |y| = 1. Montrer que |zy| = |z||y|.

d|:

=

2. Si x € G, et d divise |z|, montrer que |z

3. Soit d = ppem({|z| | = € G} (exposant de G). On note d = p{*...p3* sa décomposition en produit
de nombres premiers.
En utilisant cette décomposition, montrer qu’il existe x € G d’ordre d.

On se fixe un tel z. H := Gr(z) est le sous-groupe engendré par z. Il est donc isomorphe a
Ud et Z/dZ

4. Prolongement des caractéres.
Soient V' un sous-groupe strict de G, et ¢ : V' — C* un morphisme de groupe.
Soit y € G\V, et F=Gr(V Uy).
Comme G est commutatif, tout élément de F' s’écrit (de maniére non unique) vy" avec v € V et
n € 7.
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(a) Montrer que W := {k € Z | y* € V'} est un sous-groupe de Z non réduit a {0}.
Soient r I'unique entier > 0 tel que W = rZ.
Soit 6 une racine r-iéme de ¢(y") (dans C).

: F—Cr
(b) Soit g : {vy" s p0)0"
Montrer que g a un sens, est un morphisme de groupes, et coincide avec ¢ sur V.

(c) Montrer que ¢ se prolonge en un morphisme de G dans C*.

On se donne f un isomorphisme de H dans U;. En vertu de la question 4, on peut le prolonger en
un morphisme de G dans C*, que I'on appelle toujours f.

Ker(f) x H— G

(k,h) — kh est un isomorphisme de groupes.

5. Montrer que I'm(f) = Uy, et que {

6. Montrer qu’il existe k € N*, et nq|nsg|...|ny tels que G soit isomorphe & Z/niZ % ... X Z/nyZ.

7. En considérant des invariants par isomorphisme comme les ordres, le nombre d’éléments d’ordre
donné, etc..., montrer que k € N*, et nq, ..., n; sont uniques.

Exercice 14 : Groupe diédral
On assimile R? canoniquement euclidien et C. n > 3.
Soit P le n-édre convexe dont les sommets sont les éléments de U,,.

Soit G = {f € L(R?) | f(P) = P}.

1. Si f € G, montrer que f € GL(R?), puis établir de G est un sous-groupe de G L(R?).

2. Si a € Uy, montrer que f(a) € U,.

3. Sia,b € Uy sont "voisins", montrer que f(a) et f(b) aussi.

4. Montrer que G est engendré par une rotation et une réflexion, est de cardinal 2n, et non commutatif.

Exercice 15 : Action de groupe et colliers de Pdélya

|A| désigne le cardinal de A.

Soit G un groupe de neutre 1, et £ un un ensemble non vide.

Soit *, opération de G X F dans E vérifiant:

VeeFE, 1xo=ux

Vo € E,Vgi,92 € G, g1 % (g2 x 1) = (g192) * @

On dit que * est une action de G sur F.

Siz € E, soient O(z) = {g*x | g € G} (orbite de x) et stab(x) = {g € G | g * x = z} (stabilisateur
de x).

Sig e G, soit N(g) ={z € E| g+x =z} (normalisateur de g)

1. Vérifier que stab(x) est un sous-groupe de G.

2. Soient z,y € E. Montrer que O(z) N O(y) # 0 = O(x) = O(y).
On suppose désormais G fini.

G
5. Montrer que, i 2 € . 0(2)] = =Lt
Stao\x

On pourra, si y € O(x), regarder combien il y a de g € G tels que g x x = y.

On suppose désormais de plus F fini.
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4. Soit NO le nombre d’orbites distinctes, et donc disjointes deux a deux par la question 2.
Montrer que

1 1 1 1
NO =3 iotay] = ] 2 e = gl a) € G x g =2} = 15 NG

geG

Une application combinatoire:

n,g € N, n,q > 2.

On veut calculer le nombre de colliers que I'on peut fabriquer avec n perles pouvant avoir ¢ couleurs
enfilées réguliérement sur un cercle, en considérant comme équivalents deux colliers se déduisant
I’'un de l'autre par rotation.

On prend G = Z/nZ, qui va jouer le role des point portant les perles.

E = F(G,[1,q]) va modéliser I’ensemble des colliers.

Une rotation va étre une translation de G.

On définit donc, si g € G, etfeE,g*f:{

5. Vérifier que * est une action de G sur F.

6. Soit d un diviseur de n, et g € G d’ordre d. Montrer que |[N(g)| = ¢"/%.

1
7. Montrer que le nombre recherché est — E o(d)g™e.
n
dn
Exercice 16 :

Dans la suite, C? = désigne un coefficient binomial.

pl(n —p)!
p est un nombre premier. Si n € N*, v,(n) désigne la valuation en p de n, ie la puissance a laquelle
apparait p dans la factorisation de n : n = p”™m avec p A m = 1.

1. Sin,m € N*, v,(nm) =?. Si n,m € N* et m divise n, v,(n/m) =7

0 sinon

. Z o . . +OO
2. On pose 0(i,j) = { 1si p* divise j Que vaut 20<i7j)?
=1

+oo
3. Montrer que v,(n!) = Z E(n/p").
k=1

4. q est un entier > 0 non divisible par p, et £ € N. Montrer que v, <C’§:q> = 0.

5. n € N, n > 2. Montrer que p divise tous les C’ﬁ, k=1,...,n—1, si et seulement si n est une
puissance de p.

Exercice 17 : Inégalités de Tchebychev

n
On utilisera: si p est premier et n € N*, v,(n!) = E E (—k> (voir exercice précédant)
p
k>1

Si x € R" notons 7(x) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a x.
T

Un célébre théoréme stipule que m(x) ~ ()
x—4oo IN(T

On établit un résultat plus faible, le premier obtenu par Tchebychev.

1. Montrer que Vk € N, 7(2") < 2%,
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2. Soit n € N*. Si p < 2n premier et 7 € N* est I'unique entier tel que p” < 2n < p"*' (justifier)

montrer que v,(Cy,) < 7 puis que: | | p|Cy | | | P
p premier p premier<2n et r
dans ]n,2n] tel que pT<2n<pr+1

En déduire que n™?M=( < cy < (Qn)ﬂ(%)'

3. Montrer que Vn € N*, 2" < O3 < 2% et en déduire en prenant n = 2¥ pour k& € N que:

E(m(25h) — m(2%)) < 28Fh et 2% < (k + 1)m (28

k+1 ok+1
4. Montrer que si k € N: m < 7r(2k+1) < 3]{:——1-1
: . K bt nln2 (61ln2)n
5. Soit n € N* et k € N tel que 2" <n < 27", Montrer que: <mn) < ——
41n(n) In(n)

Exercice 18 :
Si n € N*, montrer que n(n + 1)(n + 2) n’est pas le carré d'un entier.

Exercice 19 :

7
-7

7
Quel est le dernier chiffre de I’écriture en base 10 de 7" ?

Exercice 20 : Contenu d’un polynéme.
Si P=a,X"+..+aX+a € Z[X], avec a,, # 0, on appelle contenu de P la quantité cont(P) :=
pgcd(ag, ..., ay).

1. A, B € Z[X]\{0}. On suppose qu'un nombre premier ¢ divise tous les coefficients de AB.
Montrer que ¢ divise tous les coefficients de A, ou tous les coefficients de B.

2. Montrer, si A, B € Z[X]\{0}, que cont(AB) = cont(A)cont(B).

Exercice 21 : Entiers de Gauss
On note Z[i] = {a+1ib | a,b € Z}.

1. Vérifier que Z[i] est un anneau commutatif.
2. En utilisant |2|?, z € Z[i], déterminer les inversibles de Z[i].
3. Soit z € C. Justifier qu'il existe y € Z[i] tel que |y — z| < 1.

4. Division euclidienne dans Z]i].
Soient a,b € Z[i], b # 0. Montrer qu’il existe ¢, € Z[i] tels que a = bg + r et |r| < |b].

5. Soit I un idéal de Z[i].
En considérant un élément de I\{0}, si I # {0}, de module minimal, montrer qu’il existe a € Z[i]
tel que I = aZli].
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Exercice 22 : Equation de Pell Fermat

d € N* n’est pas un carré d’entier.
Sik € Z, soit S, = {(a,b) € Z* | a* — db*> = k}.
On pose A = {a+bVd | a,b € Z} (souvent noté Z[V/d)).

1.

10.
11.
12.

Si z € A, montrer qu'’il existe un unique (a,b) € Z* tel que z = a + b d.
On peut ainsi définir, si z = a4+ bV/d € A, z=a — bV/d et N(z) = a® — b*d.

Montrer que A est un sous-anneau de R, dense dans R (utiliser les sous-groupes de R).

Vérifier, si z,2' € A, N(z2') = N(2)N(Z), N(Z) = N(z).
Soit G le groupe des inversibles de A. (parfois appelé groupe des unités de A)

Si z € A, montrer que z € G <= N(z) = £1, et que si N(z) = %1, 'inverse de z dans A (= z71),
est £Z. Vérifier que si z € G, —z, Z, —Z sont aussi dans G.

Soit z = a + bVd € G tel que z > 1. Localiser —z, Z, —%, et en déduire a,b > 0.
Montrer que pour tout x > 1, G N [1, z] est fini.

Supposons G # {—1,1}.

Justifier I'existence de § = min GN|1, +o0.

Siz € G et z > 1, montrer qu’il existe n € N tel que z = 6™ (écrire 0" < z < 911,
En déduire que {z € A | N(z2) = £1} = {0" |e = £1, n € Z}.

Approximation de Dirichlet.

(a) En considérant kvd — E(k\/a), k = 0..n, et le principe des tiroirs, montrer que pour tout
1
n € N*, il existe (p,q) € Z x [1,n] tels que ‘\/E—p/q‘ < —.
ngq

(b) En déduire qu'il existe (pn),(g,) € NV telles que (pn/g,) soit injective et )\/g—pn/qn

1
— —0.
qn n—-+o0o

<

On se fixe de telles suites.

Majorer |p2 — dq?|, et en déduire qu'il existe k € Z* tel que S) contient une infinité de (p,,, ¢,).
On se fixe k ainsi.

Justifier qu’il existe z = (a,b),y = (a’, V') € S tels que a’b—ab’ #0, a = d'[k], b= V[k].
En écrivant N (z7) = k%, montrer 'existence de (c,d) € S; avec d # 0.
En déduire que G # {—1, 1} et que S; est infini.

Ici, d = 2. Déterminer 0 (Q.6) et S.

Exercice 23 :

1.

Soient n € N*, ag, ..., an_1 € Z et v € Q tels que ag + a17 + ... + a,, 7" '+ 7" = 0.
En écrivant r sous forme irréductible, montrer que r € Z.

. Siz € Retn e N, montrer que cos((n + 1)) = 2 cos(x) cos(nz) — cos((n — 1)z).

Montrer que pour tout n € N il existe P,, polynome a coefficients entiers relatifs du type P, (X) =
X"+ a, 1 X" M 4+ a1 X + ag tel que Vo € R, P,(2cos(z)) = 2cos(nz).
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4. Soit n € N*. Si r € Q vérifie P,(r) = 2 montrer que r € Z.
5. Si z € R est tel que cos(x) € Q et L e Q, montrer que cos(z) € {—1,—-1/2,0,1/2,1}
T

Exercice 24 : Soit a € N premier a 10.

1. Montrer que pour tout entier k € N, at 10" = 1[10%1].

2. En déduire qu'il existe un nombre z € N tel que 2® se termine par 123456789 en base 10.

Exercice 25 :
Pour n € N*, on note d,, le nombre de diviseurs positifs de n.

1. Montrer que si n = ab avec a A b =1, alors d,, = d,dp.

2. Montrer que n est un carré parfait si et seulement si d,, est impair.
3. Montrer que : Hd = \/ﬁd”.
din

n

4. Montrer que Z d, = Z E(n/k), et donner un équivalent de cette somme quand n — +o0.
k=1 k=1

Exercice 26 :
Montrer qu’il y a une infinité de nombres premiers p tels que p = —1[4].

Exercice 27 :
1. Montrer que tout entier > 6 peut s’écrire a +b ot a,b>2et a Ab=1.

2. Soit (pp)nen la suite croissante des nombres premiers. (p; =2, po =3, p3 =5, ...)
Montrer que pour n > 3, p1p2...Pn = Pnt1 + Pnto.

Exercice 28 :
On dit qu'un entier n € N* a un facteur carré si et seulement si il existe p premier tel que p? divise n.
Montrer qu’il existe 1000 entiers consécutifs ayant un facteur carré.

Exercice 29 :

np(n) '

Soit n > 3. Montrer que ¢(n) est pair et que Z z=—

rzAn=1
1<z<n

Exercice 30 :

1. Dresser la liste des cubes dans Z/13Z.

2. Soient x,vy, z € Z tels que 52> + 11y° + 132 = 0. Montrer que 13 divise z, v, 2.
3. Quelles sont les solutions entiéres de 52 + 11y* + 132° = 137

Exercice 31 : p est un nombre premier. Montrer que (p — 1)! = —1[p]. (ind : quels sont les
x € Z)pZ* tels que 7' = ?)

Exercice 32 :
m,n € N*. Déterminer les morphismes de groupe de Z/mZ dans Z/nZ.

Exercice 33 :
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1. pest premier. Montrer que tout élément de Z/pZ est somme de deux carrés. (regarder, si k € Z/pZ,
les cardinaux de {a* | a € Z/pZ}, et {k —a* | a € Z/pZ})

2. n est un produit de nombres premiers distincts deux & deux. Montrer que tout élément de Z/nZ
est somme de deux carrés.

3. Pour n = 9 et n = 25, regarder si tout élément de Z/nZ est somme de deux carrés.
Exercice 34 :

1. p est un nombre premier > 3. Si x € Z, T est la classe de x dans Z/pZ. On pose K = Z/pZ.
Un élément a € K est dit carré si et seulement si il existe b € K tel que b* = a.

+1
(a) Montrer que le nombre de carrés de K est b 5

p+1)/2 _

(b) Montrer que, si # € K, x est un carré si et seulement si z x. (se simplifie en

2P V2 =15z #£0)
i (r+1)/2 ptl
On pourra utiliser que X — X € K[X] a au plus

racines dans K.
(c) A quelle condition nécessaire et suffisante (sur p) —1 est-il un carré dans K?

2. Soit n € N et p > 3 un diviseur premier de n* + 1. Montrer que p = 1[4].

3. En déduire qu’il y a une infinité de nombres premiers de la forme 4k + 1.

Exercice 35 :

p est un nombre premier > 3. Si x € Z, T est la classe de = dans Z/pZ.
On pose, si k € Z/pZ, Sy = {(x,y) € (Z/pZ)* | 2* +y* = k}.

1. Si p = 1[4], en notant que —1 est un carré dans Z/pZ (cf exercice précédent) déterminer card(Sy).
2. On suppose p = 3[4].

(a) Card(Sy) =7
(b) Si k # 0, montrer que Sy # ()

(c) Soit (a,b) € Sg. Montrer que (z,y) — (xa — yb, b + ya) est une bijection de S; dans Sy.
card(Sy) =7.

Exercice 36 :

Sin € N*, z € C est dit racine primitive n-iéme de I'unité si et seulement si x est d’ordre n dans C*.
Un tel z est donc dans U,

On notera R, '’ensemble des racines primitives n-iéme de I'unité.

2ikm /n

1. Soit x =e . Montrer que x est racine primitive n-iéme de I'unité si et seulement si £ An = 1.

card(R,) =".

2. On note ¢,, = H (X — z) (polynome cyclotomique).
CEGRn
Montrer que X" — 1 = H D,.
dln

3. Montrer que pour tout n € N*, @, est a coeflicients entiers relatifs, de terme constant +1.

Exercice 37 : Cyclicité de (Z/pZ)*
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1. Soit K un corps et G un sous-groupe fini de K*.
Soit x € G d’ordre le ppcm des ordres des éléments de G (cf exercice 13)
Soit n 'ordre de x.
Montrer que G' = Gr(x). (On utilisera une considération sur X" — 1 € K[X])

En particulier, si K est fini, K* est cyclique, et donc si p est premier, (Z/pZ)* est cyclique.

2. (ZJ7Z)* est donc cyclique isomorphe & Z/6Z. Déterminer ses générateurs.

3. (Z/8Z)" est-il cyclique?

2 Complément de cours sur les corps

2.1 Caractéristique d’un corps

Définition 1: Caractéristique d’'un corps

Soit K un corps. Sin € Z, et v € K, n - x désigne l'itéré n-iétme additif de z, et ™ l'itéré n-iéme
multiplicatif.

Le produit de x,y € K sera simplement noté zy, et les neutres 0 et 1.

On dit que K est de caractéristique nulle si et seulement si Vn € N*, n -1 # 0 (itéré de 1).

Si K n’est pas de caractéristique nulle, on définit sa caractéristique par car(K) = min{n € N* | n-1 =

0}.
Propriété 1:
1. Tout corps fini est de caractéristique non nulle.

2. Si K est un corps de caractéristique non nulle non réduit & un élément, car(K) est un nombre
premier

3. Sicar(K)=neN Ve e K*, Vm e N, m -z =0 < n|m.
4. Si p est premier, car(Z/pZ) = p.

Démonstration:

1. Soit K un corps fini de cardinal n.

Alors 1,2-1,...,(n+1)-1 sont n+ 1 éléments de K, donc deux sont égaux. Il existe p,q € N, p < ¢,
tels que p-1=¢q- 1, et alors (¢ —p)-1=0.

2. On suppose car(K) =n € N*.
Sin=1,0=1et K est réduit a un élément, cas sans intérét...
Sinon: n > 2. Supposons n non premier. On écrit alors n = ab avec a,b > 2.
Notons qu'on a (a-1)(b-1)=(1+...+1)(1+...+1)=n-1=0.

N 7\ J

Vv Vv
a termes b termes

Par intégrité de K, a-1=0o0ou b-1 = 0 ce qui contredit la minimalité de n.
3. Sinlm: m=an. (an)-x=a-((n-1)x) =0.
Sim-z=0:0=m-x=(m-1)z. Comme z # 0, par intégrité de K, m -1 = 0.
On écrit m = pn +r avec r € [0,n — 1] la division euclidienne de m par n.
O=m-1=(p-(n-1))+r-1=r-1. Par définition de n = car(K), r = 0.
~——

=0

-

Facile.
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2.2 K[X]

La construction des polynémes ne change pas, la notion de degré et ses propriétés non plus.

K[X] est intégre.

Le théoréme de division euclidienne reste inchangé (méme démonstration), ainsi que ses conséquences
sur la factorisation, et le fait qu’un polynome de degré n a au plus n racines.

En revanche, il y a des problémes avec le polynome dérivé si la caractéristique est # 0.
SiP=aX"+..+uX+a, PP=na,X"+..4+a. na, sentend comme l'itéré n-iéme de a.
na, = (n-1)a, = 0 si car(K)|n.

Ainsi, si car(K) =n, et P=X"—1, P =nX""' =0.

1
Dans la formule de Taylor, — s’entend (n!)-1)71, et (n!) - 1 peut étre nul.
n!
Il1 faut donc oublier en caractéristique non nulle formule de Taylor, caractérisation de l'ordre des

racines avec les dérivées, sauf a étre trés prudent.

2.3 Algébre linéaire sur un corps quelconque

Les résultats du cours sont inchangés, dont les résultats sur diagonalisation /trigonalisation et polynéme
minimal, polynéme caractéristique, polyné6mes annulateurs.

Le théoréme de Cayley-Hamilton subsiste.

Mais on ne peut pas nécessairement trigonaliser, P € K[X] n’étant pas nécessairement scindé.

On peut faire certaines choses en utilisant des dénombrements sur les corps finis.

Un exemple:

Propriété 2:
Soit K un corps de cardinal g. Alors card(GL,(K)) = (¢" — 1)(¢" — q¢)(¢" — ¢*)...(¢" — ¢" 1)

Démonstration:

Définir A € GL,(K) revient a définir ses colonnes, ie une famille libre (C1,...,C,,) dans K".

On commence par choisir C # 0: ¢" — 1 choix.

Ensuite, ayant choisi C1, il faut choisir Cy € K"\vect(C}). card(K") = ¢". vect(Cy) = KC} est de
cardinal ¢, car k — kC est injective.

D’ou ¢" — ¢ choix pour Cs.

Ensuite, comme (C},Cy) est libre, (k1, k2) — k1Cy + koCy est injective, vect(Ch, Cy) est de cardinal
¢, etily a ¢" — ¢* choix pour Cj.

itc... Dot (¢" — 1)(¢" — q)(¢" — ¢*)...(¢" — ¢" ') choix.

2.4 Extension de corps

Nous nous limiterons ici aux prémisses, bien loin d’aller jusqu’a la théorie de Galois.
En fait, essentiellement le lemme de la base télescopique, et les conséquences sur les nombres al-
gébriques.

La remarque fondamentale de départ est que si K; et K, sont deux corps avec K1 C Ky, Ky a
une structure naturelle de Ki-ev, le produit extérieur A - x, avec A € K; et x € K, étant simplement
le produit Ax dans K.

On note [K; : K1] € N* U {oo0} la dimension de Ky comme Kj-ev.

Propriété 3: Soient K; C Ky C K3 trois corps tels que [Kj3 : K| < oc.
Alors [KQ . Kl] S [Kg . Kl}
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Démonstration:

Soit n = [K3 : K1] < co. Si [Ky : Ki] > n, on peut se donner (ey, ..., e,41) famille d’éléments de Ko
qui est K;-libre.

Alors a fortiori, ¢’est une famille de n+1 éléments de K3 qui est K;-libre, ce qui contredit n = [K3 : K;].

Propriété 4: Base télescopique
Soient trois corps Ky, Ky, K3 tels que [K3 : K] et [K; : K] soient finis.
Alors [K3 : K] est finie, et [K3: K| = [K3 : Ko[Ky @ K.

Démonstration Soient (ey, ..., ¢4) une base de K3 comme Ks-ev, et (f1, ..., f,) une base de K, comme
Kl—ev.

Montrons que B = (e; f;) 1<i<a est une base de K3 comme Kj-ev, ce qui donnera le résultat par cardi-
1<5<n

nalité des bases. (B est appelée base télescopique)
Caractére générateur: Soit x € Kj3. x s’écrit x = Zyiei avec vy, ..., yq € K. Ensuite, pour tout 7, y;

(2
s’écrit Y; = Z ki,jfj avec ki,j S Kl.
J
Il en résulte z = Z ki ;fiei.

Z‘?j

Liberté: Si Z km-fiej = ( avec \V/i,j, ki,j S Kli Z <Z k17]f1> €; = 0.
1,J J i
€K

Par Ks-liberté de (eq, ..., eq), V7, Z ki; fi =0, puis par Ky-liberté de (fi, ..., fn), Vj, i, ki; = 0.
— S~
€K,
&

Définition 2: Nombres algébriques
x € R est dit algébrique si et seulement si il existe @ € Q[X] non nul tel que Q(z) = 0.

Définition 3: polynéme minimal

Siz €R, Ann(z) = {Q € Q[X] | Q(z) = 0} est facilement un idéal de Q[X].

Si z est algébrique, Ann(z) # {0}, donc il existe un unique P € Q[X] unitaire tel que Ann(z) =
PQI[X], et ce polynome P est appelé polynéme minimal de x. Nous le noterons 7.

Propriété 5: Avec les mémes notations, si x est algébrique, 7, est un irréductible de Q[X].

Démonstration: Par Pabsurde, sinon, il existe A, B € Q[X] non constants tels que 7, = AB.
Alors A(x)B(x) = 0, et par intégrité de R, A(x) = 0 ou B(x) = 0, disons A(x) = 0. Alors 7, divise
A, mais 1 < deg(A) < deg(m,). C’est absurde.

Définition 4: Soit z € R, et K un sous-corps de R. On note K(z) = ﬂ K.

Ko sous—corps de R
contenant {x}UK

L’intersection de sous-corps étant un sous corps, K (x) est un sous-corps de R, et de par sa défi-
nition, le plus petit (au sens de 'inclusion) sous-corps de R contenant K et x.

Dit plus simplement, K (z) est tout ce qui peut s’obtenir & partir de K U {z} en utilisant un nombre
quelconque de fois les opérations +, X, passage a l'inverse et a 'opposé.

De ce fait, K(x) est en fait facilement I'ensemble des évaluations en x des fractions rationnelles &
coefficients dans K qui n’ont pas x comme pole: K(x) = {F(z) | F € K(X), x non pole de F'}.
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La propriété essentielle est la suivante:

Propriété 6:

z € R est algébrique si et seulement si [Q(z) : Q] < oo.

De plus, si z est algébrique, n := [Q(x) : Q] est le degré de m,, et Q(x) = Q,_1[z] = {P(x) | P €
Qu[XT}

Démonstration:

Supposons z algébrique. Notons m, = X" 4+ a, 1 X" '+ ...+ ap. a; € Q.
En premier, voyons que Q(z) = Q[z]. Il n’y a qu’une inclusion non triviale.
Q|[z] est facilement un anneau.

Soit F' € Q(X), F = %, A, B € Q[X], avec B(z) # 0.

Si on montre que

B € Q[z], on aura F(z) = A(x) x B@) € Q[z].
7, ne divise pas B, et est irréductible dans Q[X], donc, dans Q[X]|, B A7, = 1.
Donc (Bezout), il existe U, V' € Q[X] tels que UB+ V', = 1. Alors U(z)B(x) =1, et

Q[z].

Ainsi Q(z) = Q[z].

Ensuite, par division euclidienne par 7., on a Q[X]| = Q,_1[z].

Qn_1[z] = vectg(l, 2, ..., 2™ ). (1,...,2" ') est Q-libre sans quoi on aurait un P € Q[X] non nul de
degré < n annulant z, donc divisé par 7, ce qui est impossible.

Donc [Q(z) : Q] = n.

B@) =U(z) €

Supposons maintenant n := [Q(z) : Q] < oo.

Comme 1,x,...,2" sont (n+ 1) éléments de Q(z), la famille est Q-liée, ce qui donne un polynéme non
nul P € Q[X] tel que P(x) =0, et z est algébrique.

.

La propriété précédente s’étend sans changement de démonstration a des corps quelconques, et on
a notamment:

Propriété 7: Soit K; C K deux corps, et © € K. Il existe P € K;[X] non nul tel que P(z) # 0 si
et seulement si [K;(z) : K] < oo.

Propriété 8: L’ensemble A des réels algébriques est un sous-anneau de R.

Démonstration: Remarque: on ’a déja vu avec le résultant.

Soient x,y € A. —x € A trivialement (on change des signes dans 7).

(Q(x))(y) est un corps contenant x et y, donc zy et x + y.

On a les inclusions de corps Q C Q(z) C (Q(x))(y).

[Q(z) : Q] < oo car x est algébrique.

y est algébrique, d’ou l'existence de m, € Q[X]. A fortiori, 7, € Q(x)[X], et annule y, donc par la
propri¢té 7, [(Q(z))(y) : Q(z)] < oo.

Alors, par la propriété 4, [((Q(z))(y) : Q] < <.

QCQ+y) C (Qx)(y), et [(Q(z))(y) : Q] < 0], donc par la propriété 3, [Q(x + y) : Q] < oo, et
x + y est algébrique.

Idem pour xy.

&.
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Une derniére chose, lié & des considérations d’algebre linéaire:

Propriété 9:
Soit K un corps fini de cardinal > 2.
Alors il existe p nombre premier et n € N* tels que card(K) = p".

Remarque: réciproquement, pour tous p,n il existe un corps de cardinal p".

Démonstration:
Soit p = car(K). On a vu que p est un nombre premier.
Notons K, ={0,1,2-1,...,(p—1) - 1}.
K, est de cardinal p car s'il existait 1 <n <m <p—1telsquen-1=m-1, on aurait (m—n)-1 =0,
avec 1 < m —n < p, ce qui contredirait la définition de p.
K5 est un sous-corps de K: stable par somme, produit, passage a 'opposé, en utilisant des divisions
euclidiennes par p, comme dans la démonstration de la propriété 1.
Il reste a voir la stabilité par passage a U'inverse: soit n € [1,p — 1].
On an Ap=1 car p est premier. On écrit une relation de Bezout 1 = un + vp.
Alors 1=1-1=(un+wvq)-1=(un)-1+ (vp)-1=(u-1)(n-1).
——

Donc l'inverse de n - 1 est u - 1, qui est dansOK2 comme dit précédemment, en faisant la division
euclidienne de u par p.

K, C K, donc K est un Kj-ev, de dimension finie car fini. Notons n = [K : Kj).

Soit (eq, ..., e,) une base de K comme Ks-ev.

K} - K

(k’l, . kn) — k161 + ...+ k:nen

7

Par liberté et caractére générateur, { est bijective, donc card(K) = p".

&
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