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Introduction

Les dernieres décennies ont été marquées par des avancées de premier ordre
dans le riche domaine de la matiere condensée, la mise en évidence de ['effet
Hall quantique en 1980 en est un paradigme certain. A suivi dans ce champ
d’investigation la découverte de l'effet Hall quantique fractionnaire, et les
études sur l'effet Hall quantique de spin sont maintenant au coeur de ’ac-
tualité.

Nous avons durant ce stage entrepris d’acquérir les outils théoriques nécessaires
a la compréhension d’une approche de effet Hall quantique entier (nous lais-
serons de coté ici leffet Hall quantique fractionnaire) qui pourrait s’avérer
fructueuse quant a 1’étude de l'effet Hall de spin :

-Nous présenterons tout d’abord les bases du formalisme de Landauer, qui
permet d’appréhender le transport électronique au sein d’un fil quantique
en termes de diffusion.

-Nous verrons ensuite 'intérét de ce formalisme pour I'effet Hall quantique.
A cette fin, nous expliquerons comment la physique du phénomene, initiale-
ment bi-dimensionnelle, peut se ramener a une géométrie uni-dimensionnelle,
via la notion d’états de bord. Cela nous permettra d’y appliquer certains
résultats obtenus pour le transport électronique dans un fil quantique.



Chapitre 1

Formalisme de Landauer

Le formalisme de Landauer est une approche du transport électronique en
termes de diffusion. Il s’agit de déduire les propriétés du fil (conductance,
résistance) sans étudier la physique du transport proprement dite (en cela
on assimile le fil & une ”"boite noire”[1]), mais en les décrivant en termes de
réflexion et de transmission des courants.

1.1 Cas a un seul mode

1.1.1 Conductance intrinseque d’une portion de fil

On cherche a exprimer la conductance d’'une portion de fil. Commencons,
conformément a la démarche annoncée, par nous intéresser a la matrice de
diffusion reliant les amplitudes des fonctions d’onde des électrons entrant et
sortant :

R,T

Fi1G. 1.1 — boite noire reliant les courants entrant et sortant

Si 'on veut maintenant relier les courants entrant et sortant, nous écrirons
une matrice M telle que :



-L ‘R ! ‘R
()= ()= (7 % ) () 12

M est une matrice de probabilité, dont les coeflicients sont les carrés de ceux
de la matrice S. En effet, le courant est proportionnel au carré de I’amplitude
de la fonction d’onde (j = ih(Vop*+odV ). Il y a conservation du courant,

c’est-a-dire que 'on doit avoir égalité des courants entrant et sortant. De
L
. . : . a
ce fait, la matrice S doit conserver la norme des vecteurs amplitudes (a}%>
2
AR
et ai , ce qui signifie qu’elle est unitaire. On a donc SST = Id, ce qui
2

entraine :

¥t = 1
rt¥+t'r’* = 0

/A 1.3
tr*+rt*=0 (1.3)
tt* e =1

~ . / 7 / /A
d’ou on tire, en se souvenant que R=rr*, R =ror*, T =t*T =tt*:

R+T =1 (1.4)
T+R =1
De plus, il y a également conservation par renversement du temps.
Appliquons un champ magnétique B. Changeons t en -t (jf";2 devient le/27

les vitesses des électrons changent de signe), et changeons B en -B. Les lois
de I'électromagnétisme restant les mémes, nous devons avoir :

it i
it tomy (T

nous aboutissons a 1'égalité MT(B) = M(—B). Si B = 0, nous avons inva-
riance par renversement du temps, Mt = M. Cela nous donne que T'= T .

Ayant par ailleurs :

L’ensemble de ces conditions aboutit aux égalités suivantes :



R=R,T=T R+T=1 (1.7)

Cherchons maintenant, pour parvenir a la conductance, & exprimer 6V en
fonction des courants entrant dans le fil.
La différence de densité électronique entre chaque coté du fil est : ny —ng =

‘%)EF edV.

L /. ‘
an”ﬁ*’”f:TF(hL‘f‘Jf) (1.8)
L | R
= 1.9
no = o (5 + ) (L9)
. . . B2k
ot vr vitesse de Fermi ( = = Er)

(5+iF)— (32 +58)
2e2vp %)EF

On a donc, en utilisant (1.6), JV = et

(5 +3F) — (sf +3F)

(Rift+138) + 5f - i — (T3l + RiE)
(1+R-T) (jf - j§) = 2R (5 - j})
(1.10)

d’ou :

5V = 2 (f - i) (1.11)
2e2vp ‘Cll%)EF

. c 1 1 dn . 1 .
Soit, en considérant que dE)EF = ey

2R (jf — j%) (rhor)
5V = (7 22> (1.12)
e“vp

Cherchons maintenant a exprimer 'intensité I traversant le fil en fonction
des courants entrant.

I=jft—jt =45 —j¥ (1.13)

1 2kp
n = 5L

allant vers la droite. j—g = (3—2) (%) nous donne alors le résultat mentionné

en 1D (On considére & la fois les électrons allant vers la gauche et ceux



(cf conservation du courant)

Soit :
1= jft— (Rif +T35%)

) ‘ (1.14)
=T (Jﬁ — JzL)
La conductance du fil G = % s’exprime donc de la sorte :
T (§f - §) i
2R (j{* — j5) (rhor) '
Soit :
2T e T
G=——=——— 1.16
hR h1-=-T ( )

C’est la conductance intrinseque du fil : nous n’avons en effet pour aboutir
a ce résultat fait aucune hypothése sur les systémes d’ou proviennent et ou
vont les courants entrant et sortant [3].

1.1.2 Conductance pour deux terminaux

On prend maintenant un fil relié a deux réservoirs aux potentiels chimiques
w1 et po (cf fig. 1.2), et on cherche a exprimer la conductance entre les
réservoirs. Les contacts entre les réservoirs et le fil seront considérés comme
parfaits, c’est-a~dire qu’il n’y aura pas de réflexion (7" = 1) sur le réservoir.
Tous les électrons se mouvant vers la droite arrivant sur la ”boite noire”
viennent donc forcément du réservoir 1, et sont au potentiel uq, idem pour
le réservoir 2.

Ile
p1—p2”

G sera égal a (On rappelle que eV = p; — pa)

On part pour I de l'expression (1.13), toujours valable, et pour les courants
de (1.6). On a de plus ici :

‘R R dnf' € R
Jit =enj'v = ev/dE— (E) = —/dEfl (E) (1.17)
dE h
‘ ij J2 i
"

wo R,T

FiG. 1.2 — fil relié a deux réservoirs
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ot f(E) correspond & la densité d’états du réservoir 1 occupés par les
électrons se dirigeant vers la droite.
De méme pour les autres courants. D’ou d’aprés 1.14 :

7= %/dET(flR — (1.18)

A température nulle [dE(f{f — fF¥) = p1 — po.
On a donc :

2
G- _1¢ _“p (1.19)

pr—p2  h
On constate que cette expression differe de celle trouvée précédemment. On
peut comprendre cela en considérant que la résistance mesurée aux bornes
des réservoirs est la somme de deux résistances en série : la résistance in-
trinséque du fil (voir section précédente) et la résistance de ”contact”. Cette
résistance de contact est ici celle d'un conducteur parfait, puisque nous avons
postulé qu’il n’y avait pas de réflexion sur le réservoir : on peut donc la cal-
culer en faisant 7' = 1 dans 'expression de la résistance intrinséque. Et nous

avons bien :

1 hl1-T h
SR 1.2
G e T +62 (1.20)

1.2 Cas a plusieurs modes

Nous allons maintenant expliciter la forme généralisée a plusieurs modes de
I’expression précédente.

On peut pour cela s’inspirer du modele du guide d’ondes en optique : le fil,
de section finie L, L, et de longueur infinie dans la direction Oz, s’apparente
a un guide d’ondes électroniques. 1l faut ajouter dans I’équation de Schr-
dinger le potentiel V de confinement, tel que V = 0 dans le fil et V = oo
ailleurs. La fonction d’onde de I’électron doit donc s’annuler aux bords. Le
Hamiltonien est séparable selon les trois directions de I’espace, on peut écrire

2
trois équations distinctes %qﬁx = (By 4 V(@) s 226, = (B, + Vy(y)) oy

2m

2
et 5,% ¢, = E.¢.. On a par conséquent

¢ = pupy@. = cstesin(kzx) sin(kyy) exp ik, z (1.21)

ou k, = ni—z et k, = m%—z L’énergie des électrons peut s’écrire F, + I, +
21.2 21.2

% = FE; + Z:j. Les modes i qui nous intéressent sont ceux a l’énergie

11



de Fermi (eux seuls interviennent dans la conduction), le nombre de va-
leurs discrétes de E; inférieures a E'r nous donne donc le nombre de modes
transverses. Apportons a ce stade une précision sur nos conventions : nous
définirons désormais les modes i en tenant compte du spin, c¢’est la raison
pour laquelle il sera inutile par la suite de faire apparaitre un facteur 2 dans
nos équations.

Reprenons dans ce cadre le calcul de la conductance a deux terminaux. La
matrice de probabilité M doit maintenant s’écrire :

jL. R‘l . Ry T./ T./. iR
13 ) 1] il e ij e Jlj
| = : S i L (22
Jézl Ty ... le Rll le .]%l( )
i% Ta ... Rij ... Ry ... Ry ... i

ou R;j est le coefficient de réflexion pour un courant de mode j vers un
courant de mode i et T;; est le coefficient de transmission pour un courant
de mode j vers un courant de mode i. On note : R; = Z]- Rij et T; = Zj T;j.
De facon analogue a la section précédente, 'invariance par renversement
du temps et l'unitarité de la matrice de diffusion nous donne : >, T; =
Si(0—R)et Ri+T, =1, R, +T; = 1.

Par analogie avec (1.18) nous avons donc pour 'intensité :
& ’
1=5% [dB( - Riff(e) - T (E)
e
= 23 [aBT(RE) - 1H(E)) (1:23)

A température nulle [dE(f{f — f¥) = u1 — po. Dot :

Ie e?
G=—=-0XN"T1; 1.24
p1— 2 h ; (1.24)
1.3 Conductance a 4 terminaux

Nous allons maintenant analyser le cas ou la portion de fil est reliée a quatre
réservoirs. C’est en effet la configuration utilisée en pratique pour les me-
sures expérimentales de la conductance intrinséque du fil, en particulier pour

12



Ieffet Hall quantique qui va nous intéresser par la suite. La configuration
est celle de la figure 1.3.

Fi1a. 1.3 — schéma théorique d’une portion de fil reliée a 4 réservoirs

1.3.1 Cas a un mode

Considérons par exemple le courant dans le contact 1, que nous supposerons,
comme dans la section précédente, parfait. En s’inspirant de 1.17,on peut
dire que réservoir 1 y injecte un courant 1. En ce qui concerne le courant
qui va au réservoir, il y a quatre contributions : le courant 1 réfléchi sur la
"boite noire”, au potentiel u; donc, le courant transmis issu du réservoir
2, celui issu du réservoir 3, et celui issu du réservoir 4. Nous arrivons en
conséquence a 'expression suivante de U'intensité dans le contact 1 [4] :

L= (1 Rm — Y. Tijuy) (1.25)
h i#1

On peut généraliser ce résultat sous forme matricielle :

I (1-Rpn) T2 —T13 —Th4 G}

L _e —To1 (1 —Ra) T3 —Tyy H2 | (1 96)
I3 h —T3 —T32  (1—Rsz) T3 ps |

Iy —Ty —Tyo —Ty3 (1= Ryy) 14

Au facteur e pres, cette matrice peut étre vue comme la matrice de conduc-
tance. Notons qu’en raison de la conservation du courant, la somme de
chaque colonne et de chaque ligne est nulle.

13



Considérons maintenant que I; = —I3 et que Is = —I4. Cela nous donne,
aprés calculs, la relation suivante :

Ly _ o —o2 M1 — p3 (1.27)
I —1 M2 — fi4 '

avec
1—Rq1)S — (T} Ty9)(T. T
= e 11) (Tha + Th2)(Ty + 1) (1.28)
h S
e (Th2T34 — T14T32)
—— 1.29
g = o 5 (1.29)
e (To1Tug — TozTuy)
= — 1.30
az =5 5 (1.30)
1 —Ro9)S — (T Toa) (T T:
Oy — e 22) (To1 + Th3) (T2 + Tho) (1.31)
h S
(1.32)
ou
S =To+Tia+ T30+ T34 =T + Ty1 + Toz + T3 (1.33)

(Ces deux sommes sont égales en raison de 'invariance par renversement du
temps)

Quelle est alors la conductance mesurée dans le cas a quatre terminaux ?
Supposons que le courant aille du réservoir 1 au réservoir 3. Les potentiels
mesurés sont alors uo et pg, sous la condition que les courants 2 et 4 soient
nuls. En injectant la condition Is = 0 dans la derniere matrice, on obtient
facilement que

I _
€l _ 6(0[110[22 a12a21) (134)
[ — fig (1)

Nous noterons ce quotient G'13,24. C’est la conductance mesurée aux bornes 2
et 4 lorsque le courant passe dans I’échantillon du réservoir 1 vers le réservoir
3.

On peut généraliser cette démarche et I'appliquer a n’importe quel couple
de contacts, et 'exprimer ainsi :

f(a11a22 —apaor)S i D

Gmn,kl = (1.35)
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1.3.2 Cas a plusieurs modes

Considérons que tous les terminaux sont identiques et comportent chacun
N modes. La matrice de diffusion de notre échantillon sera désormais une
matrice 4N x 4N. Notons désormais Rj; mn la probabilité quun électron du
terminal i dans le mode m soit réfléchi dans le mode n, et 77 ., la probabilité
qu’un électron du terminal i dans le mode m passe dans le terminal j dans
le mode n. Ainsi, nous pouvons exprimer le courant du réservoir i vers le
réservoir j

e
mn

et le courant qui revient vers le réservoir i

e
Lii = == ) Riimniti 1.37

La conservation du courant nous mene a écrire cette fois non plus >_; I;; =
[& 3 €

7y mais Y- Lij = Ny,

Nous pouvons donc en conclure 'expression de I; dans le cas a plusieurs
modes[4] :

e
Ii = 3 (N = Rii)psi — > Tijuy) (1.38)
J#i

en notant ), Riimn = Rii et >, Tijomn = Tij.

15



Chapitre 2

Approche de 'effet Hall
quantique par le formalisme

de Landauer

L’effet Hall quantique est un état remarquable de matiere condensée, mon-
trant une quantification de la conductance sous certaines conditions de
température. Il a été mis en évidence expérimentalement par Von Klit-
zing en 1980. Nous allons dans ce chapitre ’aborder du point de vue des
états de bord, ce qui nous permettra de mettre en application le forma-
lisme de Landauer précédemment présenté, en nous inspirant des travaux
de M.Buttiker|[5].

2.1 Préambules

2.1.1 L’effet Hall classique

Considérons un champ magnétique uniforme B appliqué le long de I'axe z,
orthogonalement & un gaz 2D d’électrons. L’effet Hall se manifeste lorsqu’on
fait passer un courant selon x a travers I’échantillon.

Les électrons sont alors déviés de leur trajectoire initiale, perpendiculaire-
ment au champ et a la direction de propagation du courant. une différence
de concentration de charges s’établit entre les bords opposés perpendiculai-
rement au courant. Il en résulte une tension uy entre les bords, et on définit
la résistance de Hall par Ry = “.

B
Ry = —
ne

(2.1)
ou n est la densité d’électrons.

16



2.1.2 Les niveaux de Landau

Reprenons I’échantillon décrit précédemment, avec le champ B orthogonal.
Alors que la mécanique classique prédit qu’un électron décrira une trajec-
toire circulaire avec un rayon arbitraire, le rayon cyclotron ne peut avoir
en mécanique quantique que des valeurs particulieres : Ro = Igv2n +1
ou lg = \/h/eB est la longueur magnétique et n est un entier. La surface
délimitée par la trajectoire d’un électron est donc un multiple de s = 27rl23,
que 'on peut associer au quantum de flux ¢y = % : le flux ¢ est égal a BS
ou S est la surface totale de I’échantillon, le produit de B et de la surface
minimale nous donne ¢y = B2wl% = %, quantum de flux.

Choisissons pour le champ B la jauge de Landau, soit A = (= By, 0,0). D’ou
I’hamiltonien :

1 e
H = ((pm - EBy)Q + pz) + Vconfinement(?J) (2'2)

" 2m
La fonction d’onde est séparable en une fonction de x (identique a celle d’une
particule libre) et une fonction de y, d’ott nous tirerons les énergies de Lan-
dau. On peut I'écrire 9 = e’k f5(y). L’équation aux valeurs propres pour
f nous révele que f est solution de I’équation d’un oscillateur harmonique
centré en yg et d’énergie E, tel que :

Pz

= 2.3
Yo = (2:3)
1
E,, = hwe(n + 5) (2.4)

ou wg = %, pulsation cyclotron.

Les niveaux d’énergie sont quantifiés, ce sont les niveaux de Landau. En
raison de la symétrie de translation, ils sont fortement dégénérés : I’énergie
ne dépendant pas du centre de la trajectoire circulaire, la dégénérescence de
ces niveaux vaut Ng = £ = %, elle correspond au nombre de quanta de
flux dans I’échantillon. On définit le facteur de remplissage des niveaux de
Landau comme le rapport du nombre d’électrons dans ’échantillon sur le
nombre d’états disponibles dans un niveau, ce qui nous donne v = fv\[; = %,

ou n est la densité électronique.

2.1.3 Présentation des résultats expérimentaux

Considérons un systeme o les électrons évoluent en deux dimensions -réalisé
a une hétérojonction. On applique a ce systeme un fort champ magnétique
orthogonal au plan. On s’attend a ce que la résistance varie linéairement avec
B, dans le cadre de 'effet Hall classique. Or la présence de plateaux pour

17



{b) Resulis for QHE

0 2 4 6 8 10 12 14
35 T T T T T T T
1.0
pﬁ(x 3.0
| Pxy
k(¥sq 25 08 h/e?
Hall Resistance
2.0 -08
15
404
1.0
H0.2
05} J \
0.0 - ’ A - . . 0.0
D 2 4 6 & 10 12 14

Magnetic Field (T)

Fia. 2.1 — résultats expérimentaux de Von Klitzing. En rouge la résistance
de Hall.
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des valeurs entieres de v (= %) a été mise en évidence par Von Klitzing en

1980 (cf fig. 2.1).

Les plateaux obtenus correspondent a des valeurs entieres de o = %%, a
une tres grande précision. On observe également une conductance longitu-
dinale nulle, sauf lors de la transition entre les plateaux, mais nous ne nous
étendrons pas sur ce point.

v entier est égal au nombre de niveaux de Landau exactement remplis.
Si tous les états d’un niveau sont exactement remplis, il faut pour ajou-
ter un électron apporter une énergie de hwe. Si les énergies thermiques et
électriques sont faibles devant cette valeur, I’électron est piégé par les états
localisés d’impuretés et ne participe pas au transport électronique. On ob-
serve donc un plateau pour la valeur de la résistance de Hall.

2.2 Introduction : résistance a deux terminaux

L’approche de Buttiker pour I'effet Hall quantique consiste a décrire le trans-
port électronique par le formalisme de Landauer appliqué aux états de bord,
description possible puisque I'introduction des états de bord dans I’étude de
I'effet Hall permet de se ramener a une dimension, comme dans la section
précédente. Commencons donc par présenter cette notion puis par réviser le
cas simple de la conductance a deux terminaux pour un conducteur parfait,
nous complexifierons ensuite progressivement le modele pour arriver au cas
adéquat a l’effet Hall.

2.2.1 Les états de bord

Reportons nous a I’équation (2.2), et considérons maintenant plus en détail
I’effet du confinement. On s’apercoit que les valeurs des énergies quantifées
augmentent pres des bords : E, = E, + V(yi), avec yj correspondant a la
position transverse. On retrouve E,; = hwc(n+1/2) lorsque on fait V' = 0.

C’est alors que 'on peut montrer que les électrons acquierent une vitesse
longitudinale, de sens opposé sur chacun des bords. En effet,

_ LdEy _ 1dV
York = 370k T hdk

(2.5)

et % est nul partout sauf au voisinage aux bords de 1’échantillon.

Le nombre d’états a I’énergie de Fermi est déterminé par I’équation Fr =
FE,. Lorsque 'énergie de Fermi se trouve entre deux niveaux de Landau,
le nombre N de valeurs de k satisfaisant 1’équation correspond au nombre
d’états a I'énergie de Fermi (cf fig. 2.2).

Ainsi leffet Hall quantique, c’est-a-dire 'apparition de plateaux pour les
valeurs de la résistance transverse, peut également se traduire en termes
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Edge states

Landau levels

~
Position Potential

Fia. 2.2 — Spectre d’énergie d’un conducteur parfait dans un fort champ
magnétique avec un potentiel de confinement. L’intersection des courbes
des niveaux d’énergie avec 1’énergie de Fermi correspond aux états de bords.

F1G. 2.3 — Chiralité des bords : les électrons d’'un bord se déplacent dans un
seul sens, opposé a celui de I'autre bord
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d’états de bord : on a conduction seulement au bord de I’échantillon, et
les bords sont chiraux (les électrons tournent dans le sens imposé par B, cf
fig. 2.3). Le mouvement des électrons au bord peut se décomposer en un
mouvement circulaire de pulsation wo et un mouvement linéaire de long des

bords.

2.2.2 conducteur parfait

On connecte un conducteur parfait 2D a deux réservoirs. Partons du cas sans
champ magnétique. On retrouve les calculs accomplis au chapitre précédent.
Nous avons pour le courant :

e
I=SAuS"T; 2.
; u; (2.6)

ou Ap est la différence de potentiel entre les deux réservoirs. Ici il s’agit
d’un conducteur parfait on a donc pour tout i 7; = 1, d’ou :

I=SApuN (2.7)
h

ol N est le nombre de modes.
Lorsqu’on ajoute un champ magnétique orthogonal, la conduction passe
par les états de bord. On peut donc exprimer l'intensité passant a travers
I’échantillon de la méme maniére que dans le cas (sans champ magnétique)
a N modes i, a ceci pres qu’il faut savoir que le courant est cette fois localisé
aux bords et que le nombre de modes N est en fait le nombre d’états de
bord, on a donc pour la résistance (inverse de la conductance) :

h 1
R=5+ (2.8)
Il est & noter que ceci n’est pas la résistance de Hall, mais la résistance a
deux terminaux. Notons également que N dépend du champ magnétique, en
effet plus on augmente celui-ci moins il y a de niveaux de Landau en-dessous
de I'énergie de Fermi, et donc plus N est petit.

Ceci est bien str une situation idéale, sans impureté et donc sans diffusion.

2.2.3 conducteur avec diffusion élastique

Considérons désormais une région désordonnée, connectée de part et d’autre
a des conducteurs parfaits a leur tour connectés a des réservoirs. Il faut
cette fois prendre en considération les coefficients de transmission 7;; et de
réflexion R;; entre les modes i et j. On a :
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h 1
R=av

(2.9)

(cf chapitre précédent)
Cette expression est valide méme en présence de champ magnétique : en
effet, elle ne dépend pas de la nature des niveaux d’énergie considérés.

A faible champ magnétique, la présence d’impuretés et donc de diffusion a
pour effet de ”mélanger” les modes. L’expression de R trouvée précédemment
n’est donc plus valable.

On retrouve en revanche cette expression en augmentant le champ magnétique :
considérons en effet un électron a un bord, et une impureté présente dans
cette région (on rappelle qu’a fort champ magnétique seule cette région est
a considérer pour la conduction). La direction de propagation d’un électron
dans un état de bord arrivant sur cette impureté restera inchangée : un
électron venant de la droite doit ressortir en allant vers la droite, si ce n’était
pas le cas et qu'il pouvait étre diffusé vers la gauche (rétrodiffusion), cela
signifierait qu’il aurait a franchir transversalement 1’échantillon, ce qui est
interdit par trés grand gap entre les niveaux de Landau Awc dans le volume
(cf fig. 2.2). C’est cette propriété qui, selon Buttiker, est a l'origine de 'effet
Hall quantique.

Tous les coefficients de réflexion sont donc nuls, et on a

=31, =1 (2.10)
J
On retrouve donc pour la résistance :

_h1
T 2N
Précisons également que la présence d’impuretés amene une levée de dégénérescence
des niveaux de Landau : E = E,(Landau) + V(yx) (potentiel de confine-
ment, nul sauf aux bords) + Vimpurees. Cela a pour effet d’étaler les énergies
autour du centre FE,, sans mener a une superposition des niveaux, pour les
densités d’impuretés considérées (cf fig 2.4). Le graphe 2.2 , méme s’il n’est
plus exact, demeure encore donc une bonne illustration du phénomene.

(2.11)

2.3 Résistance a quatre terminaux : résistance de
Hall

Penchons-nous désormais sur le cas ot I’échantillon est relié a quatre réservoirs
via des contacts parfaits (pas de réflexion sur les réservoirs) : c’est la confi-
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EB=0 _ Large B

[

Density of States

H,

cB/k

Filling Factor v =

F1a. 2.4 — On voit ici la levée de dégenéréscence des niveaux de Landau et
leur étalement autour de la valeur originelle E,,. A fort champ B, il n’y a
aucun recouvrement entre les niveaux.

guration des mesures expérimentales de la résistance de Hall, résistance
transverse. On peut y appliquer les résultats (et les notations) du chapitre
précédent, la résistance de Hall (tension transverse sur intensité) correspond
a la résistance Ri2 AB.

(Ta1Tp2 — Ta2Tp1)
D

h
Ry = Riap= 3 (2.12)
Il faut maintenant dans cette expression injecter les conditions particulieres
imposées par la chiralité des bords, a savoir que :

Tar =104 =Tp2=T1p=N (2.13)

du fait de la conservation du courant (N est le nombre d’états de bord), et
que tous les autres coefficients de transmission sont nuls. Il n’y a pas non
plus de réflexion. Ces simplifications de la matrice (1.26) nous font trouver
que D = N3, et que (T41Tp2 — Ta2Tp1) = N2. On a donc bien :

h 1
= === 2.14
Ry = Ri2. 4B 2N (2.14)
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FiG. 2.6 — Conducteur avec contacts désordonnés

2.4 Contacts désordonnés

Revenons désormais a la configuration a deux terminaux. Nous allons nous
pencher sur le cas ou les contacts ne sont plus parfaits mais désordonnés,
cas que le modele a quatre terminaux de la section précédente va nous aider
a mieux comprendre.

Pour les cas étudiés jusqu’a présent, les bords sont des équipotentielles, aux
potentiels des réservoirs. Le bord du haut est au potentiel p; (potentiel du
réservoir de gauche), celui du bas au potentiel uy (réservoir de droite). Cette
situation est assez irréaliste.

Considérons donc maintenant que les contacts entre les réservoirs et les bords
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ne sont plus des conducteurs parfaits, mais des régions désordonnées. Le
contact de gauche a un coefficient total de transmission 77 et un coefficient
total de réflexion Ry (T3 et Ry pour celui de droite). On peut donc résumer
la situation au contact, a gauche par exemple, ainsi : On a un réservoir au
potentiel 1, ot il y a M modes, un gaz d’électron en 2D a N états de bord,
un électron dans le jeme mode du réservoir a une probabilité T;; de passer
dans le ieme état de bord. On a donc :

I= T — o) (2.15)

avec T = YN, 3230, Ty

Si Ej T;; < 1, le mode i n’est pas completement rempli. Le cas idéal, qui
était en fait celui traité jusqu’a présent, est le cas ou il se trouve dans le
réservoir un grand nombre de M, on a alors T' = N (Z]]\il Ti; = 1), et on
retrouve l'expression de R que l'on a dérivée. Si au contraire M << N, on
aura de la réflexion puisque tous les électrons des états de bord ne pourront
se 7loger”, et une fraction des électrons du bord du haut pourront alors
passer dans le bord du bas (et vice versa). un contact idéal est un contact
sans réflexion entre le réservoir et le contact. Si c’est le cas, on a alors un
contact désordonné.

Une fois dans les bords, I’équilibre, par diffusion inélastique, commence & se
faire. Appelons 4 le potentiel atteint par le bord supérieur, pp celui atteint
par l'inférieur (cf fig. 2.6). Appelons R; le coefficient de réflexion du contact
désordonné de gauche pour les électrons venant du réservoir, Ty (= >=; ; T1ij)
le coefficient de transmission analogue, R} (= > ij Riij) son coefficient de
réflexion pour les électrons venant des états de bord, T} le coefficient de
transmission analogue. La conservation du courant et la microréversibilité
nous impose 17 = Tll, Zj Ty + Zj Ry = 1, s0it 11 + Ry = N, et de méme
Ty + Ry = N. Méme chose pour le contact désordonné de droite.

On peut de fait proposer a la place de la figure 2.6 un schéma équivalent,
celui de la figure 2.5 qui nous ramene au formalisme de Landauer & quatre
terminaux, pourvu que l'on considere que les contacts du haut et du bas (A
et B) sont idéaux et que les contacts de droite et de gauche (1 et 2) sont
désordonnés.

Il faut donc imposer les conditions particuliéres suivantes :

i = B et jH = jB (comme dans le chapitre précédent), du fait de I'im-
possibilité pour les électrons de passer d’'un bord a 'autre. Cela signifie que
Ip=0et Ig=0.

-Tia = 0 et T5; = 0 (les électrons ne passe pas de 1 a 2 et de 2 & 1 sans étre
préalablement ”‘thermostatés” au potentiel 14 ou pp)

“Tia =0, Tay = Th, Toa = Ty et Tha = 0 (les électrons du bord du haut
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vont tous vers la droite)

Top =0, Tpy =T5, Tp1 = 0 et T1p = T1(les électrons du bord du bas vont
tous vers la gauche)

-Tpa = Ry et Tap = Ry (la seule possibilité pour un électron du haut d’aller
en bas est d’étre réfléchi sur le réservoir 2, et vice-versa)

-Ri1 = R/l =M —T, Ry = R; = M — T, (M états dans les réservoirs de
droite et de gauche)

-Raa =0, Rpp = 0 (pas de rétrodiffusion).

Le résultat du chapitre précédent

e
I =3 ((Ni = Ri)pi — > Tijuy) (2.16)
J#i
nous donne ici :
e
Il = E(TLUI - TlNB) (217)
e
IA: E(N,UA_TULI_RLUB) =0 (218)
e
Iy = E(_T2MA -+ TQIU/Q) (219)
e
Ip = E(—RQI,LA—TQIUQ—‘FN/,LB) =0 (220)
On retrouve donc, apres calculs :
h 1
Rig,aB = 2N (2.21)
d’ot, la résistance de Hall correspondant a Ri2 4B,
h 1

Les deux derniers cas étudiés dans ce chapitre étaient pour le premier, une
configuration a quatre terminaux ou tous les contacts sont idéaux (trans-
parents), pour le deuxiéme, une configuration & quatre terminaux ou les
contacts par lesquels passe le courant sont désordonnés et ou ceux qui me-
surent la tension sont idéaux. Notons en effet que ’on ne peut observer
d’effet Hall quantique si les quatre contacts sont désordonnés : le courant
injecté alors amene la population des états de bord hors équilibre, et de ce
fait la résistance de Hall n’est plus quantifiée. 11 faut donc nécessairement
que les contacts mesurant la tension transverse soient idéaux.
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Conclusion

Si la durée du stage ne nous a pas permis d’aborder en détail 'effet Hall
quantique de spin, il nous est néanmoins possible d’en dire quelques mots,
et de le relier a notre étude.

On retrouve dans 'effet Hall de spin une conduction localisée aux bords
de D’échantillon, mais il y a cette fois dans chaque bord deux courants
d’électrons, de vitesse et de spin opposés. Les bords ne sont plus, comme
dans l'effet Hall quantique que nous avons traité, chiraux. La perspective de
notre travail est donc celle d'une mise en oeuvre de ’approche développée -a
savoir I'application du formalisme de Landauer aux états de bords- a cette
configuration, pour questionner la possibilité de relier la résistance de Hall
a la répartition de la population des spins, et ainsi d’accéder par la mesure
de la résistance transverse a cette derniere.
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Annexe A

Expression de la conductance
intrinseque dans le cas a
plusieurs modes

Pour la calculer pratiquement, on part d’un fil relié a quatre réservoirs.

A

H B

i, in
A B
> 1
! \
| L L !
| J]_ 12 !
< -~

i k

H

F1a. A.1 — configuration a quatre terminaux

R;; est le coefficient de réflexion pour le courant deu mode j vers le courant
du mode i et T'ij est le coeflicient de transmission pour le courant du mode
j vers le courant de mode i. On note : R; = 3 ; R;; et T; = 3, T;;. La
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conservation du courant et l'invariance par renversement temps (unitarité
de la matrice) implique Y, 7; = 3, (1 = R;) et Ry + T, =1, R, + T; = 1.

Ie
HA—H1B "

Le courant va de 1 a 2. La conductance s’exprime : G =

Cherchons tout d’abord a calculer I'intensité :
‘R - ‘R L ‘R L ‘R - L
I'=g"—J1 =173 — 73 :Z]M_ZJM:Z]%_Z]% (A1)

car il faut désormais sommer sur tous les modes.

1=\ STy + 3 Rigisy | = > i (A.2)
K J J i

Soit :

=y (Tijﬁ — (1 —R;) jQLi) =T (jﬁ—ji;)
K2 K3
(A.3)

Nous considérons que tous les électrons des différents modes arrivant sur
I’échantillon depuis un réservoir sont caractérisés par un seul et méme po-
tentiel chimique, celui du réservoir en question. Cela semble une hypothese
raisonnable, dans la mesure ou elle correspond a l'idée d’une force motrice
dans I’échantillon fixée. Les courants j{% (respectivement jZ:) sont donc iden-
tiques entre eux, et nous pouvons écrire en nous inspirant de (1.17) et de
(1.18) :

Finalement :

== B3 T (£1(B) - () (A4)

Considérons maintenant la différence de potentiel entre les réservoirs A et
B.
On définit p4 et up de sorte a ce que ng = ny et ng = no. Rappelons que :

it ik
== 2y i A5
= () (45)

i+ Y; (Rz‘jjﬁ + Tz‘j’]’g@)

Uy

1

=22
e

7

(A.6)

ouwv; = hyf’;i. Au vu de ’hypothese introduite précédemment (a savoir que les

courants des différents modes venant d’'un méme réservoir sont identiques)
nous pouvons sortir jfg- et jQLj de la somme sur j :
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’
14+R;)jB+T. L
n; = %Zz ( z)]h iJ2;

ny =2 [dEY; (HRi)fﬁ(iHTi 1 (B) (A.6)
De méme,

Uy

1 (1+ R)f3(E) + T,f{(E)
n=— /dEzi: (A7)
Rappelons également (cf premier chapitre) que :

na—npg wh(ng —ng)
_ - = A8

On a donc, avec la condition n4 = nq et ng = n9 introduite préalablement :

1 1+ Ri — T)(f* — f9)
— = dE A9
ua = = g [aB3 (4.9)
D’ou I'expression de la conductance :
2 [dES, T (fIHE) - f3(E) i g
G fe 2 (/f HE) T (A.10)

m 7h deZz (+R—T)(fE-rE)

Vs

A température nulle [dE(f{{(E) — f&(E)) = u1 — pa, ce qui nous donne :

2 T L
o fe 2 niTidi, (A.11)
(ha—pp) why, URiZT)

Vi

On peut également retrouver cette expression par une autre méthode. Ap-
pelons ji le courant allant vers le haut (du fil vers le réservoir A) et j% le
courant allant vers le bas (du réservoir A vers le fil), comme indiqué sur la
figure ?7equecond intrinseque. De méme pour le réservoir B.

La régle d’or de Fermi nous dit que la probabilité qu'un électron d’énergie
i du réservoir passe dans le fil est la suivante : probabilité que le niveau
i soit rempli dans le réservoir A x coefficient de couplage réservoir/fil x
probabilité que le niveau i soit vide dans le fil.

D’ou :

it = 2h/ dEY fa(B) [Vi(B)P (1= ({(B) - (1) (A1)
= Qhe/dEZfA(E) Vi(BE)* (1 - fEE) - fH(E)) (A.13)

- 2;f/dEZfA(E)’WE)\Q(l—(1+Rz->f{‘3—il;-’f%)) (A.14)
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ou |Vi(E)|* correspond & la probabilité qu’a 'électron de mode i de passer
dans le fil.

Si ’on applique le méme raisonnement pour le courant du fil vers le réservoir
A on obtient :

i =5 [ 48 S UTE) + SHE) I - 14819
= 5 [ A + ) MBI~ ) A1)
i = 2,f/dEZ(fl (B)(1+ R) + T, f£(E)) Vi(E)*)(1 — fa(E))(A.17)

La condition qu’on impose au systeéme est la suivante : on ajuste p; de sorte
a ce que le courant fil/réservoir A soit nul. On égale donc jﬁ[ et jf, soit :

[AES 4B VB (1= L+ R)F - T ) (A19)
= [dESURE) A+ B + T E) VB (- fa(B)  (A19)

Considérant que la variation de |V;(E)|* avec E ou i est aléatoire, et que
donc les effets en découlant, tendent & se moyenner, on pose que |V;(E)[* ne
dépend ni de i ni de E. Cela nous permet d’écrire :

[ 4B faB)0 - 0+ RS - T 1E)
= [dES (B + R)+ THEENQ - fa(B)  (A20)

Autrement dit

[aBsam) = [ A Y (E) 1+ R + T (B) (A.21)

Nous rappelons que ny = ﬂh JdEY, fa( 4=2, et trouvons que
1 (fF(BE)(1+ R) + T, f§(E))
=— [ dE ! A.22
7h / ; (o ( )

On retrouve la condition imposée dans la méthode précédente nyg = n; (le
méme raisonnement nous amene également a np = ng), ce qui nous donne
ainsi l'expression de G (A.11).
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Annexe B

Calcul des coefficients reliant
les intensités aux différences
de potentiel dans la
configuration a quatre
terminaux

Nous allons expliciter le calcul des coefficients aq1, a2, (o1, (g exposés
précédemment. Nous allons partir pour cela de la relation (1.26). Elle nous
donne :

€
I+ 13 = E[(l — Riy — T31)p1 — (Tho + T32) o (B.1)
+(1 — Rz — Ti3)puz — (Tha + T34) pa)

En ajoutant la condition I; = —I3, cette somme devient nulle. En sachant
de plus que la somme de chaque ligne de la matrice 1.26 est nulle (a cause
de la conservation du courant), et que la matrice est symétrique (en raison
de l'invariance par renversement du temps) nous trouvons :

(Tho + Tia)pr — (Tho + Tso)po + (T2 + Taa)ps — (Tha + T34)a = 0 (B.2)

La condition Iy = —I; nous donne le méme résultat, si ’on tient bien compte
de I'identité entre les coefficients T;; et Tj;.
Cherchons maintenant a faire apparaitre les différences de potentiel :

(Tho + Tha)pr — (Tho + Ts2)po + (Tho + Tha + Tao + Ts4)pus — (Th2 + T14) 1$B.3)

—(Tha+T3q + Tho + T2)pa + (Th2 + T32)pta =0
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Soit

S(pus — pa) + (Thz + Tha) (1 — pg) — (Th2 + Ta2)(p2 — pa) =0 (B.4)

ou de méme

(Tho 4 Tha + T2 + T34) p1 — (T2 + T34)p1 — (Tho + T2 + Tha + T34) 1o B.5)
+(Tha + Taa)po + (Tao + Ts4) g — (Tha + Ta4)pa = 0

soit

S — p2) — (Ts2 + Tsa) (1 — p3) + (Tha + Taa) (2 — pa) =0 (B.6)

avec les notations du premier chapitre. On peut donc exprimer uo et py de
la sorte :

(T32 + T34) (Tha + T34)

pr == (i) + e (2 — pa) (B.7)
Tio + 1T} To + T
4 = p3 + (12514)(/“ — H3) — (12532)(M2 — ) (B.8)

En injectant ces expressions dans celle de I, et en prenant toujours en
compte la symétrie de la matrice 1.26 et la nullité de la somme de chacune
de ses lignes et de ses colonnes on a :

Ty + T Ty + T
I= 10— Runn — T — P20 gy B,y
Tio + T Tio + T
—Th3us — T14(,U3 + (12514)(,“1 - M3) - (12532)(M2 - ,u4))]
Tig+ Tio)(Ty T
h= £ Ry - PETITE) 0y o)
T12T34 — 114732
TR

Ce qui s’écrit en utilisant les notations du premier chapitre :

Iy = on1(p — ps) — al2(pe — pa) (B.11)

On aboutit de méme pour I3 a :
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(To1 + To3)(T32T12)

e
Iy=[(1~ Ry~ 5 ) (2 — 1) (B.12)
T51Ts3 — To3Tu
- S (:u‘l - /.L3>]
soit
Iy = —a21(p1 — pi3) + o2 (p2 — pa) (B.13)
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