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II Caractérisation Topologique d’une Phase de la Matière 49

5 E↵et Hall Quantique 51
5.1 E↵et Hall classique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5.1.1 Mouvement d’une particule . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
5.1.2 Formalisme Hamiltonien classique . . . . . . . . . . . . . 55
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Théorie des bandes
Le comportement électronique de nombreux solides est décrit à l’aide de

la théorie des bandes. Dans cette approche, les interactions électroniques sont
négligées. Cette approche décrit l’hybridation des orbitales électroniques des
di↵érents atomes constituant le réseau, répartis sur le cristal. Les éléments de base
de cette approche sont donc les orbitales atomiques (s,p,d,. . .) et le cristal qui décrit
l’arrangement périodique des atomes dans l’espace. Le réseau de Bravais sous ja-
cent au cristal est défini par l’ensemble des vecteurs � 2 � de translation T� qui
laissent le cristal invariant. C’est-à-dire l’ensemble des translations qui commutent
avec le Hamiltonien H décrivant les électrons dans le cristal. Le cristal initial n’est
pas forcément un réseau de Bravais : il correspond à la reproduction périodique
d’un motif de nc atomes définissant une cellule élémentaire du réseau de Bravais. Le
théorème de Bloch nous enseigne qu’en diagonalisant simultanément ce Hamiltonien
et l’ensembles des translations {T�}�2�, nous obtenons des ondes planes modulées :

 k(r) = uk(r)eik.r (1.1)

où uk(r) est une fonction de Bloch périodique sur le réseau de Bravais :

T�uk(r) = uk(r + �) = uk(r) 8� 2 �. (1.2)

La transformée de Fourier permet d’identifier l’espace de Hilbert des fonctions
d’onde défini sur le cristal avec l’ensemble des fonctions de Bloch. A partir de la
définition (1.1), on vérifie aisément que les fonctions de Bloch sont fonctions propres
des opérateurs de translation :

T� k = eik.� k 8� 2 �. (1.3)

Cette relation nous indique que les pseudo-moments k sont définis modulo un vec-
teur du réseau réciproque, défini comme l’ensemble des vecteurs G tel que

G.� = 2⇡n, n 2 Z 8� 2 �. (1.4)
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Figure 1.1 – Cristal hexagonal correspondant à la répartition des atomes de Carbone dans le
graphène (à gauche) et zone de Brillouin (à droite). Cette zone de Brillouin est équivalente à
un tore : tous les états électroniques des bords opposés sont égaux.

Ainsi l’ensemble des valeurs indépendantes que peut prendre le pseudo-moment
k correspond à une cellule élementaire de Wigner-Seitz du réseau réciproque,
appelée première zone de Brillouin. Par définition, cette zone de Brillouin est
périodique dans toutes les directions. Les fonctions de Bloch uk(r) sont obte-
nues en diagonalisant le Hamiltonien dans l’espace des fonctions quasi-périodique
(1.1) pour chaque valeur de k. On obtient ainsi un ensemble d’énergies propres
✏↵(k), k = 1, · · · nc ⇥ norb où norb correspond au nombre d’orbitales atomiques par
atome considérées. Lorsque k évolue dans la première zone de Brillouin, ces énergies
définissent des bandes d’énergies qui caractérisent de nombreuses proprétés des so-
lides, dont leur comportement électrique et leurs propriétés optiques. En particulier,
on distingue les métaux des isolants en fonctions de la présence d’une zone d’énergie
dans états disponibles autour du potentiel chimique, appelée gap en énergie. Les iso-
lants possèdent un tel gap, alors que le potentiel chimique de trouve à l’intérieur
d’une des bandes d’énergie pour un métal. Plus finement, on distingue ensuite
di↵érents types de solides en fonctions de l’apparition de di↵érentes structures spa-
tiale de répartition de la charge, d’une densité de moment magnétique, de l’apparition
d’un ordre supraconducteur, etc. Certaines phases requiert de décrire les interactions
électroniques, absentes de la description précédente.

1.2 Géométrie et topologie de champ de vecteurs
propres

Récemment, une caractérisation di↵érente des phases de matière condensée est
apparue, issue en particulier de la découverte de l’e↵et Hall quantique. Cette ca-
ractérisation revient à considérer l’ensemble des états propres  k,↵ correspondant aux
di↵érentes bandes ✏↵(k). Pour un solide (infiniment) grand, k peut varier continûment
dans la zone de Brillouin. Lorsque k varie,  k,↵ décrit un champ de vecteur propre
pour chaque ↵. La situation est analogue par exemple à la description de milieux
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élastiques, décrit par un champ de déformation u(r), ou la description d’un champ
électromagnétique dans l’espace A(r). Les di↵érences viennent ici d’une part de la
nature vectorielle du champ : pour les états électroniques, il s’agit de vecteur dans
un espace de Hilbert ; d’autre part de la paramétrisation du champ par un pseudo-
moment k qui prend ses valeurs sur un tore fini, et non dans un espace infini. Il est
naturel d’essayer de caractériser les propriétés de ce champ de vecteur  k,↵ avec des
outils analogues à ceux décrivant les champs plus habituels.

En particulier, les outils géométriques permettent de décrire l’évolution continue
de  k,↵ lorsque k varie dans la zone de Brillouin. Si nous considérons par simpli-
cité une bande unique et non dégénérée ↵0, le seul degré de liberté dans le choix
de  k,↵0 est sa phase ✓k,↵0 . Celle-ci est arbitraire pour une valeur du pseudo-moment
k0. Cependant, la géométrie du champ de vecteur propre peut être caractérisée à
partir de l’évolution de cette phase lorsque k varie continûment autour de k0. En
particulier, une question naturelle est l’évolution de ✓k,↵0 le long d’un chemin dans la
zone de Brillouin : pour un chemin fermé, la variation de cette phase est-elle toujours
nulle ? Cette question est intimement reliée avec des problèmes similaires de la varia-
tion de la phase d’une fonction d’onde en présence d’un champ électromagnétique.
L’évolution de la phase de cette fonction d’onde comporte une composante appelée
phase de Aharonov-Bohm qui est intimement reliée à la présence du potentiel vec-
teur. De même, l’évolution adiabatique d’un état propre d’un hamiltonien dépendant
du temps donne naissance à une phase appelée phase de Berry caractérisant la
contrainte provenant de l’évolution adiabatique. Une première partie de ce cours
va donc consister à introduire les outils permettant de décrire cette évolution conti-
nue de vecteurs propres. Nous verrons qu’une quantité analogue au potentiel vec-
teur électromagnétique et appelée connexion peut être introduite afin de caractérisée
l’évolution des vecteurs propres, et de leur phase. Poussant l’analogie plus loin,
l’”intensité locale de la variation de ces vecteurs” est quantifiée par une courbure
analogue au champ magnétique. Ces outils seront appliquées sur la physique des
électrons dans le graphène, et nous discuterons les conséquences physiques de ces
variations de phase.

Les outils géométriques permettent également de détecter les singularités d’un
champ de vecteur continu : les endroits où ce champ cesse d’être défini. Dans le
cas d’un champ élastique, ces singularités correspondent aux vortex, dislocations,
disclinaisons, etc selon la nature du champ. Ces défauts sont caractérisés par la
variation du champ de déplacement lors d’une évolution autour de la singularité.
L’exemple du vortex, représenté sur la figure 1.2, correspond à une singularité d’un
champ de vecteur caractérisé par une phase (angle entre les flèches et l’axe 0x par
exemple). Lors d’un tour autour du vortex dans le sens horaire, cette phase varie de
2⇡. Cette variation est indépendante du chemin choisi pour évoluer autour du vor-
tex : on parle de charge topologique du défaut. La topologie est en e↵et une branche
des mathématiques qui étudie les propriétés de di↵érents objets invariantes sous les
déformations continues de ces objets. La charge d’un défaut est le premier exemple
rencontré dans ce cours de telle propriété topologique. L’utilisation de la topologie a
permis de classer l’ensemble des défauts possibles pour les champs de déformations
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Figure 1.2 – Représentation schématique d’un défaut topologique.

élastiques. L’utilisation de la caractérisation topologique est classiquement illustré
sur l’étude des surfaces bidimensionnelles déformables (Fig. 1.3). Il est aisé de
réaliser que la sphère et le tore ne peuvent être déformé l’un dans l’autre. L’outil
permettant d’identifier les surfaces déformables l’un en l’autre est la caractéristique
d’Euler. Sa définition initiale suppose de déformer la surface considérée en un po-
lyhèdre. L’indice est alors défini par � = nombre de vertex - nombre d’arrêtes +
nombre de faces. Di↵érents exemples de polyhèdres correspondant à la sphère et au
tore sont représentés sur la figure 1.4. Cet indice ne dépend pas du polyhèdre choisi :
deux polyhèdres déformables l’un dans l’autre correspondent au même indice d’Eu-
ler. A l’opposé, deux polyhèdres correspondant l’un à la sphère et l’autre au tore

Topological invariants
Most topological invariants in physics arise as integrals of some geometric quantity.

Consider a two-dimensional surface.

At any point on the surface, there are two radii of curvature.
We define the signed “Gaussian curvature”

Now consider closed surfaces.

The area integral of the curvature over the whole surface is “quantized”, and is a 
topological invariant (Gauss-Bonnet theorem).

where the “genus” g = 0 for sphere, 1 for torus, n for “n-holed torus”.

from left to right, equators
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Topological invariants
Most topological invariants in physics arise as integrals of some geometric quantity.

Consider a two-dimensional surface.

At any point on the surface, there are two radii of curvature.
We define the signed “Gaussian curvature”

Now consider closed surfaces.

The area integral of the curvature over the whole surface is “quantized”, and is a 
topological invariant (Gauss-Bonnet theorem).

where the “genus” g = 0 for sphere, 1 for torus, n for “n-holed torus”.

from left to right, equators
have negative, 0, positive

Gaussian curvature

� = (r1r2)
�1

�

M
� dA = 2�� = 2�(2 � 2g)

� = 2 � = 0 � = �4

Figure 1.3 – Di↵érentes surfaces bidimensionnelles qui ne peuvent être déformées les unes
dans les autres, et sont caractérisées par une valeur di↵érence de l’indice d’Euler.

donnent bien deux valeurs di↵érentes à l’indice d’Euler. De façon générale, cette in-
dice est relié au genre de la surface par la formule � = 2 � 2g. Nous réalisons ainsi
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� = 8 � 12 + 6 = 2 � = 5 � 8 + 5 = 2

� = 16 � 32 + 16 = 0 � = 4 � 8 + 4 = 0

Figure 1.4 – Calcul de l’indice d’Euler par déformation de la surface en un polyhèdre.

que cet indice distingue bien les classes de surfaces non déformables les unes dans
les autres. Sa relation avec le genre démontre qu’il dépend de la surface dans son
ensemble, et non de ses propriétés locales. De façon remarquable, pour une surface
su�samment régulière il peut être déduit d’une propriété locale de la surface : la
courbure de Gauss  = 1/(R1R2) définie à partir des deux rayons de courbures prin-
cipaux R1,R2. Le théorème de Gauss-Bonnet relie l’intégrale de cette courbure sur
la surface entière à la caractéristique d’Euler :

� =
1

2⇡

Z

surface
 dS . (1.5)

Cette formule manifeste l’existence de relation entre propriétés géométriques locales
(ici la courbure) et propriétés topologiques globale (l’indice d’Euler). Nous rencon-
trerons à nouveau ce type de relation dans la suite de ce cours.

L’exemple précédent, bien que particulièrement intuitif, n’est pas directement
relié à la description des propriétés topologiques de nos champs de vecteurs propres
 k,↵ sur la zone de Brillouin. Ce problème correspond à étudier les propriétés d’un
champ de vecteur sur une surface fermée : en e↵et, nous avons vu que la zone de
Brillouin est un tore, propriété cruciale à ce point. De tels objets correspondent à
ce que l’on appelle des fibrés vectoriels, définis par un espace de base, ici la zone
de Brillouin, et un espace vectoriel définissant la nature des vecteurs considérés (ici
l’espace de Hilbert des fonctions quasi-périodiques (1.1) en chaque point k). Un
exemple de tels fibrés vectoriels est représenté sur la figure 1.5, correspondant à
des champs de vecteurs tangents à la sphère et au tore. A travers cet exemple, nous
réalisons une di↵érence cruciale entre les deux champs de vecteurs : si les vecteurs
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Figure 1.5 – Représentation d’un champ de vecteurs tangents sur la sphère et sur le tore. Si
le champ est parfaitement continu et défini partout sur le tore, il comporte nécessairement des
singularités sur la sphère. Il s’agit d’une conséquence du théorème de la boule chevelue, qui
manifeste que le fibré vectoriel correspondant est topologiquement non trivial.

tangents au tore sont bien partout définis, ceux sur la sphère ne sont pas définis en
deux points correspondant à des singularités : des vortex considérés précédemment.
Il est possible de montrer (cela correspond au théorème dit de la boule chevelue)
que tout champ de vecteur sur la sphère possède nécessairement une singularité. Il
s’agit ainsi d’une propriété du fibré vectoriel considéré, et non du champ de vecteurs
choisi. Cette propriété, qui manifeste l’absence de champ continu défini en tout point,
signale le caractère ”twisté” global du fibré. Il s’agit d’une propriété indépendante
des déformations continue de ce fibré : c’est une propriété topologique ! Remarquons
que l’existence d’une topologie non triviale empêche l’existence d’un isomorphisme
(déformation continue) du fibré en un fibré simple constitué du produit de l’espace
de base et de l’espace vectoriel. De plus, l’existence des défauts est intuitivement
reliée à des propriétés de variation du champ de vecteur lorsque l’on évolue le long
d’une boucle autour de la surface (d’un bord à l’autre de la zone de Brillouin).

Revenons au cas de fonctions de Bloch, états propres d’un Hamiltonien
électronique. L’existence d’une topologie non triviale pour ces fonctions de Bloch
donne naissance à une nouvelle forme d’état de la matière, non plus caractérisé par
un paramètre d’ordre standard dans une approche à la Landau, mais à un indice to-
pologique de l’ensemble des états propres autour de la zone de Brillouin. Pour que
cet ensemble d’états propres corresponde à un état physique, il faut que ces états
décrivent l’état en question : il s’agit naturellement le cas dans un isolant, pour le-
quel le fondamental est décrit à partir de l’ensemble des états électroniques corres-
pondant aux bandes d’énergies sous le gap. Les phases correspondantes s’appellent
des isolants topologiques, que nous décrirons dans la seconde partie de ce cours. Par
analogie avec les exemples de la figure 1.5, nous nous attendons à ce que dans un
isolant topologique il ne soit pas possible de définir continûment les états propres au-
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tour de la zone de Brillouin. Cela devrait se manifester également par des propriétés
d’enroulement de la phase des états propres lorsque le quasi-moment k évolue d’un
bord à l’autre de la zone de Brillouin. Est-ce à dire que ces états propres ne seront pas
définis pour certaines valeurs du quasi-moment ? Non : rien n’empêche de définir de
façon discontinue la phase des états propres autour de la zone de Brillouin. Mais cela
empêche de déformer continûment l’état fondamental d’un isolant topologique en
l’état fondamental d’un isolant standard. Si l’on considère une interface entre deux
matériaux correspondant à deux telles phases, il ne sera pas possible de résoudre
l’équation de Schrödinger en ne considérant que les états sous les gaps d’énergie,
ce qui reviendrait à trouver une extrapolation continue entre les deux ensembles
d’états propres sous le gap. Nécessairement, il faudra fermer le gap des isolants
à l’interface entre eux. Cette fermeture du gap à l’interface manifeste l’apparition
d’états métalliques à une telle interface. L’existence de ces états est la manifestation
expérimentale majeure de la nature topologique de ces nouveaux isolants.





Première partie

Transport parallèle et Phase
géométrique





Chapitre 2

Phase d’Aharonov-Bohm

Nous nous intéressons dans ce chapitre à la dépendance de la phase des fonc-
tions d’onde d’objet chargé, typiquement des électrons, en la présence d’un potentiel
vecteur. Dans ce problème initialement considérer par Aharonov et Bohm [?], nous
allons voir que cette phase est sensible au potentiel vecteur bien que l’électron ne
rencontre jamais aucun champ magnétique. Cela permet en particulier de détecter à
distance la présence d’un flux magnétique.

2.1 Expérience de pensée d’Aharonov et Bohm

B

 I(r)

 II(r)

0

Figure 2.1 – Géométrie de l’expérience de pensée de Aharonov-Bohm
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Nous nous intéressons donc à la géométrie de l’expérience de pensée représentée
sur la figure 2.1. Nous considérons des électrons évoluant dans un plan. Ce plan
est percé d’un solénoı̈de donnant naissance à un champ magnétique B en son sein.
Les électrons ne peuvent interagir directement avec le solénoı̈de. L’évolution des
électrons est donc décrite par le Hamiltonien

H = (p̂ � qA(r))2

2m
, (2.1)

où m et q = �e sont la masse et la charge des électrons.

2.1.1 Magnétostatique et invariance de jauge

On suppose le champ magnétique B indépendant du temps, mais non uniforme.
Il satisfait donc l’équation (absence de monopole magnétique) :

r.B = 0) B = r ⇥ A(r). (2.2)

Cette équation manifeste l’invariance de jauge du potentiel vecteurs : deux potentiels
A(r) et A0(r) di↵érant d’une transformation de jauge

A0(r) = A(r) + r�(r), (2.3)

où �(r) est une fonction scalaire, correspondent à un même champ magnétique. Nous
devrons veiller à ce que la physique déduite du Hamiltonien (2.1), qui dépend expli-
citement du potentiel vecteur A(r), soit bien invariante de ce choix de jauge.

2.1.2 Relations de commutation canoniques, invariance de jauge
et moment canonique

Rappelons que l’opérateur position et l’impulsion satisfont les relations de com-
mutations canoniques

[r̂k, r̂l] = 0, [ p̂k, p̂l] = 0, [r̂k, p̂l] = i~�kl. (2.4)

A partir de l’action de l’opérateur position r̂ sur une fonction d’onde r̂[ (r)] = r (r)
(compatible avec la première relation de commutation), la dernière relation de com-
mutation impose la relation, valable pour toute fonction d’onde,

r̂k p̂l[ (r)] = p̂l[rk (r)] + i~�kl  (r). (2.5)

La solution de cette équation est

p̂ = �i~r + X(r) (2.6)
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où X(r) est un champ vectoriel de même dimension d que p̂ et arbitraire à ce stade.
La seconde relation de commutation dans (2.4) impose maintenant

p̂k p̂l = p̂l p̂k (2.7)
) (�i~@k + Xk(r)) (�i~@l + Xl(r)) [ (r)] = (�i~@l + Xl(r)) (�i~@k + Xk(r)) [ (r)]

(2.8)

) @kXl(r) = @lXk(r). (2.9)

Ainsi X(r) est un champ de rotationnel nul, qui s’exprime sous la forme

X(r) = r f (r), (2.10)

où g(r) est une fonction scalaire arbitraire. La solution des équations de commuta-
tion canonique de la mécanique quantique impose donc des opérateurs position et
impulsion de la forme

r̂[ (r)] = r (r) (2.11a)
p̂[ (r)] = �i~r (r) +  (r)r f (r). (2.11b)

La forme générale (2.11b) de l’opérateur impulsion nous indique que la fonction
arbitraire f (r) peut être absorbé dans phase des fonctions d’onde considérées via une
transformation de jauge :

 (r)!  0(r) = Û (r) = e
i
~ f (r̂) (r). (2.12)

Il est donc toujours possible de se ramener à la forme habituelle de l’opérateur im-
pulsion. Cependant cet exercice nous révèle l’invariance de jauge intrinsèque de la
mécanique quantique. Cet invariance de jauge est à mettre en regard de celle des
équations de maxwell de l’électromagnétique : un changement de jauge du potentiel
vecteur électromagnétique A0(r) = A(r)+r�(r) (cf 2.3) peut être absorbé au niveau
du Hamiltonien quantique (2.1) par une redéfinition de l’opérateur impulsion

p̂! p̂0 = p̂ + qr�(r) (2.13)

qui est bien de la forme (2.11b). D’après l’invariance de jauge quantique, cette
redéfinition peut être elle-même absorbée par un changement de jauge des fonctions
d’onde

 (r)!  0(r) = Û (r) = e
i
~ q�(r̂) (r). (2.14)

Invariance de jauge de l’électromagnétisme et du formalisme quantique se marient
ici parfaitement.

2.1.3 Déphasage d’Aharonov et Bohm
Reprenons maintenant l’expérience décrite sur la figure 2.1. La champ

magnétique étant nul en dehors du solénoı̈de, le potentiel vecteur doit y satisfaire

r ⇥ A(r) = B(r) = 0. (2.15)
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La solution habituelle A(r) = r�(r) de cette équation suppose que l’espace de la so-
lution soit connexe, c’est-à-dire que tous les chemins fermés puissent être déformés
en un point. En e↵et, une telle solution s’intègre en

�(r) = �(0) +
Z

C:0!r
A(r).dr. (2.16)

Afin que �(r) soit bien défini, l’intégrale ci-dessus ne doit pas dépendre du chemin C
choisi pour relier l’origine 0 au point r. Cette indépendance implique donc que pour
tout chemin fermé @S , I

@S
A(r).dr =

Z

S
B.dr = 0. (2.17)

Cette propriété n’est pas satisfaite pour la géométrie de la fig. 2.1 de par la présence
du flux qui perce le plan. Une solution n’est donc possible que sur chaque région
n’enserrant pas le solénoı̈de. Deux telles régions sont représentées sur la figure 2.3.
Dans chaque région, une solution de la forme AI/II(r) = r�I/II(r) est maintenant

B

zone I

B

zone II

B

B

Figure 2.2 – Définition de deux régions connexes I et II dans la géométrie de Aharonov-
Bohm

possible.
Considérons maintenant l’évolution d’une fonction d’onde  I(r) n’évoluant que

dans la région I d’un bord à l’autre de l’échantillon. D’après la transformation de
jauge (2.14), la présence du potentiel vecteur AI(r) = r�I(r) peut être entièrement
absorbée dans une redéfinition de la phase :

 I(r) = e
i
~ q�I(r̂) (0)(r) (2.18)

où  (0)
I (r) est une fonction d’onde déterminée en l’absence du champ magnétique,

et parfaitement définie dans l’ensemble de l’échantillon. Nous pouvons procéder de
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même dans la région II. La phase relative entre les deux fonctions d’ondes  I(r) et
 II(r) en un point r à la sortie du conducteur est donc donnée par

' =
q
~

(�I(r) � �II(r)) . (2.19)

En utilisant l’équation (2.16) pour deux chemins CI et CII allant de 0 à r à l’intérieur
respectivement des régions I et II, nous en tirons

' =
q
~

 Z

CI

AI(r).dr �
Z

CII

AII(r).dr
!

(2.20)

=
q
~

I

C
A(r).dr (2.21)

= 2⇡
�

�0
(2.22)

où � est le flux contenu à l’intérieur du solénoı̈de, et �0 = h/q le quantum de
flux. Ce déphasage ne dépend pas du chemin C, union de CI et CII, choisi autour
du solénoı̈de : on peut donc le qualifier de topologique en ce sens. Remarquons ici
le résultat remarquable qu’implique cette dérivation : un flux magnétique déphase
les électrons circulant autour de lui, bien que ces électrons ne rencontrent jamais de
champ magnétique. Ce résultat remarquable est une conséquence directe de l’inva-
riance de jauge de la mécanique quantique. En particulier, le courant en sortie d’un
tel anneau est modulé périodiquement en fonction du flux magnétique. Ce résultat a
en particulier été observé expérimentalement dans des fils d’or de longueur de l’ordre
du micron, et à T = 10 mK.

Remarque 2.1. Il est également possible de dériver ce résultat en considérant un
potentiel vecteur définir en tout point du plan. Dans le cas d’un solénoı̈de dirigé
selon l’axe z, et tel que B(r) = B0êz pour ⇢ = (x2 + y2)

1
2 < r0 et B(r) = 0 en dehors

du solénoı̈de (⇢ > r0), un choix possible de potentiel vecteur est

A(r) =
( B0⇢

2 ê� pour ⇢ < r0
�

2⇡⇢ ê� pour ⇢ > r0
(2.23)

où � = B0⇡r2
0 est le flux magnétique à travers le solénoı̈de.

2.2 Monopole de Dirac

Nous nous tournons maintenant vers le problème considéré par Dirac de la
conséquence en mécanique quantique de l’existence d’un monopole magnétique
[?, ?]. Un tel monopole magnétique placé à l’origine r = 0 créerait un champ
magnétique

B(r) =
qm

4⇡r2 êr. (2.24)
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Par définition, un tel champ magnétique ne peut se déduire d’un potentiel vecteur
unique A(r) car

R
S B.dr = qm , 0 pour toute surface S enserrant le monopole.

Cependant, de même que dans le traitement du problème d’Aharonov-Bohm, il est
possible de se ramener à deux potentiels vecteurs AI(r) et AII(r), chacun défini sur
une région qui est connexe si l’on exclut l’origine. Dans ces deux régions, aucune
surface S n’enserre l’origine, et

R
S B.dr = 0 est vérifiée pour toute surface fermée.

Deux régions possibles sont données en coordonnées polaires par 0  ✓  3⇡/4 et
⇡/4  ✓  ⇡ en excluant l’origine : r > 0.

zone I

zone II

Figure 2.3 – Monopole magnétique à l’origine, et définition de deux régions connexes I et
II représentée ici comme deux régions sur le cercle définissant les directions en coordonnées
polaires. Pour chaque région I ou II, il est possible de définir un potentiel vecteur décrivant le
monopole ainsi qu’une corde de Dirac portée par l’axe z et issue du monopole.

Il nous reste à déterminer les potentiels vecteurs correspondants. Dans la région
I nous choisissons le potentiel vecteur suivant :

AI(r) =
qm

4⇡r
1 � cos ✓

sin ✓
ê�. (2.25)

Ce potentiel est bien défini sauf pour ✓ = ⇡, i.e. pour z < 0 qui ne fait pas partie de
la région I. Un calcul du rotationnel de ce potentiel (voir eqs. (2.35) nous permet de
vérifier que

Br =
qm

4⇡r2 , B✓ = 0, B� = 0, (2.26)

qui correspond bien au champ magnétique créé par une charge qm à l’origine, dont
le flux à travers toute surface qui l’enserre est constant. Cependant, nous faisons une
erreur dans ce calcul : en plus du champ magnétique précédent, ce potentiel vecteur
crée un champ magnétique porté par un demi-solénoı̈de infiniment fin (tube de flux)
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allant du monopole à l’infini et appelée corde de Dirac. Dans le cas présent, cette
corde de Dirac est dirigée le long du demi axe z < 0, et de flux qm. Pour nous
convaincre de la présence de cette corde de Dirac (il n’est pas possible de calculer
directement le champ magnétique le long de ce demi-axe), nous pouvons considérer
la circulation du potentiel vecteur AI(r) le long d’un cercle de rayon r sin ✓, qui doit
être égal au flux magnétique à l’intérieur de la surface portée par ce cercle :

I
AI(r).dr =

I
AI(r).ê�(r sin ✓)d� =

qm

2
(1 � cos ✓). (2.27)

Ce flux contient la contribution du monopole magnétique. Afin de l’éliminer,
considérons un cercle infiniment proche de l’axe z, correspondant à ✓ ! 0 ou ✓ ! ⇡ :
nous obtenins

lim
✓!0

I
AI(r).dr = 0 (z > 0) ; lim

✓!⇡

I
AI(r).dr = qm (z < 0), (2.28)

ce qui correspond bien au résultat annoncé. De même, pour la région II nous pouvons
considérer le potentiel

AII(r) = � qm

4⇡r
1 + cos ✓

sin ✓
ê� (2.29)

qui décrit un champ magnétique d’un monopole qm à l’origine ainsi que d’une corde
de Dirac le long de l’axe z > 0 de flux �qmêz.

Une fois ces deux potentiels choisis, nous réalisons que la di↵érence AI(r) �
AII(r) correspond nécessairement au potentiel vecteur (2.23) pour un solénoı̈de le
long de l’axe z entier, de flux donné par qmêz, déjà rencontré dans le problème de
Aharonov-Bohm :

AI(r) � AII(r) = � qm

2⇡r
1

sin ✓
ê� (2.30)

En dehors de l’axe z, le champ magnétique est nul est cette di↵érence peut donc
s’exprimer comme une une transformation de jauge :

AI(r) � AII(r) = � qm

2⇡r
1

sin ✓
ê� = r

✓
�qm

2⇡
�
◆
= r�(r) (2.31)

Cette transformation de jauge ne peut être définie pour tout l’espace (ce qui contre-
dirait l’existence du monopole) : en e↵et elle n’est bien définie qu’en dehors de l’axe
z (où � n’est pas défini). En particulier, elle est naturellement définie dans la région
commune aux régions I et II.

Considérons maintenant une particule de charge qe évoluant autour de ce mo-
nopole, et décrite par le Hamiltonien (2.1). Dans la région I, avec le choix de jauge
(2.25) nous obtenons la fonction d’onde  I(r). Dans la région II, le choix de jauge
(2.29) conduit à une fonction d’onde  II(r). Dans la région commune I\ II, les deux
fonctions d’onde sont reliées par une transformation de jauge :

 II(r) = exp
✓ i
~

qe�(r)
◆
 I(r) = exp

✓
�i

qeqm

h
�
◆
 I(r) (2.32)
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Par définition, les fonctions d’ondes doivent être monovaluées en mécanique quan-
tique :  I(r) et  II(r) sont donc monovaluées, ce qui implique que la facteur de phase
doit également l’être. En particulier, une variation de 2⇡ de l’angle � ne doit pas mo-
difier la valeur de ce facteur. C’est l’argument utilisée par Dirac pour en déduire la
quantification de la charge qe si un monopole existe, ou plus précisément la relation
de quantification

qeqm = n 2⇡~ with n 2 Z. (2.33)

Les deux problèmes rencontrés dans ce chapitre nous ont permis d’établir un
lien important entre l’invariance de jauge quantique et l’invariance de jauge de
l’électromagnétisme, qui se traduit par une dépendance de la phase des fonctions
d’onde électronique en la présence d’un potentiel vecteur magnétique. En passant
la description par Dirac de la présence d’un monopole magnétique nous a fourni
le premier exemple d’un problème dans lequel la phase de cette fonction d’onde
ne peut être définie de façon continue dans l’espace entier. La description devait se
faire par régions, chacune connexe et n’entourant pas le monopole, et l’invariance de
jauge permettait de recoller les fonctions d’onde aux jonctions entre régions. Nous
rencontrerons par la suite d’autres exemples analogues signalant des propriétés to-
pologiques des fonctions d’onde.

Note 2.2. On rappelle les expressions suivantes en coordonnées cylindriques :

r f = @⇢ f ê⇢ +
1
⇢
@� f ê� + @z f êz (2.34a)

r.X = 1
⇢
@⇢(⇢A⇢) +

1
⇢
@�A� + @zAz (2.34b)

r ⇥ X =
"
1
⇢
@�Az � @zA�

#
ê⇢ +

h
@zA⇢ � @⇢Az

i
ê�

+
1
⇢

h
@⇢(⇢A�) � @�A⇢

i
êz, (2.34c)

et en coordonnées sphériques :

r f = @r f êr +
1
r
@✓ f ê✓ +

1
r sin ✓

@� f ê� (2.35a)

r.X = 1
r2 @r(r2Ar) +

1
r sin ✓

@✓(A✓ sin ✓) +
1

r sin ✓
@�A� (2.35b)

r ⇥ X =
1

r sin ✓

h
@✓(A� sin ✓) � @�A✓

i
êr +

1
r

"
1

sin ✓
@�Ar � @r(rA�)

#
ê✓

+
1
r

[@r(rA✓) � @✓Ar] ê� (2.35c)



Chapitre 3

Phase de Berry

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser à l’évolution adiabatique d’un état
| (t)i, état propre d’un Hamiltonien dépendant du temps. Nous considérons la si-
tuation générique où ce Hamiltonien H[�] dépend d’un ensemble de paramètres
� = (�1, �2, ...) (champ magnétique, volume, etc) qui évoluent lentement dans le
temps. Une évolution particulièrement pertinente est un cycle dans le temps, dans le-
quel les paramètres extérieurs reviennent à leur valeur initiale à la fin de l’évolution.
La question naturelle est celle de l’évolution de l’état propre considéré : revient-il
exactement à son état initial ? Nous allons voir qu’il n’en est pas toujours le cas, et
qu’il peut acquérir une phase lors de son évolution. Celle phase, appelée Berry suite
aux travaux fondateurs de M. Berry sur ce sujet, peut être relié à un potentiel vecteur
par analogie avec la phase d’Aharonov-Bohm. Associé à ce potentiel vecteur nous
introduirons une quantité analogue au champ magnétique, la courbure de Berry, dont
la présence agit comme une source de déphasage lors d’une évolution adiabatique.

3.1 Notion de phase géométrique

Nous considérons donc un ensemble de paramètres � = (�1, �2, ...) continu pa-
ramétrisant un Hamiltonien H[�]. Ceci implique que pour chaque valeur de � nous
considérons un espace de Hilbert H auquel appartiennent les états quantiques sur
lesquels agit le Hamiltonien. D’un point de vue formel, nous sommes donc en train
de considérer un fibré vectoriel entrevu dans l’introduction et illustré sur la figure
3.1 : il est défini par son espace de base, ici l’espace ⇤ des paramètres �, et la donnée
d’un espace vectoriel - ou fibre - pour chaque valeur de �, ici l’espace de HilbertH
indépendant de �. Nous allons considérer une évolution particulière des états dans ce
fibré, donnée par l’évolution adiabatique d’un état | ni du Hamiltonien H[�] lorsque
� évolue lentement dans l’espace ⇤. Considérons un état | (t)i dont l’évolution Ha-
miltonienne est donnée par l’équation de Schrödinger

i~
d
dt
| (t)i = H[�(t)] | (t)i . (3.1)



12 Topologie et Géométrie en Matière Condensée

Espace des paramètres �

| n(�1)�

| n(�0)�
| n(�(t))�

�(t)

�0

�1

H(�0)

Figure 3.1 – Berry.

Il est commode de considérer pour chaque valeur de � une base orthonormée d’états
propres de H[�] qui satisfont donc

H[�] | n(�)i = En(�) | n(�)i . (3.2)

Nous supposons qu’une telle base peut être choisie de façon continue en �. Nous sup-
posons qu’à t = 0 le système est préparé dans un état propre du Hamiltonien, et qu’il
reste dans cet état propre lors de l’évolution lente des paramètres du Hamiltonien,
c’est-à-dire

| (t)i = cn(t) | n[�(t)]i 8t. (3.3)

Nous supposons que cet état propre demeure non dégénérée au cours de l’ensemble
de son évolution : il n’y a aucun croisement de niveau. En reportant dans l’équation
de Schrödinger (3.1), nous en déduisons l’équation d’évolution du coe�cient cn(t),
qui est un nombre complexe de module 1 :

i~ċn(t) = cn(t)En[�(t)] � i~cn(t) h n[�(t)]| d
dt
| n[�(t)]i . (3.4)

Cette équation s’intègre en

cn(t) = cn(0) exp i
⇣
✓dyn + ✓geom

⌘
(3.5)

avec

✓dyn = �
1
~

Z T

0
En[�(t)] dt ; ✓geom = +i

Z T

0
h n[�(t)]| d

dt
| n[�(t)]i dt (3.6)

Ainsi l’évolution d’un état propre du Hamiltonien lors d’une évolution lente des
paramètres extérieurs donne naissance à deux déphasages : une déphasage habituel
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✓dyn, qui provient de l’évolution de l’énergie de l’état au cours du temps, et donc de la
dynamique de cet état. Et une nouvelle phase ✓geom. Nous allons voir que cette phase,
communément appelée phase de Berry, est une caractéristique intrinsèque des états
propres du Hamiltonien pour chaque chaque valeur de �, et donc du fibré vectoriel.
En e↵et, il est possible de réexprimer cette phase comme une intégrale le long du
chemin C suivi dans l’espace des paramètres ⇤ :

✓geom = i
Z T

0
h n[�(t)]| d

dt
| n[�(t)]i dt (3.7)

= i
Z T

0
h n[�(t)]| �̇.r� | n[�(t)]i dt (3.8)

= i
Z

C
h n[�]|r� | n[�]i .d�. (3.9)

Cette dernière expression exprime le caractère géométrique de cette phase : elle ne
dépend pas de la vitesse de variation (faible) �̇ des paramètres du Hamiltonien, mais
uniquement du chemin suivi C. Cette expression nous indique également que cette
phase est bien réelle. En e↵et, utilisant la norme de l’état propre | n[�]i étant natu-
rellement réelle, nous tirons de l’égalité

r� (h n[�]| | n[�]i) = h n[�]|r� | n[�]i + h n[�]|r� | n[�]i = 0 (3.10)

que l’intégrande de (3.9) est bien un imaginaire pur et donc ✓geom réelle. La situation
que nous rencontrons ici est assez analogue à celle rencontrée dans la discussion
de la phase de Aharonov-Bohm : les deux phases dépendent du chemin parcouru.
Pour la phase d’Aharonov-Bohm ce chemin est parcouru dans l’espace réel et pour
la phase de Berry il est parcouru dans l’espace abstrait des paramètres ⇤. Il est donc
tentant d’introduire une grandeur analogue au potentiel vecteur électromagnétique,
appelée connexion de Berry :

A(�) = i h n(�)|r� | n(�)i , (3.11)

tel que

✓geom =

Z

C
A(�).d�. (3.12)

Cet vecteur a la dimension de l’espace des paramètres.
Dans le calcul de la phase géométrique ✓geom nous avons supposé connu un état

propre | n(�)i qui varie continûment avec � : ceci est crucial pour pouvoir définir
la connexion de Berry (3.63). Nous verrons plus loin une formulation de la phase
géométrique qui ne requiert par une telle continuité (de la phase) de cet état propre.
Il est cependant capital d’étudier la dépendance de ✓geom en le choix arbitraire de
phase continu de | n(�)i. Pour cela, considérons un second choix d’états propres��� ̃n(�)

E
, qui nécessairement di↵èrent de | n(�)i par un changement de jauge (nous

avons supposé que l’énergie propre considérée était non dégénérée) :
��� ̃n(�)

E
= ei�(�) | n(�)i . (3.13)
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Ce changement de jauge entraine une modification de la connexion de Berry :

A(�)! Ã(�) = A(�) � r� �(�) (3.14)

qui est le pendant de la transformation de jauge du potentiel vectoriel
électromagnétique (2.3). En particulier, nous obtenons que la phase ✓geom corres-
pondant à une chemin fermé est indépendante de jauge, comme toute grandeur phy-
sique. Ainsi, une phase de Berry di↵érent d’un multiple de 2⇡ pour un chemin fermé
ne pourra pas être absorbée dans un changement de jauge : c’est un déphasage ca-
ractéristique de l’évolution de l’état lors de la variation du paramètre �, qui peut donc
être mesurer expérimentalement.

3.2 Evolution Adiabatique
Avant de poursuivre notre étude de cette phase géométrique, revenons sur la no-

tion de transport adiabatique. Nous avons supposé précédemment que nous pouvions
restreindre l’évolution d’un état propre initial au sous espace propre correspondant
du Hamiltonien instantané H[�(t)]. Nous allons dériver plus précisément les condi-
tions de cette restriction.

3.2.1 Equation d’évolution d’un état
Nous considérons maintenant l’évolution lorsque �(t) varie lentement d’un état

| (t)i, initialement état propre du Hamiltonien : | (t = 0)i =
��� n0 [�(0)]

↵
. Pour

chaque valeur �(t), ce vecteur | (t)i peut être décomposé sur la base d’états propres
de H[�(t)] définie ci-dessus :

| (t)i =
X

n

cn(t) | n[�(t)]i . (3.15)

En reportant dans l’équation de Schrödinger, nous obtenons

i~
X

n

ċn(t) | n[�(t)]i + i~
X

n

cn(t) �̇.r� | n[�(t)]i =
X

n

cn(t)En[�(t)] | n[�(t)]i ,

(3.16)
qui se traduit en une équation di↵érentielle pour les coe�cients

i~ċn(t) = �i~
X

m

cm(t) h n[�(t)]| �̇.r� | m[�(t)]i + cn(t)En[�(t)]. (3.17)

3.2.2 Evolution adiabatique
L’équation (3.17) nous incite à intégrer la phase dynamique dans les coe�cients

cn(t) afin de se focaliser sur le premier terme. Pour cela, nous définissons des coe�-
cients

c̃n(t) = exp
 

i
~

Z t

0
En(t0)dt0

!
cn(t) (3.18)
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qui satisfont l’équation simplifiée

˙̃cn(t) = �
X

m

c̃m(t) exp
 
i
Z t

0
!nm(t0)dt0

!
h n[�(t)]| �̇.r� | m[�(t)]i , (3.19)

où nous avons introduit la fréquence de Bohr instantanée :

~!n,m[�(t)] = En[�(t)] � Em[�(t)]. (3.20)

Dans cette équation, �̇ va jouer le rôle d’un paramètre perturbatif dans la limite d’une
évolution lente des paramètres. La condition initiale décrit la présence du vecteur
dans un état propre | (t = 0)i =

��� n0 [�(0)]
↵
. Ceci nous donne la solution en fonction

du temps à l’ordre 0 en �̇ (lorsque les paramètres n’évoluent pas) :

c(0)
n (t) = �n,n0 . (3.21)

A l’ordre suivant en �̇, nous obtenons d’après (3.17)

˙̃c(1)
n (t) = � exp

 
i
Z t

0
!nn0 (t0)dt0

!
h n[�(t)]| �̇.r�

��� n0 [�(t)]
↵
. (3.22)

Si l’on suppose que ni !nn0 ni h n[�(t)]| �̇.r�
��� n0 [�(t)]

↵
ne dépendent du temps, cette

équation se résoudrait en

c̃(1)
n,n0

(t) ' ei!nn0 t � 1
i!nn0

h n[�(t)]| �̇.r�
��� n0 [�(t)]

↵
. (3.23)

Cette solution approchée nous permet d”en déduire un critère pour pouvoir négligé
ces coe�cients c̃(1)

n,n0
(t) au cours du temps, c’est-à-dire supposer que l’état propre

demeure toujours dans le même état propre n0 au cours du temps :
�������
�̇.
h n(�)|r�

��� n0 (�)
↵

~(En � En0 )

�������
⌧ 1 8n. (3.24)

En particulier cette condition impose une vitesse de variation maximum �̇ des pa-
ramètres extérieurs qui dépend des écarts entre niveaux ~!nn0 . Assez naturelle-
ment plus un niveau En,n0 s’approche, plus une dynamique adiabatique requiert une
évolution lente de �. Cette condition exclue donc la situation d’un croisement de
niveau.

3.3 Courbure de Berry
Dans la situation très particulière où l’espace des paramètres est de dimension

3, nous pouvons pousser l’analogie avec la phase d’Aharonov-Bohm plus loin et
introduire l’analogue d’un champ magnétique, appelé connexion de Berry, et défini
par

B(�) = r� ⇥A(�) = i hr� n(�)| ⇥ |r� n(�)i , (3.25)
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L’introduction de cette grandeur nous permet d’en déduire que lors d’une évolution
périodique dans l’espace des paramètres, c’est-à-dire pour un circuit C = @S
fermé, la phase géométrique acquise par l’état propre du Hamiltonien n’est pas
nécessairement nulle : elle dépend du ”flux de Berry” contenu à l’intérieur du che-
min :

✓geom =

I

C
A(�).d� =

Z

S
B(�) d2�. (3.26)

Note 3.1. De façon plus générale, si ⇤ est de dimension p > 3, une intégrale le long
d’une ligne de la connexion de Berry s’écrira

Z T

t=0

pX

i=1

Ai(�(t))
d�i

dt
dt ⌘

I

C
A d� (3.27)

Un tel objet, qui peut être intégré le long d’une ligne est appelée une 1-forme
di↵érentielle. En particulier, il est possible d’obtenir une 1-forme f à partir d’une
fonction scalaire g(�) donnée par f = dg =

Pp
i=1(@g/@�i)d�i. De même les 2-forme

qui s’intègre sur une surface de dimension 2. A partir d’une 1-forme f il est pos-
sible d’obtenir une 2-forme h définie par h = d f =

Pp
i, j=1(@ f j/@�i)d�i ^ d� j avec par

définition d�i^d� j = �d� j^d�i. Cette définition généralise la notion de rotationnel.
En particulier, si f = dg, alors d f = 0. Le théorème de Stokes se généralise en

I

@S
f =

Z

S
d f . (3.28)

Ainsi, de façon générale la courbure de Berry est une 2-forme qui s’écrit

B(�) = dA(�) (3.29)

Jusque maintenant, nous avons défini la connexion et la courbure de Berry en
faisant appel à une base d’états propres définie de façon continue en �. Une telle
base peut être peu commode à déterminer, en particulier numérique. Dans certains
cas, nous verrons par ailleurs qu’elle n’existe que localement. Il est donc commode
de faire intervenir une expression de la courbure de Berry qui ne suppose aucune
continuité de la base. En particulier, cette expression sera indépendante du choix de
phase des éléments de la base, et donc manifestement invariante de jauge. L’idée
générale de cette dérivation est de reporter les dérivées en � des états propres au
Hamiltonien, qui lui est par définition continu en �. Par ailleurs la dérivation par
rapport à �a de l’équation aux valeurs propres (3.2) nous donne

(@aH) | ni + H | @a ni = (@aEn) | ni + En | @a ni , (3.30)

où nous avons utilisé la notation concise @a = @�a . Pour m , n nous en déduisons

h m| @aH | ni = (En � Em) h m| @a ni . (3.31)
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Cette expression va nous permettre de passer de variation des | ni à des éléments de
matrice de @aH. Revenons maintenant à la définition de la courbure de Berry

B(n)
a = i ✏abc h@b n| @c ni = i ✏abc

X

m,n

h@b n|  mi h m| @c ni (3.32)

où nous avons utilisé l’annulation du terme m = n :

h n|  ni = 1) h@b n|  ni + h n| @b ni = 0) ✏abc h@b n|  ni h n| @c ni = 0.
(3.33)

Reportant l’expression (3.31) dans l’équation ci-dessus, nous obtenons

B(n)
a = i ✏abc

X

m,n

h@b n|  mi h m| @c ni (3.34)

= i ✏abc

X

m,n

h n| @bH | mi h m| @cH | ni
(En � Em)2 (3.35)

soit de façon plus concise pour un espace ⇤ de dimension 3

B(n) = i
X

m,n

h n|r�H | mi ⇥ h m|r�H | ni
(En � Em)2 . (3.36)

Une conséquence de cette formule est que pour toute valeur de � la somme des
courbures de Berry pour toutes les états propres de la base s’annule :

X

n

B(n)(�) = 0. (3.37)

Par ailleurs, l’expression (3.35) manifeste que cette connexion de Berry sera d’autant
plus grande que des énergies Em seront proches de En au point � considéré. Ainsi,
cette connexion sera dominée par les régions où l’approximation adiabatique de res-
triction à un état propre donnée sera la plus restrictive sur la vitesse de variation des
paramètres.

3.4 Exemple : spin dans un champ magnétique

On considère le problème d’un spin interagissant avec un champ magnétique
par e↵et Zeeman. Le Hamiltonien décrivant ce problème est bien dépendant d’un
paramètre extérieur, le champ magnétique B (correspondant donc à 3 paramètres
réels) :

H = �B.µ = �µB.S = � (µB) n̂.S avec n̂ = B/|B] (3.38)

Lorsque l’orientation n̂ du champ magnétique varie, le problème revient à regarder
l’évolution d’un vecteur de spin (dans un espace vectoriel de dimension 2S + 1) au
dessus d’une sphère (les directions du champ magnétique). La base locale des états
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de spin correspondant à la direction n̂ est notée {|m, n̂i},m = �S , ...,+S . Ils satisfont

S n̂ |m, n̂i = ~m |m, n̂i (3.39a)

S + |m, n̂i = ~
p

S (S + 1) � m(m + 1) |m + 1, n̂i (3.39b)

S � |m, n̂i = ~
p

S (S + 1) � m(m � 1) |m � 1, n̂i (3.39c)

Considérons l’évolution de l’état d’énergie Em = �µ~Bm , noté |m, n̂i. L’expres-
sion (3.36) de la courbure de Berry de la bande m s’exprime comme

B(m)(B) = i
X

p,m

hm, n̂|rBH |p, n̂i ⇥ hp, n̂|rBH |m, n̂i
(Ep � Em)2 . (3.40)

=
i
~2

X

p,m

hm, n̂|S |p, n̂i ⇥ hp, n̂|S |m, n̂i
B2(p � m)2 . (3.41)

Appelons par commodité z l’axe n̂, ce qui nous permet de définir les opérateurs de
spin dans deux directions orthogonales S x =

1
2 (S + + S �) et S y =

1
2i (S + � S �). De

(3.39) nous tirons que les seuls éléments de matrices non nuls de ces deux opérateurs
sont

hp, n̂| S x |m, n̂i =
~

2

✓ p
S (S + 1) � m(m + 1)�p,m+1

+
p

S (S + 1) � m(m � 1)�p,m�1

◆
(3.42a)

hp, n̂| S y |m, n̂i =
~

2i

✓ p
S (S + 1) � m(m + 1)�p,m+1

�
p

S (S + 1) � m(m � 1)�p,m�1

◆
(3.42b)

hp, n̂| S z |m, n̂i = ~m �m,p |n, n̂i . (3.42c)

La seule composante non nulle de B(m)(B) est donc celle selon n̂ (car les éléments de
matrice de S n̂ s’annulent entre deux états m , p)

B(m)(B) =
i
~2

1
B2

X

p=m±1


hm, n̂| S x |p, n̂i hp, n̂| S y |m, n̂i � (y$ x)

�
n̂ (3.43)

=
i
~

1
B2

�~2

2i
(S (S + 1) � m(m � 1)) +

~2

2i
(S (S + 1) � m(m + 1))

�
n̂ (3.44)

= � m
B2 n̂ = � m

B3 B (3.45)

Ce résultat nous rappelle le champ magnétique créé par un monopole magnétique
(2.24), correspondant à une charge qm = �4⇡m. Ce monopole existe ici dans l’espace
des paramètres et non plus dans l’espace réel. De plus, il correspond à la situation B =
0, c’est-à-dire au point de croisement entre les di↵érents états Em(B). Sa charge est
additive : elle est directement proportionnelle au nombre de bandes qui se croisent.
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Ce point est exclu par définition du transport adiabatique qui suppose des états non
dégénérés : le transport des vecteurs doit se faire en dehors de cet origine de l’espace
des paramètres. Nous rencontrons ici le premier exemple d’une situation générale
dans laquelle les croisements de niveaux correspondent aux sources de courbure de
Berry. Nous trouvons de même que B(�)(B) = �B(+)(B) = +(~/(2B2)n̂ pour la bande
E�(B).

Poursuivons notre analyse de la phase de Berry : lors d’une évolution périodique
le long d’une courbe C = @S dans l’espace des champs magnétiques, la phase
géométrique acquise par les états de spin est donc

�(m)
@S =

1
~

Z

S
dB B(m)(B) = �

Z

S

1
B2 n̂dB (3.46)

qui correspond à m fois l’angle solide vu de l’origine de la surface S. En particulier
nous retrouvons un résultat connu : pour une rotation de 2⇡ du champ magnétique,
correspondant à une trajectoire le long de l’équateur de la sphère de rayon B, l’angle
solide vaut 2⇡, et la phase acquise par les états de spin est de m2⇡, soit une multiple
entier ou demi-entier de 2⇡. Tourner un spin demi-entier entraine un changement de
la phase de l’état correspondant, ce que nous venons d’interpréter comme une phase
de Berry.

3.5 Transport parallèle de vecteur dans un fibré
On considère une courbe sur la sphère décrite par les vecteurs r(t) reliant l’ori-

gine à un point d’une sphère, ainsi que les vecteurs u, v du plan tangent, tel que
{r(t),u(t), v(t)} est un trièdre direct. Ce problème peut être vu comme l’évolution
dans un fibré vectoriel constitué de

— la sphère comme espace de base, paramétré par le vecteur r,
— pour tout point r du plan tangent auquel appartiennent les deux vecteurs u, v.

Considérons une variation r ! r + dr du vecteur de base, le trièdre {r,u, v} tourne
suivant le vecteur de rotation ⌦ tel que

dr = ⌦ ⇥ r ; du = ⌦ ⇥ u ; dv = ⌦ ⇥ v. (3.47)

La condition de transport parallèle naturel revient à imposer que les vecteurs {u, v} ne
tournent pas dans le plan tangent durant la variation de r, c’est-à-dire que le trièdre
{r,u, v} ne tourne pas autour de l’axe r. c’est-à-dire

du .v = dv .u = 0, ⌦.r = 0. (3.48)

Dérivons maintenant cette condition de transport parallèle sous une forme plus
proche de celle rencontrée pour la phase de Berry. A partir des deux vecteurs réels il
est possible de définir un vecteur complexe équivalent  = u + iv. La condition de
transport parallèle (3.48) se traduit en la relation

 . d = (u � iv)(du+i dv) = (u du+v dv) + i(u dv�v du) = 0 (3.49)
) u dv�v du = 0 (3.50)
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Figure 3.2 – Transport parallèle de vecteurs tangents à la surface de la sphère.

où nous avons utilisé u.u = 1 ) u du = 0. De façon analogue au cas du trans-
port d’état propre d’un Hamiltonien, nous décomposons  dans une base de vec-
teurs propres continus du plan tangent. Il est su�sant, comme pour le monopole
magnétique, que cette base de vecteurs propres soit continue par morceaux. Un choix
naturel sur la sphère est donné par les deux vecteurs ê✓, ê� définis en coordonnées
cartésiennes par

êr = (sin ✓ cos �, sin ✓ sin �, cos ✓) ; (3.51)
ê� = (� sin �, cos �, 0) ; ê✓ = (� cos ✓ cos �,� cos ✓ sin �, sin ✓). (3.52)

En définissant le vecteur complexe e = (ê✓ + iê�)/
p

2, nous décomposons en tout
point r de la sphère le vecteur tangent  sur cette base :  = exp(�i↵)e à l’aide de
l’angle ↵ entre les deux bases :

 
u
v

!
=

 
cos↵ sin↵
� sin↵ cos↵

!  
ê✓
ê�

!
,  = e�i↵e (3.53)

La condition de transport parallèle s’écrit alors

 . d = ei↵ e.
⇣
e�i↵ de�i d↵ e�i↵ e

⌘
= e de�i d↵ = 0 (3.54)

) d↵ =
1
i

e de (3.55)
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where we used e.e = 1. Cette expression est bien indépendante du choix de la base
initiale e : un choix di↵érent se déduit par une rotation e ! e0 = e exp(i�(r)) qui
laisse bien invariant d↵.

La rotation f = exp(�i↵(C)) i des vecteurs u, v lors de l’évolution de r le long
d’un chemin fermé C = @S, appelée holonomie, s’exprime donc selon

↵(C) =
I

C
d↵ =

1
i

I

C
e de =

1
i

Z

S
de^ de (3.56)

où la quantité 1
i de^ de joue ici un rôle analogue à la courbure de Berry. En utilisant

les coordonnées ✓, � pour le point de la sphère r, nous obtenons

de^ de =
⇣
@✓e d✓+@�e d�

⌘
^

⇣
@✓e d✓+@�e d�

⌘
(3.57)

=
⇣
@✓e @�e � @�e @✓e

⌘
d✓^ d� (3.58)

= i
⇣
@✓ê✓ @�ê� � @✓ê� @�ê✓

⌘
d✓^ d� (3.59)

= i sin ✓ d✓^ d� (3.60)

où nous avons utilisé les expressions cartésiennes (3.52) de la base pour obtenir
l’expression de la dernière ligne. La phase ↵(C) (3.56) se trouve ainsi correspondre à
l’angle solide de la portion de sphère S contenue à l’intérieur du chemin C parcouru.
Pour la situation représenté sur la figure 3.2, on trouve ainsi une rotation de 1

8 ⇥ 4⇡ =
⇡/2 des vecteurs lors de ce transport parallèle. L’analyse précédente de la rotation
des vecteurs permet en particulier de comprendre la rotation du plan d’oscillation du
pendule de Foucault lors d’une rotation complète de la terre.

Le parallèle entre la description des vecteurs tangents à la sphère et l’évolution
des états propres d’un Hamiltonien dépendant du temps est frappant. En particulier,
nous pouvons esquisser la correspondance suivante

position r $ paramètre �
 (r)$ | n(�)i

transport parallèle :  . d = 0$ h n| r� ni = 0

holonomie : angle ↵(C)$ phase géométrique
D
 (i)

n

���  ( f )
n

E
= ei�geom

Parler de géodésiques, et du pendule de Foucault

3.6 Phase géométrique dans les cristaux

3.6.1 Définition générale

Dans le contexte de la théorie des bandes nous nous intéressons à un ensemble
d’états propres sous le forme  n,kr) = un,k(r)eik.r (voir l’éq. (1.1)), indicé par un
nombre quantique : le quasi-moment k défini sur la première zone de Brillouin qui
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k

k

|un,k�

|un,k�

Figure 3.3 – Illustration du transport parallèle d’états propres de Bloch au dessus de la zone
de Brillouin.

est un tore. Les fonctions de Bloch un,k(r) peuvent être considérées comme les états
propres d’un Hamiltonien de Bloch dépendant de k :

Ĥ(k) = e�i k.r̂Ĥe+i k.r̂. (3.61)

Ainsi le problème possède de grandes similitudes avec le problème initialement
considéré par M. Berry, si l’on considère k comme un paramètre variable extérieur
au problème (voir figure 3.3).

Le transport parallèle des fonctions de Bloch au dessus de la zone de Brillouin
est associé à la connexion

An)(k) =
1
i
⌦
un,k

���rk
���un,k

↵
, (3.62)

et une courbure de Berry

Bn)(k) =
1
i
⌦rkun,k

��� ⇥
���rkun,k

↵
. (3.63)

De même que pour la courbure de Berry d’un Hamiltonien dépendant d’un paramètre
extérieur, nous nous attendons à ce que cette courbure ait comme source les points
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de croisement de bande. Il est donc naturel d’illustrer son utilisation sur la physique
du graphène dans le chapitre suivant.

3.6.2 Transport semi-classique et courbure de Berry
Certaines des conséquences physiques de la courbure de Berry en théorie des

bandes seront discutées dans les chapitres suivants, notamment dans le contexte
de l’e↵et Hall quantique. Nous illustrons ici son importance dans la physique des
électrons dans les cristaux en discutant son lien avec les équations semi-classique du
mouvement d’un électron dans un crisyal. Ces équations se déduisent de l’évolution
d’un paquet d’onde de Bloch. Un tel paquet d’onde, localisé dans l’espace en rc et de
quasi-moment kc. Si un tel paquet d’onde est constitué d’états propres appartenant à
une bande n, il s’écrit

��� n,rc,kc

↵
=

Z
ddk

(2⇡)d f (|k � kc|) e�i e
~c A(rc).re�ik.rc

��� n,k
↵
. (3.64)

L’enveloppe du paquet d’onde f (|k � kc|) est une fonction localisée autour de kc et
décroissant ”rapidement”. La normalisation de ce paquet d’onde implique la condi-
tion

1 =
⌦
 n,rc,kc

���  n,rc,kc

↵
(3.65)

=

Z
ddr

Z
ddk0

(2⇡)d f (|k0 � kc|)
Z

ddk
(2⇡)d f (|k � kc|)un,k0 (r)un,k(r)e+i(k�k0).r (3.66)

=

Z
ddk0

(2⇡)d f (|k0 � kc|)
Z

ddk
(2⇡)d f (|k � kc)

⇥
Z

cellule élem.
dd r̃

X

Rn

un,k0 (r̃ + Rn)un,k(r̃ + Rn)e+i(k�k0).r̃e+i(k�k0).Rn (3.67)

=

Z
ddk0

(2⇡)d f (|k0 � kc|)
Z

ddk
(2⇡)d f (|k � kc)

⇥
Z

cellule élem.
dd r̃ un,k0 (r̃)un,k(r̃)e+i(k�k0).r̃

X

Rn

e+i(k�k0).Rn (3.68)

En utilisant l’égalité
X

Rn

e+i(k�k0).Rn =
(2⇡)d

vcell.

X

Km

�(k � k0 �Km), (3.69)

où les Km sont les vecteurs du réseau réciproque et vcell. le volume de la cellule
élémentaire du réseau, nous en déduisons que le seul vecteur du réseau réciproque
possible est K = 0 puisque k et k0 appartiennent tous deux à la première zone de
Brillouin, le seul vecteur du réseau réciproque possible est K = 0. L’égalité (3.68) se
réécrit

1 = v�1
cell.

Z
ddk

(2⇡)d
⇥
f (|k � kc)|2 ⌦

un,k
��� un,k

↵
(3.70)
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Si nos états de Bloch sont normalisés selon
⌦
un,k

��� un,k
↵
= 1, nous en déduisons la

condition de normalisation des paquets d’onde

1 = v�1
cell.

Z
ddk

(2⇡)d
⇥
f (|k � kc)|2 (3.71)

Nous imposons ensuite à ce paquet d’onde d’être localisé en rc, c’est-à-dire

⌦
 rc,kc

��� r̂
��� rc,kc

↵
= rc (3.72)

soit

⌦
 rc,kc

��� r̂ � rc
��� rc,kc

↵
=

Z
ddr

Z
d2k0

(2⇡)2 f (|k0 � kc|)
Z

d2k
(2⇡)2 f (|k � kc|)

un,k0 (r)un,k(r)(�irk)e+i(k�k0).(r�rc) (3.73)

Après une intégration par partie, nous obtenons

⌦
 rc,kc

��� r̂ � rc
��� rc,kc

↵
=

Z
ddr

Z
d2k0

(2⇡)2 f (|k0 � kc|)
Z

d2k
(2⇡)2

un,k0 (r)e+i(k�k0).(r�rc)(irk)
�
un,k(r) f (|k � kc|)

�
. (3.74)

Nous procédons de façon similaire à l’évaluation de la normale du paquet d’ondes
pour obtenir

⌦
 rc,kc

��� r̂ � rc
��� rc,kc

↵
= v�1

cell.

Z

cellule élem.
ddr

Z
d2k

(2⇡)2 | f (|k � kc|)|2 f �1(|k � kc|)

un,k(r̃)(irk)
�
un,k(r̃) f (|k � kc|)

�
. (3.75)

En utilisant la localisation de la fonction f (|k � kc| sur une région étroite autour de
kc, nous en tirons

⌦
 rc,kc

��� r̂ � rc
��� rc,kc

↵

=

Z

cellule élem.
ddr un,k(r̃)(irk)un,k(r̃) + (irk)|k=kc

ln f (|k � kc|) (3.76)

=
⌦
un,k

��� (irk)
���un,k

↵
+ (irk)|k=kc

ln f (|k � kc|) (3.77)

=An)(k) + (irk)|k=kc
ln f (|k � kc|). (3.78)

La phase de l’enveloppe du paquet d’onde dépend donc linéairement de la connexion
de Berry :

��� n,rc,kc

↵
=

Z
d2k

(2⇡)2 | f (|k � kc|)| e�i e
~A(rc).r eiA(n)

kc
.(k�kc)e�ik.rc

��� n,k
↵
. (3.79)



3. Phase de Berry 25

La dérivation des équations du mouvement qui découle de cette forme de paquet
d’onde est assez fastidieuse et longue. Nous ne donnerons ici que le résultat final

~
dkc

dt
= �eE � e

drc

dt
^ B (3.80)

drc

dt
=

1
~
rk✏n,k �

dkc

dt
^ Bn)(k). (3.81)

Ce résultat fait apparaı̂tre une symétrie remarquable entre la force de Lorentz pro-
portionnel au champ magnétique, et un terme de dérive de la position de la parti-
cule dépendant de la courbure de Berry. Ces équations ont été le point de départ
d’une dérivation de contributions anormales à la conductivité de Hall dans di↵érents
contextes.

Dériver les équations du mouvement...





Chapitre 4

Le graphène

4.1 Liaisons sp2

La Carbone 12C possède 2 électrons dans des orbitales 1s2, et 4 électrons dans les
orbitales 2s22p2. Le premier état excité correspond donc à un état excité d’énergie
4.2eV correspondant au passage d’un électron de l’orbitale 2s à l’orbitale 2p. La
liaison Carbone-Carbone donne lieu à un gain en énergie de l’ordre de 4eV par
délocalisation entre les deux atomes. Ce gain est comparable avec l’énergie du pre-
mier état excité, et il convient donc d’inclure les orbitales s, px, py, pz dans une re-
cherche des fonctions d’onde électroniques dans une liaison Carbone-Carbone. On
obtient ainsi des liaisons dites sp3 correspondant aux 4 orbitales qui sont localisés
le long des arrêtes d’un tétrahèdre. Les atomes de Carbone répartis suivant cette
géométrie des liens constituent le cristal du Carbone.

Récemment, une autre famille de composés carbonés a attiré l’attention des phy-
siciens, constitués de d’atomes avec des liaisons de type sp2 : les nanotubes, le
graphène, les fullérènes (ainsi que la molécule de Benzène). Dans ces composés,
seuls 3 des électrons des couches 2s, 2p participent aux liaisons chimiques. Le
troisième restant “spectateur”. C’est cette propriété qui autorise un comportement
métallique de certains de ces composés, donc le graphène. Les orbitales des liaisons
chimiques déterminées à partir des orbitales s, px, py et la minimisation de l’énergie
d’interaction entre deux atomes donnent les trois orbitales sp2 :

1p
3
|si +

r
2
3
|pxi ,

1p
3
|si � 1p

6
|pxi ±

1p
2

���py
E
, (4.1)

qui sont trois orbitales dans le plan x, y et réparties à 2⇡/3 l’une de l’autre. La
répartition des atomes de Carbone suivant cette géométrie donne une feuille de
graphène représentée sur la figure 4.1. Ce graphène apparaı̂t naturellement sous la
forme d’empilements de plans parallèles interagissant faiblement par interaction de
Van der Waals qui constituent le graphite.
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4.2 Réseau de Bravais et réseau réciproque

�B

�A

a1

a2a3

d1

d2d3

atome de carbone, sous réseau B

atome de carbone, sous réseau A

réseau de Bravais

Figure 4.1 – Vecteurs primitifs, maille élémentaire et cellule de Wigner-Seitz du graphène.

Le cristal ”nid d’abeilles” correspondant à la répartition des atomes de Carbone
dans le graphène n’est pas un réseau de Bravais : les translations reliant les sites
rouges aux sites bleus dans la figure 4.1 ne laissent pas le cristal invariant. Seuls
les translations reliant les sites bleus les uns aux autres (ou de façon équivalente
les sites rouges entre eux) laissent le cristal invariant. Elles correspondent donc au
cristal de Bravais. Le cristal initial peut être retrouvé par les translations de Bravais
d’un motif à deux atomes : un rouge et un bleu, ce qui correspond à une cellule
élémentaire à deux atomes, représentée sur la figure 4.1, ou de façon équivalente à
l’existence de deux sous-réseaux appelés A et B. Un modèle défini à partir d’une
seule orbitale par atome possèdera donc deux bandes d’énergie (dégénérées de spin)
en conséquence de l’existence de ces deux sous-réseaux. Le réseau de Bravais est un
réseau triangulaire. Les coordonnées des vecteurs le définissant sont alors données
par les Rm,n = ma1 + na2 où a1, a2 sont deux vecteurs de base du réseau de Bravais
donnés par

a1 = aêx et a2 =
a
2

êx +

p
3a
2

êy, (4.2)

où a est le pas du réseau, défini en fonction de la distance entre atomes de Carbone
voisins par a =

p
3dC-C (déduit par exemple de |a1 + a2| = 3dC-C).

Si les vecteurs qui constituent le réseau de Bravais sont définis sans ambiguı̈té,
il n’en va pas de même du choix d’origine, arbitraire. Nous choisissons ici comme
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origine le centre de la cellule de Wigner-Seitz, correspondant aux hexagones. Les
atomes de Carbone du graphène ont donc pour coordonnée Rn,m + �A et Rn,m + �B où
�A/B sont les deux vecteurs qui relient l’origine de la cellule élémentaire à ses deux
atomes A et B. Avec notre choix d’origine, ces deux vecteurs sont définis par (voir la
figure 4.1) :

�1 =
1
3

(a1 + a2) ; �2 =
1
3

(2a1 � a2). (4.3)

b1

b2

K0

K0

K

K

KK0
�

K01

K10

K11

�K01

�K10

�K11

Figure 4.2 – On note Khk = hb1 + kb2 les vec-
teurs du réseau réciproque. La première zone de
Brillouin est représenté en grisé. Elle est obtenue
en traçant les médianes des segments joignant
l’origine � à ses plus proches voisins.

Le réseau réciproque est défini comme l’ensemble des vecteurs (ici bidimension-
nels) Kh,k qui satisfont la condition

Kh,k.Rm,n 2 2⇡Z 8m, n 2 Z. (4.4)

Cette condition définit un réseau de vecteurs Kh,k = hb1+kb2 où les vecteurs de base
satisfont ai.b j = 2⇡�i j et sont donc définis par

b1 = b
✓
cos

⇡

6
x̂ � sin

⇡

6
ŷ
◆
= b

0
BBBB@
p

3
2

x̂ � 1
2

ŷ
1
CCCCA ; b2 = bŷ ; b =

4⇡
a
p

3
(4.5)

Le réseau réciproque est également un réseau triangulaire, tourné de ⇡/6 par rap-
port au réseau de Bravais, et de pas b. Sa cellule de Wigner-Seitz, appelée première
zone de Brillouin est représentée sur la figure 4.2. Les sommets du bord de cette
zone de Brillouin sont au nombre de deux (les 4 autres sont reliés par des transla-
tions du réseau réciproque) : K et K0 de coordonnées. Le point K satisfait b/|K| =
2 cos(⇡/6) =

p
3, ce qui nous permet de déterminer les expressions de ces deux

points qui joueront un rôle particulier dans la suite :

K =
bp
3

êx =
1
3

(2b1 + b2) ; K0 = �K. (4.6)

4.3 Approche de liaisons fortes
Dans une approche de basse énergie, nous nous focalisons sur les états

électroniques les plus délocalisés dans le cristal. Les électrons de plus basse énergie
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sont soit liés fortement aux noyaux atomiques, soit comme dans le cas du graphène
participent aux liaisons chimiques et sont donc fortement localisés autour de ces
liens. Dans le cas du graphène, d’après la discussion précédente des liaisons sp2 il
reste un électron dans une orbitale pz où z est la direction normale au plan de Car-
bone. Le Hamiltonien (à 1 corps) décrivant le comportement de ces électrons dans le
cristal de graphène s’écrit donc

Ĥ =
p̂2

2m
+

X

m,n

⇣
V (A)(r̂ � Rm,n � �A) + V (B)(r̂ � Rm,n � �B)

⌘
. (4.7)

où V(r̂ � rn) décrit le potentiel d’interaction induit par le noyaux atomique et les
électrons des orbitales sp2 situé en rn.

Dans une approche de liaisons fortes, nous recherchons les fonctions propres
sous la forme de combinaisons linéaires des orbitales atomiques. Nous considérons
ici une seule orbitale pz par atome. Cette orbitale est dégénérée de spin, mais au-
cune interaction ne dépendant du spin nous considérerons dans un premier temps la
structure de bande dégénérée de spin dans un modèle parfois appelé de particule sans
spin. Nous utilisons la notation

���Rm,n, A/B
↵

pour désigner l’état propre correspondant
à l’orbitale pz au point Rm,n+�A/B du cristal. Par définition, cet état est un état propre
du Hamiltonien atomique

Ĥ(m,n),A
���Rm,n, A

↵
=

 
p̂2

2m
+ V (A)(r̂ � Rm,n � �A)

! ���Rm,n, A
↵
= ✏(0)

���Rm,n, A
↵

(4.8)

Ĥ(m,n),B
���Rm,n, B

↵
=

 
p̂2

2m
+ V (B)(r̂ � Rm,n � �B)

! ���Rm,n, B
↵
= ✏(0)

���Rm,n, B
↵
, (4.9)

où les deux énergies atomiques aux sites A et B sont identiques, les Hamiltoniens
étant reliés l’un à l’autre par rotation de 2⇡/3. Vu que nous considérons un modèle
avec deux orbitales dans la cellule élémentaire, le nombre de bandes est 2, indicées
par n = ±. Nous recherchons les états propres du Hamiltonien (4.7) sous la forme
de combinaisons linéaires des orbitales atomiques

���Rm,n, A/B
↵
. Ces orbitales doivent

également être états propres des opérateurs de translations par des vecteurs Rn,m du
réseau de Bravais, ce qui nous impose la forme générale suivante

��� n,k
↵
= an,k

��� (A)
k

E
+ bn,k

��� (B)
k

E
, (4.10)

où
��� (A)

k

E
=

X

m,n

eik.Rm,n
���Rm,n, A

↵
;

��� (B)
k

E
=

X

m,n

eik.Rm,n
���Rm,n, B

↵
. (4.11)

On vérifie que

T̂Rp,q 
(A/B)
k (r) =

D
r + Rp,q

���  (A/B)
k

E
=

X

m,n

eik.Rm,n
D
r + Rp,q

��� Rm,n, A/B
↵

(4.12)

=
X

m,n

eik.Rm,n hr| Rm,n � Rp,q, A/B
E

(4.13)

= eik.Rp,q  (A/B)
k (r). (4.14)
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Ainsi,  (A)
k , 

(B)
k et donc les combinaisons linéaires (4.10)  n,k sont bien états propres

des translations T̂R associées à la même valeur propre, et donc des ondes de Bloch.
Le problème variationnel de minimisation de l’énergie dans l’espace des com-

binaisons linéaires d’orbitales considérées (4.10) se ramène alors à la résolution de
l’équation ⌦

 n,k
��� Ĥ

��� n,k
↵
= ✏n,k

⌦
 n,k

���  n,k
↵
. (4.15)

En utilisant la décomposition (4.10), cette équation s’écrit sous forme matricielle

⇣
an,k bn,k

⌘
.Hk.

 
an,k
bn,k

!
= ✏n,k

⇣
an,k bn,k

⌘
.Sk.

 
an,k
bn,k

!
(4.16)

où la matrice Hamiltonienne s’écrit

Hk =

0
BBBBB@

D
 (A)

k

��� Ĥ
��� (A)

k

E D
 (A)

k

��� Ĥ
��� (B)

k

E
D
 (B)

k

��� Ĥ
��� (A)

k

E D
 (B)

k

��� Ĥ
��� (B)

k

E
1
CCCCCA (4.17)

et la matrice des recouvrements entre orbitales

Sk =

0
BBBBB@

D
 (A)

k

���  (A)
k

E D
 (A)

k

���  (B)
k

E
D
 (B)

k

���  (A)
k

E D
 (B)

k

���  (B)
k

E
1
CCCCCA . (4.18)

Considérons un élément de la matrice de recouvrement donné pour ↵, � = A/B par

S↵�k =
X

m,n

X

p,q

eik.(Rp,q�Rm,n) ⌦Rm,n,↵
��� Rp,q, �

E
(4.19)

Une approximation courante (quoique sans doute un peu osée) revient à négliger
les recouvrements entre orbitales associés à des sites di↵érents du cristal initial, et
considérer que les orbitales constituent une base orthonormée, ce qui fournit une
forme simplifiée de cette matrice :

⌦
Rm,n,↵

��� Rp,q, �
E
= �m,p�n,q�↵,� ) S↵�k = N�↵,� (4.20)

dans laquelle N correspond au nombre de cellule élémentaire dans le cristal.
Considérons maintenant les éléments de matrice du Hamiltonien

H↵�
k =

X

m,n,p,q

eik.(Rp,q�Rm,n) ⌦Rm,n,↵
��� Ĥ

���Rp,q, �
E
. (4.21)

Une notation plus concise et adaptée à la discussion qui suit revient à considérer les
sites ri du cristal et la position de la cellule du réseau de Bravais correspondant par
[ri]. Avec cette notation, l’expression ci-dessus s’écrit

H↵�
k =

X

ri2{↵},r j2{�}
eik.([r j]�[ri]) hri| Ĥ

���r j
E
. (4.22)
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Il est naturel de décomposer le Hamiltonien (4.7) en la partie atomique du site
r j, et une partie �Hj provenant des potentiels induits par les atomes des autres sites :

Ĥ = Ĥ j +�Hj avec Ĥ j =
p̂2

2m
+V(r̂ � r j) et �Hj =

X

rk,r j

V(r̂ � rk). (4.23)

Avec cette décomposition, l’élément de matrice (4.26) se décompose en

H↵�
k = ✏

(0)S↵�k + T↵�
k (4.24)

où la matrice Tk est appelée matrice des amplitudes de saut. Nous pouvons réécrire
ses éléments de matrice sous une forme simplifiée en utilisant la notation ri pour les
sites du cristal nid d’abeilles :

T↵�
k =

X

ri2{↵},r j2{�}
eik.([r j]�[ri]) hri|�Hj

���r j
E
. (4.25)

En faisant usage des symétries de translation et rotation du cristal initial, nous
réalisons que l’élément de matrice qui apparaı̂t dans cette expression ne dépend que
de la distance entre atomes |r j � ri| (et non pas de la distance entre les sites du réseau
de Bravais). De plus, cet élément de matrice est une fonction décroissante de la dis-
tance : nous pouvons exprimer cette matrice des recouvrement en une série de termes
décroissants :

T↵�
k = N

X

p

h
T(p)

k

i↵�
;

h
T(p)

k

i↵�
=

X

r j2{�}
p-voisin de ri

eik.([r j]�[ri]) hri|�Hj
���r j

E
. (4.26)

où ri 2 {↵} est un site choisi aléatoirement dans le réseau ↵. Dans la pratique, on se
limite souvent aux premiers et seconds voisins. Dans le cas du graphène : les proches
voisins d’un site du sous-réseau A sont sur le sous-réseau B et vice-versa. Les trois
voisins d’un site B appartiennent soit à la même cellule que lui, soit aux cellules
situées en �a2 et �a3 = �a2 + a1. Faire Schéma. Nous obtenons ainsi une matrice de
plus proches voisins

h
T(1)

k

iAB
=

h
T(1)

k

iBA ⇣
1 + e�ik.a2 + e�ik.a3

⌘
t = �k t (4.27)

où l’intégrale d’échange entre plus proches voisins s’écrit

t = h0 + �A|�V |0 + �Bi . (4.28)

Nous procédons de même pour les seconds voisins, qui sont sur le même sous-réseau
que le site considéré, et distants de ±a1,±a2,±(a2 � a1). La matrice de saut corres-
pondante a comme élément de matrice

h
T(2)

k

iAA
=

h
T(2)

k

iBB
=

⇣
e�ik.a1 + e+ik.a1 + e�ik.a2 + e+ik.a2 + e�ik.a3 + e+ik.a3

⌘
t0

=
⇣
|�k|2 � 3

⌘
t0 (4.29)
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avec
t0 = h0 + �A|�V |a1 + �Ai (4.30)

De la même façon, nous pouvons décomposer la matrice des recouvrement en fonc-
tion de la distance entre les sites porteurs des orbitales :

h
S(0)

k

iAA
=

h
S(0)

k

iBB
= 1 ;

h
S(0)

k

iAB
=

h
S(0)

k

iBA
= �k h0 + �A| 0 + �Bi (4.31)

Revenons maintenant à notre équation aux valeurs propres (4.18) :

det
h
Tk + (✏(0) � ✏n,k)Sk

i
= 0 (4.32)

s devrait être diagonale dans cette équation : A VERIFIER. Dans l’approximation
où l’on ne garde que les premiers er seconds voisins, cette équation se récrit en
redéfinissant les énergies ✏̃n,k = ✏n,k � ✏(0) :

det
0
BBBBB@

⇣
|�k|2 � 3

⌘
t0 � ✏̃n,k �k(t � s✏̃n,k)

�k(t � s✏̃n,k)
⇣
|�k|2 � 3

⌘
t0 � ✏̃n,k

1
CCCCCA = 0 (4.33)

)
⇣
|�k|2 � 3

⌘
t0 + ✏(0) � ✏n,k = �n �k(t � s✏̃n,k) (4.34)

Au premier ordre en s et t0/t, nous trouvons les deux valeurs propres

✏n,k = ✏
(0) +

⇣
|�k|2 � 3

⌘
t0 + n|�k|t

1 + ns|�k|
(4.35)

' ✏(0) + n|�k|t � st|�k|2 +
⇣
|�k|2 � 3

⌘
t0 (4.36)

'
⇣
✏(0) � 3t0

⌘
+ n |�k|t + |�k|2

�
t0 � st

�
avec n = ±1. (4.37)

avec

|�k|2 =
⇣
1 + e�ik.a2 + e�ik.a3

⌘ ⇣
1 + e+ik.a2 + e+ik.a3

⌘
= 3 + 2

3X

i=1

cos k.ai . (4.38)

Le terme constant peut être ✏(0) � 3t0 absorbé dans une redéfinition des énergies. Les
paramètres t et t0 � st peuvent être soit évalués par un calcul direct soit de façon
plus réaliste identifiés en comparant le spectre de basse énergie ainsi obtenu avec les
résultats d’expériences ou d’approche numérique ab-initio. Une telle comparaison
donne des valeurs t ' �3eV et (t0 � st) ' 0.1t. La relation de dispersion correspon-
dante est représentée sur la figure 4.3. Sur cette figure, nous nous apercevons que
les bandes ✏+,k et ✏�,k se touchent en exactement 6 points sur les bords de la zone
de Brillouin. Cependant, certains de ces points sont reliés par des vecteurs du réseau
réciproque : il n’existe que deux points inéquivalents : les points K et K0 définis dans
l’équation (4.6). De plus, chaque atome étant associé à un seul électron dans une or-
bitale pz, la dégénérescence de spin implique un demi remplissage de ces bandes : à
température nulle le potentiel chimique se trouvera exactement au niveau des points
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Figure 4.3 – Représentation de la rela-
tion de dispersion du graphène au dessus
de la zone de Brillouin, obtenue dans une
approche de liaisons fortes.

k Zone de 
Brillouin

Energie

de croisement entre les bandes ✏+,k et ✏�,k. Une telle phase est appelée semi-métal :
il correspond à la situation extrème pour un métal où la surface de Fermi se ramène
à un nombre fini de points. Nous allons maintenant étudier plus en détails la relation
de dispersion du graphène autour de ces points de croisement, dans une région qui
va déterminer les propriétés électroniques du graphène à basse énergie.

Remarque 4.1. Il est utile à ce stade de résumer la description par l’approche des
liaisons fortes de la physique de basse énergie du graphène : nous avons réalisé que
cette physique pouvait être décrite en ne considérant que les intégrales de saut t entre
plus proches voisins, et en négligeant à la fois les intégrales de recouvrement s entre
plus proches voisins et les intégrales de saut t0 entre second plus proches voisins. Ces
approximations reviennent à considérer un Hamiltonien de liaisons fortes

Ĥapp =
X

hi, ji
t (|iih j| + | jihi|) ; hi| ji = �i, j (4.39)

où hi, ji correspond à une somme sur les plus proches voisins du cristal de graphène
et l’orthonormalisation des états |ii associés aux sites du cristal vient de l’approxi-
mation s = 0. Ce Hamiltonien est diagonalisé en considérant les états de la forme
(4.10). Dans le cadre de nos approximations, cela revient à résoudre le problème aux
valeurs propres suivant :

Happ
 

an,k
bn,k

!
= ✏n,k

 
an,k
bn,k

!
avec Happ = t

 
0 �k
�k 0

!
. (4.40)
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Le spectre de cet Hamiltonien est ✏±,k = ±|�k| t, ce qui correspond bien à l’approxi-
mation de basse énergie du spectre (4.37).

Remarque 4.2. Il est existe une second base naturelle des états de Bloch sur un
cristal constitué de deux sous-réseaux . A FAIRE

4.4 Limite de basse énergie : fermions de Dirac

Les seules régions de la zone de Brillouin où les énergies sont proches l’une de
l’autre sont les régions autour de K et K0 : on parle alors de vallées d’énergie. La phy-
sique des électrons dans le graphène se déduit du comportement des électrons dans
ces vallées. Il est donc commode d’introduire un nouveau nombre quantique, appelée
indice de vallée, qui indique si un état électronique correspond à un quasi-moment
proche de K ou de K0. Dans le cas présent avec seulement 2 vallées, ce nombre
quantique peut être associé à un spin 1

2 fictif, appelé spin de vallée. Commençons
par vérifier l’existence de ces deux vallées : de la relation de dispersion (4.37), nous
déduisons que la condition ✏+,k = ✏�,k correspond à

�k = 1 + e+ik.a2 + e+ik.a3 = 0. (4.41)

Il est aisé de vérifier que les solutions correspondent aux deux vecteurs K et K0 qui
satisfont

K.a2 = �K.a3 =
2⇡
3

; K0.a2 = �K0.a3 = �
2⇡
3
. (4.42)

Un développement de base énergie, c’est-à-dire autour des points K et K0 revient
à développer la fonction �k :

�K+q = 1 + e+i 2⇡
3 e+iq.a2 + e�i 2⇡

3 e+iq.a3 ' q.
⇣
ie+i 2⇡

3 a2 + ie�i 2⇡
3 a3

⌘
(4.43)

= �a
p

3
2

⇣
qx + iqy

⌘
, (4.44)

et de même

��K+q = �
a
p

3
2

⇣
�qx + iqy

⌘
. (4.45)

Ces deux développement nous indique que nous pouvons négliger dans le Hamilto-
nien (4.17) le terme de second voisins, proportionnel à |�k|2 et donc d’ordre q2. Le
développement au premier ordre en q de ce Hamiltonien s’écrit donc (en choisissant
comme origine des énergies le point de croisement des deux bandes) :

He↵
K+q =

 
0 �k t
�k t 0

!
= �at

p
3

2

0
BBBBB@

0
⇣
qx � iqy

⌘
⇣
qx � iqy

⌘
0

1
CCCCCA (4.46)

= ~vF
⇣
qx�x + qy�y

⌘
, (4.47)
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où nous avons introduit la grandeur vF = �at
p

3/(2~) homogène à une vitesse
(nous rappelons ici que t est négatif), ainsi que deux des matrices de Pauli �↵. Le
développement similaire à l’autre point de croisement nous conduit au résultat

He↵
K0+q = ~vF

0
BBBBB@

0
⇣
�qx � iqy

⌘
⇣
�qx � iqy

⌘
0

1
CCCCCA = ~vF

⇣
�qx�x + qy�y

⌘
. (4.48)

Notons que ces Hamiltoniens agissent sur des vecteurs d’amplitudes ak, bk des fonc-
tions d’ondes sur les sous réseaux A et B, introduits dans l’éq. (4.10). Les deux
matrices de Pauli �x et �y agissent donc également sur ces mêmes vecteurs.

Les deux Hamiltoniens (4.47) et (4.48) correspondent à des Hamiltoniens de Di-
rac décrivant des particules relativistes sans masse, mais avec une vitesse c de la
lumière remplacée par la vitesse vF ' c/300. En e↵et, avec comme objectif de re-
produire un spectre relativiste E =

p
p2c2 + m2c4, Dirac a introduit un Hamiltonien

de la forme
Ĥ = � mc2 + c ↵.p (4.49)

dans lequel � et les d ↵i sont des matrices. Ces matrices sont hermitiennes afin d’as-
surer que le Hamiltonien (4.49) le soit. Le carré de cet opérateur s’exprime de façon
générale selon

Ĥ2 = �2m2c4 + c2 (↵.p)2 + mc3 (� ↵.p + ↵.p �) . (4.50)

Il reproduit le spectre relativiste ci-dessus en imposant les conditions sur les matrices

�2 = I ; {↵i, �} = 0 ; {↵i,↵ j} = 2�i j 8i, j = 1, ..., d. (4.51)

Ces conditions définissent une algèbre de Cli↵ord. Elles imposent en particulier une
relation entre la taille N des matrices ↵i, � et la dimension, c’est-à-dire le nombre
de matrice ↵i. En particulier, la relation det(↵i↵ j) = (�1)N det(↵ j↵i) implique que
la taille N est paire. Alors qu’en dimension d = 3 la taille minimale des matrices
est N = 4, en dimension 2, le choix de ↵x = �x,↵y = �y, � = �z où les �i sont
les matrices de Pauli permet de satisfaire les contraintes (4.51). Le Hamiltonien de
Dirac (4.49) prend alors la forme

Ĥ = c
⇣
�x.px + �y.py

⌘
+ mc2�z. (4.52)

Les Hamiltoniens de basse énergie du graphène (4.47) et (4.48) sont bien de cette
forme, avec m = 0. Les excitations électroniques de basse énergie du graphène
sont donc décrit par une équation du mouvement de particules relativistes sans
masse. Cette propriété a de nombreuses conséquences en particulier sur le transport
électronique dans le graphène.

Remarque 4.3. L’équation de Dirac est souvent écrite sour une forme covariante
qui rend explicite son invariance par les transformations de Lorentz. Cette forme
n’est pas pertinente dans le contexte de la théorie des bandes du graphène. Il est
cependant utile de la rappeler, en particulier dans le cas pertinent pour le graphène
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de la dimension 2. Afin d’introduire un produit scalaire adapté à la grandeur scalaire
invariante de Lorentz c2t2�r2, on introduit le vecteur de coordonnées d’espace-temps
xµ = (ct,�r) et le vecteur xµ = (ct, r) = gµ⌫x⌫ où la métrique gµ⌫ est donnée en d = 2
par

gµ⌫ =

0
BBBBBBBB@

1 0 0
0 �1 0
0 0 �1

1
CCCCCCCCA . (4.53)

Cette écriture permet d’exprimer c2t2 � r2 = xµxµ. L’équation aux valeurs propres
correspondant au Hamiltonien (4.52) s’écrit

h
c

⇣
�x.px + �y.py

⌘
+ mc2�z

i
| i = E | i (4.54)

)
✓
(�z�x)px + (�z�y)py + mc � E

c
�z

◆
| i = 0 (4.55)

) �µpµ = 0 (4.56)

avec pµ = (E/c,�p) et les matrices de Dirac �µ sont définies par

�0 = � = �z ; �x = �↵x = i�y ; �y = �↵y = �i�x . (4.57)

Symmétrie de l’équation de Dirac : P/T ?

4.5 Etats propres et chiralité

4.5.1 Etats propres du Hamiltonien complet
Les états propres du Hamiltonien du graphène peuvent se déduire de la forme

générale du Hamiltonien (4.40) en utilisant la décomposition �k = |�k| exp(i�k) :

Happ
 

an,k
bn,k

!
= t|�k|

 
0 e�i�k

e+i�k 0

!  
an,k
bn,k

!
= ✏n,k

 
an,k
bn,k

!
. (4.58)

Nous obtenons la forme des deux états propres associées aux énergies ✏±,k :

 +,k =
1p
2

 
1

e+i�k

!
;  �,k =

1p
2

 
1
�e+i�k

!
(4.59)

Les corrections provenant des seconds voisins et des recouvrements étant propor-
tionnelle à l’identité, ces vecteurs restent états propres au delà de l’approximation
des plus proches voisins. Ces deux états ont des amplitudes égales sur les deux
sous réseaux A et B, ce qui est naturel (nous discuterons plus loins les propriétés
de symétrie).

Remarque 4.4. Un autre choix de phase possible est :

 +,k =
1p
2

 
e�i 1

2 �k

e+i 1
2 �k

!
;  �,k =

1p
2

 
e�i 1

2 �k

�e+i 1
2 �k

!
(4.60)
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Intéressons nous maintenant à la nature des états autour des deux points de Dirac
K et K0. Si nous notons q = q exp(i✓), les états propres autour des deux points de
Dirac se déduisent des la phase de �k : arg �K+q = ✓ et arg �K0+q = ⇡� ✓, ce qui nous
donne

 +,K+q =
1p
2

 
1

e+i✓

!
;  �,K+q =

1p
2

 
1
�e+i✓

!
(4.61)

et

 +,K0+q =
1p
2

 
1

e+i(⇡�✓)

!
=

1p
2

 
1
�e�i✓

!
;  �,K0+q =

1p
2

 
1

e�i✓

!
. (4.62)

4.5.2 Etats propres de basse énergie et Chiralité

K0

K0

K

KEnergies ✏+,k > 0

Energies ✏�,k > 0

Figure 4.4 – Rotation du pseudo-spin des vecteurs propres autour des points de Dirac K et
K0 du graphène pour les états propres d’énergie positive et négative.

Il est souvent commode de traiter simultanément les deux Hamiltoniens de Dirac
(4.47) et (4.48). Pour ce faire, nous changeons de base pour décrire les états autour
du point K0 et introduisons la base K0, B,K0, A, ce qui revient à transposer le Hamil-
tonien. Dans la base complète K, A; K, B,K0, B,K0, A des vallées et sous réseau, le
Hamiltonien de basse énergie s’écrit

He↵
q = ~vF

0
BBBBBBBBBBBB@

0 qx � iqy 0 0
qx + iqy 0 0

0 0 0 �qx � iqy
0 0 �qx + iqy 0

1
CCCCCCCCCCCCA

(4.63)

= ~vF ⌧z ⌦ �.q (4.64)
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dans laquelle nous avons introduit la notation � = (�x,�y). Avec cette écriture,
autour de chaque point de Dirac, le Hamiltonien se met localement sous la forme

He↵
±K+q = ±~vFq hq̂ avec hq̂ = �.q̂. (4.65)

hq̂ est un opérateur hermitien unitaire, et dont le carré est donné par l’identité : h2
q̂ = I.

Ses valeurs propres sont donc ±1. Cet opérateur est appelé opérateur de chiralité
dans le contexte du graphène, et hélicité en physique relativiste. Ses valeurs propres
nous indiquent si le pseudo-spin A/B tourne dans le sens de q̂ ou en sens inverse
lorsque q̂ encercle le point de Dirac q = 0. Le sens de rotation du vecteur de spin⌦
 n,k

����x
��� n,k

↵
,
⌦
 n,k

����y
��� n,k

↵
est représenté autour des deux points K et K0 sur la

figure 4.4, dans la base A, B pour les deux points.

4.6 Phase de Berry

Attention : il y a un facteur de phase constant à virer :  +,k , eik.r̂. La forme

KK�

+�
KK�

��

KK�

Figure 4.5 – Représentation schématique de deux phases de Berry ±⇡ acquises lors de
l’évolution d’un état propre autour des points de Dirac K et K0.

(4.65) des Hamiltonien de basse énergie du graphène est similaire à celle d’un spin 1
2

dans un champ magnétique rencontré au paragraphe 3.4. Cependant notre problème
étant restreint à la dimension deux, nous ne pouvons utiliser les résultats obtenus
dans cette précédente étude. Nous nous en remettons donc à un calcul direct à partir



40 Topologie et Géométrie en Matière Condensée

des états propres (4.59) :

A(+)(k) =
1
i
⌦
u+,k

���rk
���u+,k

↵
,=

1
2i

⇣
1 e�i�k

⌘
(irk�k)

 
1

e+i�k

!
=

1
2
rk�k. (4.66)

De même pour la bande � :

A(�)(k) = �1
2
rk�k. (4.67)

Il est aisé de réaliser que l’intégrale le long d’un chemin fermé de cette connexion
A(+)(k) s’annule, sauf autour des deux points de Dirac qui sont exclus de la zone de
Brillouin pour chaque bande. Nous nous retrouvons donc dans un situation analogue
à celle rencontrée lors de l’expérience de pensée de Aharonov-Bohm. Autour de
chaque cône de Dirac, il est su�sant de considérer l’approximation linéaire du Ha-
miltonien vu que cette intégrale ne dépend pas du chemin choisi une fois le nombre
de tours fixé. Dans cette approximation de basse énergie, les équations (4.44, 4.45)
nous indique que la phase �±K+q est donnée par ± la phase de q : nous obtenons une
phase de Berry

✓(+)
K =

I

K
A(+)(k).dk = +⇡ ; ✓(+)

K0 =

I

K0
A(+)(k).dk = �⇡ (4.68)

et ✓(�)
K/K0 = �✓

(+)
K/K0 . Ainsi les points de Dirac jouent le rôle de tube de flux de Berry de

flux ±⇡. Il s’agit de l’analogue en dimension deux des monopoles de Berry rencontré
pour le problème des spins. De plus, nous vérifions que la somme des deux flux
s’annule, le chemin entourant deux points de Dirac étant déformable en un point
(voir la figure 4.5).

4.7 Symétrie et stabilité des points de Dirac

4.7.1 Symétries cristalline
Le cristal nid d’abeille du graphène est invariant par parité ou inversion r! �r.

Cette invariance correspond à une symétrie du Hamiltonien de Bloch qui se mani-
feste par la transformation k! �k et l’échange des sous-réseaux A$ B soit encore

P  n,k = �x n,�k. (4.69)

La symétrie du Hamiltonien par inversion correspond à la relation

�xH�k�x = Hk. (4.70)

qui est bien vérifiée car la transformation k ! �k se traduit par ��k = 1 + e�ik.a2 +
e�ik.a3 = �k. Cette inversion de décompose en deux symétries miroirs qui sont elles-
mêmes des symétries du cristal. La première est la symétrie miroir Rx par rapport au
plan y = 0 : x ! �x qui se manifeste ici par (kx, ky) ! (�kx, ky). Cette symétrie
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n’échange pas les sous réseaux A et B et correspond donc à l’identité dans l’espace
des sous-réseaux.

H�kx,ky = Hkx,ky car ��kx,ky = 1 + eik.a3 + eik.a2 = �kx,ky . (4.71)

Cette symétrie échange les points de Dirac K et K0. En particulier, elle ne contraint
pas la forme des Hamiltoniens de basse énergie autour de ces points mais impose la
relation

He↵
K+(qx,qy) = He↵

K0+(�qx,qy) (4.72)

La symétrie miroir Ry par rapport au plan x = 0 : y ! �y qui se manifeste ici par
(kx, ky) ! (kx,�ky). Cette symétrie échange les sous réseaux A et B et correspond
donc à l’opérateur �x dans l’espace des sous-réseaux. Le Hamiltonien de Bloch sa-
tisfait à la relation

�xHkx,�ky�x = Hkx,ky car �kx,�ky = 1 + e�ik.a3 + e�ik.a2 = �kx,ky
. (4.73)

Cette symétrie n’échange pas les points de Dirac K et K0 dans la zone de Brillouin.
Elle contraint donc la forme de chaque Hamiltonien e↵ectif autour de ces points. En
particulier, la relation

�xHe↵
K+(qx,qy)�x = He↵

K+(qx,�qy) (4.74)

interdit la présence dans ce Hamiltonien d’un terme de masse m�z qui ouvrirait
un gap. Plus précisément, la relation (4.74) implique qu’un terme de la forme
f (qx, qy) �z ne peut être invariant par Ry qu’à la condition que f (qx, qy) soit une
fonction impaire de qy, qui s’annule donc pour qy = 0. Le croisement des deux
bandes aux points de Dirac, ou stabilité des points vis-à-vis de l’ouverture d’un gap,
est donc assuré par la symétrie miroir par rapport au plan x = 0. Nous allons dans
un instant la relier à une seconde paire de symétrie qui vont jouer un rôle important
dans la suite.

4.7.2 Extension de la notion de symétrie : symétrie chirale
A basse énergie les Hamiltoniens autour des points de Dirac K et K0 prennent les

formes (4.47) et (4.48). Leur forme hors-diagonale est une conséquence directe de
la nature bipartite du cristal de graphène : les couplages entre plus proches voisins
n’existent qu’entre les deux sous-réseaux A et B. Cette propriété implique que ces
Hamiltoniens anticommutent avec l’opérateur C = �z :

C He↵
K+q C = �He↵

K+q. (4.75)

Cette propriété établit une relation entre états propres d’énergies opposées autour du
point de Dirac, par opposition à une symétrie habituelle qui établit une relation entre
états propres de même énergie. Dans notre cas, si  K+q est un état propre d’énergie
✏k, alors C K+q est un état propre d’énergie �✏k. Cette symétrie réapparaitra lors de
la discussion des propriétés topologiques des phases isolantes.
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4.8 Une symétrie particulière : le renversement du
temps

La symétrie par renversement du temps va jouer un rôle particulier dans la suite
de ce cours. Nous commençons par une discussion générale de ses propriétés avant
de la spécifier dans le cas du graphène.

4.8.1 Renversement du temps en mécanique classique

En mécanique classique, l’état d’une particule est décrit par une paire de va-
riables conjuguées x(t),p(t). L’évolution de ces deux variables dans l’espace des
phases est décrite en formalisme Hamiltonien par les équations

ẋ(t) = �rxH ; ṗ(t) = rpH, (4.76)

où H(x,p) est le Hamiltonien du problème. Son évolution est dite invariante par

Figure 4.6 –
Renversement
du temps en
mécanique
classique.

x(t),p(t)

x(�t), �p(�t)
x(0),p(0)

x(0), �p(0)

x(T ),p(T )

x(�T ), �p(T )

renversement du temps si, pour une évolution x(t),p(t) de x(0),p(0) à x(T ),p(T ),
l’évolution x(�t),p(�t) de la date t = �T à t = 0 est aussi une évolution possible avec
le même Hamiltonien. Notons qu’il s’agit toujours d’une évolution à temps croissant,
mais en sens opposé dans l’espace des phases. Cette évolution agit également par
rapport à une origine des temps t = 0 qui peut être unique ou non. Finalement, par ce
renversement du sens de propagation, nous avons agit di↵éremment sur la variable
de position, qui est paire en temps, et sur la quantité de mouvement qui est impaire
en temps. L’évolution de la date t = �T à t = 0 est une évolution suivant le même
Hamiltonien si celui-ci satisfait la condition d’invariance par renversement du temps

H(x,p) = H(x,�p). (4.77)

En particulier, si le Hamiltonien d’une particule dans un potentiel V(x) est bien in-
variante par renversement du temps, la présence d’un champ magnétique extérieur
brise celle-ci :

H(x,p) =
(p � qA(r))2

2m
+ V(r) , H(x,�p) =

(�p � qA(r))2

2m
+ V(r). (4.78)
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4.8.2 Renversement du temps en mécanique quantique
En mécanique quantique, il convient de remplacer les équations de Hamilton

(4.76) par l’équation de Schrödinger :

i~@t (x, t) = Ĥ (x, t). (4.79)

Nous notons de suite un souci : cette équation étant linéaire en temps,  (x, t) et
 (x,�t) ne peuvent être simultanément solution de cette équation. Mais  (x, t) et
 (x,�t) peuvent l’être : l’opération de renversement du temps et la conjugaison
complexe sont intimement liées en mécanique quantique. Poursuivons cette idée et
considérons l’évolution d’un état entre les dates t et t + dt :

| (t + dt)i =
✓
I � i
~

Ĥdt
◆
| (t)i . (4.80)

Si nous définissons l’opération de renversement du temps par l’opérateur T̂ , l’inva-
riance par cette transformation de la dynamique de Schrödinger s’écrit

✓
I � i
~

Ĥdt
◆

T̂ | (t)i = T̂
✓
I � i
~

Ĥdt
◆
| (t)i 8 | (t)i (4.81)

) �iT̂ Ĥ = T̂ iĤ. (4.82)

Cette équation implique que T̂ ne peut être un opérateur unitaire. En e↵et si T̂ était
unitaire, cela impliquerait que �T̂ Ĥ = T̂ Ĥ et donc pour tout Hamiltonien invariant
par renversement du temps un spectre non borné inférieurement : pour un état propre
|ni, nous aurions ĤT̂ |ni = �T̂ En |ni = �EnT̂ |ni. Ce résultat n’est pas acceptable.
Ainsi T̂ est un opérateur anti-unitaire 1 : il satisfait

D
T̂ 2

��� T̂ 1
E
= h 2|  1i = h 1|  2i , (4.83)

T̂ (�1 | 1i + �2 | 2i) = �1T̂ | 1i + �2T̂ | 2i . (4.84)

La symétrie par renversement du temps s’exprime donc comme la condition habi-
tuelle

[T̂ , Ĥ] = 0. (4.85)
Nous verrons par la suite qu’il existe deux types de symétries associées à des
opérateurs anti-unitaires : la symétrie de renversement du temps, et la symétrie
particule-trou ou de conjugaison de charge. Toute opérateur anti-unitaire peut être
représenté comme T̂ = ÛK où Û est un opérateur unitaire et K la conjugaison com-
plexe. Cette conjugaison complexe agit sur les coe�cients complexes des vecteurs
dans une base fixée, et dépend donc de cette base. Nous vérifions en utilisant une
base {|eii}i que

D
T̂ 2

��� T̂ 1
E
=

X

i, j

D
e j

���  2i hei|  1i
D
e j

��� Û†Û |eii (4.86)

=
X

i

h 1| eii hei|  2i = h 1|  2i . (4.87)

1. Les symétries en mécanique quantique correspondent à des opérateurs soit unitaires, soit anti-
unitaires qui préservent également les amplitudes des éléments de matrices.
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Considérons maintenant un opérateur Ô hermitien :

h 2| Ô | 1i =
D
Ô† 2

���  1i =
D
T̂ 1

��� T̂ Ô 2
E
=

D
T̂ 1

��� T̂ ÔT̂�1
���T̂ 2

E
. (4.88)

Ces observables sont classées selon leur parité vis-à-vis du renversement du temps,
définie selon

T̂ ÔT̂�1 = ±O. (4.89)
Par extension des résultats de la mécanique classique, la position r̂ sera un opérateur
pair, alors que la quantité de mouvement p̂ ou le moment angulaire Ĵ seront des
opérateurs impairs.

Remarque 4.5. Le caractère impair de la quantité de mouvement peut être relié à
la préservation des des relations de commutation canoniques par ce renversement du
temps :

[x j,�pk] = i~� jk ) [T̂ x̂ jT̂�1, T̂ p̂kT̂�1] = i~� jk = [x j,�pk]. (4.90)
De même les relation de commutation entre composantes du moment cinétique
[Ĵ j, Ĵk] = i~✏ jkl Ĵl sont cohérentes avec la nature impaire par renversement du temps
de cet opérateur.

4.8.3 Renversement du temps et spin

Figure 4.7 – Conventions de coordonnées
sphériques pour un vecteur de quantification de
spin.

�

�x

y

z

L’action du renversement du temps sur le nombre quantique de spin joue un rôle
particulier en physique quantique et en particulier en matière condensée. La nature
impaire du spin par renversement du temps nous permet d’écrire, pour des états de
spin associé à un axe de quantification de spin n̂ quelconque :

⇣
Ŝ.n

⌘
T̂ |n̂, si = �T̂

⇣
Ŝ.n

⌘
|n̂, si = �~s T̂ |n̂, si . (4.91)

Ainsi nous pouvons identifier T̂ |n̂, si avec |n̂,�si à une phase près :

T̂ |n̂, si = ei↵n̂,s |n̂,�si . (4.92)

Repérons n̂ en coordonnées sphériques par les angles ✓, � selon les conventions de la
figure 4.7. Le spin selon cet axe de quantification se déduit des spins quantifiés selon
l’axe z selon

|n̂, si = e�
i
~ �Ŝ z e�

i
~ ✓Ŝ y |êz, si . (4.93)
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Cette expression nous permet de traduire l’équation (4.92), en décomposant T̂ =
ÛK, sous la forme :

T̂ |n̂, si = e�
i
~ �Ŝ z e�

i
~ ✓Ŝ y Û |êz, si = ei↵n̂,s e�

i
~ �Ŝ z e�

i
~ (⇡+✓)Ŝ y |êz, si (4.94)

où nous avons utilisé T̂ iŜ � = iŜ �T̂ . Cette relation étant valable pour tout état de spin,
elle implique la forme suivante de l’opérateur de renversement du temps :

T̂ = e�
i
~ ⇡Ŝ y K. (4.95)

En particulier, cette définition implique que

T̂ 2 = e�
i
~ 2⇡Ŝ y = (�1)2S I. (4.96)

T̂ 2 correspond à une rotation de 2⇡ des spins : pour des spins demi-entiers, nous en
déduisons que T̂ 2 = �I. Cette propriété a comme conséquence la dégénérescence
double du spectre de tout Hamiltonien de spin demi-entier, ce qui est le cas pour les
électrons. En e↵et, à tout état propre | ni est associé l’état T̂ | ni de même énergie
d’après la condition (4.85). Ces deux états ne peuvent être égaux pour des spins
demi-entiers, en e↵et

si T̂ | ni = � | ni alors T̂ 2 | ni = T̂� | ni = �T̂ | ni = �� | ni = | ni , (4.97)

ce qui contredit la relation (4.96). Cette double dégénérescence s’appelle
dégénérescence de Kramers. Dans le contexte de la théorie des bandes, l’équation
aux valeurs propres sur des fonctions d’onde de Bloch peut être réécrite comme une
équation dépendant du quasi-moment k :

Ĥ(eik.x̂
���un,k

↵
) = En,k(eik.x̂

���un,k
↵
) (4.98)

) Ĥk
���un,k

↵
= En,k

���un,k
↵

avec Ĥk = e�ik.x̂Ĥeik.x̂. (4.99)

La condition (4.85) d’invariance du Hamiltonien se traduit pour le Hamiltonien de
Bloch par la condition 2

T̂ ĤkT̂�1 = e+ik.x̂Ĥe�ik.x̂ = Ĥ�k. (4.100)

Ainsi, si
���un,k

↵
est un état propre de Ĥk, T̂

���un,k
↵

est un état propre de Ĥ�k. La
dégénérescence de Kramers contraint les bandes d’énergies de façon non-locale dans
la zone de Brillouin.

4.8.4 Le renversement du temps dans le graphène
Dans le cas du graphène, le Hamiltonien ne dépend pas explicitement du spin. Il

est possible de déterminer les états propres en considérant des particules sans spins

2. Attention, k est ici un paramètre réel, qui n’est donc pas a↵ecté par le renversement du temps
contrairement aux valeurs propres de l’impulsion.
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(ou de spin 0) comme nous l’avons fait précédemment. La base pour les états de
Bloch que nous avons considéré satisfait

T
��� (A)

k

E
=

X

m,n

e�ik.Rm,n
���Rm,n, A

↵
=

��� (A)
�k

E
(4.101)

T
��� (B)

k

E
=

X

m,n

e�ik.Rm,n
���Rm,n, B

↵
=

��� (B)
�k

E
. (4.102)

Dans la base K, A; K, B,K0, B,K0, A, un état peut être représenté à base énergie par
un vecteur d’amplitudes

 q =

0
BBBBBBBBBBBB@

aK,q
bK,q
bK0,q
aK0,q

1
CCCCCCCCCCCCA

; T q =

0
BBBBBBBBBBBBB@

aK0,�q

bK0,�q

bK,�q
aK,�q

1
CCCCCCCCCCCCCA
=

0
BBBBBBBBBBBB@

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCA

K

0
BBBBBBBBBBBB@

aK,�q
bK,�q
bK0,�q
aK0,�q

1
CCCCCCCCCCCCA
. (4.103)

La renversement du temps s’exprime donc comme T = (⌧x ⌦ �x)K. En particulier le
Hamiltonien de basse énergie (4.64) satisfait la contrainte de symétrie

THe↵
q T�1 = ~vF(⌧x ⌦ �x)

h
⌧z ⌦ (�xqx � �yqy)

i
(⌧x ⌦ �x) (4.104)

= ~vF
h
�⌧z ⌦ (�xqx + �yqy)

i
(4.105)

= He↵
�q. (4.106)

Cette opérateur de renversement du temps vérifie naturellement T 2 = I car il est
associé à des particules de spin 0 (le spin ne joue aucun rôle dans la nature des états
propres). Il est intéressant de réaliser qu’une seconde symétrie de renversement du
temps existe à basse énergie : en e↵et, un pseudo-spin 1

2 apparaı̂t, qui détermine la
nature des états propres. Un renversement du temps qui agı̂t localement autour d’un
cône est donc envisageable, associé à ce spin 1

2 . Il doit e↵ectuer une rotation de ⇡ sur
les spins, et correspond donc à l’opérateur

T̃ = I ⌦ (i�y).K. (4.107)

Cet opérateur est bien anti-unitaire et est une symétrie du Hamiltonien :

T̃He↵
q T̃�1 = ~vF(I ⌦ (i�y))

h
⌧z ⌦ (�x.qx � �yqy)

i
(I ⌦ (�i�y)) (4.108)

= ~vF
h
⌧z ⌦ (��x.qx � �yqy)

i
(4.109)

= He↵
�q. (4.110)

Il est donc tout à fait légitime de l’appeler symétrie de renversement du temps du
Hamiltonien. Cependant il vérifie la relation T̃ 2 = �I pour les particules de spin
1
2 : nous voyons le premier exemple où la nature du renversement du temps n’est
pas déterminée par la nature des particules du Hamiltonien initial. Le renversement
du temps se détermine sur le Hamiltonien e↵ectif qui décrit les bandes de basse
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énergie. Nous appellerons donc symétrie de renversement du temps tout opérateur
anti-unitaire T qui est une symétrie du Hamiltonien. Un hamiltonien peut donc être
associé à plusieurs opérateurs de renversement du temps qui di↵èrent entre eux par
des symétries usuelles, c’est-à-dire des opérateurs unitaires U qui commutent avec
le Hamiltonien. Dans notre cas,

T̃ = UT̂ avec U = ⌧x ⌦ �z =

0
BBBBBBBBBBBB@

0 0 1 0
0 0 0 �1
1 0 0 0
0 �1 0 0

1
CCCCCCCCCCCCA
. (4.111)

Il s’agit bien d’une symétrie du Hamiltonien de basse énergie (4.64), mais non d’une
symétrie du modèle initial : ce n’est pas une symétrie cristalline. Sa présence suppose
l’existence des deux vallées d’énergie associée à deux pseudo-spins opposés.

Remarque 4.6. L’existence de ces deux renversements du temps dans le graphène
est à l’origine du cross-over entre anti-localisation et localisation faible en fonction
de la portée du désordre, selon que celui-ci couple les deux vallées de Dirac ou non.
A creuser !

4.8.5 Retour sur la stabilité des points de Dirac
La symétrie d’inversion ou parité du Hamiltonien du graphène s’exprime selon

la condition (4.70). Dans la base K, A; K, B,K0, B,K0, A, nous pouvons l’exprimer
sous la forme

P̂

0
BBBBBBBBBBBB@

aK,q
bK,q
bK0,q
aK0,q

1
CCCCCCCCCCCCA
=

0
BBBBBBBBBBBB@

bK0,�q
aK0,�q
aK,�q
bK,�q

1
CCCCCCCCCCCCA
=

0
BBBBBBBBBBBB@

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

1
CCCCCCCCCCCCA

0
BBBBBBBBBBBB@

aK,�q
bK,�q
bK0,�q
aK0,�q

1
CCCCCCCCCCCCA
, (4.112)

soit P̂ q = (⌧x ⌦ I) q. La combinaison P̂T̂ correspond donc à une symétrie agissant
localement dans la zone de Brillouin, selon P̂T̂ = (⌧x ⌦ I)(⌧x ⌦ �x)K = (I ⌦ �x)K.
Cette symétrie interdit également l’apparition d’un gap à chaque point de Dirac :

�xK
⇥
m(K) �z

⇤
�x)K = �m(K) �z, (4.113)

ce qui implique que m(K) = 0.

4.8.6 Symétrie et courbure de Berry
La relation (3.36) se transpose dans le contexte de la théorie des bandes sous la

forme :

B(n)
k =

1
i

X

m,n

⌦
un,k

���rki Hk
���um,k

↵ ⌦
um,k

���rk j Hk
���un,k

↵

(En,k � Em,k)2 dki ^ dk j. (4.114)
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Si le Hamiltonien est invariant par renversement du temps, nous pouvons écrire
d’après (4.83)

B(n)
k =

1
i

X

m,n

⌦
um,�k

��� T̂rki HkT̂�1
���un,�k

↵ ⌦
un,�k

��� T̂rk j HkT̂�1
���um,�k

↵

(En,�k � Em,�k)2 dki^dk j. (4.115)

La définition du Hamiltonien de Bloch nous permet d’obtenir

rki T̂ HkT̂�1 = rki H�k = �r�ki H�k. (4.116)

L’équation (4.119) s’exprime ainsi selon

B(n)
k =

1
i

X

m,n

⌦
um,�k

���r�ki Hk
���un,�k

↵ ⌦
un,�k

���r�k j Hk
���um,�k

↵

(En,�k � Em,�k)2 dki ^ dk j (4.117)

= �1
i

X

m,n

⌦
un,�k

���r�k j Hk
���um,�k

↵ ⌦
um,�k

���r�ki Hk
���un,�k

↵

(En,�k � Em,�k)2 dk j ^ dki (4.118)

= �B(n)
�k. (4.119)

Ainsi en présence d’une symétrie de renversement du temps, la courbure de Berry
par bande est une fonction impaire du quasi-moment dans la zone de Brillouin. Le
calcul précédent peut se répéter si l’on considère la symétrie d’inversion (ou parité)
en lieu et place du renversement du temps : P̂

���un,k
↵
=

���un,�k
↵
. L’opérateur P̂ étant

unitaire, nous obtenons cette fois-ci une condition de parité de la courbure de Berry :

B(n)
k = +B

(n)
�k. (4.120)

Ces contraintes ont une conséquence cruciale lorsqu’inversion et renversement du
temps sont simultanément présents. Dans ce cas, la courbure B(n)

k s’annule en tout
point. Il s’agit en particulier du cas du graphène, où la courbure de chaque bande
est partout nulle en dehors du point de croisement des deux bandes où elle n’est pas
définie.
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Chapitre 5

E↵et Hall Quantique

L’e↵et Hall Quantique est une des phases les plus remarquables de matière
condensée, manifestant à l’échelle macroscopique des propriétés quantiques. L’ef-
fet Hall quantique dit entier a été découvert en 1980 par von Klitzing à Grenoble.
Cette phase est obtenue lorsque des électrons sont piégés à une interface planaire et
soumis à un fort champ magnétique transverse. Elle requiert également une grande
mobilité des électrons dans ce plan, et donc un faible désordre d’interface. Une telle
interface peut être obtenue dans des systèmes analogues aux transistors, obtenus en
particulier dans des puits quantiques de semi-conducteurs, traditionnellement GaAs
et AlGaAs, ou encore dans le graphène Dans le cas d’une hétérojonction, représentée
schématiquement sur la figure 5.1, la densité d’électrons du plan de l’interface peut
être contrôlée par la tension d’une grille parallèle au plan de l’interface. Lorsqu’on
soumet cette interface à un fort champ magnétique, des plateaux de résistivité de
Hall apparaissent, correspondant à une annulation de la résistivité longitudinale,
représentés sur la figure 5.2. Ces plateaux correspondent aux valeurs de conducti-
vité

�xx = 0 ; �xy = ⌫
e2

h
. (5.1)

Dans cette expression, ⌫ est un entier, déterminé expérimentalement avec une
précision relative de l’ordre de 10�10 inhabituelle en matière condensée : elle est
telle que ces plateaux servent maintenant de référence en métrologie pour le standard
de résistance. Comprendre cette quantification requiert une description quantique du
comportement des électrons en dimension 2 et sous un fort champ magnétique trans-
verse, que nous allons maintenant aborder.

En 1982, Tsui Störmer et Gossard découvrent que dans des échantillons avec peu
de désordre, des plateaux apparaissent pour des valeurs fractionnaires de ⌫. Il s’agit
de la phase d’e↵et Hall quantique fractionnaire. Cette phase est induite par les e↵ets
combinés du champ magnétique et des interactions coulombiennes entre électrons.
Elles possèdent des propriétés remarquables : en particulier des excitations de basse
énergie qui portent une charge fractionnaire, et dont la statistique n’est ni bosonique
ni fermionique.
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�AlGaAs
�GaAs

z
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xEnergie

G
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s

AlxGa1-xAs

B

AlxGa1-xAs

Figure 5.1 – Représentation schématique d’une hétérojonction entre deux semi-conducteurs.
Les électrons sont confinés dans la direction z transverse à la jonction. A su�samment basse
densité, ils peuplent l’état fondamental du puits de potentiel dans la direction transverse.

5.1 E↵et Hall classique

5.1.1 Mouvement d’une particule
Les équations du mouvement d’une particule de charge q = �e évoluant dans

un plan et soumise à une force de Lorentz F = (�e)v ⇥ B résultant d’un champ
magnétique transverse dirigé selon l’axe z : B = Bêz s’écrivent

 
ẍ
ÿ

!
= �eB

m

 
ẏ
�ẋ

!
, z̈(t) = i!cż avec z = x + iy ; !c =

eB
m
. (5.2)

qui se résout en
z(t) = z0 + de+i!ct. (5.3)

Il s’agit d’un mouvement circulaire, de pulsation !c fixée par le champ magnétique,
et tel que diamètre et vitesse sont reliées par la relation vc = !cd. La présence d’un
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Figure 5.2 –
Conductivité longitu-
dinale et transverse
d’une hétérojonction
en fonction du champ
magnétique transverse
B. Les phases d’E↵et
Hall Quantique corres-
pondent aux plateaux de
résistivité transverse ⇢xy,
pour lesquels la résistivité
longitudinale ⇢xx s’annule.

champ électrique additionnel conduit à une équation du mouvement modifiée, avec
la notation E = Ex + iEy :

z̈(t) = i!cż � e
m
E. (5.4)

La présence de ce champ électrique peut être absorbée par un changement de
référentiel galiléen : le changement de variable

z̃ = z +
i
B
Et (5.5)

permet de se ramener à l’équation du mouvement et donc la solution précédente.
Cette solution correspond à une translation (x, y� = (x̃, ỹ + vt où la vitesse de dérive
v est définie par

v = E ⇥ B
B2 . (5.6)

Le mouvement de dérive du centre de masse se fait le long d’équipotentielle à une
vitesse v / E/B, alors que le mouvement cyclotron autour de ce centre de masse
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Figure 5.3 – Courbes de résistance en fonction du champ magnétique montrant les plateaux
de résistance de Hall RH et de résistance longitudinale R. Des plateaux sont observées pour
des valeurs entières et fractionnaires du facteur de remplissage, indiquées sur la figure, et
correspondant aux régimes d’e↵et Hall quantique entier et fractionnaire. Courbe extraite de
H. L. Störmer, Physica B177, 401 (1992) .

Figure 5.4 – Mouvement
classique d’une particule
soumise à un champ
électrique et un champ
magnétique orthogonale
au plan.

E

B

d

se fait à une fréquence !c = eB/m. Lorsque le champ magnétique augmente, cette
fréquence augmente alors que la vitesse de dérive baisse : nous attendons donc à
un découplage des dynamiques dans la limite des fortes champs magnétiques. Dans
la limite des très fort champs, le mouvement cyclotron nécessitera une description
quantique lorsque associée à une échelle que l’on peut évaluer d’après le principe
d’incertitude de Heisenberg : �d m�vc ' ~ où la taille d et la vitesse vc de l’orbite
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cyclotron sont reliées par la relation vc = !cd. Nous en tirons l’échelle, appelée
longueur magnétique lB pertinente pour la description des e↵ets quantiques :

l2B =
~

eB
. (5.7)

En fort champ magnétique, nous nous attendons donc à des orbitales semi-classiques
de taille caractéristique lB dérivant le long des équipotentielles, et d’une dynamique
quantique associée à l’échelle lB. Les valeurs numériques de cette longueur sont
données par lB ' 257Å/

p
B où B est exprimé en Tesla.

5.1.2 Formalisme Hamiltonien classique
La décomposition en variables lentes et rapides apparait naturellement en forma-

lisme Hamiltonien.

H =
⇧2

2m
; ⇧ = p � qA(r) = mṙ. (5.8)

avec les crochets de Poisson 1 entre variables canoniquement conjuguées

{p j, pk} = 0 ; {r j, rk} = 0 ; {p j, rk} = � jk. (5.9)

Le moment dynamique ⇧ satisfait

{⇧ j,⇧k} = q✏ jkB ; {⇧ j, rk} = � jk. (5.10)

On définit de nouvelles coordonnées Rx = x � 1
eB⇧y et Ry = y + 1

eB⇧x telles que

{Rj,Rk} = �
1

qB
✏ jk ; {⇧ j,Rk} = 0. (5.11)

Ces coordonnées correspondent au centre de la trajectoire. Les coordonnées relatives
correspondent au mouvement cyclotron rapide. On retrouve la limite semi-classique
inhabituelle obtenue à fort champ magnétique.

5.1.3 Résistivité de Hall et invariance galiléenne

5.1.4 Résistivité de Hall
Nous considérons par simplification des électrons dans un plan de taille Lx ⇥

Ly, soumis à un champ magnétique transverse selon la direction z. L’équation du
mouvement classique pour chaque électron est

m
dv
dt
= (�e) (E + v ⇥ B) � m

⌧e
v. (5.12)

1. Ces crochets sont définis par

{F,G}
X

j

 
@F
@r j

@G
@p j
� @F
@p j

@G
@r j

!

.
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où nous avons introduit une force d’amortissement rendant compte de la di↵usion
des électrons, caractérisée par le temps élastique ⌧e. En régime stationnaire, ces
équations se résolvent en

8>><
>>:

vx =
(�e)⌧e

m

⇣
Ex + vyB

⌘

vy =
(�e)⌧e

m

⇣
Ey � vxB

⌘ . (5.13)

Nous considérons la situation où le courant circule dans la direction x, ce qui permet
d’imposer vy = 0. Nous en déduisons

vx =
(�e)⌧e

m
Ex ; Ey = vxB. (5.14)

La densité de courant jx dans la direction x s’écrit alors en fonction de la densité
électronique ne

jx = (�e)nevx ) Ex = ⇢xx jx avec ⇢xx =
m

e2⌧ene
. (5.15)

Notons ici qu’en dimension deux, résistance et résistivité s’identifie, ce qui n’est pas
le cas en dimension trois (de façon générale R = ⇢L2�d). De façon analogue dans
la direction y, la second équation de (5.14) nous permet d’identifier la résistivité
transverse :

Ey = vxB = ⇢yx jx avec ⇢yx = �
B

ene
= �⇢xy. (5.16)

Le comportement classique correspond à une résistivité finie, donnée par la formule
de Drude habituelle, et une résistivité transverse linéaire en champ magnétique. L’ap-
parition de plateau de ⇢xy accompagnée de l’annulation de ⇢xx requiert d’aller au delà
de cette description semi-classique.

5.2 Hamiltonien quantique : les niveaux de Landau

5.2.1 Approche algébrique
On quantifie les crochets de Poisson précédent ({A, B}! (~/i)[Â, B̂]) en

[⇧ j,⇧k] = i~(�e)B✏ jk ; [Rj,Rk] = i
~

eB
✏ jk ; [⇧ j,Rk] = 0. (5.17)

Ainsi B grand correspond également à une limite classique, correspondant à un mou-
vement cyclotron gelé ! Nous introduisons les deux opérateurs d’échelle suivant

â =
1p

2~eB

⇣
⇧x � i⇧y

⌘
=

lBp
2 ~

⇣
⇧x � i⇧y

⌘
(5.18)

â† =
1p

2~eB

⇣
⇧x + i⇧y

⌘
=

lBp
2 ~

⇣
⇧x + i⇧y

⌘
(5.19)
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qui satisfont les relations de commutation canoniques [â, â†] = I. Le Hamiltonien
s’écrit alors simplement en termes de l’opérateur nombre de quanta :

H =
1

2m
⇧2 = ~!c

 
â†â +

1
2

!
) En = (n +

1
2

)~!. (5.20)

Les niveaux d’énergie En de ce Hamiltonien sont appelés niveaux de Landau. Ce
sont des états d’énergie macroscopiquement dégénérés. En e↵et, la relation de com-
mutation [H,Rj] = 0 : dégénérescence par rapport à la position du centre des orbites,
ce qui donne une dégénérescence macroscopique de chaque état propre du Hamil-
tonien. Cependant les R̂ ne correspondent pas à des opérateurs positions classiques,
en e↵et ils satisfont une relation d’incertitude (analogue à la relation d’incertitude de
Heisenberg)

[R̂ j, R̂k] = i
~

eB
= i l2B, ) �Rx�Ry = l2B (5.21)

qui implique que les positions (valeurs moyennes) des orbites semi-classiques sont
associées chacune à une aire 2⇡l2B. Nous nous attendons donc à une dégénérescence
de chaque niveau de Landau de LxLy/2⇡l2B.

Pour aller plus loin et déterminer les états propres de Ĥ, il faut faire un choix de
potentiel vecteur A, c’est-à-dire un choix de jauge. La forme précise des états propres
du Hamiltonien dépend de ce choix de jauge, ce qui n’est pas le cas des éléments de
matrice d’observables physiques. Cependant, les niveaux de Landau étant formel-
lement infiniment dégénénés, un changement a posteriori de bases d’états propres
n’est pas aisé. Il convient plutôt de choisir dès le départ une jauge adaptée à la
géométrie du problème considéré. Nous allons étudier dans la suite de ce chapitre
deux choix de jauge naturel, adapté à des géométrie avec soit invariance par transla-
tion dans une direction, soit invariance par rotation.

5.2.2 Etats propres dans la jauge de Landau
Nous choisissons d’écrire le Hamiltonien à un électron de notre problème pour

le choix de jauge de Landau : A(r̂) = B(0, x, 0). Le Hamiltonien s’écrit alors

Ĥ =
(p̂ + eA(r̂))2

2m
=

1
2m

✓
p̂2

x +
⇣
p̂y + eBx̂

⌘2
◆
. (5.22)

Ĥ commute donc avec py et ne brise donc pas la symétrie de translation selon y :
ce choix de jauge est particulièrement adapté pour préserver cette symétrie de trans-
lation (notons que les deux symétries de translation dans les directions x et y ne
peuvent être simultanément préservées). Cette propriété nous autorise à chercher les
états propres sous la forme d’onde plane dans la direction y :

 k,n(r) =
1

p
Ly

eiky�n(x). (5.23)

La fonction �n(x) satisfait l’équation aux valeurs propres réduite
"

1
2m

p̂2
x +

1
2

m!2
c

⇣
x � x(0)

k

⌘2
#
�n(x) = En�n(x) avec x(0)

k = �
~k
eB
= �kl2B. (5.24)
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Il s’agit là d’une équation de Schrödinger pour un Hamiltonien d’un oscillateur har-
monique unidimensionnel dans la direction x. Ses énergies propres et donc le spectre
des états de Landau est donné par

En =

 
n +

1
2

!
~!c avec !c =

eB
m
. (5.25)

En prenant pour �n(x) les fonctions propres de l’oscillateur harmonique 1D (reliés
aux polynômes de Hermite Hn), nous obtenons les états propres de Landau

 k,n(r) =
eiky
p

Ly
exp

2
666666664�

⇣
x � x(0)

k

⌘2

2l2B

3
777777775 Hn

0
BBBBBB@

⇣
x � x(0)

k

⌘

lB

1
CCCCCCA (5.26)

avec l2B = ~/(m!c) . En particulier, les fonctions d’onde du premier niveau de Landau
sont dans cette jauge

 k,0(r) =
eiky
p

Ly
exp

2
666666664�

⇣
x � x(0)

k

⌘2

2l2B

3
777777775 (5.27)

La densité d’états s’exprime selon

n(E) =
1

LxLy

X

n,k

�(E � En) (5.28)

La dégénérescence de chaque niveau de Landau En provient donc des choix de mo-
ment k ou encore des position x(0)

k des états de Landau. Avec des conditions aux
limites périodiques selon la direction y et des coordonnées selon x s’étendant de �Lx
à 0, nous obtenons

0  x(0)
k  Lx , 0  k = m

2⇡
Ly
 Lx

l2B
(5.29)

) n(En) = nB =
1

2 ⇡l2B
. (5.30)

Ainsi pour chaque niveau de Landau n, à chaque état d’indice m est attribué une aire
2⇡l2b qui correspond à l’aire située entre les centres de deux orbitales voisines (voir
la figure 5.5).

On peut alors définir le facteur de remplissage des niveaux de Landau en fonction
de la densité électronique du puits :

⌫ =
ne

nB
=

Ne

BB
avec NB =

BLxLy

h/e
=
�

�0
. (5.31)

Ainsi le nombre d’électrons par niveaux de Landau correspond au nombre de quan-
tum de flux �0 = h/e traversant l’échantillon. L’e↵et Hall quantique entier corres-
pond à l’apparition de plateaux de conductivité de Hall autour des niveaux de Lan-
dau entièrement remplis, c’est-à-dire pour des valeurs entières de ⌫. Par opposition,
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x

y

x(0)

2�l2B

Figure 5.5 –
Représentation des
états propres d’un niveau
de Landau dans la jauge
de Landau.

l’e↵et Hall quantique fractionnaire correspond à des plateaux de conductivité appa-
raissant autour de valeur fractionnaire du remplissage ⌫. La densité typique dans un
puits de GaAs / AlGaAs est de l’ordre de 1015m�2, ce qui donne un premier niveau
de Landau rempli pour des champs magnétiques de l’ordre de B ' 4T . La valeur
classique de la résistivité de Hall (5.16) peut se réécrire en terme du facteur de rem-
plissage ⇢xy = (B/ene) = (h/e2)⌫�1 où h/e2 ' 25⌦ est le quantum de résistivité. La
quantification de la résistivité peut donc s’expliquer par une quantification du facteur
de remplissage ⌫, conséquence du spectre de Landau.

5.3 Réponse à un champ électrique

5.3.1 Invariance galiléenne
En présence d’invariance galiléenne, le tenseur de résistivité est le même qu’en

physique classique. En e↵et, le changement de référentiel r ! r0 = r � vt avec
v = E ⇥ B/B2 se traduit sur la fonction d’onde à N électrons par le changement de
jauge

 ({r0i}; t)!  0({ri}; t) = exp

0
BBBBBB@�

i
~

NX

j=1

✓(r j, t)

1
CCCCCCA ({ri}; t) (5.32)

où pour le choix de jauge symétrique A = 1
2 B ⇥ r le changement de phase s’écrit

✓(r j, t) = mv.r j �
1
2

(mv2 + eE.r j)t. (5.33)

Dans le référentiel évoluant à la vitesse v,  0 satisfait une équation de Schrödinger
sans champ électrique qui a été absorbé dans le changement de référentiel. Si Ĵ est
l’opérateur courant, cette invariance de jauge nous ramène à un problème sans champ
électrique et implique

h | Ĵ | i = ⌦
 0

��� Ĵ
��� 0

↵
+ ne(�e)v = ne(�e)v. (5.34)

Nous retrouvons donc le résultat de l’e↵et Hall classique. La brisure de l’invariance
galiléenne est donc nécessaire pour l’obtention d’une quantification de la conducti-
vité de Hall.
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5.3.2 Calcul explicite dans le premier niveau de Landau
Pour simplifier notre étude, nous considérons l’évolution des états propres du

premier niveau de Landau suite à l’application d’un champ électrique. Afin de
préserver l’invariance par translation dans la direction y utilisée dans le paragraphe
5.2.2, nous choisissons un champ électrique dirigé dans la direction x, soit un poten-
tiel V(x) = +eEx. Nous pouvons toujours chercher nos états propres sous la forme
d’onde plane dans la direction y, mais avec un équation aux valeurs propres (5.24)
modifiée selon

"
1

2m
p̂2

x +
1
2

m!2
c

⇣
x � x(0)

k

⌘2
+ eEx

#
�n(x) = E0�0(x) (5.35)

)
"

1
2m

p̂2
x +

1
2

m!2
c

⇣
x � x̃(0)

k

⌘2
+ eEx̃(0)

k +
1
2

mv2
0

#
�n(x) = E0�0(x). (5.36)

La position des fonctions d’onde est donc modifiée par le champ électrique dans la
direction x selon

x̃(0)
k = x(0)

k �
eE

m!2
c

(5.37)

et l’énergie des états propres dépend maintenant de la position des états propres :

E0,k =
1
2
~!c + eEx̃(0)

k +
1
2

mv2
0 avec v0 = �

E
B
. (5.38)

En l’absence de champ électrique, les énergies sont indépendantes de la position des
fonctions propres et donc du moment k selon y : la vitesse de groupe est nulle et il
n’y a pas de courant. La variation d’énergie induite par le champ électrique donne
lieu à une vitesse de groupe selon y modifiée :

vy =
1
~

@E0,k

@k
=

eE
~

@x(0)
k

@k
=

eE
~

(�l2B) = �E
B
= v0. (5.39)

Tous les états propres acquièrent donc la même vitesse de groupe indépendante de k
en présence d’un champ électrique, ce qui nous permet bien de retrouver le résultat
de l’invariance galiléenne (5.34).

5.4 Argument de Laughlin et géométrie de Corbino
A la suite de R. Laughlin, nous considérons maintenant la géométrie dite de

Corbino correspondant à un disque percé représentée sur la partie gauche de la fi-
gure 5.6. Cette géométrie peut être décrite à partir d’un échantillon rectangulaire sur
lequel on applique des conditions aux limites périodiques dans la direction y. L’ap-
plication d’un flux �� à l’intérieur de l’échantillon ne modifie donc pas la facteur de
remplissage des niveaux de Landau. Il induit cependant un déphasage sur l’ensemble
des électrons, suivant le principe rencontré lors de l’e↵et Aharonov-Bohm au cha-
pitre 2. Ce flux peut être pris en considération à l’aide d’une variation particulière du
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x

y

2�l2B

x

=

� Figure 5.6 – Géométrie
de Corbino (à droite)
obtenue en appliquant
des conditions aux limites
périodiques dans la direc-
tion y dans la géométrie
correspondant à la jauge
de Landau précédemment
décrite.

potentiel A

A = (0, Bx)! (0, Bx + �Ay) avec �Ay =
��

Ly
. (5.40)

Nous supposons que lors de l’application lente de ce flux magnétique, l’ensemble
d’électrons demeure dans son état fondamental | 0i.

Revenons maintenant aux états propres à une particule obtenue dans la jauge de
Landau. Les conditions aux limites périodiques dans la direction y nous imposent
une quantification du moment dans cette direction ky = m2⇡/Ly où m est un en-
tier compris entre 0 et LxLy/(2⇡l2B). Cette quantification localise les centres des états
propres de Landau sur les sites x(0)(m) = 2⇡ml2B/Ly. D’après la jauge (5.40), l’ap-
plication d’un flux �� à l’intérieur du disque peut être absorbée par un translation
radiale x! x+��/(BLy). Ainsi l’application d’un flux �� translate les états propres
selon

x(0)(m) = 2⇡m
l2B
Ly
! 2⇡

l2B
Ly

m +
��

BLy
= 2⇡

l2B
Ly

 
m +

��

�0

!
(5.41)

où nous avons introduit le quantum de flux �0 = h/e. Ainsi lors de l’application d’un
quantum de flux �0 = h/e à l’intérieur du disque, tous les états propres sont translatés
de m à m + 1 : le spectre à un électron est donc bien invariant par l’application de
ce quantum de flux en accord avec l’invariance de jauge de la mécanique quantique
(voir le paragraphe 2.1.2). L’état fondamental est donc inchangé lors de l’application
de ce quantum de flux. Cependant, lors de l’application du flux, ⌫ = n charges ont
été transférées du bord intérieur au bord extérieur du disque : un état par niveau de
Landau rempli. Ce transfert de charge correspond bien à un courant transverse. En
e↵et, la variation du potentiel vecteur induit l’apparition d’un courant de charge dont
la densité se déduit du couplage minimal au potentiel électromagnétique

jy = �
� h 0| Ĥ | 0i

�Ay(r)
= � 1

Ly

� h 0| Ĥ | 0i
��

. (5.42)

Après l’application d’un quantum de flux nous avons

� h 0| Ĥ | 0i = ⌫(�e) (V(Lx) � V(0)) , (5.43)
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soit un courant

Iy = Ly jy = �
� h 0| Ĥ | 0i

�0
= ⌫

e2

h
(V(Lx) � V(0)) , (5.44)

qui correspond bien à une conductivité de Hall quantifiée

�xy = ⌫
e2

h
. (5.45)

L’intérêt de cet argument vient de sa généralité : il repose de façon fondamentale sur
l’invariance de jauge, et s’applique si des perturbations telles que du désordre ou des
interactions entre électrons sont envisagées.

5.5 Etats de Bord et formalisme de Landauer

5.5.1 Notion d’état de bord

Figure 5.7 –
Représentation de
l’évolution des ni-
veaux de Landau dans
la jauge de Landau en
présence d’un potentiel de
confinement dans la di-
rection x. Ce confinement
donne naissance au niveau
du potentiel chimique à
des états confinés sur les
bords.

x

V (x)

Energie

��c

��c

µ

Etats de bord

En présence d’un potentiel de confinement V(x) lentement variable à l’échelle de
lB dans la direction x, les états de Landau précédemment déterminés ont une énergie
modifiée de V(x(0)

ky
). Lorsque le potentiel chimique µ se trouve entre deux niveaux de

Landau En et En+1, chaque niveau de Landau Emn donne donc naissance à un état
électronique au niveau du potentiel chimique. Ces états sont localisés sur les bords
de l’échantillon. Leur vitesse de groupe v ' rV ⇥ B est dirigée dans la direction y.

Plus précisément l’équation de Schrödinger (5.24) devient
"

1
2m

p̂2
x +

1
2

m!2
c

✓
x � x(0)

ky

◆2
+ V(x)

#
�n(x) = En�n(x). (5.46)
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Le développement de V(x) au voisinage du centre de la fonction d’onde non perturbé
x(0)

ky

V(x) ' V(x(0)
ky

) + (x � x(0)
ky

)V 0(x(0)
ky

) (5.47)

conduit au décalage de la position des états propres

�x(0)
ky
=

1
m!2

c
V 0(x(0)

ky
) (5.48)

et un décalage des énergie

E = V(x(0)
ky

) � 1
2

m!2
c

✓
�x(0)

ky

◆2
(5.49)

5.5.2 Formalisme de Landauer-Bûttiker

co
nt

ac
t 1

contact 2

µ1 µ2

jR
1

jL
1

jL
2

jR
2

conducteur

Figure 5.8 – Représentation schématique d’un conducteur idéal ne comportant qu’un seul
mode de conduction. Les deux contacts électriques sont modélisés comme des réservoirs
d’électrons à l’équilibre, aux potentiels chimiques µ1 et µ2. Dans l’approche de Landauer,
le conducteur est décrit par sa matrice de coe�cient de transmission reliant les amplitudes de
courant sortant aux entrants.

Il s’agit d’un formalisme adapté au transport quasi-unidimensionnel, ce qui est le
cas des canaux de bord de l’e↵et Hall quantique. L’idée générale de cette approche
est de relier la conductance à la matrice de di↵usion du conducteur. Nous considérons
un conducteur idéal ne possédant qu’un seul mode de transmission, non dégénéré
(par exemple complètement polarisé en spin).

La matrice qui relie les courants de probabilité (ou de charge si tous les porteurs
sont de même nature) s’exprime selon
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jR2
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T R

!  
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!
; T = |t|2 ; R = 1 � T. (5.50)

Le courant qui sort d’un des deux réservoirs est à l’équilibre, et satisfait donc

jR1 = (�e)
Z

dk
(2⇡)

vk fµ1 (Ek) = (�e)
Z

dk
(2⇡)

1
~

@Ek

@k
fµ1 (Ek) (5.51)

=
(�e)

h

Z
dE fµ1 (E) (5.52)



64 Topologie et Géométrie en Matière Condensée

où fµ(E) = (1 + exp((E � µ)/(kBT )) est le facteur de remplissage de Fermi-Dirac,
sans facteur de dégénérescence de spin. En utilisant la relation jR2 = T jR1 + (1 � T ) jL

2
issue de (5.50), nous en déduisons le courant net circulant à travers le fil

I = jR2 � jL
2 = T ( jR1 � jL

2 ) = T
(�e)

h

Z
dE

h
fµ1 (E) � fµ2 (E)

i
. (5.53)

A température nulle ou su�samment basse (devant la température de Fermi TF),
cette dernière intégrale se simplifie

I = T
(�e)

h
(µ1 � µ2) = T

e2

h
(V1 � V2). (5.54)

Cette expression nous donne une conductance

G =
I
�V
= T

e2

h
= T G0, (5.55)

dans laquelle nous avons défini le quantum de conductance G0 = e2/h. Si le fil com-
porte plusieurs modes électroniques, cette formule se généralise en G =

P
n,n0 Tn0,n G0

avec Tn0,n le coe�cient de transmission d’un courant du mode n vers le mode n0.

Figure 5.9 – Géométrie de barre de Hall
servant à mesurer les propriétés de trans-
port en régime d’e↵et Hall quantique.
Chaque contact est caractérisé par le po-
tentiel chimique du gaz d’électrons, ainsi
que le courant venant du contact et entrant
dans l’échantillon.
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2 3
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Cette approche se généralise aux géométries expérimentales dans lesquelles des
contacts électriques séparés sont utilisés pour mesurer les tensions et les courants. La
théorie de la réponse linéaire nous permet alors d’écrire le courant venant du contact
↵ comme la somme des contributions des di↵érences de potentiel chimiques entre ↵
et les p�1 autres contacts � , ↵. Pour chaque paire de contact l’approche précédente
reste valide et nous obtenons une équation qui généralise (5.54) :

I↵ =
(�e)

h

X

�,↵

T↵�
⇣
µ� � µ↵

⌘
. (5.56)

La situation d’équilibre correspond à tous les potentiels chimiques µ↵ égaux : dans
ce cas, les di↵érents courants sont nuls. Nous ne nous intéressons donc qu’aux
écarts de potentiels chimiques par rapport à l’équilibre, ou de façon équivalente aux
di↵érences des potentiels chimiques par rapport à une origine choisis par exemple en
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µ6. De même, la conservation de la charge nous impose que la somme des courants
I↵ est nulle : il est su�sant de ne considérer que p � 1 courants.

Dans le cas d’une phase d’e↵et Hall quantique, nous savons que pour un niveau
de remplissage ⌫ = n entier nous avons n états de bord qui circulent entre les contacts,
dans un sens imposé par le champ magnétique, comme représenté sur la figure 5.9.
Dans cette situation, la matrice des transmissions de courant s’écrit
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1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

. (5.57)

D’après ce qui précède, nous pouvons en déduire une système d’équation avec une
matrice inversible en considérant les di↵érences de potentiel chimique µ↵ � µ6 et les
courants I1, ...I5 qui définissent complètement le problème :
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qui s’inverse en
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Nous pouvons maintenant spécifier les conditions expérimentales choisies : dans la
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Figure 5.10 – Deux configurations de mesures des conductivités dans une barre de Hall.
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configuration (A) de la figure 6.1, le courant est mesuré entre les contacts 1 et 4. Il
est donc choisi nul aux autres contacts : I2 = I3 = I5 = I6 = 0. En reportant dans
l’équation (5.59) nous en déduisons

0
BBBBBBBBBBBBBBBBB@

µ1 � µ6
µ2 � µ6
µ3 � µ6
µ4 � µ6
µ5 � µ6

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCA
=

h
n(�e)

0
BBBBBBBBBBBBBBBBB@

�1 �1 �1 �1 �1
0 �1 �1 �1 �1
0 0 �1 �1 �1
0 0 0 �1 �1
0 0 0 0 �1

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCA

0
BBBBBBBBBBBBBBBBB@

�I
0
0
+I
0

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCA
= �hI

ne

0
BBBBBBBBBBBBBBBBB@

0
1
1
1
0

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCA
. (5.60)

Nous en déduisons donc que les bords de l’échantillon se scindent en deux
équipotentielles : µ1 = µ5 = µ6 et µ2 = µ3 = µ4. Seules deux mesures sont ainsi
possibles :

GHall =
I

V6 � V2
= n G0 (5.61)

et
G14,23 = G14,56 =

I
V2 � V3

= 0. (5.62)

Dans la configuration (B) : nous posons I = I3 = �I1 et tous les autres courants
nuls, ce qui conduit à

0
BBBBBBBBBBBBBBBBB@

µ1 � µ6
µ2 � µ6
µ3 � µ6
µ4 � µ6
µ5 � µ6

1
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0
BBBBBBBBBBBBBBBBB@
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1
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ne

0
BBBBBBBBBBBBBBBBB@

0
1
1
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1
CCCCCCCCCCCCCCCCCA
. (5.63)

Nous retrouvons à nouveau deux équipotentielles de part et d’autre de la ligne de
courant, et les deux valeurs précédemment identifiés pour la conductance longitudi-
nale et transverse. De façons plus générale, ce formalisme de Landauer-Büttiker nous
indique que les contacts situés de part et d’autre de la ”ligne de courant” µin ! µout
s’équilibrent aux deux potentiels chimiques µin et µout : seuls deux conductances sont
possibles.

5.6 Transition entre états d’e↵et Hall quantique et
percolation quantique

5.7 Niveaux de Landau de Fermions de Dirac

5.7.1 Niveaux de Landau anormaux
On s’intéresse à l’e↵et Hall quantique dans le graphène. Nous avons vu qu’à

basse énergie, les excitation du graphène étaient décrites par des équations du mou-
vement relativistes, correspondant dans une des deux vallées au Hamiltonien de Di-
rac (4.47). En présence d’un champ magnétique, ce Hamiltonien devient Il s’agit
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d’un abus de notation : ~k et ⇧ ne s’identifient pas en général dans un cristal. Sauf si
la connexion de Berry est nulle...

H(q) = vF
h
�̂x ⌦ ⇧̂x + �̂y ⌦ ⇧̂y

i
avec ⇧̂i = ~ki + eAi(r) (5.64)

[⇧x,⇧y] = i~(�e)B. On introduit les opérateurs d’échelle

â =
lBp
2~

⇣
⇧̂x � i⇧̂y

⌘
; â† =

lBp
2~

⇣
⇧̂x + i⇧̂y

⌘
(5.65)

qui satisfont
h

â, â†
i
= i

l2B
~2

h
⇧̂x, ⇧̂y

i
= I, (5.66)

pour obtenir le Hamiltonien

Ĥ = ~!0

 
0 â
â† 0

!
avec ~!0 = ~vF

p
2

lB
. (5.67)

On considère les états
��� ⌘,n

E
=

1p
2

 
|n � 1i
⌘ |ni

!
(5.68)

où ⌘ = ±1 et les états |ni sont les quanta associés aux opérateurs d’échelle :
p

n! |ni =
(â†)n |0i, soit â† |ni =

p
n + 1 |n + 1i et â |ni = pn |n � 1i. L’équation aux valeurs

propres s’écrit alors

Ĥ
��� ⌘,n

E
=
~!0p

2

 
⌘ â |ni

â† |n � 1i

!
=
p

n
~!0p

2

 
⌘ |n � 1i
|ni

!
= ⌘
p

n~!0
��� ⌘,n

E
. (5.69)

On obtient donc le spectre

En = ±
p

n~!0 n = 0, 1, 2, ... (5.70)

Dégénérescence 2 vallées ⇥2 spins. Sauf pour n = 0 Pour n = 0, état propre

��� ⌘,0
E
=

 
0
⌘ |0i

!
; Ĥ

��� ⌘,0
E
= ~!0

 
⌘ â |0i

0

!
= 0. (5.71)

Le niveau de Landau est remarquable : il est entièrement localisé sur un des deux
sous-réseaux (ici B). Au point K0 il se trouve localisé sur le sous-réseau A. En
conséquence, il n’y a pas dégénérescence de vallée pour le niveau de Landau : la
décomposition des fonctions d’onde sur les deux sous-réseau est une décomposition
sur les vallées. Cet état n’est que 2 fois dégénéré (de spin).

Ainsi niveau de Landau entièrement rempli si ne = (4n + 2)nB où n est un entier
de signe quelconque. L’étude précédente de l’e↵et Hall quantique entier nous donne

�xy = ⌫
e2

h
= (4n + 2)

e2

h
. (5.72)
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5.7.2 Relation en phase de Berry et niveaux de Landau

Electrons non relativistes. La relation de quantification à la Bohr-Sommerfeld
utilise le caractère monovaluée des fonctions d’onde en mécanique quantique. Dans
le cas d’une onde plane, cela revient à imposer que la variation de phase le long d’un
chemin fermé C est un multiple demi-entier de 2⇡ :

Z

C
dr.

1
~

p = 2⇡n ; n 2 Z. (5.73)

En présence d’un champ magnétique, p = ~k � eA et cette relation est modifiée en
Z

C
dr.k � e

~

Z

C
dr.A = 2⇡n ; n 2 Z. (5.74)

Les équations du mouvement semi-classiques nous donnent les orbites cyclotron :

~k̇ = (�e)ṙ ⇥ B ) ~k = (�e) r ⇥ B + ~k0. (5.75)

Nous en déduisons
Z

C
dr.k =

(�e)
~

Z

C
dr.(r ⇥ B) =

2e
~
� (5.76)

où nous avons reconnu le potentiel vecteur en jauge symétrique As = B ⇥ r/2, et �
est le flux magnétique contenu à l’intérieur de l’orbite cyclotron. Au total, l’équation
(5.74) se réécrit

� = n
h
e
= n �0 (5.77)

Cette condition est bien en accord avec la détermination de la dégénérescence des
niveaux de Landau précédemment identifiée. Nous en déduisons la géométrie des
orbites semi-classiques, et ainsi de l’énergie

⇡r2B = n
h
e
) ⇡

~2k2

(eB)2 B = n
h
e
) En =

~2k2

2m
= n

heB
2⇡m

= n~!c. (5.78)

Cet argument semi-classique ne capture pas l’énergie de point zéro des niveaux de
Landau : afin d’en tenir compte, il convient de rajouter un indice de Maslov dans la
condition de quantification de Bohr-Sommerfeld :

Z

C
dr.k � e

~

Z

C
dr.A = 2⇡

 
n +

1
2

!
; n 2 Z. (5.79)

Nous retrouvons alors les énergies de Landau correctes par cet argument semi-
classique.
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Electrons relativistes. Dans le graphène, les orbites fermées autour des points de
Dirac sont associées à une phase de Berry de ⇡ : l’équation (5.79) contient maintenant
un terme géométrique additionnel :

Z

C
dr.k � e

~

Z

C
dr.A + ⇡ = 2⇡

 
n +

1
2

!
; n 2 Z. (5.80)

Nous retrouvons alors une relation de quantification (5.78) sans indice de Maslov :
k =

p
2neB/~. En reportant dans la relation de dispersion des fermions de Dirac,

nous obtenons

E = ±~vFk ) En = ±vF
p

2ne~B = ~vF

p
2n

lB
(5.81)

qui correspond bien aux niveaux déterminés en (5.70).

5.8 E↵et Hall quantique fractionnaire

5.8.1 Etats propres de Landau dans la jauge symétrique
Dans cette partie, nous choisissons un choix de direction de champ magnétique

B dans la direction �êz, contrairement au reste de ce chapitre ! Il s’agit d’un choix
conventionnel, qui permet de manipuler des états propres basés sur des fonctions
analytiques plutôt qu’anti-analytiques. Nous considérons ici un potentiel vecteur cor-
respondant à la jauge dite symétrique

A =
1
2

B ⇥ r ) Ax = +
1
2

By ; Ay = �
1
2

Bx. (5.82)

De façon manifeste ce choix de jauge préserve l’invariance par rotation. La Hamil-
tonien

Ĥ =
1

2m

✓
p̂ +

e
2

B ⇥ r
◆2

(5.83)

se réécrit alors

Ĥ =
1

2m
p̂2 +

1
8

m!2
cr2 � 1

2
!cL̂z ⌘ Ĥ0 �

1
2
!cL̂z. (5.84)

où L̂z est l’opérateur moment cinétique orbital selon z : L̂z = x̂ p̂y � ŷ p̂x . Les deux
premiers opérateurs de cette expression définissent le Hamiltonien Ĥ0 d’ un oscil-
lateur harmonique de dimension deux. Son spectre est donc (nx + ny + 1)(~!c/2)
correspondant aux états propres

���nx, ny
E

où nx, ny sont les quanta dans les directions
x et y. Ces états propres s’expriment en fonction de polynômes de Hermite 2 :

hx, y| nx, ny
E
= Hnx (x)Hny (y) exp

0
BBBB@�

x2 + y2

4l2B

1
CCCCA . (5.85)

2. Hn(x) = (�1)nex2/2 dn

dxn e�x2/2.
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Pour déterminer les états propres de Ĥ, il nous reste maintenant à déterminer les états
propres communs à cet oscillateur harmonique et au moment L̂z. En coordonnées
polaires, cet opérateur vaut simplement L̂z = �i~@/@�. Ses fonctions propres sont
donc de la forme f (r) exp(im�), de valeur propre ~m.

Considérons maintenant les premiers niveaux de l’oscillateur harmonique :
— L’état fondamental de l’oscillateur harmonique |0, 0i est bien état propre de

L̂z de valeur propre 0.
— Les premiers états excités de l’oscillateur harmonique sont composés de
|1, 0i , |0, 1i. Nous identifions deux combinaisons linéaires de ces états qui
sont également états propres de L̂z :

hx, y| (|1, 0i � i |0, 1i) = re�i�e
� r2

4l2B (5.86)

d’énergie totale E = 3
2~!c, et

hx, y| (|1, 0i + i |0, 1i) = re+i�e
� r2

4l2B (5.87)

d’énergie totale 1
2~!c.

— Pour une énergie nx+ny fixée, deux combinaisons de moment angulaire facile
à déterminer, de moment angulaire ±~m avec m > 0 :

zme�
zz
4 ; zme�

zz
4 (5.88)

où nous avons introduit la variable complexe z = (x + iy)/lB.
Les états propres communs à Ĥ0 et L̂z nous donnent donc des états propres de Ĥ

d’énergie 1
2 (nx + ny + 1 � m)~!c et m = �nx � ny,�nx � ny + 2, · · · , nx + ny soit un

indice de niveau de Landau n = 1
2 (nx + ny � m) entier. En particulier, le niveau de

Landau le plus bas correspond à nx + ny = m soit les états propres déterminés plus
haut 3 :

 0,m = zme�
zz
4 = rmeim�e�

r2
4 (5.89)

qui est une fonction d’onde centrée en autour du rayon r2
m = (2m + 1)l2B, en accord

avec la règle de détermination de la dégénérescence.
Un état propre quelconque du premier niveau de Landau s’écrit donc sous

la forme f (z) exp(�zz/4) où f est une fonction analytique (combinaison linéaire
de puissance de z). Cette propriété se retrouve en considérant les opérateurs
d’échelle introduit au paragraphe 5.2.1. Suite au changement d’orientation du champ
magnétique, l’opérateur d’annihilation de niveau de Landau correspond ici à

â =
1p

2~eB

⇣
⇧x + i⇧y

⌘
=

1p
2~eB


p̂x + ip̂y �

eB
2

(ŷ � ix̂)
�

(5.90)

En utilisant @z =
lB
2 (@x � i@y); @z =

lB
2 (@x + i@y), nous pouvons réécrire cet opérateur

sous la forme
â =

1p
2~eB

⇣
⇧x + i⇧y

⌘
= �i
p

2
"
@

@z
+

z
4

#
(5.91)

3. En tenant compte de la normalisation :  0,m = zme�
zz
4 /(2⇡l2B2mm!)

1
2 .
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Les états du premier niveau de Landau vérifie donc la propriété

â (z, z) = 0)  (z, z) = f (z)e�
zz
4 . (5.92)

Nous retrouvons donc la forme précédente des fonctions d’onde du premier niveau
de Landau. De façon analogue, les états du second niveau de Landau sont obtenus
par action de l’opérateur de création â† sur les états du premier niveau de Landau.

5.8.2 E↵et des interactions
Nous considérons ici par simplification le premier niveau de Landau : tout état

de la forme
 (z, z) = f (z) e�

zz
4 (5.93)

où f (z) est une fonction analytique de z est un état propre du hamiltonien appartenant
au premier niveau de Landau. En particulier, nous pouvons considérer les polynômes
de degré N indicés par la position de leurs zéros :

f (z) =
NY

i=1

(z � Zi). (5.94)

L’énergie cinétique de l’ensemble de ces états est la même, ce qui conduit à une
physique des interactions entre particules inhabituelles. Ainsi, si nous considérons
le problème de deux électrons dans le premier niveau de Landau, la fonction d’onde
exacte du problème est entièrement déterminée par le moment angulaire relatif m et
le moment angulaire M du centre de masse :

 m,M(z1, z2) = (z1 � z2)m (z1 + z2)M e�
1
4 (z1z1+z2z2). (5.95)

Cet état sera un état propre du Hamiltonien quelque soit l’interaction. Son énergie
cinétique est indépendante de m et M : seule l’interaction lève la dégénérescence
entre ces états. Plus précisément, on considère les ”pseudo-potentiels” de Haldane
qui ne dépendent que du moment relatif m :

vm =

⌦
 m,M

��� V̂
���  m,M

↵
⌦
 m,M

���  m,M
↵ . (5.96)

De façon générale, ces pseudo-potentiels décroissent avec m. Ces valeurs discrètes
d’énergie décrivent la levée de dégénérescence des états du premier niveau de Lan-
dau sous l’e↵et des interactions, à condition que leur intensité soit faible devant le
gap de Landau ~!c afin de rester dans le premier niveau. Pour un potentiel répulsif
(positif), ces valeurs sont positivistes : elles décrivent des états liés à 2 corps en
présence d’un fort champ magnétique. En e↵et, en présence d’un gradient de po-
tentiel central, la force de Lorentz est normale au gradient, donc dirigée le long des
équipotentielles : les deux particules orbites le long d’équipotentielles déterminées
par le le moment angulaire ! Après avoir discuter des spécificités de la physique des
niveaux de Landau, retournons à un niveau de Landau complètement rempli.
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5.8.3 E↵et Hall quantique entier
Nous considérons un niveau de Landau rempli dans une géométrie de disque,

qui préserve la symétrie de rotation. Dans cette géométrie, les états propres possibles
sont de la forme (5.89), avec un moment cinétique m allant de 0 à N�1. Un niveau de
Landay rempli correspond à N électrons. La fonction d’onde correspondante s’écrit
dont comme un déterminant de Slater (par antisymétrisation du produit des fonctions
d’onde) :

 (z1, · · · , zN) =

���������������

z0
1 z0

2 · · · z0
N

z1
1 z1

2 · · · z1
N

z2
1 z2

2 · · · z2
N

...
...

...
...

zN�1
1 zN�1

2 · · · zN�1
N

���������������

e�
1
4
P

j z jz j . (5.97)

On peut exprimer ce déterminant (de Vandermonde) comme un polynôme

 (z1, · · · , zN) =
NY

j,k=1
j<k

(z j � zk) e�
1
4
P

j z jz j . (5.98)

Afin d’étudier les propriétés de cet état, R. Laughlin a introduit une analogie avec
un plasma classique particulièrement utile. Considérons pour cela la normalisation
de la fonction d’onde

Z
dz1 dz2 · · · dzN | (z1, · · · , zN)|2 =

Z
dz1 dz2 · · · dzN e��Uc (5.99)

avec � = 2 et

Uc (z1, · · · , zN) = �
X

k<l

ln |zk � zl| +
1
4

X

k

|zk |2 . (5.100)

Nous reconnaissons dans l’équation (5.99) la fonction de partition d’un plasma de
charge +1 évoluant dans un plan en présence d’un fond neutralisant. En e↵et, en
dimension deux, la relation entre la circulation du champ électrique le long d’un
contour C et la charge Q ponctuelle située en r = 0 à l’intérieur du contour donne
une équation de Poisson modifiée

I
dr.E = 2⇡Q ) r.E = �r2V(r) = 2⇡Q�(r). (5.101)

Une charge ponctuelle en r = 0 crée donc un champ électrique et un potentiel scalaire

E (r) =
Q
r2 r ) V(r) = �Q ln

r
r0
. (5.102)

L’interaction Coulombienne en dimension deux correspond donc bien au potentiel
logarithmique apparaissant dans l’expression (5.100) avec r0 = lB. Le second terme
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de l’équation (5.100) s’interprète comme le couplage des charges ponctuelles au
potentiel induit par une distribution de charge continue. En e↵et

� r2
 

1
4
|z|2

!
= �1

r
@r

0
BBBB@r @r

r2

4l2B

1
CCCCA = �

1
l2B
= �2⇡nB. (5.103)

où la densité d’états dans un niveau de Landau nB a été définie en (5.30). Cette
équation correspond à l’équation de Poisson définissant le potentiel induit par une
densité de charge homogène �nB neutralisant la collection de charge ponctuelles.

Nous pouvons maintenant utiliser notre connaissance d’un plasma classique de
charges : l’interaction Coulombienne entre charges tend à homogénéiser la densité
de charges en le rendant localement neutre. Cette neutralité est obtenue si la densité
n de particules satisfit la relation

n � nB = 0. (5.104)

Nous retrouvons donc la relation de remplissage du niveau de Landau ! Cette analo-
gie nous indique que la norme de la fonction d’onde à N particules décroit exponen-
tiellement dès que des fluctuations de positions autour de la situation homogène sont
induites : la contribution significative de ces fonctions d’onde correspond une à une
distribution homogène des particules dans le niveau de Landau.

5.8.4 E↵et Hall quantique fractionnaire
Etat fondamental. L’e↵et Hall quantique fractionnaire apparait dans des
échantillons faiblement désordonnés lorsque la densité d’électrons n est une fraction
⌫ de la densité d’états nB d’un niveau de Landau. Les premières fractions observées
correspondent à ⌫ = 1/m où m est un entier impair. La manifestation de cet e↵et est
similaire à celle de l’e↵et Hall quantique entier, avec une conductivité longitudinale
négligeable et une conductivité transverse quantifiée :

�xx ' 0 ; �xy = ⌫
e2

h
. (5.105)

Peu de temps après la découverte de cet e↵et, R. Laughlin a proposé une fonction
d’onde décrivant l’état fondamental de cet état de la matière. Les fractions ⌫ = 1/m
correspondent à un premier niveau de Landau partiellement rempli : elles corres-
pondent donc toujours à des états de la forme (5.93). La fonction d’onde proposée
par R. Laughlin est

 1/m (z1, · · · , zN) =
NY

j,k=1
j<k

(z j � zk)m e�
1
4
P

j z jz j . (5.106)

Pour tout entier m impair, cette fonction d’onde est bien anti-symétrique par échange
de deux particules. Il s’agit donc bien d’une fonction d’onde de fermions. Si nous
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reprenons l’analogie du plasma, nous faisons maintenant intervenir une temp”rature
inverse � = 2/m et des charges ponctuelles m. La relation de neutralité du plasma
impose maintenant le bon facteur de remplissage

n m � nB = 0 ) n =
1
m

nB = ⌫ nB. (5.107)

Cette fonction d’onde est une approximation particulièrement précise du fondamen-
tal pour de nombreuses interactions entre particules à ce facteur de remplissage. Elle
est la fonction d’onde exacte pour des potentiels approchés construits à partir des
pseudo-potentiels de Haldane. Si nous considérons à partir d’une interaction V̂ , les
pseudo-potentiels vm correspondant et le potentiel approché

Ṽ =
m�1X

m0=0

vm

X

k<l

Pm0 (k, l), (5.108)

où Pm0 (i, j) est un projecteur qui sélectionne les états où les particules k, l ont un
moment angulaire relatif égal à m0. Ṽ est donc obtenu en négligeant les contributions
du potentiel initial V̂ correspondant à des moments angulaire élevé. L’état (5.106)
est un état propre de ce potentiel : dans cet état, toutes les paires de particules ont
un moment relatif au moins égal à m (exactement égal à m si les autres particules
sont infiniment éloignées). Ainsi Ṽ 1/m = 0. Le moment angulaire de chaque paire
d’électrons est entier : les excitations élémentaires de cet état reviennent à diminuer
le moment angulaire d’une paire (car ce sont les seuls degrés de liberté dans le pre-
mier niveau de Landau), ce qui conduit à une énergie d’excitation discrète, et donc à
un gap d’énergie d’excitation. L’écart du potentiel initial à ce potentiel e↵ectif peut
être traité comme une perturbation si celle-ci est plus faible que ce gap d’excitation.

Excitation de basse énergie. Les excitations de basse énergie de l’état de Laughlin
sont obtenues en incrémentant (ou diminuant) le moment angulaire des électrons de
la phase. La fonction d’onde correspondante de quasi-trou, qui dépend de la position
Z s’écrit

 +1/m (Z; z1, · · · , zN) =
NY

j=1

(z j � Z)  1/m (z1, · · · , zN) . (5.109)

La fonction de quasi-particule correspondante s’écrit

 �1/m (Z; z1, · · · , zN) =
NY

j=1

(2@z j � Z)  1/m (z1, · · · , zN) . (5.110)

Reprenons l’analogie avec le plasma classique pour analyser la fonction d’onde du
quasi-trou :

��� +1/m (Z; z1, · · · , zN)
���2 = e��(Uc+U+), (5.111)
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avec un terme additionnel par rapport au fondamental :

U+ = �m
NX

j=1

ln
���z j � Z

��� . (5.112)

Ce potentiel correspond à l’interaction d’une charge +1 localisée en Z avec les
charges +m constituant le fondamental. L’excitation élémentaire de l’état fondamen-
tal de Laughlin correspond donc à une fraction ⌫ = 1/m des particules initiales. En
particulier, elle porte une charge q⇤ = ⌫e. Cette charge a été observée, en particulier
dans les expériences de bruits de grenaille dans le transport tunnel entre deux états
de bord d’e↵et Hall quantique fractionnaire.

L’existence de cette charge fractionnaire des excitations élémentaires de l’e↵et
Hall quantique fractionnaire peut se déduire d’un argument de jauge déjà utilisé dans
la géométrie de Corbino au paragraphe 5.4 : nous considérons l’évolution du système
lors d’un changement adiabatique du flux � à l’intérieur du disque de �0. Ce quan-
tum de flux Aharonov-Bohm pouvant être absorbé par un changement de jauge, les
fondamentaux avant et après variation du flux sont identiques à une phase près. Nous
savons que

�d�
dt
=

I

C
dr.E = ⇢xy

I

C
dr. (J ⇥ ẑ) = ⇢xy

I

C
J. (ẑ ⇥ dr) = ⇢xy

dQ
dt

(5.113)

où Q est la charge comprise à l’intérieur du contour C. Ainsi, après l’augmentation
d’un quantum de flux �0 du flux �, cette charge a varié de

�Q = ��xy�0 = �⌫
e2

h
h
e
= �⌫e. (5.114)

Cet argument nous impose donc un transfert de charge fractionnaire d’un bord à
l’autre de l’échantillon lors d’une variation du flux d’une unité. Les bords de l’e↵et
Hall quantique fractionnaire sont donc constitués de particules (excitations collec-
tives) de charge fractionnaire.





Chapitre 6

Conductivité de Hall et Nombre de
Chern

6.1 Conductivité de Hall et Nombre de Chern

6.1.1 Conditions aux limites généralisées
Nous avons vu dans la discussion de l’argument de Laughlin qu’un flux de

Aharonov-Bohm pouvait être éliminé par changement de jauge s’il était multiple
du quantum de flux �0.

Un potentiel de jauge constant ne modifie les fonctions d’onde qu’à travers la
phase : il peut être éliminé par une transformation de jauge, sauf sur les bords
d’un échantillon. C’est ce qui nous a permis de décrire �xy comme une fonction
du transfert de charge entre les deux bords dans une géométrie Corbino. Nous nous
intéressons ici à un point de vue alternatif, dans lequel �xy est exprimé comme une
fonction de réponse de la phase dans une géométrie sans bord. La façon la plus na-
turelle d’obtenir une géométrie sans bord est d’imposer des conditions aux limites
périodiques dans les deux directions, ce qui n’est pas possible. Nous généralisons
donc ces conditions aux limites précédentes,

I

C1

A.dr = �x ;
I

C2

A.dr = �y (6.1)

pour tout chemin C1 allant de x = 0 à x = Lx et C2 allant de y = 0 à y = Ly.
L’invariance jauge :

⇣
Ax, Ay

⌘
!

 
Ax +

�x

Lx
, Ay +

�y

Ly

!
(6.2)

 (x, y)!  0(x, y) = ei2⇡
✓
�x
�0

x
Lx
+
�y
�0

y
Ly

◆

 (x, y) (6.3)

implique une invariance de nos états quantiques par variation d’un quantum de flux
des flux �i ! �i + �0, i = 1, 2. Cette périodicité en �0 dans chaque direction du



78 Topologie et Géométrie en Matière Condensée

�

�

�1

�2

Figure 6.1 – Conditions aux limites généralisées pour un échantillon d’e↵et Hall quantique,
faisant intervenir deux flux Aharonov-Bohm �1 et �2 dans les deux directions.

flux revient à considérer un ensemble d’états ou un Hamiltonien H(�x,�y) défini
sur un tore [0, �0] ⇥ [0, �0]. La présence des potentiels vecteurs constants provenant
des flux externes �↵ sur un système avec une géométrie de tore (conditions aux
limites périodiques) peut être également incorporée dans des conditions aux limites
généralisées :

 (x + Lx, y) = ei2⇡ �x
�0 �(x, y) ;  (x, y + Ly) = ei2⇡ �y

�0 �(x, y) (6.4)

6.1.2 Conductivité et transport adiabatique

Nous considérons la réponse d’un état fondamental unique  0 avec un gap
d’énergie avec les premiers états excités Cet état ne peut être modifié que d’une
phase après variation d’un des flux �↵ de �0 (cet argument ne s’applique pas à l’e↵et
Hall quantique fractionnaire dont le fondamental est dégénéré sur un tore).
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Afin de déterminer la réponse de cet état fondamental à un champ électrique,
nous choisissons d’incorporer le champ électrique via la jauge 1

V = 0 ; A = A(0) + �A(t) ; �A(t) = �Et. (6.5)

Avec ce choix de jauge, la réponse de l’état fondamental 0 à un champ électrique se
ramène à l’étude de l’évolution adiabatique de cet état sous l’e↵et d’un Hamiltonien
Ĥ[A(t)] dépendant lentement du temps, analogue à la situation considérée au para-
graphe 3.2. Nous considérons donc une base {| n(t)i}n d’états propres instantanés du
Hamiltonien. Au premier ordre en perturbation, nous écrivons

��� ̃n(t)
E
= | n(t)i + i~

X

m,n

| m(t)i h m(t)| @t | n(t)i
✏m(t) � ✏n(t)

e�
i
~

R t
0 dt0✏n(t0). (6.6)

Pour un opérateur Ô, nous obtenons à l’ordre le plus bas
D
 ̃n(t)

��� Ô
��� ̃m(t)

E
= h n(t)| Ô | m(t)i

� i~
X

m,n

1
✏m � ✏n

h@t n(t)|  m(t)i h m(t)| Ô | n(t)i

+ i~
X

m,n

1
✏m � ✏n

h n(t)| Ô | m(t)i h m(t)| @t n(t)i + · · · (6.7)

Nous cherchons maintenant à variation temporelle sur le Hamiltonien : si nous
considérons deux états n , m,

h n(t)|  m(t)i = 0 ) h@t n(t)|  m(t)i = � h n(t)| @t m(t)i . (6.8)

De même

h n(t)| Ĥ(t) | m(t)i = 0 (6.9)

) ✏m(t) h@t n(t)|  m(t)i + ✏n(t) h n(t)| @t m(t)i + h n(t)| @t Ĥ(t) | m(t)i = 0
(6.10)

) h n(t)| @t m(t)i = 1
✏m � ✏n

h n(t)| @t Ĥ(t) | m(t)i . (6.11)

Nous pouvons maintenant écrire l’équation (6.7) restreinte à l’état fondamental sous
la forme

D
 ̃0(t)

��� Ô
��� ̃0(t)

E
= h 0(t)| Ô | 0(t)i

+i~
X

n,0

1
(✏n � ✏0)2


h 0(t)| @t Ĥ(t) | n(t)i h n(t)| Ô | 0(t)i

� h n(t)| @t Ĥ(t) | 0(t)i h 0(t)| Ô | n(t)i
�
.

(6.12)

1. Rappelons les conditions entre potentiels et champs B = r ⇥ A et E = �rV � @tA.
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Dans le cas présent, @tH = �H/�A↵E↵. Nous cherchons à déterminer le courant
moyen dans le fondamental J↵ =

D
 ̃0(t)

��� Ĵ↵
��� ̃0(t)

E
où l’opérateur courant se déduit

du couplage minimal : Ĵ↵(r) = �H/�A↵(r). En reportant dans l’expression ci-dessus,
nous obtenons

J↵ = h 0(t)| �H
�A↵
| 0(t)i

+ i~
X

m,0

1
(✏m � ✏0)2

"
h 0| Ĵx | mi h m| Ĵx | 0i Ex + h 0| Ĵy | mi h m| Ĵx | 0i Ey

� h m| Ĵx | 0i h 0| Ĵx | mi Ex � h m| Ĵy | 0i h 0| Ĵx | mi Ey

#
(6.13)

= + i~
X

m,0

1
(✏m � ✏0)2

h
h 0| Ĵy | mi h m| Ĵx | 0i � h m| Ĵy | 0i h 0| Ĵx | mi

i
Ey

(6.14)

=�xyEy (6.15)

soit

�xy = �
i~

LxLy

X

m,0

1
(✏m � ✏0)2

h
h 0| Ĵx | mi h m| Ĵy |0i � h 0| Ĵy | mi h m| Ĵx |0i

i
.

(6.16)

6.1.3 Conductivité de Hall et nombre de Chern

�xy =

� i~
LxLy

X

n,0

1
(✏0 � ✏n)2

h
h 0| Ĵx | ni h n| Ĵy | 0i � h 0| Ĵy | ni h n| Ĵx | 0i

i
(6.17)

| 0i : état fondamental du système. | ni : états excités du système (avec un gap
d’énergie).

Avec nos conditions aux limites : A↵ = �↵/L↵ soit un opérateur courant

Ĵ↵(r) =
�H

�A↵(r)
= L↵

@H
@�↵

(6.18)

Nous en déduisons une conductivité

�xy = �i~
X

n,0

1
(✏0 � ✏n)2

"
h 0|

@H
@�x
| ni h n|

@H
@�y
| 0i � h 0|

@H
@�y
| ni h n|

@H
@�x
| 0i

#
(6.19)
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| 0i et | ni sont états propres du Hamiltonien, donc

h 0|  ni = 0) �
@�↵ h 0|

� | ni = � h 0|
�
@�↵ | ni

�
. (6.20)

De même

h 0|H | ni = 0 (6.21)
) �

@�↵ h 0|
�

H | ni + h 0|
�
@�↵H

� | ni + h 0|H
�
@�↵ | ni

�
= 0 (6.22)

)h 0|
�
@�↵H

� | ni = (✏n � ✏0) h 0|
�
@�↵ | ni

�
. (6.23)

En reportant dans l’expression de la conductivité de Hall, nous en déduisons

�xy = �i~
X

n,0

h�
@�x h 0|

� | ni h n|
⇣
@�y | 0i

⌘
�

⇣
@�y h 0|

⌘
| ni h n|

�
@�x | 0i

�i

(6.24)

= �i~
h
@�x h 0| @�y | 0i � @�y h 0| @�x | 0i

i
(6.25)

Pour un grand système : �xy doit être indépendant du flux : égal à sa valeur
moyenne, donc

�xy =
1
�2

0

Z
d2� �xy(�) (6.26)

=
e2

h2
1

2⇡i

Z
d2�

h
@�x h 0| @�y | 0i � @�y h 0| @�x | 0i

i
(6.27)

=
e2

h2
1

2⇡

Z
d2� B(0)(�). (6.28)

L’intégrale de la courbure de Berry sur une surface fermée s’appelle le premier
nombre de Chern du fibré correspondant.

Cette propriété fait de la conductivité de Hall une quantité robuste au désordre,
aux interactions, etc tant que le gap n’est pas fermé.

6.2 Point de vue alternatif : Lagrangien de Chern-
Simons

6.2.1 Lagrangien de Chern-Simons et conductivité de Hall
Nous considérons un ensemble de fermions décrit par un champ  (r) couplé à

un champ électromagnétique A(r), qui joue le rôle de source de champ magnétique,
mais également de source afin de calculer les corrélations de courant dans le système.
Nous pouvons décrire cet ensemble de fermions par un Lagrangien qui permet de
générer les fonctions de corrélations du courant

h jµ(r1) j⌫(r2) =
�

�Aµ(r1)
�

�A⌫(r2)

Z
D D exp

⇣
iL[ , , Aµ] + iLem[Aµ]

⌘
(6.29)

Z
D D exp

⇣
iL[ , , Aµ] + iLem[Aµ]

⌘
= exp

⇣
iLe f f [Aµ] + iLem[Aµ]

⌘
. (6.30)
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Nous nous intéressons aux premiers termes de son développement en Aµ(r) :

Le f f [Aµ] = �
1
2

Z
drdr0 Aµ(r) Pµ⌫(r � r0) A⌫(r0) + . . . (6.31)

Pµ⌫(r � r0) correspond à la polarisabilité de la phase électronique. Dans un métal, sa
transformée de Fourier Pµ⌫(k) possède des pôles correspondant aux aux excitations
particule-trou de basse énergie ou de grande longueur d’onde (petit |k|). Si nous nous
intéressons à une phase possédant un gap d’excitations au dessus du fondamental,
Pµ⌫(k) sera donc régulière à petit k. La réponse électromagnétique à grande échelle
de la phase considérée est obtenue par un développement aux premiers ordre en k de
ce Lagrangien. Nous identifions les termes généraux de Le f f [Aµ] invariants par les
transformations de jauge :

Aµ(rµ)! A0µ(r
µ) = Aµ(rµ) + @µ f (rµ). (6.32)

Ces termes s’expriment naturellement en fonctions des champs physiques E et B :

Le f f [Aµ] = �
1
2

Z
dr Bj(r) � jk Bk(r) � 1

2

Z
dr E j(r) p jk Ek(r) + . . . (6.33)

�i j est la susceptibilité magnétique, et p jk les corrections à la constante diélectrique.
En deux dimensions d’espace, un terme supplémentaire est autorisé :



4⇡
✏µ⌫�Aµ@⌫A� (6.34)

qui est bien invariant de jauge, mais ne s’exprime ni en fonction de E, ni de B. Sous
une transformation de jauge (6.32), ce terme est modifié en

S0CS =


4⇡

Z
drdt ✏µ⌫�

⇣
Aµ + @µ f

⌘
@⌫ (A� + @� f ) (6.35)

=


4⇡

Z
drdt


✏µ⌫�Aµ@⌫A� + ✏

µ⌫�Aµ@⌫@� f + ✏µ⌫�@µ f@⌫A� + ✏
µ⌫�@µ f@⌫@� f

�

= SCS +


4⇡

I
dxµ ✏µ⌫� f@⌫A�. (6.36)

Ainsi S0CS ne di↵ère de SCS que par un terme de bord, qui l’on peut choisir nul en
imposant f = 0 sur les bords du système (ce qui revient à prendre des conditions aux
limites fixées).

Considérons maintenant les fonctions de réponse linéaire extraites de cette action
(en utilisant @tA j = E j) :

Ji = �
�S
�Ai
=



2⇡
✏i j@0Aj = ✏i j



2⇡
E j (6.37)

) �xy =


2⇡
e2

~
= 

e2

h
. (6.38)



6. Conductivité de Hall et Nombre de Chern 83

facteur : 1/~ de l’action. Facteur e2 de courant de charge . *** A FAIRE ***
Ainsi le terme de Chern-Simons est responsable de la quantification de la conduc-

tivité de Hall des phases en dimension deux possédant un gap d’excitation. C’est un
argument très général, non spécifique à l’e↵et Hall quantique, et valable pour toute
phase caractérisée par un nombre  non nul.

6.2.2 Quantification de 
On reprend la géométrie des conditions aux limites généralisées : état fondamen-

tal paramétré par deux flux �1 et �2. L’action électromagnétique ci-dessus devient

Le f f [�] = �̇i pi j�̇ j +


4⇡
✏ i j�i�̇ j (6.39)

Il n’y a aucun terme en B car A est uniforme.
Ce Lagrangien est similaire à celui d’une particule dans un champ magnétique b,

de position �1,�2 :
- terme cinétique quadratique : �̇i pi j�̇ j
- couplage au potentiel vecteur : �̇ ja j(�) avec ai(�) = 

4⇡ ✏
i j�i .

Le champ magnétique correspondant vaut

ax = �


4⇡
�2 ; ay =



4⇡
�1 (6.40)

) b(�) =
@ay

@�1
� @ax

@�2
=



2⇡
. (6.41)

Le flux total à travers la surface de base de cette théorie des champs vaut donc
Z

[0,�0]⇥[0,�0]
d� b(�) = (2⇡)2 

2⇡
= 2⇡. (6.42)

*** PB normalisation : �2
0/2⇡ ***

Le flux doit être un multiple de � :  est un entier.
Alternative (cf X.G. Wen) : lien avec point de vue de Berry.

6.3 Retour à un cristal

H =
X

hR,R0i
tR,R0e

i
~A.(R,R0)

���R0
↵ hR| . (6.43)

Etat fondamental : produit antisymétrisé

| 0i = ⌦k2BZ,↵,E↵<µ

��� k,↵
↵
. (6.44)

Or, si | i = | 1i ⌦ | 2i, alors
Z

@T2

h | d | i =
Z

@T2

h 1| d | 1i +
Z

@T2

h 2| d | 2i . (6.45)
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Pour notre état fondamental, nous avons donc
Z

@T2

h 0| d | 0i =
X

k2BZ,↵,E↵<µ

Z

@T2

⌦
 k,↵

��� d
��� k,↵

↵
(6.46)

Au niveau de notre Hamiltonien, nous savons que l’application d’un potentiel
vecteur A = �/L constant revient à décaler uniformément les pseudo-moments k :
Ĥ(k,�) = Ĥ(k + e

~L�). Lorsque � évolue le long du bord du tore

[0, 0]! ⇥
0, �0

⇤! ⇥
�0, �0

⇤! ⇥
�0, 0

⇤! [0, 0] , (6.47)

les moments évoluent le long des chemins

k0 ! k0 +

"
0,

2⇡
Ly

#
! k0 +

"
2⇡
Lx
,

2⇡
Ly

#
! k0 +

"
2⇡
Lx
, 0

#
! k0. (6.48)

Or les états à une particule occupent une surface 2⇡
Lx
⇥ 2⇡

Ly
dans l’espace réciproque.

En particulier, avec des conditions aux limites périodiques dans l’espace réel, les
moments sont quantifiés selon k = (nx

2⇡
Lx
, ny

2⇡
Ly

). Pour chaque bande ↵, nous avons
donc X

nx,ny

Z

@T2

⌦
 k,↵

��� d
��� k,↵

↵
=

Z

@BZ

⌦
 k,↵

��� d
��� k,↵

↵
= n↵. (6.49)

n↵ est le nombre de Chern de la bande ↵ au dessus de la zone de Brillouin. La relation
() se réécrit donc en théorie des bandes :

�xy =
e2

h

X

↵,E↵<µ

n↵. (6.50)

Ainsi pour un isolant bidimensionnel, �xy est une mesure directe des propriétés to-
pologiques des états électroniques constituant son fondamental.

Attention : en présence d’un champ magnétique, les opérateurs de translation
ne commutent pas. Pour certains remplissages, il est possible de définir une cellule
élémentaire magnétique n’ensérant qu’un nombre entier de quantum de flux. On
récupère alors un réseau de Bravais ”e↵ectif”, plus petit que le réseau initial, pour
lequel l’approche précédente s’applique. Le spectre du problème complet en fonction
du flux magnétique par cellule élémentaire est remarquable (spectre de Hofstater).



Chapitre 7

Isolants de Chern

7.1 E↵et Hall dans un cristal

Dans le chapitre précédent, nous avons considéré implicitement une structure
de bande dans un cristal dans laquelle l’invariance par renversement du temps était
brisée. Or en présence d’un champ magnétique, source naturelle pour briser cette in-
variance par renversement du temps, l’invariance par translation du réseau de Bravais
initial est modifiée. Nous discutons cette situation dans cette partie. Plus précisément,
nous considérons une situation où le flux magnétique par cellule élémentaire du
réseau de Bravais est de l’ordre du quantum de flux �0.

Considérons un modèle de liaisons fortes définis sur un réseau de Bravais bidi-
mensionnel (par exemple un réseau carré) :

Ĥ =
X

hR,R0i
|Ri ⌦R0

��� + h.c. (7.1)

En présence d’un champ magnétique, ce Hamiltonien doit être modifié : en particu-
lier, nous devons prendre en compte le déphasage d’Aharonov-Bohm précédemment
rencontré : le long d’un chemin C, un

[...] Hofstater

7.2 Isolant idéal : modèle à deux bandes

Un isolant idéalisé ne comporte que deux bandes d’énergie : une bande de va-
lence sous le gap et une bande de conduction. La description d’un tel isolant requiert
donc un Hamiltonien de Bloch Ĥ(k) en tout point k de la zone de Brillouin, agissant
sur un espace de Hilbert de dimension 2. Ce hamiltonien peut être représenté par une
matrice de taille 2 ⇥ 2 paramétrée par 4 fonctions réelles hµ(k) selon

H(k) = hµ(k)�µ = h0(k)�0 + ~h(k) · ~� (7.2)
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où nous avons utilisé une base de matrice 2 ⇥ 2 hermitiennes constituée de �0 = I
et les trois matrices de Pauli �µ pour µ = x, y, z. Ce Hamiltonien peut donc être in-
terprété comme décrivant un spin 1

2 couplé à un champ magnétique h(k) qui varie
continûment lorsque le point k évolue sur la zone de Brillouin. Il est possible de choi-
sir une base des espaces de Bloch Hk qui soit continu sur la zone de Brillouin. Les
fonctions hµ(k) peuvent alors être choisies périodiques sur cette zone de Brillouin.
Le spectre du Hamiltonien (7.2) est simplement donné par

✏±(k) = h0(k) ± |h(k)| (7.3)

Cette structure de bande correspond à celle d’un isolant si les deux bandes ne se
croisent jamais, c’est-à-dire si |h(k)| ne s’annule jamais Plus précisément cette condi-
tion est nécessaire mais non su�sante : nous devrions imposer que h0(k) varie peut
à l’intérieur du gap, c’est-à-dire que le minimum de ✏+ est supérieur au maximum de
✏�. Nous allons voir que h0 ne modifie pas la nature des états propres, et donc les pro-
priétés topologiques associées. Nous allons donc nous intéresser à cette situation qui
généralise la notion d’isolant. En utilisant des coordonnées sphériques (h = |h|,', ✓)
pour décrire le vecteur h(k) = (hx(k), hy(k), hz(k)) :

h(k) = h(k)

0
BBBBBBBB@

sin ✓(k) cos'(k)
sin ✓(k) sin'(k)

cos ✓(k)

1
CCCCCCCCA , (7.4)

l’état propre de la bande de valence ✏�(k) est défini (à une choix de phase arbitraire)
par

|u�(h)i =
 
� sin ✓

2
ei' cos ✓

2

!
. (7.5)

Cette expression nous indique que la norme h = |h| du vecteur h et la fonction h0
ne joue aucun rôle dans la nature de ces états propres. Seuls la direction du vecteur
unitaire ĥ(k) sur la sphère détermine ces états. Or nous savons qu’il n’est pas possible
de définir un champ de vecteur |u�i sur la sphère S 2 : il possède nécessairement des
singularités ponctuelles, c’est-à-dire des vortex. L’existence de ces défauts est une
manifestation de la non-trivialité du fibré vectoriel considéré, découverte en 1931
par Dirac et Hopf [1]. Nous avons déjà rencontré ce problème dans discussion des
fonctions d’onde d’une charge couplé à un monopole dans le paragraphe ? ? ?. En
e↵et, la situation où le vecteur h(k) couvre la sphère S 2 complète lorsque k varie
dans la zone de Brillouin peut être vue, si h(k) est identifiée à un champ magnétique,
comme le résultat de la présence d’un monopole à l’intérieur du Tore de Brillouin :
le flux magnétique à travers la zone de Brillouin vaut alors 4⇡. Nous retrouvons ici
ce problème en réalisant que la fonction d’onde (7.5) n’est pas définie au pôle nord
✓ = 0 où cet état dépend toujours de l’angle ' qui y est mal défini. Nous réalisons que
quelque soit le changement de jauge e↵ectué sur cet état (7.5), il n’est pas possible
d’éliminer le vortex initial du pôle nord, mais seulement de changer sa position sur
la sphère.

Nous avons donc besoin d’un outil permettant de détecter si h(k) couvre ou non la
sphère S 2 complète lorsque k varie dans la zone de Brillouin. Si h(k) était un champ
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magnétique, nous considérerions le flux magnétique à travers la zone de Brillouin.
Dans le cas présent, l’analogue du champ magnétique correspond à la courbure de
Berry B(�)(k), le pendant du flux magnétique à travers la zone de Brillouin est le
(premier) nombre de Chern obtenu en intégrant la courbure de Berry :

c(�) =
1

2⇡

Z

BZ
B(�)(k). (7.6)

Ce nombre de Chern, obtenu en intégrant un flux à travers une surface ne s’applique
qu’aux isolants en dimension d = 2, correspond à une zone de Brillouin bidimen-
sionnelle.

Revenons maintenant à nos états propres (7.5) du Hamiltonien (7.2) : la courbure
de Berry s’exprime alors selon

B(�)(k) =
1
2

ĥ(k) ·
 
@ĥ(k)
@kx

⇥ @ĥ(k)
@ky

!
dkx ^ dky, (7.7)

corresponding to a Chern number

c(�) =
1

4⇡

Z

BZ

h(k)
|h(k)|3 ·

 
@h(k)
@kx

⇥ @h(k)
@ky

!
dkx ^ dky. (7.8)

Cette expression correspond à l’index de la fonction h(k) qui transforme le tore
de Brillouin vers (une partie de) la sphère S 2. Cette indice compte ”l’enroulement”
de cette transformation autour de la sphère. Elle permet donc de distinguer les fonc-
tions qui ne pourront être continûment déformées les unes dans les autres.

7.3 Le modèle de Haldane
Un des modèles les plus simples à étudier et possédant une phase possédant un

gap d’énergie et caractérisée un nombre de Chern a été proposé par D. Haldane en
1988 [2]. Ce modèle est défini comme un modèle de liaisons fortes sur le cristal
nid d’abeilles du graphène, avec des couplages t entre plus proches voisins, t2 entre
second voisins, et un potentiel d’amplitude M alterné sur les deux sous réseaux A et
B du graphène. La Hamiltonien correspondant s’écrit

H = t
X

h i, j i
|ii h j| + t2

X

hh i, j ii
|ii h j| + M

2
6666664
X

i2A
|ii hi| �

X

j2B

| ji h j|
3
7777775 . (7.9)

Dans cette définition, |ii représente un état localisé au site i (orbitale atomique),
h i, j i représente une somme sur chaque paire de plus proches voisins, hh i, j ii sur
chaque paire de seconds voisins sur le cristal hegaxonal dont A et B sont les deux
sous-réseaux.

Des flux magnétiques sont ensuite ajoutés à ce modèle de façon à ce que le
flux total à travers la cellule unité du réseau de Bravais soit nul. Ainsi ces flux
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magnétiques brisent l’invariance par renversement du temps sans briser la symétrie
de translation du modèle initial : une description du modèle en terme de Hamilto-
nien de Bloch au dessus de la zone de Brillouin est toujours pertinente. Ces flux
induisent, via un mécanisme d’Aharonv-Bohm des déphasages qui peuvent être pris
en compte à travers une substitution de Peierls sur les couplages entre second voi-
sins uniquement : t(0)

2 ! t(0)
2 ei�. Le Hamiltonien de Bloch correspondant à (7.9) est

un Hamiltonien agissant sur un espace de Hilbert à deux composantes décrivant les
composantes de fonctions d’onde sur les deux sous-réseaux. Il peut donc être pa-
ramétré selon ? ? ? avec les fonctions

h0 = 2t2 cos �
3X

i=1

cos(k · ai) (7.10a)

hx = t [1 + cos(k · a2) + cos(k · a3)] (7.10b)
hy = t [sin(k · a2) + sin(k · a3)] (7.10c)
hz = M � 2t2 sin � [sin(k · a1) � sin(k · a2) + sin(k · a3)] (7.10d)

où les vecteurs ai sont définis sur la figure 4.1. qui correspond bien à une convention
permettant à ces fonctions d’être périodique sur la zone de Brillouin : h(k+G) = h(k)
avec G un vecteur du réseau réciproque.

−⇡ 0 ⇡

0

3
√
3

−3√3
�

M�t2

C1 = −1 C1 = +1
C1 = 0

C1 = 0

Figure 7.1 – Diagramme des phases du modèle d’Haldane (7.10) représenté en fonction
du flux Aharonov-Bohm � associé à la brisure de symétrie de renversement du temps, et
le potentiel alterné M/t2 associé à la brisure de symétrie de parité. Les di↵érentes phases
isolantes sont caractérisées par le nombre de Chern c(�) de leur bande de valence.

Afin de déterminer le diagramme des phases, nous commençons par déterminer
la di↵érence d’énergie entre les deux bandes ✏+(k) � ✏�(k) = 2|h(k)| qui est non nul
sauf lorsque |M|/t2 = 3

p
3 sin �. Le long de cette ligne, h(k) s’annule en un point de

la zone de Brillouin. Pour M = � = 0 nous récupérons la situation du graphène où
le gap s’annule en deux points K et K0 de la zone de Brillouin. Le diagramme des
phases, représenté sur la figure 7.1 consiste donc en trois phases isolantes, séparées
par la ligne précédente correspondant à une phase semi-métallique.
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Les trois phases isolantes ne sont pas équivalentes : leur bande de valence
possèdent un nombre de Chern di↵érent. En conséquence, une transition entre ces
phases est associée naturellement à la fermeture du gap d’énergie, nécessaire pour
faire varier cette propriété topologique des états de la bande de valence. La valeur
du nombre de Chern est déterminée directement depuis l’expression (7.8), ou en
remarquant que l’enroulement de la fonction ĥ(k) sur la sphère peut être déduite
du nombre de croisements (compté algébriquement) de cette fonction avec une di-
rection (un rayon) fixé : si elle s’enroule une seule fois, ce nombre doit être de 1,
indépendant du rayon choisi, et 0 (ou 1 fois dans deux ”sens opposés”) si elle ne
s’enroule pas complètement sur la sphère. En choisissant cette direction selon l’axe
0z, nous commençons à identifier les vecteurs k tel que ĥ(k) croise l’axe Oz, c’est-
à-dire tel que hx(k) = hy(k) = 0. Ces points correspondent donc naturellement aux
points de Dirac K,K0 du graphène. Le nombre de Chern vaut donc

c(�) =
1
2

X

k=K,K0
sign [h(k) · n̂(k)] , (7.11)

où n̂(k) = ±êz est le vecteur normal à la surface ⌃ en k. Ce calcul direct donne

c1 =
1
2

"
sign

 
M
t2
+ 3
p

3 sin(�)
!
� sign

 
M
t2
� 3
p

3 sin(�)
!#
, (7.12)

dont les valeurs sont représentées sur la figure 7.1.
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