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Avant Propos

Le but de ce cours est de proposer, au travers de deux exemples, une introduction aux
techniques et aux questions générales de I’étude des “systemes désordonnés”. Le choix
de ces deux exemples est personnel, et vise a illustrer deux cas distincts de systemes
désordonnés : d'une part des phases ordonnées perturbées par du désordre (par exemple
des impuretés), et d’autres part des phases intrinsequement désordonnées, les phases
amorphes. Le choix s’est porté sur un exemple d’effet quantique, et un de physique clas-
sique.

Localisation électronique. Le premier cas sera illustré par I’étude du transport électronique
quantique dans les solides. La présence d’impuretés dans ces solides, associée a la nature
quantique (ondulatoire) des électrons, conduit aux effets de localisation dont il est question
dans la partie I de ce cours. Au dela de l'illustration d’une phase désordonnée, ce choix est
justifiée par I'introduction qu’il permet a la physique quantique mésoscopique. Cette phy-
sique s’intéresse aux propriétés d’échantillons solides a tres petite échelle (micrométrique).
A ces échelles, la nature ondulatoire des électrons devient importante : couplée a la présence
de désordre tel que des impuretés, elles conduit a des phénomenes de localisation (faible)
des électrons. Il s’agit d’'une excellente illustration de I'importance de la caractérisation
des fluctuations d’observables physiques dans les systemes désordonnés.

Les Verres de spins. Le cas des solides amorphes est illustré de fagon naturelle par
I’exemple des verres de spins. En effet, bien que leur compréhension soit encore loin d’étre
satisfaisante, il s’agit sans doute de la phase amorphe la mieux comprise. On peut ainsi
déterminer un modele statistique simple, le modele de verres de spins d’Ising d’Edwards-
Anderson, qui capture la physique essentielle de ces verres de spins. Il permet d’illustrer
la difficulté de résolution des modeles frustrés, avec des contraintes a différentes échelles
incompatibles entre elles . Cette partie est 'occasion de passer en revue les techniques
analytiques développés pour résoudre ces modeles a ’approximation du champ moyen, et
d’approcher la dynamique hors d’équilibre de ces verres, appelée vieillissement.
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1 La matiere mal condensée ?

1.1 Matiere condensée, ordre et fluctuations thermiques

L’étude de la matiere consiste a identifier les différentes phases des composés et les
propriétés associées a chaque phase. Cette identification est associée a la caractérisation
de lordre (symétrie) : longue portée (solide), courte portée (liquide), ou absence totale
(gaz). Un diagramme des phases typiques est celui de la figure 1.1.

T

|

Fi1G. 1.1: Diag. des phases générique.

A haute température, les fluctuations thermiques détruisent I'ordre & longue portée. Pres
d’une transition de phase, ’étude des fluctuations autour d’'une phase ordonnée s’avere
aussi cruciale. L’étude de 'effet de ces fluctuations est faite dans la cadre habituel de la
physique statistique. A basse température, différents ordres a longue portée apparaissent.
Les solides sont caractérisés par un ordre orientationnel et translationnel a longue portée
(en plus des symétries de la maille cristalline), mais d’autres types d’ordre existent ; par
exemple dans les cristaux liquides formés de longues molécules.

D’autres phases peuvent exister sous l'effet des fluctuations quantiques, qui ne seront
pas étudiées dans ce cours : ordre supraconducteur, superfluide, effet Hall quantique (ordre
topologique), etc.

1.2 Notion de désordre

Le but de ce cours est I’étude de l'effet de fluctuations d’un autre type (ni thermiques, ni
quantiques) qui modifient et parfois détruisent I'ordre de ces phases de basse température :
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FiG. 1.2: Illustration de différents ordres de basse température sur les cristaux liquides.

il s’agit des impuretés et autres défauts, souvent hors d’équilibre, qui sont naturellemtent
présents dans les matériaux réels. Ce domaine a longtemps été négligé (associé a une
physique de matériaux sales) jusqu’a ce que soit identifiée I’émergence de nouveaux com-
portements universels associés a ce désordre. On peut comprendre 'importance de cette
étude en réalisant que les cristaux parmi les plus purs réalisés actuellement (par exemple
6/9 : pureté de 99,9999%) contiennent de l'ordre d’une impureté par cube de 100 atomes
de coté. Ceci ne correspond pas a des distances si grandes que ca entre impuretés, et 'effet
de ces dernieres sur les propriétés des solides mérite une étude particuliere. Cette étude
correspond au domaine de la physique des systemes désordonnés, ou plutét des matériaux
mal condensés. Il touche donc des aspects physiques tres différents : solides désordonnés,
alliages, impuretés dans les supraconducteurs, verres, verres de spin, etc. Cependant des
techniques et des questions communes existent qui justifient la définition de ce domaine
en tant qu’unité, malgre ’absence d’un cadre formel bien défini.

Naivement, on peut remarquer d’emblée qu’il existe deux grands types de systemes
désordonnés :

1. Les systemes dans lesquels les impuretés ou défauts viennent perturber une phase
ordonnée, par exemple des impuretés ponctuelles dans un métal. Ce désordre va
modifier perturbativement (a faible concentration) les propriétés de la phase. Lorsque
son intensité augmente, il peut éventuellement détruire 'ordre de celle-ci et donner
naissance a une nouvelle phase. Ce qui nous amene au second type de systemes
désordonnés.

2. Dans les solides amorphes (les verres), le désordre est intrinsequement 1ié a la nature
de la phase : dans un verre, des (groupes d’) atomes sont répartis aléatoirement, et
c’est cette répartition aléatoire gelée qui caractérise la nature amorphe de la phase.
On ne vise plus ici a étudier les perturbations des propriétés du composé induite par
le désordre, mais & caractériser une phase intrinsequement désordonnée. Il apparait
maintenant que ces phases sont perpétuellement hors d’équilibre, ce qui complique
sérieusement leur étude. Des exemples de phases amorphes correspondent aux verres
et solides trempés, aux polymeres amorphes, aux verres de spin (solides comportant
une forte concentration d’impuretés magnétiques).

Chacun de ces deux types de systemes désordonnés sera illustré par un exemple dans
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ce cours.

1.3 Description statistique des systemes désordonnés

Il serait illusoire de vouloir décrire exactement les propriétés d’un échantillon qui contient
des impuretés réparties aléatoirement (les grandeurs thermodynamiques dépendraient d’'un
tres grand nombre de variables telles que les positions des impuretés, leur type, etc). Dans
la description habituelle des phases d’un gaz, nous n’essayons pas de caractériser une phase
a partir des positions et des vitesses des constituants (les atomes) mais & partir des lois
de distribution statistiques de ces positions et vitesses. Ici nous allons procéder de fagon
similaire, et supposer que le désordre d’un échantillon peut étre caractérisé par certaines
lois de distribution : distribution des positions, des couplages, etc. En d’autres termes, un
échantillon désordonné correspond au tirage d’'un certain nombre de variables (le désordre)
selon une ou plusieurs loi de distributions.

1.3.1 Nature du désordre

Il peut parfois étre commode de classer les types de désordre en deux grandes classes :
celui qui ne modifie pas la topologie de la phase ordonnée considérée (solide), et celui qui
la modifie localement.

Désordre cellulaire

Dans un solide, une structure élémentaire (cellule) est répétée périodiquement sur un
réseau. Un premier type de désordre consiste a modifier certaines cellules de ce réseau. Il
peut s’agir de la substitution d’atomes de type A par des atomes de type B (impuretés,
alliages binaires), ou du remplacement d’une cellule par une configuration contenant le
méme nombre d’atomes, mais ordonnés différemment (par exemple la glace). Dans ce
dernier cas, la caractérisation statistique du probleme passe par la loi de distribution
des positions des cellules substituées, leur densité, et leur type (variables éventuellement
couplées).

Désordre topologique

Exemple : dislocations, disclinaisons, lacunes, (défauts ponctuels), joints de grains, plans
de macles, etc. (voir la figure 1.3). Le cas extréme correspond au réseau aléatoire dans
lequel la connectivité de chaque site est une variable aléatoire. Le cas des verres semble
appartenir a cette catégorie.

1.3.2 Désordre gelé ou désordre recuit

Une fois déterminée la nature du désordre, il convient de caractériser son évolution
temporelle. Dans le cas d’atomes B substitués dans un solide, le temps caractéristique de
diffusion de ces atomes B est extrémement long, bien plus long que les temps typiques
d’expérience, les temps de propagation des électrons, phonons, etc. Il est donc naturel de
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12 La matieére mal condensée 7

FiG. 1.3: Hlustration de défaut topologique : une dislocation en dimension deux.

décrire les propriétés des solides correspondants en supposant ces impuretés figées dans
une configuration hors d’équilibre. On parle alors de désordre gelé (quenched disorder en
anglais). Dans le cas des dislocations, il est possible qu’elles évoluent (méme lentement)
durant la durée d’une expérience si elles ne sont pas accrochées par d’autres impuretés.
On parle alors de désordre recuit (annealed disorder en anglais).

1.3.3 A propos des fluctuations des observables

D’apres la définition précédente des systemes désordonnés, lorsque nous considérons
une grandeur thermodynamique O, il nous faut maintenant nous préoccuper d’une part
de sa valeur moyenne d’ensemble (O);, c’est-a-dire de la valeur moyenne de O sur la loi
de distribution qui décrit ses variations sous l'effet des fluctuations thermiques. Mais il
nous faut aussi considérer une valeur moyenne par rapport aux fluctuations induites par
le désordre, notée (O),,.,. Que veut dire précisément cette moyenne sur le désordre ? Un
échantillon est caractérisé par une réalisation D du désordre, tirée selon une distribution
P(D). Dans cet échantillon, 1'observable O prend une valeur qui a priori dépend (de
fagon complexe) de la valeur D du désordre. D’un échantillon a 'autre, O(D) fluctue : ces
fluctuations sont dues au désordre. Afin de déterminer ce qu’il est pertinent de mesurer
expérimentalement, il convient donc de considérer les différentes possibilités pour la loi de
distribution due au désordre Pges(O).

Considérons pour cela un systéeme de “taille” N (nombre de degrés de liberté), et la
distribution Py.s(N,On) de O sur 'ensemble des échantillons désordonnés de méme taille.
Trois cas doivent étre différencier dans la limite thermodynamique :

1. grandeurs automoyennantes. Il s’agit du cas ou , dans la limite thermodynamique,
Opn prend une valeur déterminée Oy, avec probabilité 1. L’observable O ne fluctue
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1.3 Description statistique des systémes désordonnés 13

plus d’échantillon & échantillon, ou plus exactement ses fluctuations sont négligeables.
Une conséquence technique tres importante est qu’il suffit de calculer la valeur
moyenne (O) ., sur le désordre, bien plus facile a déterminer que la loi de distribu-
tion complete ou sa valeur typique. Ces grandeurs auto-moyennantes sont souvent
des grandeurs additives (extensives) telles que I’énergie libre, la conductivité, etc.
Pour s’en convaincre, considérons la somme Sy de N variables x; tirées selon une
loi de distribution P(z) de valeur moyenne (z) et second moment (z?). On trouve
facilement

(SN)=N(z) ;  (S3)=N(N-1)(=)*+N (2? (1.1)

ce qui implique une variance

o

1

on = ((S%) = (53)%)" = (N((a?) — (%) " = N (1.2)

Ainsi dans la limite de grand N, les fluctuations relatives s’annulent (o / (Sny) — 0) :
Sn est bien une grandeur auto-moyennante. Ceci permet de comprendre pourquoi
une grandeur additive F' est automoyennante : il est toujours possible de découper
un échantillon de taille macroscopique en un grand nombre m d’échantillons de plus
petite tailles (mais non microscopiques), associées a des valeurs F;. Dans la limite
d’une découpe de plus en plus fine, on peut écrire F' = . F; — m (F;) = (F). Les
termes de couplages de bords de domaines ont étés négligés.

Remarque :

a) Le résultat ci-dessus sur Sy est en fait une conséquence du théoreme de la
limite centrale qui prédit que Sy est assymptotiquement distribuée selon une
loi normale-gaussienne :

1 _(stév%»?
~ 2N {(x
ARV

A Faire : Loi des grands nombres .

2. Convergence en loi. Dans ce cas, P(N,Oy) admet une loi limite P*(O) (différente
d’une loi 0). Il convient donc de faire attention aux quantités pertinentes expérimentalement.
Si 'on prend deux échantillons, O prendra deux valeurs distinctes O, Q2. Quelles
prédictions peut-on faire sur ces résultats 7 L’idéal est bien str de pouvoir décrire la
statistique complete de O P(O). Si la loi P(O) n’est pas trop large, il est équivalent
de décrire Pensemble des moments (O™). A défaut, les deux premiers moments nous
renseignent sur les résultats possibles : en général, bien que la valeur la plus probable

1
Opyp est différente de (O), elle ne s’en écarte que de l'ordre de <O2>2. La prudence
est cependant de mise dans cette situation. Notons que dans ce cas,

(0%) — (On)?
(On)?

tend vers une valeur finie lorsque N augmente.
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14 La matieére mal condensée 7

3. Lois larges. C’est le cas extréme, pour lequel la physique (moyenne) est souvent
dominée par les fluctuations rares. Un exemple simple est celui du produit IIy =
1Y, z;i de N variables :

(My) = (@Y ; (%)= ()" =
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Premiere partie

Transport Quantique : la Localisation
Electronique

David Carpentier / 29 mars 2007 Introduction aux Systemes Désordonnés






2 Localisation électronique : introduction

Dans cette partie, nous allons nous intéresser au transport électronique dans les métaux
désordonnés. En présence d’impuretés, la dynamique classique des électrons est décrite
comme une diffusion élastique. La probabilité de transmission d’un électron d’un point
a un autre satisfait alors a une équation de diffusion. Les seuls effets quantiques pris
en compte sont ceux de la statistique d’occupation des états (de Fermi-Dirac). Cette
description de Drude-Sommerfeld, qui est remarquablement efficace, suppose donc que la
nature ondulatoire des électrons (paquet d’ondes) ne joue aucun role dans ces propriétés
de transport. On parle d’électrons incohérents.

L’étude de la dynamique quantique de ces électrons couplés & un environnement dyna-
mique (les phonons, les autres électrons, etc) permet de caractériser le temps de cohérence
de phase 74 de ces électrons. De facon intuitive, il s’agit du temps au dela duquel la phase
des électrons est statistiquement indéterminée. Naturellement, ce temps augmente lorsque
la température baisse : 74 ~ T~ P. Dans le cas des électrons de conductions, on peut lui
associer une longueur, la longueur de cohérence de phase de ces électrons, qui est donnée
par Ly = vpTy olt v est la vitesse de Fermi du gaz d’électrons. Nous nous attendons a
ce que la théorie de Drude-Sommerfeld s’applique lorsque cette longueur est négligeable
devant les autres longueurs du probleme, et en particulier devant la taille de I’échantillon
L > L. Pour des échantillons de taille inférieure a la longueur de cohérence de phase Ly,
une nouvelle description du transport électronique doit étre développée. Elle doit prendre
en compte les effets interférences (ondulatoires) des électrons. Le domaine correspondant
est celui de la physique mésoscopique [4, 10, 12], auquel nous allons nous intéresser dans la
suite de cette premiere partie. Plus particulierement, nous nous intéresserons essentielle-
ment aux situations de transport diffusif cohérent, dans lesquelles les électrons rencontrent
un grand nombre d’impuretés au cours de leur trajet :

lballistique L Ly, Lya L, < L¢- (21)

Nous allons commencer par préciser le domaine d’application du transport classique.

Notations. G dénotera la conductance, g la conductance adimentionnée définie par G =
g €2/h. o désigne la conductivité, R la résistance et p la résistivité.
2.1 Rappels sur le transport électronique dans des solides

2.1.1 La théorie de Drude-Sommerfeld

Les propriétés de conduction électrique des solides sont bien décrites par la théorie de
Drude-Sommerfeld. Dans la théorie de Bloch, les électrons sont considérés comme clas-
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18 Localisation électronique : introduction

siques (ils diffusent classiquement dans un potentiel aléatoire). De plus les collisions suc-
cessives sont supposés indépendantes les unes des autres. Nous verrons par la suite que
ces deux hypotheéses sont violées a basse température.

Ces électrons ne sont pas libres, mais interagissent avec un potentiel induit par les ions du
cristal. D’apres le théoreéme de Bloch, les fonctions d’onde des électrons de conduction ont
alors la méme périodicité que le potentiel (cristal), et sont donc étendues dans ’échantillon.
Cette périodicité induit également 'existence de niveaux d’énergie interdits, qui donnent
des bandes d’énergie dans la limite thermodynamique. Les interactions entre électrons ne
font que modifier la masse de ces électrons autour de la surface de Fermi (théorie du liquide
de Fermi-Landau). On peut donc utiliser la théorie de Drude qui donne Iexpression de la

conductivité )
ne-Tel
ODrude — W (22)

oil 7¢; : temps moyen entre 2 collisions élastiques! (3 haute température, collisions avec
phonons, ou entre électrons). Lorsque la température 7' augmente, la densité de phonons
augmente ce qui réduit bien 7.; et donc oprude-

2.1.2 Condition d’application de la formule de Drude

Cette formule est une formule de physique classique. Les effets ondulatoires peuvent étre
négligés tant que le libre parcours moyen [, = vp7e est grand devant la longueur d’onde
Ar des électrons, soit

le > Ap = kpl > 1. (2.3)

Cette condition s’appelle condition de Ioffe-Regel[12]. Elle peut étre convertie en une
condition sur la conductivité o de Drude (2.2). En exprimant le nombre d’électrons N
dans un gaz de Fermi en dimendion D = 3,

413
N= % * 2= ;“—EL?’, (2.4)
spin
on obtient, par unité de volume,
o= i:;—i = 3;—;_} %% avec m*vp = hkp = h2w/\p (2.5)
= oA\p = %%k}?le > e_h? (2.6)

ot nous avons introduit le quantum de conductance e?/h. La condition de Ioffe-Reggel
(2.3) s’écrit alors oAp > 5.107°Q), ou encore, avec A\ de l'ordre de quelques Angstrom
(valeur typique dans les métaux)

p=o0"1< 100 puQem. (2.7)

LCeci n’est strictement vrai que pour une interaction de contact isotrope.
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2.2 Lois d’échelles - Renormalisation du pauvre 19

Au dela commence un nouveau régime dans lequel les fluctuations quantiques (et plus
précisément les effets d’interférences) ne peuvent plus étre négligés. Le cadre théorique
adapté a cette description est alors celui de la localisation d’Anderson que nous allons
brievement décrire.

2.2 Lois d’échelles - Renormalisation du pauvre

Cette idée de lois d’échelle a été formulée par la “bande des quatre” [2] : Abrahams,
Anderson, Licciardello et Ramakrishnan (1979). Elle propose un cadre général dans lequel
situer les différentes études de transport électronique.

Cette approche de lois d’échelles est réminiscente des idées utilisées dans I'étude des
transitions de phases : le comportement (statistique) d’un systéme avec un nombre N de
degrés de liberté (a 1'échelle L) est déduit de celui d’un systeme avec N — dN degrés de
liberté (a I’échelle L —dL). Cela permet de déterminer les différents régimes et transitions
de phases entre eux.

L’idée des quatre auteurs précédents est de supposer que la seule grandeur nécessaire a
la caractérisation du comportement d’échelle du transport électronique est la conductivité.
Il s’agit de I’hypothese de loi d’échelle a un seul paramétre, la conductance. En d’autres
termes, la conductance o(L) a I’échelle L ne dépend que de la conductance a ’échelle
L — dL. Une des justifications de cette hypothese sera donnée dans le chapitre suivant a
I'occasion de I'étude des fils désordonnés, une autre provient des idées de Thouless sur la
localisation [1].

2.2.1 Fonction d’échelle ((g)

Une facon commode de décrire le comportement d’échelle de la conductance adimen-
sionnée g(L) est de définir une fonction d’échelle 5(g) définie par la relation

dlng(L)
dln L

B(g) (2.8)

Cette définition est analogue a la définition rencontrée dans le contexte de 1’'étude des
transitions de phase par le groupe de renormalisation. Comme dans ce contexte, il convient
de faire ici attention a ce que la fonction (3(g) n’est pas universelle (elle est modifiée par une
reparamétrisation de g par exemple). Seules certaines de ses propriétés (pentes, etc) sont
universelles autour des points fizes, qui définissent par exemple le comportement critique
autour d’une transition.

Dans notre cas, nous n’allons pas dériver de fagon controllée cette fonction (3(g), mais
seulement deviner son comportement & partir de deux cas limites connus.

Limite métallique (grande conductance)

Dans ce cas les effets quantiques sont négligeables (les effets du désordre sont faibles),
et nous pouvons utiliser la loi d’Ohm. Celle-ci spécifie par exemple que U = RI. Afin
de s’affranchir de la dépendance de R en la taille L du systeme, il est plus commode de
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20 Localisation électronique : introduction

définir la résistivité p, grandeur intensive qui lie la densité j de courant électrique qui
traverse I’échantillon et le champ électrique créé E = pj. Pour un échantillon de taille L,
la conductance G(L) = R™Y(L) est reliée & la conductivité o = p~! par la relation?

g(L) = oL%2 (2.9)

Dans cette limite de grand g, on obtient donc le comportement constant de la fonction

B(g)
Blg) =d—2 (2.10)

Nous verrons par la suite que les corrections de faible désordre a cette formule sont de
la forme ((g) =d — 2 — a/g ou « est positif.

Limite isolante (faible conductance)

Dans la limite de faible g, nous nous attendons a ce que tous les états électroniques
soient exponentiellement localisés autour des impuretés. Les centres de localisation de ces
états sont réparties au hasard dans I’échantillon, et I’énergie des états localisés est elle-
méme aléatoire. En particulier deux états localisés proches dans l’espace ont avec une
forte probabilité deux énergies propres tres différentes, ce qui exclue toute hybridation de
ces états®. A température finie, une conductivité de saut est possible, mais & température
nulle nous nous attendons & une conductance qui décroit exponentiellement avec la taille
L de I’échantillon :

goce FE, (2.11)
De cette relation nous tirons le comportement de la fonction d’échelle dans ce régime
B(g) = Ing + cte, (2.12)

et ceci en toute dimension.

Digression la conductivité par saut a portée variable (VRH, variable range hopping).
Entre deux sites distants de [ > &, la conductance est proportionnelle au recouvre-
ment des fonctions d’onde g oc |(1h1[¢2)]? =~ e~!/¢. Par ailleurs, le nombre d’états
électroniques dans un volume L% est n(0)L? ou n(0) est la densité au niveau de
Fermi. L’écart typique en énergie AE; est donc de l'ordre de AE;, ~ (n(0)L4)~!
qui se réexprime en fonction de l’écart typique en énergie entre 2 états localisés
AEj,. : AEp = AE;,.(¢/L)%. Nous en tirons donc un ordre de grandeur de AEj,. ~
(n(0)€?)~1. La conductance tunnel entre deux états localisés s’exprime alors comme

g oc e /e A (2.13)

ou le premier terme correspond au recouvrement, le second a la probabilité que les
fluctuations thermiques ramenent les deux énergies au méme niveau, c’est-a-dire soient
d’ordre AEj,.. A basse température T° < 1, la distance typique lyy, entre 2 états
qui participent au transport du courant vaut donc ly, ~ (&/n(0)kT)Y 4+ soit
o o exp [—cte(To/T)l/(d“)] Voir & ce sujet l'article de Ambegaokar, Halperin et
Langer [5] sur analogie avec la percolation d’un réseau de résistances aléatoires.

20n ajoute les résistances en série dans la direction du courant, et en parallele dans les directions trans-
verses : g(L) = L ' g14(L) et g1a(L) = o /L.
311 conviendrait de faire un peu plus attention aux états résonnants entre états localisés distants...
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B(g) |

Fi1G. 2.1: Flot de renormalisation de la conductance g en dimension 1,2, 3. L’extrapolation
entre les deux limites connues est indiquée en trait pointillé.

2.2.2 Extrapolation et conséquences

Si nous supposons que (3(g) est monotone et continue, nous obtenons alors le résultat
de la figure 2.1.

D’apres la définition de [3(g), nous savons que le signe de cette fonction indique 1’aug-
mentation ou la diminution de g avec I’échelle. Le résultat de la figure 2.1 nous indique
ainsi qu’en dimension 1 et 2, la conductance g diminue toujours avec la taille. Comme nous
n’incorporons ici que des effets de désordre dans notre description du transport, ce com-
portement isolant est relié avec la localisation de tous les états électroniques en dimension
1 et 2 (la situation est différente en présence d’un couplage spin-orbite). Toujours d’apres
la figure 2.1, la situation est différente en dimension 3 ou 'existence d’un point g. ou 3(g)
s’annule correspond & une transition métal-isolant. Lorsque g > g., 3(g) est positive et la
conductance augmente avec la taille : le systeme est un métal dans lequel une partie des
états électroniques n’est pas localisée. Lorsque g < g, la situation est analogue au cas des
dimensions inférieures avec des états localisés.

Etude qualitative de la transition (cf cours sur transitions de phase) : soit s la pente de
la fonction ((g) en g., et € écart a la transition € = |Ing — In g.|. On obtient facilement
différents résultats en fonction de s (ici l =1InL) :

dIng =slnd =5 m L =1 Les=lo)
dl 9e 9e 9e
s e—m B0 ()
9e Ye Ly

Nous avons défini £ comme ’échelle a partir de laquelle le régime macroscopique (métallique
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avec loi d’'Ohm) est atteint :
cte
§ ~ LOm,
ce qui définit 1/s comme un des exposants critiques du probleme. Le comportement de la
conductivité dans les deux régimes s’en déduit : dans le régime métallique la conductivité
est fixée & Péchelle ¢ (au dela elle est constante par la loi ’Ohm) o(£) ~ £279g(¢) ~
cte €@=2)/s D’aprés la relation d’Einstein, cette conductivité est reliée au coefficient D

de diffusion des fluctuations de densité. Le résultat qui précede signale donc une diffusion
anormale de ces fluctuations.

Remarques Pour aller plus loin sur ces lois d’échelle, on pourra s’intéresser &

1. les simulations numériques (Kramer et al.) : en accord avec loi d’échelle & 1
parametre.

2. lapproche de théorie des champs : modele ¢ non linéaire (O(n) ou super-
symétrique). Mais pas d’exposants critiques...Par contre il s’agit d’un cadre
conceptuel important pour comprendre la description de la transition métal-
isolant d’Anderson.

~500 Mott

\l/

\
§

p(T) lhp

(Hncm)

10+ /
—— — 1

e 400
Tk) “°

é
—

1/7

F1G. 2.2: Représentation schématique du comportement de la résistivité d’'un métal (3D)
en fonction de la température. Dans un métal faiblement désordonné, dp/dT >
0 & toute température. Lorsque la concentration en impuretés augmente (sens
de la fleche), nous nous attendons & ce que dp/dT change de signe, lorsque p
dépasse une valeur de quelques 100u2em. Au dela de cette concentration, le
comportement de basse température est celui d’un isolant.

Nous avons représenté, sur la figure 2.2, le comportement attendu de la résistivité d’un
échantillon métallique tridimensionnel en fonction de la température. Lorsque l'intensité
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du désordre augmente, le sens de variation de cette résistivité bascule a basse température,
et un comportement isolant est sensé apparaitre a température nulle et fort désordre. La
transition d’Anderson correspondrait a la densité d’impuretés pour laquelle la résistivité
est indépendante de cette température.

(S-Sci/kbar
-1 0 1

6 3 Y v T v 600

L & insutator metat ]
af 7 S2Mort ¢ - 400

(47!2]-1103 o ! 02(Qcm}-2

2r 1200

- (a) i

i 1 1 -] °.‘b_x [l ] 3

-50 -30 <10 0 2 [ 10

(n/ne-1}103

Fia. 2.3: Données obtenues dans du Silicium dopé au Phosphore. Lorsque la concentration
en dopant varie, le matériau passe d’'un état isolant & un état métallique. La
courbe représente l'inverse de la susceptibilité diélectrique (isolant) et le carré de
la conductivité (métal), afin d’étudier le comportmeent critique de la transition.
D’aprés Paalanen et Thomas, Helv. Phys. Acta 56 (83), p.27

Sur la figure 2.3, nous avons reporté les courbes expérimentales de la conductivité et de
la susceptibilité diélectrique du Silicium dopé au phosphore. Il s’agit d’un exemple clas-
sique de transition métal-isolant lorsqu’on varie le désordre (concentration en dopant, le
Phosphore). Cependant, la situation est différente de celle du métal désordonné : a concen-
tration nulle en dopant, le composé est un bon isolant. Lorsqu’on introduit des atomes de
Phosphore, des électrons périphériques se trouvent localisés autour de ces atomes répartis
aléatoirement dans I’échantillon. A concentration importante (pres du seuil de percolation),
les états électroniques entre sites voisins (dans I'espace et/ou en énergie) s’hybrident. Ce
mécanisme de délocalisation des électrons permet le passage, lorsque la densité d’impuretés
augmente, une transition vers un comportement métallique. Il s’agit bien d’une transition
induite par le désordre (impuretés) et les effets quantiques (hybridation des sites). Ce-
pendant, le probleme principal dans I'identification de cette transition avec le mécanisme
proposé par Anderson vient des interactions Coulombiennes & longue portée. Dans un iso-
lant, ces interactions entre les porteurs de charge introduit par le Phosphore ne sont par
écrantées. De plus, leur role dans cette transition de délocalisation électronique s’avere
crucial.
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3 Fils quantiques désordonnés : le
formalisme de Landaiier

3.1 Localisation dans un fil désordonné

Par fil, nous entendons un échantillon dont les dimensions transverses L, , L. sont petites
devant L,. Plus précisément, nous allons considérer le cas ou la diffusion des électrons est
limitées dans les directions transverses L, L., et ne se produit effectivement que dans la
direction z. Nous considérerons la situation ou toutes ces longueurs sont plus petites que
Ly, la longueur de cohérence de phase des électrons (voir la suite et cours de cohérence
quantique).

Lballistiqum Ly, L. <L, < Lfi)' (31)

La longueur Lypaistique €st d’ordre le libre parcours moyen élastique L.

Lz

-

Ly

F1G. 3.1: Géométrie unidimensionnelle considérée : L, > L., L,. Nous supposons ici que
la condition d’unidimensionnalité correspond a une diffusion quantique effective
dans une seule dimension. Cette condition sera précisée dans le chapitre suivant.

3.1.1 Formalisme de Landauer

Nous allons commencer par dériver la formule de Landauer pour la conductance in-
trinseque d’une portion de fil. Nous reviendrons par la suite sur le probleme de la mesure
de cette conductance.

Formule de Landauer pour une portion de fil.

Considérons une portion de fil désordonné que nous allons décrire comme une boite
noire. Pour étudier les propriétés électriques de la boite noire, nous pouvons commencer
par considérer les flux d’électrons entrant et sortant de la boite a droite et a gauche de
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26 Fils quantiques désordonnés : le formalisme de Landaiier

celle-ci (Figure 3.2). Ces courants, notés jf%L, sont reliés entre eux par une matrice de
probabilité :

‘R

N I
—
T R’T i
J1 JZ

Fia. 3.2: Boite noire décrite par 2 coefficients réels R,T" qui relient les courants d’électrons
entrants et sortants de la boite.

G =G =) Ct) 52

La conservation du courant et I'invariance par renversement du temps impose R = R, T =
Tet R=1-T.

Appliquons maintenant une différence de potentiel chimique ps — 1 = —e 6V entre les
bornes de cette boite noire. Cela correspond a une différence de densité électrique

dn

5n:n2—n1:@

edV (3.3)
Er

Cette différence de densité est reliée aux courants électroniques de part et d’autre :

‘R ;L iR ;L

Jittg J2"+ 7 L . L. IR
=tk = = — () (1= T) = — (i — ) (3.4)
VR UF,2 UF vF

on

Par ailleurs le courant électrique I qui traverse le fil peut s’exprimer comme
1 . L . L
I =31 =1 =2 = 2 (3.5)

En utilisant les expressions j* — jL = (1 — R)j# = Tjf et j& — j¢ = (R-1)j{ = -Tj%,

on obtient pour ce courant

T . .
=501 =5, (3.6)
soit pour la conductance
I T1 45 dn

Or dn/dE = dn/dk.dk/dE = 7='m/(h*k) = 1/(xhvg). Ce qui fournit I'expression finale
obtenue par Landauer
B 2T B e T
" hR h1-T
qui exprime la conductance adimensionnée de la boite noire g = G/(e?/h) en fonction de
son coefficient de transmission 7'. Notons que e2?/h correspond au quantum de conductance.

G (3.8)
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3.1 Localisation dans un fil désordonné 27

Formule de Landauer avec réservoirs

Cette formule a donné lieu a une importante et longue controverse due a l’existence
d’une deuxiéme formule (non équivalente) pour la conductance d’un fil connecté a deux
réservoirs (contacts électriques de grande dimension). Pour la comprendre, considérons un
fil, décrit par la boite noire ci-dessus, et connecté a deux réservoirs de potentiel chimiques

w1, o (Figure 3.3).

iR

——
RT L —| Réservoil

J
1 2 I‘l2

Réservoir

Ky

Fi1a. 3.3: Représentation schématique d’un conducteur unidimensionnel relié a deux
contacts électriques, modélisés comme des réservoirs électroniques aux poten-
tiels chimiques w1 et uo. Le fil est modélisé formellement par deux coefficients
de transmission T et réflexion R des courants électroniques.

Nous supposerons que le contact entre le réservoir et le fil se fait sans réflexion (grand
nombre d’états disponibles dans le réservoir). Nous remarquons alors que tous les électrons
qui atteignent la boite noire depuis la gauche viennent du réservoir 1, et sont donc au
potentiel chimique p1. De méme, tous les électrons qui arrivent sur la boite noire depuis
la droite sont au potentiel chimique ps.

1 E(K) 1 E(K)

by Ho
- k & k ©

Fia. 3.4: Lois de dispersion unidimensionnelles des électrons au contact droit et gauche
entre le fil et les réservoirs.

Commencons par dériver une formule utile pour le courant qui traverse le fil dans une
direction s’exprime comme

1 10F

I:env:e%va(Ek) =e—

T e f(E) = 2f/f*(E)dE (3.9)
k k

ou le facteur 2 tient compte du spin des électrons, la fonction f(F) correspond a la densité
d’états a T' = 0, et la relation hv = OE/0k a été utilisée.
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Avec cette formule, le courant droit jf a droite du fil s’exprime donc comme

=7 [aE (e HEa-1) (3.10)

Ce qui nous permet donc d’exprimer le courant a travers le fil comme
) . 2e
=i~ it =5 [ dB TUME) - $HE) (311)

Or a température nulle, [ dE(f{(E)— f£(E)) = u1—p2 (voir Figure 3.4). Nous obtenons
donc I'expression pour le courant I = (2e/h)T (1 — p2) soit pour la conductance
2¢?
G.=—T (3.12)
h
Cette formule est en accord avec celle dérivée par les formules de Kubo (voir la suite),
mais visiblement par avec la précedente, ce qui a généré la controverse précédemment men-
tionnée. Afin de comprendre son sens, commencons par considérer le cas d’un conducteur
parfait (7' = 1). Dans ce cas, la conductance
2¢?
Gop=— 3.13
0= (3.13)
caractérise les contacts entre le fil et le conducteur parfait. On 'appellera donc conductance
de contact dans la suite. Nous remarquons alors que la résistance totale du fil GZ1 de la
formule (3.12) s’exprime (addition de résistance en séries) comme la somme de la résistance
de contact Gy et de la résistance 'intrinséque’ du fil G~ tirée de la formule (3.8) :

h (R e2 1
-1 -1 -1
GGyl =5 (—T + 1) =7 =G; (3.14)

Une conséquence importance est qu’'une mesure de conductance habituelle a deux ter-

minaux donne la conductance avec contacts G alors qu'un mesure & quatre terminaux est
nécessaire pour mesurer G (Enquist & Anderson 81).

Remarques

1. un fil réel comporte en général un grand nombre de modes transverses. Ces
modes correspondent aux différents états propres du potentiel de confinement
dans les directions transverses V(y, z). Tant que V(r) ne dépend pas de z, la
direction du fil, ces modes se propagent librement comme des ondes planes. Le
formalisme précédent s’étend naturellement a la description d’un fil comportant
plusieurs modes indexés par n : le courant d’'un mode n peut étre réfléchi ou
transmis par la boite noire en un courant de mode n’, et nous devons donc
considérer a priori les coefficients 75, v, Ry, /. Le coefficient de transmission
total du mode n est Ty, = 3, Ty, et de reflection total R, = >, Ryns. Les
formules analogues aux deux formules de Landauer précédentes sont

2¢? 4e* 3, T, >, /v,
Ge = TZT""’ ’ G_Tzn(HRn—Tn)/vn (8.15)

n,n’
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i)

—

«— S
A
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S 1
e S
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2

F1a. 3.5: Boite noire décrite par 4 coefficients complexes (matrice S) qui relient les am-
plitudes des fonctions d’ondes d’électrons entrants et sortants de la boite.

2. La formule précédente permet de relier 'importance de la conductance de contact
avec la section du fil. En effet, dans un fil métallique habituel, le nombre N de
modes transverses est grand. Pour que G soir fini, il faut donc que tous les Ty,
soient d’ordre 1/N d’aprés (3.15). Ainsi, 1 + R, — T}, ~ 2+ 1/N. En reportant
dans la deuxiéme équation de (3.15), on retrouve que G = G. dés que N est
grand (quelques pum de diametre pour les fils métalliques).

3.1.2 Matrice S : définition et loi de composition
R/L
@2
boite noire (1/2) et sortante/rentrante (R/L). La matrice S relie les amplitudes sortantes

aux amplitudes rentrantes :
L ! R
af\ _(r t ay
() = (0 ) () 210

1. une autre possibilité est d’utilser les matrices de transfert qui relient les ampli-
tudes de droite af ' aux amplitudes de gauche af L

: amplitude (complexe) de la fonction d’onde de I'électron a gauche/droite de la

Remarques

2. L’unitarité de la matrice est reliée & la conservation du courant dans le fil. Elle
impose
t=1t ; r*t’ = r't* (3.17)

En supposant que les électrons se propagent de facon cohérente entre deux boites noires’

il est possible de dériver la loi de composition de deux matrices : S13 = S12 ® So3. Pour
cela, commencgons par écrire les relations vérifiées par les amplitudes des fonctions d’onde

OO G- e
af tia o) \a5 ’ a? tas  Ths ) \aj

R/L

Il nous reste a exprimer a,’ "~ en fonction des amplitudes des deux extrémités :

ay = rogay + thyak = ros(tioaf’ + ripa3) + thyay (3.19)
tior t
Sab =122 Ry 28 L (3.20)

/ 1 / 3

'le déphasage subit par un électron entre les deux boites est constant, et dans la suite de la discussion,
il est absorbé dans la définition des coefficients des matrices S.
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et de méme

t12 7", t,
o = tigalt 4 rlad = — 12 Ry Tl o (3.21)
1-— 7"127"23 1-— 7‘127‘23
d’oul nous tirons
t12to3 hotast!
afl = togall + rhgal = 5 —aft + (rhy + A2TB ) ok (3.22)
1—risr 1—7rior
12723 12723
! ! !
L t12t19723 ity L
ay = <r12 + —— a{% + 7,3a . (3.23)
1-— 19723 1-— 19723
Ce résultat se récrit
_ tl?t/12 A t,12t,13
ST RTEL e T T (3:24)
t _ t12t23 7,,/ — ,,,,/ t23t23 + 7,,/ :
13 T—r,ras 13 121—77,r23 23

L’interprétation de cette formule est similaire a celle de composition des matrices de
probabilité (replexion multiple).

3.1.3 Loi d’échelle pour la conductivité en dimension 1

L’idée est maintenant d’utiliser ce qui précede pour dériver une formule de récurrence
pour la conductance G,, d’'un ensemble de n boites noires en série. On va choisir ces boites
de taille comparable, de telle fagon que le désordre contenu dans chacune d’entre elles soit
du méme ordre de grande. Autrement dit, les coefficients r;, ¢;, 7, t; des matrices S; qui
caractérisent ces boites soient distribués selon un loi de distibution P(r,t,r’,t").

Considérons donc un bloc de n boites caractérisé par une matrice .S, auquel on rajoute
un n+ léme bloc caractériser par la matrice S. D’apres ce qui précede, nous devons utiliser
la loi de composition des matrices S, et non des matrices de probabilité, pour capturer la
physique de la localisation, associée aux effets d’interférences quantiques. Nous tirons de
cette loi de composition la relation

1 _ﬁ l—l _h 1+RnR—\/RnR2COSG_1
T2 \ T - T.T
ou la phase 0, prise par un électron en un tour entre les 2 dernieres boites, est aléatoire.

Elle sera supposée? uniformément répartie entre 0 et 27 . Elle dépend a priori des phases
des matrices S, et S. En moyennent sur cette phase 6, on obtient

(3.25)

e2

_ h (1+ R.R hl+(1—T)(1—-T)—T,T
1 e g— S — e —
<Gn+1>9 - 62 < TnT 1> 62 TnT (326)
hi(1-T1 1-T,1
:§<ﬁfﬁ+ n%ﬁ (3:27)
h(1-T1-T, 1-T 1-T,
:§< T T, T T, ) (3.28)

2yoir cependant la discussion dans le livre de J.-M. Luck [13] sur la violation de cette hypothése pour le

modele d’Anderson.
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. e . . D 2
Soit en définissant la résistance adimensionnée g~ = <G L.

(gntr) =202 g™ + (g2 ) + (g7 (3.29)
Formule dérivée par Landauer en 1970.

Remarques

1. <G;_1H> ne dépend du désordre aux échelles intermédiaires qu’a travers (G~1), (G,
D’apres cette formule, (G~1) encode toute 'information nécessaire sur le désordre
dans un échantillon. Ce résultat justifie I'hypothese de loi d’échelle a un pa-
rametre qui sera utilisée dans la partie suivante.

2. Cette formule nous montre aussi que la loi d’Ohm est violée dans un conducteur
quantique cohérent. Elle n’est valable (approximativement) que pour les bons
conducteurs de faibles résistances ((G71), (G,;1) < 1).

De cette relation de composition (3.29), on peut tirer le comportement de la résistance
moyenne avec la longueur du fil (loi d’échelle) : supposons que le désordre est suffisamment
faible & I’échelle Ly des boites pour que I'on puisse appliquer la loi d’Ohm & celle-ci :
(Gy 1) = polo ou py est la résistivité du fil. En composant les résistivités des boites
selon (3.29), (G, 1) croit d’abord linéairement avec n jusqu’a ce qu’elle atteigne une valeur
(échelle &) pour laquelle le premier terme de (3.29) ne puisse plus étre négligé. Cette échelle

caractéristique pet étre définie par (Gr}l> =1 = po&, soit

£=—. (3.30)

La nouvelle loi d’échelle est alors une loi de croissance exponentielle (G} 1) ~ (G5 1)(1 +
2(Gy1)). Cette relation peut étre convertie en une équation différentielle dans la limite ou
les boites ont une taille infinitésimale dL :

(G™Y(L 4 dL) = (2(GY)(L) + 1)podL + (G1)(L) (3.31)

- d<G;>(L‘) = (2(G") (L) + 1)po (3.32)
1+2(G"H@)\ (L

S (LEHEDDY (L) 533

= (G7H (L) ~ 2oL (3.34)

ot nous avons utiliser 'approximation de la loi d’Ohm & Iéchelle ¢ : (G71) (&) =1 ~ poé.

Ce résultat montre que la résistivité (G—1)(L)/L diverge & température nulle dans la
limite thermodynamique L — oo. En d’autres termes, un fil infini est toujours isolant,
quelque soit 'intensité de son désordre. Ceci est une conséquence de la localisation de
tous ses états électroniques. Une preuve rigoureuse de ce résultat existe qui utilise la

représentation du probléme en matrices aléatoires®.

Remarques

3Ce résultat est valable pour des modeéles avec symétrie particule-trou : voir la suite.
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32 Fils quantiques désordonnés : le formalisme de Landaiier

1. Dans le cas de N modes transverses, la longueur de localisation est propotion-
nelle a N : & = N&;q.

2. Dans cette premiere remarque, on peut résoudre le paradoxe provenant du
résultat ci-dessus. Il est évident qu’'un fil de cuivre est un bon conducteur. Or
ceci impose, d’apres notre discussion initiale, que la longueur de localisation &
soit plus grande que la longueur de cohérence de phase Ly au dela de laquelle
les résistances s’ajoutent de nouveau en série. Dans un fil métallique, Ly est
de lordre de quelques pum a basse température (quelques K). Or le nombre de
modes transverses est donné a peu pres par le nbre d’atomes dans une section du
fil, soit ~ 10° pour un fil de de 0.1um. Si I’on approxime &; par le libre parcours
moyen ~~ 10A, on obtient & ~ 1Imm > L¢. Ce qui explique que pour les fils de
cuivre habituels, la loi d’Ohm est bien vérifiée, et qu’ils restent conducteurs a
basse température.

3. Naivement, Ly < £ correspond au régime de localisation faible alors que Ly > &
correspond au régime de localisation forte.

4. A faire : méthode DMPK en 1d. Equation de Focker Planck pour les matrices
aléatoires.

5. Importance des symétries : tout ce qui précede concerne les électrons dans un
métal, sans champo magnétique. Il est habituel dans ce contexte de caractériser
le probleme par deux symétries, celle par renversement du temps 7', et celle
de rotation du spin S. Un champ magnétique brise les deux. La classification
de Dyson-Wigner selon S, T (tirée des matrices aléatoires) définit les 3 classes
d’universalité du probleme de localisation selon que ces symétries soient brisées

ou non :
| s | T

Gaussien Unitaire | +/- | -

Orthogonal + | +

Symplectique - +

Mais en 1996, M. Zirnbauer a montré 'existence d’autres classes d’universalités
formelles. Les symétries associées (chirale et particule-trou) se sont révélées liées
a des exemples physiques d’Effet Hall Quantique et de quasiparticules dans les
supraconducteurs). A Faire : Fermions de Dirac (spectre relativiste) .

3.1.4 Le probleme des fluctuations

Dans cette partie, nous revenons sur le sens & donner a la théorie précédente d’une loi
d’échelle & un parametre. En effet, a priori, G™! est une variable aléatoire? qui, pour
une taille finie L, fluctue d’échantillon a échantillon. Quelle est la variable a retenir
dans ce contexte pour décrire le comportement d’échelle 7 Pour comprendre le probleme,
considérons en particulier, dans la phase isolante, la résistance G— ~ e2L/¢. Si ¢ fluc-
tue de fagon gaussienne entre deux échantillons (loi assez naturelle ici), la résistance sera
distribuée selon une loi log-normale, qui n’est pas caractérisée de fagon unique par ses

11’idée de regarder la résistance G~' et non la conductance vient de ce que c’est une variable quasi-
additive, pour lequel le théoreme de la limite centrale pourrait étre utilisée : voir la suite de la discussion.
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3.1 Localisation dans un fil désordonné 33

moments®. Ce probleme du sens de ce parametre de la loi d’échelle, et de la validité de
I’hypothese associée, a donné lieu & une intense controverse (voir en particulier article de
Altshuler, Kravtsov et Lerner (86)).

La bonne variable

Nous allons ici suivre I'idée de Anderson, Thouless, Abrahams et D.S. Fisher (1981) qui
ont montré qu'il fallait chercher, en remplacement de la résistance G~!, une variable f
telle que

i. additivité : (fi2) = (f1) + (f2), ce qui assurera que (f(L)) ~ L.
ii. auto-moyennage : ((Af)2(L))/{(f*(L)) =10 0, ol

(AFHL)) = ((f = (MNP = (2 = (N>
Ces auteurs ont proposés comme candidat possible
f=m1+g7"),

Afin de comprendre leur choix, revenons donc au cas du fil désordonné que nous avons
traité dans la partie 3.1. Nous avons vu alors que g~! = —1 + 1/7 o1t T est le coefficient
de transmission précédemment défini. De cette relation, nous tirons que f = —InT pour
un fil. La loi de composition de f va donc découler de celle (3.25 pour T :

B T
14 RyRy — 2v/R Ry cos 6

Tis (3.35)

ou la phase 0 est une phase aléatoire. Nous en tirons la loi de compositions pour les
variables f :

fiz=fit+ fo+ X2 avee  Xig=In(l+ RiRy — 2v/RiRacos0) (3.36)

En utilisant le résultat de I'intégrale f027r dfIn(a + beosf) = wln[i(a + Va2 — b?], en
posant a = 1+ R1Ry et b = —2y/R1 Ry, il est aisé de vérifier que (X) = 0. Ceci nous
prouve que f vérifié bien la premiere propriété

(fi2) = (f1) + (f2) (3.37)

Reste le probleme des fluctuations.

5La loi log-normale Prn(z) est définie de telle fagon que In z soit normalement distribué :

_ 1112(3:/320)

Prn(x)=¢e 202 [(zV2mo?)

Ses moments valent m, = x36”2“2/2. La loi de distribution P(z) = P (z)(1+asin(27 In(x))) (Ja| < 1)
admet exactement les mémes moments (Feller p.227), ce qui nous donne un exemple d’une loi de
distribution insuffisamment caractérisée par ses moments, car trop ’large’.
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En utilisant ce qui précede, fio—(f12) s’écrit comme la somme de 3 variables de moyennes
nulles :

fiz = (fi2) = (f1 = (f1)) + (f2 — (f2)) + X12 (3.38)
ce qui nous permet d’écrire que
(Af12)%) = (AF)?) +((Af2)?) +(X?) (3.39)

Or la variance de X s’exprime sous la forme (X?2) = % 027T dfIn%(1 4 22 — 2cos ) avec
0 < 2z =+Ri1Ry < 1. Cette fonction est bornée sur 'intervalle 0,1 (elle est nulle en 0
et vaut 72/3 en 1). Elle est représentée sur la Figure 3.6. Ainsi ((Afi2)?) est borné par

<XN2>

=
g P 0N U W

X

0.2 0.4 0.6 0.8 1
FiG. 3.6: Représentation de (X?) en fonction de z = /R Ra.

(Af1)2) + (Af2)?) + %2 Cette borne maximale se comporte donc comme linéairement

avec ’échelle : 2 1
Af2Z (L) = (= 1
(Ao L)) = G =)

Dans le pire ces cas (borne maximale), nous trouvons donc que ((Af)2(L))/{(f)?(L) ~ L1
et tend donc vers 0 dans la limite thermodynamique. f = In(1 + ¢g~') est donc bien une

"’bonne variable’ pour la loi de I’échelle a un parametre . . .L’est-elle vraiment 7 Avant d’aller
plus loin dans notre reflexion, faisons quelques remarques.

Remarques
1. Corrections aux lois d’échelle : f étant une variable auto-moyennante (qui ne
fluctue pas dans la limite thermo), elle permet de définir une conductance ty-
pique g;ﬁ) = el — 1. D’apres ce qui précede, g;JL(L) ~ ¢l — 1. Nous pou-
vons redériver une fonction d’échelle 3(gsy,) pour la conductivité ’typique’, et
la comparer avec notre résultat précédent. Pour cela remarquons d’abord que
In f =1In(al) = df/dIn L = f. Soit pour In g;y, = —In(ef — 1) :

dln giyp ef df =
=—— =—(1 In(1 3.40
InL el —1dInL (1+ geyp) (L + gryp), ( )
ce qui nous donne notre résultat :
_ 1 6
B(gyp) = —(1+9g)In(1 +¢ 1):_1_@_9_2+"' (3.41)
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Ce résultat est bien en accord avec notre résultat précédent pour un bon métal.

2. Que mesure-t-on expérimentalement ? On somme en série des résistances G~1(Ly) :
valeur moyenne (et pas typique) de G1(Ly). ..

Convergence de distributions de probabilité

Remarquons d’abord qu’a L fini, méme une variable auto-moyennante telle que f fluc-
tue (l'ordre de grandeur de ses fluctuations peut étre tres petit). Ces fluctuations sont
caractérisées par une loi de distribution Pr(f). Que signifie alors cette théorie d’échelle
a un parametre ? En effet, si I’on raisonne par analogie avec les situations habituelles de
physique statistique, le groupe de renormalisation ne permet pas uniquement d’identifier
les points fixes du flot de renormalisation (phases ou transitions) pour lesquels le systeme
est invariant d’échelle. Il permet aussi d’identifier les parametres qui controlle ’écart au
point fixe (variables pertinentes) et d’éliminer les variables non pertinentes qui peuvent
étre oubliées dans la détermination de ’approche de ces points fixes®. Dans notre cas, une
variable auto-moyennante admet une loi asymptotique (point fixe) connue : une fonction
delta, caractérisée par un seul parametre f(L — oo. Mais ’écriture d’une loi d’échelle & un
parametre suppose que 'approche de cette loi asymptotique se fait d’une fagon universelle,
décrite par un seul parametre. Autrement dit, la loi de distribution de f & grand L peut
étre caractérisé (dans un sens qui reste a préciser) par un seul parametre. Afin de préciser
le sens de cette convergence en loi, revenons sur le théoreme de la limite centrale.

Celui-ci nous dit (voir l'introduction du cours) que la somme de N variables aléatoires
TN = sz\i 1 G tirés selon une loi de distribution qui possede deux premiers moments finis (g
et Ay, est asymptotiquement distribué selon une loi normale Py (z) = \/ﬁ exp(—(x —

N¢o)?/(2NA)).

i. Il s’agit donc ici d’une convergence a 2 parametres : Ag, (p. Les autres parameétres
caractérisant P(() (par exemple les autres moments) sont non pertinents. Plus N
est grand, et plus la portion de la distribution ("centre’) qui peut étre approximée a
la précision voulue par la gaussienne est importante. Cette approche est décrite par
la loi des grandes nombres.

ii. A N finie, cette convergence de saurait concerner que le ’centre’ de la distribution
et non ses queues dans lesquelles sont contenues les informations non pertinentes.
Toute approche de loi d’échelle qui étudieraient les moments de la loi de distribu-
tion pourrait serait donc a priori suspecte (une meilleur idée ici est de regarder les
moments de la loi de distribution a I’échelle y = (x — N¢p)/(NAy).

iii. Par ’centre’ de la loi de distribution, nous entendons la région [x1,x2] qui contient
une fraction significative arbitraire du poids de la distribution

>
/ P(x)de =1—¢

1

Ici, € est arbitraire. Les queues de la distribution correspondent au complémentaire
de ce 'centre’ dans le support de cette distribution.

Cette description du groupe de renormalisation est volontairement simpliste.
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Nous allons maintenant essayer d’utiliser cet exemple pour affiner notre compréhension
de la loi d’échelle vérifiée par f. En effet, nous avons vu que f vérifie une loi de composition

Jn="Jfo1+ i+ Xno11 (3.42)

A priori, ces trois variables sont corrélés. X,,_; 1 s’exprime en effet en fonction de f,,_; et
f1: en remarquant que R; =1 —-T; =1 — e~ i nous obtenons

Xp—11=In [1 +(1—e 1) —2cos Hn_l,l\/(l —e )1 - e‘fnl)} (3.43)

Nous pouvons alors utiliser notre résultat d’automoyennance de f,, : avec une probabolité
proche de 1, f,, sera d’ordre n a grand n. Il est donc possible de le négliger dans I’expression
de Xn—l,l :

Xn—11~1n [1 +(1—e ) —2cos0y/1 — e—fl} (3.44)

Nous avons maintenant une variable X,,_; ; indépendante de f,,_; et nous pouvons appli-

quer le théoréme de la limite centrale (ou loi des grands nombres) a f, = > ( fl(i) + X;).
Nous obtenons alors une convergence en loi d’échelle a 2 parametres

(fn) = n{f1) (3.45)
2w
(Af)?) =n [((Af1)2 + 2i df In? [1 +(1—e 1) —2cos0V1 — e—fl]] (3.46)
T Jo
Dans la limite de faible désordre f; < 1, X1 ~ In?(1 + 2v/f12cos 6 ~ 4f; cos? 6. Nous
obtenons ainsi que

(Af2)?) = 2n(f1) = 2(fa) (3.47)

L’hypothese de loi d’échelle & un parameétre n’apparait donc justifiée en dimension 1
qu’a faible désordre (ce qui n’est pas vraiment trop sérieux en d = 1 : il est toujours
possible d’imaginer qu’a une échelle trés petite le désordre est faible). Ce résultat jette
par contre un sérieux doute sur le possiblité de décrire la transition d’Anderson par une
théorie a un parametre.

Remarques si L < ¢, la distribution de p est une loi de Poisson P(p) = py te /0.

Ce résultat sur la loi d’échelle & 2 parametres a été vérifié par d’autres techniques.
Voir par exemple Pendry et Slevin (1990).
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3.2 Compléments sur le formalisme de Landaiier
3.2.1 Formalisme pour plusieurs modes électroniques
Nous considérons maintenant un fil quasi-unidimensionnel comportant plusieurs modes

électroniques transverses. Ce fil est analogue & un guide d’ondes électroniques. L’énergie
. P h2k2 "2 k7
des ¢électrons peut s’écrire By + By + 5= = E; + L

7’; 5..-- Les modes 4 qui contribuent
au transport sont ceux a l’énergie de Fermi. Le nombre de valeurs discretes de FE;
inférieures & E'r nous donne donc le nombre de modes transverses de conduction.

Reprenons dans ce cadre le calcul précédent de la conductance a deux terminaux.
La matrice de probabilité M doit maintenant s’écrire :

ik Ru ... Ry ... T, T i
P R .. Ry ... oo T7 i
B = T .. Tij R;H R:’lj j;Ll
JE Lo . By m,o R:;j i
(3.48)

ol R;; est le coefficient de réflexion pour un courant de mode j vers un courant de
mode i et Tj; est le coefficient de transmission pour un courant de mode j vers un
courant de mode i. Introduisons la notation : R; = Zj Rij et T; = Zj T;j.

L’invariance par renversement du temps et 'unitarité de la matrice de diffusion
nous imposent ici : >, Ty = . (1 —R;) et Ry + T/ =1, R, +T; = 1.

Par analogie avec le cas a un mode, l'intensité s’écrit :
e
1= 5% [aB( - R (B) - T (B)
e
> [ aBrE) - ) (3.49)

A température nulle [dE(f{' — f¥) = p1 — po. D’ou :

Ie e?
G=———=— T; 3.50
M1 — 2 hzl.: (8:50)

3.2.2 Formalisme de Buttiker pour la conductance a 4 terminaux

Nous allons maintenant analyser le cas ol le fil est relié & quatre contacts (termi-
naux).

1. Cas a un mode
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Considérons I'interface entre le contact 1 et le conducteur. Ce contact est modélisé
par un réservoir d’électrons thermalisés au potentiel chimique pq. Le courant
provenant du contact 1 vers le conducteur vaut ;. Le courant qui va du
conducteur au réservoir comporte quatre contributions : le courant 1 réfléchi
par le fil, et les courant transmis par le fil et issus des réservoirs 2, 3 et 4. Nous
arrivons en conséquence a ’expression suivante pour le courant électronique au
niveau du contact 1 [9] :

L= ((1= R =Y Tiyy) (3.51)
J#1

On peut généraliser ce résultat sous forme matricielle :

I (1—-Rn) —T1o —T13 —T1y M1

I | _e —1I5 (1= Ra)  —Th3 —T54 p2

Is | h —T3 —T32 (1 — Ra3) —T34 M3

Iy T Ty —Ty3 (1 — Ruaa) Ha
(3.52)

A un facteur e pres, cette matrice peut étre vue comme la matrice de conduc-
tance. Notons qu’en raison de la conservation du courant, la somme de chaque co-
lonne et de chaque ligne est nulle. Considérons maintenant la situation expérimentale
I = —1I5 et que I, = —I;. Nous obtenons

<11) _ < Q11 —a12><,u1—,u3> (3.53)
I —Qi1 2 M2 — 4 '

avec
oy =& (1= R11)S — (Tha + T12)(Tu1 + T1) (3.54)
h S
e (ThoT34 — T14T30)
19 = E S (355)
e (ToaTyz — To3Tur)
91 = h S (356)
N (1 = Ro2)S — (To1 + T3)(T52 + Th2) (3.57)
h S
ou
S =Tio+ T4+ T30+ T34 =To1 +Ty1 + Toz + Tus (358)

(Ces deux sommes sont égales en raison de l'invariance par renversement du
temps) Supposons maintenant que le courant aille du réservoir 1 au réservoir 3.
Les potentiels mesurés sont alors us et g4, avec la condition que les courants
aux contacts 2 et 4 soient nuls. En injectant la condition I = 0 dans la derniere
matrice, on obtient facilement que

el _ (11002 — a20021)
H2 — 4 (0621)

G13724 = (3.59)

Il s’agit de la conductance a 4 terminaux pour une différence de potentiel mesurée
aux bornes 2 et 4 lorsque le courant passe dans 1’échantillon du réservoir 1 vers
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le réservoir 3. On peut généraliser cette démarche et 'appliquer a n’importe quel
couple de contacts, et I'exprimer ainsi :

e? (annag — apa01)S €2 D

€
Gkl = — = — 3.60
M W (TemTm — TenTrm) 1 (T Tim — ThnTim) (8.60)

2. Cas a plusieurs modes
Considérons pour simplifier que tous les terminaux sont identiques et comportent
chacun N modes. La matrice de diffusion de notre échantillon sera désormais
une matrice 4N x 4N. Notons désormais R;; my la probabilité qu'un électron du
terminal i dans le mode m soit réfléchi dans le mode n, et T}; , la probabilité
qu’'un électron du terminal i dans le mode m passe dans le terminal j dans le
mode n. Ainsi, nous pouvons exprimer le courant du réservoir i vers le réservoir

J
e
Lyj=—5 > Tijmntty (3.61)
mn
et le courant qui revient vers le réservoir i
e
L; = -5 Z Riimniti (3.62)
mn
La conservation du courant nous conduit & écrire cette fois >, Iij = £Npu;.

L’expression du courant I; est alors [9] :

I = - ((N = Rig)ui = Y Tj5) (3.63)

J#i

> @

en notant Y Ri;mn = Rii et > Tijmn = Tij.
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4 Localisation Faible et Diffusion Multiple
des Electrons

Nous avons vu au chapitre précédent que dans un fil métallique, la longueur de localisa-
tion & croissait (linéairement) avec le nombre N de modes transverses de ce fil : £ ~ Nl,.
Des effets importants de localisation se manifestent donc pour des tailles L tres grande
devant le libre parcours moyen [., mais aussi pour des longueurs de cohérence de phase
plus grande que £. Or en pratique pour des conducteurs en dimension 2 et 3, lorsque le
désordre augmente, la longueur de cohérence de phase demeure plus petite que que la
longueur de localisation. Les manifestations de la localisation d’Anderson n’apparaissent
donc que sous la forme de corrections (faibles) au comportement de transport classique.
On parle alors de localisation faible, qui est I'objet d’étude de ce chapitre.

Dans cette limite de localisation faible, nous étudions donc les effets perturbatifs sur le
transport électronique de la diffusion par des impuretés. Les outils naturels pour étudier
ces problemes de diffusion sont le formalisme des fonctions de Green que nous allons
rappeler dans un premier temps. Nous introduirons par la suite les développements dia-
grammatique en le désordre qui permettent d’évaluer les corrections de localisation faible
a la conductivité d’un métal.

4.1 Définitions

4.1.1 Le Hamiltonien

Dans toute cette partie, nous allons considérer des électrons sans interaction, perturbés
par un potentiel aléatoire V (r). L’effet des interactions électroniques ne sera pas considéré
ici, de méme que le couplage entre électrons et phonons. Plus généralement, nous suppo-
serons que la diffusion considérée est un processus élastique, c’est-a-dire que les impuretés
sont des objects statiques sans degré de liberté interne. Tous les processus inélastiques (y
compris les interactions entre un électron et la mer de Fermi qui 'entoure) seront pris
en compte phénoménologiquement a travers un temps de cohérence de phase 74 pour
les électrons. Les différents processus de déphasage conduisent tous a un comportement
algébrique de 74 avec la température! :

To(T) >~ TP, (4.1)

'L’interactions entre électrons correspond & p = 2/3 en dimension d = 1 et p = d/2 en d=2,3, alors que
le couplage électrons/phonons correspond & p = 3. Akkermans & Montambaux
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que nous utiliserons par la suite. Le hamiltonien qui décrit ce systeme d’électrons sans
interaction s’écrit donc simplement

2
H = Hy+V avec Hy = b (4.2)
2m
ou V est l'opérateur qui modélise le champ d’impuretés. Plusieurs modélisations sont
possibles pour ce potentiel de désordre. Nous allons maintenant discuter les deux plus
utiles.

4.1.2 Modeéles de désordre

Le désordre modélisé par V peut avoir plusieurs origines : des impuretés ponctuelles
dans un métal, le potentiel coulombien créé par des impuretés distantes (donneurs) dans
une hétérojonction (entre deux semiconducteurs ou un semiconducteur et un isolant), etc.
Selon son origine, ce désordre peut avoir des propriétés différentes, en particulier pour
ce qui est des corrélations spatiales. Nous ne considérerons dans ce chapitre que le cas
générique d’'un désordre gaussien sans corrélation, en le reliant dans un second temps avec
un modele d’impuretés localisées.

Le modele gaussien

Le plus fréquemment, le potentiel de désordre V (r) est modélisé par un champ continu
caractérisé par sa loi de distribution que nous allons choisir gaussienne :

PHV )] = Ziv exp (-% / dry diraV (ry) K (v — r2)V(r2)> (4.3)

ou Zy est un facteur de normalisation. Comme toute distribution gaussienne, celle-ci est
entierement caractérisée par ses deux premiers moments, définis par

/ddr1W(r —r)K(r; —1')=06(r—71) (4.4)
W(ry—ry) = (V(e)V(r2))y 5 (V(r))y =0 (4.5)

ou ()y désigne une moyenne sur P[V]. Si Pon considére un potentiel de désordre avec
corrélation a courte portée, et que ’on se restreint aux propriétes de diffusions des électrons
sur des longueurs d’ondes Ar grande devant cette longueur de corrélation, il est commode
d’approximer la fonction de corrélation W par un fonction delta :

W(ry —ra2) = (V(r1)V(r2))y = v6(r1 —r2) (4.6)

ou v devient le seule parametre de la loi de distribution du désordre. En composantes de
Fourier, ces corrélations valent

(Valy =0+ (VaVar)y = 7ad(a+d.0) (4.7)
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Notons que de facon générale, ’ensemble des fonctions de corrélations moyennes? est
décrite par la fonctionnelle génératrice Z[{j(r)}] définie par

2140} = <exp / ddrj<r>v<r>> (45)

v

d’ott 'on peut tirer les fonctions de corrélations et les cumulants moyens

VOV E)- Vi = s s (19)
VDV Ve = e A | (410)
Ve

Dans le cas du modele gaussien considéré ici, cette fonctionnelle génératrice vaut exacte-
ment

20 = exp (3 [ e’ jwie i) ) (4.11)

Modeles d’impuretés localisés (modéle d’Edwards)

Un modele sans doute plus réaliste dans le cas d’impuretés localisées dans un métal
consiste a écrire le potentiel de désordre V(r) comme la somme des contributions indépendantes
de potentiel d’impuretés :

V(r) =) vi(r—r) (4.12)
(]
ou le potentiel central v(r) modélise I'interaction entre I'impureté située en r; et I’électron.
Dans la suite, nous allons considérer le cas d’une répartition aléatoire d’impuretés dans
I’échantillon, et négliger la portée du potentiel v(r) d’une impureté devant toutes les
longueurs caractéristiques du probléme (dont la longueur de Fermi Ap). Ceci revient a
modéliser ce potentiel une fonction ¢ :

vi(r —r;) = U;d(r — 1ry)

Cette approximation nous fournit les expressions pour les fonctions de corrélations moyennes
a deux points dans la limite au continus ou le volume de I’échantillon V' — oo a densité
d’impuretés pjmp = Nimp/V constante :

<V(r)V(I’/)>V = Nimp <Ui2>U S(r—1")=76(r 1) (4.13)

ol N, est le nombre d’impuretés. La limite thermodynamique est donc prise a -y constant.
<U22> y est la variance de la loi de distribution des intensités U; des potentiels d’impuretés,
supposée de valeur moyenne nulle (on peut toujours se ramener a ce cas en décalant

2Remarquons qu’il existe d’autres fonctions de corrélations, telles que les moyennes de produits de fonc-
tions de corrélations (en particulier les moments d’ordre supérieurs de leur loi de distribution) qui ne
sont pas décrits par cette fonctionnelle génératrice. Voir a ce sujet la partie concernant les verres de
spin.
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lorigine des énergies). Cette égalité (4.13) ne permet pas de relier les deux modeles dans
la limite au continu : elle permet simplement d’identifier le parametre v dans ce modele
d’Edwards. Il nous reste maintenant a montrer que le potentiel V(r) obtenu dans la limite
continue est bien gaussien si l'on suppose que les intensités U; le sont également. Pour
cela, il est commode de considérer la fonctionnelle Z[{j(r)}] génératrice des moments.
En supposant une répartition au hasard (distribution de Poisson) des positions r; des
impuretés, celle-ci s’écrit

2} = <exp 5/ ddrj<r>v<r>> (4.14)

\%
- Nljlp / ? <exp (% /ddrj(r)v(r - r,-)) >v (4.15)

_ <1 n ]@—Z /ddr’ <<exp (% /ddrj(r)v(r . r’)> >V - 1>>Nimp (4.16)
— N, 00 €XP <pim,, / dér! <<exp <% / d%rj(r)v(r — r’)> >V — 1)) . (4.17)

Les cumumlants se déduisent donc de la fonctionnelle génératrice suivante

In Z[{5()}] = pimp g:l % /ddr' < </ drj(r)o(r — r')>n>v . (4.18)

Ils s’expriment de fagon explicite sous la forme

(V(r)V(r2)...V(rn))y,. = pimp/ddr (v(r—ry)...0(r—ry)), (4.19)

Nous voyons ici que la bonne limite a prendre pour obtenir le modele gaussien a partir
du modele d’Edwards est celle ou les intensités des impuretés U; tendent vers 0 a v =
Nimp <UZ2> constant. Dans cette limite, seul le second cumulant survit, ce qui correspond
bien a une loi limite gaussienne. Cette limite peut se comprendre & nouveau comme une
nouvelle application du théoréeme de la limite centrale.

4.1.3 Diffusion d’ondes planes : les fonctions de Green

Dans le reste de ce chapitre, nous allons nous placer dans la limite (& définir ultérieurement)
ou nous pouvons supposer qu'une onde plane incidente ressort assymptotiquement, apres
diffusion par le désordre, sous la forme d’une onde plane. Cette limite correspond manifes-
tement & une limite de désordre faible. Le formalisme naturel pour décrire cette diffusion
d’onde plane est celui des fonctions de Green. Ces fonctions permettent de définir natu-
rellement ’évolution d’une onde plane sous 'action du hamiltonien (4.2).

Définition formelle (conventions)

De facon formelle, la fonctions de Green pour un hamiltonien H est définie par I’équation

~

(E— H)G(E) =1 (4.20)

David Carpentier / 29 mars 2007 Introduction aux Systemes Désordonnés



4.1 Définitions 45

ou I est 'opérateur identité.

Le probleme de la définition de G pour une valeur propre £ du hamiltonien H est résolu
en considérant la partie principale de Cauchy de G , ou plus pragmatiquement les fonctions
de Green retardées ou avancées G/4 (pour lesquelles les poles sont déplacés de Iaxe réel) :

GRAE)=(E—H+in)™ (4.21)

ou 7 = 0. Dans la suite, n apparaitrait naturellement sous la forme d’un temps de vie
(long) des excitations considérées. Nous pouvons a priori lidentifier avec I'inverse du
temps de cohérence de phase : ) = h/(274). Sachant que H est hermitien, nous obtenons
de la définition (4.20) en représentation position

GAE,r,r') = [GR(E, r r)]*

Remarques

1. G peut étre associé a la propagation des particules (électrons) au dessus de la
surface de Fermi, et G* & celle des trous. Voir & ce sujet le cours de probleme &
N corps.

2. Autre point de vue sur les fonctions de Green avancées/retardées : en dimension
1, le hamiltonien d’une particule libre s’écrit H14 = — % 88_;2' La définition (4.20)
implique que G(E, z, 2") soit continue en = = 2/, et 9,G(z, 2") discontinue telle
que OG (z,27)—0G(x, 27 ) = 2m/h?. En dehors de x = 2’ la solution est triviale,
et nous obtenons donc deux solutions :

G(E,z,2') = :I:zhk el hk = VomE

Ces deux solutions (retardées et avancées) correspondent aux deux conditions
aux limites possibles (elles sont définies par une équation différentielle du second
ordre) : ondes venant de I'infini, ou venant de la source en x.

3. Sens du 7 : en 1d (cf ci-dessus), E — E + in correspond a k — k(1 + in/2E).
D’apres la remarque précédente, G devient la seule solution acceptable (non
divergente). n correspond alors & un temps de vie 7 = h/2n (donc grand si n
est petit) des particules émises & la source. Dans la suite de notre discussion,
ce 7 arbitraire acquiera souvent le sens physique du temps de perte de mémoire
de phase (temps de déphasage) 74. Il s’agit du temps de vie typique d'un état
d’un électron du au couplage avec les autres électrons (basse température) ou
les phonons (haute température).

Une expression utile des fonctions de Green ci-dessus est donnée par leur développement
sur une base d’états propres 1, (r) de H :

GRErr chrE¢n 9

En utilisant la définition (4.21) de G® dans cette équation, nous obtenons
Z(E — E, +in)c,(r, E) = 6(r — 1)

L))

= alnE) =g
n
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ot le passage a la seconde équation se fait en intégrant avec la mesure [ déryr (r) la
premitre équation. L’expression de G4 ainsi obtenue est

GFAE, v, ) Z = E i“? (4.22)

Remarque Ce développement permet d’entrevoir pourquoi les fonctions de Green sont
des objets intéressants qui codent le spectre lorsque le nombre d’états est tres grand
(cas des solides, des noyaux complexes, etc).

Une expression de GR/A en temps (et non en énergie) est utile pour comprendre leur
dénomination. Elle est définie comme la transformée de Laplace de G*/4(E). Pour obtenir
son expression, utilisons la représentation de la fonction

+° 4B —iEt
o(t) = —i / L
oo 2m E4in

oun = 0%. A l'aide du développement (4.22), cette représentation nous permet d’obtenir

GR(r=t —t,r,v)) = /+OO ;l—fe_iETGR(E, r,r’) (4.23)
. , +00 dE e—iET

= Zn:%(r)l/}n(r)/_oo BB, +in (4.24)

= —if(r =t'— )Y e Ty (r)ihn () (4.25)

De la méme fagon, la fonction de Green avancée s’écrit

GA(r =t' —t,r, 1) Ze"E"TQ/J P (1)

Les fonctions de Green retardées sont donc non nulles pour des temps t' postérieurs & t,
et les fonctions de Green avancées pour des temps antérieurs. Cette propriété prendra du
sens dans le paragraphes suivant.

Fonction de Green et propagation des états propres

Si nous reprenons 'expression (4.25) des fonctions de Green, nous en déduisons qu’elles
ne sont rien d’autre que les éléments de matrices de 'opérateur d’évolution :

GRA(r,r,x') = Fif(+T) Ze—lEnw (r)hn(r') = Fib(£7) ('|e”H7|r) (4.26)

ot e AT est 'opérateur d’évolution d’un état en fonction du temps : [1)(7)) = e=H7[4)(0).
Ces fonctions de Green décrivent donc I’évolution pour les temps positifs et négatifs d’un
état créé ent =0 :

GFA(T) = Fif(£r)e 7 (4.27)
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Fonction de Green d’électrons libres

Considérons le cas de particules libres : leur fonction de Green retardée s’expriment

simplement comme
1

GRAE k) = —— 4.28
avec les énergies des états propres libres €z = h%k?/(2m). En espace réel en dimension 3,
ces fonctions de Green s’expriment dont comme (avec (E = h?k3/(2m) et R = |7 — 71)

2m = T 1
GHA(F 7 E) = 7/&% e 4.29
(77, E) 12(2m)3 © k2 — k2 £ in (429)
9 dk ]{72 ikR _ _—ikR
__2m / L (4.30)
h2(2m)3 | ikR ki —k? +in
m o 4 - 1 1
— dk tkR _ _—ikR
h2(2m)%(iR) /0 (e ¢ > k— ko Fin - k—+ko £in
(4.31)
o —sz
4.32
zR / dk k— ko Fin ko F in (4.32)
m e:l:zkoR
~ 2th2 R (433)

Fonction de Green et densité d’états.

Au dela des propriétés de transport, la fonction de Green permet également d’obtenir
des quantités telle que la densité d’états. Celle-ci est définie par la relation

=> §(E - E,), (4.34)

dont on déduit la densité d’états par unité de volume : p(E) = v(E)/V. En utilisant

I’identité
1 1 i6(2)
= — | —imd(x
x +in bp x

nous pouvons relier la densité d’états locale aux fonctions de Green :

p(E,r,r) ZW}” 26(E — E,) (4.35)
= ——fmG (E,r,r) (4.36)
=5 L (GR(E.rx) - GA(E,r.v)) (4.37)

De cette relation, nous pouvons tirer la densité d’états par unité de volume

p(E) = %/ddrp(Eﬂ‘v r)
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Le résultat s’exprime simplement sous la forme
1 AR
v(E) = ——ImTrG
T

Nous utiliserons cette relation dans la suite pour trouver la densité d’états moyenne
dans un métal faiblement désordonné.

Conductivité et fonctions de Green : la formule de Kubo.

Nous ne redériverons pas ici la formule de Kubo pour la conductivité (voir la dérivation
en annexe). Cette formule s’obtient dans le cadre de la réponse linéaire, et relie la fonction
de réponse a un champ électrique aux fonctions de corrélations spontannée du courant
(cas particulier du théoreme de fluctuation-dissipation). Cette formule de Kubo pour la

conductibilité o(w) s’écrit sous la forme3
y N RENG GAE —
oij(w) = szﬂvReTr 3i GR(ER)j; GMNEp — hw) (4.38)
ou s = 2 pour des spins 1/2, et j, est 'opérateur courant dans la direction i. Classiquement
Ji vaut —ev; (v = p/m la vitesse des électrons), et son analogue quantique est j; = —5p =
—-—hk; = i>hd;. Selon la représentation utilisée, nous obtenons les deux expressions

suivantes pour cette conductivité

2h3
oij(w) = _827im2V / drd?’ Re (9,GR(Ep,r,v")0;G(Ep — hw, v, 1)) (4.39)
2h3
_ R A
=55y ;{:k K, Re (GR(Ep, k,K)GA(Ep — hw, K, k)) (4.40)

Il est également commode de considérer la conductivité non locale o;;(r,r’',w), qui s’ex-
prime en transformée de Fourier sous la forme

2 3
0ij(Q, W) = 55— Zk K, ReKo(q,w) (4.41)

avec

K (q,w) = GR(k +a/2,k +q/2, Br + Tw)G*(k — a/2,kK' — a/2, Er) (4.42)

4.1.4 Transport d’un électron : la probabilité de diffusion

Nous venons de voir comment le calcul des fonctions de Green permettait d’obtenir le
comportement de la conductivité. Afin d’interpréter les résultats que nous allons obtenir, il
est utile de considérer une autre grandeur, qui est la probabilité de diffusion d’un électron

3Nous avons négliger dans cette expression des termes de la forme GG et GAG* qui donnent des
contributions sous dominantes pour notre étude.
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d’'un point r & un point r’ pendant un temps t. Les similitudes et les différences entre
cette probabilité de diffusion et la conductivité permettront de mieux interpréter nos
calculs de corrections quantiques de localisation aux valeurs classiques de conductivité et
de probabilité de diffusion.

Nous avons vu dans la partie 4.1.3 que la fonction de Green GE décrivait la propagation
d’une onde plane. Pour décrire la propagation d’un électron dans ce formalisme, nous
allons donc le décrire comme un paquet d’onde gaussien. Pour un électron situé en r et
d’énergie moyenne Er, ce paquet d’onde est décrit par I'état

) =AY e w2 (W) ), (4.43)

ou A est une constante de normalisation.

La probabilité de diffusion P(r,r’,t) de ce paquet d’onde d’un point r & un point r’
pendant un temps t est reliée a 1’élément de matrice de 'opérateur d’évolution entre ces
deux points :

P(r,r' t) (t)(x' |e_ZHt|¢r> 2 (4.44)

L’élément de matrice qui intervient dans cette probabilité s’exprime a l’aide de la définition
(4.43) sous la forme

. (Bn—Ep)?

) ('l ) = A 0(t) 3 () () € wr e (4.45)
. de x~ (v'[thn) (nlr) _(=Bp? .,
_zA/%Zn:—e_En—i_in e 10 e (446)

(c—Ep)? .
:iA/;i—;GR(r,r',e)e_ 15 et (4.47)

A Taide de cette derniere expression, la probabilité de diffusion s’exprime maintenant
comme
2 2
P(r,r' t) = A2/ de [ dw —GR(r, v e+ = )GA(I', r'e— f)(3_(€+“)/412L72EF) e_(€ S et
27 ) 2w 2 2
(4.48)
Nous voulons décrire le comportement diffusif des électrons sur des temps grand devant
les temps microscopiques, ce qui en particulier implique que w < . Par ailleurs, dans un
métal, pour des énergies d’excitations € habituelles, la densité d’état au niveau de Fermi
varie peu, ce qui nous permet d’écrire que

G et )G e~ D) = GR(ex' By + )G (ex' By = 3).

Il nous reste a effectuer I'intégrale sur € dans les conditions w < o :

de _(etw/2-Ep)?  (c—w/2-Ep)? de (ef F)
A2/ 102 e 102 ~ A2 = A%V 270 = —

27T 27T 00
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ou po est la densité d’états moyenne. L’expression finale ainsi obtenue est

d ; 1
Pr,v,t) = / it (_~_GR(r,v, Ep + 2)GA(r,x', Ep — =) (4.49)
27 27 po 2 2
soit encore en transformée de Fourier en temps
1
P(r,v',w) = FPOGR(I‘, v, Ep + g)GA(r, v, Ep — g) (4.50)

La comparaison avec I'expression de Kubo de la conductivité est simplifiée si nous considérons
cette probabilité de diffusion en transformée de Fourier :

h

P(q,w) = Spal

> GR(k+a/2,K +q/2,Ep + )G (k — q/2,k' —q/2, Ep) (4.51)
Kk’

OO0OO0OO0O0O OOOOO 0OO0O0O0OO0

CNORONONG
O} NONOHOENNONG.. NONCENONOLOL. NO) OOOO\O

?

.\O... OO0 0 00000 QOQOJ.
0 000 000060 0606000 00000
0000 00000 0606000 00000

Fia. 4.1: Représentation schématique de la création et de la propagation d’une excitation
de la mer de Fermi. L’excitation particule-trou est créée (a gauche), puis ’état
occupé (particule) et I’état vide (trou) de propagent indépendamment jusqu’a
I’état final (a droite). Ce schéma indique qu’intuitivement, la propagation du
trou peut étre représentée comme la propagation d'un état occupé (électron)
en sens opposé a I’évolution du temps, ce qui justifie les conventions utilisées
diagrammatiquement pour représenter les fonctions de Green avancées.

L’expression de cette probabilité de diffusion d’un électron en terme d’un produit de
fonction de Green retardée et avancée est une propriété générale des fonction de transports
dans un probléme & N corps. Elle manifeste la propagation simultanée de I’état occupé et
de I'état vide constituant I'excitation élémentaire du fondamental. Cette idée est illustrée
sur la figure 4.1. Notons aussi que la propagation de I’état vide peut étre vue comme une
propagation d’un état occupé qui remonterait le temps.

En reportant I'expression de la fonction de Green libre (4.33) dans la formule (4.50),
nous obtenons l'expression suivante (avec F = hvk) :

, m? e
P(I', r ,(.d) = W?’ (452)
qui s’exprime en temps réel sous la forme attendue du transport balistique :
d(R — vt)
/
P(r,r',t) = s (4.53)
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4.2 Développement perturbatif de la fonction Green moyenne

4.2.1 Développement de la fonction de Green : représentation
diagrammatique

La fonction de Green retardée du hamiltonien perturbé s’exprime comme* G#(E) =
[E — Hy — V +in]~!. Elle peut donc se développer autour de la fonction de Green non
perturbée GF¥(E) = [E — Ho +in] ! :

G =(chHt -v ! (4.54)
_ -1

= [(GH (T - Giv)] (4.55)

=G+ GRvGE + aEvaE + gEvelclivalcival + ... (4.56)

Une représentation commode de ce genre de développement est de faire correspondre
a chaque élement de base de ce développement un graphe. Les différents termes du
développement sont alors donnés pas des graphes de plus en plus complexes.

X

q A
_— G(}]%(E,q) — :V(g)

F1G. 4.2: Représentation des 2 graphes élémentaires du développement perturbatif de GF.

Dans notre cas simple, les deux éléments de base sont représentés dans la figure 4.2 (on
utilise le fait que G& est diagonal en représentation q : G¥t(q,q’) = Sqqf (B — €q +in)~t
avec €q = h2¢?/2m).

A Taide du dictionnaire de la figure 4.2, le développement (4.56) ci-dessus se représente
sous la forme de la figure 4.3.

' \ -k \ -k o q-k-K
.9 _ 9 9, 3rak, 94 TR R

F1a. 4.3: Représentation diagrammatique du développement (4.56) de la fonction de Green
GE.

4.2.2 Fonction de Green moyennée et énergie propre

Afin d’exprimer le développement perturbatif de <GR>V (moyennée sur le désordre),
nous devons moyenner a 'aide de la loi de distribution (4.3) le développement (4.56)
de G®. Pour cela, nous pouvons utiliser de théoreme de Wick qui exprime les moments

4Les arguments de G(E) non explicités peuvent étre au choix les positions ou les moments. Dans la suite
du paragraphe, des produits matriciels dans la représentation choisie s’entendent pour tous les produits
de G.
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P
| e P X
> K- T 7 e -+
q4 A q2 q4 X >§ Ky 7q4
3q3 ! q3 \\

F1G. 4.4: Représentation diagrammatique du théoréeme de Wick pour la moyenne sur V.

q1+\« \q’

(VaVy) = Sqraq 072

FiG. 4.5: Représentation diagrammatique du corrélateur du désordre.

d’ordre 2n d’une distribution gaussienne en termes des moments d’ordre 2 ((exp(iAV)) =
exp —)‘72 (V?)) : par exemple

(Vau Vao Vas Vau )y = (Vau Vae) v (Vas Vaud v + (Va Vas)y (Ve Vaa)y + (Ve Vaa)y (Vae Vas) v
(4.57)

Cette propriété peut se représenter sous forme de diagramme comme le montre la figure
(4.4) : elle se traduit par la régle suivante. La moyenne sur le désordre revient a apparier
de toutes les facons possibles les insertions de V. Les diagrammes conservant des lignes
d’insertion non appartiés correspondent a un terme de moyenne nulle. Le diagramme
obtenu par I'appariement de deux insertions correspond a <VqVq/>. Dans notre cas, il
prend la valeur 8¢ 07/L%

L’application de ces regles sur les premiers termes du développement (4.56) est représentée
diagrammatiquement sur la figure 4.6. L’intérét d’une représentation diagrammatique ap-
parait dans le classement des différents termes. Seuls les termes d’ordre pair en V' contri-
buent. Le développement & l'ordre 4> est représenté. On voit ici apparaitre deux types de
diagrammes : les diagrammes réductibles sont les diagrammes tels que (II-1), (III-1),(I1I-
2), qui comportent deux parties reliés par un Gy interne (lien simple sur la figure 4.6). Par
définition, ces diagrammes peuvent étre construits a partir des diagrammes irréductibles.
Par exemple, le diagramme (II-1) de la figure 4.6 est obtenu par contraction de deux (I-1),
(ITI-2) par contraction des diagrammes irréductibles (I-1) et (II-2), etc. Il est donc natu-
rel d’organiser le développement perturbatif & partir des diagrammes irréductibles® (les
“briques élémentaires”). Ces diagrammes sont signalés par une étoile sur la figure 4.6.

La contribution de I’ensemble des diagrammes irréductibles & Gt est notée GEXGE (les
deux fonctions de Green GOR correspondent aux branches externes des diagrammes, qui sont
communes a tous les diagrammes : voire la figure 4.6). X sera appelée énergie propre (self-
energy en anglais). Il est aisé de réaliser que 1’ensemble des contributions (diagrammes)
du développement de <GR> s’obtiennent par “contraction” de n diagrammes irréductibles,

5De plus, cette organisation permet de faire apparaitre le bon parametre perturbatif qui controle le
développement.
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Kk
A 9. _ 9 9 a9 " Yaq
q-k
(-1§
K KN koo x K
LA ar q .9 R / a .9 A
-k = o=k N4 4
Ko S K
X X
(1-1) n-2) n-3)*
(In-1) (n-2) (n-3)
XX X X
+ : ‘ ) ‘\ + g : +. g ‘
(In-4) (1-5) -6y
A A K X
+ - o + ’ ) I \
% X X%
(11-7) (n-gy’ -9
. , aw N S
(n-10y (m-11)* (m-12)
+ : \ - + o +. oo
\\\\><”,’l \\\\\ \>:<,/'/,/,' “\x S& ////,,
* >< * >< *
(IN-13) (In-14) (IN-15)

F1G. 4.6: Développement & I'ordre ~3 de <GR>.

qui apparaissent comme des termes de Y. Ainsi nous obtenons

(GRY = G+ GRS (srfy" = G (1 - =68) ™ (4.58)

n=1

En inversant cette équation, nous obtenons I’équation de Dyson suivante

(M =Gyl - n (4.59)
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Remarques

1. Cette technique de I’énergie propre est trés générale. Elle permet en effet de
traiter de facon approchée de nombreuses perturbations telles que le couplage
a un environnement extérieur (phonons, etc), les interactions entre électrons,
voire méme exactement les conditions aux bords imposées aux états d’un fil par
des contacts électriques (couplage a des réservoirs).

2. en général, X est non réelle. Sa partie réelle correspond & un décalage des
énergies, et sa partie imaginaire a un temps de vie pour les particules. Par
exemple, si la contribution due au désordre s’écrit X(k) = o(k) + ine;(k), nous
obtenons pour la fonction de Green pertubée

<GR>71 (q7 qlv t) = 501;q’ei(eq—’_UQ)te_(nP’”-’_n”)%

Ce qui nous montre le résultat attendu : les inverses des temps de vie s’ajoutent.
Dans notre cas, ny < 1¢ : le temps de vie des états des “particules” est celui
donnée par la diffusion élastique sur les impuretés.

Nous allons maintenant calculer la premiere contribution a X, ce qui sera suffisant pour
la discussion qui va suivre. Cette contribution X est donnée par le diagramme (I-1) de
la figure 4.6, qui s’exprime comme

d d
S0(EK) = [ 3 GEk—a) =7 [ 5% GEa) (4.60)

Les états propres des particules libres pouvant étre indexés par leur moments, la mesure
sur q peut alors s’exprimer a 'aide de la mesure sur I'énergie ¢, = R%q?/2m :

dq _ dQ
(27T)d - Qtotp

ou p(e) correspond & la densité d’états d’énergie e (dégénérescence) :

(€)de, (4.61)

M4 en 3D, avec € = h?q%/2m

2122
ple)=1{ 28 en2D . (4.62)
ﬁ%q en 1D

En utilisant 1’égalité

L 5 (%) _imd(a) (4.63)

r + 10T

dans I'équation (4.60), nous obtenons®

tnx® = e = yr / de p(e)d(E —€) = ymN, (4.64)

ou N, est le nombre de particule du gaz de Fermi. Ce résultat correspond & celui obtenu
classiquement par la théorie de Drude

— = myN, (4.65)

5Nous ne nous intéressons dans la suite qu’a la partie imaginaire de M. La partie réelle, qui est formel-
lement infinie, peut étre absorbée dans une redéfinition globale des énergies.
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Notons finalement que cette partie imaginaire a la self-énergie correspond a la modifi-
cation suivante de la fonction de Green dans I’espace rééel

2 _ 42, .M N i
K= i :>I<:6_k:<1i2kle> (4.66)
= GF/A(R, E) = G/ (R, B)eE)FiR/(2le) — gIVA(R B)e /() (4.67)

ce qui correspond bien a une disparition des ces états propres sur une distance correspon-
dant au libre parcours moyen.

4.3 Développement perturbatif de la conductibilité

Nous allons nous intéresser ici a la conductibilité locale (¢ = 0) moyenne. Pour cela il
nous faut donc considérer la moyenne sur le désordre du produit de fonction de Green
<GRGA>V. Le type de diagramme correspondant est représenté sur la figure 4.7.

g,E-thw

hw hw

q.E

Fia. 4.7: Diagramme intervenant dans la conductivité.

Pour cela, comme précédemment, nous devons apparier les insertions de V', et ne garder
que les combinaisons dans lesquelles toutes les insertions de V' sont appariées. Cela nous
pousse a considérer trois types de diagrammes (voir Figure 4.8) : les diagrammes pour
lesquels les moyennes sur le désordre sont faites indépendamment sur les deux branches
(diagrammes (b,c,d)), les diagrammes en échelle (diagramme (a,e)), et les diagrammes
maximalement croisés (diag. (f)). Nous allons voir que les deux premiers types de dia-
grammes permettent de retrouver les résultats de la théorie de Drude, alors que les der-
niers types décrivent les premiers effets des interférences quantiques (premieére correction
de localisaton faible).

4.3.1 Conductivité de Drude

Ces diagrammes ne décrivent pas des effets d’interférence entre les propagateurs de
particule et de trou : ils correspondent a ’approximation

<GRGA>V - <GR>V <GA>V

Nous pouvons utiliser I’expression des propagateurs moyennés dans I’approximation de
Born précédemment décrite : <GR/A(q, E)>V = (E — €4 + ine) L. La contribution des
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5 : \
+ o+ + +
(@) (b) " (©)
AN > .
+ 0+ X
\\ E// 1 1 /7 \
V' (d) (e) (f)

F1a. 4.8: Développement de la conductivité au second ordre en 7 (densité d’impuretés).

diagrammes sans interférence peut donc s’écrire

ddk R q A a
/Wkikj <G (k+5. Er + hw)> <G (k — E,EF)>V (4.68)
ds) 1 |
I hok , , 4.69
/P( ) / Qot 'E + hw — €k+q/2 +ine B — €k—q/2 — el ( )

Remarques (apparté)

1. Densité d’états. Pour un gaz de Fermi, ex = h?k?/(2m), ce qui correspond & une
mesure de = (h%k/m)dk. L’angle solide total €2,y vaut 47 en 3D, 7 en 2D et 2
en 1D. En rassemblant ces résultats, nous trouvons

Pk dQ k2dk dQ [k
( m >de (3D) (4.70)

(2m)3 - Quor 272 - Quor \ 27202
d?k dQ) kdk dS)
= (gm)

(27’1’)2 - Qtotﬁ a Qtot 27Th2

(2D) (4.71)

% - SCZZZ% - gfi (%) de D)  (4.72)
ce qui correspond a
ple) = % (3D) (4.73)
- 2:% (2D) (4.74)
- r(;;e)% (1D) (4.75)
D’apres ces résultats, le nombre total N, = fOEF p(€)de de fermions vaut a
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température nulle

Efr
N, = p\(/i_? /0 etde = %p(EF)EF (3D) (4.76)
= p(Er)Er (2D) (4.77)
Er
— p(Er)v/Er / ¢4 de = 2p(Ep)Ep (1D) (4.78)
0

Nous en tirons la formule générale N, = %p(EF)EF.

2. Cette expression rend plus explicite la formule de Drude. Bien que celle-ci fasse
intervenir naivement le nombre total d’électrons N, elle n’exprime en fait que
le coefficient de transport électrique des électrons a la surface de Fermi. En effet,
I'expression Ne?r/m se reexprime sous la forme p(Er)De? ou le coefficient de
diffusion D s’exprime selon la relation d’Einstein D = v%7/d.

Nous pouvons maintenant reprendre la formule ci-dessus pour la conductivité. Com-
mencons par la conductivité a fréquence nulle (w = 0). Dans ce cas, en utilisant la relation

n

— ~7i(E — 4.79
(E _ 6)2 + 772 m ( 6) ( )
nous obtenons 'expression (h/(27¢;) = ne;
1e?hr 2 e?
dc
o%(w=0) drm (Bp)Er = o —p(Ep)Erpte (4.80)

Ce résultat prend donc la forme connue

2
_ dNe

€2Tel B N.e%r
d?2 m m

% (w = 0) (4.81)
Le calcul précédent nous enseigne que l'intégrale (4.69) est dominée par les énergies €
d’ordre Ep. Il en sera de méme a fréquence w faible. Nous utilisons cette propriété pour
prolonger le domaine d’intégration des énergies € jusqu’a —oo, +oo et le fermer dans le
demi-plan supérieur. Le théoreme des résidus nous donne alors I'expression finale

Feo 1 1
Epr)E d 4.82
o(Er) F/_oo “e=(Br + hw+in) e — (Br —in) 52
Eip(E )/Wd ! < ! ! > (4.83)
_= € - .
FOEFR oo hw+2in \e— (Ep+hw+in) e— (Ep—in)
) 1 27Ty 1
=FEpp(Ep)2in—————+— = Epp(E _— 4.84
rp(Er)2im— = FEF)—— 15— (4.84)
D’ou I'expression habituelle de la conductivité de Drude a fréquence finie
De?p(Er)
dc 5. pP\LF
oy (W) = 6ij T ior, (4.85)

Cette expression, et plus précisément celle de la conductivité locale aldjc(q,w) fait ap-
paraitre un poéle de diffusion, relié au caractere dissipatif du transport de la charge dans
I’approximation de Drude.
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4.3.2 Corrections quantiques : image semi-classique

Dans une approche semi-classique, la probabilité pour un électron de passer d’un état
(position) A & un état B donné par’

2
Paa=| > A =) |AP+> A4 (4.86)

chemin,i 7 1#£]

ou la somme se fait sur les chemins géometriques dans l’espace des phases allant de A a
B. Le premier terme correspond a la probabilité classique, le second aux corrections dues
aux interférences quantiques. Pour des particules libres, la phase accumulée entre A et B
le long d’un chemin ¢ est donnée par (voir I'expression (4.33))

¢; = kp x longueur du chemin i = 2r—=.
F
La longueur de Fermi Ap étant tres petite dans un bon métal, et en particulier bien
plus petite que la distance moyenne entre défauts diffuseurs, le rapport £;/Ap va fluctuer
énormément entre deux chemins différents, mémes tres proches I'un de I'autre, et la phase
correspondante va fluctuer entre 0 et 27. Le terme d’interférence dans I’équation (4.86) ne
contribuera pas.

Cependant, si deux chemins 1 et 2 sont absolument identiques, ce terme d’interférence
peut contribuer, les deux phases étant maintenant exactement identiques. Nous allons voir
qu’il s’agit des contributions dites du diffuson. Une deuxiéme contribution est possible si
les deux chemins ont en commun une boucle identique. Cette boucle peut étre maintenant
parcourie soit dans le méme sens pour le chemin 1 et 2, soit parcourue en sens opposé pour
les deux chemins. Une interférence constructive apparait en O : les deux phases accumulées
dans un sens et dans lautre (si la symétrie par renversement du temps présente) sont
exactement opposées : A5 = A;. Ainsi, en ne prenant en compte que ces deux chemins, la
probabilité de présence en O comportera un terme

| A1 + Ao|? = 2|41 |* + 2|Aa|* = 4|Ay

soit deux fois plus que la probabilité classique. Ce phénomeéne s’appelle la rétrodiffusion
stimulé par le désordre. En particulier, elle implique une diminution de la probabilité d’étre
diffusé loin de I'une impureté (O), signe précurseur de la localisation. Les contributions
correspondantes sont appelées cooperon.

Une représentation dans 'espace réel et diagrammatique de ces deux types de contri-
bution est donnée dans la figure 4.9.

4.3.3 Corrections de vertex : le Diffuson

Diagrammes du type (e) dans la figure 4.8. Ces diagrammes peuvent tous se déduire
de corrections de vertex de la forme (les moments restent égaux sur les deux branches) :

"Cette approche n’a aucune prétention de rigueur & cette étape.
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F1a. 4.9: Représentation de deux chemins de diffusion du trou et de I’électron (& gauche).
Ces deux chemins comportent une boucle qui est parcourue soit dans le méme
sens (en haut) soit en sens opposé (bas) par I’électron et le trou.

k+q,E
Les corrections de vertex correspondantes peuvent s’écrire

dd
’Y/ (27:)16! G"(Ep + hw, k + q)G*(Ep,k + q) (4.87)

Cette correction ne dépend que de la somme des moments des deux propagateurs. Elle
s’annule donc par intégration angulaire sur ¢. Ceci nous montre que la contribution du
diffuson a la conductivité est nulle.

Remarque si la diffusion sur les impuretés n’est pas isotrope, ces diagrammes (cor-
rections de vertex) sont non nuls, et contribuent & corriger 7.; dans la formule de
Drude (temps de relaxation du moment k & la place du temps entre deux collisions).

Exemple : Vige = U%P(6kx). Au lieu de 771 = #7 on obtient sans interférence

rl=X g : 02 " d9P()dh. Chaque diagramme d’échelle & n branches internes contri-

bue un terme o< 7 (cos@)”. La sommation sur n donne le terme correct de Drude
Tet = 7/(1 — {cos@).

4.3.4 Diagrammes maximalement croisés : le Cooperon

Nous considérons maintenant les diagrammes maximalement croisés du type
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hw hw

Comme dans le calcul des corrections du propagateur, nous séparons les contributions
des extrémités du reste I :

(G*(Ep + hw, k)G (Ep,k)) = (GR(Ep + hw, k)) (G*(Ep,k))+(G") (G T (GF) (G*),,

N.B. : cf corrélation de densité.

Le Cooperon

Géometriquement : on renverse une des branches (GA propagation de trou), si 'on a
symeétrie par renversement du temps, on trouve un propagateur analogue a celui d’une paire
de particule, d’ou le nom de Cooperon. Ces modes de fluctuations de densité diffusent.

Resommation

Il est possible de montrer que tous ces diagrammes maximalement croisés sont tous
du méme ordre (cf Langer et Neal). Nous devons donc resommer la série entiere de
ces diagrammes. Pour cela, nous utilisons une équation de “récurrence”, graphiquement
représenté sur la figure 4.10. L’équation correspondante s’écrit

k K’ k k-q1 k k+ql K
T — wva +4 r V al
-- > - - - - -
K k k=gl Kk K k-ql kK
Fic. 4.10
VAV 7 AV — 7 AR ! — —A 7 —
LR F) =7+ 5 S OTLkE + @ K k- q)G (K +@)G (k- @) (4.88)

—

q1

Cette expression nous montre que FL’U(E, % ) ne dépend que de @ =k + k. Nous pouvons
utiliser cette information pour inverser la relation de récurrence précédente et obtenir

I,(Q) = S (4.89)
1- 23, G @+ 7T (~q)

Considérons maintenant la limite diffusive correspondant a R > I., Ql. < 1. Dans cette
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limite, le dénominateur précédent se simplifie selon (61'5— G =€~ z‘;’@) :

72 EN@ 0T -0

1 1
= [ dezdQp(e;) . . (4.90)
k k P P
/ E_6E+EE_M_6E—Q_E
1 1 1
~ /dEEde(EE) . = — = (4.91)
L7 \G-E+q G-
ds T,
~ 21p(E / = - 4.92
P(Er) Qtot 1 — iwr, +i0.Q ( )
dQ) - R
~ 27 p(E) / (14 iwr. — i0.Gre — 200+ .. (4.93)
Qtot
. U%Tg 2
=217ep(ER) | 1+ iwTe — TQ T. . (4.94)

En utilisant 1’expression du coefficient de diffusion D = vpl./d, ainsi que la relation 7, =
1/(2mp(EFr)) dérivée précédemment, nous obtenons l'expression du facteur de structure
du Cooperon dans la limite diffusive :

1A o v
I'(Q,w) = RN T (4.95)

La correction de conductivité correspondante s’en déduit :

he’Ep d% d’ ,
UCooperon(w) = Tmd / (27T)d (27T)d kxkx
—R A ralil N A / l 71
[G (Ep + hw, k)G (EF,k)} [G (Ep + hw,K)G (EF,k)] - EQ:_W+DQ2. (4.96)

Le facteur de structure I étant dominé par les termes @Q ~ 0 < k ~ —k' (ce qui
correspond a 'augmentation de la rétrodiffusion) , nous pouvons réécrire cette correction
sous la forme

he?Ep [ dk ., [=r A 21 L
OCooperon(1w) = ———1 / Gt |G (B + hw, K)GA(Ep, )| V%: i DO?
(4.97)
e2D 1 1
_ eDlg 1 4.
Th V %: —iw + DQ? )
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Lien avec la diffusion

1/(—iw + DQ?) est la fonction de Green de I'équation de diffusion 9P = DV?P. De
plus, nous avons > o P(Q,w) = P(0,w) : la correction de localisation faible de la conduc-
tance (4.98) est proportionnelle & la probabilité de retour d’'un processus diffusif. Nous
venons de montrer que ces corrections pouvaient s’interpréter en terme de diffusion de
processus cohérents : le cooperon. Une fois ce lien établi, nous pouvons utiliser toute notre
connaissance de la diffusion classique. En particulier, la solution de cette équation satisfait

e
@rDyazt

P(r,t) = (4.99)
En reportant dans I'expression ci-dessus pour la correction de conductivité en courant
continu, nous trouvons

2D [imar

(4.100)

En général, t,,,, = T, et le maximum est donné par le temps de cohérence de phase
tmaz = Te. En utilisant 2% = Dt, nous obtenons

2
(&
62 1 L¢>
= +5L(L—1 ) (3D) (4.103)
T T rhAm)dz e T ' '

En utilisant le comportement algébrique de la longueur de cohérence de phase en fonc-
tion de la température L, ~ TP, nous obtenons le comportement logarithmique en
température de la conductivité en dimension 2.

Interprétation quasi-classique

Nous venons de trouver que Ao est proportionnel a f;"zi”” dtP(0,t) soit la probabilité
qu’une marche aléatoire revienne a l’origine en un temps compris entre ¢, €t tinaz-

En, chaque chemin est associé a un volume cohérent de dimension transverse )\lefl. Le
volume dans la direction de propagation pendant une durée ¢ est quant a lui vgt. La
correction de conductivité relative est ainsi donnée par

A 7o
29 / P(0, t)dtop G (4.104)
o Tel
D 2 T¢
= Ao~ Te / P(0,t)dt (4.105)
Tel

Ou nous avons utilisé que o = p(Ep)De?, vp = %k’p, Ap = (27 /kp)?L,
Effet d’'un champ magnétique : déphase les chemins les uns par rapport aux autres, et
détruit donc ces effets de localisation faible.
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4.4 Corrections quantiques a la probabilité de transmission

Revenons un instant sur la probabilité de transmission (diffusion) d’un électon P(7, 7, t).
Son expression differe principalement de celle de la conductivité o par I’absence de terme
angulaire k, k! . Ainsi argument qui permettait d’annuler la contribution du diffuson a o
ne s’applique plus ici : la probabilité P(7,7,t) est corrigée a la fois par les contribution
de diffuson et de cooperon, qui s’écrivent

1 — — — —
Pofuson(7,8) = g [ GG AL G (7 )G ()
(4.106)
1 —R —A —R —A
Pcooperon F7f¥7t = 7/ G F7 _‘1 G ﬁ _‘2 Ty 7:‘177_:2 G 7?277:¥ G Flafy
peron7,0) = 5res | CRAE AL, )E (72, 7)C (7, )
(4.107)

Le facteur de structure du diffuson se déduit de la structure récursive analogue a celle
employée dans le cas du Cooperon, et représenté sur la figure 4.11. L’équation correspon-

k+g/2 k'+q/2 k+qg/2 k'+g/2-ql1 k+q/2 k'+q/2-gqlk'+q/2
r — va  + r v al
- - - - ----- -t - - .-
k-q/2 k'—-q/2 k-a/2  K-a/2-q1 g2 k—q/2+q1 k'-q/2
Fic. 4.11:
dante est L o e -
Lok, W) =5+ = Y Tu(E W + )G (F + )G (F + q). (4.108)

Cette expression nous montre que Fw(E, K ) ne dépend que de ¢ = k—FK'. Les expressions de
['(q) et TV (@) apparaissent alors identiques. Nous pouvons alors montrer que la correction
Ppift fuson(T, 7, t) &la valeur de “Drude” de P permet de retrouver une solution de diffusion
classique pour I’électron. Il s’agit donc de contributions classiques.

Par contre, la contribution du cooperon est de nature différente (intrinsequement liée
au régime cohérent de phase). Des expressions ci-dessus, nous montrons aisément que

PDiffuson(ﬁ 72: t) = PC'ooperon(ﬁ Fa t)- (4109)

Ceci implique que Pgooperon double la probabilité de ’électron de revenir a son point de
départ au bout d’un temps quelconque. Il s’agit bien d’une correction de localisation. De
plus, en utilisant les expressions explicites des fonctions de Green, nous obtenons que

-2
sin“(kpR) _R
s (ke k) g (4.110)

(krpR)?
Ce dernier résultat nous montre que cette correction quantique disparait trés rapidement :
au bout d’une distance [.. Ce résultat est représenté schématique sur la figure 4.12

PCooperon(Fy F/a t) = PDiffuson (Fa 7_/7 t)
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P(0,x,1)

d-1
2

. ()\

n

X

F1G. 4.12: Représentation schématique de la correction de cooperon a la probabilité de
diffusion électronique.

4.5 Résultats expérimentaux dans le régime de localisation
faible.

4.5.1 Effet d’'un champ magnétique sur les corrections de localisation faible

Un treés faible champ magnétique (tels que les effets orbitaux puissent étre négligés) va
déphaser les électrons et les trous les uns par rapport aux autres. Ce déphasage sera donné
par

—R/A

e —R/A

(7,7, B) = G (7 7, B = 0)eFie/n )] Ad (4.111)

Le diffusion ne sera donc pas affecté par ce déphasage, par contre les contributions du
cooperon seront détruites. Les contributions de Cooperon seront détruites des que le flux
a l'intérieur des chemins de diffusion est d’ordre le quantum de flux. Ceci fait intervenir
une nouvelle longueur Rp et un temps 7, tels que R2B = 4D7p et ¢g = h/2e = 4w DtB,
soit

__%
ArDB’

8 (4.112)

Si 7 > 7., les corrections induites par le champ magnétique seront faible. Par contre
lorsque 75 ~ 7. (lorsqu’on augmente B), les corrections de cooperon sont tuées. Or ces
corrections étaient négatives! Nous avons donc, fait plutot rare, une magnétorésistance
négative dans le régime mésoscopique.
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2.7195

Fia. 4.13: Courbe expérimentale de la résistance d’un fil mince de cuivre. La dépendance
logarithmique a basse température est bien visible. D’apres van den Dries et
al., Phys. Rev. Lett., 46 (81), p.565

4.5.2 Fluctuations universelles de conductances dans les films
mésoscopiques : données expérimentales

Universalité des fluctuations

Etude de la conductivité de fils de quelques pum (GaAs avec concentration de Si de
10"8em ™3, en fonction du champ magnétique B. De larges fluctuations reprodutibles appa-
raissent. Lorsque I’échantillon est recuit (réorganisation des atomes de Si), ces fluctuations
sont modifiées. Leur statistique reste cependant la méme (universalité). On peut parler de
signature magnétique de la configuration de désordre d’'un échantillon.
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Fi1a. 4.14: Dépendance logarithmique de la résistivité en fonction de la température pour
un film de PdAu (extrait de PRL, 43, 721 (1979))

4.6 Annexes

4.6.1 La formule de Kubo

Hypothese : a t = —o0, le systeme est a 1’équilibre sans champ : A=0.Le champ
électromagnétique, ici le potential ff, est ensuite per¢u comme une perturbation adia-
batique. Le but de cette dérivation, est de déterminer la réponse linéaire du systeme
d’électrons a cette perturbation. Le champ considéré est un champ monochromatique
dirigé selon I'axe .

E(w) = iwA(w). (4.113)
Le hamiltonien a une particule du systeme perturbé s’écrit
(5 + eA)?
H=-——+V(). 4.114
2L v (1.114)

Nous considérons une base d’états propres |«) du hamiltonien non perturbé Hy =
p?/(2m)+V (7). Nous nous intéressons au calcul perturbatif en le champ A du courant

de charge j = Tr(p(t)]) ol p(t) est la matrice densité & une particule, et j I'opérateur

courant :
N e PR -, o =
7 = == (MO F + eA) + G+ e A)a()) (4.115)
— () — & (7 A+ An) (4.116)
= —g - (W +pi) — o (7 n). :
La matrice densité & une particule satisfait I’équation d’évolution 1hd;p = [H, p].

Décomposons cette matrice densité autour de sa valeur sans champ électrique : p =
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AR Mg

199K

Fia. 4.15: Magnétorésistance d’un film de magnésium en fonction du champ H appliqué,
pour différentes températures. Les courbes sont des ajustements théoriques (pa-
rametre 74). (extrait de Bergman, Phys. Rep. 107, 1 (1984))

T T T T T T T
s (a b (c)
£ sez| ) - |e~( ) 4 4
o
L%
ul = a
O geof- e 2 —
= Fe _
S
& 878 i o -1
=
g 12}- -~
876 [ l o ] ! L i ] ] |
| 2 3 4 ] ] 2 3 4 ) 1 2 3 4
B (T) B(T) B(T)

F1a. 4.16: Variations apériodiques de la magnéto-conductance de trois systémes : a) un
anneau d’or b) du Si-MOSFET c) résultats de simulations du modele d’An-
derson. Les fluctuations de G sont toutes d’ordre e¢?/h, mais la valeur moyenne
varie énormement entre les systemes. Extrait de Lee, Stone et Fukuyama, Phys.
Rev. B 35, 1039 (1987)
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F1a. 4.17: Dépendance des fluctuations de G en fonction de différents parametres : a) la
config. de désordre b) le champ magnétique B appliqué c) I’énergie de Fermi. On
vérifie bien ’hypothese ergodique. Extrait de Lee, Stone et Fukuyama, Phys.
Rev. B 35, 1039 (1987)

16.5 -

i6

G (eilh)

16,

16.1

F

24

200

500

RETE " 4 +
1.00 1.40

B (Teslas]

L
.80

G (e?/h)

200.  600. 1000 1400 1800
B (10" Teslas)

F1a. 4.18: Conductivité de 50 échantillons (a droite sans décalage des énergies de Fermi).
(D’apres Mailly et Sanquer, J. Phys. I (92), p.357
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F1G. 4.19: Moyenne de G sur 50 échantillons (gauche), et variance en fonction de B.
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po + 0p. La réponse linéaire s’écrit alors

ihdrpo = [Ho, po] — in(po(t) — peq(t)) (4.117)
ihdp(t) = [H1, po] + [Ho, 6p] — in (3p(t) — 0peq(t)) (4.118)

ou nous avons introduit un petit n afin d’accélérer le régime transitoire. En trans-
formée de Fourier, la deuxieme relation s’écrit

hw(alop(w)|B) = (f(Eg) — f(Ea)) (a|H1|B) + (Ea — Eg){(alép(w)|B)
— in(a]dp(w)|B) + in{eldpeq(w)|5) (4.119)

= (alép(w)|) = LED= f(%‘a))fogfl_'f%:mhf"apeq(w”@. (4.120)

La solution d’équilibre est une solution stationnaire dont la partie perturbative dpcq
vérifie donc

(f(Ep) — [(Eqa)) (a|Hi[B) + (Ea — Eg){a|6peq(w)]B) = 0 (4.121)
o f(Ea) - f(Eﬁ)
= (a]0peq(w)|B) = WMHIW’ (4.122)

ce qui, reporté dans (4.120), nous donne

(f(Ea) — f(Ep)) (Ea — Es — in)

lortll) = 5" F, —in — hw)(Ba — By,

(o H1[8). (4.123)

L’élément de matrice de la perturbation du hamiltonien s’obtient simplement, en
choisissant par exemple un potentiel vecteur aligné selon x :

(ol H1|8) = = Ay (alp.|8) = —jisAs- (4.124)

-,

Revenons maintenant au calcul du courant de charge Tr(pj) = Tr(poj1)+Tr(6pjo)
au premier ordre en perturbation. Nous avons ici défini

=z € o

Jo=—5— (np + pi) (4.125)
2

= € ~ 7 A

Nous obtenons maintenant aisément les traces suivantes

e? oo
Tr(poji) = —5— > (alpo (A4 + A7) |a) (4.127)
e? 1 ne?
:_%VNQAIZ_WAI (4.128)
Tr(5pjo) = »_{aldp(w)|B)(Bljolcr) (4.129)
.8
1 o (f(Ea) — f(Ep)) (Ba —Eg—in) .
- _V az.ﬂ (Eoc — Eﬁ — ,”7 — hw)(Ea — Eﬁ) |]ozﬁ| Aw (4130)
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o n est la densité électronique. En utilisant A, = F,(w)/(iw), nous obtenons finale-
ment

' f(Ep)) (Ba —Eg —in) .
Tr — a . 4.131
7 w(m VZ E —Eﬁ—m hw)(Eq Eﬁ)|j g ( )
Nous avons ici besoin de la reglee de somme suivante :

Zf )| Japl? = —ne—nj. (4.132)

Pour montrer cette égalité, nous utilisons ihi/mp,, = [z, Hp] et montrons que pour tout
AN [(alpz|B)[> = —m/2. Nous avons alors V'3 | f(Eq) Y5 [(alp|B) [/ (Ba —

Eg) = —nm/2, ce qui implique le résultat. L’utilisation de cette regle de somme nous
donne donc le résultat final, appelé formule de Kubo :
i hw f(Ea) — [(Ep) 2
T — T Y75 ; a s 4.133
7 wvM(Ea—Eg—m—hw)(Ea—Eg)U ol (4.133)

qui peut se réécrire en

R(oas) = Zf )| 26, (Ea — B — ) (4.134)

ol &, est une fonction ¢ élargie (n/(w(z? + n?))).
Il nous reste maintenant a établir le lien avec les fonctions de Green. Pour cela,
remarquons que 8, 5(e — Ho) = S(GEF) pour écrire

O'mw = Z/def )|]a5|25n/2(6_Ea)5n/2(6_M_EB)
(4.135)
7h €) — fle — hw N
V/*%%TT (jﬁGfJx Gt hw) (4.136)

avec GI/4 = (e — Hy +in/2)”". A température nulle, et pour fiw < Ep, cette ex-
pression se simplifie en

R(ows) = +—Tr (7:9GE, 1.9CGE, ) - (4.137)

Ce produit des parties imaginaires des fonctions de Green fait apparaitre toutes les
combinaisons possibles de produits GEGE, GAGA et GEGA. Dans le cas du calcul de
la valeur moyenne sur le désordre de cette conductivité longitudinale, les produits de
fonctions de Green retardés et avancés donnent les contributions dominantes, et nous
obtenons le résultat annoncé

2

) — ! R A /
R(T7z) = +2m2V ;;k KLRGE (kKGR (K k). (4.138)

David Carpentier / 29 mars 2007 Introduction aux Systemes Désordonnés



4.6 Annexes 71

4.6.2 Coefficient de diffusion effectif

La relation d’Einstein relie la conductivité au coefficient de diffusion des ondes
électroniques :
o =¢e*D(Ep)p(Er) (4.139)

ou p(Er) est la densité d’états au niveau de Fermi. Comment évaluer ce coefficient
de diffusion D ?

Considérons pour cela une fonction d’onde électronique initialement (& ¢ = 0)
localisée en z = 0 : ¢(x,t = 0) = §(x,0). Cette fonction d’onde évolue apres un temps
t en

U(z,t) = (z]e”*|0). (4.140)

Classiquement, la densité de probabilité de 1’électron diffuse, et vérifie (aux grand
temps)

[z, 1) ~ ~ 12D e~ DT, (4.141)

ce qui permet de définir le coefficient de diffusion correspondant

o 2 2

—tlggoi | (z, 1) (4.142)

= lim 4—62 /OO dte2¢ E 22| (x, t)? (4.143)
e—0 2d 0 . ’ '
L2 [0 oy 2 (ple=itH FitH

= 21_1% - /0 dte E x*(xle |0){0|e |) (4.144)

- ! iFE t t H+1e +1t H+1e
= ll—r»% — /dE/ dt dt’ e g 2 {x|e™ |O>< le |17>
(4.145)

En utilisant la relation

dteTH-EFit — _____ ~ 4.146
/0 ‘ Li(H — E F ic) (4.146)
nous obtenons
1
D(E = lim — 4.14
(E)p(E E%wdzx H— E—ze|0><O|H—E+ie|x> (4.147)
« 2 ~R A
= ggr(l) — E x*G™(0,2)G* (x,0). (4.148)

En combinant ce résultat avec (4.139), nous obtenons la méme expression que celle
issue de 'approche de Kubo.
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Notes

Au dela de la magnétorésistance négative des échantillons mésoscopiques, un autre effet
remarquable de la localisation faible est celui des fluctuations universelles de conductance.
Dans le formalisme développé dans ce chapitre, le calcul de ces fluctuations correspond a
I’évaluation de diagramme a deux boucles indépendantes (une boucle pour chaque conduc-
tance). Les corrélations entre les deux conductances sont induites par le désordre, et le
calcul consiste a considérer ’ensemble des diagrammes constitués de diffuson et cooperon
appariant les configurations de désordre différentes. Ce calcul est assez fastidieux et va au
dela de I'objectif de ce cours.

Un complément intéressant a ’approche perturbative de ce cours est ’approche de
théorie des champs de la localisation. Le modele o-non linéaire correspondant permet de
générer la série perturbative de la conductivité de fagon systématique. Il permet de plus
(au prix d’une extension non locale de ’action) d’obtenir ’ensemble des moments de la loi
de distribution de la conductivité. Ce modeéle o-non linéaire peut également étre applique
a désordre plus fort et décrire la transition de localisation. Cependant, cette extension a
ce régime n’est pas controlée et demeure controversée.

Finalement, mentionnons une derniere approche des problémes de localisation, spécifique
a la dimension 1. Il s’agit de toute la théorie des matrices aléatoires : si nous utilisons la
formalisme des matrices de transfert au lieu des matrices de diffusion pour décrire un fil, les
propriétés de transport du fil seront décrits par les propriétés statistiques du produit d’un
grand nombre de matrices aléatoires. Ces produits possedent des propriétés universelles
qui correspondent aux différentes classes d'universalité de la localisation unidimensionnelle.
Cette méthode a connu des développement récent sous la forme d’équation de diffusion
DMPK.
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5 Transport électronique dans un isolant :
I’exemple des semi-conducteurs dopés

5.1 Introduction

Image intuitive de la localisation : a faible désordre, les électrons sont simplement diffusés
par les impuretés, a fort désordre (trés grande densité), les impuretés localisent les électrons
en formant des états liés avec ceux-ci. Dans un métal, cette localisation forte demanderait
une densité d’ impuretés colossale. Une situation expérimentale correspondant a cette
localisation forte est fournie par la physique des semi-conducteurs dopés.

Dans les semi-conducteurs, les électrons doivent franchir un “gap” d’énergie A (bande
d’énergie interdite) pour étre excités dans la bande de conduction. Cela conduit & température
finie & une conductivité de bande par activation thermique qui se comporte selon

_A

p(T) = poe T (5.1)

En dopant ces semi-conducteurs, on introduit d’une part des donneurs de charge qui ap-
parte des électrons excédentaires, et d’autre part des accepteurs qui peuvent former un état
lié avec des électrons. Ces donneurs et accepteurs sont a priori répartis aléatoirement dans
Péchantillon. De plus, I’énergie d’un électron sur un site (accepteur) dépend de ’énergie
de Coulomb (non écrantée) avec les électrons voisins répartis au hasard sur des sites ac-
cepteurs, et est donc elle-méme aléatoire.

Expérimentalement, dans ces semi-conducteurs dopés, on voit apparaitre a basse température
un nouveau type de conduction, toujours activée thermiquement, mais qui dépend main-
tenant tres fortement du dopage (densité de sites accepteurs/donneurs). Le but de ce
chapitre est d’étudier cette “conductivité de saut”. Remarquons également que lorsque la
concentration en dopant augmente suffisamment, une transition métal-isolant se produit
(Figure 2.3).

5.2 La conductivité de saut

5.2.1 Courant tunnel entre deux sites

Considérons deux sites (accepteurs) i et j distants de r;;. Ces sites sont caractérisés par
les deux énergies (aléatoires) E; et E; des états liés d’un électron respectivement sur le
site i/7, en labsence des autre sites. Le couplage entre les deux sites est caractérisé par
I’énergie d’échange I qui est propostionnel au recouvrement des deux fonctions d’onde des
états liés : I oc e "ii/% En définissant A;; = € — €; et en prenant comme référence des
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74 dopés

énergies (€; + €;)/2 on peut décrire le systéme des deux sites dans la base des orbitales

¢i, ¢; (états liés)
Aij I

2

Les fonctions propres sont alors 119 = c1¢; & c2¢;, et les énergies correspondantes
By 5 = £+/(Ai5/2)* + |I|?. Les coefficients c1 et ¢z sont donnés par

“ - ! (5.3)

o Bt A2+ 2

SiAjj > I, ¢1 ~1oucy ~1etiln’ya pas d’hybridation des deux sites (pas de
transfert de charge). Celle-ci peut se produire sous l'effet des fluctuations thermiques, qui
apparaissent ici sous forme de phonons. Le probleme revient alors a I’étude de transfert de
charge entre les deux sites par absorption résonnante de phonon 7w (ce qui réduit A;;).
On étudie alors le taux de transition «;; entre le site ¢ et le site j, ainsi que le taux en
sens inverse 7;;. Ces taux peuvent étre déterminés par exemple en utilisant la regle d’or
de Fermi. On obtient

0o —omi 1
Yij = Vg€ "~ T (5.4)
ert — 1
Par ailleurs, pour qu’un électron puisse “sauter” du site ¢ au site j, il faut que le site ¢
soit occupé et le site j vide, autrement dit que les nombres d’occupation n;, n; satisfassent

n; = 1,n; = 0. Le nombre moyen de transition de ¢ a j vaut ainsi
Lij = i (ni(1 —ny)) (5.5)

A Téquilibre, <n?(1 - n?)> = (nf) <n9> et (facteur 2 pour le spin)

(2

1
0o _ —
56 kT

On montre alors que I'1o = I'yy.

L’application d’'un champ électrique £ modifie cet équilibre en modifiant d’une part les
énergies des sites (polarisation des sites voisins couplés par Coulomb au site i), i.e une
modification de; des énergies de site, d’autre part il modifie la statistique d’occupation
des sites a travers un variation du du potentiel chimique. Le courant entre les deux sites
i et j s'écrie alors I1y = —e(I'12 — I'91), et la différence de potentiel —e(U; — U;) =
d(€& + pi) — 6(€; + p15). En développant au premiers ordre ;2 (*fastidieux™), on obtient la
valeur de la résistance entre les deux sites

kT

Rijj = —= (5.7)
62F§2)
avec f (1 f )
0 0) —olid Jill — Jj
FE‘]) = £2)€ 2 aJ 7Aij lj (58)
ekT
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A tres basse température KT < |Ayj|, |, — p|, |€j — pl, cette résistance prend un valeur
plus simple

o p0) g C2ry Ay

Rij ~ R;; Sl avec & = —2 + T

ou Ajj = |Aij| + e — p| + |ej — pf. Ces &; étant aléatoires, on obtient (exponentiation)

un distribution de résistances extremement large. Dans ce probleme d’un réseau aléatoire

de résistances aléatoires, une procédure de moyenne n’aurait donc aucun sens (voire la

discussion de la localisation 1d). La bonne procédure a suivre est ici donnée par I'image

de percolation.

(5.9)

5.3 Percolation de liens

A Fuaire : ... .
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Transport électronique dans un isolant : ’exemple des semi-conducteurs
76 dopés
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Deuxieme partie

Solides Amorphes : I'Exemple des
Verres de Spins
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6 Introduction et phénoménologie des verres
Chapitre a rédiger.

6.1 Quelques résultats expérimentaux sur la transition vitreuse

Cal-Al203 (84,5 wisy, )
¥203-Al203 (YAG)
ZnCi2 (E&A)

CKN (Macedo et o
ZBLANZO0 iCTM)
tri-alphaNB (Plazel)
1,2diPhenyiBenzene
Ti23eAs2Te3

Ge02 (K&D)

Si0zZ (FaP)

B203 (NMH)

BeF2 {M&C)
propanol

OTP {Laly

toluene
i-propylbenzens
Methyleyclohexane
PC {(B&H)

T T

A% o v, ® g vk

snoHuPpxOt+oppPporoln

o
[#0]
d
o

1000K/T

F1G. 6.1: Viscosité de différents matériaux vitreux (en échelle logarithmique) en fonction
de la température. La température de transition vitreuse T, est définie arbitrai-
rement par la valeur de viscosité n(7,) = 10'3 Poise.

Analogie entre les verres et les verres de spins :

— Avantage : degrés de liberté connus, désordre d’origine controllée (a la différence des
verres ou il est auto-induit), restriction aux propriétés magnétiques.

— ordre magnétique < ordre positionnel/orientationnel : phénoménologie similaire ?

— Beaucoup d’études théoriques sur ces verres de spin. Mais compréhension encore tres
partielle.

David Carpentier / 29 mars 2007 Introduction aux Systemes Désordonnés



80 Introduction et phénoménologie des verres
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F1G. 6.2: Viscosité de différent verres en fonctions de T, /T". Deux grandes classes de verres
peuvent étre mise en évidence d’apres ce graphe : les verres fragiles et le verres
forts. En supposant que la viscosité est induite par un processus d’Arhénius ac-
tivé thermiquement n(7T) ~ exp E(T)/kT, ces courbes nous donnent I’évolution

des barrieres d’énergie typiques en fonction de la température (pour les verres
fragiles).
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0.84

L | >
0°C T Tg 50C

F1G. 6.3: Volume spécifique (enthalpie) d’un verre (PVA) en fonction de la température.
Les deux courbes correspondent a deux vitesses de refroidissement, et T a la
température de transition vitreuse.
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Radius r [A]

F1G. 6.4: g(r) est la fonction de paire du milieu amorphe (elle mesure les corrélations spa-
tiales & deux points). La courbe continue représente des données expérimentales
dans un verre, montrant I’absence de corrélations spatiales a longue portée.
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Fi1G. 6.5: Chaleur spécifique du Selenium autour de la température de transition vitreuse .
Les différentes courbes correspondent & différents temps de recuit (attente) a la
température 7" ~ 300K . Le pic de chaleur spécifique autour de la transition est
d’autant plus prononcé que le systeme a passé de temps dans la phase amorphe.
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[ Les verres a basse température et le

SPECIFIC HEAT Cp (uJ/gK)

modele de systemes a deux niveaux

Chapitre a reprendre et finir.
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F1G. 7.1: Chaleur spécifique de silicate vitreux en dessous du Kelvin (& gauche) et conduc-
tivité thermique de différents matériaux amorphes en dessous de quelques Kelvin

(a droite).

7.1 Le modele de systemes a deux niveaux

Le modele des systémes & deux niveaux (TLS) explique, dans sa forme standard[6, 15],
a la fois la dépendance linéaire en température T de la chaleur spécifique de matériaux
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amorphes en dessous du Kelvin, ainsi que la dépendance en 72 de la conductivité ther-
mique k(7). Son succes est du a la vérification expérimentale de sa prédiction concernant
Iatténuation de l'absorption ultra-sonique lorsque l'intensité de l'onde est augmentée.
Dans quelques cas, ces TLS ont été identifiés physiquement, mais leur nature demeure
incertaine en général.

7.1.1 Un systeme a deux niveaux (TLS) unique

Nous commencons par postuler I'existence dans le solide amorphe de degrés de liberté
(atomes, groupes d’atomes, dislocations, etc) possédant deux états de quasi-équilibre local,
par exemple deux positions, ou deux orientations. Dans la discussion qui suit, nous ne
considérerons que ces deux positions d’équilibre. Elles constitueront le systeme a deux
niveaux local. Nous choisissons la convention de la figure 7.2 pour la paramétrisation du
potentiel a deux puits correspondant.

V(X)

A

Fia. 7.2: Convention for the parametrization of the two-level systems.

Bien que le détail des états propres (overlap entre fonctions propres des deux puits,
etc) dépendent des détails de ce potentiel, la plupart de la discussion qui suit en restera
indépendante. Dénotons par Fq et Es les deux énergies propres des “états propres” des
puits 1 et 2 de la figure 7.2. Le hamiltonien du TLS correspondant peut étre paramétrisé
par le gap en énergie A ~ Ey — E; et Pamplitude tunnel A? = fiwe™ ol A = d/€ et € est
la longueur de pénétration dans la barriere tunnel :

h2
=V amy

V est la hauteur de la barriere (Fig 7.2), et fw est approximativement 1’énergie du point
zéro (E1 + E3)/2. Le hamiltonien du TLS s’écrit alors

1/A A° A, AY

Hrrs = 5 2
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On le diagonalise aisément en

- E
Hrrs = EJZ avec £ = /A2 + (AY)2,

Remarquons que les valeurs propres de la matrices (7.1) sont +F et que le systeme
d’états propres s’écrit
cosf)  sinf
<sin9 — cos 9)

avec tan20 = Ag/A. Cette diagonalisation peut donc s’écrire comme la transformation
suivante
A A° AV A

0* — —o°+—0" ; "> —0°—=0" (7.2)

E E E E

7.1.2 Distribution des parameétres

Dans un solide amorphe, ces TLS sont supposés étre réalisés avec des gap d’énergie A et
des amplitudes tunnel A° aléatoires : 'environnement de ces TLS varie dans un matériau
désordonné, et le potentiel a deux puits est censé étre aléatoire dans un échantillon pour
les différents TLS considérés.

— La contribution a C(T) et k(1) va provenir des TLS qui peuvent étre excités thermi-
quement aux températures considérées, c’est-a-dire donc le gap A est d’ordre kT'. La
modele standard des TLS suppose que la distribution de A est une distribution plate
sur le domaine de températures considérées (10mK < 7T < 1K).

— La distribution de AY dépend de la distributions des barrieres d’énergie V de de leur
largeur d, qui a priori sont difficiles a deviner. La modeéle de TLS standard suppose
que le parametre A (relié aux temps de relaxation tunnel) est uniformément distribué
entre deux bornes \in €t Anaz-

— Les couplages 7 de ces TLS avec le bain de phonons (ou d’ondes électromagnétiques)
sont supposé constant (uniformes).

Remarques
— L’uniformité des ~ est une hypothese questionnable. En particulier, le temps de
relaxation des TLS dépend de ce couplage ~. Il est possible d’'imaginer que dans
un échantillon, deux types de TLS existent : les “normaux” assez couplés au bain,
et les anormaux faiblement couplés qui contribueraient a la chaleur spécifique a
long temps, mais pas a d’autres quantités [7]
— Question des interactions entre ces TLS. cf Yu+Leggett. Couplage au bain :

H_%;Aiam%zip?ahz

i#j

ver
;;. af‘a? (7.3)

7.2 Transport de la chaleur

Nous allons nous intéresser dans la suite de ce chapitre aux isolants amorphes, afin de
négliger toute contribution électronique au transport de la chaleur.
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7.2.1 Transport de la chaleur dans les isolants conventionnels
Chaleur spécifique Cy (T") a basse T’

Dans le régime classique (& haute température), la chaleur spécifique est constante et
donnée par 3nkp (Loi de Dulong & Petit : kp par degré de liberté). Lorsqu’on baisse la
température, il convient de prendre en compte des effets quantiques. Pour une collection
de phonons, la dérivation de Cy (T') est simple. Les phonons sont caractérisés par des lois
de dispersions ws(k) pour les différentes branches s. L’énergie libre f s’écrit

1
— —BVa
= ng g e (7.4a)
1 1
_ —B(n+5)hws (k
= ngl | E e~ Alnt3)hws (k) (7.4Db)
ﬁzws(k

De cette expression, nous obtenons la chaleur spécifique

o2 f hws ()
I =505 = v Z a:rm (7:5)

Seuls les modes de phonons tels que wgs(k) < kT contribuent significativement & cette
expression. significantly to the above expression. Ainsi, a trés basse température nous
pouvons négliger les modes optiques et ne garder que les branches acoustiques (ws(k) — 0
lorsque 7' — 0). De plus, dans cette limite les lois de dispersions peuvent étre linéarisées! :
nous obtenons 'expression suivante pour C' a tres basse température :

Ak hey (k)3
8TZ/ ET T (7.6a)

0o 2
=73 € * .
—T /(2”)3233(71%(15))3/0 do—— (7.6b)

La constante de proportionnalité, non universelle, ne nous intéresse pas ici. Nous re-
marquons par contre que la dépendance en 7 ne dépend que de la dimension spatiale de
I’échantillon. Ce résultat est donc valable dans tous les solide, cristallins ou non, puisque
dans cette limite de basse température, seuls les phonons de grande longueur d’onde contri-
buent.

Conductivité thermique x(T)

Nous pouvons utiliser la théorie de Drude naive pour décrire le transport électrique ou
thermique dans les solides. La différence entre les solides viendra de la nature des particules

M n’y a ici aucune hypothese. Mais & plus haute 7', un modele pour la loi de dispersion est nécessaire :
Debye/Einstein
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transportant la chaleur a basse température : phonons ou électrons (quasi-particules de
Landau). Nous allons nous intéresser plus particulierement aux isolants ici.

Considérons par simplicité le cas 1D pour commencer. Une des hypotheses de la théorie
de Drude est qu’apres chaque collision au point z, I’énergie moyenne des phonons est
proportionnelle & T'(z), la température locale en ce point. Considérons maintenant un
gradient uniforme en température selon x. En un point z donné, chaque phonon arrivant
du coté chaud transportera un courant thermique v x e[T'(z — vT)] ou e[T] est la densité
d’énergie, 7 est le temps moyen entre deux collisions, et v est la vitesse moyenne des
phonons (nous ne considérons qu’une branche pour 'instant). Les phonons du coté froid
transportent un courant (—v) X e[T'(x + v7)]. Le courant total en ce point est donc (n est
la densité de phonons) :

j= g v X (e[T'(x —vr)| — e[T(x + vT)])

Nous obtenons ainsi pour la conductivité thermique :

d
K= m)%é =270y,

qui se généralise aisément au cas 3D :

K= %U2TC’V = %UZCV (7.7)

ou [ est le libre parcours moyen. Cette relation implique que x et Cy ont la méme
dépendance en température, & moins que la variation de [ ne puisse étre négligée. A trés
basse température, [ est supposée ne dépendre que de la diffusion des phonons de grande
longueur d’onde sur les imperfections de surface, et ne dépendre que tres faible de T' (a
plus haute T', [ est dominé par la diffusion phonon-phonon).

Ainsi, dans le cas des verres, expliquer la comportement de Cy et k en fonction de T
suppose i) d’identifier de nouveaux degrés de liberté qui contribuent a Cy plus significati-
vement que les phonons, et ii) expliquer la diffusion anormale des phonons sur ces degrés
de liberté.

7.2.2 Relaxation de chaleur dans les verres en dessous de 1K
Expériences

A FAIRE

Exp. de relaxation thermique — correction logarithmique du comportement de T qui
dépend de la durée de I'expérience teyp.
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Chaleur spécifique dans le modele des TLS

Pour un systeme posséant deux énergies propres £ F, I’énergie libre s’écrit f = — % log(eAF +
e PE ), ce qui correspond a l’énergie libre

d? o) E
Cy = 8T8ﬁf: 97 <Etanh <ﬁ>>

E? E?
= W(l — tanh?(E/kT)) = Wseciﬂ(E/kT)

Ainsi, pour une collection de TLS, nous devons moyenner cette expression sur une loi
de distribution de AFE, choisie plate entre 0 et T" : (ng est la densité de TLS) :

e E2 9
Cy = no/o dEmsech (E/KT)

2

= ngkr2T/ dzz’sech?(x) = Enok‘zT. (7.8)
0

Remarques
1. toute fonction de E/kT donnerait la méme dépendance en T'.

2. Cette expression est une fagon d’extraire la densité ng de TLS qui contribuent
dans un échantillon. 72/12 ~ 0.8

7.2.3 Conductivité thermique des TLS

C’est un peu moins simple & obtenir...

Couplage faible au phonon

Considérons un unique TLS de valeurs propres =F couplé a un bain de phonon. v (r)
sont les fonctions d’onde des deux états £F du TLS. La fonction d’onde générale du TLS
s’écrit comme _ _

W(r,t) = ar(t)y (r)e” 71 +a) (t)y) (r)e” wFL

ou les ay| sont les amplitudes d’occupation des deux états, avec les probabilités d’occupa-
tion correspondantes py| = |ay| |*.

Nous allons considérer 1’équation maitresse suivante[?], valable si nous pouvons négliger
le déphasage des fonctions d’onde des TLS induit par le coupage aux phonons (limite de
couplage faible). Dans cette approche, nous nous concentrons sur I’évolution des probabi-
lités pr; (pas de terme croisé ata|), données par

dpy _ _dpy _
0 wupstwnp (7.92)

Les w| sont les probabilités de transition. Nous avons également la relation évidente
p,+pr =1
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Nous nous intéressons au transport de I’énergie (chaleur) par les phonons : nous de-
vons donc considérer une équation complémentaire, qui décrit I’évolution de la densité de

phonons :
dn(w)  dp,
= — 7.9b

o)t = (7.9)
o n(w) est le nombre d’occupation (d’énergie hw). g(w) est la densité spectrale de phonons
(dégénérescence des états d’énergie hw), qui peut s’évaluer dans le modele de Debye selon

d*k 1 w?
g(w, s :/ ——0(w —csk) = — —=0(wp —w).

Cette expression est valable pour chaque branche de phonons acoustiques, indexée par s
ci-dessous.

Evaluons maintenant les probabilités de transitions w)1,ws|. Au deuxieme ordre en
perturbation

o1 = 25 gle)m()] W Hnehi) (7.108)

o = 23 glwinw)(nw) + V) bt Bl (7.100)

Afin d’évaluer les éléments de matrice ci-dessus, nous devons préciser la forme de 'interac-
tion H;,: entre les TLS et le bain de phonons. Dans la base originale du TLS, on suppose
habituellement que ce couplage est diagonal, et s’écrit selon

Hipy = veo, (7.11)

ou e est le champ de contrainte local induit par le champ de phonons. Apres diagonalisation
du TLS, nous obtenons la contribution
- A AV
Hip = e <Eaz + fax> . (7.12)
Seul le terme non-diagonal nous intéresse ici.
Les éléments de matrice de ’équation (7.9a) s’expriment alors comme
A AV h

W Hine[9))) = ve— = y—k

— 1
E E 2pw (7.13)

ol nous avons utiliser I'expression classique du champ de contraintes ku (sans complica-
tions tensorielles ici), et u est évaluée en comparant I’énergie d’un phonon Aw avec son
analogue classique 2pu®w? (modulation périodique de la densité).

Revenons maintenant a I’équation maitresse pour la densité de phonon. En combinant
les équations s (7.9a,7.9b) avec 1’équation (7.10), nous obtenons

g(w) dnd(;u) = —w;1p| + WPt (7.14)
= 2 () 1 Him) (7.15)
X [n(w)(n(w) + Doy — n(@)p].
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Cette derniere équation définit un taux de diffusion
-1 2T ~ 2
Ton (©) = == (@[ Hinel¥ 1) (py = p1) (7.16)

La différence entre les probabilités d’occupation s’évalue a I’équilibre en utilisant p(T] / p(l] =
e T et pr+p =1: p(T) —p(f = tanh % L’ensemble de ces résultats nous permet d’obtenir
2 A2 hw

1 o
T (W) = P w tanh T (7.18)

Ce résultat est valable pour un TLS unique. Pour obtenir le taux moyen de diffusion
des phonons, nous devons prendre la moyenne de ce taux pour une collection d’amplitudes
tunnel A & 'énergie £ = hw , distribuées selon la loi définie dans la partie 7.1.2 :

P(A,A% = P/A° (7.19)

qui correspond a
P(E,A% = PE (7.20)
A0 /B2 _ (A0)2

En effectuant la moyenne de (7.18) avec cette distribution, nous obtenons le taux moyen

2

1) = TP o
Ton (W) = e w tanh kT (7.21)

En supposant que les TLS sont la source dominante de diffusion des phonons, et en
utilisant la formule de Drude (7.7), nous obtenons

K= éz /000 dwCis(w)e2Tpn(W). (7.22)

En utilisant Cy(w) = g(w)k(hw/kT)?sech?(hw/kT) (dérivée plus haut) nous obtenons
(attentions E a la place de 2F un peu partout)

1 oo w?  [h%w? o hw 9
K = g ZS:/O du}m [WS€C}I <]{7_T>:| Cq (723)
) -1
wys P hw
X |: pcg w tanh (k,‘_T>:|

pk%, 72 Cs
=T? —y = 24
6m3h? 64 Z P2 (7.24)

s

Cette expression nous fournit le facteur 72 escompté.

A finir
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8 Introduction aux verres de spins

Verres de spin : analogue des verres structurels. Avantage : degrés de liberté connus,
désordre d’origine controllée (a la différence des verres), restriction aux propriétés magnétiques.
ordre magnétique < ordre positionnel/orientationnel : phénoménologie similaire ?

8.1 Le modele d’Edwards-Anderson

Une impureté dans un métal est écrantée par un nuage d’électrons de conduction. Pour
Iinteraction magnétique, le potentiel écranté est caractérisé par la susceptibilité yo qui
oscille spatialement :

Xo(r) ~ T—lgcos(kFr) (8.1)

Ces oscillations de Friedel sont le reflet de la singularité de la densité électroniques
au niveau de Fermi. L’interaction oscillante entre impuretés magnétiques qui s’en déduit
d’appelle 'interaction de Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida (RKKY). Pour des impuretés
réparties aléatoirement dans I’échantillon, la distance r varie et il est légitime de penser
que les interactions entre spins vont avoir un signe aléatoire. Il s’agit la d’une propriété
essentielle du désordre dans le probleme des verres de spin.

Dans le modele d’Edwards-Anderson, les spins des impuretés sont placés sur un réseau
ordonné :

H=-Y J;S:.5; (8.2)
ij
Les fluctuations quantiques sont négligées ici, et dans la suite du cours. Le désordre est
pris en compte a travers les interactions aléatoires entre ces spins J;;. Deux distributions
sont habituellement considérées par simplicité : la distribution gaussienne

P(JZ]) = ——1¢€ 27 (8.3)

et la distribution bi-modale

PU) = 5

5 [5(,]2-]- — VA +6(Ji; + VA) (8.4)

Dans les deux cas, I'intensité du désordre est donné par le nombre A. Pour des interactions
décroissant suffisamment vite, il est aussi possible de ne conserver que les couplages entre
plus proches voisins sur le réseau.

Une derniére hypothese brutale permet d’obtenir le modele d’Edwards et Anderson :
elle consiste a ne garder de chaque spin que sa composante selon le champ magnétique z
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(hypothese de spins d’Ising). Il conviendra de se souvenir de l’aspect arbitraire de cette
hypothese dans la confrontation des théories avec les expériences. Le modele que nous
avons ainsi obtenu s’écrit

HEA = _ZJijUin (8.5)
(1.4

ou ¢ = +1 est un spin d’Ising.

8.2 Un peu d’expériences. ..

8.2.1 Susceptibilité magnétique

Les verres de spins correspondent & des métaux (Au, Cu) comprenant une faible concen-
tration & d’impuretés magnétiques (Fe, Mn). Ces impuretés sont a priori réparties au ha-
sard dans I’échantillon (au moins a faible concentration, sans effet de formation d’aggrégat).
A tres faible concentration, les impuretés ne se voient quasiment pas : la phase magnétique
correspondante est une phase paramagnétique de moments libres. Lorsque la concentra-
tion augmente et que I'on atteind le “seuil de percolation'” au deld duquel un ensemble
macroscopique de spins interagissent mutuellement, nous nous attendons a ’apparition
d’un ordre magnétique a basse température (7" ~ 0). Les fluctuations thermiques tendent
a détruire cet ordre. Le diagramme des phases naif ainsi obtenu est représenté sur la partie
gauche de la figure 8.1.

Eu, Sr;_,S
15+
75
Para 10+
-

Ferro

5 -

0

XC X =

F1c. 8.1: Diagramme des phases d’un verre de spin naif (& gauche) est expérimental (&
droite). x correspond a la concentration en impuretés magnétiques (ici Fu), et
T la température.

"Voir & ce sujet la discussion de la conductivité d’un semi-conducteur dopé.
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La partie droite de la figure 8.1 montrent I'apparition d’une nouvelle phase magnétique
dans le composé étudier autour des concentrations z. (quelqu’en soit la signification).

La caractérisation des propriétés de cette phase magnétique passe naturellement par
létude de la susceptibilité (réponse a un tres petit champ)

CRLMTRL g,

ot m; est la magnétisation locale (S;). A haute température (dans la phase paramagnétique)
x suit la loi de Curie-Weiss qui décrit la réponse d’un ensemble de spins libres

N

TY oc
X(T) o -
o N est le nombre de spins libres (impuretés). Cependant, & une température Tsg un

maximum apparait pour y (voir la Figure 8.2). En dessous de Ts¢, la magnétisation y(7')
diminue.

(8.6)

% 08
a
03 50\ 0.335} .A:‘;”_ds‘
o —~ N " ..‘ ]:lo/oxlmax
] o = &
= = L g -
< oé’ A P 0.330 . 3
S o g Lr °°°
S g £ 0325 ° 3 :
Ei ° E : B o o °
E OO \:; o E °
;}( 01_ Oo 0320_. i Ouﬂ
Coq § Lol AR | ¢
%00, o 9.00 9.50 10.00
T %00 o 4 Temperature, T(K)
f °ooooooo°°°°°°
]

; . . | L . . . | . . 1 .
0 50 100 150
Temperature, T(K)

F1G. 8.2: Susceptibilité (ac) du CuMn pour une concentration z = 0.9% en fonction de la
température. Les courbes de I'encart correspondent & différentes fréquences de
champ magnétique : 1330Hz (O), 234Hz (o), 10.4Hz (x), 2.6Hz (A).

Comme pour 'apparition d’un ordre magnétique conventionnel, cette diminution de
X s’interpréte comme l'apparition de moments magnétiques gelés. En effet, d’apres la
formule de Curie-Weiss (8.6) ci-dessus, une diminution de x peut s’interpréter comme une
diminution du nombre N de spins libres susceptibles de contribuer a Y.

Ceci se voit plus précisément en calculant la magnétisation locale (avec le théoréme
FDT)

8mi 1

= (8= (8))?) = - ) (87)

1 1 1
= Xloc = N ZXii = T <1 - N Zm12> (88)
) )

Xii =
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N.B : on peut aussi montrer que x;; = 0 si la distribution des J;; est symétrique, ce qui
permet d’égaler xjoc et x.

La dépendance de y en w a basse température est intriguante, et différente de celle d’un
antiferro (y'(w) = xo — alnw). Elle implique a priori I'existence d’une grande plage de
temps de relaxation 7 ox 1/w. L’indée naive est d’associer ces temps de relaxation & des
barrieres d’énergies aléatoires AFE entre des états successifs :

T~ PAE (8.9)

8.2.2 Chaleur spécifique

Par contre, cet apparition de moments gelés a basse température ne se voit pas sur la
chaleur spécifique : Figure 8.3. Ceci est en contradiction avec la phénoménologie habituelle
des transitions de phase qui prédisent une singularité de Cy a la transition.

80

L Cug.985 Mng o1

Cp (mJ/mole K)
S
=
I

20—

L 1 i 1 ! ] ]
0

5 10 15 20 25 30
T(K)
FiG. 8.3: Chaleur spécifique du Cwuj_,Mn, pour une concentration z = 1.2%. La
température de transition verre de spin (cf. susceptibilité) est indiquée par une

fleche.

8.2.3 Effet d’histoire / Rémanence

La suscetbilité de la phase de basse température dépend de la facon avec laquelle le
champ magnétique a été branché. Plus précisément, deux procédures sont habituellement
utilisées pour mesurer y(w = 0) :

1. Zero field cooled (ZFC) : on refroidit de T4 > T'sq & Tp < Tsg puis on branche le
champ magnétique H. On mesure alors la susceptibilité y(w = 0) qui saute & une
valeur finie et augmente avec la température jusqu’a Tsq.

2. Field Cooled (FC) : on branche le champ H avant de refroidir. La courbe d’aiman-
tation obtenue sous T est & peu pres constante, et différente de celle obtenue par
ZFC. Cette différence apparait pour des champs tres faible (qques Gauss).
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Ces résultats sont présentés sur la figure 8.4. L’interprétation est qu'un tres petit champ
suffit a perturber sérieusement ’état du verre de spin. Cette extreme sensibilité aux per-
turbations externes est un signe caractéristique des phases vitreuses.

7+

e 5 2o o o )
2N

(b) " )
s

[=2}
T

o o
3 _,o ’\' 1.08%

%o,

—
T

(=}
=

F1a. 8.4: Susceptibilité obtenue dans les procédures “zero field cooled” ((c) et (d)) et “field
cooled” pour deux verres de spin différents. Voir le texte pour la signification
des 2 procédures.

8.3 Phénoménologie : fragmentation de I'’espace des phases

8.3.1 Rappels de physique statistique

Rappels succints de physique statistique : considérons une observable O qui dépend
de l'état s du systeme. On ne mesure jamais une valeur instantannée, mais plutét une
moyenne sur un court interval de temps [0,7] :

% /0 4t Ols(1)]

La détermination de I’évolution dans I’espace des phase d’un systeme macroscopique est un
probleme insoluble. L’approche statistique consiste a remplacer cette moyenne temporelle
par une moyenne d’ensemble

/ d[s|P(s]Ofs),

moyenne sur l’espace des phases muni d’une mesure du[s] = dP[s]ds adéquate. Ce rempla-
cement correspond a faire une hypothese d’ergodicité. Celle-ci revient a dire qu’au cours
du temps, ma trajectoire s[t'| que parcourt le systéme dans l'espace des phases passe ar-
bitrairement pres de tout point de I’espace des phases accessibles. Et ceci, sur des durées
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98 Introduction aux verres de spins

relativement courtes a 1’échelle macroscopiques. Autrement dit, ’échantillonnage de 1’es-
pace des phases accessibles par la trajectoire s[t] est excellent. Faute de quoi, il convient
sans doute de réduire le volume de ’espace des phases accessible.

La détermination de cet espace des phases et de la mesure associée constitue le domaine
de la physique statistique. Une régle fondamentale est que I'entropie

S=—(InPls /d s]In P[s] (8.10)

doit étre maximale. La normalisation de P implique en particulier que S est positive.
Par ailleurs, si P est uniforme, cet axiome implique de maximiser 'espace des phases
accessible (S o InV). Des contraintes extérieurs (nombre de particules, etc) permettent
de déterminer I'espace des phases.

8.3.2 Vallées et barrieres d’énergie : une image de champ moyen

Considérons I’'exemple d’un systeme d’états indexés par «, d’énergie moyenne constante
F. La maximisation de ’entropie avec les parametres de Lagrange adéquats conduit aux
poids statistiques de Boltzmann :

Sp. [P ZPlnP ﬁZEP E) ZP —1) (8.11)

—lnPa—l—ﬁEa—7:0 (8.12)

=P, =e e PE Z P,=e 7 Ze‘ﬁEa =1 (8.13)
E_BEQ

=P, = 7 (8.14)

Un mécanisme de réduction de l'espace des phases est celui de la brisure de symétrie
(spontannée ou pas). Nous illustrons notre rappel & ce sujet sur le modele d’Ising

Z Jijoio; — hZO'Z (8.15)
<1,7>

Au niveau du champ moyen, la distribution de probabilité se factorise en
= H P;(0;)
i

Les distributions de site P(0;) sont paramétrisées par un nombre m; selon

14+my

5 M (s 1) (8.16)

PZ(O'Z) = 5(0i_1)+ 1

Dans cette approximation de champ moyen, I’énergie moyenne s’écrit selon

Z Jij (oi) (o) hz ai) (8.17)

<1,7>
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Par ailleurs, il est aisé de montrer que (o;) = % — % = m;. En exprimant de méme

I’entropie S en fonction des m;, nous obtenons I'expression de I’énergie libre

1+m,~ 1+m, 1—777,2' 1—777,2'
F=FE-TS§=— Jijmim;—h +T 1 1
<ZZJ':> e Ei:ml—i_ Ez:< 2 ! 2 ! 2 B 2 >

La condition d’équilibre 0y, F = 0 s’écrit

m; = tanh | 0 Z Jiymj + h
J

Pour un systéme Ferro (J uniforme positif) et en 3D, cette équation se réécrit
m = tanh(£6.Jm)

La condition de minimum OfniF > 0 implique que 63.J = T/T. < 1/(1—m?). On trouve
donc deux types de solutions selon que T soit supérieur ou non a 7,.. Pour T' > T, la solu-
tion de ces équation est unique m = 0, alors que pour T' < T, apparaissent deux solution
m = +m(T, h). Ces deux solutions sont séparées par une barriere d’énergie. Il est aisé de
montrer que cette barriere d’énergie est proportionnel & N (le nombre de spin), car son
franchissment implique de retourner tous les spins. Elle diverge donc dans la limite ther-
modynamique, ainsi qu’a temérature nulle. En baissant brutalement la température, il est
donc possible de piéger le systéme dans un état métastable qui n’est pas son fondamental.
On voit donc apparaitre la dépendence de I’état du syteme en la vitesse de trempe, comme
pour un verre.

8.3.3 Image (tres floue) des verres

Une idée répandue sur les verres est que leur espace des phases est fractionné en un grand
nombre de vallées d’énergie libre, séparés par des barrieres d’énergie importantes. Cer-
taines de ces barrieres peuvent étre franchies en des temps accessibles expérimentalement,
d’autres pas. On aboutit alors & une physique sensible aux perturbations externes (petites
barrieres d’énergies), et tres dépendantes de l'histoire du systeéme est des conditions de
préparation (grandes barrieres d’énergie). Ce piégeage du systéme dans certaines vallées
d’énergie libre donne naissance a une brisure d’ergodicité dans un verre. Nous revien-
drons plus tard sur cette notion. Par ailleurs, I’existence d’une grande diversité de temps
caractéristiques pour franchir ces barrieres peut expliquer la physique du vieillissement ob-
servée dans les verres. Le principal probleme ici, en comparaison avec 1’exemple précédent
du modele d’Ising, est qu’il n’y a pas de symétrie évidente qui puisse étre brisée dans la
phase vitreuse.

8.3.4 La frustration

L’existence de nombreux états quasi-dégénérés peut étre rendue “vraisemblale” par la

présence de frustration dans le probleme. Que veut-on dit exactement pas la? Rappelons
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que les couplages J;; sont de signe aléatoire. Considérons ainsi une boucle a I'intérieur du

systeme :
/ J1 7

J2 J4

>
33

Si le produit des J;; est positif le long de la boucle, il est possible de trouver une (deux)
configurations de spins qui minimise I’énergie le long de la boucle. Dans le cas opposé, le
probléme n’est pas soluble trivialement. Plusieurs configurations d’énergies (le long de la
ligne) tres proches existent pour un ensemble de J;; donné. La complexité du probleme
peut se voir a travers le nombre de contraintes non triviales a satisfaire dans ce probleme
(le long de chaque boucle).

8.3.5 Parameétre d’ordre

Habituellement, lorsque 'on étudie une transition associée a une brisure de symétrie,
nous commencons par définir un parametre d’ordre qui prend deux valeurs bien distinctes
selon que la symétrie est brisée ou non. Dans ’exemple ci-dessus du modele d’Ising, c’est
la symétrie Zy qui est brisée, et le parametre d’ordre associé est la magnétisation m =
N7 (o).

Dans le présent probleme, il n’y a pas de symétrie apparante qui soit brisée a la tran-
sition vitreuse. L’image d’'un ensemble de moments magnétiques gelés dans des positions
aléatoires n’aide pas a identifier une ordre spatial a longue portée. L’idée d’Edwards et
Anderson et d’utiliser 'image précédente de systeme piégé dans une partie de I’espace des
phases, autrement dit la brisure d’ergodicité, pour définir un parametre d’ordre adéquat.
Ceci nécessite bien str de réintroduire des quantités dépendant du temps. Ce parametre
s’exprime selon

gpa = lim lim ((Si(t0)Si(to + 1)) ges (8.18)

—00 N—oo

Ce parametre d’ordre mesure la mémoire du spin S; a tg + t de son état a la date tg.
S’il est libre de fluctuer, cette fonction de corrélation se moyenne a 0, si le spin est dans
une configuration gelée, ce parametre ne s’annule pas dans la limite ¢ — oo.

En termes de “vallées d’énergie libre” : si I'on associe a ces différents états une énergie
libre F, et une magnétisation m,. D’apres les rappels de physique statistique qui précedent,
le poids statistique de chaque états est bien P, = e #F/Z. Le parametre d’Edwards-
Anderson s’exprime alors selon

a5a = 5 O Pa Y,

7

sans corrélation entre les magnétisations correspondants a différents états. Par contre, la
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magnétisation moyenne fait intervenir des corrélations qui annulent ’ensemble :

(m?) = <<Z Pam?>2> - <Z Panm?m?>

0{76

Afin d’aller plus loin dans cette image, il est évidemment nécessaire de donner un sens
plus précis a cette notion de “vallée d’énergie” ou de portion d’espace des phases. La
question naturelle qui vient a I'esprit est celle de la structure spatiale de ces états. La
dynamique quant a elle fait intervenir des caractéristiques plus fines (et complexes) du
paysage d’énergie libre, telles que les barrieres d’énergie, les probléemes de topologie, etc.
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9 Le modele d’énergies aléatoires

Modele introduit et résolu par B. Derrida en 1981[11]. Il est transposable a de nom-
breuses situations en dehors des verres de spins.

0.1 Définition du modele

Dans le cas du modele d’Edwards-Anderson (connectivité finie) comme dans celui du
modele champ moyen de Sherrington-Kirkpatrick, I’énergie des états est distribuée selon
la loi de distribution . 2

= —— ¢ NJZ
P(E) \/We . (9.1)

L’hypothese fondamentale du modele d’énergies aléatoires (REM) est de supposer les
énergies associées a différentes configurations indépendantes les unes des autres. En dimen-
sion finie, cette approximation apparait grossiere : deux configurations qui different par
le retournement d’un spin ont des énergies trés corrélées. Cette approximation n’apparait
exacte (dans la limite de grand p) que pour le modele dit p — spins dans lequel le terme
d’interaction est un terme a p spin (voir le chapitre suivant) :

Hp—spin = E Ji1...ip0i1 -+ Ogy
{ir..ip}

Le REM est donc défini par le tirage de M = 2V énergies indépendantes selon la loi
(9.1). Le but est bien str d’en tirer la thermodynamique (aucune dynamique ici), et en
particulier I’énergie libre

F=-T{nZ)= —T/HP(Ea)dEa In Z[{Eq}] (9.2)

ou "
Z =Y ek (9.3)

a=1

9.2 Solution micronanonique

L’idée directrice est de tirer partie de I'indépendance des énergies en utilisant le théoréeme
de la limite centrale.

Considérons donc n(E), la densité d’états d’énergie E telle que n(E)dE corresponde au
nombre de niveaux d’énergie compris entre E et E + dE. Nous pouvons écrire n(FE) =
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_1Ya OU Yo vaut 1 si < by < + , et 0 sinon. La valeur moyenne s’obtient
My ol y 1si E < By, < E+dE, et 0 si La val NG "obt;i
aisément
(n(E)) dE = M (yo) = M—_c~%7
n = g _—
¢ VN J?

Soit dans la limite de grand N :

n(E) ~ e (in2-57) (9.4)

avec e = % la densité d’énergie par spin. D’apres 1'expression ci-dessus, n(FE) est une
somme de nombre indépendants “bien distribués”, qui est donc automoyennante d’apres
le théoreme de la limite centrale. Ainsi n(E) ~ (n(E)). Définissons alors I’énergie critique
€. par

E2
el = = J?1n?2 (9.5)

La densité d’états s’exprime alors selon

2 2
n(e) ~ N

Ainsi si |e| < e, il y a un nombre thermodynamique (o< N) d’états d’énergie correspon-
dante, par contre si |e| > e., n(E) est exponentiellement faible, ce qui nous assure qu’avec
probabilité 1, il n’y a qu’un nombre fini d’états ayant une telle énergie.

L’entropie microcanonique s’écrit simplement

N
S(e) =Inn(e) = ﬁ(eg —e?) = s(e) =1In2 — (e/J)? (9.6)
Cette entropie est nulle en dehors de U'intervalle —e,, e, (voir figure 9.1).
Pour en déduire I’énergie libre, nous devons d’abord exprimer la température du systeme

en fonction de la densité d’énergie e. Pour cela, écrivons que!
1 4S8 28 2
ﬁ_? =E= "N ——ﬁepour—ec<e<0

Ceci nous permet d’exprimer la température critique du systeme

o L 2vin2
‘T

La densité d’énergie libre f = e — T's s’exprime alors selon

J2et—e? e €2
f—e—i-% J2 —54‘%, (97)

soit en fonction de la température

J2 T2
2
__2JT = ec T<T, (9.9)

énergie doit étre négative!
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Entropie s(e) Energie Libre f (e)

10

Tenperature T(e)
3

2.5
2
1.5
1
5

0.

-1.4-1.2 -1 -0.8-0.6-0.4-0.2

F1c. 9.1: Entropie s(e), énergie libre, et température T'(e) du REM, avec J = 1.

De méme pour I'entropie

(1) =2 = 5 <ﬁ - ﬁ> T>T, (9.10)

=0 T<T, (9.11)

Ces fonctions sont représentées sur la figure 9.2. Le comportement de I'énergie libre ne
particulier est assez inhabituel : sa valeur a basse température est supérieure au prolonge-
ment de la courbe de haute température. La raison en est le gel du systeme dans un état
d’énergie plus haute que ce prolongement naif.

Remarque La solution de Derrida[11] utilise ’astuce suivante pour moyenner 1’énergie

libre . o
(InZ) = /Oodt e_e<76_>.
0 t

9.3 Lien avec la statistique des extrémes

A basse température, la fonction de partition Z =) e PEe est dominée par I'énergie
minimale (alors que tous les états contribuent un poids similaire & haute température).
De Z ~ exp(—FEmin/T) nous tirons (F) = —3(In Z) =~ (Epin)-

La détermination des propriétés statistiques du minimum F,,;, d’un ensemble de M
tirages d’une loi de distribution s’appelle la statistique des extrémes. Nous allons voir que
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Entropie s (T) Energie libre f (T)
-0.5
1 -1
0.8
-1.5
0.6
-2
0.4
0.2 -2.5
T 05 1 15 2!
0.20.40.60.8 1 1.21.4 : :

F1G. 9.2: Entropie et énergie libre s(T'), f(T) (J = 1).

les propriétés de la phase de basse température du REM sont en grande partie reliée a des
propriétés de statistique d’extrémes|8].

9.3.1 Rappels sur les statistiques d’extrémes

Considérons une loi de distribution P(E) dont la queue “gauche” (du coté de —oo, ce
choix étant ici sans importance) est de la forme

A

A e—BE5 ;
EA

A est une constante arbitraire. Définissons Efn]\fg = min(E,,a = 1,... M) ou les E, sont
tirés selon la loi (9.12). Rappelons que la densité de probabilité des valeurs plus petite (ou
plus grande) que E est définie par

P(—E) ~p_oc B,5> 0. (9.12)

P_.(E) = /_ " dE'P(E") =1— P-(E), (9.13)

qui satisfait

dP-(E) ~ dP-(E)
= = = = P(B). (9.14)

Pour qu’une valeur de E,,;, apparaisse, il faut qu’elle soit tirée selon la loi P(FE), et que
M — 1 valeurs supérieures soient tirées selon cette méme loi. La loi de distribution de E,,;,
satisfait donc (en utilisant (9.14))

Prt (Emin) = MP(Epin) (Po ()™ = =2 (P (B (9.15)

Pour une loi non bornée? telle que (9.12), et dans la limite de grand M, E,,;, est négative
et |Emin| > 1, ce qui nous autorise 'approximation suivante

(P>(Emin))M =(1- P<(Emin))M ~ exp (—M P<(Epin)) (9.16)

211 existe d’autres lois pour les extrémes de variables bornées, ou distribuées selon une loi algébrique.
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Définissons maintenant ’échelle d’énergie E. telle que
MP-(E;) ~1 (9.17)

Pour des énergies plus petite que E., Py (Fni,) devient exponentiellement petite, et
donc négligeable. A des corrections logarithmiques pres, on trouve pour la loi (9.12)

InM —InP(E.)~InM —InP(E.) ~InM — B(—E.)’ =0 (9.18)
1
InM s
E,o~—22)") 1
= < B > (9.19)

Etudions maintenant le comportement de Pys(Ey,ip) autour de E,. en définissant Ey, =
E,+¢. Dans la limite |¢| < —E,, et en utilisant M ~ exp(B(—FE,)?), nous obtenons d’apres
(9.16)

_eB(—Ee)? g~ B(~Ec+e)® _eBS(—Be)0te

(Ps(Emin))M ~ e ~e . (9.20)
Soit en posant u = Bi(—E,.)° e, et & une constante de normalisation pres :
Pi(u) = Po(Ee +u/(BS(—E.)’ 1) ~ e
En utilisant P*(u) %P; (u), nous trouvons une loi de distribution du minimum FE,,;,
autour de E, (" = M P(Ep,)) de la forme

u

P*(u) = "¢ (9.21)

La constante A est donnée par normalisation. Cette loi de distribution s’appelle la loi de
Gumbell. Elle est universelle au sens ou elle ne dépend pas des détails de la loi (9.12).
Un parallele peut étre fait avec le théoreme de la limite centrale, ainsi d’autres classes
d’universalité existent. Remarquons pour finir que le maximum de P*(u) est bien 0, ce qui
implique que E,. est la valeur la plus probable du minimum F,,;,.

9.3.2 Retour au REM

Revenons maintenant & notre modele initial pour lequel § = 2 et B = (NJ?)7!. La
valeur la plus probable du minimum est ainsi

1
E.=— <1”TM> o (N?J?In 2)% = —NJVIn2 = Ne, (9.22)
qui est la valeur de I’énergie critique trouvée précédemment. Cette valeur est celle de
I’énergie libre dans la phase gelée : ainsi, dans la phase gelée, le systeme reste piégé dans
la configuration d’énergie minimale. Ceci nous permet déja d’entrevoir le lien avec les
statistiques d’extremes.

Pour aller plus loin, exprimons la fonction de partition sous la forme

Eq

M
Z = Z Za ; 2o =€ T (9.23)
a=1
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Dans le régime dominé par les énergies minimales (basse température), nous pouvons
approximer P(E < 0) par

P(E = B. + €)  exp (—B(—Ec - 6)5) ~ exp (—B(—EC)5) exp (+B5!Ec\5‘le) (9.24)

X exp (—B(S|Ec|5_1E) (9.25)
E
=ct — U= 9.26
cte xp (-u7 ) (9.20)
avec B, T

p=TBJ|E,|~! = 2TN;2 = 7 avec §=2,B=(NJ*)L (9.27)

La loi correspondante pour z s’obtient a partir de £ = —T'Inz,dz/z = —dE/T soit

1

P(z) ~o»1 1o (9.28)

La transition a 7. apparait alors comme la température a laquelle P(z) cesse d’avoir
une valeur moyenne. L’écart entre son minimum et le second minimum commence est alors
important (du méme ordre que ce minimum lui-méme) et la somme Z est alors dominée
uniquement par cet extremum?® : le systéme se geéle dans un état unique.

La loi de Gumbell ci-dessus permet également de dériver les corrections de taille finie
N de I'énergie libre [8, 11] :

6—1 n
(e(N)) = % (E) = —ec+ % (u) ~ —ec + 2]{[{]_2 (u) . (9.29)

9.3.3 Localisation dans I'espace des énergies

D’apres ce qui précede, les propriétés de la phase de basse température du REM sont
reliées a un probléme de localisation dans I’espace des M énergies qui définissent une confi-
guration. Une analogie formelle existe donc avec un probléme de localisation d’une parti-
cule sur des sites dans ’espace réel. La caractérisation de cette localisation peut donc se
faire de fagon analogue : un outil utilisé dans le contexte de la localisation électronique est
celui des rapports de participation R,. Si vy est la valeur de la fonction d’onde électronique
au site r, la probabilité de présence de I’électron au site r, est donnée par

p _ W}ralz
ra —
Zr |¢I'|2

Cette probabilité est un objet aléatoire, qui possede une probabilité, a priori indépendante
du site considéré. Les rapports de participation correspondent simplement aux moments
de cette loi de distribution :

Ry(M) = (pl,) = <<%>q> (9.31)

3Voir & ce sujet la discussion des lois de Lévy dans le contexte du théoréme de la limite centrale.

(9.30)
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L’étude des propriétés des R, (M) en fonction de la taille du systeme permet de différencier
les différents comportements de la fonction d’onde. En effet, pour une fonction d’onde
étendue, py, & un poids équivalent sur chaque site, et vaut donc py, ~ M ~!. Les rapports
de participation s’annulent alors dans la limite thermodynamique comme Ry(M) ~ M ™9,
Dans le cas opposé ou la fonction d’onde est localisée (fonction §) sur un seul site ro,
les moments R,(M) deviennent indépendants de ¢. De fagon plus générale, les exposants
7(q) = —In(Ry(M))/In(M) permettent de caractériser les cas intermédiaires entre la lo-
calisation exponentielle est les fonctions étendues?.

Remarque Les rapports de participation sont parfois définis comme la somme sur r des
rapports R, (M) définis plus haut. Ceci ne fait qu’incrémenter les exposants 7(g) de

1.
De facon analogue a ce probléeme de localisation, nous pouvons considérer dans le

contexte du REM les grandeurs
ZOC

a Zﬁzﬁ

(9.32)

Wey

et les moments de leur loi de distribution

Yo (M) =" (wd) (9.33)
(03

Afin d’utiliser les résultats précédents sur la statistique d’extrémes, reécrivons w, sous
la forme wy = 24/ (20 +Za) OU Zo = > Gt 8- Cette derniere quantité est statistiquement
indépendante de z,, ce qui nous autorise a relier les deux lois de distribution P(w)dw =
P(2)dz avec w™! =1+ Zz71, soit dw/w? = Zz~2dz. Nous obtenons alors comme loi de

distribution de w (en utilisant I’expression assymptotique P(z) ~ z717H) :

w

Pw) ~\1—-w)? | — _I_HZ/\w_l_)‘l—w“_1 9.34
(w) 2= A( I ( ) (9.34)

ou A est définie en normant P(w) : M fol dwP(w)w = 1. De (9.34) nous tirons (pour g > p)

_ ! o Tla—p . g-T")T
Yq—M/0 dwP(w)w —m_l—Ti (9.35)

Etc. A Finir.

9.4 Solution par la méthode des répliques

9.4.1 La méthode des répliques

La méthode des répliques est une technique, introduite dans ce contexte par Edwards
en 75, qui est abondamment employée pour effectuer la moyenne sur le désordre (In 7).
L’idée de base de cette méthode consiste a utiliser la propriété

(In2), = lim ~ ((Z"), — 1) (9.36)

n—0n

40n parle en particulier de fonction d’onde critique multifractale...
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Nous considérons alors les moments (Z"),; pour tous les n entiers, et prolongeons ensuite
le résultat obtenu a n — 0 (prolongement analytique). Cette limite (non controllée) est
parfois problématique comme nous le verrons®

Cette technique des répliques permet d’aller bien au dela du calcul de (In Z)y, et de
calculer également des valeurs moyennes d’observables. Considérons une grandeur physique
(observable) Olo]. Sa fonction de corrélation s’exprime selon

() Olo]e Al
(Olon)g = < 2[0} o—BH[o] ) (9.37)
n—1
= lim <Z Olo]e Pl | Y~ = PHlel > (9.38)
[o] [o] d
~ 1 3 oY <e—ﬁZZ:1H[C’“]>d (9.39)

o1 n0m]

Définissons maintenant le hamiltonien effectif H,[c!,...o"], fonction de la configuration
de spins o a n composantes (a = 1,...n), par

_BH’IL[OJ?"'?U”] = _BZZ: H[O—a} 4
e = <e 1 >d (9- 0)

En remarquant que

3 <e—BZZ:1 H[a“1>d > e B 0" 1 4 O(n) (9.41)

[oh,.0m] [oh,.0m]
L’expression de la fonction de corrélation (9.39) prend alors la forme :

Z[o’l o—n} O[O’l]e_ﬁj:ln[o'l,___,g-n}
0 T ; = (0lo']) 5 9.42
( [U]>th>d nlg}) Z[gl o] o—BHn[o),....o"] < [0 ]> ( )

ou nous avons défini une notation (- -) 77, pour les fonctions de corrélations du hamiltonien
répliqué.

De la méme facon, la valeur moyenne sur le désordre de fonction de corrélation disjointe
(qui mesurent les fluctuations d’échantillon & échantillon) prend la forme de la limite pour

°T1 est déja possible de réaliser ici que le passage des moments (Z™)q & (In Z)4 peut se faire lorsque la
loi de distribution P(Z) n’est pas trop large. Nous avons vu que dans ce cas elle peut étre entierement
décrite par ses moments, et sa connaissance permet de calculer (In Z),. Cependant, Z étant une grandeur
multiplicative, la prudence est de mise. Nous verrons dans le chapitre suivant des techniques développées
pour traiter le cas des lois P(Z) larges.
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n — 0 d’une fonction de corrélation du hamiltonien effectif H,, :

> o] Olo]e=H] > l0] OlolePHlo]
{(Olo) i, (OloDin)a = (9.43)
th th/d Z[o‘] e—BH|o] Z[a] e—BH][o] .
n—2
=1lm 3 0[¢"0[0’] <e—ﬁH[01}e—6H[oﬂ 3o >
[o1,02] 0] J
(9.44)
o1 O[6]0[o2]e=BHnlo" 0]
_ iy Dt O 100 o
n—0 2[017...0"} e—,BHn[o yeees 0]
= (0['10[0*]) ;1. (9.46)

La formule ci-dessus s’exprime également sous la forme lim,_.o (O[c%]O[c"]) 7, oua
et b sont deux indices de répliques différents. Nous verrons dans la suite qu’il est sou-
vent préférable de considérer des expressions qui font clairement apparaitre la symétrie
de permutation entre les répliques. Les deux expressions ci-dessus pour les fonctions de

corrélation s’expriment alors selon

(Olol) ) = lim — 3" (00", (9.472)
a=1
(Ole]) (Ol ) = fim 2>~ (01”00 (9.470)
a<b "

Les expressions ci-dessus se généralisent aisément aux valeurs moyennes de fonctions de
corrélations a plusieurs points.

9.4.2 Solution naive du REM par les répliques

Le but est donc de calculer les moments de la loi de distribution P(Z) :

M n
N E;
"= ( ‘T> . (9.48)
i=1

Exemples. Commencons par regarder le comportement des premiers moments :

— 2
Z=Me ¥ = M/dE(wNJQ)*%e—%e*% (9.49)
Y -
= NIn2H5) ayec § = - (9.50)
De facon similaire, nous obtenons pour les deux moments suivants

— M Ei +Biy N32 NB2

2= > e m t=MNT 4 MM - 1)eNT (9.51)
i1,d0=1

~ N(2+5%) €N<21n2+§) (9.52)
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et
75— MM+ 3M(M — 1)6N¥ + M(M —1)(M — 2)6N@ (9.53)
26N(1n2+ﬁ) +6N(21n2+ﬁ) +6N(31n2+ﬁ) (9.54)
De facon générale, nous allons utiliser la forme de grand N de Z™ :
" NN oo €XD (NG(n,@)) , (9.55)
soit une énergie libre
1 . —1 ~
F(8) = F(B)/N =~ 57510 Z)aes == limy G ). (9.56)
Méthode générale
On introduit la fonction caractéristique de la distribution P(E) :
A e AE _  NIZy2
eI = / P(E)dEe E = ¢7i X, (9.57)
—E;)T

Les valeurs moyennes des z; = e s’expriment alors en fonction de g :

M k
T EL = e PN B a1 0ia) = exp [ﬁ2 > g (Z §(i, m)] (9.58)

i=1 a=1

Cette formule permet d’exprimer formellement le neme moment de la fonction de par-
tition :

M M n
Zrn= > exp|B’D g (Z 5(i,ia)>] (9.59)
i1 in=1 L =1 a=1
M ~o M n
NpB? . .
= Z exp TZ Z 0(i,00)0(i,0y) (9.60)
i1...0n=1 i i=1 a,y=1
M i ~ n
N3?
= Z exp | —— > Quy (9.61)
i1 0n=1 i a,y=1

Pour analyser cette somme, nous avons introduit la notation habituelle dans les solutions
de champ moyen de modele de verres de spins :

Qa’y - 5(Zo¢2'y) (962)

Cette matrice est appelée matrice de recouvrement entre deux répliques (configuration) du
systeme, ici caractérisée par un seule énergie indexée par i,. Cette matrice est de taille
n X n, symétrique, est ici a valeur 0 ou 1. Nous pouvons exprimer la somme (9.61) ci-dessus
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en fonction du nombre N (N, Q) de configurations iy .. .4, correspondant & une matrice de
recouvrement ) donnée :

n

22
ﬁ:%:N(N, Q) exp % > Quy (9.63)

a,y=1

Nous allons utiliser une méthode de point col a grand N, en utilisant la propriété
N(N,Q) ~ exp NA(Q). En effet & n fixé, le nombre de matrices @) possibles est on(n—1)/2
pour un nombre exponentiel en N de configurations possibles : M™ = 287,

Solution symétrique.

La solution la plus simple & chercher consiste & se restreindre aux matrices ) pour
lesquelles toutes les répliques sont équivalentes, c’est-a-dire

Qaa =1 ; Qa;éﬁ/ = qo- (964)

Il nous reste donc a considérer les deux solutions gg = 0, 1.

— Solution gg = 0. Dans ce cas, il a No(N) = M(M —1)...(M —n+1) ~ 2V configura-
tions correspondantes, et » an o,y = n. Nous en tirons le poids correspondant dans
la somme (9.63) :

- 52
Go(n,B) =n <ln2 + Z) (9.65)

— Solution gy = 1. Cette solution correspond au cas ou toutes les configurations sont

identiques, donc No(N) = M = 2V et Zow Qo = n?, d’olt nous tirons

32
Gi(n,f) =In2 + n2% (9.66)

Définissions la température critique Bc(n) = 4In2/n telle que Go(n,ﬁc) = G1(n, Bc),
nous obtenons aisément que pour n > 1, Go(n, 3) domine & haute température et Gy (n, 3)
4 basse température 3 > ﬁc(n) (voir la figure 9.3). Cette solution est intuitivement ac-
ceptable car elle correspond a des répliques libres les unes par rapport aux autres (solu-
tion “recuite”) a haute température, et des répliques corrélées les unes aux autres par le
désordre a basse température. Par contre, la situation est inversée dans la limite n — 0 :
pour n < 1, c’est maintenant Go(n, ﬁ) qui domine a basse température. Cette solution n’a
donc pas de sens physique.

De plus, nous sommes en face d’un autre probleme technique : dans la limite n — 0,
Bc(n) — 0, autrement dit, la seule solution qui survit est celle de “haute température”
G1(n, B) Or cette solution ne correspond pas & une continuation analytique définie (Z7 —
1 — 1 et non 0). La solution a ce probleme consiste a conserver, dans la limite n — 0, les
solutions de point col minimales, au lieu des maximales. Cela revient a dire que la somme
(9.63) sera dominée dans la limite n — 0 par les solutions qui minimisent 1’exponentiel.
Cette convention inhabituelle, imposée par la technique des répliques, doit étre reliée
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R N W bk 000 N

1 2 3 4

FI1G. 9.3: Fonctions Go(n,3) et Gi(n,3) correspondant aux solutions symétriques du
REM, tracées pour n > 1 et n < 1. Alors que la solution G; domine & basse
température [3 > Bc(n) tant que n > 1, c’est la solution G qui devient domi-
nante pour n < 1, conduisant a un aberration physique et technique dans la
limite n — 0.

a la particularité de la limite n — 0 de “matrices” & n composantes (correspondant &
n(n —1)/2 < 0 directions possibles autour de chaque point col). Dans notre exemple, cela
revient a supposer que les solutions acceptables a n > 1, le demeurent dans cette limite.
Avec cette convention, la seule solution qui survit dans la limite n — 0 est maintenant
une solution acceptable de “haute température” : Gy(n, B) En intervertissant les limites
N — 0o et n — 0, nous obtenons ’expression de I’énergie libre :

=61 = Ji 7T = Jm li o 7 1) i
=l i 5 (77 oo
_ iiﬁ%% (Gon, ) 1) (9.69)
=In2+ ; (9.70)

Nous retrouvons donc la bonne solution du REM a haute température, ce qui valide la
convention adoptée ci-dessus. Par contre, la transition vitreuse associée au gel du systeme
dans les états d’énergies extrémes n’est pas capturé par cette solution symétrique. Il faut
pour cela chercher une solution qui brise la symétrie des répliques, selon ’ansatz de Parisi.
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9.4.3 Brisure de symétrie des répliques

Formalisme général.

La solution correcte de basse température est obtenue par l'ansatz de Parisi[14]. Au

lieu de considérer des matrices Q% symétriques, on va considérer des matrices définies par
bloc. Dans la structure la plus simple, dite a 1 pas de brisure, chaque bloc aura une taille
m1. Il y en a donc n/my. Un exemple de telle matrice est donné par I'exemple suivant :

m1
—
[1 (h] q0 q0
g 1
Q= - (9.71)
q0 a1 q0
1 ¢
q0 q0 [(n 1]

Il convient ici de réaliser que cette représentation simple représente également toutes
les matrices obtenues a partir de celle-ci par permutation des indices a = 1,...n. Une
fagon de se représenter ces matrices est de réaliser que la structure ci-dessus est obtenue
en partitionnant 'ensemble des indices 1...n en n/m groupes de taille m. Q® vaut alors
q1 si a et b appartiennent au méme groupe, qg sinon.

Cette structure peut ensuite étre complétée de maniere récursive : chaque bloc diagonal
est ainsi divisée en my/mgy groupes de tailles mo. Et le processus peut étre ainsi conduit
jusqu’au niveau k, caractérisé par les tailles m; : 1 < myp < mp_1 < --- < m3 < n et les
k+ 1 valeurs qo, q1, . .. qi. Ceci revient donc a partitionner ’ensemble des indices 1...n en
une séries de groupes emboités de “profondeur” maximale k. La valeur de Q® est donnée
par gy, ou kg est la profondeur maximale des groupes contenant a et b. Un exemple de
matrice a 2 pas de brisure de symétrie des répliques est donné par

m2
—
[1 Qﬂ o
e 1 qo q0
1 %}
q1 [qz 1
1
[q2 qﬂ q1
Q= ) 1 g 9 (9.72)
q1 [q2 1}
1 g
[qQ 1] q1
q0 q0 1
@ [ LD]
g 1
mi
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q(x) q(x)

05 +

4, + —

d, +

% — — = X
0 m m, m, 1 0 1

F1a. 9.4: Représentation de la fonction ¢(x) dans le cas d’une brisure de symétrie des
répliques & k = 3 pas (a gauche), et pour une brisure continue de symétrie des
répliques (a droite).

La partie délicate et déroutante de cette technique est la limite n — 0. En effet, apres
s’étre restreint aux séries d’entiers mg = n,mq, ..., my multiples les uns des autres, nous
devons considérer la limite opposée de n petit. Nous nous reposons alors sur une série
de techniques dues en grande partie a Parisi, et qui permettent d’obtenir des résultats
pour le champ moyen, qui ont étés confirmés par des techniques exactes récemment. Bien
évidemment, ces techniques ne sont pas rigoureuses, mais elles ont I’énorme avantage de
permettre de dériver des résultats sur ce probleme complexe. Nous allons commencer par
considérer ces techniques avant de leur trouver une interprétation par la suite.

Dans la limite n — 0, la suite 1 < my < mp_1 < --- < my < n doit étre remplacée par
1>mg >mg_1 >+ >mp >n=0. Une facon commode de représenter les parametres
{m;,q;} de la matrice @ dans cette limite n — 0 est d’introduire la fonction g(x) définie
sur l'intervalle [0, 1], et définie par

q(z) =qisimi—1 <z <m (9.73)

avec la convention mgy = 0.

La limite de k — o0, dite de brisure continue de symétrie des répliques, est aisément
représentée avec cette fonction ¢(x) : dans cette limite, la fonction en escalier devient une
fonction continue (Fig. 9.4).

Solution du REM a basse température.

Nous allons chercher une solution du REM a un 1 pas de brisure de symétrie des
répliques. La matrice () est maintenant parametrée par la taille m des sous groupes de
répliques, et les valeurs qg,q; des éléments de la matrice () respectivement entre sous
groupes, et a lintérieur d’un groupe. Par définition gy # ¢ sinon nous retrouvons une
solution symétrique, et dans le cas présent qg,q; = 0,1. Nous devons donc considérer le
cas g1 = 1 et go = 0. N(Q) compte le nombre de choix de n/m énergies, correspondant
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aux sous-groupes de répliques, parmi les M = 2V énergies possibles, soit
N@Q)=MM —1)...(M— L 1)~ Nrn2, (9.74)
m

La sommes de éléments de @ donne 32 /430 o Q8 = nm3? /4, ce qui nous donne

- n 52
Grsp(n,m,) = —In2 +mn—. (9.75)
m 4
Nous devons maintenant chercher le minimum de cette fonction, dans la limite n — 0, qui
correspond a 0 < m < 1. Ce minimum est atteint pour

, 42 [(3.\?

m:=——=|(—] avec . =J2VIn2. (9.76)
72 B

La température critique ainsi définie est bien celle du REM. Nous obtenons ainsi pour le

minimum :

GRSB(n,mC,B) = nme, <l:7,—g2 + %2> = nmc%2 =In24. (9.77)

L’énergie libre correspondante f = Jv/In2 est bien celle de la phase vitreuse. De plus,
cette solution est valable pour m < 1, qui correspond bien a la région de basse température
G > B.. Ceci démontre que le gel du systeme a basse température est bien capturé par
I’ansatz de Parisi de brisure des répliques.

Complément Solution originale de Derrida[11]. Considérons la somme (9.59) qui exprime
le moment n de P(Z). Cette somme est dominée par des termes différents selon la
température.

— A haute température (T > T.), cette somme est dominée par le terme naturel
i1 # g # -+ # ip. On trouve aisément

Zn~ M(M —1)...(M —n+1)e™?) ~ n(nM+9(1/T) (9.78)
d’ou l'on tire

f=—lim —(Zn—-1)= —% (InM + g(1/T)) (9.79)

2
En explicitant la fonction g, on retrouve f = —% (1 + (Tl) ) On remarquera

que dans ce cas, d’aprés le calcul de Z précédent, nous avons 1'égalité (dans
la limite thermodynamique) In Z = In Z. Le désordre peut donc étre considéré
comme une variable dynamique (et non plus gelé). Ceci signifie que la frustration
est non pertinente.

— Pour trouver le terme dominant a basse température, revenons sur l’expression
générale (9.59). Introduisons v, le nombre de groupes de p indices indentiques

lays -+ la, Parmi iy ...i,. Cette variable vérifie les indentités suivantes :
n n
Zpup =net Z v, =M (9.80)
p=0 p=0
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Ces égalités impliquent naturellement que vy est d’ordre M, ce qui autorise a
écrire :

n! NJ2 n
T~ Z Hp pr| H NI exp ( e ;p%p) (9.81)

J2
Z Hp o Vp! Hp R exp (szp (11(12—1—4772 )) (9.82)

p=1

Pour trouver le terme dominant de cette somme dans la limite thermodynamique,
nous devons donc maximiser la somme Z 1 Vp (ln 2+ 4T2 p ) avec la contrainte

Zzzl vpp = n. On montre alors que les extrema correspondent aux solutions pour

lesquelles un seul des v, est non nul®. Deux cas doivent alors étre considérés :

— A haute température : T > /nT. le maximum est atteint pour vy = n et
vp21 = 0. Le comportement dominant vaut alors

7" ~ exp <nN1n2 <1 + (Tz)z» (9.83)

— A basse température : T < /nT. le maximum est atteint pour v, = 1 et
Vpzn = 0. De la croissance avec n du moment

7™ ~ exp <Nln2 (1 + n? (TZ>2>> : (9.84)

nous comprenons l’origine du probleme a basse température : les moments de
de la distribution de la fonction de partition P(Z) croissent trop vite pour
pouvoir caractériser de maniere non-univoque celle-ci. Le prolongement ana-
lytique n — 0 pose donc probleme. Nous allons voir plus loin cependant qu’il
existe une fagon de retrouver le bon résultat par un ansatz astucieux.
Ce calcul par la méthode des répliques permet donc d’obtenir facilement le bon
comportement de I’énergie libre f a haute température. Il permet également

d’obtenir des informations plus fines telles que ...
A finir.

50n peut trouver cette solution en recherchant le maximum naivement pour une variable continue. En
posant v, = n/p = 1/x, le maximum de la fonction 1/ + nz(T./T)? est obtenu pour z* = T/(nT.).
11 correspond & la solution p = T'/Te,vp = nT./T.
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10 Solution du champ moyen des verres de
spins d’lsing

Le but de ce chapitre est de présenter la technique de la brisure de symétrie des répliques
de Parisi sur un exemple ou elle permet d’obtenir la solution exacte. Nous étudierons donc
la solution de champ moyen du modele dit de “p-spin”, c¢’est-a-dire avec une interaction a
p spins au lieu de 2 dans le modele de Sherrington-Kirkpatrick. Nous verrons que l'intérét
dans ce modele vient de ce qu’il fournit une formulation du REM dans laquelle les degrés
de liberté sont des spins. Les techniques d’analyses seront donc similaires a celles utilisables
sur le modele de Sherrington-Kirkpatrick.

10.1 Modeles de champ moyen

Le modele naturel de verres de spin sur réseau (avec interaction de courte portée) est
le modele d’Edwards-Anderson(3] :

e 3t (10.1)

HEA = — Z JijUiO'j — hZo*i avec P(Jw) =

<i,j> i

Une approche de champ moyen de ce modele revient a trouver la solution du modele
dans lequel les spins sont tous connectés les uns aux autres, dit modele de Sherrington-
Kirkpatrick[16] :

e 2T (10.2)

HSK = — Z JijO'Z‘O'j — hZO'Z avec P(JZ]) ==
i#j i
Le facteur NV dans la loi de distribution est introduit pour conserver une énergie intensive

dans ce modele. En effet, la variance de I’énergie est donnée par (I'énergie moyenne d'une
configuration est nulle)

<E2> = Z <JZ]JM> 0;000] = <Jz2> w (103)
15kl

Or pour une grandeur extensive, cette variance devrait étre d’ordre N. Il est donc d’usage
de choisir une variance des couplages

(J5) = JWQ (10.4)
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120 Solution du champ moyen des verres de spins d’Ising

soit pour une distribution gaussienne

N _J?»N
53¢ 27 (10.5)

P(Jij) =

Une extension naturelle de ce modele de Sherrington-Kirkpatrick est le modele dit p-
spin :

Hp—spin = — Z Ji1...ip0i1 e Uip — hz o; (106)
1< <L ip <N 7
avec
Np-1 Jz'21mipr71
P(Jil...ip) = e J=p! . (10.7)

J2p!

Ce modele extrapole entre le modele SK pour p = 2, et le modele d’énergies aléatoires
(REM) pour p = oo. Dans cette limite, la solution est connue exactement (voir le chapitre
précédent). Nous verrons comment obtenir une solution de ce modele a p grand, qui re-
donne la solution exacte du REM lorsque p — o0o. Cette méthode de la brisure de symétrie
des répliques nous permettra alors de trouver la solution du modele SK.

10.2 Lien entre le modele p-spin et le REM

Commencons par considérer les énergies E des différentes configurations de spins dans le
modele p-spin. Ces énergies sont évidemment de moyenne nulle, et de variance (les Jiy iy
sont indépendants les uns des autres) :

— J%p! J%p! NP
B= Z sz_jl = szjlﬁ = NJ2, (10.8)
1<i1 <. ip <N
Notons que ce résultat est indépendant de p. Ce qui n’est pas le cas des corrélations entre
énergies de 2 configurations différentes. En effet, considérons deux configurations {02(1)}
et {a§2)} d’énergies respectives E(M) et E(). La probabilité d’occurence conditionnelle de
ces deux énergies s’écrie

P(By {0} Ba {0 }) = 6 (By — HI{o1V)) 6 (B2 — H{o]) (10.9)
“+00 “+00

_ / dLJ1PL] / % % (10.10)

% ei>\1 <E1+Z Jil.‘.JipU,Ei)---U,E;)>e'i>\2 <E2+Z Jil‘.diipU,Ef)---UEjU

- /+oo d)\l +o0 @

o 2

(10.11)

— 00 — 00

. . J2p! o @ @ (@)
% ezA1E1+z>\2Eze_4N% Zilu.ip <>‘10-i1 =Ty +A20y ""%p) .
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10.2 Lien entre le modéle p-spin et le REM 121

Nous pouvons alors développer la somme sur les spins

> (nol ol 4 20 oY

i1

NP
_ F(A%+>\§)+2>\1/\2 3 <0(1)0(2)> . ( i fp’) (10.12)
i1...0p
NP NP
= E(A% +A3) + 2A1A2Fq11’2 (10.13)

Dans cette derniere expression, nous avons introduit la notion de recouvrement gi5 entre
deux configurations de spins

1 1 _(2)
B2 = Za o} (10.14)

Cette grandeur prendra tout son sens dans la suite de notre étude, mais nous pouvons des
a présent lui associer une notion de distance entre configurations

1 2
d12 = W Z (O'Z-(l) - 02(2)) = (1 - qlg). (10.15)
i
La probabilité croisée (10.9) s’exprime a ’aide de ce recouvrement selon

P(Ey, B2, {0V}, {0}

_ /‘+OO & —+o00 @ei)\lEl—i-i)\gEge—‘]zTN()\%-i-)\%-i-Z)q)\quz) (1016)
o 2T J_o 2m
_ /+oo du /+OO dve. (B1+Ba)+iv(EB1 — Ez) N(2(u2+v2)+(u2_v2)2q71)2) (10‘17)
2w
- +
:/ ) du/ i dve' (Br B2 tiv(By o) = 5 (w2 (1) 02 (1ab)) (10.18)
2w
_ (E12+E2) _ (1‘312*1‘32)2
NrJ?(1+ gly)e *N770ra2) /N7 J2(1 — ¢fy)e 2N7"0-a2) (10.19)

Les énergies de deux configurations de spins {O'Z-(l)} et {JZ@)} dans le méme environne-
ment désordonné sont donc naturellement corrélées entre elle. Cette corrélation dépend
du nombre de spins a retourner pour aller d’une configuration a l'autre, paramétrisée par
la distance dy2 ou encore le recouvrement entre configurations ¢gio. Cependant, pour deux
configurations macroscopiquement différentes (qui different par une fraction non nulle de
leurs spins), alors |gi12| < 1. Dans ce cas, le résultat ci-dessus montre aisément que

pll)I{.lo P(El, EQ, qlg) == P(El)P(Eg) (1020)
Par contre des états similaires (¢ = 1) ont tous la méme énergie dans cette limite :

P(Ey,Ey,q = 1) = 0(Ey — E2)P(E7). Ainsi, dans la limite ou p diverge, le modele p-
spin se ramene exactement au REM : un modele dans lequel les énergies des états sont
distribuées aléatoirement et indépendamment les unes des autres. Cette limite servira de
pierre de touche a 'approche moins rigoureuse qui suit.
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122 Solution du champ moyen des verres de spins d’Ising

10.3 Solution du modéle p-spin et brisure de symétrie des
répliques

10.3.1 Expression générale de Z

Nous allons donc utiliser la méthode des répliques pour obtenir la solution du modele
p-spin dans la limite de grand p. Le but de cette partie est donc d’obtenir une expression
pour le moment d’ordre n de la loi de distribution de la fonction de partition Z :

—_ +m
Zn:/ H dJi,..i,P(Ji, .i,)

= firip)

n
Tr,, eXpﬁZ Z Jiy i, 08, - - .Jf; + hz o (10.21)
i

a=1 \1<i;<-<ip<n

Effectuons dés a présent la moyenne sur le désordre. Son effet immédiat est de coupler
les répliques différentes :

7" = Try, exp AN Z Z o ...O';-IPO'Z ...afp —I—ﬁhZZU? (10.22)
a=1 1

a,b=11<i;<ip<n

A ce stade, il est commode d’introduire le recouvrement entre répliques
ab 1 a b
Q"=+ > otal. (10.23)
i

Les sommes sur les spins dans le hamiltonien répliqué s’exprime alors en fonction unique-
ment de! @ :

NP .
a a b b __ _!(Qab)p sl a 7& b
Z o .05 04 .0 = & Sia—b
1<ir <ip<n p!

Le moment de P(Z) s’exprime ainsi sous la forme

7" = Try ex F N n+ Z(Q“b)p + Bh Z Z o (10.24)
= 4 #b i a Z ‘

Comme pour tout probleme avec des interactions & p corps (la seule complication est ici
la nature vectorielle de Q“b), nous découplons l'interaction en QP a l'aide d’un champ

Hes termes & i = 4; contribuent un terme sous dominant dans la limite de grand N : Zi# 070;,0] ol =
N2Q% — N. On peut donc les inclure ou non sans préjudice pour le résultat final.
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10.3 Solution du modele p-spin et brisure de symétrie des répliques 123

auxiliaire (multiplicateur de Lagrange) :

em<wa§]QWDV>=

a<b

+ + b ) )
/ ooHd o / 10 d;” eBNOPT L@V NAQ™()-Q") (10,25
—00 . %0 4 cp T

Cette expression permet une écriture du moment de P(Z) sous la forme

—+o0 +ic0o ab ~
ﬁ:/ Hd@“b/ H—d)‘ e~ GQUAN SN (10.26)

2T
% a<b © a<h

ou la fonction G est définie d’apres (10.25) par

2 72
G(Qab7 )\ab) _ _54J Z(Qab)p_’_%z )\aanb—lnTraa exp %Z)\abaaab + 5}120@
a#b ab a#b a
(10.27)
Nous pouvons maintenant appliquer la méthode du col habituelle dans la limite ther-
modynamique ou N — oo. Dans cette limite, 'exponentielle de N G est dominée par les
points col de la fonction G, et I’énergie libre s’obtient alors par les valeurs de G a ces

points col :

10.2
—-0\n 4 (08)

¥l 2 72
67 = g = i (5 - 5

Remarque : la hessienne autour du point col possede n(n — 1)/2 vecteurs propres. Dans
la limite n — 0, elle devient donc de dimension négative! Ceci est associé & un curieux
résultat : au lieu de considérer les minima de G & n fini (< 1), il convient de considérer les
maxima. Le résultat correct est ainsi obtenu. Cette regle est confirmée par un théoreme
obtenu par Guerra en 2002.

Il est impossible de déterminer les points col de la fonction GG simplement. Pour aller plus
loin, nous allons nous restreindre & certains sous-espace de I'ensemble des Q% et rechercher
les maxima corresponts, en espérant qu’il s’agit des bons. Cela revient a faire des ansatz
pour la forme de la matrice Q. Parisi a proposé une forme de matrice particuliere, ainsi
que sa paramétrisation dans la limite n — 0, qui capture correctement la bonne solution.
Il s’agit de la notion de brisure de symétrie des répliques. Mais commencons par considérer
I’ansatz le plus naturel, correspondant & des matrices Q% invariantes par permutation des
répliques.

10.3.2 Solution symétrique

Telle que nous les avons introduites, les n répliques de Z sont parfaitement équivalentes
les unes aux autres. Il n’y a donc a priori aucune raison d’en privilégier certaines, et la
solution naturelle correspond & des matrices Q% invariantes par permutations des indices
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a et b. De telles matrices sont paramétrisées par deux nombres : un pour la diagonale,
et un pour les autres termes. Dans notre cas, le terme diagonal est constant et égal a 1
par construction (voir plus haut la définition du recouvrement entre répliques). Le seul
nombre ¢ qui paramétrise donc Q% est ¢ = Q%Y. De la méme facon, la matrice A% est
paramétrisée par A7 = ).

Considérons maintenant la fonction G correspondant & cet ansatz, et paramétrée par
les nombres ¢q et \. Elle s’exprime selon

G(g,\) = —624J2n(n —1)¢? + %n(n —1)gA—1In Troae% Doy AT +Ph T, 0" (10.29)
Il nous reste a effectuer la trace sur les valeurs possibles de o¢ :
In Trgae? Saro A0 0 00 50 0% _ 1 Ty e3 (Saa) =n3+80 5,00 (10.30)
= InTrye \j;_ﬂ_e_ée(zﬁ"'ﬁh) Yao"emny (10.31)
=In / du(z) H Tryae2 HEVAHB)0" (10.32)
a

=In / du(z) (26_% cosh <Z\/X + ﬁh))n (10.33)
~n 0 ln/du(z) [1 +nln (26_% cosh (zx/x + ﬂh))]
(
(

10.34)
~h0n / du(z) In (26_% cosh (Z\/X + ﬁh)) 10.35)
22
Nous avons introduit la notation du(z) = jg—we_T.
Nous tirons de ce calcul 'expression de G dans la limite qui nous intéresse n — 0 :

= 624']2 q’ — %q)\ — /d,u(z) In (2 cosh (z\/X—i- 6h>) + % (10.36)

La recherche des points col de cette fonction conduit a I’étude de deux équations. La
premiere correspond aux variations par rapport a ¢ :

1
lim ~G(g, A)

1
0,G=0= 5[32J2pqp_1 =\, (10.37)
alors que les variations par rapport a A conduisent a
z
WhG=0=q= —/d,u(z) tanh(2V\ + 8h) —= + 1 (10.38)
VA
soit encore par intégration par partie

q= —/du(z)\%ﬁ (1 ~ tanh?(2v/A + ﬁh)) +1 (10.39)
= /d,u(z) tanh?(zv/\ + Bh) (10.40)
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Sachant que ¢ doit étre plus petit que 1 par définition, dans la limite de grand p — oo
nous trouvons la solution simple

A =0 et ¢ = tanh?(Bh) (10.41)

L’énergie libre moyenne de cette solution s’obtient aisément :

G 62J2 ﬁ2j2
Bf = rlz—>0 - 1 —1In2 —Incosh(Bh) — 1 (10.42)
ce qui est bien la solution obtenue pour le REM a haute température :
_ J? h
f=-Th2- T T In cosh T (10.43)

De méme que pour le REM, nous trouvons que cette solution n’est pas convenable a basse
température car elle correspond a une entropie négative a T" — 0 :
of f J?

h
S=—3r =In 2—W—Tlncoshf (10.44)

N.B : on obtient aussi trivialement que I’aimantation moyenne est m = 9y, f = tanh(h/T).

10.3.3 Solution non symétrique

Par analogie avec la solution du REM, nous nous attendons a ce que la solution de
basse température corresponde & une brisure de symétrie des répliques a un pas (k = 1).
Nous allons donc chercher des matrices A% et Q® de ce type?. Il nous reste maintenant
A exprimer la fonction G pour des matrices A et Q de ce type. De leur forme, nous tirons
les égalités suivantes

~ o \D
> (@) = n((n = mi)d + (m — 1)) (10.45)
a#b
D APQ™ = n ((n —ma)Aogo + (m1 — 1)Aiqr) (10.46)
a#b

Utilisons maintenant Uindice grec o = 1,...n/m; pour repérer les sous-groupes de

1...n, et les indices latins a, pour repérer les élements de ces sous-groupes. Ceci nous
) (e}
permet d’exprimer les sommes sur les spins

n/mi 2
Z)\abg o’ = Z <Z O'aa> Zaaﬁ + M\ Z (Z aaa> —nAp (10.47)
Ao ag a

a#b a#f a=1
n/mi
:AOZ<ZJGQ> o | +tu- 3 (Z%) o (1048)
o, Ao a=1

2Notons que la forme de la fonction @, dans laquelle ) et Q apparaissent sous forme de produit, implique
que ces deux matrices ont méme symétrie.
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Comme pour la solution symétrique, nous exprimons les traces sur les valeurs de o sous
la forme d’intégrale :

20 T05(Taq 70) (T 00s) _ / dpa(2)e?V 0 X L oa (10.49)

e(’\l—AO)ZZ/:Tl (Canoaa)’ — H/dﬂ(z’a)eza VAI=A0 20, Taa (10.50)

= Trye? Loz X070 +0h T, 0" (10.51)
n/mi

— /d,u(zo) <emlTAl /du(zl) (cosh (ZO\/)‘_O+Zlm+ﬂh>)ml>

(10.52)
—14— /d,u(zg)ln L] (10.53)
my
En ne gardant que les termes non nuls dans la limite n — 0, nous obtenons
G 22 1
— =n—0 (migy + (1 —m1)q}) + 5 ((m1 — 1)A1q1 — m1Xoqo)
A 1
- 71 + - du(zp) ln/du(zl) cosh™! (20\/)\0 + 21V A1 — Ao+ ﬂh> (10.54)
1
Commencons par considérer I’équation de point col par rapport a qq :
—=—=p"J b —A 10.55
90 17 Tmpdy + (10.55)
22
= Ny = 52 pqg 1 (1056)

De la méme facon, la seconde équation de point col par rapport a ¢; conduit a I’équation
analogue de la précédente
62 J2
2
Or nous avons par construction 1 > g1 > qo, et A} # Ao (faute de quoi nous retrouverions
une solution symétrique), ce qui implique que?

At pa} (10.57)

lim \g=0et lim \y =00,¢q1 =1 (10.58)
p—00

p—00

En utilisant ces deux résultats (\g — 0, A\; — 00), nous pouvons simplifier I'intégrale dans
I’expression de la fonction G en

G 2,2 1
A ﬁT (mah + (1= m)af) + 5 ((ma — DArgr = madoao)
1
_ % ~ — In (2cosh(myBh)) + Lo tank?(m1 ) (10.59)
1

3Remarquons que go ne peut tendre vers 1 dans la limite p — oo : nous retrouverions une solution
symétrique dans cette limite, ce qui n’est pas correcte.
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Cette expression simplifiée nous permet d’obtenir les derniéres équations de point col :

g—/i - %‘JO - % tanh?(m6h) = 0 = qo = tanh?(m, Bh) (10.60)
N 2 1q1+71:0:>%:1 (10.61)
et finalement
oG P 1 A
omy - 4 (qg B qif) + 5(/\0% - /\1Q1) + 7

- Lz In(2 cosh(mq5h)) + ph tanh(mpBh) — ald tanh?(my3h) =0 (10.62)
my my 2

soit en appelant G, = m10

4
B2 = 75 (In(2cosh(Gch)) — Beh tanh(G.h)) (10.63)
Nous remarquons & ce stade que T, = (' correspond exactement & la température &
laquelle s’annule 'entropie de la solution symétrique de haute température.
D’apres la solution ci-dessus, a basse température (7' < T.), nous obtenons dans la
limite p — oo

) G ﬁ2 J2
lim — =

p—0oo N 4

(1—my) — mil In(2 cosh(m13h)) + O(n). (10.64)

L’expression de I'énergie libre f s’en déduit :

2
J2
=—or ~ htanh(G.h) (10.66)

ce qui correspond bien a la solution (nous avons utilisé I’égalité (10.63) dans la derniere
égalité). Ceci est une bonne indication que la méthode de brisure de symétrie des répliques
permet d’obtenir les solutions de champ moyen correct, au moins pour le modele p-spin.

10.4 Brisure de symétrie des répliques, et brisure d’ergodicité

10.4.1 Le parametre d’ordre est une fonction !
Retour sur la notion d’état pur : le cas du modele d’Ising ferromagnétique

Pour ce modele d’Ising ferromagnétique, nous pouvons définir deux états “purs” ca-
ractérisés par leur aimantation (S;) = +mg, (S;) = —m, ou 'aimantation spontannée est
définie par my = limy,_,o+ (imy—o (S;)). A Péquilibre, toutes les moyennes statistiques
de décomposent sur ces deux états : (S) = 1 (S) L+ 3 (S)_. De facon générale, pour une
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observable O dans un état de Gibbs, nous écrivons (0) = 1(0), + 3(O)_. L'idée qui
sous-tend la technique de brisure de symétrie des répliques est que dans un verre, il y a un
grand nombre de tels états purs, d’énergie libre F,, et que ces moyennes se décomposent
selon

(0) =) e (0),. (10.67)

Mais le probléme visible dans le cas du modele d’Ising ferromagnétique est que la
définition des états purs se fait via I'utilisation d’un champ extérieur qui se couple non-
symétriquement aux différents états purs. Ceci apparait impossible dans le cas des verres
ou nous n’avons aucune idée a priori de la structure complexe des différents états. Com-
ment faire pour définir ces états purs sans champ extérieur 7

Avec cette idée d'un grand nombre d’états purs présents dans les verres, quels sont les
outils pour les caractériser. Une premiere notion intéressante est celle de distance entre
états. Dans le cas des spins d’Ising, définissons la par la relation

2 1 - o 3)?
d (avﬁ) = IN Z <Ji - O-i) (1068)

1=

ot {6} et {o”} sont les deux états. On peut lui associer le recouvrement entre ces deux
états, rencontré précédemment, et défini par

1
qaB = 1- di,@ = N E 0'?0'2-6 (1069)
)

Cette distance vérifie les propriétés suivantes

- diﬁ = 0 si les 2 configurations sont égales, et g, = 1

— dap = 1 si les 2 configurations sont orthogonales, et g,3 = 0

— dop = 2 si les 2 configurations sont antiparalleles, et gog = —1

La donnée de 'ensemble des distances d,g3, ou de facon équivalente des recouvrements
dap, Permet de caractériser l'ensemble des états purs d’une phase. Une proposition de
parametre d’ordre dans un échantillon donné correspond donc a la loi de distribution de
des recouvrements

Py(q) = Zwawgd(q — Gap), (10.70)
af

ou w, est le poids statistique de I’état «.
Un parametre d’ordre plus accessible a la théorie est la distribution moyenne de ces
recouvrements

Plg) = / dLJ)PLI]P(q) (10.71)

Exemple pour le modele d’Ising ferromagnétique, ce parametre d’ordre est une fonction
delta centrée en 0 au dessus de la transition (T" > T,), et la somme de deux fonctions
delta centrée en £m? & basse température. On s’attend donc & ce que une distribution
P(q) plus complexe corresponde & un ensemble non trivial d’états purs.
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Calcul de P(q) par les répliques

Considérons la série de fonction de corrélations suivantes :

N
¢ = %Z ()% = %Z (Z wa (04) ) ng (i) (10.72)

=1 =1 [

= ) _ WaWsqap = /dqq Pi(q) =7’ (10.73)
af

De méme la fonction de corrélation analogue s’exprime aussi comme une moyenne de
puissance de q :

1 o
ay) = 7z 200 = 1 Zwawﬁ Z (0i07)' (0105)” (10.74)
H " (00 (0, ) P (,) )
=S wawpis =@ (10.75)
aB

Ce résultat se généralise aisément au moment d’ordre k de la loi de distribution Py ;y(q) :

—J
g’ Nk Z (iy - 04) —/dq P(q)d* = ¢ (10.76)

015

Or c’est au niveau de ces fonctions de corrélations que le lien se fait. En effet, comme
toutes les fonctions de corrélations (ou plus précisément leur moyenne), elles s’expriment
aisément en formalisme de répliques. Prenons I'exemple de la premiere :

¢V =) = Z 3 oMo e=pHIoW] g=pH[7)] (10.77)
{ Y o)
_ a b#a T ab
= ilg%) <o— o} >Hn[an] = ilirb@ oua#b (10.78)

Dans cette expression, H,, représente le hamiltonien répliqué, et a et b deux indices de
répliques différents. L’ambigiiité de ce choix est levé en préférant I’expression symétrique
suivante

1 — ab 1
q n—>0nn—1 ;,Q (10.79)

De la méme facon, les moments supérieurs trouvent un expression analogue en terme
des recouvrements entre répliques :

(k) —
¢\ = lim —— n—l ZQ (10.80)

n—~0 TL
a<b
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130 Solution du champ moyen des verres de spins d’Ising

Une conséquence immédiate de cette relation pour tous les moments de la loi de distribu-
tion P(q) est l'identification

P(g) = lim ——— " 6(Qup — (10.81)

n—>0n n — 1
a<b

La conclusion de cette remarque est que la brisure de symétrie des répliques, qui comme
nous l'avons vu est reliée a 'apparition de plusieurs valeurs de @, est reliée avec 'exis-
tence de plusieurs états purs distincts. L’apparition de ces états purs s’apparente, d’apres
notre introduction, a 'existence d’une brisure d’ergodicité.

Remarque Lien avec les susceptibilités magnétiques. La susceptibilité locale est définie

Par Xioe = 3 2 Xii = B(L— N7'35,mi) car xii = 9m;/Oh; = B{(0i —(03))*)
par utilisation du théoréme fluctuation-dissipation. D’apres ce qui suit, on peut donc
définit deux types de susceptibilités :

— la susceptibilité piégé dans un état pur (a basse température) :
Xioe = B(1 = (mf)?) = B(1 — qea). (10.82)

La derniere égalité provient de l'identification

dEA = %}g{}o Z (oi(to)oi(to + 1)) = %Z (0%0%) = %Z(mga))? (10.83)

— la susceptibilité d’équilibre :
- 1 9 _

Revenons pour finir sur le formalisme des répliques, et considérons une solution a brisure
de symétrie des répliques quelconque. Celle-ci est caractérisée par la fonction g(x). Cette
fonction est liée directement avec le parametre d’ordre P(q) précédent. En effet, d’apres
sa, définition,

P(q) = }HO e Za Qb — (10.85)
a<b
- 1 . 2 - dmaz ~d$()
_ /0 dad(q(x) — q) = /m i (10.86)
_ dz(q)
= e (10.87)

Ainsi P(q) se lit directement sur la fonction ¢(z), ce qui confirme l'interprétation
précédente de la brisure de symétrie des répliques. Quelques exemples de fonctions ¢(x)
typiques sont représentés sur la figure 10.1, ainsi que la distribution P(q) correspondante.
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q(x P(a)
05 + -
a4, + S
a, +
A — o X q
0 1 0d, 9 4 9
q(x) P(q)
Year
% . X q
0 1 0 qO qE A
a(x) P(a)
e T
l X q
0 1 0 Oza

F1G. 10.1: Représentation de quelques fonctions ¢(x) courantes, ainsi que de la distribution
P(q) associée.

David Carpentier / 29 mars 2007 Introduction aux Systemes Désordonnés



132 Solution du champ moyen des verres de spins d’Ising

10.4.2 Ultramétricité

Considérons P(qi,q2,q3) la probabilité jointe d’obtenir les 3 valeurs ¢, ¢2, g3 comme
recouvrements respectifs entres trois états :

P(qi,q2,q3) = Z Wawawy0(q1 — ¢as)0(q2 — 43+)0(q3 — Gay) (10.88)
B,y

Cette probabilité s’exprime en termes des recouvrements entre répliques sous la forme

> 6(Qab — 01)8(Qac — 22)5(Que — q3)  (10.89)
a#b#c

Procédons de facon pédestre et explicite, et considérons pour cela la fonction caractéristique
9(y1,y2,y3) de P(q1,q2,q3) définie par

P =i
(91,92, 43) a0 n(n—1)(n —2)

9(y1,2,y3) = / dqrdgadgs P(q1,qo, qs)e’(1vrHa2v2+asys) (10.90)
1 .
— lim Z e (Qaby1+Qpey2+Qacys (10.91)
n— —1 — 2
on(n—1)(n—2) forel
. 1
= lim Tr (A(y1)A(y2)A(ys)) (10.92)

n—0 n(n — 1)(7”L — 2)

ou les éléments de matrice de A(y) valent exp(iQaupy) si a # b, et 0 sinon. Définissons par
A(x,y) (avec x € [0,1]) la limite de cette matrice lorsque n — 0, et nous obtenons*

1 1 T
) =5 [ do (oA A ) A 30) + Alen) [ dud () Al )
0 0

+ A(x,y2) /Or duA(u,y1)A(u,ys) + Az, ys3) /Ow duA(u,yl)A(u,y2)>, (10.93)

soit en repassant a la distribution P :

Plas,a2,0) = 5 Plan)aan)d(an — 2)0(ar — ) + 5 P(an) P(@2)0(a — 02)6(a2 — )

+ 5P P(as)6(az — 49)3(a1 — a5) + 3 Plar) Plas)¥las — a5)olas — a2) (10.99)

Ce résultat traduit I'ultramétricité de 'ensemble des états purs de la phase vitreuse, qui
est définie par la relation sur les distances (équivalente a la propriété ci-dessus) :

dap < maz(dae, dpe) (10.95)

Cette propriété est traduite de facon commode en représentant I’ensemble des états sur
un arbre, sur lequel chaque niveau correspond & un recouvrement donné (fig. 10.3).

4De facon générale, nous pouvons écrire que

k

1 1
P szflb = (mi—misig; — /0 dzq' (z).

i=1
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Fi1G. 10.2: Représentation schématique d’un arbre ultramétrique. Les solutions de champ
moyen des verres de spins correspondent a des structures ultramétriques de
I’espace des phases.

10.4.3 Notion de complexité

Si nous reprenons la décomposition précédente de I'espace des phases en composantes
ergodiques (“vallées d’énergie”) distinctes, nous pouvons écrire la fonction de partition
comme une somme des fonctions de partition partielles :

2=3"2,=Y e, (10.96)

ou les énergies des différentes “vallées” sont intensitves F, = N f,. En utilisant les poids
statistiques P, = Z,/Z de ces vallées, nous pouvons écrire 1’énergie libre sous la forme

<F> = ZPaNfa (1097)

=> P (-kT P, — kT In 2) (10.98)

= —kTInZ—kT'» PylnP, (10.99)

=F+7T7C (10.100)

ou la complexité C, analogue a une entropie (des “vallées”), s’écrit C' = —k ) o Paln Py >
0. Par analogie avec ’entropie habituelle, nous pouvons définir un nombre effectif de
composantes ergodiques N, défini par C' = —kIn N, . Dans les solutions champ moyen

de modele de spins, ce nombre passe de 1 dans la phase de haute température a un nombre
thermodynamique en dessous.

Expérimentalement, cette complexité n’est pas accessible. On peut par contre considérer
Pexces d’entropie du verre ou du liquide par rapport au solide (état ordonné de référence
dans les conditions expérimentales) : AS = S — Sige- Le comportement en température
de AS signale I'apparition d’une transition vitreuse (paradoxe de Kauzman).
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AS

Fia. 10.3: Représentation schématique de I'exces d’entropie d’un liquide trempé en fonc-
tion de la température. En dessous de la température vitreuse, cet exces d’entro-
pie change de comportement. Le paradoxe de Kauzman vient du prolongement
comportement de AS en dessous de T}, : a une température 15, cette exces en-
tropie s’annule. En dessous de cette température, le liquide surfondu aurait une
entropie plus faible que celle du solide : il doit changer de nature auparavant.
Cette température est parfois vue comme celle d’une transition de phase idéale
(fictive) survenant a des temps (de refroidissement) infinis.
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10.5 Retour sur le modele de Sherrington-Kirkpatrick 135

10.5 Retour sur le modele de Sherrington-Kirkpatrick

Le modele de Sherrington-Kirkpatrick, véritable champ moyen du verre de spin d’Edwards-
Anderson, correspond au cas p = 2 du modele p-spin précédent. Bien qu’apparemment
plus simple, sa solution par les répliques s’avere plus complexe : il est possible de mon-
trer analytiquement que pres de la transition vitreuse, la solution de basse température
est de type brisure continue de symétrie des répliques. Celle-ci s’obtient en faisant un
développement de la fonction de point col G en puissance du parametre d’ordre Q). Le
maniement de ce genre de solution s’avere plus fastidieux que celui de solution a 1 pas de
brisure de symétrie des répliques. Nous ne les présenterons pas dans ces notes.

Notes

Le grand débat des verres de spins a pendant longtemps été celui de la pertinence de
cette image de champ moyen pour un verre de spins en dimension 3. Une proposition
alternative est celle des “gouttelettes” développée par D. Fisher et D. Huse. Ce scénario
s’appuie sur la physique d’un systéme ferromagnétique trempé. L’évolution lente d’un tel
systeme se fait par croissance des domaines majoritaires. Par analogie, D. Fisher et D.
Huse ont postulé I'existence d’un fondamental unique du verre de spins (a symétrie de
renversement des spins pres). Les propriétés du verre de spins sont alors la manifestation
du caractere éternellement hors d’équilibre de ce verre.

Un deuxieme point a aborder est celui de la nature des spins. Nous nous sommes
intéressés exclusivement aux spins d’Ising dans ce chapitre. Si I'existence d’une transi-
tion vitreuse a température finie est bien établie numériquement pour les verres de spins
d’Ising, la situation est trés controversée pour les spins d’Heisenberg. La contradiction ap-
parente entre cette situation numérique et les résultats expérimentaux pose donc probleme.
Dans ce contexte, Kawamura a proposé un scénario selon lequel la transition vitreuse des
verres d’Heisenberg proviendrait d’un gel aléatoire de la chiralité dans ces verres de spins.
Un couplage spin-orbite (qui produit un couplage entre chiralité et aimantation locale) est
alors nécessaire pour ordonner aléatoirement les spins.
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11 Dynamique du verre : le vieillissement

Jusqu’ici, nous n’avons considéré que les propriétés d’équilibre des verres (au niveau du
champ moyen). Or il semble qu’expérimentalement cet équilibre global ne soit jamais at-
teint. Nous allons donc naturellement nous tourner maintenant vers la dynamique vireuse.
Est-ce a dire que nous devons oublier les résultats précédents ? Nous verrons qu’ils sont
nécessaires a la compréhension de la dynamique, en définissant le cadre de travail pour
I’étude de I'évolution du systeme.

11.1 Quelques résultats expérimentaux

11.1.1 Aimantation thermo-rémanente

Le protocole expérimental suivi pour étudier cette aimantation thermo-rémanente est
le suivant :

1. On part d’une température 77 supérieure a la température de transition 7,. A cette
température, le systéme est soumis & un petit champ magnétique h de quelques Oe.
Ensuite, le systeme est refroidi jusqu’a une température 75 en dessous de T}, toujours
en présence du champ h.

2. L’origine des temps étant définie par la date d’arrivée du systeme a 715, la champ
magnétique est maintenu constant pendant t,,.

3. A la date t,, on coupe ce champ h. Puis on mesure I'aimantation M (t) aux dates
ultérieures.

Le résultat de ces mesures est une chute brutale (de 'ordre de 50 &4 90%) de M a t,,, suivie
d’une relaxation lente (approximativement logarithmique) de celle-ci. Cette relaxation
dépend explicitement de la durée t,,, et n’est pas une fonction uniquement de la durée ¢
écoulée depuis ty, : M (ty,ty, +t) est une fonction non-stationnaire. Lorsque t,, augmente,
la réponse M (t,,t,, + t) se ralentie. L’idée intuitive qui en découle est que pendant ¢, le
systeme cherche un équilibre local optimal. Plus ¢,, augmente, meilleur est cet équilibre,
ce qui rend d’autant plus difficile une évolution depuis cet état (d’ou le ralentissement).

Une procédure expérimentale complémentaire consiste a refroidir sans champ magnétique,
et a n’appliquer ce champ qu’au bout d’un temps t,, passé a T,. L’aimantation ainsi me-
surée est notée Mpc (de 'anglais “Field cooled”). Sa dépendance en t et t,, est la méme
que pour l'aimantation thermo-rémanente (en effet, la somme des deux redonne I’aiman-
tation Mpc dans Papproximation de linéarité de la réponse). Le champ magnétique h
présent dans la premiere procédure n’influence donc par le vieillissement.
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Fi1g. 11.1: Aimantation thermo-rémanente My gy, normalisée par 'aimantation “Field
Cooled” dans le verre de spin Ag : Mnsg gy. Un champ magnétique de 0.10e est
appliqué lors du refroidissement, puis maintenu a la température T de mesure
pendant un temps t,,. Les courbes montrent ’évolution de M en fonction de ¢,
le temps écoulé a partir de t,,. La figure du haut montre I’évolution en fonction
de t, et celle du bas en fonction de ¢/t,,.

Une premiere analyse quantitative de la réponse consiste a tirer de la décroissance de
Mgy une distribution des temps de relaxation :

Mg (o 1) = Mty + 1) / drg. (1)et/™ (11.1)

70

d ~ Mrrm\ <t W/
= dint (m(twat) - MFC ) - /ro dTTgtw(T)e —gt,w(t) (11.2)

David Carpentier / 29 mars 2007 Introduction aux Systemes Désordonnés



11.1 Quelques résultats expérimentaux 139

** Fig de Lundgren et al. **

La courbe ainsi obtenue possede un maximum pour In 7 ~ In t,,, et suggere d’autre part
une loi d’échelle en t/t,, pour cette fonction. Deux cas limites sont identifiés : aux petits
temps t + t, >t (t < ty), la dynamique est quasi-stationnaire et ne dépend pas de t,,.
Et pour des temps de 'ordre de 1’dge du systéme (¢t ~ t,,), la dynamique est fortement
non-stationnaire.

11.1.2 Effets de température : la mémoire du verre

8 : I
3 |
o | ] b o G “.
= sk, | :
X R ; :
'%\s : " tmeat12K (min)
T =12K+
| el b T=10K G T=12K
| | M"‘.‘ M%WW
t B | t
4 <t—— 1 " >l< 7 2 Lw\'>~1<‘: n 3 =
0 400 800
age (min)

Fia. 11.2: Effet mémoire et réjuvénation : partie imaginaire de la susceptibilité d’un verre
de spin, a fréquence tres faible (0.01H z). La séquence de température est décrite
dans le texte.

Expérimentalement, les effets de petites variations de température sur la réponse d’un
verre ont été étudiés en détails. Il apparait un comportement parfois caractérisé de chao-
tique. Ces effets ont été étudié sur la susceptibilité x”.

1. Effet d’une petite baisse de température : AT < 0. Dans ce cas, un phénomene de
réjuvénation apparait! La relaxation, ou vieillissement du verre, semble redémarrer
avec cette variation : x” commence en effet & augmenter avant de diminuer & nouveau.

2. L'effet d’une hausse consécutive de la température (voir fig. 11.4) est tout aussi
étonnant. En effet, la réponse reprend sa décroissance en oubliant completement son
séjour a une température inférieure pendant 6 heures. Cet effet est appelé 'effet
mémoire (ou effet Kovac selon le contexte). Une expérience impressionnante a été
réalisé avec une série de variations successives, montrant un effet mémoire multiple.
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Fia. 11.3: Effet mémoire multiple, mesuré sur la susceptibilité a fréquence 0.1 H z dans un
verre de spins. Le verre a été refroidi par palier, puis réchauffé a taux constant.
Durant ce réchauffement, la réponse dépend de tous les paliers de refroidisse-
ment : le systeme se “souvient” de son histoire.

T
Ty

Ty

Fia. 11.4: Cycle en température dans une expérience de réjuvénation du verre. Dans
Pexpérience **REF**, T} = 16.7K, Ty = 12K, t, = ty = 350min.

Les effets sur la TRM sont moins évidents : une baisse de AT = 1K pendant 30min
ne conduit a aucune modification, alors qu'une augmentation de 0.3K pendant 100 min
conduit a un tres faible effet.

L’interprétation de ces effets est 'existence d’une hiérarchie d’états en fonction de la
température (Fig.11.5). Lors d’une variation de température négative, le vieillissement
redémarre due a 'apparition de nouvelles barrieres. Mais lors du retour a la température
initial, cet étape intermédiaire est oubliée car l'on reste dans la méme ’'grande vallée
d’énergie’.

??? B(T — AT) = (T — AT)Int, /79, B(T) = TInt) /79 = B(T — AT) > B(T)???
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\—// T+AT

\/\/\/ T
F
TAT
Fia. 11.5: Schéma des états hiérarchiques apparaissant lors d’une variation de

température, et permettant de rendre compte des effets mémoire et de
réjuvénation.

11.2 Survol des résultats analytiques

11.2.1 Formalisme

Dans les années 90, une avancée significative est venue de la résolution de I’équation dy-
namique d’évolution pour un modele de champ moyen (p-spin). Pour ce faire, on considere
la fonction d’autocorrélation C(t + t,,t,,) définie par

Ot + tustu) = 1 3 (03lFu T Dol (11.3)

%

Nous définissons les valeurs dans les cas limites :

tlim C(ty + t,ty) = Cp(t) (limite stationnaire) (11.4)
thm CF(t) =(qrA et CF(O) =1 (11.5)

L’introduction de la fonction de corrélation stationnaire C'r(t) permet la décomposition
suivante
C(ty +t,tw) = Cr(t) + qea + Calty +t,ty) (11.6)

dans laquelle C'z(t,, + t,t,,) correspond a la composante vieillissante de C(t,, + t,t,,). Par
ailleurs, si limy_, o C(ty, + t,ty) = 0V, (voir la notion de brisure d’ergodicité faible) alors

tlim tlim Catw +t,tw) = qpa (11.7)
im Calty +1,t) =0 (11.8)

Dans les modeles de champ moyen étudiés, il est possible d’identifier plusieurs régimes
dans lesquels la variation de C est due soit a Cr (régime stationnaire), soit & C4 (régime
vieillissant). Ces régimes peuvent étre identifiés par les conditions C' > g4 dans le régime
stationnaire (t < t,), et C' > gqga dans le régime non stationnaire.
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11.2.2 Théoreme Fluctuation-Dissipation

Considérons la fonction de réponse a une variation de champ

1 Z O (oi(ty +1))

R(tw +tatw) = N ah(t )

= Rp(t) + Ra(tw +t,ty) (11.9)
h=0

dans laquelle nous avons défini Rp(t) = limy, o0 0ty t)>qua B(tw +1,tw) et Ra(tw,t) =
My, oo, C(tu,t)<qua B(tw + t,ty). Par définition, Rr et Cr satisfont au théoréme de Fluctuation-
Dissipation :

RF(t) _ _%80@};@)'

Par contre, la composante vieillissante R4 de la réponse satisfait pas a ca théoreme. Il
a donc été suggéré d’introduire une généralisation ad hoc de ce théoreme sous la forme

X[Ca(ty +t,tw)] 0CA(tyw +t,t')

(11.10)

ty +t,ty) = 11.11
Rty +1.t) - e N (11.11)
Cela revient en fait a introduire une température effective
X|[Calt t,t
Ty = Caltw + 1) (11.12)

T

Le sens a donner a cette température est encore sujet a débat.

Remarques
1. Mesure expérimantale de la violation du théoreme FDT par Occio et al. (voir
figure 11.6).
2. Li la statique : il ible d I P(g) = —TEXQ)
. Lien avec la statique : il est possible de montrer que limy_ P(q) = — g0

en particulier pour le modele SK. Cette relation détermine un lien entre la
complexité de I'ensemble des états purs du systeme, et la température effective
apparaissant dans le théoreme FDT généralisé.

11.2.3 Résultats généraux de champ moyen

ex. du modele p-spin soft spins, etc.

1. Régime stationnaire : Cp(t) >~ qpa + ¢ (?)a. Pour le modele SK, cet exposant vait
a =1/2 a T, et baisse avec la température.

2. Régime non-stationnaire : 2 cas se présentent suivant les modeles.
a) Présence d’une échelle de temps : ce cas est associé aux modeles possédant une

solution statique de type brisure de symétrie des répliques a un pas. Dans ce
cas, la fonction de corrélation vieillissante s’écrit sous la forme

Lty +1)

CA(tw"‘t,tw):F( E(t )

) avec F(u) ~ qpa—c(1—u)=%, z < 1. (11.13)
Dans cette relation, £(¢) est une fonction croissante de t qui joue le role d’une
échelle caractéristique (par exemple L£(t) =~ (t/79)” dans le modele de piege qui
suit).
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Fi1G. 11.6: Diagramme fluctuation-dissipation expérimental dans un verre de spins, pour
différentes températures. La violation du théoreme FDT est bien visible, ainsi
que le désaccord apparent avec des scénarii a une température effective.

b) Dans les modeles a échelles multiples, la décroissance de C'4 est bien plus lente,
et plusieurs températures effectives T¢ ¢ apparaissent.

11.3 Le modele de pieges

Dans cette partie, nous allons considérer un modele phénoménologique, appelé modeles
des pieges. Ce modele possede I'avantage de permettre de décrire assez simplement un
exemple de dynamique hors d’équilibre vieillissante. De plus, il peut étre relié au REM,
modele étudié précedemment. Nous verrons ainsi qu’il demeure un modele de champ
moyen.

E espace des phas¢

of - TNANN

FiGc. 11.7: Représentation du modele de pieges.
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11.3.1 Définition

Dans le REM, I’énergie libre des états est distribuée selon une loi exponentielle pour les
faibles énergies (£ — —o0) :

p(E) = Ae®PE avec x = L (11.14)

4y
La raison de cette forme particuliere est reliée a la statistique des extrémes comme nous
I’avons vu. Elle est également obtenue dans le cas du modele SK. L’idée du modele est de
relier la statistique des barrieres d’énergies entre les états avec cette loi de distribution.
On suppose donc que énergie a franchir pour passer d’un état & un autre est constante,
et choisie a zéro. Les états étants quant a eux situés a des énergies distribuées selon
(11.14). Si le systéme évolue par activation thermique pour sortir du puits dans lequel il
se trouve, le temps caractéristique de visite d’un puits de profondeur E sera donné par
une loi d’Arrhenius

7(E) = 1pe’F (11.15)

ou Tp est un temps microscopique. La loi de distribution du temps de sortie du puits
est poissonienne : P(t) = 77 1(E)exp(—t/7(E)). De plus, & la sortie d’un puits, tous les
autres puits sont accessibles avec la méme probabilité (ce qui implique bien un modele de
type champ moyen). Dans cette approche, la dynamique au fond d’un puits est négligée,
car supposée beaucoup plus rapide que celle de sortie qui va déterminer les propriétés
vieillissantes.

La dynamique du modele est donc entierement déterminée par les temps de sortie de
puits 7(E). Il est donc commode de traduire la loi de distribution des énergies p(F) en
une loi de distribution de ces temps de visite

xT

P(T) = :ETI(_)HE pour T > Ty (11.16)

Cette distribution de probabilité (bien normée) possede la propriété qu’elle ne possede pas
de valeur moyenne pour x < 1, c’est-a-dire 7' < Tj; selon (11.14) :

o o o siz<l1
— —Tr __ —
/T dTT”L/J(T)—T()/l du u —{;{)Tx Sz 1

0 1

Notion de brisure d’ergodicité faible

La divergence de ce temps de visite moyen possede comme conséquence immédiate
qu’il sera impossible au systeme d’échantillonner son espace des phases accessibles. Cette
brisure faible d’ergodicité ne correspond pas a un brisure usuelle d’ergodicité avec une
réduction de I'espace des phases des états statiques. Il s’agit d’une ’brisure statistique’.
Un des intéréts de ce modele est de permettre d’étudier les conséquences de cette brisure
faible d’ergodicité sur les propriétés de vieillissement du modele.

David Carpentier / 29 mars 2007 Introduction aux Systemes Désordonnés



11.3 Le modele de pieges 145

11.3.2 Analyse du modéle : les fonctions de corrélation

Dans 'analyse précédente du modele p-spin, équivalent au REM dans la limite p — oo,
nous avons vu que la distribution P(q) se ramenait & deux pics delta (h = 0) : soit ¢ = qra
a lintérieur d’un méme puit (états semblables), soit ¢ = 0 entre deux états différents (2
pieges). Cette propriété est associée a la brisure de symétrie des répliques & un pas. Une
définition naturelle de cette fonction de corrélation est donc!

C(tw +t,tw) = qea i (tw, t) (11.17)

ou Iy (ty, t) est la probabilité que le systéme n’ait pas changé de piege entre t,, et t,, + .
Avec cette définition, le vieillissement se comprend intuitivement : lorsque t,, augmente,
des temps caractéristiques de piégeages 7(E) de plus en plus grand sont atteints par le
systeéme, conduisant & une dépendance naturelle de C'(t,,+t, t,,) en t,,. Passons maintenant
au calcul détaillé de cette fonction de corrélation.

Considérons pour cela la transformée de Laplace par rapport & t,, de II;, définie par?

I, (E,t) = / dt, Ee Pl (ty,,t) (11.18)
0

Cette transformée de Laplace acquiert une signification précise ici, si 'on suppose que
les temps d’attente sont tirés selon une loi Poissonienne : E~! devient le temps d’attente
caractéristique.

Dans cette image, nous pouvons considérer p(E,7,), la probabilité qu’apres un temps
tw aléatoire, mais de valeur typique E~', le systéme soit dans le piege . Deux cas se
présente alors, comme dans tout processus de renouvellement :

1. le systeme était dans le piege o a t = 0, et il n’en a pas bougé.

2. le systeme a changé de piege depuis t = 0, et est arrivé dans le piege o a une date
antérieure a t,,.

Dans le premier cas, le piege « est tiré avec une probabilité 1/N ou N est ici le nombre de
pieges. La probabilité que le systeme ne bouge pas avant t,, s’écrit comme la probabilité
que le temps t, de sortie du piege « soit plus grande que %, :

—+00 +oo 1 to +oo tw
Pt > ty) = / dt,, Fe Pl / dto—e T = / dt, Ee Flve™m  (11.19)
0 tw Ta 0
ET,
== 11.20
1+ E7, ( )

Dans le deuxieme cas, la probabilité que le temps de sortie t3 du piege dans lequel se trouve
le systeme a t = 0 soit plus petite que ¢,, vaut de la méme facon P(tg < t,,) =1— P(tg >
tw) = 1/(14 ETg). Apres cette date tg, le processus est réinitialisé. La probabilité qu’il se

LCette définition néglige la possibilité qu’entre t,, et L, +1, le systéme ait quitté le piege de t.,, mais y soit
revenu a t,, + t. Cette propriété est certainement vrai dans un espace des phases de grande dimension
pour lequel la probabilité de retour & 'origine d’une marche aléatoire est quasi nulle.

2 Attention, la convention est inhabituelle.
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trouve en « peut donc se déduire de p(F, 7, ), mais il nous reste a déterminer la distribution
du nouveau temps d’attente t,, — tg. Celui-ci a comme distribution (¢,, > tg) :

E FEty
Pty —ty) = ———— = Fe Pltu—ts) (11.21)

autrement dit la méme distribution que t,, (il s’agit d’une propriété caractéristique des
distributions poissoniennes, qui n’ont pas de mémoire de l'origine des dates). En collectant
tous ces résultats, nous obtenons l’expression suivante pour p(E, 7,) :

1 Er, p(E, 7o)
B, ) = — 11.22
PE ) = N1 B NZHETﬁ (11.22)
soit
ETa
P(E,70) = —Te— (11.23)

ETﬁ
Zﬁ 1 1+ET/3
Cette expression se simplifie dans la limite thermodynamique d’'un grand nombre N de
pieges :

N
Etg ET Foo 5 ETg
N N dr w1078 11.24
BZ:_ll—I—ETﬁ <1—|—ET> /TO T:CTH‘ml—l—ETg ( )
+oo E T
=N du xu_l_m% ~ Na(Em)*T(z)T(1 — z) (11.25)
Eto

ou la derniere égalité est valable dans la limite réaliste 79 < t,,. Revenons maintenant a
I (E,t) : elle s’exprime comme la probabilité que nous venons de calculer de se trouver
dans un piege « a t,,, multiplié par la probabilité de ne pas en bouger entre t,, et t,, + ¢
donnée par exp —t/7, d’ou®

N
(B, 1) = Y p(E,7a)e 7 (11.26)
a=1
N
1 Er, _t
~ " 11.27
Nz(Em)*T(2)T(1 — z) ; 1+ Era’ (11.27)
1 > ET t
d 7 11.28
2(Emo)*I(x)0 (1—x)/ TP (11.28)
o —T Bt
= du e w pour Etp — 0 (11.29)

)
I
P@)l(1-2) Jp, 1+4u
1 ! —x z—1 —EtY
_ W/ dyy"(1— e B (y=u/(1+u)  (11.30)
1

—m/om

3En utilisant e X = f0+°° dtyEe P 0(t, — X).

1
dt, Ee Pt / ,dyyT(1- y)e ! (11.31)

t+tw
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De cette expression, nous tirons le résultat final

. 1
th () = 2 [y e g (11.32)
t+tw
A Faire : Tracé de la fonction .

De cette premiere expression, nous pouvons déja tirer que la contribution principale
provient des pieges possédant un temps caractéristique proche de I’dge du systeme : 7, >~
tw. De plus, cette expression n’est une fonction que de t/(t + t,,), ce qui correspond a un
comportement d’échelle d’'une fonction vieillissante.

Au temps courts t < t,,, nous pouvons trouver une forme explicite en utilisant I’ap-

proximation

dy v (1 — )x_l_sin(ﬂa:)_/ﬁd o] gyl a1 - 1 t O\
vy T Tn . Y S e

1

t+tw

soit

. 1—x
ILy (fy,t) = 1 — ;E?(f‘;)) <twt+ t) (11.33)

A Topposé, dans le régime quasi-stationnaire t > t,,, nous pouvons utiliser I’approxi-

mation .

€
dyy="(1 —y)" " = / dy y*~' = €"fx
1—e¢ 0
pour obtenir I’expression de la fonction de corrélation
sin(rz) [ty \"
Ty (toy, t) =~ 11.34
) = T () (1134)

Les caractéristiques de la brisure d’ergodicité faible que nous pouvons tirer de cette
premiere étude sont donc les deux propriétés suivantes

tlim Ctw, ty +1) = OVt (11.35)
thm Ctw,tw +1t) = qraVt (11.36)

Autrement dit, la brisure d’ergodicité ne se fait réellement qu’a t,, — oc.
A haute température (x = T'/T, > 1), nous trouvons facilement les résultats suivants

r 1
I (ty,t) =1 — pra pour t < 7 (11.37)
70 r—1
Wy (tw,t) = (z — DD(2) (7) pour 7y < t < ty, (11.38)
2 TO r—1 tw
M (te,t) = (= — 1)2T(x) (7) = pour ¢ > t, (11.39)
(11.40)

La présence de 19 dans ces expressions est une manifestation de la présence d’une valeur
moyenne de 7 : cette échelle de temps caractérise la dépendance temporelle de la fonction
de corrélation.

N.B : dans la limite thermodynamique, C'(ty,t) — 0siz > 1et #0siz < 1.
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11.3.3 Modele de pieges ultramétrique

Ce modele a été proposé comme extension naturelle du modele de piéges précédent.
Alors que le modele précédent était lié avec des modeles statiques & 1 pas de brisure
de symétrie des répliques, I'idée est ici de proposer une généralisation a k pas. Une des
motivations est d’améliorer ’accord avec les expériences sur la réponse des verres, de spin.
Une autre est la nécessité imposée par les expériences d’effet mémoire et de rajeunissement
de considérer des hiérarchies plus complexes de barrieres d’énergie, et donc de pieges dans
ce modele.

(k)

F1G. 11.8: Représentation d’'un arbre ultramétrique, et des temps de piégeages 7,” associés
aux différentes profondeurs k des branches.

Dans ce modele, on considere un arbre ultramétrique, représenté sur la figure 11.8.
(k)

A chaque branche de niveau k est associé un temps caractéristique de transition 7,
distribués selon une loi de distribution

(B2
)T s (11.41)
J (Tﬁk))1+xk ‘ 0

ou 'exposant x; ne dépend que de la profondeur de la branche dans I'arbre. Physiquement,

nous nous attendons a ce que les puits les plus profonds aient un dynamique plus rapide,
(k) (k—1)

autrement dit 7, < 7 ,et z_1 < x (< 1 sous la transition). Ceci revient a supposer
que les transitions de gel des différents niveaux sont décroissent lorsqu’on s’enfonce dans
I’arbre : Tg(k) < Tg(k_l). Une image en terme de “paysage d’énergie” de ce modele est

celle de puits de potentiels imbriqués les uns dans les autres (figure 11.9). La définition
des différents niveaux de puits suppose une séparation d’échelle des différentes barrieres
d’énergies.

Dans ce modele, chaque temps Ti(k) est un temps typique de transition entre les deux
noeuds de la branche qu’il relie. Ou, pour étre plus précis, un état correpond a un des
noeuds terminaux de l'arbre, et peut étre représenter avantageusement (en particulier
dans le cas d’arbre infini) par un chemin descendant et issu du sommet de I’arbre. Les
transitions entre les différents états se font en parallele a chaque niveau de 'arbre : la
transition entre deux états différents a partir d’un niveau £ se fera avec un taux Ti(k) (voir
la figure 11.10).
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£ e

T(Z) J_|_|_I_I_L

i
| AN |

gl

F1G. 11.9: Représentation imagée du paysage d’énergie correspondant au modele de pieges
hiérarchique.

(4)
1/
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At 4 = =2 =2 92 9@

e 0606060006 o

21 (
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F1G. 11.10: Représentation de différentes transitions entres états dans le modele de pieges
hiérarchique, et de leur taux de transition respectif.

Les fonctions de corrélations acquieérent aussi une forme plus complexe : a chaque niveau
k de D’arbre est associé comme précédemment un recouvrement gi. Ceux-ci vont croissant
en descendant 'arbre. Appelons IL;(t,,t) la probabilité qu’il n’y ait pas eu de saut au
dessus de I'étage j entre t,, et t,, +t, alors IL; (¢, t) — I1;(t,,t) correspond a la probabilité
que le saut le plus haut se soit produit a I’étage j. Cela nous permet de définir la fonction
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de corrélation suivante

K

Cltw +t.tw) = Y q; ([ (tw, t) — It 1)) (11.42)
j=1

Comme précédemment, nous allons maintenant calculer les transformées de Laplace
f[j(E,t). Pour cela, définissons p;(E;71,...7;) la probabilité de trouver le systeme dans
un ensemble de pieges de temps caractéristique 7i,...7;, apres une durée t,, tirée avec
un taux E. Remarquons que le minimum de deux variables poissoniennes est aussi une
variable poissonienne :

o0
P(min(t,t") = u) = / dtdt’ EE'e Pte P §(u — min(t, t')) = (E + E e E+HEv,
0
Ce résultat nous permet d’obtenir la relation de récursion suivante :

pj+1(E; Tiy. o Tig1) = pi(E; 11, .. 75)p1 (Ej1; Tjg1) (11.43)

ou Eji1=E+ ZZ 17 . De fagon récursive, nous obtenons

J
pi(E;T1,...75) = Hp(EZ-;TZ-). (11.44)
i=1
Pour un nombre fini de niveaux K, nous avons Ej 7'(] ) = Téj )+ Zi - Téj ) /70 < 1, ce
qui nous permet d’écrire
’ 1 E;T;
pi(E;m1,...7j) = . . < 2 ) . (11.45)
j ' 21;[1 wiNie(a) (B \1+ Eimi

I1;(tw, t) est la probabilité qu’aucun des j niveaux supérieurs n’ait basculé entre t,, et
tw +t : sa transformée de Laplace en t,, s’exprime donc comme

B = S p(Eim,...,7)e ... . (11.46)

T1s--5T5

Dans la limite ou tous les IV; sont grands, nous en tirons I’expression intégrale

. Ly it 1 B
IL;(E,t) = dri... | drje =7 - L. (11.47)
J 1) @ 7
N T -

c(a:,)Efl 1 + EZ'TZ'

De méme que pour le modeéle a un niveau, on effectue alors le changement de variable
uw;j = FE;7i, et 'expression de Iexponentielle e #X = f0+oo dthe_Eth(tw — X) pour
obtenir I'expression formelle

Hj(tw,t) _ / Hdul i o ml—lg <H u; — e > (11.48)

z 1€
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Résultats.

Comportement de la fonction de corrélation dans les deux cas limites :
— < ty.

K-

l—xx
sm 773:[( $g7$K ) t )
Cty,ty +1t) = - -
(tw, tw + 1) = qra — (grA — qK-1) (1= 2x) jl;[ Bla;, 1 — ;) (t—I—tw

+0 ((t thw>1_xm> . (11.49)

ce qui correspond & un comportement initial dominé par les puits les plus profonds.
— t > t,, : comportement dominé par les barrieres les plus hautes :

sin (7z1) tw te \1T*2
Cltwstw +1) = O : 11.50
( + ) 6 T <t+tw> + ((t—l—tw) ( )

Analyse en détails du cas K = 2.

Nous allons considérer plus en détails le cas de 'arbre a deux niveaux.

A Faire : Finir la rédaction .

Dans ce cas, nous trouvons la méme loi pour le premier niveau que dans le modele a un
seul niveau :

1 +oo El—xlT—ﬂh
L, (E,t) = dre t/m— 1L __ 11.51
B0 = /Tgw " T1iEn (1L51)
Pour le deuxiéme niveau, nous trouvons
I,(E,t) =
1 +oo —+o00 El—x —901 E 1—zo, -—%2

7/ drie”t/m / droe™t/ (E+m) _1T2 (11.52)

C(wl)C(x ) J=( (2 1+ En 1+ (E+ 71 Ym
/ / dwe—Et[vfl“‘”;l*‘”fl”;l}iﬁ (11.53)

c(z1)e(z2) J O E(1+7? ju1 1+v 1+v

soit en transformée de Laplace inverse

H2(tw7t) =
1
—————— | dyrdyay; (1 — )" Ty (1 - m—le( — > 11.54
@) /0 yidyoy; (L —y1)" Ty (1 - y2) Ny~ ( )
en utilisant y; = v;/(1 + v;), et la condition vy + vyt + vy toyt =y lygt — 1 <ty )/t

L’identité 0(y1y2 — s) = 0(y1 — $)0(y2 — $/y1) nous permet d’obtenir l’expressmn finale en
posant s = t/(t +ty) :

1 ! v, p1—1 — o
Hg(tw,t):Hl(tw,t)—m/ dyl/o S dyoyT ™ (=)™ hyy "2 (1—yp)®2 7Y (11.55)
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A Faire : Finir analyse de C(ty,ty +1) = @11l (tw,t) + gollo(ty, 1) .
...analyse de Mrprp; avec I'expression
H
Mrgy (ty,ty +1) = ?XqEAﬂl(tw,t), (11.56)

nécessite d’aller chercher au moins K = 2, et donne un bon accord pour des échelles de
temps entre t = 10s et t = 210°s = 100h.
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