Bosonisation en Dimension 1 :
Premieére Partie : Seconde Quantification

(TD de Théorie des champs quantiques, Master ENS Lyon 2éme année)

D. Carpentier

Le but de ce TD est de rappeler le formalisme de seconde quantification, et de montrer son utilité dans la description
des systemes électroniques unidimensionnels. Cette premiere partie est aussi 'occasion de découvrir la notion de
bosonisation des fermions en dimension 1. La seconde partie s’intéressera a ce modele de fermions unidimensionnels
par l'intégrale de chemin fonctionnelle, apres avoir rappelé les bases de ce formalisme.

I. SECONDE QUANTIFICATION ET PROBLEME A N CORPS

On consideére un probléme & une particule, dont les états appartiennent & un espace de Hilbert H. On notera {|\)}
une base de H. Une collection de NV telles particules identiques sera décrite par des états qui appartiennent a l’espace
de Fock F = @X,O:OO HON (symétrisés ). Ces états sont avantageusement paramétrés par les nombres ny de particules
dans I'état A :

ON) = 3 Connannrinz, ). 1)
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Les nombres d’occupation ny vérifient ), ny = N, et pour des fermions ils sont restreints aux valeurs 0 ou 1.
Dans le formalisme dit de “seconde quantification”, on introduit les opérateurs de création a; qui vérifient

a;|n1,n2, My ) = /0y + 1|ng,ng, ..ony + 1, ...) pour des bosons (2)
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1. Montrer que les états a N particules s’expriment selon

ni,ne,..ny + 1,...) pour des fermions (3)
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ou |0) est I'état “vide” de la théorie (c’est-a-dire I’état de I’espace de Fock sans particule).
2. Déduire de leur définition que les opérateurs de création dans deux états différents A et p vérifient les relations
[a;, aL]n =0 (5)
avec 11 = +1 pour les bosons, et n = —1 pour les fermions, et [A, B],, = AB — nBA.
On définit ensuite 'opérateur a), adjoint de a;.

3. Montrer que ces opérateurs d’annihilation vérifient la relation

ax|ni,na,...ny,...) = y/naln, na,..ny — 1,...) pour des bosons (6)
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ny,no,..ny — 1,...) pour des fermions (7)

4. Montrer que [ax, al,];, = 0.

Il nous reste maintenant a exprimer en terme de ces ay, a; un opérateur quelconque agissant dans ’espace de

Fock. Nous considérerons uniquement les opérateurs a 1 et 2 corps.

5. On considére un opérateur a un corps O, diagonal dans une base {\}. Trouver une expression simple de O
en fonction des nombres d’occupation nj = a;a;. En déduire 'expression de O; en fonction des opérateurs de
création et d’annihilation dans une base quelconque.



6. Finalement, nous nous intéressons maintenant a un opérateur a deux corps Oz (tel qu’un potentiel d’interaction).
Montrer que

Oy = Z (1, 2| O2| A1, A2)al, af, ax, ax, . (8)
A1, A2, 01,12

Il. CONDUCTEUR ELECTRONIQUE UNIDIMENSIONNEL

On se propose maintenant de mettre en oeuvre ce formalisme dans I’étude de conducteur électronique unidimen-
sionnel. Au dela de son intérét académique, le modele de fermions unidimensionnels s’applique a différentes systemes
physiques, tel que les nanotubes de Carbone, les fils quantiques fabriqués aux interfaces entre semi-conducteurs, ou
encore certains composés organiques composés de molécules allongées paralleles les unes aux autres. Dans tous ces cas,
les électrons de conduction sont piégés soit dans les deux directions y et z dans le cas des fils quantiques, soit dans la
direction radiale dans le cas des nanotubes ou d’autres molécules. A suffisamment basse énergie, on peut ne considérer
que I’état fondamental des électrons dans le piege transverse. Les seuls degrés de liberté qui demeurent correspondent
a la propagation unidimensionnelle de cet état fondamental transverse : on parle de probleme quasi-unidimensionnel.
Ces états portant une charge e et un spin 1/2 comme les électrons, il est commode de les décrire comme des électrons
unidimensionnels. Par souci pédagogique, nous oublierons dans la suite le spin de I’électron’, et décrirons le probleme
comme celui d’'un ensemble de fermions chargés en interaction le long d’une chaine.

D’aprés la partie précédente, le probléme considéré est décrit par le hamiltonien de seconde quantification (h =1) :

H= /d:mT(;v) (ﬁ> a(z) + % /dwdfc'Vee(a@ —2)a' (z)a' (z')a(2")a(x), (9)
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soit, en transformée de Fourier, et en redéfinissant ’origine des énergies a ’énergie de Fermi Fp :

k2 1
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Commencgons par considérer les électrons sans interaction. Les états & une particule sont simplement indexés par
le moment k de la particule, et les énergies correspondantes sont €, = k?/(2m). L’état fondamental d'un gaz de
fermions est obtenu directement en remplissant ’espace de ces états accessibles jusqu’a 1’énergie de Fermi. Celle-ci
est directement reliée au nombre de fermions présents : en 1 dimension, on a simplement N = 2kp/(27/L). Devant
un trés grand nombre de fermions (ce qui est évidemment notre cas), correspondant & une grande énergie de Fermi ,
il est raisonnable de considérer que les autres énergies en jeu (thermique, induite par un potentiel, etc) seront faibles
devant Er. Nous ne considererons donc que des états électroniques d’énergie proche de Er : dans ce régime, il est
légitime de linéariser la loi de dispersion des fermions.

1. Montrer que la partie cinétique du hamiltonien ci-dessus devient alors

Ho~ v Y oo+ vr Y abaong )

q q

oll nous Notons arg = A4kp+q €t Arg = G—kp4q-

Nous cherchons maintenant a identifier les excitations de basse énergie de ce gaz électronique, ci-possible en
incluant les effets des interactions. Pour cela, nous allons nous intéresser aux opérateurs

PR,q = ZaTR,k+qaR=k et prq = Z aTL,k-kqaka' (12)
k k

1 Pour les curieux, précisons que cet oubli est loin d’étre anodin en dimension 1. En effet, 'importance accrue des interactions en
dimension 1 conduit au phénomeéne remarque de séparation spin-charge : un électron injecté dans le fil quantique se décompose en
plusieurs excitations collectives distinctes. L’un porte le spin de 1’électron, et les autres sa charge. De plus, ces excitations collectives se
propagent a des vitesses différentes les unes des autres.



2. Relier ces opérateurs a la transformée de Fourier de 'opérateur de densité locale p(x).

3. Question facultative : Montrer que la partie d’interaction du hamiltonien (12) peut se mettre sous la forme

V= 2L Z (g4pa,qpa,—q + g2po¢,qp—o¢,—q) ) (13)
a=R/L,q

avec la convention —R = L pour «a.
4. Montrer que le commutateur de ces opérateurs se met sous la forme

[Pags ot '] = daa Z (al7k+q“a=k*q’ - “L,k+q+q’a“’k> ' (14)
k

Nous faisons ici une approximation supplémentaire, reliée & la précédente : nous allons brutalement remplacer
I'expression de ce commutateur par sa valeur dans le fondamental (états électroniques remplis jusqu’a EF), noté
par simplicité |0) :

[Paqs Par,q'] == Oaar Z <()|al,k+qaaﬂk*q’ - al,k+q+q'aa>k|6> (15)
k

5. Montrer que le membre de droite de cette relation peut s’écrire sous la forme

qL

[Pav.q> Par '] = 5a,a’6q,—q’nagu (16)

ou 77R/L = +1.
Indication une étape intermédiaire utile sera d’exprimer ce commutateur sous la forme

S0t Og,—q' D <O|al kot qQaktq — al kaa7k|0>, et d’identifier les opérateurs aL pla,k-

6. Nous avons quasiment obtenu le résultat escompté : la relation (17) s’apparente & une relation de commutation
bosonique, a la dépendance en moment g preés. Pour remédier a ce 1éger probléme, nous définissons de nouveaux
opérateurs (pour g > 0) :
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Montrer qu’il s’agit bien d’opérateurs bosoniques.

7. Montrer que la partie d’interaction du hamiltonien s’exprime sous forme quadratique en terme de ces opérateurs

bosoniques :
1 bl
V=D F) (90 92) () 19
2m 4 (bq b*q) <92 g4) \b_q (19)

q>0
8. Le résultats précédent est déja intéressant : nous avons réussi a transformer une interaction générale a 4 fermions

en un terme quadratique (donc simple) & deux bosons. Mais il nous reste maintenant & considérer la partie
cinétique des fermions, que nous avons oubliée en cours de route !

Montrer que la partie cinétique du hamiltonien (12) vérifie la relation de commutation
[HOa pa,q] = NaqUF Pa,q (20)

9. Montrer la relation suivante

~ ~ 2mUEp
[HOa pa.,q] = NaqQUFPa,q avec Hy = I Z Pa,qPo,—q- (21)
a=R/L,q>0
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Ce résultat nous montre que les deux opérateurs Hy et Hy vérifient les mémes relations de commutation avec
I’ensemble des opérateurs bosoniques b, bg : ils sont donc identiques?. Les sceptiques pourront vérifier que les
éléments de matrice de ces deux opérateurs dans les états p, 4|0) sont les mémes.

Nous obtenons ainsi un hamiltonien qui est entierement quadratique en terme des nouveaux opérateurs de

création et d’annihilation :
_ Py (vr T 5 b}
7=3a (b bq)< 2w Te) ) (22)

La transformation précédente correspond au phénomene de bosonisation (en dimension 1) : un probleme a priori
complexe de fermions en interaction peut se réexprimer comme un probléeme simple de bosons “libres”. De plus,
nous avons identifier ces excitations de basse énergie du fil quantique : il s’agit, & un facteur pres, des modes de
fluctuations de densité du gaz de fermions.

Les questions sutvantes sont subsidiaires.

10. Le hamiltonien (23) n’est pas completement satisfaisant. En effet, il comporte des termes de la forme bT_qb}; et
b_qbg. Montrer que la présence de ces termes implique une non conservation du nombre de bosons b.

11. Pour remédier ¢ ce probléme, nous allons effectuer une transformation de Bogoliubov®. Pour cela, on considére
les nouveaux opérateurs définis par

b'f cosh @ sinh6 b 92
4 ) = q —
<b’ q> - <smh9 cosh9> <b_q avee tanh20 = 5r T (23)
Montrer que le hamiltonien s’écrit maintenant simplement
H =0, 3 ot} (24)
q

et que les opérateurs b; demeurent bosoniques.

2 Ceci est encore une application du lemme de Schur...
3 Cette transformation apparait dans différents contextes ot1 le nombre de particules n’est pas conservé, par exemple la supraconductivité.



