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III)  Instabilité de Saffman-Taylor

Dans cette partie, on souhaite étudier le mécanisme de digitation visqueuse (formation d’un 
doigt de fluide). Dans un premier temps, on se propose d’établir l’effet de la tension 
interfaciale sur le critère d’instabilité de Saffman-Taylor. Puis dans un deuxième temps, on 
étudiera l’écoulement autour du doigt en suivant l’approche des écoulements potentiels. 

On considère maintenant deux fluides newtoniens de viscosité 1η  et 2η , avec 21 ηη < . Ces 
deux fluides sont incompressibles. Le fluide le plus visqueux est tout d’abord injecté dans une 
cellule de Hele-Shaw en verre, d’épaisseur b (cellule identique à celle étudiée dans le II). Puis 
le fluide le moins visqueux est injecté à son tour à faible vitesse dans la cellule et pousse ainsi 
le fluide de viscosité 2η . Dans le repère orthonormé {O,x,y,z}, l’écoulement des deux fluides 
se fait vers les x croissants et l’épaisseur de la cellule est selon l’axe des z.  
On suppose que l’écoulement des deux fluides est régi par la loi de Darcy établie au II-7. 
La déstabilisation de l’interface entre les deux fluides et la formation des doigts de Saffman-
Taylor dans le plan (x-y) sont observées par caméra (figure 3). 

a b     

Figure 3 : Mécanisme de digitation visqueuse : a) déstabilisation de l’interface entre les deux 
fluides ; b) propagation d’un doigt de Saffman-Taylor. D’après Saffman et Taylor (1958). 

La coordonnée ξ détermine l’abscisse de l’interface entre les deux fluides. 

A un instant t, l’interface entre les deux fluides est stable, parallèle à l’axe des y et se déplace 
parallèlement à Ox, à une vitesse moyenne xv  indépendante du temps. 
1/ Donner l’expression de la coordonnée interfaciale tξ  en fonction de la vitesse. On pourra 
considérer qu’à t = 0, 0=tξ . 

2/ Pour les deux fluides écrire les relations qui relient les gradients de pression à la vitesse xv . 

3/ Calculer alors les pressions 1P et 2P  au temps t et à la position x. Les constantes 
d’intégration seront considérées comme nulles par commodité car seuls les gradients de 
pression interviennent dans ce problème. 

4/ On suppose qu’à partir de 0tt =  donné, l’interface entre les deux fluides subit une 
déformation spatiale périodique de faible amplitude. La coordonnée interfaciale prend alors 
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l’expression suivante : ( )kye t
t sinΩ+= εξξ  où ε  est l’amplitude de la perturbation ( tξε << ) 

et Ω  le taux de croissance de la perturbation. On prendra Ω  réel et k réel strictement positif. 
a. Définir la longueur d’onde de la perturbation de l’interface. 
b. Décrire les trois comportements hydrodynamiques qui correspondent aux 

différentes valeurs de Ω . 

Dans la suite de cette partie, l’exposant « p » désigne la composante perturbée des grandeurs 
considérées. 

5/ La perturbation de l’interface génère une perturbation de faible amplitude du champ des 
vitesses et des pressions. Calculer la perturbation de la vitesse de l’interface, p

tv  au temps t>t0.  

6/ En utilisant la loi de Darcy, démontrer que les perturbations de la pression des deux fluides 
obéissent à l’équation de Laplace : 0=∆ p

iP  où i=1,2. 

7/ On cherche les perturbations de pression sous la forme : ( )kytxFP i
p

i sin),(= . En utilisant 
une nouvelle fois la loi de Darcy, calculer l’expression complète des perturbations de pression 
au temps t et à la position x pour les deux fluides. On montrera alors que pP1 et pP2 prennent la 
forme suivante: ( ) ( )kyeAP xktp sin11

ξ−+Ω=  et ( ) ( )kyeAP xktp sin22
ξ−−Ω= . 

8/ Ecrire le saut de pression à l’interface 21 PP −  en fonction de la tension interfaciale. 

9/ Donner l’ordre de grandeurs des rayons de courbures principaux et démontrer que la 

courbure peut se simplifier sous la forme suivante : 
²

2

y
C

∂
∂−≈ ξ . Calculer C. 

10/ Montrer alors  que la relation de dispersion ( )kΩ qui relie le taux de croissance de la 

perturbation au vecteur d’onde k s’écrit : ( ) ¸
¹
·

¨
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§ −−

+
=Ω ²
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²

12
21
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x

γηη
ηη

. 

11/ Dans le cas où la viscosité 1η est négligeable devant 2η , simplifier la relation de 
dispersion. 

12/ Calculer alors le vecteur d’onde maxk qui correspond au maximum du taux de croissance 
de la perturbation. 

13/ Tracer l’allure de la courbe de la fonction Ω(k). Pour quel vecteur d’onde 0k la 
perturbation de l’interface se stabilise-t-elle ? 

14/ En déduire la valeur critique de k qui correspond au seuil d’apparition de l’instabilité. 

15/ Discuter le comportement de cette instabilité si la tension interfaciale est nulle. 

16/ Le doigt étant formé, on cherche à modéliser l’écoulement du fluide le plus visqueux 
autour de ce dernier dans le plan (x-y). Justifier que l’on pourra utiliser la méthode des 
écoulements potentiels. 
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