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PROBLEME DE PHYSIQUE
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Calculatrice électronique de poche - y compris calculatrice programmable, alphanumérique ou &
écran graphique — a fonctionnement autonome, non zmprzmante aulorisée conformément a la
circulaire n° 99-186 du 16 novembre 1999.

L’usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre matériel électronique
est rigoureusement interdit.

Dans le cas ot unfe) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit I’éprenve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusicurs hypotheses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : La copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat, comporter aucun signe
distinctif, tel que nom, signature, origine, ete. Si le travail qui vous est demandé comporte notumment la
rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de signer ou de Uidentifier.
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Optique atomique guidée

Dans ce probléme, nous proposons d’étudier deux exemples de situations physiques pour
lesquelles les concepts d’optique ondulatoire sont transposés a l'optique atomique. Le probléme
comporte treis parties indépendantes. La premiére pose les bases du traitement semiclassique de
la polarisabilité atomique. La deuxieme s’attache & transposer le concept de miroir diélectrique
aux ondes de matiére. Elle est subdivisée en deux parties, 'une sur Poptigue ondulatoire tra-
ditionnelle, Pautre sur le traitement quantique d’une situation analogue pour des ondes de
matiere. La derniere partie étudie les guides d’'onde pour atomes. Elle aborde notamment la
condensation de Bose-Einstein cn dimension réduite.

1l sera temu le plus grand compte de la clarté de la rédaction, des applications numériques
et de 'homogénéité dans les formules. Les réponses aux questions qualitatives doivent &tre
suceinctes mais précises.

Valeurs numérigues :

Mabse de 'atome de 111b1d1um (Hotopc 87) m = 1,45 x 107% kg.

Charge élémentaire : ¢ = 1,60 x 107 C.

Permittivité du vide : f(; = 8,85 x 1072 kg~l.m™2 A% st

Constante de Boltzmann : kg = 1,38 x 10-2 J K.

Vitesse de la lumiere : ¢ = 3,00 x 1(}8 m.s .

Constante de Planck : A = 6,63 x 107! I.s ou encore fi.= h/(27) = 1,06 x 107 Js.
Magnéton de Bohr : ug = eh/(2m,) = 9,27 x 102 J. T,

Rayon de Bohr : ag = h%s/(nmee?) = 52,92 x 107 m

Energie de Rydberg : R, = m.c’o/2 = 13,61 eV avec @ = 2 [(dmephc).

Rappel :

— Les fonctions de Bose d'indice n (entier ou demi-entier) sont définies par

gn\Z) = —_.
n( ) p=1pn

Ces fonctions sont monotones et croissantes dans l'intervalle 0 < = < 1. Quelques valeurs
et cas limites pour certaines de ces fonctions

93/2(1) ~ 2,61, gspa(l) ~ 1,34, g(1)~1,2, qlr—=17) =00, giplz—>17) o0

— La fonction delta de Dirac vérifie
© - : 1.
/ f(@)3(z)ds = £(0), et par suite 8(ca) = r18(0).
P Ye's) . - .

— Quelques intégrales utiles

ad - . X ar? Vs i e 7T
/ wietdu =2, / e dx:vj.—, / zle™® dzzzi.
Jo —oc fa% —oo 2
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— Quelques séries utiles

el
PR |
Za:kzl_ ; Zka: = )2,a,vec |z} < 1.

k=0

— Formule trigonométrique
cos(a + b} = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
— Pour une distribution de probabilité centrée de la variable z, la variance est définie par

A:c2=/ 72 P(x)dz,

et 1'écart type o par la racine carrée de la variance : o = v Az?.

1 — Partie liminaire : Modele semiclassique de polarisa-
bilité

Nous considercrons dans la suite plusieurs situations d'interactions entre un atome et la
luraitre. Lorsque la lumiére laser utilisée est proche d’une résonance atomique, elle induit une
action mécanique sur Patome qui résulte de Vinteraction entre le champ électrique E du lager ef
le dlpole induit pa¥ ce champ électrique §=— 50aE ou o repreqente la. polarisabilité de Patome.

1 — Montrer que a est homogdne a un volume.
|2 — Le hamiltonien associé & cetite interaction s'écrit Ug = —p.E/2. Piéciser Porigine du
, facteur 2.
— Montrer que Ug est proportionnel & Iintensité instantanée (i.e. la puissance surfacique)
du laser assimilé & une onde localement plane dans le vide.

Pour estimer la valeur de «, nous nous appuyons sur le modele de 1’électron élastiquement

- lié. L’électron de la couche extérieure de Palcalin considéré (ici le rubldlum) est supposé hié au

reste de Pédifice atomique par une force effective de rappel harmonique B = —mwo'f*‘ Pour

tenir compte des-effets dissipatifs, on introduit un terme de frottement fuide Fy = —md /T
Pour Patome de rubidium, wy = 27/ Xy avec Ag = 780,2 nm et7 = 30 ns.

4'— Que représente 7 dans un modéle d’atome & deux niveaux d’énergie ?

5 — Nous suUpposons que Patome est soumis & un champ laser polarisé linéairement de vecteur
champ électrique E = Ej cos{wt)il, et de fréquence angulaire w proche de la résonance. Berire
Péquation différentielle qui pilote le mouvement de I'électron élastiquement 1ié, supposé non
relativiste. :

8 — En utilisant la notation complexe, résoudre cette équation ot en déduire une expression de
7 en fonction de Epi,.

7"~ Donner I'expression de la polarm&bzhte complexe a en fonction de e, m, wy, w, 7 et &p.
Préciser les expressiens de sa partie réelle Re(w) ef de $a partie imaginaire Zm(a).

/8 ~ Donner Pexpression réelle de § en fonction de g9, Re(a), Zm(c) et de Ey.

—3_
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FIGURE 1 -~ Représentation schématique d’une diffusion de Brogg sur un cristal.
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_9'— En déduire expression de Uy en fonction des mémes quantités., o> . .
10 — L’atome évolue sous Paction du potentiel moyen U = (Ug) ol la moyenne est prise sur
la période 27 /w. Donner I'expression de U en fonction de 'intensité moyenne I = goeB7 /2, de
Re(a) et de ¢.

11 — Caleuler Re(ay) pour Ay = 2re/w = 1064 nm et Relag) pour Ay = 2rc¢/w = 852 nm.

12 — L’hypothése de mouvement non relativiste pour 1'électron de la couche externe est-elle
justifiée pour une intensité de 10'° W/m??

/13 — Le champ électromagnétique d’un laser peut s’écrive comme une superposition d’ondes
électromagnétiques planes en cos(k-7—wt). Toutefois, dans le traitement précédent, nous avois
modélisé le laser par un champ sinusoidal électrique Ej cos(wt). Expliquer les conditions sous
lesquelles cette modélisation est valable. '

Dans la suite du probléme. le rubidium sera le seul atome considéré.

2 — Miroir de Bragg

1l existe en optique deux grandes catégories de miroirs : les miroirs métalliques et les miroirs
didlectrigues. L’objet de cetie partie est. d’étudier, aprés un rappel sur la diffraction de Bragg,
les miroirs diélectriques utilisés en optique traditionnelle et leur pendant en optique atomique.

2.1. La diffraction de Bragg

.14. ~ A quelle époque la diffraction de Bragg a-t-clle 6té observée pour la premigre fois? On
précisera le type de rayonnement et le type de matériau avec lesquels ces. observations ont é4é
effectuées.
15 — Une onde plane est envoyée sur un réseau cristallin sous incidence 7/2 — @ et on observe
I'onde rétrodiffusée dans la direction symétrigue par rapport & la normale. En vous appuyant
sur les notations de la figure 1, montrer que la différence de marche entre les rayons (1) et (2)
vaut Lo — £4 = 2dsin b. ‘ '
16 — Montrer qu'il v a interférence constructive entre les rayons (1) et (2} si la condition
suivante, dite de Bragg, est vérifiée

2dsind, = nA, (1)

ot A est la longueur d’onde du rayonnement incident et n un entier non nul.
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_}}-7"'" - Quel st I'intérét de ces expériences de diffraction ?

1B — Rappeler l'expression de P'impulsion d'un photon associé & une onde électromagnétique
plane de longneur d’onde A.

19 — Montrer que la condition (1) revient & dire que la reﬁcan de Bragg cst spéculaire et que
le réseau communigue & chaque photon n quantad d’impulsion %iks selon la normale & la surface.
Exprimer k; en fonction de d..?ﬁ'c /4

20 — A quelle époque et par qui la diffraction de Bragg d’ondes électroniques a-t-clle été
observée 7

21 — Bstimer Dordre de grandeur de Pénergie que doit avoir un électron d’un faisceau incident
monocinétique pour que la diffraction de Bragg par un cristal soit observée.

22 — Peut-on observer la diffraction de Bfagg d’atomes d'hélium 7 Justifier votre réponse.

23 — Connaissez-vous des découvertes récentes redevables & cette technique?

2.2. Miroir de Bragg optique

Dans cette partie, nous allong étudier une famille de miroirs optiques, les miroirs diélectrigues,
mis au point gréce aux progrés de I'épitaxie. Les seuls miroirs utilisés auparavant étaient des
miroirs métalliques.

24 — Donner Pordre de grandeur de la réflectivité {i.e. du coefficient de réflexion en puxssance)
maximale d’un miroir métallique en incidence normale. Pourquoi n’est-elle pas de 100 %7

25 — Dans quel domaine spectral les miiroirs métalliques sont-ils réfiéchissants 7
26 — Vous parait-il astucieux d’utiliser des miroirs métalliques dans des cavités lasers?

27 — Donner un exemple d'utilisation des mirpirs métalliques.

Propagation d’une onde électromagnétique dans un milieu diélectrique

Dans ce paragraphe, nous introduisons les notations et conventions utiles pour la suite dans le

cas d’ondes planes se propageant selon la direction z dans un milieu diélectrique non-absorbant,
linéaire, isotrope ct homogeéne d’indice n. La pulsation de Ponde électromagnétique est notée
w = 27V et Ag = 27¢/w désigne la longueur d’onde de cette onde dans le vide.
28 On cons1dez e dans cette quesmon une onde plane associée a un vecteur champ é&lectrique
complexe E = Ege~ "kz""“”‘u,c ou 4, est le vecteur unitaire selon Oz. Préciser le sens de pr opa-
gation de cette onde. Eerire sous forme vectorielle la relation liant le champ complexe E au
champ complexe B associé A cette onde. En déduire Pexpression de B.

{On considére désormais que le champ électrigue est de la forme
E(z) ~FE_+E, avec FEi=E. %, (2)

29 — Dommer Pexpression de k en fonction de 1 et Ay.

30 Préciser le sens de propagation de I'onde plane d’amplitude E_, puis celui de celle d’am-
plitude E,.

31 — Donner 'expression du champ magnétique By(z) en fonction de k, E. et w, puis de n, ¢
et E:}:.
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Matrice d’interface diélectrique

Ny, -

Dans cette section, nous considérons que Ponde électromagnétique se propage dans deux
milieux diglectriques d’indice respectif n, et n, présentant une interface commune en z = G
{voir figure 2}. ’

Les amplitudes des ondes électromagnétiques dans les deux milienx sont les parties réelles

de
_ N fN g —ikz g ik
 Bifz) = B + By e (3)
ott £ = g, b selon le milieu considéré. On introduit les notations suivantes
I 2n, ot Pup = g —
ab = ol b = .
Na T 1 Mg + My

Pour simplifier les ealculs on donne également la relation d’inversion matricielle suivante

(L) =2(s )

2 — Rappeler quelles sont les grandeurs vectorielles continues lorsqu’une onde électromagnétique
franchit une interface diélectrique. On suppose pour la suite quil n'y a ni courant surfacique
ni charge surfacique libre a l'interface.

33 — En déduire Pexpression de la matrice d’interface Ioy qui relie les amplitudes du champ
8lectrique de part et d’autre de I'interface

E_. : E_,
+ — ](1 B . 4

I = _1_ 1 Pab
: o Tab Pab 1 ‘

On démontre facilement que (I)7' = Iy Interpréter cette derniére relation.

34 - Montrer gue

35 — Exprimer le déterminant det{Z,) de la matrice Iy, en fonction de n, et n,.



FIGURE 3 — Succession de miliews diélectriques

Matrice de propagation de 'onde électromagnétigue

On note (B, 3, E_) les amplitudes du champ électrique juste aprés une interface a/b. On
note (Ey 4, £_ ;) les amplitudes du champ électrique juste qvant interface suivante b/a (Ggure
3). :
36 — Etablir la relation matricielle

E_, B,
:P N " 5
(52)-n(Es) ®

qui traduit la propagation dans le milieu d’indice b. On exprimera les coefficients de P, en
fonction de ¢y, = konsd.
37 — Calculer le déterminant de 'la matrice 5.

La matrice du motif périodique du miroir de Bragg optique
On se place juste aprés une interface b/a. On introduit les notations suivantes : g, = kaa =
konga et wy = kyb = kongb.

38 — Btablir Pexpression de la matrice ¥ qui relie les amplitudes des ehamps électriques juste
apres deux interfaces b/a successives en fonction de Lpp, e, F, et P, {figure 3) :

B {z=a+b+¢) 5 E(z=¢) )
E+(Z=Q+b+€) o E+(Z=E) 3’
ott la distance e vérifie 0 < ¢ < a,b.

39 — Calculer le déterminant de ¥ sans faire le calcul explicite de .

40 — Calculer explicitement les élémentb diagonaux de la matrice ¥ en fonction de p = py,,
T = (TapThe) 2 (on remarquera que 1 — p® = 72), wq et .

41 — On rappelle que pour trouver les valeurs propres d’ une matrice 2 x 2 que nous noterons
A, 1l suffit de résoudre le systéme du deuxiéme degré :

N = Tr(A)A + det(A) =

i
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N =3 N =10
P ¥
2%

3= /2

T T T T T T ’ T S
i /2 & 3x/2 2z Pn =2 or Pa g %12 b 3:/2 27 Pu 0

FIGURE 4 — Probabilité Ry de réflexion selon les valeurs de ¢, et @, pour N =3, N =10 el
N =50.

Montrer que les valeurs propres X4 de la matrice £ sont solutions de 1'équation
X? 20X +1=0 (6)

avec

1 ” : 1/, . .
C = = [Cos(tpa + ) — p? cos(ipg — :p‘b)] = €082y CO81 — 5 (% + %f) Sin @, sin . (7)

On ne cherchera pas 3 démontrer la derniére égalité de ia relation (7).

42 — La matrice 3 peut facilement étre diagonalisée : ¥ = T71DT. Montrer qu’il en va de
méme pour la matrice Sy = ¥V traduisant la propagation & travers N bicouches.

43 — Montrer que la structure a. N bicouches, caractérisée par la matrice de passage Sy, a un
coefficient de réflexion en puissance donné par

2

(83

(83

onl (Sx')i; désigne 'élément de matrice (i, j) de la matrice (Sy').

RN ==

44 — La figure (4) représente sous la forme d’un graphe bi-dimensionnel Ry(pq,¢s) pour
différentes valeurs de N. En déduire, dans le cas d'un N grand, les valeurs de ¢, de ¢, et
7 de p qui maximisent la réflexion et assurent une réflexion robuste vis-a-vis des petites
imperfections éventuelles de la faille des couches successives. Donner dans ce cas la valeur de

Pintégrale de phase
a+b
j k(z)dz.
0

Commenter ce résultat & la lumitre de la relation de Bragg. Justifier Pappellation <« miroir de
Bragg ».
45 — Pour les valeurs @, = @, et @, = @, les matrices D et " sont données par

pe (M ) T (A1) w -

8-
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FIGURE 5 — Diffusion sur un puits de potentiel carré. o) les caractéristiques du potentiel. b)
notations pour le cas quantique.

Montrer que

1+ (”—“)
- g ,
46 — Application numérique. 'On souhaite réaliser un miroir didlectrique qui réfiéchit la lon-
gueur d’onde Ag = 1 um grace & N = 40 bicouches de GaAs/AlAs. On donne la valeur des

indices de ces deux matériaux a cette longueur d'onde nga.as = 3,3 6t nawus = 2,9. Calculer la
réflectivité du miroir. Quelles sont les épaisscurs minimum nécessaires pour chaque couche ?

47 — La symétrie de la figure 4 montre que la bande passante du miroir peut se caleuler sur la
ligne gq = @p. On pose A = dn,a = 4nyb. Exprimer la largeur en longueur d’onde AX du miroir
en exploitant I’équation {7) en fonction de n,, ny et A {on remarquera que [C| > 1 dans Ia zone
de réflexion).

2.3. Résean optique pour des atomes

Dans cette partie, les photons sont remplaeés par des atomes, et nous allons montrer qu’il est
possible de réaliser un miroir de Bragg pour des ondes de matidre. Le motif dindice périodigue
est ici réalisé & Paide d’interférences lumineuses. Le nuage d’atomes de rubidium 2 trés basse
ternpérature utilisé pour Vexpérience a.été produit par une méthode gui combine successivement
le refroidissement laser et le refroidissement par évaporation. Notons que la motivation en
physique atomique est différente de celle de I'optique vue précédemment. 11 existe en effet
différentes méthades pour produire des miroirs & atomes parfaits. Cest Paspect filire en vitesse
ajustable qui présente ici un intérét.

Diffusion quantique sur un puits de potentiel carré

“Dans ce paragraphe préliminaire, il s’agit de retrouver un certain nombre de caractéristiques
de la diffusion d’une onde de matiére sur un potentiel. Pour ce faire nous procédons en deux
étapes : nous posons les calculs pour le cas d’w puits de potentiel carré en mettant en exergue

Tournez la page S.V.P.



les propriétés non classiques, puis nous abordons grace & une discussion physique, ie cas d'un
puits unique de potentiel de forme sinusoidale.
On considére le puits de potentiel carré de la figure 5.a. Ce potenticl vaut

Viz) = ~W pour 0<z<lL e V(z)=0 ailleurs,

avec Vg > 0. On distingue par suite trois régioﬁs :la région I (z < 0), larégion I1 (0 < x < L)
et la région II1 (z > L).

48 - Considérons tout d’abord le cas d'une particule classique d'énergic E = mug/2 > 0 se
propageant de gauche i droite (de 2 = —oo vers z = +00). Décrive le mouvement de cette
particule dans les trois régions I, IT et IIL

Dans un probléme de diffusion quantique (voir figure 5.b), on considere traditionnellement une
onde plane incidente en e correspondant A une énergie E > 0 (dans la région 1) et on souhaite
caleuler loin de la zone du potentiel Pamplitude 7 de I'onde réfiéchic en re™ ™= (région 1) et celle
¢ de Ponde transmise te™* (région III).

49 — Justifier la recherche d’une solution en ondes planes.
50 — Etablir la relation entre k et E dans la région 1.

51 — Exprimer la forme de la, fonction d'onde dans la région II en fonction de k = (2m(F +
Vo))V/2 /.

‘52'— Enumérer les deux conditions aux limites aix fronticres emtre régions et donner leur
‘signification physique.

53 — En déduire quatre équations reliant les amplitudes des ondes planes dans les différentes
régions.

54 — Donner sans calcul la relation reliant |r|? et |£]* ainsi que sa signification physique.

55 — Montrer que, dans la limite & — 0, 7 — —1 {on suppose sin(xL) # 0).

56 — Ce résultat dispose-t-il d’un équivalent en mécanique classique 7 Commenter.

57 — Donner la condition pour laquelle ce phénomene de réflexion persiste lorsque le puits de
potentiel a une dérivée continue.

Diffusion quantique sur des puits de potentiel sinusoidaux

On considére dans un premier temps un seul puits de potentiel sinusoidal :

V{z) = ~Usin® (%{) pour 0Lz <d et Viz)=0 ailleurs.

L’échelle de longueur d permet d'introduire une échelle de vitesse vg = h/md et une échelle
dénergie Ep = mwd/2. La figure 6.a représente la- probabilité de transmission lors d’une
expérience de diffusion en fonction de la profondeur Uy mesurée en unité de By et de la vitesse
incidente v (énergic incidente E = mv?/2) mesurée en unitée de vg.

58 — Commenter la présence de réflexion & basse vitesse (v < wg) sur le graphe 6.a.

-10-
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FIGURE 6 - Probobilité de transmission aprés diffusion sur a) un puits de potentiel sinusoidal,

'b) un double puits de potentiel sinusoidal, ¢} sur un trés grand nombre de puits sinusoidous,

L’échelle de gris va du blanc (réflexion parfaite) au noir (iransmission parfoite).

11—
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59 — Pourquoi présente-t-il des zones discretes de transmission parfaite 3 basse vitesse 7
60 — Commenter la partie haute vitesse (v > vg).

On considere maintenant un double puits de potentiel sinusoidal :

V{z) = —Uysin® (%) pour 0<a2<2d e V{z)=0  sinon

61 — Rappeler les propriétés des énergies ct états propres du double puits. Commenter.

La probabilité de transmission est représentée sur la figure 8.b.

62 — Commenter la partie basse vitesse du graphe 6.b,

83 — Commenter la partie haute vitesse du graphe 6.b.

64 — La forme du potentiel affecte significativement la probabilité de transmission dans les cas
des figures 6.2 et 6.b. De maniére plus générale, si nous connaissons pour toutes les énergies
incidentes le coefficient de probabilité de transmission T = [¢|? (et par suite celui de réflexion),
est-il possible de reconstruire la forme du potentiel de diffusion ?

La ficure 6.c représente la probabilité de transmission d'unc succession importante de puits de
o .
potentiels sinosoidaux '

- T .
V{z) = ~Upsin® («&—) . pour 0<x < Nd et V(z)=0 sinomn.
avec N > 1.

65 — Considérons un paquet d’onde incident de vitesse de groupe v, et dont la distribution
des vitesses a un écart type petit en regard de sa vitesse de groupe. A profondeur U, donnée,
un paquet d’onde de vitesse de groupe w, supérieure & vg est-il réfiéchi aprés avoir pénétré
significativement dans le réseau ou est-il réfléchi dés qu’il aborde le premicr puits de potentiel 7
Commenter.

66 — La figure 6.c comporte des « langues » de réflexion totale qui convergent pour Us — 0
vers un ensemble discret de vitesses : v, = nug/2 oll n est un entier positif non nul. Interpréter
cette relation comme résultant de la diffraction de Bragg d'une onde de matiere sur un motif
périodique de pas 4.

Mise eu oeuvre expérimentale : le réseau optique

Le réseau périodique est produit par Pinterférence de deux faisceaux laser cohérents de
longueur d’onde A = 852 nm. Ces lasers sont décalés en fréquence par rapport aux résonarnces
atomiques de I'atome utilisé dans Pexpérience. Sofent les vecteurs d’onde ky = kcos(8/2)E, —
ksin(6/2)e, et Ey = Ecos(A/2), + ksin(f/2), associés aux ondes planes qui représentent les
deux faisceaux lasers 1 et 2 (figure 7.a). Les champs électriques associés aux deux ondes planes
ont méme amplitude et sont polarisés linéairement sclon I'axe €. Le champ électrique total
s'écrit .

Er(7,t) = Eq[cos(¢y — wt) + cos(¢s — wi)} &, {8)

—12-
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FIGURE 7 — (o) Configuration laser pour réuliser un réseau optique. (b) Probabilité de trans-
mission aprés diffusion sur un réseau optique d’envéloppe gaussienne (voir texte). L'échelle de
gris va du blanc (réflexion parfaite) au notr (transmission parfaite).

avec ¢y = ki - F et ¢»3=§,:2~F’.

67 — Calculer ||Ep(7,1)[]? en fonction de Ey, ¢y, ¢o et wi.

68 — En déduire la valeur moyenne (|| Eq(7,£}{|?) sur une période de temps 27/w.

On considére un atome soumis & ce champ laser. Son énergie potentielle, qui résulte de l'in-
teraction de son dipéle induit avec le champ électrigue total, s’éerit Up{z) = —{I(z) on
¢ =5,6x 1073 JWm? et I(z) o (|| Ep(F,£)||?) est I'intensité lumineuse moyenne.

69 — Montrer gue Uy(x) est un paotentiel périodique de période spatiale d = A/[2sin(8/2)].

70 — Application numérique : on choisit # = 81°. Calculer le pas du résean d.

71 — Calculer vg, Eg et Er/kg pour des atomes de rubidium (m = 1,45 x 107 kg).

Refroidissement par évaporation

D’aprés les ordres de grandeur de la section précédente, il apparait que la gamine de tempéra-
ture doit étre extrémement basse. Pour atteindre de telles températures, on exploite tout
d’abord les techniques de refroidissement laser.

72 — Donner la période durant laguelle les premiéres recherches sur ce sujet ont été menées.

78 — Citer le nom d’un ou plusieurs prix Nobel de physique ayant contribué aun développement
de ce domaine de recherche.

Ces techniques ne s’aveérent toutefois pas suffisantes pour atteindre 1’échelle de température
de Eg/kg. Pour pousser plus loin le refroidissement, on utilise, aprés un pré-refroidissernent
par lager, le refroidissement par évaporation. Nous proposons dans cette section un modele
thermodynamique simple qui permet de comprendre 'intérét de cette méthode.

Considérons un gaz dilué composé de N atomes de rubidium dans un potentiel harmonique
isotrope a trois dimensions de pulsation angulaire w ' '

2
mud ¢ . p
U(CE, Y, 2,') = '_2'"(3;2 + yz + zz)‘
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74 — Ce gaz est thermalisé & une température 7". Donner I'expression de P’énergie totale E dc
ce gaz d'apres le théoreme d'équipartition de l’energle

75 — Qn considére que, pendantune durée courte di, la profondour du potentiel de confinement
est amenée 4 une valeur finie égale a nkgT (7 ~ 6). Cette diminution de la profondeur entraine
la, perte des dV atomes ayant en moyenne une énergie totale {n+ &)ksT plus grande que cette
profondeur. Un modele cinétique plus précis permet de montrer que x < 1. Calculer Vénergie
totale £'— dE du gaz qui reste confiné juste aprés la perte de ces AN atomes et avant que la
thermalisation ne se fasse.

76 — On suppose & présent que la profondeur est & nouveau infinie. Le gaz thermalise. Calculer
la nouvelle température du gaz 7' — d7" en fonction de N, dN, T, 5 et £.

77 — On itére cette succession d’évaporation et de rethermalisation un grand nombre de fois. '
Montrer que la relation liatit la température initiale T;, le nombre d’atomes N, la température
finale 7 et le nombre d’atomes final Ny aprés un arand nombre de cycle est

(#)-G)

78 — Estimer la valeur de o et interpréter physiquement le signe de cet exposant.

Exprimer & en fonction de n et x.

79 — Aprds refroidissement laser et une compression substantielle du confinement pour assurer
un taux de collisions élevé, on mesure une température de typiquement T; = 200 pK. Evaluer
la température finale aprés évaporation de 99,9 % des atomes.

80 — Expliciter en 'fonct_ion de N¢/N; le facteur par lequel est diminué I'écart type de la dis-
tribution des vitesses des atomes du gaz.

81 — Fn abaissant la température du gaz qui reste confiné, on réalise de fait une opération qui
diminue Ventropie. Expliguer pourquoi il n’y a pas de contradiction avec le second principe de
la thermodynamique.

Mise en oeuvre expérimentale : lancement magnétique

Une fois le muage froid obtenu, il ést canalisé transversalement par un guide (similaire & celui
étudié dans la partie suivante). Il s’agit de conférer au nuage d’atomes une vitesse donnée. Pour
ce faire on exploite le fait que les atomes sont polarisés et disposent d*un moment magnétique
permanent p = gg/2 oll pp cst le magnéton de Bohr.

82 — Retrouver 'expression du magnéton de Bohr up = ei/(2m,) par un raisonnement qua-
litatif.

83 — Citer une méthode expérimentale qui permet de polariser un ensemble d’atomes.

84 — On applique le long de Paxe du guide un gradient de champ magnétique b = 0,3 T}
pendant un temps 7. Proposer une méthode pour réaliser un tel gradient. Est-il possibie de ne
réaliser un gradient de champ magnétique que dans une seule direction ?

85 — Estimer la valeur de 7 pour laquelle un atome initialement au repos acquiert une vitcsse
“de 7 mm-s— ! sous Peffet de impulsion du c¢hanip magnétigue.
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Diffusion sur un réseau en présence d’'une enveloppe

En pratique, les faisceaux laser utilisés ne sont pas des ondes planes mais des faisceaux
d’enveloppe gaussienne. Ils se croisent dans upe chambre & vide ot l'expérience cst menée.
Du fait de cette contrainte, VYouverture numérique disponible pour amener ces faisceaux est
relativement faible. Le potentiel vu par les atomes prend alors la forme,

. 5 '
Ulz) = —%)- exp (,,.,2;%) (1 + cos (%{)) .

La probabilité de transmission aprés diffusion sur un tel réseau optique est représentée sur la
figure 7h.
86 — En considérant les contraintes expérimentales, comparer la valenr du col du faiscean w a
celle du pas du réseau d (on rappelle que d est de 'ordre de grandeur de la longueur d’onde A
du laser).
87 — Expliquer l'crigine physique des motifs de transmission en « dents de scie » visibles a
basse vitesse v < vg.
88 — BExpliquer Porigine de zones de transmission pour différentes profondeurs dans la partie
plus haute vitesse.

Pour les questions suivantes, on raisonnera sur le cas d’un paquet d’onde de vitesse de groupe
v, et d’écart type en vitesse Av. On indiquera au besoin des exemples de valeurs numériques.
89 — Expliquer dans quelle mesure il est possible de réaliser grace & ce dispositif un filtre en
vitesse passe-bas.
90 — Expliquer dans quelle mesure il est possible de réaliser grace a ce dispositif un filtre en
vitesse passe-haut.
91 —~ BExpliquer dans quelle mesure il cst possible de réaliser grace a ce dispositit un filtre en
vitesse passe-bande.
92 — Proposer une autre méthode pour réaliser un filtre passe haut.

3 — Ondes de matiere guidées

3.1. Gaz de Bose dans un potentiel harmonique isotrope

Dans ce paragraphe, nous établissons la condition d’existence d’un phénomene de condensa-
tion de Bose-Einstein & Paide du concept de saturation des états individuels excités accessibles.
Cette méthode nous permettrs ensuite de traiter le cas de gaz d’atomes confinés.

98 — Comment sait-on si un atome est un boson ou un fermion ? L’atome d’hydrogene *H est-il
un boson 7 Qu’en est-il des deux isotopes de I'hélium *He et “He ?

Nous considérons ci-aprés un gaz de Bose dans un potentiel harmonique isotrope U(z.y, 2) =
mw?{z? + y* + 2?)/2. L’hamiltonien associé & une particule s’écrit

9 2 2 :
_Pe By P Lo a0
 2m 9m 2m+2m (@ +y" + 2. 9)
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94 — Les énergies propres de H s'¢crivent

3
Eng iy = (”:r + Ny + 1z + 5) I,

olt M, Ty, 1, SOTIL £10IS entiers positifs ou nuls. Commenter cette expression.

95 — Montrer que la dégénérescence g(n) d’un niveau d’énergie &, = €g,0,0 + 1w s'écrit :
o) = (n+ l)g(n +2) .

96 — Pour un gaz de N bosons & 1'équilibre thermodynamique & la température 1, le nombre

d’occupation. du niveau microscopique {n} = (i, Ny, M) d’énergie €,y nyn. €5t

A 1
v({n}; T, p) = o(Enzmymz—ERET _ 1 ’ uo

ol p est le potentiel chimique. Rééerire 'expression de v({n}) a Paide de la fugacité Z définie
par 2 1= elev0.0-m)/ kT

__97 Déterminer l’expression de No(T, 1), nombre d’atomes dans I'état fondamental, en fonc-
tion de la fugacité 2.

98 — Montrer que 0 < Z < 1.

99 — Que dire de la limite 5 < 17

100 — La conservation du nombre total d’atomes s'éexit N = Np + N’ ott N’ correspond au
nombre d’atomes dans les dtats excités et No(7, ) & la population dans Pétat fondamental.
Ixpriroer N’ 3 Taide d’une série faisant apparaiire g(n). '

101 — Pour calculer expression de N, nous allons faire une approximation serniclassique qui
‘consiste & remplacer la sommation discréte sur les niveaux d’énergie par une intégrale, et qui
est valable powr & = Aw/kpT <& 1. Justifier la forme intégrale de N'(T', ) :

1
! _.........—-—--—' y
N(T, ) = [ T L (11)

Expliquer pourquoi la borne inférieure est prise égale & zéro.
10% — En déduire que
93(2)
73

N’(Ta )“) = (12)
_103_"-“ Donner la valeur 2* de Z pour laguelle g3(Z) ést maximum.

._104i — En déduire la berne supérieure du hombre d’atomes dans les états excités
_ 3
kHT
N (T) = — 1).
@) = (S5t

185 — En déduire Pexistence d’une température critique 7, en dessous de laquelle une fraction
macroscopique d’atomes peuple 1'état fondamental. Exprimer 7, en fonction de A, w, kg, N et
une constante numérique. On parle de saturation des états excités dans ce cas.

106 — Comparer les énergies kgT, et Aw. Commenter. '

107 — Montrer que powr T < 1, \
Ny 7N
¥-1-(5) 1)
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3.2. Gaz de Bose dans un confinement anisotrope

Nous considérons dans ce paragraphe un gaz de Bose confiné selon l'axe z par une boite
de taille L et confiné par un potentiel harmomque de fréquence angulaire w selon les axes
transverses r et y.

L’hamiltonien associé & une particule s’écrit désormais sous la forme H = II} + Hy avec

2 2 2
2 RV Pz
Hy == 4 = —muw(2° 41 et Hj=—=. 14
Y 9m * 2m 2 (@ +y) = om (14)
108 — Montrer que les énergies propres de H s’obtiennent comme la sotrime des énergies propres
de H; et H) pris séparément.
109 — Donner 'expression ey, », des niveaux d’énergie de H; = p2/2m 4 p2/2m + mw?(«® +
¥*)/2. On introduira deux entiers positifs ou nuls n; et n,,.

Pour obtenir l'expression des niveaux d’énergie dans la boite selon 'axe z, nous devons:
déterminer les états stationnaires de Péquation de Schrédinger a une dimension en précisant
les conditions aux limites choisies.

110 — Eerire Péquation de Schrédinger stationnaire associée a Hy pour une énergie Ify =
R’k? /2m. On notera ¢y(2) la fonction d’onde correspondante.

111 — Nous supposons des conditions aux limites périodiques pour une boite de longneur L
entre z = 0 et z = L. On cherchera les fonctions propres sous la forme d’ondes planes

D ik
Py(z) =@e™.
N | L |
Donner I'expression de A en fonction de L, et monirer que les états propres sout caractérisés

par un ensemble discret infini de vecteurs d’ondes k,_.

112 — Ep déduire 'expression des énergies propres £{n,, ny,n,) de H.

113 — On commence par considérer une sfcuation purement umdlmonslonnellc pour laguelle

Ny =Ny = 0.

(a)En utilisant la relation (10), Montrer que sous cette hypothése, le nombre d’atomes dans les
états excités du degré de liberté longitudinal (selon z) s’écrit sous la forme

, L
N (T, }J,) = X{h/g(z)

ot 71 = elrw-BiksT of \ = h/\2rmkgT est la longueur d’onde de de Broglie thermique. On
utilisera la limite semiclassique pour laquelle

e Y=g [T ar.).

{n=}

(b)Déterminer, & température fixée, le domaine de variation de N'(T', u) sur lintervalle de
variation de 2.

(c)En déduire que, dans cette situation unidimensionnelle, le phénomeéne de condensation
pour lequel une fraction macroscopique d’atomes penple I’état fondamental en dessous d’une
température critique ne peut se produire.

17—
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114 — On s’intéresse désormais au cas général pour lequel les valeurs de n, et n, ne sont pas
prises égales  zéro. On introduit la guantité
W= > 2 v{nhT.p)
(n1e,ny)A(G0) 7=
Doriner la signification physique de cette quantité.
115 — Moutrer que le nombre d’atomes N, dans les états d’énergle transverse &, = phw est
donné par . '
‘NP(Ta py= X('p + 1)91/2 (ge_pﬁw/kBT) avee p =Ny + Ny

116 — En déduire que

VS Y M N—
£¥ § s =7 - r - — .
s = 2o \([T— e PlmTy
117 — Montrer que la quantité (\/L)N (T} #) cst bornée par une expression indépendante de
1 et qui varie quadratiquement avec'la température.

On utilisera 'inégalité suivante '

: <o
(t—e¥)? =~ Ty

118 — Conclure sur le type de condensation susceptible de se produire dans ce systéme.

3.3. Mesures des dispersions de vitesse par temps de vol

Un gaz de Bose parfait dans une boite & une dimension longitudinalement et confiné har-
moniquement transversalement permet de modéliser une onde de matiére guidée. Dans ce pa-
ragraphe, nous ne considérons qu'une seule dimension transverse afin de me pas compliquer les
raisonnements. La fréquence angulaire associée au confinement transverse est notée w.

Pour caractériser les états transverses peuplés par le gaz, une méthode classique consiste &
réaliser une expérience dite de « temps de vol » au cours de laquelle on observe 'évolution de
la taille-du gaz en fonction du temps aprés coupure du confinement trangverse.

119 — Expliquer pourquoi, une fois le confinement coupé, la distribution des vitesses du gaz
reste constante dans ce type d’expérience.

Cas d’un gaz quantique représenté par une fonction d’onde

Comsidérons tout d’abord le cas d'un gaz quentique & température nulle. Il est représenté par
sa fonction d’onde macroscopique associé 4 1'élat fondemental de lo boite longitudinale et du
confinement transverse. On notera N le nombre d’atomes du gaz.

On rappelle Pexpression de la fonction d’onde de 1état fondamental d’un oscillateur harmo-
nique de pulsation angulaire w & une dimension en représentation. {|z)}

tho(s) = {zltha) = Noe /%),
ot ag = (B/mw)!/? est la longueur caractéristique de Voscillateur harmonique et N le facteur

de normalisation.
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120 — On note ¥y(z, z) la fonetion d’onde associée au gaz avant suppression du confinement
transverse. Exprimer Wg(z, z) & Paide de la fonction dans I'état fondamental d’un oscillateur
harmonique () et de L.

Pour déerire Iévolution de la fonction d’ende lorsque Pon coupe le confinement transverse, nous
allons utiliser une approche dite cn loi d’échelle. Pour ce faire nous procédons en deux étapes.

121 — Premidrement, nous utilisons les variables adimensionnées { = wt, & = z/ay avec ag =
(h/mw)™? et # = z/L. Montrer que, une fois le confinement coupé, la fonctlon d’onde ¥(#: 1),
exprimée en variables adimensionnées, obéit & ’équation différentielle

ol 520
“oi T o1 (15)
122 — Deuxitmement, montrer que la fonction d’onde ¥ de la forme

ifi?  g* )

28 282

est une solution cxacte de I'équation (15) si le coeflicient de dilatation dépendant du temps
B(E) obéit & Iéquation différentielle

W(z;4) zN(i‘)exp(

& _ 1
df? - ﬁs-’

On ne cherchera pas & déterminer Pexpression du facteur de normalisation N (¢ ).

(16)

123 — Déterminer les conditions initiales vérifies par le coefficient 8 et sa dérivée temporelle
a t =0, juste avant la suppression du confinement transverse.

124 — Montrer en résolvant 'éguation différentielle (16) que B(¢) = (1 + w?#2)}/2,

125 — Calculer la variance en position Az?(t) au cours du temps de vol en fonction de la
variance initiale A3, de £ et de w.

126 ~ Justifier que I'on parle d'un « effet loupe > induit par le temps de vol.

~ On rappelle que pour une distribution de probabilité centrée gaussienne, P(z) = N exp(—z?/(20?))
la variance vaut

Ax? = / - 2 P(x)dz = o2,

Le cas d’un gaz de Boltzmann

Considérons désormais que le gaz n'est pas condense et est & suffisamment haute température
pour suivre lo statistiqgue de Boltzmann.

Le gaz est caractérisé par unc distribution transverse en position et vitesse Fy(zg,vp) =
Po{xo) Py{vg) avec

Pz(.l}g) = Nxe—nuo?:zg/%gff' et Rz('UO) _‘__M’e—mvg/,?kBT‘
et la normalisation

[ Rlegdno=N ot [~ Rlwdn=1,

—co —00
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ol N représente.le nombre total d’atomes du gaz. Avec ces définitions, on trouve N =
N(mw?[2xkpT)1? et N, = (m/2nkgT)Y/>.
127 - Rappeler la définition de la variance de la distribution des vitesses & Vaide de P

128 — Calculer 1a variance de cette distribution (Avg)? en fonction de kg, T' et m i Paide du
formulaire de début d'énoncé. Commenter ce résultat. A partir de quel ‘théoréme de physique
statistique ce résultat peut-il s’obtenir 7 En préciser les conditions d’application.

129 — Caleuler I'expression de la variance de la distribution des positions initiales
(Azg)? = ( / -xf,Pm(xg)dafg> / ( [ Px(mg)dzg) _.
'—c0 —ce
Commeriter.

Aprés un vol libre de durée ¢, Ja distribution transverse s'écrit

Pz, v;t) = Po(z — ot,v).

130 — Comunenter cette expression.
131 — Calculer explicitement la densité linéique

n{z,1) = /00 dvP(z,v;t).

On donne la relation mathématique suivante

f % e 00) a1 gy, — T | gD,
—x0 a —I— b

132 — En déduire sans calcul et en vous appuyant sur les questions précédentes que (Axz)*(t) =
(Amp)? + (At .

133 — Expliquer, & partir de ce résultat, comment une expérience de temps de vol permet de

mesurer la température du gaz.

134 — Nous n’avons pas évoqué jusqu’d présent les collisions élastiques entre atomes. Pour
autant, ce sont ces collisions qui permettent de converger vers la distribution de Boltzmann
d’équilibre qui nous a servi de point de départ.

Soit ~ le taux de collisions élastiques. Rappeler, & un facteur numérique prés, son expression
en fonction de la section efficace totale o, de 1a densité atomique & 3 dimensions n et de la
vitesse moyenne 7. Sous quelle condition relative aux deux écheiles de temps v~ 1 et w! de ce
probléme les calculs précédents sont-ils valables 7

135 — Comparer les résultats du calcul quantique et du caleul classique sur I'évolution de AvACH
au cours du temps de vol. Commenter,

3.4. Caractére monomode ou multimode de 'onde de matiére guidée

Le confinement transverse est modélisé par un oscillateur harmonique & uneé dimension dont
PHamiltonien est la somine de deux termes, le terme cinétique Hen = p2/2m et le terme
dénergie potentielle Hpo = muw?z®/2 1 H| = Hep + Hpot.-
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On rappelle Paction des opérateurs « et o' de algébre de l'oscillateur harmonique & une
dimension et leur action sur les états nombres : a|n) = \/n|n — 1) et af|n) = /n+In + 1).
On rappelle également Pexpression des opérateurs impulsion p,, et position z en fonction des
opérateurs a et af, p, = (mhw/2)V%(at — a) et = = (B/2mw)*/?(a + af).
136 — Etablir I'expression de H, en fonction de Popérateur nombre fi = ala ot de huw.
137 — Les états propres de H, sont les états propres de l'opérateur nombre ffn) = njn).
Expliciter les énergies propres £,.
138 — Montrer que (n{p,|n) = 0.

139 — L’état du systéme est represente par une foncuon d’onde |¥). Cette fonction d’onde se
développe sur les états propres orthonormés de Poscillatenr harmonique

) = 3 caln).

n=0
Calculer I'expression de la valeur moyenne (n) = (V||V} en fonction des coefficients ¢;,.

140 — Déterminer les conditions sur les corrélations entre états nombres de |¥) sous 1ebquolles
I’égalité suivante est valable

(Hen) = (9| Hoia ¥ = {Hyen).

Commenter. .
141 — Dans la mesure ou l'on souhaite déerire un gaz quantique thermalisé, nous sommes
amenés a prendre une moyenne thermique notée

(AN = 3 malmlAln).

n=_0

Commenter cette expression.
142 — Donner I'expression des 7, daus la limite d’une distribution thermique correspondant 3
un gaz non dégénéré, puis dans le cas général d’un gaz de Bose.
143 — La variance de la distribution des vitesses (Av)? pour le gaz quantique thermalisé est
donnée par - .

(8w)* = = () +3)
ot {{n)) =32, nm,. Commenter cette expression.
144 — Par quel type d’expériences peut-on mesurer ({n))?
145 — Des cxpériences de ce type sur des lasers 3 atomes sont effectuées avec des atomes de
rubidivm de masse 1,45 x 1072 kg dans un confinement harmonique de pulsation angulaire
w/(2x) = 300 Hz fourni par un laser puissant trés désaccordé. On mesure I'écart type de la
distribution des vitesses égale & Av = 0,9 mm.s~1. Estimer ({(n}}.
146 — Ce type de mesure ne donne pas les populations dans les différents états nombres. Pour

autant, on peut déduire une borne inférieure 4 la population = T = lc|? dans I’état fondamental.
Montrer en effet que
g > 1 — {(n)).

Faire I'application numérique avec les valeurs de la guestion précédente. Pcut-on parler dans .

ce cas d’un laser & atomes quasi-monomode transverse ?
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147 — Proposer une anslogie optique pour ce systeme.
148 — Préciser Iéquivalent atomique de la polarisation de 14 lumiere.
149 — Donner la dimension de ’espace associé 4 la polarisation dans les deux cas.
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