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2010 >ĞƐ� ŶŽƚŝŽŶƐ� Ě͛ĂǆĞƐ� ƉƌŝŶĐŝƉĂƵǆ� Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ� Ğƚ� ĚĞ� ŵĂƚƌŝĐĞ� Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ� ƉĞƌŵĞƚƚĞŶƚ� ĚĞ� ƚƌĂŝƚĞƌ�
efficacement cette leçon 

2003 et 2002 >͛ŝŶƚĠƌġƚ�des équilibrages statique et dynamique ne doit pas se résumer à une suite 
ĚĞ�ĐĂůĐƵůƐ� ŝŶĚŝŐĞƐƚĞƐ͘� /ů� ĨĂƵƚ�ĚĠŐĂŐĞƌ� ů͛ŝĚĠĞ�ƉŚǇƐŝƋƵĞ�ƋƵ͛ŽŶ�ƉĞƵƚ�ĂŵĞŶĞƌ�ĞŶ�ƌĂŝƐŽŶŶĂŶƚ�ĚĂŶƐ� ůĞ�
ƌĠĨĠƌĞŶƚŝĞů�ĞŶ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ�Ğƚ�ĞŶ�ƉƌĠƐĞŶƚĂŶƚ�ů͛ĞĨĨĞƚ�ĚĞƐ�ĨŽƌĐĞƐ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�ƐƵƌ�ƵŶ�ƐŽůŝĚĞ�ĚĞ�forme la plus 
élémentaire possible. Cette leçon doit être illustrée expérimentalement. 
 
ůĂ�ƉůƵƐ�ǲĞůǲĞŵĞŶƚĂŝƌĞ�ƉŽƐƐŝďůĞ͘��ĞƚƚĞ�ůĞȪĐŽŶ�ĚŽŝƚ�ǷĞƚƌĞ�ŝůůƵƐƚƌǲĞĞ�ĞǆƉǲĞƌŝŵĞŶƚĂůĞŵĞŶƚ͘ 2001 Si plusieurs référentiels sont utilisés, il convient de les distinguer parfaitement. Il faut 
dégager les points communs et les différences entre les effets des déséquilibrages statique et 
ĚǇŶĂŵŝƋƵĞ͘�>ĞƐ�ŵĠƚŚŽĚĞƐ�ƉƌĂƚŝƋƵĞƐ�ƵƚŝůŝƐĠĞƐ�ƉŽƵƌ�ƌĠĂůŝƐĞƌ�ů͛ĠƋƵŝůŝďƌĂŐĞ�ƉĞƵǀĞŶƚ�ġƚƌĞ�ĠǀŽƋƵĠĞƐ͘�
Il est bon de présenter les équilibrages de façon qualitative sur des exemples simples. 

 

Prérequis : 

x Mécanique du solide niveau classe prépa  
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Introduction 

x >Ğ�ŵŽƵǀĞŵĞŶƚ�ĚĞ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ�ĂƵƚŽƵƌ�Ě͛ƵŶ�ĂǆĞ�ĨŝǆĞ�ĞƐƚ�ƵŶ�ŵŽƵǀĞŵĞŶƚ�ĚĞƐ�ƉůƵƐ�ĐŽŵŵƵŶƐ et couramment utilisé 
dans ů͛ŝŶĚƵƐƚƌŝĞ. On peut citer pour exempůĞ͕�ůĞ�ŵŽƵǀĞŵĞŶƚ�Ě͛ƵŶ�ĚŝƐƋƵĞ�ĚƵƌ͕ Ě͛ƵŶ�ďƌĂƐ�ĚĞ�ƌŽďŽƚ, du tambour 
Ě͛ƵŶĞ�ŵĂĐŚŝŶĞ�ă�ůĂǀĞƌ͕�ĚƵ�ƌŽƚŽƌ�Ě͛ƵŶ�ĂůƚĞƌŶĂƚĞƵƌ�Ě͛ƵŶĞ�ĐĞŶƚƌĂůĞ�ĠůĞĐƚƌŝƋƵĞ�ou Ě͛ƵŶĞ�ƉŽƌƚĞ�;ŵŽŶƚƌĞƌ�ůĂ�ǀƌĂŝĞ�
porte). 

x �͛ĞƐƚ� ĂƵƐƐŝ� ƵŶ� ŵŽƵǀĞŵĞŶƚ� ĠůĠŵĞŶƚĂŝƌĞ� ƋƵŝ� ĞƐƚ� ă� ůĂ� ďĂƐĞ� de mouvements plus complexes : une roue de 
voiture est animée Ě͛ƵŶ�ŵŽƵǀĞŵĞŶƚ�ĚĞ� ƌŽƚĂƚŝŽŶ�ĂƵƚŽƵƌ�Ě͛ƵŶ�ĂǆĞ, combiné à une translation (tant que la 
voiture ne tourne pas) 

x :ƵƐƋƵ͛ă�ƉƌĠƐĞŶƚ͕ nous ne nous sommes pas intéressés aux actions exercées par le solide tournant sur son axe 
de rotation. Nous repartirons de cette approche dans la première partie puis, nous montrerons rapidement 
ses limites. Nous utiliserons alors les théorèmes bien connus que sont le théorème de la résultante cinétique 
(TRC par la suite) et le théorème du moment cinétique (TMC par la suite) mais de manière complète. 
 

x Manip introductive : on fait tourner le disque mais sans aucune masse accrochée. Symétrie de révolution. 
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I. Solide en rotation 

A. La liaison Pivot 

�Ğ�ŵĂŶŝğƌĞ� ŐĠŶĠƌĂůĞ͕� ůŽƌƐƋƵ͛ŽŶ� ƐŽƵŚĂŝƚĞ�ŵĞƚƚƌĞ� Ğƚ� ŐƵŝĚĞƌ� ĞŶ� ƌŽƚĂƚŝŽŶ� ƉƵƌĞ� ƵŶ� ƐŽůŝĚĞ� ƉĂƌ� ƌĂƉƉŽƌƚ� ă� ƵŶ� ĂƵƚƌĞ͕� ŽŶ�
utilise une liaison pivot. 

Cette ůŝĂŝƐŽŶ�Ŷ͛ĂƵƚŽƌŝƐĞ�ĞŶ�ĞĨĨĞƚ͕�ƋƵ͛ƵŶ�ƐĞƵů�ĚĞŐƌĠ�ĚĞ�ůŝďĞƌƚĠ�;��>Ϳ�ă�ƐĂǀŽŝƌ�ůĂ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ�ĂƵƚŽƵƌ�Ě͛ƵŶ�ĂǆĞ�ŐĠŽŵĠƚƌŝƋƵĞ�
particulier et aucun DDL en translation (contrairement à la liaison pivot glissant). 

Elle se représente schématiquement sous la forme : 

 

Montreƌ�ƐƵƌ�ů͛ĞǆĞŵƉůĞ�Ě͛ŝŶƚƌŽĚƵĐƚŝŽŶ�Žƶ�ƐĞ�ƐŝƚƵĞ�ůĂ�ůŝĂŝƐŽŶ�ƉŝǀŽƚ 

�Ğ�ŵĂŶŝğƌĞ�ƉƌĂƚŝƋƵĞ͕�ŽŶ�ƌĠĂůŝƐĞ�ĞǆƉĠƌŝŵĞŶƚĂůĞŵĞŶƚ�ƵŶĞ�ůŝĂŝƐŽŶ�ƉŝǀŽƚ�ă�ů͛ĂŝĚĞ�ĚĞ : (schéma sur transparent) 

x Palier lisses ou glissant. 
 
Ce sont des bagues cylindriques, de forme tubulaire, avec ou sans collerettes, interposées entre un arbre et 
son logement pour faciliter le mouvement de rotation en limitant les pertes par frottement. 
 

o Les coussinets : Construits à partir de matériaux présentant de bonnes qualités liées au frottement 
(bronze, étain, plomb, graphite, Téflon, PTFE, polyamide), ils peuvent être utilisés à sec ou avec 
ůƵďƌŝĨŝĐĂƚŝŽŶ͘�>Ğ�ŐůŝƐƐĞŵĞŶƚ�ƐĞ�ĨĂŝƚ�ĞŶƚƌĞ�ů͛ĂƌďƌĞ�Ğƚ�ůĞ�ĐŽƵƐƐŝŶĞƚ͘ 

o Paliers lisses hydrodynamiques: ils ressemblent aux coussinets, mais le liquide lubrifiant imbibe 
ƚŽƚĂůĞŵĞŶƚ� ůĞ�ŵĂƚĠƌŝĂƵ�ƉĂƌ�ĐĂƉŝůůĂƌŝƚĠ�ĐĞ�ƋƵŝ� ĨĂŝƚ�ƋƵ͛ĞŶ�ƌĠŐŝŵĞ�ƚŽƵƌŶĂŶƚ� ŝů�Ŷ͛Ǉ�Ă�ƉůƵƐ�ĚĞ�ĐŽŶƚĂĐƚ�
arbre-coussinet mais un contact arbre-liquide lubrifiant. Celui-ci est en effet aspiré par le 
ŵŽƵǀĞŵĞŶƚ�ĚĞ� ƌŽƚĂƚŝŽŶ͘�KŶ�ƉĂƌůĞ�ĚĞ�ƉŽƌƚĂŶĐĞ�ŚǇĚƌŽĚǇŶĂŵŝƋƵĞ͘� ;ĐŽŵƉĂƌĂďůĞ�ă� ů͛ĂƋƵĂƉůĂŶŝŶŐ͘Ϳ�
L'usure est alors pratiquement nulle et les frottements fortement réduits puisque ne restent que 
des frottements fluides. 

 

x Palier roulant. 
 
LĂ�ĨŽŶĐƚŝŽŶ�Ě͛ƵŶ�ƌŽƵůĞŵĞŶƚ�ĞƐƚ�ĚĞ�ƉĞƌŵĞƚƚƌĞ�ă�ĚĞƵǆ�ĠůĠŵĞŶƚƐ�Ě͛ġƚƌĞ�ĞŶ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ� ů͛ƵŶ�ƉĂƌ�ƌĂƉƉŽƌƚ�ă� ů͛ĂƵƚƌĞ�
avec une précision et avec un frottement optimisé en remplaçant un glissement par un roulement. Il existe 
différents types de roulements à savoir les roulements à billes, à aiguilles (acier ou céramique). Les 
frottements sont très faibles mais ces roulements sont assez fragiles et ne supportent pas de grosses 
contraintes. 
 

x Pivot sans contact. 
 
�Ğ�ƐŽŶƚ�ĚĞƐ�ƉŝǀŽƚƐ�ƋƵŝ�Ŷ͛ĞŶ�ƐŽŶƚ�ƉĂƐ�ǀƌĂŝŵĞŶƚ ͊�/ů�Ŷ͛Ǉ�Ă�ƉůƵƐ�ĚĞ�ĐŽŶƚĂĐƚ�ĚŝƌĞĐƚ�ĞŶƚƌĞ�ů͛ĂƌďƌĞ�Ğƚ�ůĂ�ƉĂƌƚŝĞ�ĨŝǆĞ͘�
>͛ĠƋƵŝůŝďƌĞ�ƉĞƵƚ�ġƚƌĞ�assuré ƉĂƌ�ĐŽƵƐƐŝŶ�Ě͛Ăŝƌ�ŽƵ�ůĠǀŝƚĂƚŝŽŶ�ŵĂŐŶĠƚŝƋƵĞ͘ 

Rmq : Ce dernier type de roulement est crucial pour le développement des applications de récupération et de 
ƐƚŽĐŬĂŐĞ�Ě͛ĠŶĞƌŐŝĞ�ĚĂŶƐ�ĐĞ�ƋƵ͛ŽŶ�ĂƉƉĞůůĞ�ůĞƐ�ǀŽůĂŶƚƐ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�ƋƵĞ�ů͛ŽŶ�ǀĞƌƌĂ�ĚĂŶƐ�ů͛ĞǆĞŵƉůĞ�ƋƵŝ�ǀĂ�ƐƵŝǀƌĞ͘ 
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WĂƌ�ĚĠĨŝŶŝƚŝŽŶ͕�ƵŶĞ�ůŝĂŝƐŽŶ�ƉĂƌĨĂŝƚĞ�ĞƐƚ�ƵŶĞ�ůŝĂŝƐŽŶ�ĚŽŶƚ�ůĂ�ƚƌĂŶƐŵŝƐƐŝŽŶ�ĚĞ�ƉƵŝƐƐĂŶĐĞ�ƐĞ�ĨĂŝƚ�ƐĂŶƐ�ĚŝƐƐŝƉĂƚŝŽŶ�Ě͛ĠŶĞƌŐŝĞ�
(pas de frottement). Ainsi, pour un mouvement ĚĞ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ�ĂƵƚŽƵƌ�ĚĞ�ů͛ĂǆĞ�Kǌ : 

ܲሺ݈ܵ݁݀݅݋�ͳ ՜ ሻʹ�݈݁݀݅݋ܵ ൌ ଴ሬሬሬሬሬԦǤܯ� ሬԦߗ ൌ ൭
ܮ
ܯ
ܰ
൱ Ǥ ൭

Ͳ
Ͳ
߱
൱ ൌ ܰ߱ ൌ Ͳ 

�͛Žƶ�ĚĂŶƐ�ŶŽƚƌĞ�ĐĂƐ�EсϬ͘ 

B. Cinématique 

Schéma sur transparent 

R est le référentiel de la partie fixe supposé galiléen (la partie fixe étant au repos)͘�Z͛�ĞƐƚ�ƵŶ�référentiel lié au solide 
en rotation ĂƵƚŽƵƌ�ĚĞ�ů͛ĂǆĞ�Kz. La rotation est caractérisée ƉĂƌ�ů͛ĂŶŐůĞߠ� de rotation du centre de masse du solide. On 
ŽƌŝĞŶƚĞ�Z͛�ĚĞ�ŵĂŶŝğƌĞ�ă�ĐĞ�ƋƵĞ�'�ůĞ�ĐĞŶƚƌĞ�ĚĞ�ŵĂƐƐĞ�ĚƵ�ƐŽůŝĚĞ�ĂƉƉĂƌƚŝĞŶŶĞ�ĂƵ�ƉůĂŶ�Kǆ͛ǌ͘� 

La base cylindrique apparait la plus adaptée pour étudier un tel système. 

On pose donc pour un point M quelconque : 

ሬሬሬሬሬሬԦܯܱ ൌ ௥ሬሬሬԦ݁ݎ ൅  ௭ሬሬሬԦ݁ݖ

ெሬሬሬሬሬԦݒ �ൌ  ሶ݁ఏሬሬሬሬԦߠݎ

ܽெሬሬሬሬሬԦ �ൌ െߠݎሶ ଶ݁௥ሬሬሬԦ ൅  ሷ݁ఏሬሬሬሬԦߠݎ

Pour rappel si on introduit le vecteur rotation instantanée : ሬ߱ሬԦ ൌ ெሬሬሬሬሬԦݒ : ሶ݁௭ሬሬሬԦ on peut écrireߠ ൌ ሬ߱ሬԦ  ሬሬሬሬሬሬԦܯܱٿ

Transition :  
�ƉƌğƐ�ĂǀŽŝƌ�ƉŽƐĠ� ůĂ�ĐŝŶĠŵĂƚŝƋƵĞ�ĚƵ�ƐǇƐƚğŵĞ�ŽƵ�ƉŽƵƌƌĂŝƚ�Ɛ͛ŝŶƚĠƌĞƐƐĞƌ�ĂƵǆ�ĂƐƉĞĐƚƐ�ĠŶĞƌŐĠƚŝƋƵĞƐ�ĚĞ� ůĂ� ƌŽƚĂƚŝŽŶ͘�KŶ�Ă�
décidé de le faire sur un exemple particulier ce qui est plus illustratif. 

C. �ǆĞŵƉůĞ�ĚƵ�ǀŽůĂŶƚ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ 

YƵ͛ĞƐƚ-ĐĞ�ƋƵ͛ƵŶ�ǀŽůĂŶƚ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�ĚĞ�ŵĂŶŝğƌĞ�ŐĠŶĠƌĂůĞ ?  

�͛ĞƐƚ� ƵŶ� ƐŽůŝĚĞ� ĚĞ� ĨŽƌƚ�ŵŽŵĞŶƚ� Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ� ĂƵƚŽƵƌ� ĚĞ� ƐŽŶ� ĂǆĞ� ĚĞ� ƌŽƚĂƚŝŽŶ dont la mise en rotation sert à 
ƐƚŽĐŬĞƌ�ĚĞ�ů͛ĠŶĞƌŐŝĞ�Ğƚ�ƐŽŶ�ĨƌĞŝŶĂŐĞ�ă�ĞŶ�ƌĠĐƵƉĠƌĞƌ. On essaie de limiter au maximum les frottements sur 
son axe de rotaƚŝŽŶ�ĠƚĂŶƚ�ĚŽŶŶĠ�ƋƵĞ�ĐĞ�ƐŽŶƚ�ĚĞƐ�ƉĞƌƚĞƐ�Ě͛ĠŶĞƌŐŝĞ͘�>ĞƵƌ�ƵƐĂŐĞ�ĞƐƚ�ƚƌğƐ�ƌĠƉĂŶĚƵ�ĞŶ�ŵĠĐĂŶŝƋƵĞ�
où ils servent à lisser les a coup de couple du moteur sur un concasseur par exemple. Ici nous allons voir une 
application récente et origŝŶĂůĞ�ĚĞ�ĐĞƐ�ǀŽůĂŶƚƐ�Ě͛ŝŶĞrtie. 

Exemple de la formule 1 : 

Dans une formule 1, lĞ�ǀŽůĂŶƚ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�ĞƐƚ�un cylindre massif mis en rotation avec une liaison pivot sans contact 
(par lévitation magnétique) afin de ƌĠĚƵŝƌĞ�ů͛ƵƐƵƌĞ�Ğƚ�ůĞƐ�ĨƌŽƚƚĞŵĞŶƚƐ͘  

>Ğ�ǀŽůĂŶƚ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�ĞƐƚ�ĐŽƵƉůĠ�Ě͛ƵŶĞ manière complexe mettant en jeu des transmissions mécaniques et un couplage 
électromécanique ă�ů͛ĂƌďƌĞ�ŵŽƚĞƵƌ͘�>͛ƵƚŝůŝƚĠ�ĚĞ�ĐĞ�ǀŽůĂŶƚ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�ĞƐƚ, dans ce cas, ĚĞ�ƐƚŽĐŬĞƌ�ů͛ĠŶĞƌŐŝĞ�ĐŝŶétique de 
ƚƌĂŶƐůĂƚŝŽŶ�ƋƵĞ�ů͛ŽŶ�ǀĂ ƉĞƌĚƌĞ�ĞŶ�ĞŶƚƌĠĞ�ĚĞ�ǀŝƌĂŐĞ�;ƉƵŝƐƋƵ͛on doit ralentir pour le prendre), puis de la restituer en 
ƐŽƌƚŝĞ�ĚĞ�ǀŝƌĂŐĞ͘��ĞĐŝ�ƉĞƌŵĞƚƚĂŶƚ�ĚĞ�ĐŽŶƐŽŵŵĞƌ�ŵŽŝŶƐ�ĚĞ�ĐĂƌďƵƌĂŶƚ�ŽƵ�Ě͛ĂǀŽŝƌ�ƵŶĞ�ŵĞŝůůĞƵƌĞ�ĂĐĐĠůĠƌĂƚŝŽŶ�ĚĞ�ƐŽƌƚŝĞ�
ĚĞ�ǀŝƌĂŐĞ�ĞŶ�ŶĞ�ĚŝůĂƉŝĚĂŶƚ�ƉĂƐ�ů͛ĠŶĞƌŐŝĞ�ĐŝŶĠƚŝƋƵĞ�ĞŶ�ĐŚĂůĞƵƌ !  

KŶ�ǀĂ�Ɛ͛ĂƚƚĂĐŚĞƌ�ă ĞƐƚŝŵĞƌ�ů͛ŽƌĚƌĞ�ĚĞ�ŐƌĂŶĚĞƵƌ�ĚĞ�ůĂ�ƚĂŝůůĞ�ĚƵ�ǀŽůĂŶƚ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�ĞŶ�ĨĂŝƐĂŶƚ�ĚĞƐ�ŚǇƉŽƚŚğƐĞƐ�ƐŝŵƉůĞƐ�ƐƵƌ�ƐĂ�
forme et sa répartition de masse. 

x hŶĞ� ĨŽƌŵƵůĞ� ϭ� ƉğƐĞ� ĞŶǀŝƌŽŶ� ϲϱϬ� ŬŐ͕� ůŽƌƐ� Ě͛ƵŶ� ĨƌĞŝŶĂŐĞ�ŵŽǇĞŶ� ĞůůĞ� ƉĂƐƐĞ� ĚĞ� ϯϬϬ� ŬŵͬŚ� ă� ϭϬϬŬŵͬŚ͘� �ĞůĂ�

représente une énergie cinétique de translation libérée : ܧ௖௟ ൌ
ଵ
ଶ
݉ሺݒଵଶ െ ଶଶሻݒ ൌ ʹǤͲܬܯ�  
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x /ů� ĨĂƵƚ� ƐƚŽĐŬĞƌ� ĐĞƚƚĞ� ĠŶĞƌŐŝĞ� ĚĂŶƐ� ůĞ� ǀŽůĂŶƚ� Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ ƐŽƵƐ� ĨŽƌŵĞ� Ě͛ĠŶĞƌŐŝĞ� ĐŝŶĠƚŝƋƵĞ� ĚĞ� ƌŽƚĂƚŝŽŶ. Afin de 
simplifier, ŽŶ� ĐŽŶƐŝĚğƌĞ� ƋƵĞ� Đ͛ĞƐƚ� ƵŶ� ĐǇůŝŶĚƌĞ� ƉůĞŝŶ� en acier, homogène de masse volumique                        
ߩ� ൌ ͺͲͲͲ�݇݃Ȁ݉ଷ, Ě͛ĂǆĞ�ǌ�(Žƶ�ǌ�ĞƐƚ�ů͛ĂǆĞ�ĚĞ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ),  de hauteur et de rayon R.  
 

�ŝŶƐŝ�ƐŽŶ�ŵŽŵĞŶƚ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�Ɛ͛ĠĐƌŝƚ ܬ ൌ ଵ
ଶ
ଶܴܯ . Comme ܯ ൌ ଶܴܴߨߩ , on aܬ� ൌ ଵ

ଶ
  .ହܴߨߩ

Son énergie cinétique de rotation vaut donc ܧ௖௩ ൌ
ଵ
ଶ
ሶߠܬ ଶsoit ܧ௖௩ ൌ

ఘగோఱ

ସ
ሶߠ ଶ  

 
x Pour estimer le rayon nécessaire, on suppose ƋƵ͛ŝů� ŶĞ� ƚŽƵƌŶĂŝƚ� ƉĂƐ� ĂǀĂŶƚ� ůĞ� ĨƌĞŝŶĂŐĞ et que la vitesse 

ĂŶŐƵůĂŝƌĞ� ĞƐƚ� ůŝŵŝƚĠĞ� ƉĂƌ� ůĂ� ƌĠƐŝƐƚĂŶĐĞ� ă� ů͛étirement des matériaux utilisés. Ici, on va prendre 60 000 
ƚŽƵƌƐͬŵŝŶ�ƋƵŝ�ĞƐƚ� ů͛ŽƌĚƌĞ�ĚĞ�ŐƌĂŶĚĞƵƌ�ĚĞƐ�ǀŝƚĞƐƐĞƐ�ĂƚƚĞŝŶƚĞƐ�ƉĂƌ� ůĞƐ�ǀŽůĂŶƚƐ�ĚĞ� ĨŽƌŵƵůĞ�ϭ͘ On a donc R en 

regroupant les formules précédentes : ܴ ൌ ቀସכா೎೗
ఘగఏሶ మ

ቁ
ଵȀହ

 

x Application numérique : on trouve R = 9.6cm ! Ce qui correspond à une masse de 22 kg. 

KŶ� ǀŽŝƚ� ĚŽŶĐ� ƋƵĞ� ůĞƐ� ǀŽůĂŶƚƐ� Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ� ƉĞƌŵĞƚƚĞŶƚ� ĚĞ� ƐƚŽĐŬĞƌ� une énergie énorme dans un faible volume et une 
masse modérée. En formule 1, ůĞ�ƌğŐůĞŵĞŶƚ�ŽďůŝŐĞ�ůĞƐ�ǀŽŝƚƵƌĞƐ�ă�ĂǀŽŝƌ�ƵŶĞ�ŵĂƐƐĞ�ŵŝŶŝŵĂůĞ�Ğƚ�Đ͛ĞƐƚ�ƉŽƵƌ�ĐĞůĂ�ƋƵ͛ŽŶ�
utilise des volĂŶƚƐ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�ĞŶ�ĂĐŝĞƌ�Ğƚ�ĨŝďƌĞ�ĚĞ�ĐĂƌďŽŶĞ�ĂĨŝŶ�ĚĞ�ƉŽƵǀŽŝƌ�ĂĐĐĠůĠƌĞƌ�ƉůƵƐ�ĨŽƌƚ�ĞŶ�ƐŽƌƚŝĞ�ĚĞ�ǀŝƌĂŐĞ : on 
gagne ainsi en moyenne 80 chevaux pendant 7 secondes. A comparer à la puissance de votre voiture (environ 90 ch 
pour une bonne voiture) et à celle de la formule 1 de 800 ch environ. 

Transition :  
Retour sur notre manip introductive. ;KŶ� ĨĂŝƚ� ů͛ĂŶĂůŽŐŝĞ� ĂǀĞĐ� ůĞ� ǀŽůĂŶƚ� Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ� ƋƵŝ� ĞƐƚ� ůƵi aussi un cylindre en 
rotation). >Ğ�ǀŽůĂŶƚ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�ĞƐƚ�ĨĂďƌŝƋƵĠ�ƉĂƌ�ů͛ŚŽŵŵĞ donc il ne pourra jamais être un solide de révolution parfait. 
On va donc introduire un déséquilibre pour simuler cet effet.  

Manip : KŶ� ĨĂŝƚ� ƚŽƵƌŶĞƌ� ůĞ� ĚŝƐƋƵĞ� ĂǀĞĐ� ƵŶĞ�ŵĂƐƐĞ� ĂĐĐƌŽĐŚĠĞ� ĚĞƐƐƵƐ͘� KŶ� ĐŽŶƐƚĂƚĞ� ĚĞ� ĨŽƌƚĞƐ� ǀŝďƌĂƚŝŽŶƐ� Ğƚ� ů͛ĂǆĞ� ĞƐƚ�
clairement déséquilibré. On doit donc procédé à un équilibrage dit statique car il se voit même au repos (par simple 
action de la gravité). 

 

^Ƶƌ� ůĞ� ƐĐŚĠŵĂ� ŽŶ� ƉĞƵƚ� ĐŽŵƉƌĞŶĚƌĞ� ŝŶƚƵŝƚŝǀĞŵĞŶƚ� ů͛ŽƌŝŐŝŶĞ� ĚĞ� ĐĞ�
déséquilibrage grâce à la force centrifuge (virtuelle). Mais pour 
ĐŽŵƉƌĞŶĚƌĞ� ůĞ�ƉŚĠŶŽŵğŶĞ�ĚĞ�ŵĂŶŝğƌĞ�ƉůƵƐ�ŐůŽďĂůĞ�ŽŶ�ǀĂ�Ɛ͛ĂƚƚĂĐŚĞƌ�ă�
ĠƚƵĚŝĞƌ�ůĂ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ�Ě͛ƵŶ�ƐŽůŝĚĞ�ƋƵĞůĐŽŶƋƵĞ͘ 

 

II. Equilibrage statique 

A. Application du TRC 

On retourne sur le cas général d͛un solide quelconque en rotation. 

 Pour comprendre ce déséquilibre, il faut exprimer la force que le rotor (le solide en rotation) exerce sur le palier 
;ů͛ĂǆĞ�ƐŽůŝĚĞ�ƐƵƌ�ůĞƋƵĞů�Ɛ͛ĂƉƉƵŝĞ�ůĞ�ƌŽƚŽƌͿ͘��ĨŝŶ�Ě͛Ǉ�ĂǀŽŝƌ�ĂĐĐğƐ͕�ŽŶ�ǀĂ�ĂƉƉůŝƋƵĞƌ�ůĞ�ƚŚĠŽƌğŵĞ�ĚĞ�ůĂ�ƌĠƐƵůƚĂŶƚĞ�ĐŝŶĠƚŝƋƵĞ�
(TRC) au rotor dans le référentiel du laboratoire. 

Donner le schéma sur transparent (le même que en I-B) 

Soient ሬܴԦ la résultante des forces exercées par le palier sur le rotor, ܨԦ la résultante des forces exercées par la charge 
(tout système extérieur ayant une action sur le rotor) sur le rotor et ሬܲԦ la quantité de mouvement du rotor. 
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>Ğ�dZ��Ɛ͛ĠĐƌŝƚ�ĂůŽƌƐ dans R : 

݉� Ԧܽீ ൌ Ԧܨ ൅ ሬܴԦ 

�͛ĂƉƌğƐ� la partie cinématique, on a ݒԦீ ൌ ሶߠ݈ Ԧ݁ఏ�soit Ԧܽீ ൌ െ݈ߠሶ ଶ Ԧ݁௥ ൅ ሷߠ݈ Ԧ݁ఏ avec ݈ ůĂ� ĚŝƐƚĂŶĐĞ� ă� ů͛ĂǆĞ� ĚĞ� ƌŽƚĂƚŝŽŶ� ĚƵ�
centre de masse.  

Finalement : െ݈݉ߠሶ ଶ Ԧ݁௥ ൅ ሷߠ݈݉ Ԧ݁ఏ ൌ Ԧܨ ൅ ሬܴԦ 

Kƌ�ŽŶ� Ɛ͛ŝŶƚĠƌĞƐƐĞ� ă� ůĂ� ƌĠƐƵůƚĂŶƚĞ� ĚĞƐ� ĨŽƌĐĞƐ� ĂƉƉůŝƋƵĠĞƐ� ƉĂƌ� ůĞ� ƌŽƚŽƌ� ƐƵƌ� ůĞ� ƉĂůŝĞƌ� ƋƵŝ� ǀĂƵƚ, Ě͛ĂƉƌğƐ� ůĞ� ƉƌŝŶĐŝƉĞ� ĚĞƐ�
actions réciproques, െ ሬܴԦ 

On écrit donc : െ ሬܴԦ ൌ ሶߠ݈݉ ଶ Ԧ݁௥ െ ሷߠ݈݉ Ԧ݁ఏ ൅ Ԧܨ  

Si ് ૙ , on constate ů͛ĞǆŝƐƚĞŶĐĞ�ĚĞ�ĚĞƵǆ� ĨŽƌĐĞƐ� ƚŽƵƌŶĂŶƚĞƐ. On ƉĞƵƚ� ůĞƐ� ĐŽŵƉƌĞŶĚƌĞ� ĐŽŵŵĞ� ůĞƐ� ĨŽƌĐĞƐ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞƐ�
dans le référentiel du rotor. De plus, ces forces dépendent de la vitesse de rotation. En particulier, la force centrifuge 
augmente avec le carré de la vitesse angulaire et peut vite devenir très importante. �ĂŶƐ�ů͛ĞǆƉĠƌŝĞŶĐĞ�ŝŶƚƌŽĚƵĐƚŝǀĞ, 
Đ͛ĞƐƚ�ĞůůĞ�ƋƵŝ�ĚĠƐĠƋƵŝůŝďƌĞ�ůĞ�ŵŽƚĞƵƌ͘�KŶ�ĂƉƉĞůůĞ�ĚŽŶĐ le produit ݈ כ ݉ le balourd du solide. 

Conclusion (sur un transparent) : >͛ĠƋƵŝůŝďƌĂŐĞ�ƐƚĂƚŝƋƵĞ va donc consister à faire�݈ ൌ Ͳ ͕�Đ͛ĞƐƚ-à-dire placer le centre 
de masse ƐƵƌ�ů͛ĂǆĞ�ĚĞ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ, ĐĞ�ƋƵŝ�ŶŽƵƐ�ĚĠďĂƌƌĂƐƐĞƌĂ�ĚĞ�ĐĞƐ�ĨŽƌĐĞƐ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ͘� 

(Rem : on ne peut pas prendre m ouߠ�ሶ  nul ce qui serait absurde). 

B. Exemples 

1. ��������ǯ������� 

�ŽŶŶŽŶƐ�ƵŶ�ŽƌĚƌĞ�ĚĞ�ŐƌĂŶĚĞƵƌ�ĚĞ�ůĂ�ĨŽƌĐĞ�ĐĞŶƚƌŝĨƵŐĞ�ƐƵƌ�ŶŽƚƌĞ�ĞǆĞŵƉůĞ�ĚƵ�ǀŽůĂŶƚ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�͗� 
^ƵƉƉŽƐŽŶƐ�ƵŶ�ĠĐĂƌƚ�ă�ů͛ĂǆĞ�ĚĞ�ƐĞƵůĞŵĞŶƚ�ϭŵŝĐƌŽŵğƚƌĞ͘ 
Le poids du volant vaut : ሬܲԦ ൌ ܯ Ԧ݃�et vaut en norme : 220 N 
La norme de la force centrifuge ߠ݈ܯሶ ଶvaut alors 870 N soit 4 fois le poids du volant ͊�KŶ�ĐŽŵƉƌĞŶĚ�ĂŝƐĠŵĞŶƚ�ƋƵ͛ƵŶĞ�
telle force risque de sérieusement endommager le palier, voir de le détruire purement et simplement, ce qui 
ůŝďĠƌĞƌĂŝƚ�ůĞ�ǀŽůĂŶƚ�;ƋƵŝ�ĐŽŶƚŝĞŶƚ�ƵŶĞ�ŝŵŵĞŶƐĞ�ƋƵĂŶƚŝƚĠ�Ě͛ĠŶĞƌŐŝĞͿ�ĞŶ�ƉůĞŝŶ�ŵŝůŝĞƵ ĚĞ�ůĂ�ǀŽŝƚƵƌĞ�͙�WŽƵƌ�ƉĂůůŝĞƌ�ă�ĐĞƐ�
risques, ůĞ�ǀŽůĂŶƚ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�ĞƐƚ�ĞŶĨĞƌŵĠ�ĚĂŶƐ�ƵŶ�ďŽŝƚŝĞƌ�ƚƌğƐ�ƌĠƐŝƐƚĂŶƚ͘ 

2. Machine à laver 

On est confronté à un problème similaire dans une machine à laver où le linge déséquilibre le tambour de la 
machine. Lors de ů͛ĞƐƐŽƌĂŐĞ, ůĞ�ůŝŶŐĞ�ƚŽƵƌŶĞ�ă�ƵŶĞ�ǀŝƚĞƐƐĞ�ĚĞ�ϭϮϬϬ�ƚŽƵƌͬŵŝŶ�;ŶĠĐĞƐƐĂŝƌĞ�ƉŽƵƌ�ĞǆƉƵůƐĞƌ�ů͛ĞĂƵ�ĚƵ�ůŝŶŐĞ�
grâce à la force centrifuge). En supposant que le linge accumulé Ě͛ƵŶ�ĐƀƚĠ�ĚƵ�ƚĂŵďŽƵƌ�ƐŽŝƚ�ă�ƵŶĞ�ĚŝƐƚĂŶĐĞ�Ě͛ĞŶǀŝƌŽŶ�
ϭϱ�Đŵ�ĚĞ� ů͛ĂǆĞ͕�Žn enverrait une force de 240 fois le poids du linge à la machine ! (à ce niveau-là, la machine en 
ĞŶƚŝĞƌ� Ɛ͛ĞŶǀŽůĞ�ƉƌŽďĂďůĞŵĞŶƚ�͙Ϳ͘��ĨŝŶ�Ě͛ĞŵƉġĐŚĞƌ� ĐĞĐŝ, ůĂ�ŵĂĐŚŝŶĞ�ĞƐƐĂŝĞ�ĚĞ�ďƌĂƐƐĞƌ� ůĞ� ůŝŶŐĞ͕� ĞŶƚĂŵĞ� ů͛ĞƐƐŽƌĂŐĞ͕�
vérifie si il y a trop de vibrations Ğƚ�ƌĞĐŽŵŵĞŶĐĞ�Ɛŝ�ŶĠĐĞƐƐĂŝƌĞ͘��͛est ce qui explique pourquoi les programmes ont 
ƵŶĞ�ĚƵƌĠĞ�ĂůĠĂƚŽŝƌĞ�ĐŽŶƚƌĂŝƌĞŵĞŶƚ�ă�ĐĞ�ƋƵ͛ŝŶĚŝƋƵĞ�ůĞ�ĐĂĚƌĂŶ ! De plus, on a monté le tambour sur ressort et placé 
une forte masse de béton au fond de la machine à laver, ĂĨŝŶ�Ě͛ĠǀŝƚĞƌ�ůĞƐ�ǀŝďƌĂƚŝŽŶƐ�ƋƵŝ�ƐŽŶƚ�ici source de bruit donc 
de gêne. 

Transition :  
Est-ce que cet équilibrage suffit ? 

Retour sur notre manip introductive. On fait tourner le disque avec deux masses accrochées dessus de manière 
antisymétrique par rapport au disque. On constate ƋƵ͛ŝů� ƌĞƐƚĞ�ĚĞƐ�ǀŝďƌĂƚŝŽŶƐ�ƉĂƌĂƐŝƚĞƐ�ŵĂŝƐ�ďĞĂƵĐŽƵƉ�ƉůƵƐ� ĨĂŝďůĞƐ͘�
Comme ceci ne pouvait se voir au repos on parle Ě͛ĠƋƵŝůŝďƌĂŐĞ�ĚǇŶĂŵŝƋƵĞ. 
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�Ŷ�ĨĂŝƚ�ůĂ�ƌĠƐƵůƚĂŶƚĞ�ĚĞƐ�ĨŽƌĐĞƐ�ĐĞŶƚƌŝĨƵŐĞƐ�ĞƐƚ�ďŝĞŶ�ŶƵůůĞ�ŵĂŝƐ�ĞůůĞƐ�ĐƌĠĞŶƚ�ƵŶ�ĐŽƵƉůĞ�ƐƵƌ�ů͛ĂǆĞ�ĚĞ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ�ŽƌƚŚŽŐonal à 
ů͛ĂǆĞ�Ğƚ�qui a donc tendance à le tordre. 

III. Equilibrage dynamique 

Cette fois, il faut décrire les moments des forces exercées par le rotor sur le palier. Puisque la résultante des forces 
est déjà constante͘�DĂŝƐ� ĂǀĂŶƚ� Ě͛ĂůůĞƌ� ƉůƵƐ� ůŽŝŶ, il va falloir décrire plus en détails ůĞƐ� ŵŽŵĞŶƚƐ� Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞƐ� Ğƚ� ůĞ�
moment cinétique du solide. 

A. DĂƚƌŝĐĞ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�Ğƚ�ĐŽŶƐĠƋƵĞŶĐĞƐ 

:ƵƐƋƵ͛ă� ƉƌĠƐĞŶƚ͕ ŽŶ� Ɛ͛ĞƐƚ� ƚŽƵũŽƵƌƐ� ĐŽŶƚĞŶƚĠ� ĚĞ� ĚĠĐƌŝƌĞ� ůĞ� ŵŽŵĞŶƚ� Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ� ĂƵƚŽƵƌ� Ě͛ƵŶ� ĂǆĞ� Ğƚ� ůĂ� ƉƌŽũĞĐƚŝŽŶ� ĚƵ�
moment cinétique sur cet axe. Ici, la présence de vibrations ŶŽƵƐ� ůĂŝƐƐĞ� ƉĞŶƐĞƌ� ƋƵ͛ŝů� ĞǆŝƐƚĞ� ƵŶĞ� ĐŽŵƉŽƐĂŶƚĞ� ĚƵ�
ŵŽŵĞŶƚ�ĐŝŶĠƚŝƋƵĞ�ŽƌƚŚŽŐŽŶĂůĞ�ă�ů͛ĂǆĞ�ĚĞ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ͘��͛ĞƐƚ�ůĂ�ǀĂƌŝĂƚŝŽŶ�ĚĞ�ĐĞůůĞ-ci au cours de la rotation qui induirait 
ces vibrations. On va donc essayer de décrire totalement le moment cinétique du solide en rotation. Pour cela on 
ŝŶƚƌŽĚƵŝƚ�ůĂ�ŵĂƚƌŝĐĞ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ͘ 

1. �ĠĨŝŶŝƚŝŽŶ�ĚĞ�ůĂ�ŵĂƚƌŝĐĞ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ 

Soit un axe ο�passant par O. Soit ݁οሬሬሬԦ le vecteur directeur unitaire de cet axe. 

KŶ�ƉĂƌƚ�ĚĞ�ů͛ĞǆƉƌĞƐƐŝŽŶ�ĚĠũă�ĐŽŶŶƵĞ�ĚƵ�ŵŽŵĞŶƚ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�ĂƵƚŽƵƌ�de cet axe : 

ைοܫ ൌමߩሺݎԦሻԡݎԦ ר ݁οሬሬሬԦԡଶ  ሬሬሬሬԦݎ݀

En exprimant ces deux vecteurs dans les coordonnées cartésiennes avec pour origine O (ݎԦ ൌ ௫ሬሬሬሬԦ݁ݔ ൅ ௬ሬሬሬሬԦ݁ݕ ൅  ௭ሬሬሬԦ et݁ݖ
݁οሬሬሬԦ ൌ ܽ݁௫ሬሬሬሬԦ ൅ ܾ݁௬ሬሬሬሬԦ ൅ ܿ݁௭ሬሬሬԦ) on peut écrire : 

                             ԡݎԦ ר ݁οሬሬሬԦԡଶ ൌ ሺܾݖ െ ሻଶݕܿ ൅ ሺܿݔ െ ሻଶݖܽ ൅ ሺܽݕ െ  ሻଶݔܾ

ԡݎԦ ר ݁οሬሬሬԦԡଶ ൌ ܽଶሺݕଶ ൅ ଶሻݖ ൅ ܾଶሺݔଶ ൅ ଶሻݖ ൅ ܿଶሺݔଶ ൅ ଶሻݕ െ ݕݔܾܽʹ െ ݖݔܿܽʹ െ  ݖݕܾܿʹ

 

On pose (les donner sur transparent):  

ை௫௫ܫ ൌමߩሺݎԦሻሺݕଶ ൅  ሬሬሬሬԦݎଶሻ݀ݖ

ை௬௬ܫ ൌමߩሺݎԦሻሺݔଶ ൅ ଶሻݖ  ሬሬሬሬԦݎ݀

ை௭௭ܫ ൌමߩሺݎԦሻሺݔଶ ൅  ሬሬሬሬԦݎଶሻ݀ݕ

�ĞƐ�ƚƌŽŝƐ�ŐƌĂŶĚĞƵƌƐ�ĐŽŶƐƚŝƚƵĞŶƚ�ůĞƐ�ŵŽŵĞŶƚƐ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞƐ�ƉĂƌ�ƌĂƉƉŽƌƚƐ�ĂƵǆ�ĂǆĞƐ�ǆ͕�Ǉ�Ğƚ�ǌ͘ 
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ை௫௬ܫ ൌමߩሺݎԦሻݕݔ  �ሬሬሬሬԦݎ݀

ை௫௭ܫ ൌමߩሺݎԦሻݖݔ  ሬሬሬሬԦݎ݀

ை௬௭ܫ ൌමߩሺݎԦሻݖݕ  ሬሬሬሬԦݎ݀

Celles-Đŝ�ĐŽƌƌĞƐƉŽŶĚĞŶƚ�ĂƵǆ�ƉƌŽĚƵŝƚƐ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�ƉĂƌ�ƌĂƉƉŽƌƚ�ĂƵǆ�ƉůĂŶƐ͘ 

Rem : Attention à commenter un minimum ces grandeurs. Les trois premières sont facilement interprétables comme 
ůĞƐ�ŵŽŵĞŶƚƐ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�ƐƵŝǀĂŶƚ�ůĞƐ�ĂǆĞƐ�ǆ͕�Ǉ�Ğƚ�ǌ͘�>ĞƐ�ƚƌŽŝƐ�ƐƵŝǀĂŶƚĞƐ�ƐŽŶƚ�ƉůƵƐ�ĂďƐƚƌĂŝƚĞƐ͘ 

On a alors :  

ைοܫ ൌ ܽଶܫை௫௫ ൅ ܾଶܫை௬௬ ൅ ܿଶܫை௭௭ െ ை௫௬ܫܾܽʹ െ ை௫௭ܫܿܽʹ െ  ை௬௭ܫܾܿʹ

�Ŷ� ƉŽƐĂŶƚ� ůĂ�ŵĂƚƌŝĐĞ� Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ par rapport au point O : ሾܫைሿ ൌ ቌ
ை௫௫ܫ െܫை௫௬ െܫை௫௭
െܫை௫௬ ை௬௬ܫ െܫை௬௭
െܫை௫௭ െܫை௬௭ ை௭௭ܫ

ቍ , on peut alors réécrire 

cette formule : 

ைοܫ ൌ ݁οሬሬሬԦǤ ሾܫைሿ݁οሬሬሬԦ 

>͛ĂǀĂŶƚĂŐĞ�ĚĞ�ĐĞƚƚĞ�ĨŽƌŵƵůĂƚŝŽŶ�ŵĂƚƌŝĐŝĞůůĞ�ĞƐƚ�ƋƵ͛ŝů�ƐƵĨĨŝƚ�ĚĞ�ůĂ�ĐĂůĐƵůĞƌ�ƉŽƵƌ�ĐŽŶŶĂŝƚƌĞ�ĞŶƐƵŝƚĞ�ůĞ�ŵŽŵĞŶƚ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�
par rapport à tout axe passant par O. De plus, comme nous allons le voir, elle se révèle un outil puissant pour 
exprimer les autres grandeurs liées à la rotation comme par exemple le moment cinétique.  

2. Moment cinétique 

De même, on part de la définition du moment cinétique par rapport à un point O ܮைሬሬሬሬԦ: 

ைሬሬሬሬԦܮ ൌමߩሺݎԦሻ כ Ԧݎ ר Ԧݒ  ሬሬሬሬԦݎ݀

On exprime la vitesse en fonction du vecteur rotation instantané : ݒԦ ൌ ሬ߱ሬԦ ר  Ԧݎ

En utilisant le même raisonnement que dans le 1) on trouve : 

----------------------------------- 

Rem : Calculs passés sous silence car fastidieux 

On a donc ݒԦ ൌ ൫߱௬ݖ െ ߱௭ݕ൯݁௫ሬሬሬሬԦ ൅ ሺ߱௭ݔ െ ߱௫ݖሻ݁௬ሬሬሬሬԦ ൅ ൫߱௫ݕ െ ߱௬ݔ൯݁௭ሬሬሬԦ 

KŶ�ƵƚŝůŝƐĞ�ĐĞƚƚĞ�ĞǆƉƌĞƐƐŝŽŶ�ƉŽƵƌ�ĞǆƉƌŝŵĞƌ�ůĞ�ŵŽŵĞŶƚ�ĐŝŶĠƚŝƋƵĞ�ƐƵŝǀĂŶƚ�ů͛ĂǆĞ�ǆ : 

ைሬሬሬሬԦǤܮ ݁௫ሬሬሬሬԦ ൌමߩሺݎԦሻ כ ሺݎԦ ר ԦሻǤݒ ݁௫ሬሬሬሬԦ  ሬሬሬሬԦݎ݀

ைሬሬሬሬԦǤܮ ݁௫ሬሬሬሬԦ ൌමߩሺݎԦሻ כ ሺ߱௫ݕଶ െ ߱௬ݕݔ ൅ ߱௫ݖଶ െ ߱௭ݖݔሻ  ሬሬሬሬԦݎ݀

ைሬሬሬሬԦǤܮ ݁௫ሬሬሬሬԦ ൌ ߱௫ܫ௫௫ െ ߱௬ܫ௫௬ െ ߱௭ܫ௫௭ 

ைሬሬሬሬԦǤܮ ݁௫ሬሬሬሬԦ ൌ ሺሾܫைሿ ሬ߱ሬԦሻǤ ݁௫ሬሬሬሬԦ 

Comme on peut montrer la même relation pour les directions y et z on a donc :  

----------------------------------- 
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ைሬሬሬሬԦܮ ൌ ሾܫைሿ ሬ߱ሬԦ  

KŶ�Ă�ƌĠƵƐƐŝ�ă�ĞǆƉƌŝŵĞƌ�ƚƌğƐ�ƐŝŵƉůĞŵĞŶƚ�ůĞ�ŵŽŵĞŶƚ�ĐŝŶĠƚŝƋƵĞ�ŐƌąĐĞ�ă�ůĂ�ŵĂƚƌŝĐĞ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�Ğƚ�ĂƵ�ǀĞĐƚĞƵƌ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ͘�/ů�ĞƐƚ�
à noter que, contrairement à ĐĞ� ƋƵ͛ŽŶ� Ă� ǀƵ� ĚĂŶƐ la première partie, on a exprimé toutes les composantes du 
moment cinétique. 

>Ă� ƉƌĞŵŝğƌĞ� ĐŚŽƐĞ� ă� ĐŽŶƐƚĂƚĞƌ� ĞƐƚ� ƋƵ͛ŝů� ĞƐƚ� ƉŽƐƐŝďůĞ� ƋƵĞ� ůĞ� ŵŽŵĞŶƚ� ĐŝŶĠƚŝƋƵĞ� ŶĞ� ƐŽŝƚ� ƉĂƐ� ĐŽůŝŶĠĂŝƌĞ� ĂƵ� ǀĞĐƚĞƵƌ�
rotation ce qui expliquerĂŝƚ�ů͛ŽƌŝŐŝŶĞ�ĚĞƐ�ǀŝďƌĂƚŝŽŶƐ͘� 

Transition :  
Voyons dans quel cas le moment cinétique est ou non colinéaire au vecteur rotation. 

3. EŽƚŝŽŶ�Ě͛ĂǆĞ�ƉƌŽƉƌĞ 

>Ă�ŵĂƚƌŝĐĞ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�ĠƚĂŶƚ�ƐǇŵĠƚƌŝƋƵĞ�Ğƚ�ƌĠĞůůĞ, on peut la diagonaliser dans une base orthonormale. Mais, afin que 
celle-ci soit constante, il faut se placer dans un référentiel lié au solide. La matrice sera donc diagonale et constante 
seulement dans un référentiel lié au solide. On nomme les trois axes de ce référentiel (Oa,Ob,Oc). Dans ce 
référentiel la maƚƌŝĐĞ�ĚĞ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ�Ɛ͛ĠĐƌŝƚ : 

ሾܫைሿ ൌ ൭
஺ܫ Ͳ Ͳ
Ͳ ஻ܫ Ͳ
Ͳ Ͳ ஼ܫ

൱ 

Plaçons-nous ĚĂŶƐ�ůĞ�ĐĂƐ�ƐŝŵƉůĞ�Žƶ�ĐĞƐ�ƚƌŽŝƐ�ŵŽŵĞŶƚƐ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞƐ�ƐŽŶƚ�ĚŝĨĨĠƌĞŶƚƐ͘ Si le vecteur rotation appartient à 
ů͛ƵŶ�ĚĞs trois axes du référentiel Oabc, alors le moment cinétique du solide lui est colinéaire et proportionnel. On 
appelle ces axes, les axes propres de rotation du solide (on verra cela plus en détails dans la deuxième partie). 
Sinon, le moment cinétique ne sera pas colinéaire au vecteur rotation.  

^͛ŝů�Ǉ�Ă�ĠŐĂůŝƚĠ�ĞŶƚƌĞ�ĚĞƵǆ�ŵŽŵĞŶƚƐ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ͕ܫ�஺ et ܫ஻ par exemple, alors tout axe appartenant au plan Oab est axe 
propre de rotation. 

Enfin, si les trois moments sont égaux tout axe est axe propre de rotation. 

Quelques exemples. (sphère, cylindre ͙Ϳ 

- Sphère pleine de rayon R et de masse M : ሾܫைሿ ൌ
ଶெோమ�
ହ

൭
ͳ Ͳ Ͳ
Ͳ ͳ Ͳ
Ͳ Ͳ ͳ

൱ 

 

- Cylindre plein de rayon R et de hauteur l :  ሾܫைሿ ൌ
ଵ�
ଵଶ
൭
ଶܴܯ͵ ൅݈ܯଶ Ͳ Ͳ

Ͳ ଶܴܯ͵ ൅݈ܯଶ Ͳ
Ͳ Ͳ ͸ܴܯଶ

൱ 

Transition :  
/ů�ŶĞ�ƌĞƐƚĞ�ƉůƵƐ�ƋƵ͛ă�ĨŽƌŵĂůŝƐĞƌ�ƉĂƌ�ů͛ĂƉƉůŝĐĂƚŝŽŶ�ĚƵ�ƚŚĠŽƌğŵĞ�ĚƵ�ŵŽŵĞŶƚ�cinétique cette intuition que, si le vecteur 
ƌŽƚĂƚŝŽŶ�Ŷ͛ĞƐƚ�ƉĂƐ�ĐŽůŝŶĠĂŝƌĞ�ĂƵ�ŵŽŵĞŶƚ�Đinétique, il y a des vibrations. 

B. Application du TMC 

On va enfin pouvoir appliquer convenablement le TMC au solide en rotation. 

On pose :  

x ܯሬሬԦ la résultante des moments en O exercés par le palier sur le rotor 
x ܯ௘௫௧ሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦla résultante des moments en O exercées par les forces extérieures 

>Ğ�dD��ĞŶ�K�Ɛ͛ĠĐƌŝƚ�ĂůŽƌƐ�ĚĂŶƐ�ůĞ�ƌĠĨĠƌĞŶƚŝĞů�ĚƵ�ůĂďŽƌĂƚŽŝƌĞ : 
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ைሬሬሬሬԦܮ݀
ݐ݀

ൌ ௘௫௧ሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦܯ ൅  ሬሬԦܯ

Mais on a un petit contretemps ͗�ůĞ�ŵŽŵĞŶƚ�ĐŝŶĠƚŝƋƵĞ�Ɛ͛ĞǆƉƌŝŵĞ�ĨĂĐŝůĞŵĞŶƚ, ĐŽŵŵĞ�ŽŶ�ů͛Ă�ǀƵ, dans un référentiel lié 
au solide et non pas dans ĐĞůƵŝ�ĚƵ�ůĂďŽƌĂƚŽŝƌĞ͘�YƵ͛ă�ĐĞůĂ�ŶĞ�ƚŝĞŶŶĞ ! On utilise les relations de passage pour passer de 
ů͛ƵŶ� ă� ů͛ĂƵƚƌĞ͘� ^Žŝƚ� Z� ůĞ� ƌĠĨĠƌĞŶƚŝĞů� ĚƵ� ůĂďŽƌĂtoire (on ressort le schéma cinématique sur transparent)͕� Z͛� ĞƐƚ� ƵŶ�
référentiel lié au solide. On a alors :  

ቆ
ைሬሬሬሬԦܮ݀
ݐ݀ ቇோ

ൌ ቆ
ைሬሬሬሬԦܮ݀
ݐ݀ ቇோᇱ

൅ ሬ߱ሬԦ ר  ைሬሬሬሬԦܮ

Avec ܮைሬሬሬሬԦ ൌ ሾܫைሿ ሬ߱ሬԦ on obtient : 

௘௫௧ሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦܯ ൅ ሬሬԦܯ ൌ ሾܫைሿ ቆ
݀ ሬ߱ሬԦ
ݐ݀ ቇோᇱ

൅ ሬ߱ሬԦ ר ሾܫைሿ ሬ߱ሬԦ 

Comme on a ሬ߱ሬԦ ൌ  ሶ݁௭ሬሬሬԦ on obtient (après un peu de calcul passé volontairement sous silence)ߠ

െܯሬሬԦ ൌ ௘௫௧ሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦܯ ൅ ൮
ሷߠை௫ᇲ௭ܫ

ሷߠை௬ᇲ௭ܫ

െܫை௭௭ߠሷ
൲ ൅ ቌ

െܫை௬ᇲ௭ߠሶ ଶ

ሶߠை௫ᇲ௭ܫ ଶ
Ͳ

ቍ 

Pour les mêmes ƌĂŝƐŽŶƐ�ƋƵĞ�ƉŽƵƌ�ů͛ĠƋƵŝůŝďƌĂŐĞ�ƐƚĂƚŝƋƵĞ͕�ŽŶ�ǀŽŝƚ�ƋƵ͛ŝů�ĨĂƵƚ�ĂŶŶƵůĞƌܫ�ை௥௭ et ܫைఏ௭. La matrice Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�
Ɛ͛ĠĐƌŝƚ�Ălors :  

ሾܫைሿ ൌ ቌ
ை௫ᇲ௫ᇲܫ െܫை௫ᇲ௬ᇲ Ͳ
െܫை௫ᇲ௬ᇲ ை௬ᇲ௬ᇲܫ Ͳ

Ͳ Ͳ ை௭௭ܫ
ቍ 

On voit que cela est équivalent à faire en sorte que z soit un axe propre de rotation du solide. 

Rem : le terme en ܫை௭௭ߠሷ  suivant ݁௭ሬሬሬԦest normal et inévitable ͗� Đ͛ĞƐƚ� ůĞ� ĐŽƵƉůĞ� ă� ĨŽƵƌŶŝƌ� ƉŽƵƌ� ĨĂŝƌĞ� ĂĐĐĠůĠƌĞƌ� le rotor. 
Normalement, ĐĞ�Ŷ͛ĞƐƚ�ƉĂƐ�ůĞ�ƉĂůŝĞƌ�ƋƵŝ�ĞǆĞƌĐĞ�ĐĞ�ŵŽŵĞŶƚ�;Ɛ͛ŝů�ĞƐƚ�ƉĂƌĨĂŝƚͿ�ŵĂŝƐ�ƵŶ�ŵŽƚĞƵƌ�ŽƵ�ƵŶĞ�ĐŚĂƌŐĞ͘ 

Conclusion (sur un transparent) : >͛ĠƋƵŝůŝďƌĂŐĞ� ĚǇŶĂŵŝƋƵĞ va donc ĐŽŶƐŝƐƚĞƌ� ă� ĂŶŶƵůĞƌ� ůĞƐ� ƉƌŽĚƵŝƚƐ� Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�
contenant z : ܫைఏ௭ etܫ�ை௥௭͘��ĞůĂ�ĐŽŶƐŝƐƚĞ�ă�ƌĞŶĚƌĞ�ů͛ĂǆĞ�ǌ�ĂǆĞ�ƉƌŽƉƌĞ�ĚĞ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ�ĚƵ�ƐŽůŝĚĞ, ce qui nous débarrassera 
du moment tournant. 

Retour sur notre manip introductive : on équilibre correctement et on constate que ça ne vibre plus trop. 

 

�ǆĞŵƉůĞ�Ě͛ƵŶĞ�ƌŽƵĞ�ĚĞ�ǀŽŝƚƵƌĞ :  

A ĐĂƵƐĞ� ĚĞ� ů͛ƵƐƵƌĞ� irrégulière des pneus, les roues se déséquilibre ce qui se traduit par des vibrations 
désagréables liées au mauvais équilibrage dynamique, Ğƚ� ƉĂƌ� ƵŶĞ� ƉĞƌƚĞ� Ě͛ĂĚŚĠƌĞŶĐĞ� ĚƵ� ǀĠŚŝĐƵůĞ� lié au 
mauvais équilibrage statique. On doit donc les faires équilibrer régulièrement en garage. Les garagistes font 
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alors tourner la roue sur un axe qui mesure les vibrations créées par la rotation de la roue. Un ordinateur en 
ĨĂŝƚ�ů͛ĂĐƋƵŝƐŝƚŝŽŶ�Ğƚ�leurs indique où placer les masses supplémentaires.  

�ĞĐŝ�ĞƐƚ�ƵŶ�ƉƌŽĐĠĚĠ�ŐĠŶĠƌĂů�ĚĂŶƐ� ů͛ŝŶĚƵƐƚƌŝĞ�ŵĂŝƐ, dans tous les cas, ŽŶ�Ŷ͛ŽďƚŝĞŶĚƌĂ� ũĂŵĂŝƐ�ƵŶ�ĠƋƵŝůŝďƌĂŐĞ�ƉĂƌĨĂŝƚ͘�
Afin de fixer des limites, on a défini une norme qui fixe le balourd résiduel admissible : 

௔ܷௗ௠ ൌ
ܩ כ ݉
߱

 

Kƶ�'�ĞƐƚ�ůĞ�ĚĞŐƌĠ�ĚĞ�ƋƵĂůŝƚĠ͘��͛ĞƐƚ�ůƵŝ�ƋƵŝ�ĞƐƚ�ĨŝǆĠ�ƉĂƌ�ůĂ�ŶŽƌŵĞ͘�/ů�ĞƐƚ�ƐŽƵǀĞŶƚ�ĞǆƉƌŝŵĠ�ĞŶ�ŵŵͬƐ 

Exemples :  

WŽƵƌ�ĚĞƐ�ĐĞŶƚƌŝĨƵŐĞƵƐĞƐ͕�ƉŝğĐĞƐ�ĚĞ�ŵĂĐŚŝŶĞ�ŽƵƚŝůƐ͕�ƚƵƌďŝŶĞ�ƉŽƵƌ�ů͛ĂĠƌŽŶĂƵƚŝƋƵĞ : ܩ ൌ ͸Ǥ͵�݉݉Ȁݏ 

WŽƵƌ�ĚĞƐ�ĚŝƐƋƵĞƐ�ĚƵƌƐ�Ě͛ŽƌĚŝŶĂƚĞƵƌƐ : ܩ ൌ ʹǤͷ�݉݉Ȁݏ 

Pour des gyroscopes et meules de précision : ܩ ൌ ͲǤͶ�݉݉Ȁݏ 
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Conclusion : 

KŶ� Ă� ǀƵ� ƋƵĞ� ů͛ĠƚƵĚĞ� ĐŽŵƉůğƚĞ� ĚƵ� ŵŽƵǀĞŵĞŶƚ� ĚĞ� ƌŽƚĂƚŝŽŶ� ĂƵƚŽƵƌ� Ě͛ƵŶ� ĂǆĞ� ĨŝǆĞ� ŶŽƵƐ� Ă� ƉĞƌŵŝƐ� ĚĞ� ƌĠƐŽƵĚƌĞ� ĚĞ�
nouveaux problèmes. Ces problèmes surmontés, ů͛ƵƐĂŐĞ�ĚƵ�ŵŽƵǀĞŵĞŶƚ�ĚĞ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ�ƉĞƵƚ�ƐĞ�ƌĠƉĂŶĚƌĞ : les pendules 
Ğƚ�ƉĞŶĚƵůĞƐ�ĚĞ�ƚŽƌƐŝŽŶƐ�ƉĞƌŵĞƚƚĞŶƚ�Ě͛ĞĨĨĞĐƚƵĞƌ�ĚĞƐ�ŵĞƐƵƌĞƐ�ĚĞ�ƉƌĠĐŝƐŝŽŶ�;ŵŽŵĞŶƚ�Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ�ĚĞ�ů͛ŚĠůŝƵŵ�ƐŽůŝĚĞ�ƉĂƌ�
ĞǆĞŵƉůĞͿ͘��ŽŵŵĞ�ŽŶ� ů͛Ă�ǀƵ�ŽŶ�ƉĞƵƚ�stocker ĚĞ� ů͛ĠŶĞƌŐŝĞ ĚĞ�ŵĂŶŝğƌĞ�ĞĨĨŝĐĂĐĞ�Đ͛ĞƐƚ-à-dire avec un bon rendement 
tant que le temps de stockage est court (de quelques minutes à quelques heures). On a mentionné le volant 
Ě͛ŝŶĞƌƚŝĞ de formule 1. On a déjà fait de même pour les tramways et des réalisatiŽŶƐ�ƐŽŶƚ�ă�ů͛ĠƚƵĚĞ�ƐƵƌ�ůĞƐ�ƚƌĂŝŶƐ�ǀŽŝƌ�
des centres de stockage à grande échelle pour les énergies renouvelables. 

Par ailleurs, l͛ĠƋƵŝůŝďƌĂŐĞ, ƋƵ͛ŝů�ƐŽŝƚ�dynamique ou statique, ne se fait pas seulement par ajout de masse qui est la 
ƐŽůƵƚŝŽŶ�ůĂ�ƉůƵƐ�ƉƌĂƚŝƋƵĞ͘�/ů�ĞǆŝƐƚĞ�ĚĞƐ�ĐĂƐ�Žƶ�ŽŶ�Ŷ͛Ă�ƉĂƐ�ůĂ�ƉůĂĐĞ pour un rajout de matière, comme par exemple pour 
le vileďƌĞƋƵŝŶ�Ě͛ƵŶĞ�ǀŽŝƚƵƌĞ�ƋƵ͛ŽŶ�ĚŽŝƚ�ƉĞƌĐĞƌ�ƉŽƵƌ�ů͛ĠƋƵŝůŝďƌĞƌ͘ 

Enfin, ů͛ĂǆĞ�ĚĞ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ�Ě͛ƵŶ�ƐŽůŝĚĞ�Ŷ͛ĞƐƚ�ƉĂƐ�ĨŽƌĐĠŵĞŶƚ�ĨŝǆĞ ou même de direction fixe. Une voiture peut tourner 
ƉĂƌ�ĞǆĞŵƉůĞ�͙��ĂŶƐ�ĐĞ�ĐĂƐ͕� ĨŽƌĐĞƌ� ůĞ�ƐŽůŝĚĞ�ă�ĐŚĂŶŐĞƌ�Ě͛ĂǆĞ�ĚĞ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ� ŝŶĚƵŝƌĂ�ƵŶĞ�ƌĠĂĐƚŝŽŶ�ĚĞ�ƐĂ�ƉĂƌƚ� ;ƉƵŝƐƋƵ͛ŝů�
Ɛ͛ŽƉƉŽƐĞ�ă�ƵŶĞ�ǀĂƌŝĂƚŝŽŶ�ĚĞ�ƐŽŶ�ŵŽŵĞŶƚ�ĐŝŶĠtique). On appelle cet effet ů͛ĞĨĨĞƚ�ŐǇƌŽƐĐŽƉŝƋƵĞ Ğƚ�ŽŶ�ů͛ĠƚƵĚŝĞƌĂ�ĚĂŶƐ�
une prochaine leçon. 

Merci pour votre attention. 

 


