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o m Théoremes de Bernoulli

posons que le référentiel d’étude est galiléen

e paragraphe, nous sup .
Stagzet (I); 1:s:a:uk[a:) forc?e dF/dz est le poids, avec un champ de pesanteur g uniforme.

2 1. Cas d’un écoulement parfait, stationnai‘re,
irrotationnel, incompressible et homogene

Examinons les simplifications de I'équation d’Euler (2) correspondant aux hypo-
théses faites :

u(g—‘;+grad (Vg)+rotw\v)=— grad p +f.

L’écoulement est stationnaire donc dv/dt = 0. Il est irrotationnel donc rotv =0.
Dans le champ de pesanteur uniforme, la force volumique s’écrit :

dF _ _
97 - TH9=-pugrad (97).

D’ou, en divisant par  :
V2 1
grad (E) = - ;_t grad p —grad (gz) .

ll;aes?elilzr;?'e T —_ inCompressime et homogene®, i est une constante qui peut
nerieur du gradient. En régroupant tous les termes il vient :

grad(e+ z \,_2) =5
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graphe précédent, nous renongons a I'hypothése « irrotation-
de I'équation d’Euler devient ici : ation

rot VAV = — rad(9+ z f)
g oetg

r éliminer 1e terme rot v A v, multiplions scalairement I'équation par dM et
ng d’une ligne de champ entre deux points A et B ; ceci impose
t le vecteur dM est paralléle au champ des vitesses v :

Po
ptégrons /e lo

quen tout poin
B B 2
_j (rotvav)-dM = J- dM - grad (E+gz+v—).
A A H 2
eterme sous l'intégrale de gauche est égal au produit mixte (rot v, v, dM) ;ilest

nul puisque dM est paralléle a v. Par définition du gradient, le terme sous Pinté-
yale de droite est la différentielle df de la fonction f= p/u+ gz + v2/2. ll reste donc :

B 2 2
0=J.df=fB—fA - Bs, Ve _Pa_o,, _Ya
% (B)-1(A) m 92g+5 i 92a-75 -

Le thc:eoréme cA:le Bernoulli affirme finalement que pour deux points A et B apparte-
nanta une méme ligne de courant on a :

2 2
Vg P v
_+ng+_2§=ﬂA+ng+§ (5)

Iapparait ainsi . s

fre;‘g?e aellljtx ams_l comme une intégrale premiére spatiale de I’équation d’Euler, res-

Iypothes points appartenant & une méme ligne de courant. Ainsi I'abandon de

e | e «irrotationnel » restreint le théoréme de Bernoulli aux points d’une
I9ne de courant 3. 4.
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2 3. Généralisation aux écoulements parfaits,
instationnaires, irrotationnels, mcompreSSibles
et homogénes*

En I'absence de I'hypothése « stationnaire », le terme 1 (@it Subsistg
I’équation d’Euler qui s’écrit : ; &
v v2

1
i 5 |trotvav = - —gradp+q.
at+grad(2) i pP+g

L’écoulement étant irrotationnel, le terme conten:ant rotv=0 S'annyle, D%
part, I'écoulement étant incompressible et homogéne, u est une co
peut rentrer dans le gradient. En outre, g =— grad (gz). Enfin, g
potentiel des vitesses, on a :

Utrg

0 déSigne le

N_o — grad (%
v=grad ¢ donc A at(grad ¢) = grad (at)

puisque d’aprés le théoréme de Schwartz les dérivées secondes mixteg mélant
une dérivée spatiale et une dérivée temporelle commutent. En substituant dans
I’équation d’Euler, nous obtenons :

a_¢) (v_"’) = _ grad (e J
grad (at + grad > gra U +9z

Ce que nous pouvons regrouper en un seul gradient :

9, v2 . p ):0
grad(at+2+#+gz ;

Un champ scalaire dont le gradient est nul est indépendant du point M ; Qjest une
fonction £(t) du temps uniquement. Nous obtenons donc I’'intégrale premiére spa-
tiale suivante, valable dans tout le fluide :

99 v p : )
at+2+u+gz_f(t)

qui généralise le théoréme de Bernoulli.

3 m Quelques applications
des théoréemes de Bernoulli

s application
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. ; rise de pression statiqy
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m S eXpreSSl ns Pa B
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3.3. Portance des avions

a) Etude quantitative d’une aile cylindrique

Nous reprenons le modeéle étudié au § 14.3. (Fig. 6) : l'aile d’avion est un cylingre
infini d’axe horizontal Oz et de rayon R, en mouvement rectiligne uniforme aye;
une vitesse U u,. Loin de "avion Iair est au repos. Nous étudions I'écoulement
dans le référentiel de l'aile d’avion. Dans ce cas, loin de l'aile on a v(eo)=-Uy,
Nous supposons que I'écoulement est incompressible 9 et irrotationnel 10, |étyde
du § 14.3. foumnit les composantes du champ des vitesses en coordonnées

cylindriques :

2 2
v,=—Ucose(1—"f—2) et V0=U3in9(1+%)

ce qui conduit immédiatement a la valeur de la vitesse sur l'aile our=R:
v=0u,+2Usinfu, soit vl = 2U|sin 6|

YA

! -

: M
; » e

ro_--
Y -—
""" - X M=
<_—’—‘
4_—/
Aile d’avion vy =-Uu Figure 6
- X
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b) Etude qualitative sur une aile réelle
quant qué ’écou-
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de quantitative sur une aile cylindrique

oulement modifié étudié dans la résolutig
ex d’intensité " a I'’écoulement du § 14 3n tpe
9+ Poyr

c) Nouvelle étu

Ceci donne I'idée
14.B ou on a superp

d’utiliser I'éc
osé un vort

obtenir :
R2\ . —{/si R? r
v,=_Ucos()(1— _rz) ve—Usun9(1+r—2)+2m

ce qui conduit immédiatement a la valeur de la vitesse sur l'aileour=R :

; r
V= 0u,+(2Usm9+E-—m) uy

pression sur l'aile via le théoréme de Bernoulli fort :

1

puis a la
1 o opjaln Gl ¢ 2
pr= 5, 8) 2‘( sin 271:.‘?) ot 3 Ve

1 . | I'Using
r=R,0)= — (U2—4U231n29— )— &
P )=Pst3 K Am2R2 R

s termes indépendants de 0 et proportionnels a sin2 g

Nous avons déja vu que le
e des forces de pres-

dans la pression donnent une contribution nulle a la résultant
sion. Il reste donc :
F=-— “‘_ urusinb 4oy = J‘J‘gl‘UsinB dsu
nR r TR r

Une nouvelle figure (Fig. 9) avec les quatre points d’angles 6, — 6, m—6 et 7 +6,
fait apparaitre sans calculs que F est dirigée selon la verticale ascendante u,. On

calcule alors F,en projetant les forces élémentaires sur u,, :

dF, = Eig—;m—e dSu,-u, = é‘r—”"l;‘"‘—"(ﬂdedz)sm: l%’ sin26 d6 dz

2 L
Fy=LFUI sin2edej dz=(&F—U—L)(2—”) soit gES=alUIL
T 0 0 T 2 y

Figure 9

me une indé-
écoulemefz‘t
leurdeT %

{\lous_ qbtenons une force de portance dés que I' > 0. T apparait com
er:fmpee du probleme, due au caractére excessif du modéle de I
parfait : en pratique c’est la viscosité dans la couche limite qui fixe lava
12. Pour un écoulement parfait, Kelvin et Lagrange ont montré qu’une circulation d’air autour de Iaile n®
peut pas naitre dans le cas d’un avion parti du repos car la circulation §v . de sur toute courbe fermée S

conserve en suivant au cours du temps les i i i i i vis®
; . particules de fluide qui 4 sest donc bien @
cosité qui est responsable de la portance. gibysaaksltules. Clost



Cette valeur est proportionnelle a la vitesse de I'avion ce qui conduit & une por-
tance de la forme F = C, uS V2. Le coefficient sans dimension C, est appelé coef-
ficient de portance ; il dépend crucialement de la forme et de I'inclinaison de l'aile
décrite par I'angle d’attaque o : C, croit avec « jusqu’a un certain angle critique o
au-dela duquel la portance s’effondre de telle sorte que I'avion décroche.

d) Effet Magnus

On peut stimuler les effets de la viscosité sur I' en faisant tourner I’aile autour de
son axe : c’est I'effet Magnus 3. L’effet Magnus joue un role essentiel dans les
jeux de balles et de ballons ou selon qu’une balle est coupée ou liftée, sa trajec-

toire est raccourcie ou prolongée (voir question 4. du « Faire le point »).



