
Sens de rotation des vents autour d'un anticyclone 
(p3 < p2 < pi) dans l'hémisphère Nord 

Figure 2 

2 • Théorèmes de Bernoulli 
Dans tout ce paragraphe, nous supposons que le référentiel d'étude est galiléen 
et que la seule force dF/d-rest le .poids, avec un champ de pesanteur g uniforme. 

2.1. Cas d'un écoulement parfait, stationnaire, 
irrotationnel, incompressible et homogène 

Examinons les simplifications de l'équation d'Euler (2) correspondant aux hypo-
thèses faites : 

µ (t; + grad ( ~
2
) + rot v A v) = - grad p + f . 

~éco~le~ent est stationnaire donc av1at = O. Il est irrotationnel donc rot v = O. 
ans e c amp de pesanteur uniforme, la force volumique s'écrit: 

dF 
d-r = t µg = - µgrad (gz). 

D'où, en divisant parµ: 

grad - -(v2
) 1 2 - - µ grad P - grad (g z) . 

L'écoulement étant in . passe , 1·· , . compressible et hom , * . ra inteneur du gradient E ogene , µ est une constante qui peut 
. n regroupant t ous les termes il vient : 

grad (e. + gz + v2) _ µ 2 - O. 
Un champ scalaire do t 1 
fonction f(t) du n e gradient est nul . , 
une vraie con t temps uniquement . co est independant du point M ; c'est une 

s ante c L , , ' mme l'éc 1 . . , t · e theoreme de 8 . ou ement est stationnaire, c es 
ernoulh affirme donc que : 

e. +gz+ v2 - C 
prend la m· µ 2 - (4) 

eme val apparaît ainsi co eur constante da 
dans t mme une int, ns tout le fi · · 
P 

. out le fluide Il f . egrale prem1·e' u1de. Le théorème de Bernoulli 
oints O, 1 • ourn,t · , re spat' 1 limites) u a pression est c a1sement un rense· ,a e de l'équation d'Euler, valable 

champ·d:~ b1_en il Permet deo~~ue (imposée Pa~gnement sur les vitesses en deux 
vitesses V(M). eterminer le cham exemple par des conditions aux 

P de Pression p(M) connaissant le 



nt v == o dans le théorème de Bernoulli, nous retrouvon 1 , n prena . 'bl t h , s a con-ns qLI e_. d'un fluide incompress1 e e omogene vue en PCS/. 
No_to d'équ11tbre 
dit1on 

as d'un écoulement parf~it, stationnaire, 
z,2. ~cornPressible et homogene 

paragraphe précédent, nous renonçons à l'hypothèse« irrotation-
parraPP0~ a~·fication de l'équation d'Euler devient ici: 
nel "· La s1mP 1 

rot v /\ v = - grad Œ + g z + ;) . 

·rminer le terme rot v /\ v, multiplions scalairement l'équation par dM et 
Je long d'une ligne de champ entre deux points A et B ; ceci impose 

in~ tout point le vecteur dM est parallèle au champ des vitesses v : 
qu en 

-((rotV/\V)·dM = S:dM-gradŒ+gz+~
2
). 

Leterme sous l'intégrale de gauche est égal au produit mixte (rot v, v, dM) ; il est 
nul puisque dM est parallèle à v. Par définition du gradient, le terme sous l'inté-
grale de droite est la différentielle df de la fonction f =plµ+ gz + v2!2. Il reste donc : 

B 2 2 
0 = J df = f(B)-f(A) = Pa +gza+ Va_PA_gzA_ vA. 

A µ 2 µ 2 

Le théorème de Bernoulli affirme finalement que pour deux points A et B apparte-
nant à une même ligne de courant on a : 

2 2 
Pa Va PA VA µ + g Za + 2 = µ + g ZA + 2 (5) 

li apparaît ainsi comme une intégrale première spatiale de l'équation d'Euler, res-!:t te a~x po~nts appartenant à une même ligne de courant. Ainsi l'abandon de 
rnlpot~ese " irrotationnel » restreint le théorème de Bernoulli aux points d'une 

me ligne de courant 3, 4_ 

---3 ~h . · YPothèse hom . , · t t · om-Pfessible on ogene est en réalité inutile dans ce paragraphe. En effet, l'ecoulement e an me 
, aDµ1Dt:0·1•e· 1 , ..• 'd't'• , cou ement etant stat1onna1re, ceci se re u1 a • 

o=QH-~ . -o tar d Dt - iJt +V· grad µ = 0 + v. grad µ soit dµ = dM · grad µ -
4. PM Il v. Ainsi µ ne v . 

0ur un écoulern arie pas le long d'une ligne de courant. , . . . 1 ·mple-
fllent l'int . 

8 
ent parfait, stationnaire, mais compressible, il n'est pas possible d exphci er si 

81Jrale J d M a Il' prend pas la 
forme , A · grad PI µ = f dp I µ de telle sorte que le théorème de Bern ou I ne 

dune int· A egrale prern" iere spatiale mais s'écrit : 

"· fa~ 1 2 1 2 0 °" Cef - +-Va+9Za--VA-gzA = · 
l' a1t, ceth· Aµ 2 2 •PPlicar eorèrne . , sage peu courant. 
t11éth,,,. 10n du Prern· qui est exclu du programme de la filière PC PC', eSt d un u , t •ire avec la 

vue d 1er prin · d urant élemen a u § 9.2-4 . : 1Pe de la thermodynamique dans un tube e co 
· condu1t a la relation : 

tari . h h 1 2 1 2 , - o 1 C1 W'- a- A+-Va+9Za--VA-gzA = w +q-
a1t) - O et 2 2 1 r et Plu q = O. Ce . ' as nécessairemen pa -
[8 s OPératio resultat est à la fois plus général (l'écoulement n eSt P , 1 ue l'intégrale 
., dP;µ)q nnel (la variation d'enthalpie massique s'exprime plus aisemen q 

ue leth· , eorerne d 8 , , . e ernoull1 des ecoulements compressibles, 



2.3. Généralisation aux écoulements parfaits 
instationnaires, irrotationnels, incompre~sibt 

• * -et homogenes 
En l'absence de l'hypothèse «stationnaire», le terme µ(èJv!ôt) 
l'équation d'Euler qui s'écrit : ' subsiste d ans 

av + grad (v2
) + rot v /\ v = - ! grad p + g èJt 2 µ . 

L'écoulement étant irrotationnel, le terme contenant rot v == o s'annul 
0

, 
Part l'écoulement étant incompressible et homogène,µ est une constae.t autre 

, . . ne qu'a Peut rentrer dans le gradient. En outre, 9 = - grad (g z). Enfin si '" de's• n 
. . • ' 'I' IQne le potentiel des vitesses, on a . 

v = grad <jJ donc ~; = ~(grad <P) = grad (~f) 
puisque d'après le théorème de Schwartz les dérivées secondes mixtes mêlant 
une dérivée spatiale et une dérivée temporelle commutent. En substituant dans 
l'équation d'Euler, nous obtenons: 

grad (~) + grad (~
2

) = - grad Œ + gz) 

ce que nous pouvons regrouper en un seul gradient : 

grad(~+~
2 

+~+gz) = O. 

Un champ scalaire dont le gradient est nul est indépendant du point M ; c'est une 
fonction f(t) du temps uniquement. Nous obtenons donc l'intégrale première spa-
tiale suivante, valable dans tout le fluide : 

é)tf. v2 P 
::.x + - + - + gz = f(t) àt 2 µ 

qui généralise le théorème de Bernoulli. 

3 • Quelques applications 
des théorèmes de Bernoulli 

(6) 

Dans tout ce pa h . . , plication du d . , ragrap e, nous supposons que les cond1t1ons d ap .
1 5

ta· 
ti~~~i~me t~éorème de Bernoulli sont réunies : les écoulements sont et le 

aires, incompressibles et homogènes· le référentiel d'étude e5t galile seul champ de f . . ' 
orce exteneur est le champ de pesanteur uniforme. que 

Dans les applicatio • . , . ppelon5 l'h th, ns envisagees, le fluide est fréquemment I air ; ra . l'ordre YPO ese de l'éc 1 • ble s1 
d ou ement incompressible est néanmoins convena 

0
nde5 

s~n;~::~~ur des vitesses v est tel que v2/c2 <{ 1 où c est la célérité des 

dition 5; Avec c 340 m-s-1 dans l'air d sion, 1a con 
v f c2 1 n'est Pas très c t . ans les conditions usuelles de tempe' rature et de pres · on ra1gnante. 



. . ression axiale est une prise de pression statique ca 
On dit que la pnse de Pd, pend de la pression loin du tube de Pitot mais r la_ Pres-
sion Pa qu'elle mesure e ne depend 
pas de la vitesse loin du tube. . 

1 
ressions de PA et Pa, nous obtenons . 

En rassemblant es exp 2 
V oo 

PA-Pa=µ2. 

C 
. t la masse volumique µ de l'air, la mesure de PA -Pa donn onnaIssan d I' • e don , , 

1 
vi·tesse v Numériquement ans air, avec une souttl . c acces a a . oo • 3 _ . . , , ene où 

v = 40 m. s-1 on obtient PA - Pa "" 10 Pa - 0,01 bar ce qui est aise a mesure 
00 

3.3. Portance des avions 
a) Étude quantitative d'une aile cylindrique 
Nous reprenons le modèle étudié au§ 14.3. (Fig. 6): l'aile d'avion est un cylind 

R t 
.
1
• re 

infini d'axe horizontal Oz et de rayon , en mouvemen rect11gne uniforme ave 
une vitesse U ux· Loin de l'avion l'air est au repos. Nous étudions l'écoulemen~ 
dans le référentiel de l'aile d'avion. Dans ce cas, loin de l'aile on a v(oo) =-U u 
Nous supposons que l'écoulement est incompressible 9 et irrotationnel 10. L'étud~ 
du § 14.3. fournit les composantes du champ des vitesses en coordonnées 
cylindriques : 

v,=-Ucos0(1-;:) et v0 =Usin0(1+;n 

ce qui conduit immédiatement à la valeur de la vitesse sur l'aile où r = R : 
v = O u,+2Usin0u0 soit llvll = 2Ulsin01 

y • 

M 
' ' r ___ _. 

-----\ 0 
1 

X 

Aile d'avion V (oo) = - U Ux 
figure 6 

L'écoulement étant irr t r 1r fort. En négligeant le 0.i I~1nnel, nous _pouvons utiliser le théorème de Bernou 
1 

la pression sur l'aile :poi s et en exprimant la constante à l'infini, nous obtenons 

soit 

p(r = R, 0) + µ v2(r = R, 0) = p oo + ! µ v~ 

p (r = R, 8) =Poo +~ µU2(1 -4 sin2 0) . 

9. Ce qui revient ici à supp 
1 O. Cette hypothè oser que l'avion est sub . 
parfait dans le ch se peut paraître arbitraire En r . so~1que : U ,:,; c. ' écoulerTlent 
Dans le cas de , a~p ~e pesanteur unifor~ ealtte Kelvin et Lagrange ont montré qu_ u~. tant t o. 
On s'attend d I a~1on, 1 air est au repos a e reste irrotationnel à tout instant s'il l'est a 1 ,_ns t"tionnel. 

one a ce q 
1
, • vant le décoll . . . . d ne 1rro " 11 . Le lecteur ue ecoulement sot. age, et l'ecoulement 1nit1al est 

0 

poussée d'Arc~~u~a vérifier que le poids~ l~.r~tationnel ultérieurement. . égale à la 
volent. imede, dont l'expérien e air donne une résultante des forces de pres

5
ion avions ce montre q , 11 , -1 que 1es u e e n est pas responsable du ta1 



·se à des forces de pression dF représente' e 
5
ourn1 . s sur la fig 

si iJOI'' 'angles 0, - 0, " - 0 el ,r+ 0, ce qu1 fait apparaître s ure 7 
,11• •

1
~ p0in1~ d 

118
nte de ces forces par compensation deux à deux a;s calculs 

eri Q~
11

~é de Ia reds_ule adopté, l'aile d'avion ne subit aucune portance . ·c m~, dans n~ 
1 

rno e • 1 d · e resultat 
dre dU • 

1
, xpérience, constitue e para oxe de d'Alembert On , m• a e . · peut mon-

confor ,.
1 
est valable quelle que sOlt la forme de la section de l'a'I 

nD'1 ,
15

-qu 1 ,e. 
h
ea . ~-

y • 

0 •----------- ----~ X 

:,i+0 
Figure 7 

b} Étude qualitative sur une aile réelle 
NoUsaurions pu affirmer l'absence de portance rien qu'en remarquant que l'écou-
l,n"11 adopté dans te modèle est syirnétrique par rapport au plan horizontal 
0=0. Pour une aile réelle, l'écoulement est dissymétrique (Fig. 8): les lignes de 
champ s'écartent au voisinage de B et se resserrent au voisinage de A, de telle 

sorte que: 

le théorème de Bernoulli assure que p8 > p A. C'est donc la dissymétrie de 

1 ecoulement autour de l'aile qui donne naissance à la portance. On peut noter que 
cette dissymétrie est équivalente au fait que la circulation de v sur le contour limi-
tant_ l_a section de l'aile orienté dans le sens trigonométrique autour de u,, est 
pos1t1ve: 

,( v-dt>O 
j(C) 

la :ontribution positive du voisinage de A (où v Il dl) t'emporte sur la contribu-
ion negative du voisinage de 8 (où v Il - df). 

V (oo) == - U Ux 

Figure 8 



c) Nouvelle étude quantitative sur une aile cylindrique 
. l''dée d'utiliser l'écoulement modifié étudié dans la résolut' ceci donne 1 ,. • , r , 1, , 1 ion typ 

4 B 
, a superposé un vortex d intens1te a ecou ement du § 14 3 e 

1 . ou on · • Pour 
obtenir: 

U 0(1 R2
) · v0 = U sin 0(1 + R

2
) + L v, = - cos - ,2 ' ,2 2 nr 

ce qui conduit immédiatement à la valeur de la vitesse sur l'aile où r= A: 

v =ou,+ (2usin0+ 2~,) Ue 

puis à la pression sur l'aile via le théorème de Bernoulli fort : 

1 ( r )2 
1 2 p(r=R,0)+ 2µ 2Usin0+ 2 nR =P=+ 2µv00 

p(r = R 0) = p + ! µ(u2 - 4 U2 sin20- _r_
2
-)- ,_µ_r_u_s:.c..:.in.;,_:0 

' 00 2 4 n2 R2 n R · 

Nous avons déjà vu que les t~rmes indépendants de 0 et proportionnels à sin2 e 
dans la pression donnent une contribution nulle à la résultante des forces de pres-
sion. Il reste donc : 

F = -JJ- µrUsin0 dS u = JJµrUsin0 dS u . 
nR ' nR ' 

Une nouvelle figure (Fig. 9) avec les quatre points d'angles 0, - 0, n- e et n+ e, 
fait apparaître sans calculs que F est dirigée selon la verticale ascendante uy. On 
calcule alors Fy en projetant les forces élémentaires sur uy : 

dF =µrUsinedSu -u =µrUsine(Rd0dz)sin0=µrUsin20d0dz 
Y nR ' Y nR n 

Fy = µ~U s:1rsin2 0d0 s: dz = (µr~L )(
2
2n) soit Fy = µrUL 

y • 

e 

0 •---------- - ----~ X 

:rr+e -0 

figure 9 

Nou~ ~btenons une force de portance dès que r > o. r apparaît comme une indé-
terminee du problème, due au caractère excessif du modèle de l'écoulement 
parfait : en pratique c'est la viscosité dans la couche limite qui fixe la valeur der 

12
· 

12· Pour un écoulement parfait, Kelvin et Lagrange ont montré qu'une circulation d'air autour de l'aile ne 
peut pas naître dans le cas d 'un avion parti du repos car la circulation f v . dt sur toute courbe ferrnée se 

con~~rve_en suivant au cours du temps les particules de fluide qui y sont situées. C 'est donc bien la vis-
cos1te qui est responsable de la portance. 



cette valeur est proportionnelle à la vitesse de l'avion ce qui conduit à une por-
tance de la forme F = C2 µS V2 • Le coefficient sans dimension C2 est appelé coef-
ficient de portance; il dépend crucialement de la forme et de l'inclinaison de l'aile 
décrite par l'angle d'attaque a: C2 croît avec a jusqu'à un certain angle critique a 
au-delà duquel la portance s'effondre de telle sorte que l'avion décroche. 

d) Effet Magnus 
On peut stimuler les effets de la viscosité sur r en faisant tourner l'aile autour de 
son axe: c'est l'effet Magnus 13. L'effet Magnus joue un rôle essentiel dans les 
jeux de balles et de ballons où selon qu'une balle est coupée ou liftée, sa trajec-
toire est raccourcie ou prolongée (voir question 4. du« Faire le point»). 


