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Remarques sur les montages précédents

2016 : La contextualisation est primordiale dans cette lecon. Jusqu'en 2016, le titre était : Etude statistique d'un
systeme en contact avec un thermostat. Probabilité canonique.

2015 : Développer une théorie sans illustrations n’est pas acceptable. D’ailleurs, ’application de la probabilité
canonique & des situations concretes et classiques, lors de l'entretien, révele parfois une culture assez limitée en
physique.

Bon en gros il faut définir proprement les hypothéses de travail pour pouvoir utiliser le poids de Boltzmann et faire
des exemples concrets au long de la legon. Il y a deux écoles et j’ai du mal a faire un choix : soit on fait le théoreme
d’équipartition soit on le fait pas, sachant que ceux qui le font pas font un calcul d’application long en troisiéme partie
(Corentin Camille et Cléments font le gaz parfait). Moi je trouve ¢a trés stylé de faire le gaz parfait complétement
pour remonter & PV=nRT (¢a permet de bouler la legon vu qu’on est parti de cette équation pour mettre en évidence
le facteur de Boltzmann) MAIS c’est un calcul long et si on le fait on est obligé de dire bye bye a 1’équipartition.
C’est dommage parce que ca permet des applications rapides et c’est plus général. Du coup je propose de faire le
théoréme d’équipartition, au moins c’est sur que personne ne nous reprochera de ne pas avoir étudier le GP (mais un
jury chiant aurait peut-étre voulu I’équipartition). Pour application du Th d’équipartition je pense que c’est bien de
faire une application rapide au GP monotatomique puis loi de Dulong et Petit pour les solides, ¢a nous fait toucher
un peu a tout et on a de quoi ouvrir sur les limites du Th (effets quantiques) parce que je pense que la legon est déja
bep trop longue comme ¢a si on veut étre un minimum clair. Pour la premiére partie soit on fait le modele isotherme
de 'atmospheére soit on fait 'expérience de Jean Perrin soit on fait les particules chargées en solution. Je trouve que
I’atmosphere isotherme c’est quand méme le cas le plus terre a terre. La rédaction de Dumont est bien si jamais on
aime pas les livres ou les lecons de I’année derniére mais tout a l’air dans le Diu ou le BFR (pour le I) )

1 Introduction

On a vu le microcanonique. Or en réalité on a tres peu de systemes isolés. Tentative d’étendre la physique statistique.

2 Introduction au facteur de Boltzmann
2.1 Equilibre de 'atmsophere isotherme
# BFR p70
Nous allons tout d’abord essayer d’observer I'influence de la température sur un gaz soumis a la pesanteur terrestre.
Comment le gaz constituant ’atmosphere est-il réparti ? Pour répondre a cette question nous allons faire un modele

simple : celui de 'atmosphére comme un gaz parfait isotherme.

Si 'on considere un volume mésoscopique de fluide a une altitude z, la loi fondamentale de I’hydrostatique impose :

dP
il 1
dz Pl (1)
en notant M la masse molaire de l’air on a alors, en utilisant ’équation des gaz parfaits :
PM
- 2
P=pr (2)
soit finalement :
dP Mg
- 9y
P RT (3)
par intégration on obtient alors :
z
P = Pyexp— RgT (4)

Dans ce modele, la pression atmosphérique décroit donc exponentiellement avec 'altitude sur une distance caracté-
ristique H = %. Si on fait 'application numérique avec M = 29 g/mol et T = 273 K on trouve alors H = 8.8 km.
C’est a peu pres altitude du Mont-Everest, on ne ressent donc pas ces variations de pression a I’échelle de la salle de
classe. Code Python
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La pression étant directement reliée a la densité de particules du gaz on peut exprimer cette derniére grace a la loi
des gaz parfaits :

PV =nRT (5)

P
= T ©

soit finalement en remarquant R = kN4 et en notant m la masse d’'une molécule :

P =nkgT n

mgz
T (7)

on retrouve alors ce profil d’évolution mettant en compétition I’énergie potentielle de pesanteur d’une molécule
qui tend a la ramener au sol et I’énergie d’agitation thermique qui provoque un mouvement aléatoire s’opposant a
cette sédimentation. Le fait que toutes les molécules d’air de s’agglutinent pas au sol vient donc du fait de ’agitation
thermique!

n = ngexp —

| La densité particulaire exprimée ici est une grandeur moyenne. En réalité la position des molécules fluctue du
fait de Uagitation thermique et ce résultat est donc essentiellement statistique.

2.2 Interprétation statistique
# BFR p99

Si ’on consideére une tranche infinitésimale de gaz située entre z et z + dz, on peut exprimer le nombre moyen de
molécules contenues dans cette tranche grace a ’expression de la densité particulaire précédemment déterminée. On
a alors :

dN(z) = Sn(z)dz (8)

et donc si 'on prend une molécule de ’atmospheére au hasard, la probabilité pour que celle-ci se situe entre la cote
z et z + dz s’exprime :

dN(z) mgz

dP(z) = N, X exp T
o]

dz 9)

Si 'on considére une particule, la probabilité qu’elle soit dans un certain état z est donc proportionnel a un facteur
exponentiel comparant ’énergie potentielle associée a cet état mgz a I'énergie thermique kpT'. On appelle ce facteur
facteur de Boltzmann. On retrouve bien le fait que les états les plus probables sont ceux qui minimisent I’énergie
potentielle du systéme mais cette considération est pondérée par I’agitation thermique.

Cette notion probabiliste de facteur de Boltzmann ne se retrouve pas que dans le cas d'un gaz de particules soumises
a un champ de pesanteur mais a pleins d’autres situations.

Probléme physique ‘ Expression mathématique
Pression de l’atmospheére isotherme P(z) = Poe% (10)
Population d’un niveau d’énergie F; p; = Ae*BT
Concentration des charges dans un plasma n(r) = nee T

Tous ces systémes ont une température firée. Quel est le formalisme derriére ces nouveaux systémes, d’ou vient
ce facteur de Boltzmann ¢
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3 Ensemble canonique

Dans le chapitre précédent, nous avions déterminé la probabilité d’un micro-état puis d’un macro-état d’un systéme
en utilisant le postulat d’équiprobabilité en phase. Or ce postulat n’est valable que dans le cas des systemes parfaitement
isolés, ce qui n’est jamais vraiment le cas. En réalité, le systéme interagit avec son environnement et il est nécessaire de
prendre en compte toutes ces interactions. Ce processus peut s’avérer fastidieux mais dans certains cas cette interaction
avec l'extérieur peut étre caractérisée par un petit nombre de parametres, permettant ainsi de recentrer notre étude sur
le systeme principal. C’est le cas de la situation dite canonique ou le systéme est simplement en contact extérieur avec
un thermostat qui lui impose, par une interaction externe, sa température. La température suffit alors a caractériser
entierement l'interaction entre le systéme et le thermostat. Quelles sont les conséquences de cette interaction ?

3.1 Notion de thermostat
# Diu p255

Lorsque 'on considere cette situation canonique ou le systéme a étudier a comme seul interaction extérieure celle
avec un thermostat, on dit que ’on place I’étude de ce systéme dans I’ensemble canonique. Mais pour comprendre cet
ensemble et ses propriétés, il faut d’abord comprendre ce qu’est un thermostat.

Considérons notre systeme d’étude ¥ en contact avec un systeme bien plus gros que lui et que I'on appelle R. Le
systeme global formé de la réunion de ¥ et R est un systéme isolé si bien que l'on a :

FE + ER = Etot = Cste (11)

R étant bien plus gros que ¥, on a® :

E << Er (12)

donc les échanges thermiques entre 3 et R permettant d’atteindre 1’équilibre thermique s’accompagnent de fluc-
tuations appréciables de F mais négligeables pour Fr. On dit alors que R joue le role de réservoir d’énergie ou de
thermostat et que X se trouve dans la situation canonique.

Essayons de rendre ce raisonnement un peu plus rigoureux. Le systéme global étant isolé, on a :

ER = Etot - E (13)
on peut donc définir la température microcanonique de R comme :

1 9S,
= PR (B = E.. — E 14
T aER( R = Eior = B) (14)

par définition cette température varie donc a priori avec E. La condition requise pour étre un thermostat par
définition c’est que cette température doit étre pratiquement indépendante de E. E étant tres faible devant 1’énergie
totale, on peut développer cette expression :

055 0S5 028
R (Br =FEit — F) = —E (Br = Eiot) —E—+2X (Er = F 15
9Fxr (Br tot ) 9Fx (Er tot) 9E2 (Br tot) + (15)
on doit donc vérifier ? :

0%S; 0S5

E—2R (Exr = Fi, —R (Eg = FE 16

GE%(R tt)<<8ER(R tot) (16)

Cela est en pratique réalisé quand R est suffisamment grand par rapport a X, i.e. on a Ng >> N. En effet, le

terme de gauche est de 1'ordre de NT?V% = N—I\; alors que le terme de droite est de ’ordre de 1. La notion de thermostat

dépend donc du systéme d’étude! Un bécher de 1 L peut trés bien agir comme un thermostat sur un grain de sable
(ou autre exemple de truc petit par hors équilibre plus parlant).

1. C’est une approche avec les mains, le développement donnant une condition nécessaire plus rigoureuse vient apres
2. et pour tous les autres termes suivants du développement
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Par I’équilibre thermique, on définit alors T comme la température canonique de ¥. Dans ’ensemble microcano-
nique, I’énergie était un parametre extérieur fixé alors que dans I’ensemble canonique c’est la température qui est fixée
par le thermostat et ’énergie est une variable interne libre de fluctuer.

Quelle est alors la nouvelle loi de probabilité régissant les différents états ? D’aprés la partie précédente, on
s’attend a une intervention du facteur de Boltzmann (je sais pas si ¢a fait trés naturel de dire ¢a, d voir a 'oral,
sinon on remarque juste a posteriori qu’on le retrouve

3.2 Probabilité d’un micro-état

# Diu p258

Pour la trouver, nous allons nous rattacher a ce que nous connaissons : le postulat d’équiprobabilité en phase. En
effet, ici le systeme total étant isolé on peut ’appliquer. Si on note [ un micro-état de ¥ et L un micro-état de R alors
on a:

Eqry=E +EL = Eio (17)

Si on fixe I’état du systéme S, le nombre d’états (¢, L) & évaluer est égal au nombre des états (L) du thermostat
qui satisfont I’équation précédente. Si Qi (Ex) est le nombre d’états microscopiques du thermostat qui ont I’énergie
FEr, la probabilité cherchée s’écrit :

Qg (Er = Eiot — Ey)
Osom (Feor)

ol Qsur (Etot) est le nombre total d’états accessibles du systéme global.

P;:

On peut alors une nouvelle fois développer cette expression au regard du fait que R est un thermostat et par
définition de ’entropie statistique :

1
P; = Cexp %ng (Er = Etor — Ey)

La probabilité canonique Py d’un état microscopique (¢) du systéme S ne dépend donc que de I'énergie E; de cet état.
La définition du thermostat et de la température canonique permettent alors d’appliquer le développement simplifié? :

« x IS . 1
Sk (Erot — Ey) = Si (Frot) — E, R (Etot) = Sk (Etot) — Ee " (18)
O0Ex %
on a alors finalement :
c 1 —E,/kT
PZ = Ee (19)

On retrouve donc que la probabilité d’observer un micro-état est directement proportionnel au facteur de Boltzmann
associé, comparant son énergie et I’énergie d’agitation thermique!

I Proportionnelle ok mais avec quel coefficient ?

3. Les termes suivants sont négligeables d’aprés la définition du thermostat



4 APPLICATIONS LP16 - FACTEUR DE BOLTZMANN

|

3.3 Fonction de partition

Il nous reste a déterminer cette constante % qui assure en fait la normalisation de la loi de probabilité :

7 — Z P = Ze—Eg/kT (20)
l

0
On appelle alors Z la fonction de partition de notre systéme. Cette fonction définissant entierement toutes les
probabilités des micro-états, on peut calculer a partir d’elle toutes les grandeurs moyennes des variables internes du
systeme. Cette loi de probabilité contient finalement uniquement deux facteurs : un poids de Boltzmann et la fonction
de partition qui n’est autre que la somme de tous les poids de Boltzmann.

Calculons les valeurs moyennes des grandeurs thermodynamiques intéressantes. On peut récerire, en notant g = ]CI%T

_ e PE;
(B) =2, EP = %El Ee P = _% > 2 op
)

- o8
S =—-kp Zl eigEl In (eigEl
S=kpB>, ePEE + kp InZy, ePEi

L’énergie libre associée est alors :

F=U-TS=—-kgTlhZ (21)
Le calcul de I’énergie libre est alors particuliérement intéressant dans la situation canonique car (T,V,N) sont les

variables de notre systéme. On va pouvoir en tirer notamment des pressions et des potentiels chimiques.

Connaitre la fonction de partition c’est donc pouvoir caractériser entierement notre systéeme !

I Comment la calcule-t-on dans un cas pratique ?

4 Applications

4.1 Paramagnétisme

# Portelli On décrit un solide paramagnétique de volume V' par un ensemble de N spins, de moment magnétique
m, indépendants les uns des autres. Le solide est immergé dans un champ magnétique B = Bge, et en contact avec
un thermostat a la température T. L’énergie d’interaction des spins avec le champ est £ = —m - B. La projection
des moments magnétiques selon e, est quantifiée, m = +pup, ou ug = 2;’? est le magnéton de Bohr, m, et —e sont la

masse et la charge d’un électron. Chaque spin peut alors étre dans deux états distincts, d’énergie

E+ = FupBy
ou E, correspond a l'alignement dans le sens du champ, et E_ dans le sens opposé. La fonction du partition du
systeme est donc

7 — et Bo/ksT + e~ HBBo/kpT

Le nombre de spin dans chaque état est donc, d’apres ’étude précédente,

N
Ny = ?eﬂ:uBBo/kBT

Par définition, le moment magnétique moyen du solide est (M) = N ug — N_pup, donc

uBBo
kT

(M) = Ny th (
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Afin d’analyser ce résultat, comparons les températures upBo/kp et T. Pour un champ de 1 Tesla, ce qui est déja un
champ fort 1, ugBo/kp ~ 1 K. Ainsi & température ambiante ugBy < kT, on peut donc développer 'expression de
(M) au premier ordre en upBy/kpT :

_ Nug
kT

L’aimantation moyenne du milieu est alors (M)/V, d’ott une susceptibilité magnétique

(M)

By

_ Nuopd,
VisT

On retrouve ici la loi de Curie, prédisant une susceptibilité inversement proportionnelle a la température. On notera
aussi que x > 0, en accord avec notre hypothese d’un solide paramagnétique.

L’exemple précédent montre I'intérét du formalisme canonique, ici dans le cas d’un systéme & deux niveaux. Dans
le cas d’'un systéme possédant un continuum d’énergies accessibles, on doit adapter les définitions des probabilités et
de la fonction de partition. La probabilité que le systéme soit dans un état de position r a dr pres et de vitesse v a dv
pres est alors

dP(r,dr,v,dv) = Ae " FEVI/FT qrdy

ot A représente la densité d’état dans ’espace des phases, que nous n’expliciterons pas ici, et E(r,v) est I'énergie de
I’état considéré. La fonction de partition est donc

7 = /Ae_E(r’V)/kBT drdv

ou l'intégrale porte sur I'espace des phases.

Une fois la fonction de partition établie on peut tout avoir mais elle peut-étre un peu fastidieuse a exprimer. Il
est possible d’obtenir des résultats plus directement dans certains cas

4.2 Théoréeme d’équipartition : calculs de capacités calorifiques

# Diu p304

Les systémes qui peuvent étre décrits par la mécanique classique vérifient le théoréme suivant, remarquable par la
simplicité du résultat et important par ses applications multiples.

Supposons que 'une des impulsions généralisées, que nous noterons p,,, interviennent uniquement par un terme
quadratique dans le Hamiltonien, c’est-a-dire que celle-ci soit de la forme

ol a et b sont indépendants de p,, (mais peuvent en général étre fonctions des p; pour ¢ # m et de tous les ¢;) . Cette
hypotheése est couramment vérifiée : I’énergie cinétique de tout systéme est une fonction quadratique homogene des
moments p; ; des lors, il suffit que les autres termes du Hamiltonien soient indépendants des p;, ce qui est le cas si les
forces dérivent d’une énergie potentielle.

Calculons alors la valeur moyenne canonique du terme quadratique ap?, ; elle s’écrit, d’aprés I'expression de la
densité de probabilité canonique et la forme du Hamiltonien,

c 1
ap?, :Z/

avec A= / [H dg; dpi} o~ (apy, +b) /KT
i=1

I] da dpi] ap?, e (W tb)/T
=1

Nous voulons calculer

——c 1 _(ap?
ap} = Z/d(h dqz...dqn/dpl dps ... dppapte (i +0)/KT
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avec

A= /dq1 dgo ...dg, /dp1 dps ... dpne_(ap%‘*'b)/kT

Qu’on réécrit sous la forme
—c 1 _ 2
ap? = Z/dql dqg...dqn/dpg...dpne b/kTa/dplpfe apy /KT
Effectuons une intégration par parties sur la derniere intégrale :

kT kT
/dplp%e_ap?/w = [pl : <—2> e_apf/kT} + T/dpw_’”’%/w
a bornes a

Si les bornes d’intégration sont (0, 4+00) ou (—o0, +00), ce qui est toujours le cas en pratique, le terme tout intégré est
nul. En reportant le second terme dans I’expression de la valeur moyenne cherchée, on obtient

— 1 kT
ap? = Z/dql dqg...dqn/dpg...dpnefb/kT : T/dple*“pl/kT.

11 suffit de comparer avec la formule qui donne A pour voir que

el kT
P = B)
La démonstration suppose
a>0
(quels que soient q1,qa,...,qn €t pa,...,p,) . Cette condition est toujours vérifiée, car 1’énergie cinétique est positive.

Quelles que soient les fonctions a et b qui figurent dans ces formules, on trouve donc simplement
— 1
ap2,” = ikT

On obtient un résultat analogue dans le cas ou c’est une coordonnée, disons ¢,,/, qui apparait dans la fonction de
Hamilton sous la forme
H(qipi) = d'qo +V/

ou @’ et b’ sont indépendants de g,,. Cette situation est moins fréquente que la précédente ; elle se produit lorsque la
coordonnée ¢,,, repere un oscillateur harmonique, dont I’énergie potentielle est par définition quadratique. Le méme
raisonnement que plus haut montre que

— 1
"¢, =kT
aqm,2

On énonce donc le théoreme suivant, dit «d’équipartition de ’énergie » : tout terme indépendant quadratique du
Hamiltonien a pour valeur moyenne k7'/2.

# Diu p 294 Considérons un gaz parfait en équilibre thermique avec un thermostat de température 7. Les particules
sont indépendantes entre elles dont le Hamiltonien total s’écrit comme la somme des Hamiltoniens de chaque particule.
On suppose le gaz monoatomique : pour un gaz monoatomique , on peut négliger la structure interne des particules
qui le constituent (Rappelons que celles-ci sont de 'ordre de quelques eV | c’est-a-dire équivalentes a plusieurs dizaines
de milliers de kelvins. Jusqu’a quelques milliers de K, le cortege électronique dun atome reste constamment dans son
état fondamental , sa probabilité d’excitation étant négligeable.).

Le Hamiltonien du gaz parfait monoatomique s’écrit donc simplement comme :

N p?
H= —
Chaque particule contribue donc au Hamiltonien par un terme quadratique. Si on applique le théoréme d’équipar-

tition de I’énergie, la valeur moyenne du Hamiltionien qui est 1’énergie interne vaut alors :

U= (M) = gNkBT

On retrouve alors la premiere loi de Joule, qui donne I’énergie interne d’un gaz parfait en fonction de la température.
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I Fantastique c’est super facile. Mais ¢a marche que pour les gaz ?

# Diu p 378

Dans un solide , les interactions entre particules ne sont jamais négligeables. On peut néanmoins supposer que
chacun des atomes ou ions du cristal vibre autour de sa position d’équilibre indépendamment des autres . Le principal
intérét du modele réside dans sa trés grande simplicité ; mais, de facon plus précise, la possibilité de ramener ’étude
d’un solide a celle d’un systéme de particules indépendantes découle de ce que 'on nomme une « approximation de
champ moyen ». Considérons en effet 'un quelconque des N atomes ou ions qui constituent le cristal. En premiere
approximation, il ressent 1 'influence des (N - 1 ) autres particules de facon globale, & travers une énergie potentielle
moyenne u,,(r), dépendant de sa position r, mais pas de celle des autres particules. Repérons r par rapport a la
position d’équilibre de ’atome considéré, et supposons pour simplifier que le potentiel moyen est isotrope, c’est-a-dire
fonction seulement de la distance r a la position d’équilibre . Comme ’atome s’en écarte peu, nous développons le
potentiel moyen u,,(r) au voisinage de r = O ; ce point correspond & un minimum du potentiel moyen, de sorte que

U (1) =~ —ug + (K/2)r?

A cette approximation, chaque atome ou ion du réseau constitue un oscillateur harmonique & trois dimensions , et
le Hamiltonien du cristal s’écrit

2

E:i P; —|—1m~w»r-2
o om 2 !

Le systéme possede donc 6N degrés de liberté quadratiques indépendants, d’ou (E) = 3NkgT et ainsi

Cyv =3Nkg

On retrouve donc la loi de Dulong et Petit, mais on n’a pas le bon comportement pour 7' qui tend vers 0. le probleme
vient en fait de notre description classique du systéme : aux basses températures, kg7 devient comparable aux quantas
d’énergie du systeme, si bien que les effets quantiques jouent un réle non négligeable. On détaille maintenant le modele
d’Einstein, qui prend en compte cet aspect quantique des oscillations.

Cyv/3Nk
1

- 0,5

100 200 300 T (K)

Conclusion

On ouvre sur les diatomiques, dire qu’on s’attend & 5/2 mais en réalité (montrer courbe) on a des gels des ddl
en-dessous de certaines températures (effets quantiques).



