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Résumé. Cette thèse se place dans le cadre d’une généralisation CAT(0) des espaces
riemanniens symétriques à courbure négative. En particulier, nos espaces ne seront pas
nécessairement localement compacts.

Un espace CAT(0) symétrique est un espace CAT(0) complet, sans branchement
géodésique et possédant une involution isométrique en chaque point fixant uniquement
ce point. Avec l’hypothèse supplémentaire de compacité locale, on retrouve les espaces
riemanniens symétriques à courbure négative classés par E. Cartan.

Nous nous intéressons à une famille particulière des espaces CAT(0) symétriques
qui possèdent la propriété remarquable d’être de dimension infinie et de rang fini. C’est
une famille d’espaces (Xp)p∈N∗ où

Xp = O(p,∞)/ (O(p)×O(∞)) .

Nous montrons que ces espaces sont des espaces CAT(0) symétriques de dimension
télescopique p. Ce qui implique, par exemple, que tout groupe moyennable agissant
continûment par isométries sur Xp, fixe un point au bord ou laisse invariant un sous-
espace isométrique à un espace euclidien.

Inspirés par le théorème de superrigidité de G. Margulis, nous montrons l’existence
d’applications de Furstenberg, ce qui constitue la première étape dans un programme
de superrigidité pour ces espaces symétriques de dimension infinie mais de rang fini.



Table des matières

Introduction vii
Espaces CAT(0) riemanniens symétriques vii
Applications de Furstenberg ix
Organisation du texte ix
Remerciements x

Chapitre I. Espaces de Hadamard 1
1. Espaces de Hadamard 1
2. Espaces riemanniens symétriques 10
3. Espaces CAT(0) symétriques 14
4. Immeubles sphériques 23

Chapitre II. Espaces de dimension télescopique finie 25
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Introduction

Espaces CAT(0) riemanniens symétriques

Les espaces symétriques (au sens classique du terme) sont des variétés riemanniennes
connexes telles qu’en chaque point, il existe une isométrie fixant ce point et dont la diffé-
rentielle en ce point est − Id. Ces variétés ont une structure métrique riche car elles sont
complètes et homogènes. Elie Cartan a étudié ces variétés dans les années 1925-1930 et a
montré le lien fondamental qui existe entre ces espaces et les groupes de Lie semi-simples.
Ceux-ci interviennent comme groupes d’isométries des espaces symétriques.

Les espaces symétriques qui nous serviront d’exemples fondamentaux seront les es-
paces symétriques de type non-compact, c’est-à-dire sans facteur euclidien et à courbure
sectionnelle négative. Le théorème de Cartan-Hadamard montre que ces espaces véri-
fient l’inégalité de Bruhat-Tits. C’est-à-dire, si (X, d) est un espace symétrique de type
non-compact et x, y, z ∈ X alors pour m point milieu entre y et z on a

d(x,m)2 ≤ 1/2
(
d(x, y)2 + d(x, z)2

)
− 1/4 d(y, z)2.

Pour étudier les groupes de Lie semi-simples sans facteur compact et à centre trivial,
E. Cartan montre que l’on peut construire un espace symétrique de type non-compact
associé et alors, à partir de propriétés géométriques, on peut montrer des résultats algé-
briques. Ainsi, si G est un groupe de Lie semi-simple sans facteur compact et à centre
trivial alors les sous-groupes compacts maximaux de G sont conjugués deux à deux. En
effet, les sous-groupes compacts maximaux de G correspondent aux stabilisateurs des
points de l’espace symétrique X associé à G. La transitivité de l’action G y X donne
alors la conjugaison.

Dans [Ale57], A. D. Alexandrov introduit une notion de courbure pour des espaces
métriques qui ne sont pas nécessairement des variétés riemanniennes. En 1987, M. Gro-
mov introduit la dénomination d’espace métrique CAT(κ) pour κ ∈ R, en l’honneur de
E. Cartan, A. D. Alexandrov et V. A. Topogonov. Cette notion généralise le fait d’être à
courbure plus petite que κ. Les espaces CAT(0), ceux de courbure plus petite que celle
du plan euclidien, seront notre cadre d’étude.

Un premier but de cette thèse est de proposer une définition d’espace CAT(0) symé-
trique.

Définition (3.1). Un espace CAT(0) est symétrique s’il est sans branchement géodé-
sique et si en tout point, il existe une isométrie involutive fixant uniquement ce point.

vii



viii INTRODUCTION

Nous montrons alors que sous l’hypothèse supplémentaire de compacité locale, on
retrouve les espaces symétriques de type non-compact.

Théorème (8.4). Soit X un espace symétrique CAT(0) propre alors

X ' E × Y
où E est un espace euclidien et Y un espace riemannien symétrique de type non-compact.
Les espaces E et Y sont peut-être réduits à un point.

Ce sera donc en dimension infinie, c’est-à-dire dans le cadre non localement com-
pact, qu’il y aura de nouvelles propriétés à explorer. Une quantité importante attachée
à un espace CAT(0) est son rang, qui par définition est la plus grande dimension d’un
sous-espace isométrique à un espace euclidien. Sans l’hypothèse de compacité locale, ce
rang a encore moins de raison d’être fini. Pour les espaces CAT(0) qui ne sont pas ho-
mogènes, la finitude du rang n’est pas la bonne notion pour conserver des propriétés
intéressantes. La notion de dimension télescopique finie introduite par P.-E. Caprace et
A. Lytchak dans [CL10a] semble être la bonne notion. En particulier, comme dans le
cas localement compact, les groupes moyennables agissant continûment sur un espace
CAT(0) de dimension télescopique finie laissent invariant un sous-espace euclidien de
dimension finie ou fixent un point à l’infini (voir le théorème 7.8). Cette conclusion n’est
déjà plus vraie pour une isométrie d’un espace de Hilbert (voir l’exemple 24.15).

On pourra penser à des variétés riemanniennes de dimension infinie (voir [Eel66]
pour un survol introductif) ou à des espaces CAT(0) qui ne sont pas des variétés rie-
manniennes.

Dans le chapitre 6 de [Gro93] (p.121), M. Gromov suggère l’étude des espaces

Xp = O(p,∞)/O(p)×O(∞)

dont il dit

« The spaces like this Xp look as cute and sexy to me as their finite
dimensional siblings but they have been for years shamefully neglected
by geometers and algebraists alike. »

Ces espaces ont de remarquable qu’ils sont à la fois de dimension infinie et de rang fini.
Dans un sens, ces espaces étaient connus (on trouve déjà l’espace hyperbolique de di-
mension infinie, qui est aussi X1, dans [Mic39] ou [Mic48]) mais la propriété de rang
fini n’a, semble-t-il, jamais été étudiée.

Nous réalisons une étude métrique des espaces Xp, pour lesquels nous montrons le
théorème suivant.

Théorème (Proposition 11.11, Théorèmes 12.1 et 13.1). Pour p ∈ N∗, l’espace Xp est
un espace de Hadamard symétrique de dimension télescopique et de rang égaux à p. Le
groupe d’isométries de Xp est PO(p,∞).

De plus, ∂Xp possède une structure d’immeuble sphérique dont le type est Bp et le
groupe de Weyl de cet immeuble est Sp n (Z/2Z)p.
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Applications de Furstenberg

Un célèbre théorème de G. Margulis, dit de superrigidité, affirme que les réseaux
des groupes algébriques semi-simples contiennent beaucoup d’information sur le groupe
semi-simple dont ils sont des réseaux.

Théorème (Théorème 1.2 de [Pan09]). Soit X,Y des espaces symétriques ou des im-
meubles euclidiens de dimension finie, de type non-compact. On suppose que le rang de
X est supérieur à 2. Soit Γ un groupe discret irréductible d’isométries de X tel que
Vol(Γ\X) soit fini.

Alors toute action isométrique réductive de Γ sur Y laisse stable ou bien un point,
ou bien un sous-ensemble convexe de Y qui, à renormalisation des facteurs près, est
isométrique à un produit de facteurs irréductibles de X et sur lesquels l’action se prolonge
en une action isométrique d’un quotient de Isom(X).

Toujours dans [Gro93], M. Gromov suggère que la propriété de rang fini devrait
permettre de formuler un analogue à ce théorème de superrigidité dans le cas où Y est
un des espaces Xp ci-dessus.

Une première étape pour montrer ce théorème est tout d’abord de montrer l’existence
d’applications de Furstenberg. C’est ce que nous faisons dans le cas Y = Xp. Nous aurons
besoin pour cela d’un équivalent du théorème de S. Adams et W. Ballmann concernant
les actions de groupes moyennables.

Théorème (17.4). Soit G un groupe localement compact, X un espace de Hadamard
de dimension télescopique finie et α : G → Isom(X) une action de G sur X. Soit Ω
un G-espace ergodique et moyennable. Alors ou bien il existe une section de fonctions
de Busemann invariante ou bien il existe un sous-champ du champ constant égal à X
euclidien et invariant.

Classiquement, un bord de Furstenberg pour un groupe de Lie semi-simple G est
l’espace mesuré G/P où P est un sous-groupe parabolique minimal. La notion de bord
fort introduite par M. Burger et N. Monod généralise cette situation.

Théorème (19.1). Soit G un groupe localement compact muni d’un bord fort B, agissant
non-élémentairement sur un espace Xp avec p ∈ N∗. Alors il existe une application G-
équivariante mesurable ϕ : B → ∂Xp telle que pour presque tout b ∈ B, ϕ(b) est le centre
de la plus petite cellule contenant ϕ(b).

L’existence d’applications de Furstenberg devrait pouvoir se combiner avec des tech-
niques de groupe de Weyl généralisé en cours de développement par U. Bader et A.
Furman (voir [BFS]). Le but est d’obtenir des résultats de superrigidité en dimension
infinie.

Organisation du texte

Le premier chapitre pose le cadre géométrique dans un contexte CAT(0). Les espaces
symétriques sont introduits dans le cadre des variétés riemanniennes (de dimension finie
ou infinie) ou dans un cadre purement CAT(0). Les exemples qui nous guident sont les
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espaces riemanniens symétriques de type non-compact.

Le second chapitre est consacré à la notion de dimension télescopique finie introduite
par P.-E. Caprace et A. Lytchak. C’est la notion qui semble la bonne pour s’affranchir de
la compacité locale tout en restant « raisonnable ». Après une exposition de cette notion
et des résultats obtenus par les deux auteurs précédents, nous montrons que notre défi-
nition d’espace de Hadamard symétrique cöıncide avec la notion riemannienne classique
si on fait l’hypothèse de compacité locale.

Le troisième chapitre est consacré au cas particulier X(p,∞) = O(p,∞)/(O(p) ×
O(∞)). Cet espace est abordé sous différentes approches. On peut y penser comme la
limite d’une réunion croissante d’espaces riemanniens symétriques de type non-compact
ou comme un sous-ensemble ouvert d’une certaine grassmannienne avec une distance
explicite ou encore comme une variété riemannienne quotient d’un groupe de Lie-Hilbert
par un sous-groupe.

Le quatrième chapitre est consacré à l’aspect théorie ergodique et moyennabilité de
cette étude. Nous y montrons une version équivariante d’un théorème bien connu de S.
Adams et W. Ballman pour les actions de groupes moyennables sur les espaces CAT(0)
localement compacts.

Le cinquième chapitre redonne le cadre géométrique de la superrigidité due à G.
Margulis. Nous y montrons l’existence d’applications de Furstenberg pour les actions
sur l’espace Xp.

Les deux appendices ne font pas partie du propos principal mais y sont liés.
Le premier montre l’existence d’applications de Furstenberg dans le cadre d’action de
groupe via cocycles sur des espaces Gromov-hyperboliques.
Le second s’intéresse aux actions sur des espaces CAT(0) pour les actions les plus simples
possibles. C’est-à-dire engendrées par une unique transformation. Des résultats obtenus
par divers auteurs y sont rassemblés et quelques nouveautés y sont ajoutées.
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infatigable du groupe de travail, du projet ANR AGORA et des rencontres à venir à
l’Institut Henri Poincaré.
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CHAPITRE I

Espaces de Hadamard

Ce chapitre commence par rappeler les définitions et les propriétés sur les espaces
CAT(0) dont nous aurons besoin par la suite. Parmi les ouvrages de référence, on pourra
consulter [Bal95], [BGS85] et bien sûr [BH99]. La suite de ce chapitre est consacré à
une classe particulière d’espaces CAT(0) les espaces symétriques qui seront riemanniens
(de dimension finie ou infinie) ou seulement CAT(0).

1. Espaces de Hadamard

1.1. Définitions. Un espace métrique X est dit géodésique si entre toutes paires de
points (x, y) il existe un segment géodésique, c’est-à-dire une application c : [0, d(x, y)]→
X qui est une isométrie. Plus généralement, une application géodésique est une applica-
tion c : I → X telle que I est un intervalle réel et c une isométrie. On dira que c est un
segment géodésique si I est compact, un rayon géodésique si I = [0,∞) et une géodésique
(bi-infinie si on veut accentuer la chose) si I = R.

Définition 1.1. Un espace CAT(0) est un espace métrique géodésique, X, dans lequel si
x, y et z sont trois points de X et m un point milieu d’un segment [x, y] alors l’inégalité
suivante, dite de Bruhat-Tits, est vérifiée

d(z,m)2 ≤ 1/2
(
d(z, x)2 + d(z, y)2

)
− 1/4 d(x, y)2

x y

z

m

On appellera espaces de Hadamard , les espaces CAT(0) complets.

Exemples 1.2. Les premiers exemples d’espace CAT(0) sont fournis par les variétés
riemanniennes simplement connexes à courbure sectionnelle négative. C’est un corollaire
du théorème de Cartan-Hadamard (voir le chapitre II.4 de [BH99]). Les arbres sont des
espaces CAT(0) et d’autres complexes à simplexes euclidiens sont des espaces CAT(0)
comme les immeubles euclidiens ou les complexes cubiques CAT(0).

La notion d’espace CAT(0) est un cas particulier d’une notion plus générale qui est
celle d’espace CAT(κ) pour κ ∈ R. Cette notion se comprend intuitivement comme si-
gnifiant de courbure inférieure à κ. Le nom a été donné par M. Gromov en l’honneur de

1



2 I. ESPACES DE HADAMARD

E. Cartan, A. D. Alexandrov et V. A. Topogonov. La définition ne se fait plus à l’aide
d’une inégalité mais à l’aide de triangles de comparaison.

Fixons κ ∈ R. On note Sκ la surface riemannienne complète de courbure sectionnelle
constante égale à κ. Dans le cas où κ = 0, il s’agit du plan euclidien ; si κ > 0, c’est la
sphère de rayon 1/

√
κ dans l’espace euclidien et dans le cas où κ < 0, c’est le plan hyper-

bolique muni de la distance usuelle que l’on divise par
√−κ. On note aussi Dκ = π/

√
κ

si κ > 0 et Dκ = +∞ sinon.

Si on considère trois points x, y, z d’un espace métrique (X, d) tels que d(x, y) +
d(y, z) + d(z, x) ≤ 2Dκ alors il existe un triangle géodésique dans Sκ, de sommets x, y, z
tel que

d(x, y) = dSκ(x, y)

d(y, z) = dSκ(y, z)

d(z, x) = dSκ(z, x).

Un tel triangle est unique à isométries près et est appelé triangle de comparaison (voir
le lemme I.2.14 de [BH99]).

Définition 1.3. Soit (X, d) un espace métrique et κ ∈ R. L’espace (X, d) est CAT(κ) si

(i) toute paire de points à distance inférieure à Dκ est reliée par au moins une géodé-
sique et

(ii) pour tout triangle géodésique ∆(x, y, z) tel que d(x, y) + d(y, z) + d(z, x) ≤ 2Dκ et
pour toute paire (u, v) ∈ ∆(x, y, z) les points correspondants (u, v) dans le triangle
de comparaison vérifie l’inégalité

d(u, v) ≤ dSκ(u, v)

Définition 1.4. Soit (X, d) un espace CAT(0) et E une partie convexe de X. On dit
que E est un sous-espace euclidien ou un plat de X si (E, d|E2) est isométrique à un
espace euclidien.

Si Y est une partie bornée (i.e. incluse dans une certaine boule) d’un espace CAT(κ),
son diamètre est la quantité sup{d(x, y)| x, y ∈ Y } et son rayon circonscrit (ou simple-
ment rayon) est l’infimum des rayons de boules fermées contenant Y .

Proposition 1.5 (proposition II.2.7 de [BH99]). Soit (X, d) un espace CAT(κ) et Y ⊂
X une partie bornée de rayon r ≤ Dκ/2 alors il existe un unique point c appelé centre
circonscrit tel que Y ⊂ B(c, r).

Définition 1.6. Le rang d’un espace CAT(0) est la plus grande dimension d’un plat de
cet espace.

Dans le chapitre 6 de [Gro93], M. Gromov définit d’autres notions de rang.

Un espace métrique est propre si toutes les boules fermées sont des parties compactes.
Cette définition, bien sûr, implique que dans ce cas, l’espace est localement compact et
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complet. Dans le cas des espaces de Hadamard cette condition est équivalente à la com-
pacité locale.

Parmi les constructions que l’on peut faire à partir d’espaces CAT(0), la plus simple
est celle de produit euclidien. Soit (X, dX) et (Y, dY ) deux espaces métriques, le produit
euclidien entreX et Y est l’espaceX×Y muni de la distance donnée par d((x, y), (x′, y′))2 =
dX(x, x′)2 + dY (y, y′)2. Cette construction se comporte bien vis à vis du rang puisque
le rang du produit est égal à la somme des rangs. D’une manière générale, on cherche
à décomposer un espace CAT(0) en produit de pièces irréductibles (c’est à dire qui ne
s’écrivent pas comme produit non-trivial). Cependant, ce n’est pas possible en général
(voir [FL08]), il n’existe pas toujours de décomposition analogue à celle de de Rham pour
les variétés riemanniennes complètes et simplement connexes. On a cependant l’existence
du facteur euclidien de de Rham.

Théorème 1.7 (Facteur euclidien de de Rham). Soit X un espace de Hadarmard. Il
existe une décomposition en produit euclidien

X ' H×X ′

tel que H est un espace de Hilbert et X ′ un espace de Hadamard sans facteur euclidien.
De plus, s’il existe une autre telle décomposition X ' H1 × X ′1 alors H et H1 sont
isométriques ainsi que X ′ et X ′1.
Le facteur H est appelé facteur euclidien de de Rham de X.

Le facteur euclidien de de Rham se comprend à l’aide d’isométries particulières de X.
Soit γ ∈ Isom(X) une isométrie de X espace CAT(0). L’isométrie γ est une translation
de Clifford s’il existe c > 0 telle que pour tout x ∈ X, d(γx, x) = c.

Proposition 1.8 (Théorème 6.15 de [BH99]). Soit γ une translation de Clifford d’un
espace CAT(0), X. Alors, X se décompose en un produit X ' R×Y et γ(t, y) = (t+c, y)
pour c > 0.

Ainsi, le facteur euclidien de la décomposition 1.7 s’identifie avec l’ensemble des
translations de Clifford.

1.2. Angles, directions. Soit X un espace CAT(0) et x, y, z trois points (y 6= x et
z 6= x) de X, on appelle angle de comparaison entre y et z, basé en x, l’angle euclidien
en x du triangle de comparaison ∆(x, y, z) associé au triangle ∆(x, y, z). On le notera
∠x(y, z).

Soit c, c′ des paramétrisations géodésiques des segments [x, y] et [x, z] telles que
c(0) = c′(0) = x. Quand t, t′ → 0, l’angle ∠x(c(t), c′(t′)) décrôıt, on appelle alors angle
d’Alexandrov la limite limt,t′→0∠x(c(t), c′(t′)) que l’on note ∠x(y, z). Comme cette limite
ne dépend pas réellement de y et z mais plutôt des germes géodésiques associés à c et
c′, on notera aussi ∠x(c, c′).

On définit alors l’espace des directions Σx en un point x ∈ X, comme le quotient de
l’ensemble des géodésiques issues de x par la relation c ∼ c′ ⇔ ∠x(c, c′) = 0. L’angle ∠x
définit alors une distance sur Σx. Si X est un espace topologique, une fonction f : X → R
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est semi-continue supérieurement si pour toute suite (xn) convergeant vers un certain
x ∈ X on a f(x) ≥ lim sup f(xn).

Proposition 1.9 (Proposition II.3.3 de [BH99]). Soit X un espace CAT(0). La fonc-
tion (p, x, y) 7→ ∠p(x, y) est semi-continue supérieurement et à p ∈ X fixé, la fonction
(x, y) 7→ ∠p(x, y) est continue.

Définition 1.10. Soit (X1, d1) et (X2, d2) deux espaces métriques. Le joint sphérique,
X1 ∗X2, de X1 et X2 est l’espace quotient de X1 ×X2 × [0, π/2] par la relation d’équi-
valence (x1, x2, θ) ∼ (x′1, x

′
2, θ
′) si

– θ = θ′ = 0 et x1 = x′1
– ou θ = θ′ = π/2 et x2 = x′2
– ou θ = θ′ ∈ (0, π/2) et x1 = x′1 et x2 = x′2.

On définit alors une distance sur Y = X1 ∗X2 où y = (x1, x2, θ) et y′ = (x′1, x
′
2, θ
′)

par la formule

cos(d(y, y′)) = cos(θ) cos(θ′) cos(d1(x1, x
′
1)) + sin(θ) sin(θ′) cos(d2(x2, x

′
2)).

Définition 1.11. Soit (X, d) un espace métrique, le cône euclidien au dessus de X est
l’espace quotient de X × [0,∞) par la relation d’équivalence (x, t) ∼ (x′, t′) si t = t′ = 0
ou si x = x′ et t = t′. On définit alors une distance d0 sur C0X par

d0

(
(x, t), (x′, t′)

)2
= t2 + t′

2 − 2tt′ cos
(
min{π, d(x, x′)}

)
.

Si X est un espace CAT(0), on définit alors le cône tangent en x, Tx = C0Σx. L’in-
tuition derrière cette définition provient de la géométrie riemannienne. Le cône tangent
fournit un analogue à l’espace tangent en un point de la variété.

On pourra se reporter à la section I.5 de [BH99] pour plus de détails. L’idée derrière
les constructions d’espaces des directions et de cône euclidien est la suivante. Si X est la
sphère euclidienne Sn−1 alors C0X est l’espace euclidien En. Réciproquement, si X est
l’espace euclidien En alors pour tout x ∈ X, l’espace des directions Σx est isométrique à
la sphère Sn−1 et le cône tangent Tx est alors isométrique à En.

Le joint sphérique est la construction qui donne un équivalent pour les espaces
CAT(1) (comme le bord à l’infini ou l’espace des directions d’un espace CAT(0)) d’une dé-
composition en produit euclidien (voir la proposition 3.14 et [BH99, corollaire II.9.11]).
D’une manière générale, si X et Y sont deux espaces métriques alors C0(X ∗ Y ) est
isométrique à C0(X) × C0(Y ) [BH99, proposition I.5.15]. Ainsi on voit, par exemple,
que Sn ∗ Sm ' Sn+m+1.

Théorème 1.12 (Théorème II.3.19 de [BH99]). Soit X un espace CAT(0). Pour tout
x ∈ X, le complété de l’espace des directions en x, Σx est un espace CAT(1) et le
complété du cône tangent en x, T x, est un espace de Hadamard.

1.3. Parties convexes. Soit X un espace CAT(0), si Y ⊂ X, on dit que Y est
convexe si pour toute paire de points x, y ∈ Y , le segment [x, y] est inclus dans Y . Pour
Y ⊂ X on appelle enveloppe convexe de Y la plus petite partie (pour l’inclusion) convexe
contenant Y , de même l’enveloppe convexe fermée de Y est la plus petite partie convexe
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et fermée contenant Y .

Pour un espace X, CAT(1), une partie Y sera convexe si pour toute paire de points
x, y ∈ Y telle que d(x, y) < π, le segment géodésique entre x et y est contenu dans Y .

Proposition 1.13 (Proposition II.2.4 de [BH99]). Soit (X, d) un espace CAT(0) et C
une partie convexe complète pour la distance induite. Alors,

(i) pour tout x ∈ X, il existe une unique point πC(x) ∈ C tel que d(x, πC(x)) =
d(x,C) ;

(ii) si x′ appartient au segment géodésique [x, πC(x)] alors πC(x′) = πC(x) ;

(iii) pour x /∈ C et y ∈ C, si y 6= πC(x) alors ∠πC(x)(x, y) ≥ π/2 ;

(iv) l’application x 7→ πC(x) est une rétraction de X sur C, 1-Lipschitz.

De plus, pour tout r ≥ 0, Le r-voisinage de C, {x ∈ X| ∃c ∈ C, d(x, c) ≤ r}, est aussi
une partie convexe.

Lemme 1.14 (Lemme 11 de [Mon06] ou le lemme 3.1 de [Buy98]). Soit X un espace
CAT(0), C ⊂ C ′ ⊂ X deux sous-ensembles convexes fermés bornés non-vides, c, c′ leurs
centres circonscrits et ρ, ρ′ leurs rayons circonscrits.
Alors d(c, c′) ≤

√
2(ρ′2 − ρ2).

Proposition 1.15 (Théorème 14 de [Mon06]). Soit X un espace de Hadamard, x un
point de X et (Cn)n∈N une suite décroissante de convexes fermés telle que (d(x,Cn))n∈N
soit bornée alors ∩n∈NCn est non vide.

Lemme 1.16. Soit (X, d) un espace métrique, Y,Z deux parties fermées de X et (xn)n∈N
une suite dense de X. Alors Y ⊆ Z si et seulement si pour tout n ∈ N, d(xn, Y ) ≥
d(xn, Z).

Démonstration. Si Y ⊆ Z alors pour tout x ∈ X, d(x, Y ) ≥ d(x, Z). Réciproque-
ment, si Y * Z, il existe y ∈ Y \ Z. Posons ε = d(y, Y ). Par densité, il existe n tel que
d(y, xn) < ε/2 et alors d(xn, Y ) < ε/2 et d(xn, Z) > ε/2. �

Lemme 1.17. Soit X un espace CAT(0), (Xn) une suite décroissante de parties convexes
fermées et Y = ∩n Xn. Si Y 6= ∅ alors pour tout x ∈ X, πXn(x) −→ πY (x).

Démonstration. Soit x ∈ X. Posons xn = πXn(x). La suite (d(x, xn))n est crois-
sante bornée et possède donc une limite l ≤ d(x, Y ). Si l < d(x, Y ) alors pour ε =
(d(x, Y )− l)/2 l’intersection de Xn avec la boule fermée de rayon l+ ε est non-vide pour
tout n et donc par la proposition 1.15, on aurait Y ∩B(x, l+ ε) 6= ∅, ce qui est absurde
donc l = d(x, Y ). Soit y le projeté de x sur Y et αn l’angle de comparaison ∠πXn (x)(x, y),

qui est supérieur à π/2 par la proposition 1.13. On a alors

d(x, y)2 = d(x, xn)2 + d(xn, y)2 − 2 cos(αn)d(x, xn)d(xn, y) ≥ 0.

Et donc

d(xn, y)2 ≤ d(x, y)2 − d(x, xn)2 −→ 0.

�
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Souvent on cherche à décomposer un espace CAT(0) en un produit dans le but
de simplifier l’étude. Les résultats suivants donnent des outils pour détecter de telles
décompositions.

Lemme 1.18 (Lemme du Sandwich, exercice II.2.12.(2) de loc. cit.). Soit X un espace
CAT(0). Soit C1, C2 deux parties convexes et complètes de X. On note dCi la fonction
distance à Ci. Si les restrictions de dC1 et dC2 à respectivement C2 et C1 sont constantes
égales à un certain d alors C1 et C2 sont isométriques et l’enveloppe convexe de C1 ∪C2

est isométrique à C1 × [0, d].

Théorème 1.19 (Théorème II.2.14 de [BH99]). Soit X un espace CAT(0) et c : R→ X
une géodésique.

(i) L’ensemble, Xc, de toutes les droites géodésiques parallèles à c est une partie
convexe de X.

(ii) Soit πc la restriction à Xc de la projection sur l’image de c. Posons X0
c = π−1

c (c(0)).
Alors X0

c est une partie convexe et Xc se décompose canoniquement en X0
c × R.

Une isométrie γ d’un espace CAT(0), X, est semi-simple si il existe x ∈ X tel
que d(γx, x) = infy∈X d(γy, y). Pour plus de précisions sur les isométries, on pourra
se référer à l’appendice B. Soit G y X une action par isométries de G sur un espace
CAT(0). Un sous-ensemble Y ⊂ X est G-invariant si pour tout g ∈ G, gY = Y . Une
partie convexe fermée G-invariante est minimale si elle est minimale dans l’ensemble
ordonné par l’inclusion des parties convexes fermées G-invariantes non vides. Si G est
un groupe topologique, une action Gy X est continue si l’application G×X → X est
continue. Comme l’action se fait par isométries, l’action est continue si et seulement si
pour tout x ∈ X, l’application orbitale g 7→ gx est continue.

Théorème 1.20 (Flat torus theorem, Théorème II.7.1 de loc. cit.). Soit A un groupe
abélien libre de rang n agissant proprement par isométries semi-simples sur un espace
CAT(0) X. Alors, il existe un sous-espace euclidien E de X tel que E est A-invariant,
de dimension n et l’action Ay E se fait par translations.

Proposition 1.21 (Remarque 39 de [Mon06]). Soit G un groupe topologique agissant
continûment par isométries sur un espace de Hadamard X. La réunion Y de toutes les
parties convexes fermées de X, G-invariantes et minimales se décompose en un produit
Y ' Z×Z ′. L’action de G sur Z ′ est triviale et toute partie convexe fermée G-invariante
minimale est isométrique à Z.

1.4. Bord à l’infini. Si X est un espace CAT(0), on va attacher à X un espace,
appelé bord à l’infini de X et noté ∂X, tel que X = X ∪∂X réalise une compactification
géométrique naturelle de X dans le cas où se dernier est propre.

Deux rayons géodésiques ρ, ρ′ sont équivalents si supt,t′>0 d(ρ(t), ρ′(t′)) < +∞. Le
bord à l’infini est alors l’ensemble quotient de l’ensemble de tous les rayons géodésiques
par la relation d’équivalence que l’on vient de définir. Les points de ∂X seront typi-
quement notés ξ ou η. Si on fixe un point x ∈ X avec X espace de Hadamard alors
l’ensemble ∂X s’identifie avec l’ensemble des rayons géodésiques issus de ce point, c’est
à dire les rayons ρ tels que ρ(0) = x (voir la proposition II.8.2 de [BH99]).
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On peut naturellement mettre une topologie sur X = X ∪ ∂X en fixant un point
x ∈ X et en considérant le système inverse des boules fermées centrées en x. La projec-
tion de la boule B(x, r) sur la boule B(x, r′) est bien sûr la projection métrique de la
proposition 1.13. Cette projection s’étend à ∂X en définissant le projeté de ξ ∈ ∂X sur
B(x, r) comme étant le point à distance r de x sur le rayon géodésique issu de x pointant
vers ξ (c’est à dire dans la classe ξ). Cette topologie sur ∂X ne dépend du choix de x et
cöıncide avec la topologie initiale (induite par la distance) sur X. On l’appelle topologie
conique ou topologie visuelle (voir la définition II.8.5 de loc. cit.).

Soit x un point d’un espace CAT(0), X, et ξ ∈ ∂X correspondant à un rayon géo-
désique ρ issu de x. On notera ρ(∞) = ξ. On définit la fonction de Busemann associée
à ξ et normalisée en x par la formule

βξ(y) = lim
t→∞

(d(y, ρ(t))− t).

L’existence de la limite est assurée par le lemme II.8.18 de loc. cit.. Si on veut accentuer
la dépendance en x, on notera βξ(y, x). La dépendance en x est souvent négligée grâce
la relation de cocycle

(1.1) ∀x, y, z ∈ X, βξ(x, z) = βξ(x, y) + βξ(y, z)

Ainsi pour x, y ∈ X, βξ(., x) et βξ(., y) ne diffèrent que d’une constante qui est βξ(y, x).
Il existe une définition générale pour un espace métrique, d’horofonction (voir II.8.12 de
loc. cit.). Il se trouve que dans le cas des espaces de Hadamard, l’ensemble des horofonc-
tions s’identifie avec l’ensemble des fonctions de Busemann. Ainsi, on utilisera, le terme
horofonction ou fonction de Busemann sans distinction. Une horosphère est une ligne
de niveau d’une fonction de Busemann et une horoboule est un ensemble de la forme
β−1
ξ ((−∞, c)) pour ξ ∈ X et c ∈ R.

Définition 1.22. Soit X un espace de Hadamard. Pour x ∈ X et ξ, η ∈ ∂X, on note
∠x(ξ, η) l’angle d’Alexandrov entre le rayon géodésique reliant x à ξ et le rayon géodé-
sique reliant x à η. On définit alors l’angle ∠(ξ, η) par la formule

∠(ξ, η) = sup
x∈X
∠x(ξ, η).

Cette formule définit une distance appelée distance angulaire sur ∂X. Cette distance
fait de ∂X un espace métrique complet et la topologie induite par cette distance est plus
fine que la topologie visuelle (voir la proposition II.9.6 de [BH99]).

Proposition 1.23 (Proposition II.9.3). Soit ∆ un triangle géodésique avec un sommet
à l’infini dans un espace CAT(0), X, de sommets ξ ∈ ∂X et x, y ∈ X. Alors

(i) ∠x(y, ξ) + ∠y(x, ξ) ≤ π.

(ii) ∠x(y, ξ) + ∠y(x, ξ) = π si et seulement si l’enveloppe convexe de ce triangle est
isométrique à une bande euclidienne.

Proposition 1.24 (Proposition II.9.8 de [BH99]). Soit X un espace de Hadamard avec
un point base x0. Soit ξ, η ∈ ∂X et c, c′ les rayons géodésiques tels que c(0) = c′(0) = x0,
c(∞) = ξ et c′(∞) = η. Alors

(i) ∠(ξ, η) = limt,t′→∞∠x0(c(t), c′(t′)) = sup{∠x0(c(t), c′(t′))|t, t′ > 0},
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(ii) La fonction t 7→ ∠c(t)(ξ, η) est croissante et

∠(ξ, η) = lim
t→∞
∠c(t)(ξ, η).

Proposition 1.25 (Corollaire II.9.9 de de [BH99]). Soit X un espace de Hadamard. Si
pour un point x ∈ X et deux points ξ, η ∈ ∂X, on a ∠x(ξ, η) = ∠(ξ, η) alors l’enveloppe
convexe des images des rayons géodésiques issus de x et pointant respectivement vers ξ
et η est isométrique à un secteur angulaire euclidien d’angle ∠x(ξ, η).

La formule angulaire asymptotique suivante provient de la section 2 de [CM09b].

Lemme 1.26 (Formule angulaire asymptotique). Soit X un espace CAT(0). Si ρ est le
rayon géodésique issu de x pointant vers ξ ∈ ∂X alors pour tout y 6= x, on a

lim
t→∞

cos(∠x(ρ(t), y)) = −βξ(y, x)

d(x, y)
.

Lemme 1.27 (lemme II.9.16 de [BH99]). Soit X un espace CAT(0) et x un point de
X. Soit (xn) et (yn) deux suites de X convergeant respectivement vers ξ et η dans ∂X.
Alors,

lim inf
n→∞

∠x(xn, yn) ≥ ∠(ξ, η).

Proposition 1.28 (Corollaire II.9.11 de [BH99]). Soit X1 et X2 deux espaces de Ha-
damard. Alors ∂(X1 × X2) muni de la distance angulaire ∠ est isométrique au joint
sphérique ∂X1 ∗ ∂X2 de (∂X1,∠) et (∂X2,∠).

Théorème 1.29 ( [BH99, Théorème II.9.13]). Si X est un espace de Hadamard alors
(∂X,∠) est un espace CAT(1) complet.

Si Z est un espace CAT(1) et Y ⊂ Z alors on dit que Y est convexe si pour x, y ∈ Y
tels que d(x, y) < π alors [x, y] ⊂ Y . Si X est un espace de Hadamard alors le bord ∂Y
d’une partie convexe Y ⊂ X est une partie convexe de ∂X (voir [BH99, II.9.14]).

Proposition 1.30 (Proposition II.9.22 de [BH99]). Soit X un espace de Hadamard et
(xn), (x′n) deux suites de X convergeant vers ξ et ξ′ dans ∂X. Supposons que chaque
segment [xn, x

′
n] rencontre un compact fixé K ⊂ X alors il existe une géodésique c : R→

X telle que c(−∞) = ξ, c(∞) = ξ′ et c rencontre K.

1.5. fonctions convexes.

Définition 1.31. Soit X un espace CAT(0) et f : X → R une fonction sur X. On dit que
f est convexe (respectivement affine) si sa composition f ◦ c avec toute paramétrisation
géodésique c : I → X est une application convexe (respectivement affine) de I dans R.

Soit X un espace CAT(0) et x0 un point de X. On note C0 l’espace vectoriel des
fonctions convexes f qui s’annulent en x0. Notons i : X → C0 l’application suivante

i(x) : y 7→ d(y, x)− d(x, x0).

Toutes ces applications sont convexes et 1-Lipschitz. Il y a une topologie naturelle sur
C0 qui est celle de la convergence ponctuelle. Si on note D = i(X) alors D est constitué
de fonctions convexes et 1-Lipschitz et contient en particulier les fonctions de Busemann
s’annulant en x0. La topologie de la convergence ponctuelle permet de voir D comme une
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partie fermée du produit
∏
x∈X [−d(x, x0), d(x, x0)] et donc compacte pour cette topolo-

gie. En particulier si X est propre, alors D\D ne contient que les fonctions de Busemann
et on retrouve la compactification visuelle.

Il existe une caractérisation agréable des fonctions de Busemann dans le cas des
espaces de Hadamard.

Proposition 1.32 (Proposition II.8.22 de [BH99]). Soit X un espace de Hadamard et
f : X → R une fonction. La fonction f est une fonction de Busemann si et seulement si

(i) f est convexe,

(ii) f est 1-Lipschitz et

(iii) pour tout x ∈ X et tout r > 0, il existe un unique y ∈ B(x, r) tel que f(y) = f(x)−r.
Lemme 1.33 (Lemme 4.10 de [CL10a]). Soit X un espace CAT(0). Si A est une partie
compacte de C0 ne contenant pas de fonctions affines alors l’enveloppe convexe fermée
Conv(A) n’en contient pas non plus.

Théorème 1.34 (Théorème principal de [AB98a]). Soit X un espace CAT(0) propre
et Γ un groupe moyennable agissant continûment par isométries sur X. Alors Γ laisse
globalement invariant un sous-espace euclidien (peut-être réduit à un point) ou Γ fixe un
point de ∂X.

On dit qu’un espace CAT(0) est géodésiquement complet si tout segment géodé-
sique non réduit à un point se prolonge en une géodésique bi-infinie (non nécessairement
unique). D’une manière générale, les fonctions de Busemann sont 1-Lipschitz et convexes.
Un point ξ au bord d’un espace CAT(0) est dit plat si la fonction de Busemann βξ est
affine.
Le théorème 1.34 passe par une analyse fine des points plats d’un espace CAT(0) (voir
le théorème 1.6 de loc. cit.). De celle-ci, nous ne retiendrons que le cas le plus simple.

Lemme 1.35. Soit X un espace CAT(0) géodésiquement complet. Si ξ ∈ ∂X est un
point plat alors

X ' R× Yξ.
De plus, la fonction de Busemann βξ est constante sur Yξ et paramètre affinement le
facteur R à vitesse 1.

Démonstration. C’est un cas particulier du lemme 1.1 de loc. cit.. �

Lemme 1.36. Soit X un espace de Hadamard. Si f une fonction affine 1-Lipschitz telle
que

(1.2) ∀ε > 0 ∀n ∈ N ∀x ∈ X ∃z ∈ X, d(x, z) ≥ n et f(z)− f(x) ≥ (1− ε)d(x, z)

alors il existe ξ ∈ ∂X tel que pour x, y ∈ X,

f(x)− f(y) = βξ(y, x) .

Démonstration. Fixons x ∈ X alors pour l > f(x), on pose Xl = {y ∈ X| f(y) ≥
l}. Pour tout l > f(x), Xl est une partie convexe fermée non vide et alors, on appelle xl
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le projeté de x sur Xl. Pour tout l > f(x), on a f(xl)− f(x) ≤ d(x, xl). Si f(x) < l′ < l
en appelant y l’unique point sur [x, xl] tel que f(y) = l′, on a

d(x, xl′) ≤ d(x, y) =
l′ − f(x)

l − f(x)
d(x, xl).

Ce qui montre que l 7→ l−f(x)
d(x,xl)

est décroissante mais l’hypothèse 1.2 montre que pour

n ∈ N et l = f(x)+n, d(x,xl)
l−f(x) ≥ 1−ε pour tout ε > 0. Ainsi liml→∞(l−f(x))/d(x, xl) = 1

et donc d(x, xl) = l − f(x) pour tout l > f(x). Ainsi pour f(x) < l′ < l, xl′ ∈ [x, xl].
Ce qui montre que ∪l>f(x)[x, xl] est un rayon géodésique. Appelons, ξ son extrémité à
l’infini. L’inégalité d(xl, πXl(y)) ≤ d(x, y) pour x, y ∈ X et l < min{f(x), f(y)} montre
que ξ est indépendant du choix de x. Maintenant, la proposition 1.32 montre que pour
tous x, y ∈ X, f(x)− f(y) = βξ(y, x). �

2. Espaces riemanniens symétriques

On introduit brièvement dans cette section les variétés riemanniennes en dimension
finie ou infinie. Pour une véritable introduction, on se référera aux livres [Kli95] et
[Lan99].

2.1. Variétés riemanniennes. Soit E et F deux espaces de Banach. On notera
sans distinction || || la norme sur E ou F et E1 sera la boule unité de E. On note
L(E,F ) l’espace vectoriel des applications linéaires bornées de E dans F . C’est un es-
pace de Banach pour la norme ||f || = supx∈E1

||f(x)||. De même on notera L(Ek, F )
l’espace de Banach des applications k-linéaires bornées de E vers F muni de la norme
||f || = supx1,...,xk∈E1

||f(x1, . . . , xk)||. Cet espace s’identifie naturellement avec l’espace
de Banach L(E,L(E, . . . L(E,F ))).

Soit f une application d’un ouvert U ⊂ E dans F . Soit x ∈ U , on dit que f est
différentiable en x s’il existe φ ∈ L(E,F ) tel que

||f(x+ h)− f(x)− φ(h)|| → 0

quand h→ 0. Une telle application φ est unique et est appelée différentielle de f en x.
On dit que f est différentiable si elle est différentiable en tout point de U . Dans ce cas,
on appelle différentielle l’application qui à x ∈ U associe la différentielle de f en x. On
notera cette application df . On dit que f est de classe C1 si f est différentiable et si df
est continue. Par récurrence, on dit que f est Ck pour k ≥ 2 si df est Ck−1. Finalement,
on dit que f est C∞ si f est Ck pour tout k ∈ N∗.

Soit U ⊂ E et V ⊂ F deux ouverts. Une application f : U → V est un difféomor-
phisme si f est une bijection C∞ dont l’inverse est aussi C∞.

Définition 2.1. Soit V un espace topologique métrisable et E un espace de Banach.
Un atlas est la donnée d’une famille (cα, Vα)α∈A telle que

(i) Vα est un ouvert de V ,

(ii) cα est un homéomorphisme, appelé carte entre Vα et un ouvert Uα de E,
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(iii) V = ∪α∈AVα et

(iv) si Vα∩Vβ 6= ∅, alors uβ ◦u−1
α est un difféomorphisme de uα(Vα∩Vβ) sur uβ(Vα∩Vβ).

Une variété banachique modelée sur E est la donnée de V et d’un atlas.

Dans le cas où E = Rn, on retrouve la notion de variété différentielle C∞ usuelle. On
définit alors de même les notions d’espaces tangents TV , de champ de vecteurs (C∞),
de crochet de Lie [X,Y ] entre des champs de vecteurs X et Y , de fibrés cotangents et de
fibrés tensoriels... En particulier, on notera S2V le fibré vectoriel des formes bilinéaires
bornées symétriques sur TV .

Définition 2.2. Une variété riemannienne est une variété banachique, V , modelé sur
un espace de Hilbert muni d’une section g de S2V telle que pour tout x ∈ V , gx est
définie positive et munit TxV d’une structure d’espace de Hilbert.

Définition 2.3. Un espace riemannien symétrique est une variété riemannienne connexe
V telle que pour tout x ∈ V , il existe une isométrie Sx de V telle que dxSx = − Id.

Définition 2.4. Un groupe de Lie-Hilbert est un groupe muni d’une structure de variété
riemannienne telle que la multiplication et le passage à l’inverse sont des applications
C∞.

On pourra se référer à [Eel66] pour un survol dans la théorie à un moment où celle-
ci était en plein développement. On trouve dans la thèse [Mca65] de J.H. McAlpin le
principe suivant sur les variétés riemanniennes.

« Any property of finite dimensional manifolds which is independent
of dimension and local compactness, is also a property of Hilbert ma-
nifolds. »

Un des théorèmes qui utilise de manière fondamentale la compacité locale est le théo-
rème de Hopf-Rinow qui affirme que la complétude métrique et la complétude géodésique
sont équivalentes pour les variétés riemanniennes de dimension finie. Une seule implica-
tion reste vraie dans la généralité des variétés riemanniennes (la complétude métrique
implique toujours la complétude géodésique, voir la proposition VIII.6.5 de[Lan99]).

Comme en dimension finie, un certain nombre d’objets de la géométrie riemannienne
existent en dimension infinie. On ne fait que rappeler la définition de ces objets et on
se référera à la littérature pour une preuve de l’existence si besoin. Une isométrie entre
deux variétés riemanniennes est un difféomorphisme tel que la différentielle en chaque
point est une isométrie linéaire entre les espaces tangents.

Soit (V, g) une variété riemannienne. On définit la connection de Levi-Cività comme
l’unique connection affine, ∇, sur le fibré tangent qui vérifie la relation

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z)+Y g(Z,X)−Zg(X,Y )+g(Z, [X,Y ])+g(Y, [Z,X])−g(X, [Y,Z])

pour tous champs de vecteurs X,Y, Z. A partir de cette connection, on peut définir le
tenseur de courbure R par la relation

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.
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À partir du tenseur de courbure, on définit le tenseur de Riemann par R(X,Y, Z, V ) =
g(R(X,Y )Z, V ). Ce tenseur possède les symétries suivantes

R(X,Y, Z, V ) = −R(Y,X,Z, V )

R(X,Y, Z, V ) = −R(X,Y, V, Z)

R(X,Y, Z, V ) +R(Y,Z,X, V ) +R(Z,X, Y, V ) = 0

R(X,Y, Z, V ) = R(Z, V,X, Y )

Dans le cas, d’un espace riemannien symétrique, le tenseur de courbure s’exprime
simplement à l’aide du crochet de Lie.

Théorème 2.5 (Théorème XIII.4.6 de[Lan99]). Soit (V, g) un espace riemannien sy-
métrique et x un point de X. Alors pour X,Y, Z ∈ TxX,

R(X,Y )Z(x) = [Z, [X,Y ]](x).

Pour savoir si une variété riemannienne est (localement) CAT(0), c’est la condition
de courbure sectionnelle négative qui est importante. Si X,Y sont deux vecteurs tangents
en un point x d’une variété riemannienne alors la courbure sectionnelle en x dans le plan
tangent engendré par X et Y est

sec(X,Y ) =
−R(X,Y,X, Y )

||X||2||Y ||2− < X,Y >2
.

Les symétries du tenseur de Riemann montrent que la courbure sectionnelle ne dépend
que du plan engendré par X et Y dans l’espace tangent TxV . Le fait que R soit un
tenseur et donc une forme quadrilinéaire continue en tout x ∈ V donne l’existence d’une
constante κx telle que pour tous vecteurs tangents X,Y à V en x, |sec(X,Y )| ≤ κx. Il
suffit pour cela de prendre κx comme étant le suprémum de |R(X,Y,X, Y )| sur toutes
les paires X,Y de vecteurs unitaires orthogonaux tangents à V en x.

2.2. Espaces symétriques de type non-compact. Suivant la terminologie cou-
rante, on appelle espace symétrique de type non-compact un espace riemannien symé-
trique de dimension finie à courbure sectionnelle négative et sans facteur euclidien. Des
ouvrages de référence concernant ces espaces sont [Hel01] et [Ebe96].

Il existe un remarquable dictionnaire géométrico-algébrique entre un espace symé-
trique de type non-compact et son groupe d’isométries. Si X est un espace symétrique
de type non-compact alors

– La composante connexe G = Isom◦(X) du groupe d’isométries de X est un groupe
de Lie semi-simple, sans facteur compact et à centre trivial.

– Le stabilisateur K = StabG(x), d’un point x ∈ X est un sous-groupe compact
maximal. Deux tels groupes sont conjugués dans G.

– L’action de G sur X est transitive et donc X ' G/K.

Réciproquement, si G est un groupe de Lie semi-simple sans facteur compact, à centre
trivial et si K est un sous-groupe compact maximal alors il existe sur X une structure
d’espace symétrique de type non-compact. Deux telles structures sur X = G/K peuvent
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être rendues isométriques après homothéties sur les facteurs de de Rham.

Cette structure se lit aussi sur l’algèbre de Lie g de G. Soit B la forme de Killing de
g. Il existe une décomposition orthogonale pour B,

g = t⊕ p

où t est l’algèbre de Lie de K et p s’identifie avec l’espace tangent à X en x. De plus,
on a les relations [t, p] ⊆ p et [p, p] ⊆ t. La forme de Killing est définie positive sur p et
définie négative sur t. Une telle décomposition s’appelle une décomposition de Cartan.

L’exemple générique est celui de l’espace symétrique associé au groupe SLn(R) et au
sous-groupe compact maximal SOn(R). Cet espace symétrique peut s’interpréter géo-
métriquement comme l’ensemble E1 des ellipsöıdes de volume unité dans l’espace Rn.
L’action de SLn(R) sur E1 provenant de celle de SLn(R) sur Rn. Le point fixe de SOn(R)
étant alors la sphère unité. On peut interpréter géométriquement la distance (ou plutôt
un choix naturel parmi la demi-droite réelle de distances possibles). Pour cela, il suffit,
par homogénéité, d’expliciter la distance à la sphère unité S1. Si E est un ellipsöıde de
volume 1 dont les longueurs des axes principaux sont α1, . . . , αn alors

d(E,S1) =

√√√√ n∑
i=1

log(αi)2.

Cet exemple est générique car il se trouve que tout espace symétrique de type non-
compact est un sous-espace totalement géodésique de E1. Un sous-espace totalement
géodésique, Y , d’une variété riemannienne X est une sous-variété telle qu’en tout point
y ∈ Y et pour tout vecteur v ∈ TyY , la géodésique de X issue de y et dirigée par v est
incluse dans Y . On pourra se référer aux pages 134-136 de [Ebe85] pour une preuve.

2.3. Exemples d’espaces riemanniens symétriques. On traite ici un exemple
d’espace riemannien symétrique de dimension infinie. Celui-ci est un équivalent de l’es-
pace symétrique de type non-compact SLn(R)/SOn(R). Il apparâıt dans le chapitre III.2
de [dlH72] et plus récemment on trouve un certain nombre de calculs et de propriétés
de cet espace dans [Tum], [Lar07] et [CL10b].

Soit H un espace de Hilbert réel séparable de dimension infinie et notons L2(H) les
opérateurs de Hilbert-Schmidt de H, c’est à dire les opérateurs M tels que si (ei) est une
base Hilbertienne alors

∑
i ||Mei||2 est finie. C’est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire < M,N >= Tr(tMN) =
∑

i < Mei, Nei >. Il s’agit d’un idéal dans l’algèbre
des opérateurs bornés L(H).

On note alors GL2(H) l’ensemble des opérateurs inversibles bornés qui s’écrivent
Id +H avec H ∈ L2(H). C’est un groupe de Lie-Hilbert dont l’espace tangent en Id
s’identifie avec L2(H). Le sous-groupe O2(H) ≤ GL2(H) qui préserve le produit scalaire
de H est un sous-groupe de Lie-Hilbert car g 7→t gg-Id de GL2(H) dans les opérateurs de
Hilbert-schmidt symétriques définis positifs est une submersion sur l’image réciproque
de 0. En effet, la différentielle en g est l’application h 7→t gh +thg de L2(H) dans les
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opérateurs symétriques est surjective. Un antécédant de f étant 1/2gf . L’espace quo-
tient GL2(H)/O2(H) possède alors une structure d’espace riemannien symétrique dont
la symétrie géodésique en l’image de Id provient de g 7→t g−1.

En effet si S2(H) désigne les opérateurs de Hilbert-Schmidt auto-adjoint de H et
P2(H) les opérateurs définis positifs de GL2(H) alors l’exponentielle réalise un difféo-
morphisme de S2(H) sur P2(H) et GL2(H) agit par (g, p) 7→t gpg. Cette action est
lisse, transitive et le stabilisateur de Id est O2(H). Ainsi, il y a un difféomorphisme
entre GL2(H)/O2(H) et P2(H). L’espace tangent en Id s’identifie avec S2(H). On ob-
tient une structure riemannienne sur laquelle GL2(H) agit par isométries en posant
< M,N >p=Tr(p−1Mp−1N) pour M,N vecteurs de l’espace tangent à P2(H) en p que
l’on identifie avec S2(H) par la translation de vecteur p.

De plus, la courbure sectionnelle est partout négative. Un raisonnement analogue à
celui fait en dimension finie (voir le paragraphe XI§3 de[Lan99]) montre que P2(H) est
un espace CAT(0) symétrique au sens de la section 3.

Soit g une algèbre de Lie. Un système de Lie triple l est un sous-espace vectoriel de
g tel que [l, [l, l]] ⊆ g. C’est un résultat classique (voir le théorème 7.2 de [Hel01]) que
si X est un espace symétrique de type non-compact pour lequel g = t ⊕ p est l’algèbre
de Lie de Isom◦(X) alors les systèmes de Lie triple du sous-espace p sont en bijection,
via l’exponentielle, avec les sous-espaces totalement géodésiques de X contenant le point
base naturel de X = G/K. C’est aussi vrai pour l’espace P2(H).

Proposition 2.6 (Proposition III.1.4 de [dlH72]). Soit l un sous-espace vectoriel fermé
de S2(H). Si l est un système de Lie triple alors exp(l) est un sous-espace totalement
géodésique de P2(H).

Remarque 2.7. La liste (voir [dlH71]) des L∗-séparables simples (ce qui généralise
la notion d’algèbre de Lie symétrique orthogonale [Hel01, V.1] en dimension infinie)
suggère que les seuls espace symétriques riemanniens irréductibles de dimension infinie
et de rang fini sont

Xp(R) = O(p,∞)/ (O(p)×O(∞))

Xp(C) = U(p,∞)/ (U(p)×U(∞))

Xp(Q) = Sp(p,∞)/ (Sp(p)× Sp(∞))

Ici Q désigne le corps des quaternions. L’espace Xp(R) est l’objet du chapitre III.

3. Espaces CAT(0) symétriques

Soit (X, d) un espace métrique géodésique, on dit que X est sans branchement géo-
désique si pour toute paire de segments géodésiques c1 : [0, t1] → X et c2 : [0, t2] → X
telle qu’il existe t > 0 avec t < t1, t2 et c1|[0,t] = c2|[0,t] alors c1 et c2 cöıncident sur
[0,min(t1, t2)]. Avec cette définition, on exclut les cas qui se présentent dans les arbres,
les immeubles et les complexes cubiques CAT(0) où un segment géodésique peut se pro-
longer de différentes manières. Une large famille d’exemples est donnée par les variétés
riemanniennes.
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Définition 3.1. Un espace CAT(0), X, est symétrique s’il est sans branchement
géodésique et si en tout point x ∈ X, il existe une isométrie involutive Sx possédant un
unique point fixe qui est x.

Un espace géodésique possède la propriété d’extension unique des géodésiques si tout
segment géodésique non réduit à un point se prolonge de manière unique en une géo-
désique bi-infinie. Les espaces géodésiques qui possèdent cette propriété sont donc ceux
qui sont sans branchement géodésique et tels que tout segment géodésique se prolonge
en une géodésique bi-infinie. Pour les variétés riemanniennes de dimension finie, cette
propriété est donc équivalente à la complétude géodésique qui elle-même est équivalente
à la complétude métrique par le théorème de Hopf-Rinow (voir par exemple la proposi-
tion VIII.6.5 et le théorème VIII.6.6 de [Lan99])

Si X est un espace métrique uniquement géodésique (entre deux points, il existe un
unique segment géodésique) qui possède la propriété d’extension unique des géodésiques
alors on peut définir la symétrie géodésique au point x ∈ X. Si c est une géodésique telle
que c(0) = x alors pour t ∈ R, l’image de c(t) sera c(−t).
Lemme 3.2. Soit X un espace CAT(0) symétrique. Alors X possède la propriété d’ex-
tension unique des géodésiques et pour tout x ∈ X, Sx est la symétrie géodésique en x.
De plus, Isom(X) agit transitivement sur X.

Démonstration. Soit x ∈ X. Pour y ∈ X, appelons m le milieu de [y, Sx(y)],
comme Sx est une isométrie, Sx(m) est le milieu de [Sx(y), y] et donc Sx(m) = m et
donc m = x.
Soit c : [0, T [→ X une géodésique et posons x = c(3/4T ). Comme [c(0), Sx(c(0))] a pour
milieu x, [c(0), x]∪ [x, Sx(c(0))] est un segment géodésique. Ce dernier segment prolonge
c. Ainsi, X a la propriété d’extension unique des géodésiques. La transitivité est obtenue
en observant que si x, y ∈ X et m est le milieu de [x, y] alors Sm(x) = y. �

On appelle transvection la composée de deux symétries géodésiques en des points
distincts. On appelle transvection de x vers y la composée Sm ◦Sx où m est le milieu de
[x, y].

Lemme 3.3. Soit X un espace CAT(0) possédant la propriété d’unique extension des
géodésiques. Alors en tout point de X, l’espace des directions s’identifie avec l’ensemble
des rayons géodésiques issus de ce point.

Démonstration. Il suffit de voir que deux rayons géodésiques c, c′ issus d’un même
point x ∈ X tels que ∠(c, c′) = 0 sont égaux. Par propriété d’extension unique des
géodésiques, on peut supposer que c et c′ sont définies sur R avec c(0) = c′(0) = x. Soit
t > 0, on a ∠x(c′(t), c(−t))+∠x(c(t), c′(t)) ≥ ∠x(c(t), c(−t)) = π donc ∠x(c′(t), c(−t)) =
π et donc ∠x(c′(t), c(−t)) = π ce qui est équivalent à dire que x ∈ [c′(t), c(−t)]. Par
unicité du prolongement géodésique, on a donc c′(t) = c(t) pour tout t > 0. �

Sous les hypothèses du lemme précédent, on peut alors définir, en tout point x ∈ X,
une application exponentielle expx : Tx → X qui à un point (r, d) ∈ Tx associe le point à
distance r de x sur le rayon géodésique issu de x de direction d. Remarquons qu’il s’agit
de l’exponentielle usuelle dans le cas des variétés riemanniennes complètes.
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Lemme 3.4. Soit X un espace CAT(0) possédant la propriété d’unique extension des
géodésiques. Pour tout x ∈ X, l’application expx réalise une bijection entre Tx et X.
Son inverse noté logx est une application 1-Lipschitz.

Démonstration. Comme X est uniquement géodésique, le lemme 3.3 montre que
expx est bijective. Par définition de expx, pour v = (r, c), v′ = (r′, c′) ∈ Tx, on a
d(expx(v), x) = r, d(expx(v′), x) = r′ et ∠x(expx(v), expx(v′)) ≥ ∠(c, c′) donc
d(expx(v), expx(v′)) ≥ d(v, v′). L’application réciproque est donc 1-Lipschitz. �

Pour x, y, z dans un espace géodésique, on note Sx,y,z l’aire du triangle euclidien de
comparaison. On modifie légèrement la définition de courbure bornée donnée par B.U.
Shergoziev dans [She95].

Définition 3.5. Un espace géodésique X est à courbure bornée si pour tout point
p ∈ X, il existe des réels ρp, µp > 0 tels que pour tous x, y, z ∈ B(p, ρp) et tous y′ ∈]x, y]
et z′ ∈]x, z] on a l’inégalité

|∠x(y, z)− ∠x(y′, z′)| ≤ µpSx,y,z.
Dans le cas où d(x, y) = d(x, z) = r alors Sx,y,z = ∠x(y, z)r2/2 et la condition de

courbure bornée donne (pour ∠x(y, z) > 0)∣∣∣∣1− ∠x(y′, z′)

∠x(y, z)

∣∣∣∣ ≤ µxr
2

2
.

Ce qui implique ∣∣∣∣1− ∠x(y, z)

∠x(y, z)

∣∣∣∣ ≤ µxr
2

2
.

La condition est contraignante pour les petits triangles, c’est une condition locale.
Pour les variétés riemanniennes de dimension finie, la courbure sectionnelle en chaque
point est bornée et les boules fermées sont compactes, ce qui implique qu’elles sont à
courbure bornée dans le sens ci-dessus. Pour les variétés riemanniennes de dimension in-
finie homogènes (en particulier les espaces symétriques), c’est aussi le cas car la courbure
sectionnelle est alors uniformément bornée. Un arbre n’est pas à courbure bornée dès
lors qu’il possède un sommet de valence supérieure à 3. En effet, l’existence de tripodes
dans toutes boules autour de ce point empêche d’être à courbure bornée.

Lemme 3.6. Soit X un espace de Hadamard symétrique à courbure bornée. Pour tout
x ∈ X, l’espace des directions en x est complet.

Démonstration. Fixons x ∈ X et r > 0 tel que µxr2

2 ≤ 1/2. Alors pour tout x, z ∈
B(x, r), ∠x(y, z) ≥ 1/2∠x(y, z). Par le lemme 3.3, les éléments de Σx s’identifient avec les
rayons géodésiques issus de ce point et donc aussi les éléments à distance exactement r de
x. Ainsi, Σx est homéomorphe à la sphère centrée en x et de rayon r munie de la distance
donnée par l’angle d’Alexandrov. Soit (xn) une suite de Cauchy dans Σx, on a donc
∠x(xn, xm) → 0 quand n,m → ∞ et comme d(xn, xm)2 = 2r2 − 2r2 cos(∠x(xn, xm)),
(xn) est une suite de Cauchy dans X. Il existe donc y ∈ X tel que d(y, x) = r et xn → y.
Finalement, comme ∠x(y, xn) ≤ ∠x(y, xn), on a bien que xn converge vers y dans Σx. �
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y z

y′

z′
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Le théorème suivant donnera une caractérisation des sphères hilbertiennes qui nous
sera utile pour la suite.

Théorème 3.7 (Théorème 2.1 de [Ber01]). Un espace métrique (W,d) est isométrique
à la sphère unité d’un espace de Hilbert H si et seulement s’il possède les propriétés
suivantes :

(i) W est un espace CAT(1) ;

(ii) W est complet ;

(iii) pour tout x, y ∈W , d(x, y) ≤ π ;

(iv) pour tout x ∈W , il existe un unique x′ tel que d(x, x′) = π.

De plus, C0W est isométrique à H si et seulement si W possède les propriétés ci-
dessus.

Remarque 3.8. Dans la version originale, l’énoncé du théorème 3.7 comporte une cin-
quième propriété qui est :

pour tout x, y ∈ W tels que d(x, y) < π, il existe z ∈ W \ {x, y} tel
que d(x, y) = d(x, z) + d(y, z).

Cette propriété est en réalité un corollaire de la condition CAT(1) (voir la proposition
II.1.4 de [BH99]). L’auteur devait avoir en tête la condition de courbure inférieure à 1
au sens d’Alexandrov qui est une version locale de la condition CAT(1) (voir la définition
II.1.2 de loc. cit.).
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Dans [She95], l’auteur montre que, sous certaines hypothèses, un espace géodésique
à courbure bornée est une variété topologique modelée sur un espace de Hilbert. C’est à
dire qu’en chaque point, il existe un voisinage de ce point homéomorphe à un espace de
Hilbert. Sous des hypothèses plus fortes ici, on montre l’existence d’un homéomorphisme
global.

Proposition 3.9. Soit X un espace de Hadamard symétrique. Si X est à courbure bor-
née alors pour tout point x ∈ X, le cône tangent Tx est isométrique à un espace de
Hilbert et l’application exponentielle expx est un homéomorphisme entre Tx et X.

Démonstration. On commence par montrer que pour tout point de x ∈ X, l’espace
des directions Σx est isométrique à une sphère hilbertienne en vérifiant les conditions
(i) à (iv) de du théorème 3.7. La condition (ii) découle du lemme 3.6 et alors le théo-
rème 1.12 montre la condition (i). La condition (iii) découle de la définition de l’angle
d’Alexandrov. La condition (iv) découle de la propriété d’extension unique des géodé-
siques. Ainsi Σx est une sphère hilbertienne et Tx est un espace de Hilbert. Par le lemme
3.4, on sait déjà que expx est une bijection ouverte. Il reste a en montrer la continuité.

On commence par remarquer que par homogénéité, il existe µ > 0 tel que le choix
µx = µ convient pour tout x ∈ X dans la définition 3.5 de courbure bornée. On choisit
alors r > 0 tel que µr2 ≤ 1/2, on aura donc pour tout x ∈ X et tous y, z ∈ B(x, r),

∠x(y, z) ≥ 1

2
∠x(y, z).

On montre alors par récurrence sur k que pour tout x ∈ X, l’exponentielle expx est
continue de BH(0, k r2) sur BX(x, k r2). Le cas k = 2, se traite comme dans le lemme 3.6.

Soit vn une suite de BH(0, r) convergeant vers v∞. Si v∞ = 0 alors d(0, expx(vn)) =
||vn|| → 0 donc expx(vn)→ x = expx(0). Maintenant, si v∞ 6= 0, on pose (pour n assez
grand)

r0 = ||v∞|| ∈ (O, r], y = expx(v∞), xn = expx

(
r0

||vn||
vn

)
.

Comme d(xn, expx(vn)) = |r0 − ||vn||| → 0, il suffit de voir que xn → y. On sait que
∠x(xn, y)→ 0 donc ∠x(xn, y)→ 0 et donc d(xn, y)2 = 2r2

0

(
1− cos(∠x(xn, y))

)
→ 0.

On suppose le résultat établi pour k ≥ 2. On se donne une suite vn une suite de
BH(0, r) convergeant vers v∞ avec (k− 1)r/2 ≥ ||v∞|| < kr/2. On reprend les notations

r0 = ||v∞||, y = expx(v∞), xn = expx

(
r0

||vn||
vn

)
et on introduit y1, y2 les points de [x, y] à distance respectivement r/2 et r de x et de
même les points x1

n, x
2
n de [x, xn] à distance respectivement r/2 et r de x. L’hypothèse

de récurrence pour k = 2 montre que x1
n → y1 et x2

n → y2. Il suffit, alors, de montrer que
∠y1(xn, y) → 0. En effet dans ce cas, d(y1, xn) et d(y1, y) sont inférieures à (k − 1)r/2
pour n assez grand et l’hypothèse de récurrence appliquée à expy montre que xn → y.

Par la proposition 1.9, ∠y1(x, x2
n)→ π. Comme ∠x(y1, x2

n)+∠y1(x, x2
n)+∠x2n(y1, x) ≤ π,

on a ∠x2n(y1, x)→ 0. L’inégalité triangulaire renversée donne alors ∠x2n(xn, y
1)→ π et de
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x

y

xn

x1
n

y1

x2
n

y2

nouveau, comme ∠xn(y1, x2
n)+∠y1(xn, x

2
n)+∠x2n(y1, xn) ≤ π, on a ∠y1(xn, x

2
n)→ 0. L’in-

égalité triangulaire ∠y1(y2, xn) ≤ ∠y1(xn, x
2
n)+∠y1(y2, x2

n) montre alors que ∠y1(xn, y) =

∠y1(y2, xn)→ 0. �

Remarque 3.10. Réciproquement, soit X un espace CAT(0) qui possède la propriété
d’extension unique des géodésiques. S’il existe x ∈ X tel que Tx est complet et expx : Tx →
X est continue alors X est complet. En effet, soit (xn) une suite de Cauchy de X alors
logx(xn) est une suite de Cauchy de Tx. Celle-ci converge vers v ∈ Tx et par continuité
de l’exponentielle xn converge vers expx(v).

Donc le cas où X est propre, l’hypothèse de courbure bornée est superflue.

Lemme 3.11. Si X est un espace CAT(0) symétrique propre alors le cône tangent est
un espace euclidien et l’application exponentielle un est homéomorphisme.

Démonstration. Pour tout x ∈ X et tout r > 0, l’application logx réalise une
bijection continue entre B(x, r) et B(0, r) ⊂ Tx. Comme B(x, r) est compacte, B(0, r)
l’est aussi et donc Tx est complet et donc un espace euclidien par le théorème 3.7.
Toute partie fermée de B(x, r) est compacte et a donc une image compacte par logx.
L’application logx est donc une bijection continue fermée entre B(x, r) et B(0, r) pour
tout r > 0. C’est un homéomorphisme.

�

Dans le théorème 8.4, nous verrons que dans le cas propre, la définition d’espace
symétrique CAT(0) cöıncide avec la notion classique d’espace riemannien symétrique à
courbure négative.

Dans le cas non localement compact, la proposition 3.9 donne, pour un espace de
Hadamard symétrique à courbure bornée X, un atlas A = {expx |x ∈ X} tels que les
changements de cartes exp−1

x ◦ expy sont des homéomorphismes entre espaces de Hilbert.
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Si ces changements de cartes étaient de plus des applications différentiables alors X se-
rait un espace riemannien symétrique.

3.1. Un espace CAT(0) symétrique non raisonnable. Le terme raisonnable fait
référence à la citation [Gro93, exemple (c) p. 121] de M. Gromov suggérant un résultat
similaire à la superrigidité de Margulis pour des espaces symétriques « raisonnables ».
L’exemple que nous donnons est un espace de Hadamard symétrique non-localement
compact, de rang infini et de courbure non-minorée. En particulier, il ne s’agira pas d’un
espace symétrique riemannien. Dans ce cas, l’espace tangent en chaque point est quand
même un espace de Hilbert mais l’application exponentielle n’est pas continue.

Notons H2 le plan hyperbolique à courbure constante −1. Soit Ω un espace de pro-
babilité standard (sans atome). On considère alors, X, l’« intégrale pythagoricienne »
de H2 au dessus de Ω. Par définition, l’espace X est constituée des (classes de) fonctions
ω 7→ xω de Ω dans H2 telles que pour tout o ∈ H2, ω → d(o, xω) est une fonction me-
surable de carré sommable. On note alors, comme dans le paragraphe 5.1 de [Mon06],
X = L2(Ω,H2). Un point générique de X sera noté x = (xω)ω∈Ω. La distance sur X est
alors donnée par

d(x, y)2 =

∫
Ω
d(xω, yω)2dω.

Comme H2 est un espace de Hadamard séparable, l’espace X est alors un espace de
Hadamard séparable (voir par exemple la proposition 3.10 de [Stu03]).

Pour o ∈ H2, on note So la symétrie géodésique en o dans H2 et pour x ∈ X, on
notera aussi σx la symétrie en x donnée par la formule pour y ∈ X, σx(y) = (Sxω(yω))ω.
On voit alors que σx est une involution isométrique qui possède pour unique point fixe
x. Les géodésiques de X se décrivent à partir de celles de H2.

Proposition 3.12. Soit I un intervalle réel. Une application g : I → X est une géodé-
sique si et seulement s’il existe une application mesurable α : Ω → R+ et une collection
de géodésiques (gω) : α(ω)I → H2 telles que∫

Ω
α(ω)2dω = 1, (g(t))ω = gω(α(ω)t)

pour tout t ∈ I et presque tout ω.

Démonstration. On pourra se référer à la proposition 44 de [Mon06] ou à la
proposition 3.10 de [Stu03] et les références de cette dernière. �

L’espace X est donc un espace de Hadamard symétrique au sens ci-dessus. On va
voir qu’il n’est pas à courbure bornée.

Pour r > 0 et a ∈ (0, π), choisissons o ∈ H2 et deux rayons géodésiques ρ1, ρ2 issus
de o formant un angle α. Maintenant, pour λ > 0 on choisit Ωλ ⊂ Ω de mesure λ2 et on
pose xλ1 = ρ1(r/λ) et xλ2 = ρ2(r/λ). On construit des points x, yλ, zλ ∈ X par
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xω = o pour ω ∈ Ω

yλω = o pour ω ∈ Ω \ Ωλ

zλω = o pour ω ∈ Ω \ Ωλ

yλω = xλ1 pour ω ∈ Ωλ

zλω = xλ2 pour ω ∈ Ωλ

On a alors d(x, yλ) = d(x, zλ) = r et ∠x(yλ, zλ) = ∠o(xλ1 , x
λ
2) qui tend vers π quand

λ → 0. Comme ∠x(yλ, zλ) = ∠o(xλ1 , x
λ
2) = a, en choisissant a aussi proche de zéro que

voulu, on nie la condition de courbure bornée.

On peut aussi remarquer que dans cet exemple le rang est +∞. En effet X contient
des sous-espaces convexes isométriques à des espaces de Hilbert de dimension infinie.
Par exemple, si L ⊂ H2 est une géodésique bi-infinie, {x ∈ X| xω ∈ L, ∀ω ∈ Ω} est un
tel un sous-espace.

L’exemple n’est pas propre au plan hyperbolique et on peut remplacer celui-ci par
n’importe quel espace riemannien symétrique de type non-compact, seule la condition de
courbure non partout nulle est importante. Si X0 est un espace de Hilbert alors L2(Ω, X0)
aussi.

On veut maintenant comprendre l’application exponentielle pour X = L2(Ω,H2) et
donc, pour cela, comprendre aussi l’espace des directions et le cône tangent en un point.
Comme l’espace X est homogène, on obtiendra des espaces isométriques pour chaque
point. On va donc le faire au point x = (xω) où ω 7→ xω est constante égale à un certain
o ∈ H2.

Définition 3.13. Soit (Y, d) un espace métrique séparable de diamètre π et Ω un espace
mesuré. L’intégrale sphérique,

∫ ∗
Ω Y , de Y au-dessus de Ω est l’ensemble constituée de

paires (y, v) = ((yω), (vω)) telles que

(i) yω ∈ Y , vω ∈ R+ pour tout ω,

(ii) ω 7→ vω est mesurable et
∫

Ω v
2
ω dω = 1,

(iii) ω 7→ yω est mesurable.

La distance sur
∫ ∗

Ω Y est alors définie par

cos(d((x, v), (y, w))) =

∫
Ω
vωwω cos(d(xω, yω))dω.

Dans le cas où Ω est constitué de deux atomes {ω1, ω2} de mesure 1 alors on retrouve
le joint sphérique X ∗X de la définition 1.10. Dans ce cas, v1 sera cos(θ) et v2 sera sin(θ).
On pourra se reporter à la remarque 48 de [Mon06].

Proposition 3.14. Pour x ∈ X = L2(Ω,H2), l’espace des directions Σx est isomé-
trique à l’intégrale sphérique

∫ ∗
Ω Σo et l’espace tangent Tx est isométrique à l’intégrale

pythagoricienne L2(Ω, To).
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Démonstration. Soit g, g′ deux rayons géodésiques issus de x. Par la proposition
3.12, on a l’existence de {gω}, {g′ω}, famille de rayons issus de o et v, v′ applications
mesurables Ω→ R+ de norme L2 égales à 1. Ainsi,

cos(∠x(g, g)) = lim
t→0

cos(∠x(g(t), g(t′)))

= lim
t→0

2t2 − d(g(t), g(t′))2

2t2

= 1− 1/2 lim
t→0

d(g(t), g(t′))2

t2

= 1− 1/2 lim
t→0

1

t2

∫
Ω

(v2
ω + v′

2
ω)t2 − 2vωv

′
ω cos(∠o(gω(vωt), g

′
ω(v′ωt)))dω

=

∫
Ω
vωv

′
ω cos(∠o(gω, g

′
ω))dω.

Ceci montre que Σx se plonge isométriquement dans
∫ ∗

Ω Σo. Récripoquement, si ((gω), (vω))

est un élément de
∫ ∗

Ω Σo, on construit la géodésique t 7→ g(t) où (g(t))ω = gω(vωt) pour
presque tout ω.

Maintenant, on définit une application Φ: Tx → L2(Ω, To) par la formule

(λ, (gω, vω)) 7→ (λvω, gω).

On calcule alors

d((λ, (g, v)), (λ′, (g′, v′)))2 = λ2 + λ′
2 − 2λλ′ cos

(∫
Ω
vωv

′
ω cos(∠o(gω, g

′
ω))dω

)
et

d((λvω, gω), (λ′v′ω, g
′
ω))2 =

∫
Ω

(λvω)2 + (λ′v′ω)2 − 2λvω · λ′v′ω cos(∠o(gω, g
′
ω))dω

= λ2 + λ′2 − 2λλ′ cos

(∫
Ω
vωv

′
ω cos(∠o(gω, g

′
ω))dω

)
.

Ce qui montre que Φ est une isométrie et son inverse est donné par

(λω, gω) 7→ (λ, (gω, λω/λ))

où λ =
√∫

λ2
ωdω. �

Ainsi, l’espace tangent en tout point est un espace de Hilbert. Cependant l’application
exponentielle n’est pas continue. En effet, on peut identifier la sphère unité de Tx à Σx.
Le contre-exemple à la condition de courbure négative montre que l’on peut trouver une
suite de rayons géodésiques (ρn) issus de x tels que ∠(ρn, ρm)→n,m→∞ 0 et tels que les
points ρn(1) soient uniformément séparés.
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4. Immeubles sphériques

L’ouvrage récent de référence sur les immeubles est [AB08]. Ici, on donne seulement
les idées et résultats à avoir en tête pour ce qui suivra. Une définition (équivalente aux
définitions usuelles) pratique et plus visuelle pour nous est celle donnée en II.10A.1 de
[BH99].

Définition 4.1. Un immeuble sphérique de dimension n est un complexe simplicial X
dont les simplexes sont des simplexes sphériques tel que :

(i) X est la réunion d’une collection A de sous-complexes E appelés appartements qui
munis de la distance intérieure sont isométriques à la sphère Sn et cette distance
intérieure induit la distance sphérique sur chaque simplexe. Les simplexes de di-
mension n sont appelés des chambres. Les intersections de chambres sont appelées
cellules ou faces.

(ii) Deux chambres sont incluses dans un appartement commun.

(iii) Soient E et E′ deux appartements contenant tous les deux, deux chambres C et C ′

alors il existe une isométrie simpliciale de E sur E′ qui fixe point par point C et C ′

Un immeuble sphérique est dit épais si tout simplexe de dimension n − 1 est une face
d’au moins trois simplexes de dimension n.

Un point étonnant de cette définition est qu’elle ne fait pas intervenir ce que l’on
appelle le groupe de Weyl de l’immeuble qui est une donnée capitale. On pourra le re-
trouver en montrant que tout appartement est un complexe de Coxeter d’un type fixé
et le groupe de Weyl est alors le groupe de Coxeter associé.

Le paragraphe 3.6 de [Ebe96] fait le lien entre espace symétrique de type non-
compact et immeuble sphérique.

Proposition 4.2. Soit X un espace symétrique de type non-compact et de rang r > 1.
Il existe une structure d’immeuble sphérique épais, de dimension r− 1, sur ∂X telle que
la distance soit la distance angulaire.

Le groupe de Weyl d’un immeuble au bord d’un espace symétrique de type non-
compact X, est alors le groupe de Weyl du groupe semi-simple des isométries de X.

Dans la suite, des immeubles sphériques de type Bp interviendront. On représente le
type d’un appartement en dimension 1 ce qui correspond à p = 2.
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Figure 1. Un appartement de type B2.



CHAPITRE II

Espaces de dimension télescopique finie

Ce chapitre doit beaucoup à l’article [CL10a] de P.-E. Caprace et A. Lytchak qui
introduit la notion de dimension télescopique. On redonne ici une démonstration de leur
premier théorème (Théorème 1.1 chez eux, théorème 6.1 ici) purement géométriquement
sans utiliser de « flot de gradient ». A la fin du chapitre, on s’intéresse plus particulière-
ment à des espaces symétriques de dimension télescopique finie.

5. Dimensions géométrique, télescopique et inégalité de Jung

5.1. Dimension géométrique. Dans l’espace euclidien de dimension n le théorème
de Jung affirme que pour toute partie bornée S ⊂ Rn il existe une unique boule fermée
de rayon minimal r = rad(S) contenant S et on a alors l’inégalité

rad(S) ≤
√

n

2(n+ 1)
diam(S).

De plus, il y a égalité si et seulement si S contient les sommets d’un simplexe régulier
de dimension n et d’arêtes de longueur diam(S). Ainsi, pour un espace euclidien E,
on peut caractériser la dimension de l’espace à partir des rapports rad(S)/diam(S) où
S parcourt les parties bornées de E. Pour une version CAT(κ), on peut se reporter à
[LS97].

Définition 5.1. Un espace CAT(0), X, est de dimension géométrique plus petite que
n si pour toute partie Y ⊂ X de diamètre fini, on a l’inégalité

rad(Y ) ≤
√

n

2(n+ 1)
diam(Y ).

Cette définition de la dimension géométrique d’un espace CAT(0) n’est pas la défi-
nition originale mais lui est équivalente par le théorème 1.3 de [CL10a]. La définition
originale est due à B. Kleiner dans [Kle99]. Elle est donnée pour les espaces CAT(κ) et
se fait de manière itérative à l’aide de l’espace des directions qui lui est CAT(1). La di-
mension géométrique d’un espace discret est nulle et on définit la dimension géométrique,
DimGeo, comme la plus petite fonction (à valeurs dans N∪{∞}) sur la classe des espaces
CAT(κ) telle que DimGeo(X) ≥ DimGeo(ΣxX) + 1 pour tout x ∈ X. Un des buts de
l’article de B. Kleiner est d’obtenir différentes caractérisations de cette dimension.

Théorème 5.2 (Théorème A de [Kle99]). Soit κ ∈ R et X un espace CAT(κ). Les
quantités suivantes sont égales à la dimension géométrique de X
• sup{DimTop(K) | K ⊂ X est compact}, où DimTop désigne la dimension topo-

logique (dimension de recouvrement de Lebesgue).

25
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• sup{k | Hk(U, V ) 6= 0, pour une paire d′ouverts V ⊂ U ⊂ X}. où Hk(U, V ) est le
k-ième groupe d’homologie relative de U par rapport à V .

La propriété suivante pour les espaces CAT(1) de dimension géométrique finie nous
sera utile.

Proposition 5.3 (proposition 1.4 de [BL05]). Soit X un espace CAT(1) complet et Y ⊂
X une partie convexe fermée de dimension géométrique finie. Si Y est de rayon inférieur
à π/2 alors l’ensemble des centres circonscrits possède un unique centre circonscrit,
appelé centre des centres, qui est invariant par toute isométrie laissant Y invariant.

5.2. Cônes asymptotiques. La dimension géométrique d’un espace est une no-
tion locale puisqu’elle fait intervenir l’espace des directions en chaque point. On veut
maintenant définir une quantité « à grande échelle ».

Définition 5.4. Un ultrafiltre non principal sur N est une mesure de probabilité finiment
additive, ω sur N telle que

– ω(S) ∈ {0, 1}, pour tout S ⊂ N.
– ω(F ) = 0, pour toute partie finie F ⊂ N.

L’existence d’ultrafiltres non principaux est une conséquence du lemme de Zorn. En
effet, l’ensemble des parties de N de mesure 1 forme un filtre de parties maximal pour la
relation d’inclusion. La vision probabiliste est cependant plus agréable à manipuler pour
ce qui nous concerne.

Fixons, ω, un ultrafiltre non principal sur N. Soit X est un espace topologique, x un
point de X et (xn)n∈N une suite de points de X. On dit que (xn) converge vers x (rela-
tivement à ω) si pour tout voisinage U de x, ω({n|xn ∈ U}) = 1. Si X est séparé alors
toute suite possède au plus une limite et l’on note limω xn = x. La propriété principale
des ultrafiltres est la suivante. Si X est compact alors toute suite est convergente.

Soit ω un ultrafiltre non principal et (Xn, dn, xn) une suite d’espaces métriques avec
point base xn. On note X∞ = {(yn) ∈ ∏Xn | (d(xn, yn))n est bornée}. Cet espace est
muni d’une pseudo-distance d(y, z) = limω dn(yn, zn). L’espace quotient associé à la rela-
tion « être à distance 0 » est alors un espace métrique noté (Xω, dω) appelé ultraproduit
des Xn relativement à ω. Pour plus de détails, on pourra se reporter au chapitre 2 de
[Gro93] et au paragraphe 2.4 de [KL97].

Définition 5.5. Soit (X, d) un espace métrique. Un cône asymptotique sur X est un
ultraproduit relativement à un ultrafiltre ω, de la suite (X, εnd, xn) où (εn) est une suite
de réels strictement positifs tendant vers 0 et (xn) une suite de points de X.

On pourra remarquer que si (X, d) est un espace CAT(0) alors tout cône asympto-
tique sur X est aussi un espace CAT(0) et même complet (voir proposition 2.4.6 de loc.
cit.). Pour se faire une idée de ce que produit la construction d’un cône asymptotique,
on peut considérer deux exemples CAT(0) extrémaux : L’espace euclidien et le plan hy-
perbolique.
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Dans le cas d’un espace euclidien (E, d), pour tout λ > 0, l’espace (E, λd) est iso-
métrique à (E, d) par l’homothétie de rapport λ. Ainsi un cône asymptotique sur E est
isométrique à un ultra-produit où tous les facteurs sont isométriques à E. Finalement,
tout cône asymptotique sur E est isométrique à E.

Dans le cas du plan hyperbolique, le comportement est bien différent puisque tout
cône asymptotique est un arbre réel (voir la remarque 5.8).

5.3. Dimension télescopique.

Définition 5.6 (Introduction de [CL10a]). Soit (X, d) un espace CAT(0). On dit que X
est de dimension télescopique n si n est le plus petit entier tel que tout cône asymptotique
sur X est de dimension géométrique au plus n.

Comme la dimension géométrique, la dimension télescopique peut s’exprimer à l’aide
d’une inégalité inspirée de celle de Jung.

Proposition 5.7 (Théorème 1.3 de [CL10a]). Un espace CAT(0), X, est de dimension
télescopique plus petite que n si et seulement si pour tout δ > 0, il existe D > 0 tel que
pour toute partie Y ⊂ X de diamètre fini supérieur à D, on a l’inégalité

(5.1) rad(Y ) ≤
(
δ +

√
n

2(n+ 1)

)
diam(Y ).

Remarques 5.8. (i) Un espace CAT(0) est de dimension télescopique 0 si et seule-
ment si il est borné.

(ii) Un espace (X, d) est Gromov-hyperbolique s’il existe δ > 0 tel que (X, d) est δ-
hyperbolique. C’est à dire que pour tout x0, x, y, z ∈ X

〈x|z〉x0 ≥ min {〈x|y〉x0 , 〈y|z〉x0} − δ
On se reportera à la section 20 pour une définition du produit de Gromov 〈x|y〉x0 .
En multipliant la distance par ε > 0, un espace δ-hyperbolique devient εδ-hyperbolique.
Ainsi, un cône asymptotique d’un espace Gromov-hyperbolique géodésique est un
un espace géodésique et 0-hyperbolique, c’est un arbre réel (voir la définition 2.7
de [GdlH90]). En fait un espace CAT(0) est de dimension télescopique 1 si et
seulement si il est de plus hyperbolique au sens de Gromov (voir l’introduction de
[CL10a]).

Être localement compact et être de dimension télescopique finie ne sont pas des
propriétés liées. On verra dans le chapitre III des espaces non localement compacts mais
de dimension télescopique finie et on peut construire un espace localement compact de
dimension télescopique infinie en recollant des morceaux d’espaces dont la dimension
grandit en partant à l’infini (voir le paragraphe 2.1 de loc. cit.).

6. Intersection décroissante de parties convexes

Dans le cas d’un espace CAT(0) propre, on a la dichotomie suivante. Soit l’espace
est borné soit le bord est non-vide. Cette dichotomie n’est plus vraie en dimension
télescopique finie (même en dimension géométrique finie). Considérons l’espace métrique
constitué d’un point duquel partent une infinité de segments dont les longueurs forment
une famille non bornée.
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Cet espace ne possède pas de géodésique infinie donc son bord est vide bien qu’il ne soit
pas borné. De plus, c’est un arbre donc sa dimension géométrique est 1.

Théorème 6.1. Soit X un espace de Hadamard de dimension télescopique finie. Soit
(Xi)i∈N une suite décroissante de parties convexes fermées d’intersection vide. Alors il
existe un point ξ ∈ ∂X, appelé centre des directions, qui appartient à l’ intersection des
∂Xi. De plus, pour tout η ∈ ∩ ∂Xi, on a ∠(ξ, η) ≤ π/2.

Démonstration. Soit p un point de X. Par la proposition 1.15, si xi est le projeté
de p sur Xi on a d(p, xi)→∞. On introduit les notations suivantes :

• Nt = min{i ∈ N, d(p, xi) ≥ t},
• pour i ≥ Nt, xi(t) est le point de [p, xi] à distance t de p,
• Cti = {xi(t), i ≥ Nt},
• Dt = diam(Cti ),
• pour i ≥ Nt, c

t
i est le centre de {xj(t), j ≥ i} et

• rti est le rayon de l’ensemble {xj(t), j ≥ i}.

p

xj

xi

Xj

Xi

xj(t)xi(t)

Cti

Il y a alors deux possibilités. La fonction, croissante, t 7→ Dt est bornée ou non. Dans
le premier cas, on a alors la convergence de (xi) vers un point du bord. Ce point ne
dépend pas de p et la boule de rayon π/2 autour de ce point contient ∩∂Xi. On se place
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maintenant dans le second cas. Si X est de dimension telescopique n, on fixe un δ > 0

tel que δ
√

2 +
√

n
(n+1) < 1 et on a alors l’existence d’un D > 0 donné par la définition.

Soit t ≥ tel que Dt > D et soit i, j deux entiers tels que j ≥ i ≥ Nt. Puisque Xj ⊂ Xi,

on a ∠xi(p, xj) ≥ π/2 (par 1.13). Ainsi, ∠p(xi, xj) ≤ π/2 et donc d(xi(t), xj(t)) ≤
√

2t.
L’inégalité de Jung (5.1) donne

rti ≤
(
δ +

√
n

2(n+ 1)

)
Dt ≤

(
δ
√

2 +

√
n

(n+ 1)

)
t

L’inégalité triangulaire donne alors

d(p, cti) ≥ d(p, xi(t))− d(xi(t), c
t
i) ≥

[
1−

(
δ
√

2 +

√
n

(n+ 1)

)]
t

Par le lemme 1.14, on a d(cti, c
t
j) ≤

√
2((rti)

2 − (rtj)
2). Comme (rtk)k est décroissante, on

en déduit que (ctk)k est de Cauchy. Notons ct la limite et remarquons que

(6.1) d(p, ct) ≥
[
1−

(
δ
√

2 +

√
n

(n+ 1)

)]
t.

On va maintenant s’attacher à montrer que ct converge vers un point du bord quand t
tend vers +∞. Pour t′ ≥ t > 0 et j ≥ i ≥ Nt′ on introduit le point noté t

t′ c
t′
i et situé

sur [p, ct
′
i ] à distance t

t′d(p, ct
′
i ) de p. Par comparaison CAT(0), on a d(xj(t),

t
t′ c

t′
i ) ≤

t
t′d(xj(t

′), ct
′
i ) ≤ t

t′ r
t′
i . Ainsi, rti ≤ t

t′ r
t′
i . Notons rt la limite (croissante) des (rti)i, alors

rt

t ≤ rt
′

t′ ≤
√

2 et donc ( rtt ) converge quand t tend vers +∞. Dans le triangle xj(t),
t
t′ c

t′
i , c

t
i

avec m le milieu de t
t′ c

t′
i , c

t
i, l’inégalité CAT(0) donne

d(xj(t),m)2 ≤ 1

2

(
d(xj(t), c

t
i)

2 + d(xj(t),
t

t′
ct
′
i )2

)
− 1

4
d(
t

t′
ct
′
i , c

t
i)

2

Comme m n’est pas le centre de Cti , il existe un j pour lequel d(m,xj(t)) ≥ rti et

avec les inégalités d(xj(t), c
t
i) ≤ rti et d(xj(t),

t
t′ c

t′
i ) ≤ t

t′ r
t′
i on obtient d( tt′ c

t′
i , c

t
i)

2 ≤

2t2

[(
rt
′
i
t′

)2

−
(
rti
t

)2
]

et en faisant tendre i vers +∞ on a

d

(
t

t′
ct
′
, ct
)2

≤ 2t2

(rt′
t′

)2

−
(
rt

t

)2


Fixons t0 > 0 et ε > 0. Pour conclure, il suffit de voir que les points x = t0
d(p,ct)c

t et

y = t0
d(p,ct)

t
t′ c

t′ sur les segments [p, ct] et [p, ct
′
], d(x, y) est aussi petite que l’on veut pour

t, t′ assez grand. Par le théorème de Thalès dans le triangle de comparaison associé au

triangle de sommets p, ct, tt′ c
t′ , on a d(x, y) < t0

d(p,ct)d
(
t
t′ c

t′ , ct
)

. Maintenant, pour t, t′
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tels que

[(
rt
′

t′

)2
−
(
rt

t

)2
]
< ε2 avec l’inégalité 6.1, on obtient

d(x, y) <

√
2ε

1−
(
δ
√

2 +
√

n
n+1

) .
Si ξ est la limite des ct alors ξ ne dépend pas du point base p car la projection sur une
partie convexe et toutes les autres constructions utilisées n’augmentent pas les distances.
Ainsi, on peut choisir p dans un Xi et alors par convexité, on a ct ∈ Xi pour tout t ≥ 0
donc ξ ∈ ∂Xi. Finalement, ξ appartient bien à ∩i∂Xi.

Soit η ∈ ∩∂Xi et ρ le rayon géodésique issu de p pointant vers η. Fixons i ∈ N et
notons pui le projeté de ρ(u) sur Xi. Comme la distance de ρ(u) à Xi est bornée et que la
distance àXi est convexe, on a que d(pui , ρ(u)) est majorée par d(p,Xi). Ainsi, pui converge
à l’infini vers η. Alors pour t > 0 et i ≥ Nt, βη(xi(t), p) = limu→∞ d(xi(t), p

u
i )− d(pui , p).

Comme ∠xi(p, p
u
i ) ≥ π/2, on a par comparaison CAT(0), d(xi(t), p

u
i ) ≤ d(p, pui ) et donc

βη(xi(t), p) ≤ 0. Par convexité et continuité des fonctions de Busemann, on obtient
βη(c

t, p) ≤ 0. La formule angulaire asymptotique 1.26 permet alors de conclure que

lim inft,u→∞∠x(ρ(u), ct) ≤ π/2 et par le lemme 1.27, ∠(ξ, η) ≤ π/2.
�

Remarques 6.2. (i) L’existence d’une telle suite de parties convexes assure donc, en
particulier, le fait que ∂X 6= ∅.

(ii) Les idées utilisées pour montrer ce théorème sont très proches du paragraphe 6 de
[Buy98]. En particulier la courbe t 7→ ct est appelée courbe des centres virtuels
associés à la suite (xi). Ici on montre sans utiliser la seconde courbe des centres
virtuels qu’il y a convergence à l’infini. Si on suit la méthode de S. Buyalo, on
obtient que cette seconde courbe des centres virtuels est une géodésique de p à ξ.

(iii) Le point ξ ainsi construit est canonique dans le sens où toute isométrie de X laissant
invariants les Xi fixe ξ. On peut montrer un peu plus.

Proposition 6.3. Soit (Xi)i∈N et (X ′i)i∈N deux suites de parties convexes fermées d’in-
tersection vide d’un espace de Hadamard de dimension telescopique finie. Soit ξ et ξ′ les
centres des directions respectifs donnés par le théorème 6.1. Supposons que pour tout n,
il existe m′ tel que Xn ⊆ X ′m′ et que pour tout n′ il existe m tel que X ′n′ ⊆ Xm. Alors
ξ = ξ′.

Démonstration. Commençons par remarquer que si ϕ : N → N est une extrac-
tion (application strictement croissante) alors les suites (Xi)i∈N et (Xϕ(i))i∈N ont même

centre des directions à l’infini. En effet, la courbe ct de la démonstration ci-dessus est
obtenue comme limite de la suite (cti) et comme une sous-suite d’une suite convergente
converge vers la même limite, on a le résultat.

Par la propriété d’embôıtement de (Xi) et (X ′i), on peut trouver deux extractions ϕ
et ϕ′ telles que pour tout i ∈ N, Xϕ(i) ⊆ X ′ϕ′(i) ⊆ Xϕ(i+1). Définissons alors X ′′2i = Xi

et X”2i+1 = X ′i. Alors, (X”i) vérifie les conditions du théorème 6.1 et possède donc un
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centre des directions qui est donc le même que celui de (Xϕ(i)) et (X ′ϕ′(i)). Ainsi, les deux

suites (Xi)i∈N et (X ′i)i∈N ont bien même centre des directions. �

7. Conséquences

Dans cette section, on redonne les applications que l’on trouve dans [CL10a] sur
les espaces CAT(0) de dimension télescopique finie. Comme nous n’en donnons pas de
preuve, nous renvoyons au texte cité. On commence par une conséquence sur une topo-
logie plus faible que la topologie métrique initiale.

Définition 7.1 (Définition 8 de [Mon06]). Soit X un espace métrique. La topologie
Tc sur X est la topologie la plus grossière pour la laquelle toutes les parties convexes et
fermées pour la topologie métrique sont fermées pour Tc.

Une première propriété importante de cette topologie pour les espaces de Hadamard
est que toute partie convexe fermée et bornée est compacte (sans être nécessairement
séparée) pour Tc (théorème 14 de [Mon06]). Si X est un espace de Hadamard, cette
topologie s’étend à X = X ∪ ∂X en déclarant que pour toute partie convexe de Y
de X, l’adhérence Y (pour la topologie usuelle sur X) est fermée pour Tc. Avec cette
topologie, si X est un espace de Hadamard qui est de plus Gromov-hyperbolique alors X
est compact (proposition 23 de [Mon06]). Pour les espaces de Hadamard de dimension
télescopique finie, on obtient la reformulation suivante :

Proposition 7.2 (Remarque 1.2 de [CL10a]). Soit X un espace de Hadamard de di-
mension télescopique finie alors X est compact pour la topologie Tc.

La condition de finitude sur la dimension télescopique a des conséquences sur le bord
à l’infini.

Proposition 7.3. Soit X est un espace de Hadamard de dimension télescopique finie et
ξ ∈ ∂X. Alors le bord à l’infini de toute horoboule centrée en ξ cöıncide avec la boule de
rayon π/2 (pour la distance angulaire) de ∂X centrée en ξ.

Démonstration. La preuve du lemme 3.5 de [CM09b] (même énoncé mais dans le
cas où X est propre) est en fait général et s’appuie uniquement sur la formule 1.26. �

On va maintenant s’intéresser aux actions par isométries sur des espaces CAT(0) de
dimension télescopique finie.

Définition 7.4 (Définition 8 de [Mon06]). Soit G un groupe topologique agissant conti-
nûment par isométries sur un espace métrique X. On dit que l’action Gy X est évanes-
cente s’il existe T ⊆ X non-borné tel que pour toute partie compacte Q de G, l’ensemble
{d(gx, x)| g ∈ Q, x ∈ T} est borné.

Cette définition a pour but de remplacer l’existence de point fixe à l’infini pour
une action sur un espace de Hadamard non propre. En effet, Si G agit continûment
par isométries sur un espace de Hadamard propre, X, alors l’action est évanescente si
et seulement si G possède un point fixe à l’infini (voir la proposition 27 de [Mon06]).
Toujours dans [Mon06], N. Monod introduit la notion d’action réduite. un groupe G
agit de manière réduite sur un espace CAT(0), X, s’il n’existe pas de partie convexe
fermée bornée Y ⊂ X telle que pour tout g ∈ G, gY et Y sont à distance de Hausdorff
finie.
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Proposition 7.5 (Proposition 1.8 de [CL10a]). Soit X un espace de Hadamard de
dimension télescopique finie et G < Isom(X) un sous-groupe du groupe d’isométries.

(i) L’action Gy X est evanescente si et seulement si elle possède un point fixe dans
X.

(ii) Si G ne fixe pas de point à l’infini alors, il existe une partie convexe fermée Y ⊂ X
G-invariante sur laquelle l’action est minimale.

(iii) Si X est irréductible et G agit minimalement sans point fixe à l’infini alors il en
est ainsi pour tout sous-groupe {e} 6= H CG. De plus, l’action Gy X est réduite.

(iv) Si Isom(X) y X est minimale alors pour toute partie convexe fermée Y  X, on
a ∂Y  ∂X

Rappelons les notations suivantes de la section 1.5. On note C0 l’espace vectoriel des
fonctions continues sur un espace CAT(0), X, qui s’annulent en un point x0. On le munit
de la topologie de la convergence ponctuelle et on note D le sous-ensemble des fonctions
distances normalisées en x0.

Proposition 7.6 (Proposition 4.8 de [CL10a]). Soit X un espace CAT(0) de dimension
télescopique finie non réduit à un point et tel que Isom(X) agit minimalement. Si D
contient une fonction affine alors il existe une décomposition en produit X = R×X ′.

En fait, la preuve de cette proposition permet de montrer plus car la décomposition
ci-dessus est obtenue par l’existence d’une fonction de Busemann et le facteur R est
obtenu grâce à cette fonction de Busemann.

Proposition 7.7. Soit X un espace CAT(0) de dimension télescopique finie non réduit
à un point et tel que Isom(X) agit minimalement. Soit X = E × Y sa décomposition
de de Rham où E est le facteur euclidien (de dimension finie) de de Rham. Alors les
fonctions affines de D sont exactement les fonctions de Busemann associées à un point
de ∂E.

Le théorème suivant est inspiré par un théorème [AB98a] de S. Adams et W. Ball-
mann. L’hypothèse de compacité locale initiale est remplacée par celle de dimension
télescopique finie.

Théorème 7.8 (Théorème 1.6 de [CL10a]). Soit X un espace de Hadamard de dimen-
sion télescopique finie et G un groupe moyennable agissant continûment par isométries
sur X. Alors G fixe un point de ∂X ou G laisse invariant un sous-espace euclidien.

Pour des espaces de Hadamard généraux, il n’existe pas de décomposition du type
décomposition de de Rham mais dans le cas des espaces de Hadamard de dimension
télescopique finie, on le résultat suivant.

Proposition 7.9 (Proposition 6.1 de [CL10a]). Soit X un espace de Hadamard de
dimension télescopique finie tel que Isom(X) y X soit minimale. Alors il existe une
décomposition maximale en produit

X ' Rn ×X1 × · · · ×Xm

où chaque Xi est irréductible non borné et non isométrique à R. De plus, toute isométrie
agit en préservant cette décomposition à une permutation des facteurs près.
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8. Espaces CAT(0) symétriques propres

Nous allons montrer que la définition d’espace symétrique CAT(0) cöıncide avec la
notion classique d’espaces riemanniens symétriques à courbure négative dans le cas ou
l’espace est propre. On va donc s’attacher à retrouver la structure différentiable. Les
idées développées dans [CM09a, CM09b] sont largement utilisées et on pourrait se
limiter à montrer comment cela découle du théorème 1.1 de [CM09b] mais on en donne
une preuve « élaguée » dans notre cas particulier.

La démonstration repose sur la résolution du cinquième problème de Hilbert par D.
Montgommery et L. Zippin. Cette résolution utilise de manière cruciale la compacité
locale et donc la démonstration suivante telle quelle ne s’adapte pas pour les espaces
symétriques non localement compacts. L’énoncé suivant est un cas particulier du résultat
de D. Montgommery et L. Zippin (voir [MZ55] pour une référence originale). Pour des
notions sur les groupes moyennables, on pourra se référer à la section 14.1. Si G est
un groupe localement compact connexe le radical moyennable est le plus grand groupe
fermé moyennable distingué de G. Un tel sous-groupe existe et est bien unique. On peut
trouver une preuve de l’existence de ce groupe à proposition 4.1.12 de [Zim84] et la
notion a été introduite par M.M. Day dans [Day57].

Théorème 8.1. Si G est un groupe localement compact connexe de radical moyennable
trivial alors G est un groupe de Lie semi-simple sans facteur compact.

Démonstration. C’est un cas particulier du théorème 11.3.4(ii) de [Mon01] dans
le cas où G est connexe et avec radical trivial. �

Si X est un espace CAT(0) propre alors il existe une topologie naturelle sur son
groupe d’isométries qui en fait un groupe topologique, c’est la topologie compacte-ouverte.
Pour K compact de X et U ouvert de X, on pose

W (K,U) = {g ∈ Isom(X)| g(K) ⊂ U}.
La topologie compacte-ouverte est alors la topologie la plus fine sur Isom(X) contenant
W (K,U) pour tout compact K ⊂ X et tout ouvert U ⊂ X.

Théorème 8.2. Soit X un espace CAT(0) propre. Le groupe des isométries de X muni
de la topologie compacte-ouverte est un groupe localement compact et le stabilisateur de
chaque point est un sous-groupe compact.

Démonstration. La section IV.2 de [Hel01] donne ce résultat dans le cadre de la
géométrie riemannienne mais tous les arguments s’appliquent aussi ici sans modification.

�

Lemme 8.3. Soit G un groupe agissant par isométries sur un espace de Hadamard X.
Alors il existe une partie convexe G-invariante, ∆G ⊂ ∂X, contenue dans le bord de
toute partie fermée convexe G-invariante de X.

Démonstration. Soit x un point de X. Appelons ∆G ⊂ ∂X le bord à l’infini de
l’enveloppe convexe fermée de l’orbite de x, notée conv(G · x). Par construction, ∆G est
une partie convexe du bord G-invariante. Il suffit alors de voir que ∆G ne dépend pas
de x. Soit y ∈ X, posons r = d(x, y). Le r-voisinage, Vr(conv(G · x)), de conv(G · x)
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contient donc y et par la proposition 1.13, c’est une partie convexe fermée de X donc
conv(G · y) ⊂ Vr(conv(G · x)). Finalement, ∂ (conv(G · x)) = ∂ (conv(G · y)). �

Théorème 8.4. Soit X un espace symétrique CAT(0) propre alors

X ' E × Y
où E est un espace euclidien et Y un espace riemannien symétrique de type non-compact.
Les espaces E et Y sont peut-être réduits à un point.

Démonstration. Grâce au lemme 3.11, on sait qu’en tout point x ∈ X, le cône
tangent est un espace euclidien donc, X est de dimension géométrique finie majorée par la
dimension topologique d’un cône tangent et son bord est aussi de dimension géométrique
finie. On peut alors faire la décomposition de de Rham de la proposition 7.9

X ' E × Y1 × · · · × Yn.
où E est le facteur euclidien et les Yi sont des espaces CAT(0) propres irréductibles.
Toute géodésique g de X s’écrit t 7→ (gE(vEt), g1(vit), . . . , gn(vnt)) où gE , g1, . . . , gn sont
des géodésiques de E et des Yi et vE , vi sont des réels positifs tels que v2

E +
∑n

i=1 v
2
i = 1.

En considérant des géodésiques avec vi = 1 pour un certain i, on voit que chaque Yi est
sans branchements géodésiques et que les symétries de X induisent des symétries pour les
Yi. Ainsi, on voit que chaque Yi est lui aussi un espace symétrique CAT(0) propre mais
irréductible. Appelons Gi la composante neutre (pour la topologie compacte-ouverte)
du groupe des isométries de Yi et Ri son radical moyennable. Le point principal pour
montrer que Ri est trivial est le fait suivant.

Affirmation 1 : Le groupe Gi ne fixe pas de point à l’infini de Yi . En effet, sup-
posons que Gi fixe un point ξ ∈ ∂Yi . Soit alors η ∈ ∂Yi un autre point à l’infini et
x ∈ Yi. Notons g l’unique géodésique bi-infinie telle que g(0) = x et g(∞) = η. Notons
τt la transvection telle que τt(x) = g(t). Alors pour tout t, τt ∈ G et comme τt fixe ξ et
η, ∠x(ξ, η) = ∠τt(ξ, η). Ainsi, par la proposition 1.24 (ii), ∠x(ξ, η) = ∠(ξ, η) pour tout
x ∈ Yi.

Maintenant, soit x, y ∈ Yi, on appelle η ∈ ∂Yi l’extrémité du rayon géodésique issu
de x et passant par y. Par ce qui précède et la formule angulaire asymptotique, on a
alors

βξ(x, y) = d(x, y) lim
t→∞

cos(∠x(r(t), y))

= d(x, y) cos(∠(ξ, η)),

ce qui montre que βξ est une fonction affine et le lemme 1.35 conclut l’affirmation 1.

Affirmation 2 : Tout sous-groupe distingué non trivial de Gi agit minimalement.
En effet, soit N un sous-groupe distingué non trivial de Gi. Si N ne possède pas de par-
tie fermée convexe invariante et minimale décroissante pour ces propriétés, il existe une
suite décroissante de parties Xn fermées convexes et N -invariantes telle que ∩Xn = ∅.
Par le théorème 6.1, l’intersection des bords est donc de rayon plus petit que π/2. Par
le lemme 8.3, ∆N est aussi de rayon plus petit que π/2. De plus, ∆N 6= ∅ car s’il existe
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une orbite non-bornée, par compacité de X, alors cette orbite possède une valeur d’adhé-
rence à l’infini et N ne peut pas avoir d’orbite bornée car dans ce cas le centre circonscrit
serait fixé par N ce qui donnerait une partie minimale invariante. Comme le rayon de
∆N est plus petit que π/2, que ∂Yi est de dimension finie et que Gi laisse invariant
∆N , le centre des centres donnés par 5.3 est un point fixe de Gi ce que l’affirmation 1
empêche. Ainsi, N possède une partie fermée convexe invariante minimale Z, il reste à
voir que Z = Yi tout entier. Comme Gi normalise N , pour tout g ∈ Gi, gZ est aussi une
partie fermée convexe N -invariante minimale. Comme l’action de Gi est transitive, la
réunion ∪g∈GigZ est Yi tout entier. Par la proposition 1.21, Yi se décompose en produit
Yi ' Z × Z ′. Comme Yi est irréductible, un des facteurs est réduit à un point. Si Z est
réduit à un point, alors tout point est fixé par N et N est trivial. Ainsi Z ′ est un point
et donc Z = Yi, ce qui conclut l’affirmation 2.

Supposons que Ri (le radical moyennable de Gi) est non trivial, alors par l’affirma-
tion 2, Ri agit minimalement. Par le théorème 7.8, Ri fixe un point au bord ou laisse un
sous-espace euclidien invariant. Si la deuxième possibilité est vraie alors par minimalité,
Yi est un espace euclidien, ce qui contredit l’hypothèse sur Yi. Dans le cas où Ri fixe un
point ξ ∈ ∂Yi alors son groupe dérivé R′i fixe toute horoboule centrée en ξ. On remarque
que R′i est aussi distingué dans Gi donc par l’affirmation 2, nécessairement, R′i est trivial.
Ainsi, Ri est abélien. Pour g ∈ Ri, la fonction distance de translation x 7→ d(gx, x) est
alors Ri-invariante. Comme cette fonction est convexe et que l’action de Ri est minimale,
elle donc constante. Ce qui signifie que g est une translation de Clifford et donc par le
théorème 1.8, Yi ' Y ′i × R. Ce qui contredit l’hypothèse sur Yi.

Ainsi, le radical moyennable de Gi est trivial. On peut alors appliquer le théorème 8.1
et Gi est un groupe de Lie semi-simple connexe à centre trivial. Donc Gi est un produit

de groupes de Lie simples, Gi ' G1
i × · · · × Gki . Chacun des Gji agit minimalement par

l’affirmation 2. Si k ≥ 2 alors pour g ∈ G1
i \{e}, tous les éléments de G2

i commutent avec
g et donc g est de nouveau une translation de Clifford. Ainsi Gi est un groupe de Lie
connexe simple. Soit Ki un sous-groupe compact maximal, Ki fixe un point x ∈ Yi et par
le théorème 8.2, le stabilisateur de x dans Gi est compact donc Ki est le stabilisateur
de x dans Gi. Comme l’action est transitive, Yi ' Gi/Ki (ce n’est pour l’instant qu’une
bijection).

Soit Sx la symétrie en x et σ la conjugaison par Sx dans Isom(Yi) qui laisse Gi
invariant car elle est continue et fixe l’élément neutre. C’est donc un automorphisme
involutif du groupe de Lie Gi et il induit une involution linéaire de l’algèbre de Lie gi. Un
calcul montre que si σ(g) = g si et seulement si g ∈ Ki. Notons ti l’algèbre de Lie de Ki.
Comme σ est continu, c’est un automorphisme analytique de différentielle dσ en l’identité
qui est un morphisme involutif de l’algèbre de Lie gi. De plus, la formule σ(exp(T )) =
exp(dσT ) pour T ∈ gi montre que dσT = T si et seulement si Sx(exp(tT )x) = x pour
tout t, c’est à dire si et seulement si T est dans l’algèbre de Lie, ti, de Ki. Notons pi le
sous-espace propre de dσ pour la valeur propre −1 alors gi = ti ⊕ pi. Si Bi est la forme
de Killing de Gi alors la formule

[dσ(T )[U, V ]] = [dσ(T ), dσ([dσ(U), dσ(V )])] = dσ([T, [dσ(U), dσ(V )]]),
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montre que Bi(dσ(T ), U) = Bi(T, dσ(U)). Ainsi, gi = ti ⊕ pi est une décomposition de
Cartan (voir la section 2.2).

Notons Xi ' Gi/Ki l’espace symétrique de Gi alors pi s’identifie à l’espace tangent
de Xi au point o correspondant à Ki et on a

expo : pi → Xi

U 7→ exp(U)o .

De plus, le lemme 3.11 permet d’identifier le cône tangent Tx de Yi à pi et on a

expx : pi → Yi
U 7→ exp(U)x .

Ainsi pi possède deux produits scalaires, l’un venant de Tx, l’autre de ToXi, tous deux
invariants sous l’action adjointe de Ki. Comme Gi est simple, cette action est irréductible
donc ces deux produits scalaires sont proportionnels. Quitte à renormaliser la distance
de Xi, on peut supposer qu’ils sont égaux. Ainsi, Φ = expo ◦ exp−1

x réalise un homéomor-
phisme tel que pour tout y ∈ Yi, dXi(Φ(y), o) = dYi(y, x). Finalement, comme Gi agit
transitivement sur Xi et Yi et commute avec Φ, on obtient que Φ est une isométrie entre
Yi et Xi. �



CHAPITRE III

Des espaces de dimension infinie et de rang fini

Dans ce chapitre nous étudions une famille d’espaces CAT(0) symétriques non loca-
lement compacts mais de rangs fini. L’approche est essentiellement métrique bien que
ces espaces possèdent une structure de variétés riemanniennes.

9. Formes quadratiques d’indice fini

On rappelle des faits classiques sur les formes quadratiques réelles en dimension finie
et des résultats généraux sur les formes quadratiques réelles en dimension infinie issus
de [BIM05].

Soit H un espace vectoriel réel et Q une forme quadratique sur H. On note B(x, y) =
1/4(Q(x + y)−Q(x− y)) la forme bilinéaire associée. Si S est un sous-ensemble de H,
on note S⊥Q = {x ∈ H; ∀y ∈ S, B(x, y) = 0}. On dit que Q est non-dégénérée
si H⊥Q = {0}. La forme quadratique Q est définie positive si Q(x) > 0 pour tout
x ∈ H \ {0} et définie négative si Q(x) < 0 pour tout x ∈ H \ {0}. On dit que Q est
définie si Q est définie positive ou définie négative et on note cela Q > 0 ou Q < 0 selon
le signe.

Un sous-espace totalement isotrope E est un sous-espace vectoriel tel que Q|E est
nulle. L’indice i(Q) est alors défini par

i(Q) = max{dim(E); Q|E = 0}.
On définit aussi

i+(Q) = max{dim(E); Q|E > 0}
et

i−(Q) = max{dim(E); Q|E < 0}.
Proposition 9.1 (proposition 2.1 de [BIM05]). Soit Q une forme quadratique d’indice
fini.
Alors

(i) i(Q) = min{i+(Q), i−(Q)}.

Supposons de plus i(Q) = i+Q.

(ii) Si E ⊂ H est tel que Q|E > 0 et dim(E) = i(Q) alors H = E⊕E⊥Q et Q|
E
⊥Q < 0.

(iii) Si H = E+ ⊕ E− est une décomposition orthogonale avec Q|E+ > 0 et Q|E− < 0
alors dim(E+) = i(Q).

37
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Si H = E+ ⊕E− est une décomposition orthogonale avec Q|E+ > 0 et Q|E− < 0, on
définit

< x, y >= B(x+, y+)−B(x−, y−)

où x = x+ + x− et y = y+ + y− sont les décompositions de x et y selon E+ ⊕E−. C’est
une forme bilinéaire définie positive.

Définition 9.2. Soit Q une forme quadratique sur H. On dit que Q est fortement non-
dégénérée d’indice fini si elle est non-dégénérée, d’indice fini et (H, < , >) est un espace
de Hilbert.

A priori, cette définition dépend de la décomposition E+ ⊕ E− choisie pour définir
< , >. Cependant, le lemme 2.4 de [BIM05] montre qu’elle n’en dépend pas. Deux
décompositions comme ci-dessus définissent deux produits scalaires équivalents c’est à
dire que les normes associées sont équivalentes dans le sens ci-dessous.

Si E et E′ sont deux espaces vectoriels munis de forme quadratique Q et Q′, on dit
que ces deux formes quadratiques sont équivalentes s’il existe une application linéaire
inversible f : E → E′ telle que Q′ = Q◦ f . Une application linéaire inversible f : E → E
telle que Q = Q◦f est dite orthogonale et l’ensemble des applications orthogonales forme
un groupe pour la composition. Ce groupe est appelé groupe orthogonal de Q et est noté
O(Q).

C’est un résultat classique en dimension finie (voir par exemple le théorème 6.6
de [Per82]) que la signature caractérise complètement la classe d’équivalence d’une
forme quadratique réelle. Ce résultat s’étend aux formes quadratiques fortement non-
dégénérées. Pour cela il faut étendre la définition de la signature en dimension infinie. Soit
Q une forme quadratique fortement non-dégénérée d’indice fini sur H et H = E+ ⊕ E−
une décomposition orthogonale avec Q|E+ > 0 et Q|E− < 0. La forte non-dégénérescence
impose à (E+, Q|E+) et (E−,−Q|E−) d’être des espaces de Hilbert. Si d± est le cardinal
d’une base de Hilbert de E± alors la signature de Q est le couple (d+, d−).

Proposition 9.3 (Proposition 2.7 de [BIM05]). La signature est un invariant complet
d’équivalence entre formes quadratiques fortement non-dégénérées d’indice fini.

Proposition 9.4 (Proposition 2.8 de [BIM05]). Si Q est une forme quadratique forte-
ment non dégénérée d’indice fini sur H et E ⊂ H est un sous-espace fermé tel que Q|E
est non dégénérée alors Q|E est fortement non dégénérée et H = E ⊕ E⊥Q.

Proposition 9.5 (Théorème de Witt). Soient E un espace vectoriel de dimension finie,
Q une forme quadratique sur E et G,G′ deux sous-espaces de E. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) il existe f ∈ O(Q) tel que f(G) = G′,

(ii) les formes Q|G et Q|G′ sont équivalentes.

Démonstration. C’est le théorème VIII.4.1 de [Per82]. �

Corollaire 9.6. Soient H un espace vectoriel réel, Q une forme quadratique fortement
non dégénérée d’indice fini sur H et G,G′ deux sous-espaces de dimension finie de H.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) il existe f ∈ O(Q) tel que f(G) = G′,

(ii) les formes Q|G et Q|G′ sont équivalentes.

Démonstration. Si H est le sous-espace (de dimension finie) engendré par G et
G′, le théorème de Witt (proposition 9.5) montre qu’il existe f : H → H application
orthogonale pour Q|H telle que f(G) = G′. On prolonge f par l’identité sur H⊥Q . Ceci
a bien un sens car Q|H est non dégénérée et alors H = H ⊕ H⊥Q par la proposition
9.4. �

L’énoncé suivant est donné sans preuve dans [BIM05], nous en donnons une preuve.

Proposition 9.7. Soient H un espace vectoriel réel, Q une forme quadratique fortement
non dégénérée d’indice fini sur H. Si f est une application orthogonale pour Q alors f
est un opérateur borné pour toute norme hilbertienne associée à Q.

Démonstration. Soit H = E+ ⊕E− une décomposition comme dans 9.1.(iii) avec
i(Q) = dim(E+). On note || || la norme hilbertienne associée. Si f ∈ O(Q) alors f |E+

est bornée car dim(E+) <∞.
Si x ∈ E+ avec ||x|| = 1 alors Q(f(x)) = 1 et donc il existe λ ≥ 0 et u± ∈ E± avec
||u±|| = 1 tels que f(x) = ch(λ)u+ +sh(λ)u−. Comme f |E+ est bornée, il existe λmax > 0
tel que 0 ≤ λ ≤ λmax pour tout x. De la même manière, si y ∈ E− avec ||y|| = 1 alors
il existe µ ≥ 0 et v± ∈ E± avec ||v±|| = 1 tels que f(y) = ch(µ)v− + sh(µ)v+. Soit
PE+ le projecteur orthogonal (pour la structure hilbertienne ou pour Q, c’est le même
opérateur) alors PE+ ◦ f |E+ est injective et donc surjective (sinon il existerait x ∈ E+ \ 0
tel que f(x) ∈ E− et donc Q(f(x)) ≤ 0). Soit y ∈ E− de norme 1 alors il existe x ∈ E+

tel que u+ = v+. l’égalité 0 = B(x, y) = B(f(x), f(y)) donne sh(µ)ch(λ) =< u−, v− >
ch(µ)sh(λ). Puisque µ et λ sont positifs, < u−, v− >∈ [0, 1] et donc tanh(µ) ≤ tanh(λ)
et par croissance de la fonction tangente hyperbolique 0 ≤ µ ≤ λmax. Finalement,
||f(y)|| ≤ ch(λmax) + sh(λmax). �

Le lemme 11.10 précise la norme d’un élément de O(Q) en fonction de certains angles
hyperboliques.

10. Grassmannienne de type non-compact

10.1. L’espace X(Q). Soit p ≥ 1 un entier et H un espace de Hilbert réel séparable
(de dimension finie supérieure à 2p ou infinie) et soit (ei) une base de Hilbert. Si (xi)
est la famille des coordonnées d’un vecteur x, on définit une forme quadratique Q par la
formule

(10.1) Q(x) =

p∑
i=1

x2
i −

∑
i>p

x2
i .

Cette forme quadratique est non-dégénérée et de signature (p, q) où q est la dimension
(finie ou infinie dénombrable) de l’orthogonal des p premiers vecteurs de base. Notons
Gp la Grassmannienne de rang p, c’est à dire l’ensemble des sous-espaces vectoriels de
dimension p de H. On définit la Grassmannienne de type non-compact

X(Q) = {E ∈ Gp, Q|E > 0}.
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La forme quadratique Q définie ci-dessus est bien fortement non-dégénérée d’indice
fini. De plus, au signe près, toutes les formes quadratiques fortement non-dégénérées
d’indice fini sur un espace de Hilbert séparable sont de cette forme là par la proposition
9.3. Ainsi, souvent on ne se rappellera que de la signature de Q et on notera

X(p, q) = X(Q).

Comme nous nous intéresserons essentiellement au cas de dimension infinie, on notera
simplement

Xp = X(p,∞).

Dans le cas p = 1, on reconnâıt l’espace hyperbolique de dimension infinie H∞, qui est
l’objet central de [BIM05].

Le groupe orthogonal, O(Q) (noté aussi O(p, q)), de la forme quadratique Q agit na-
turellement sur Gp par g ·E = g(E) pour g ∈ O(Q) et E ∈ Gp. De plus, cette action laisse
X(p, q) invariant et donc O(Q) agit naturellement sur X(p, q). Dans la base (ei), il y a un
élément de X(p, q) un peu plus particulier c’est E0 = Vect({ei}pi=1). En effet, son ortho-

gonal pour Q, E
⊥Q
0 , est égal à son orthogonal, E⊥0 , pour le produit scalaire de H. Ainsi,

le stabilisateur de E0 est l’ensmble des transformations qui laisse E0 et son orthogonal
invariant, c’est à dire O(Q|EO)×O(Q|E⊥O ) = O(p)×O(q) avec la convention que O(∞)

est le groupe des transformations orthogonales d’un espace de Hilbert séparable (E⊥O ici).

Grâce à la proposition 9.6 le groupe orthogonal de Q agit transitivement sur X(p, q)
de telle sorte que cet espace s’identifie avec le quotient O(p, q)/O(p)×O(q). Dans le cas
où q est fini, c’est un espace symétrique de type non-compact bien connu.

10.2. L’espace symétrique X(p, q). Cette section est dédiée à la structure de cet
espace symétrique, qui est décrite, par exemple, dans la section 8.2.2 de [Pet06] ou la
section V.2 de [Hel01] et plus particulièrement dans [Saw99] .

Le groupe O(p, q) est un sous-groupe de Lie de GLn(R). Plus précisément, si J est
la matrice diagonale diag(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1) avec p apparitions de 1 et q apparitions
de −1 alors

O(p, q) =
{
M ∈ GLn(R); tMJM = J

}
.

Son algèbre de Lie est

o(p, q) =
{
H ∈ Mn(R); tHJ + JH = 0

}
.

Avec une écriture par blocs, on obtient que H ∈ o(p, q) si et seulement si

H =

[
A B
tB C

]
où A et C sont des matrices carré antisymétriques de taille respective p et q et B est
une matrice de taille p× q. Le crochet de Lie entre H et H ′ est [H,H ′] = HH ′ −H ′H.
La forme de Killing est (voir la proposition 3 de [Saw99])

K(H,H ′) = (p+ q − 2) trace(HH ′)
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et si H =

[
A B
tB C

]
et H ′ =

[
A′ B′
tB′ C ′

]
alors

trace(HH ′) = trace(AA′) + trace(CC ′) + 2 trace( tBB′).

Si on définit

t =

{[
A 0
0 C

]
; tA = −A, tC = −C

}
et p =

{[
0 B
tB 0

]
; B ∈ Mpq(R)

}
alors t ' o(p)⊕o(q), de plus K est définie négative sur t et définie positive sur p. L’algèbre
de Lie est semi-simple et on a donc une décomposition de Cartan o(p, q) = t⊕ p associée
à l’involution de Cartan H → − tH.
Appelons x0 le sous espace E0 du début de cette section alors l’espace tangent à X(p, q)
en x0 s’identifie à p et l’application exponentielle (au sens riemannien) est donnée par

H =

[
0 B
tB 0

]
→ exp(H) · x0.

Appelons a le sous-espace vectoriel de p des matrices

[
0 B
tB 0

]
où B ∈ Mpq(R) est

une matrice à coefficients tous nuls sauf les Bii pour 1 ≤ i ≤ p. C’est une sous-algèbre
abélienne maximale de o(p, q) incluse dans p. La proposition 6.1 de [Hel01] montre alors
que l’image de a par l’application exponentielle est un plat maximal de X(p, q). Soit
λ ∈ Rp et notons Hλ l’élément de a donné par l’écriture en blocs

Hλ =

 0 D 0
D 0 0
0 0 0


où D = diag(λ1, . . . , λp). En munissant p du produit scalaire K ′ = 1

2(p+q−2)K, on obtient

une distance sur X(p, q) invariante sous l’action de O(p, q) donnée par

(10.2) d(exp(Hλ)x0, x0)2 = K ′(Hλ, Hλ) =

p∑
i=1

λ2
i .

La matrice exp(Hλ) a une expression simple

exp(Hλ) =

 ch(λ) sh(λ) 0
sh(λ) ch(λ) 0

0 0 Iq−p


où ch(λ) (respectivement sh(λ)) est la matrice diag(ch(λ1), . . . , ch(λp)) (respectivement
diag(sh(λ1), . . . , sh(λp))). Le p-plan exp(Hλ)E0 est donc l’espace vectoriel engendré par
les {ch(λi)ei + sh(λi)ep+i}i=1...p.

Dans la suite, l’espace X(p, q) sera toujours muni de la métrique provenant de K ′.



42 III. DES ESPACES DE DIMENSION INFINIE ET DE RANG FINI

10.3. L’espace symétrique Xp. Pour un espace symétrique de type non-compact
irréductible (de dimension finie) X = G/K, il existe une demi-droite (obtenue par multi-
plication par un réel strictement positif) de métriques qui font que G agit par isométries.
L’usage est de considérer la métrique qui provient de la forme de Killing. Dans la sec-
tion 10.2, nous avons préféré utiliser la forme K ′ sur o(p, q) qui possède l’avantage de
faire disparâıtre des constantes provenant du paramètre q. Notons temporairement K ′(p,q)
cette forme pour mettre en avant les paramètres p et q.

Si q ≤ q′ alors le groupe O(p, q) se plonge naturellement en un sous-groupe de

O(p, q′) de la manière suivante : Si M ∈ O(p, q) alors

[
M 0
0 Iq′−q

]
∈ O(p, q′). Cette

écriture matricielle définit le plongement. L’image de O(p)×O(q) est un sous-groupe de
O(p)×O(q′) et la restriction de K ′(p,q′) à l’image de o(p, q) est K ′(p,q). Ainsi, on a défini

un plongement isométrique de O(p, q) dans O(p, q′). Au niveau des espaces symétriques,
cela donne un plongement totalement géodésique et isométrique de X(p, q) dans X(p, q′).

Remarque 10.1. En adaptant légèrement la construction précédente, on voit facilement
que X(p, q) se plonge totalement géodésiquement et isométriquement dans X(p′, q′) pour
p ≤ p′ et q ≤ q′.
Lemme 10.2. Pour tout ensemble fini de points x1, . . . , xn de Xp, il existe un sous-
espace de Hilbert F ⊂ H de dimension finie et contenant E0 tel que les points x1, . . . , xn
de Xp soient contenus dans X(Q|F ).

Démonstration. Les points x1, . . . , xn sont des p-plans de H, on considère l’espace
vectoriel, F , engendré par ces p-plans et E0. �

On peut alors définir une distance sur Xp. Etant donné deux points de Xp on mesure
leur distance dans un X(Q|F ) donné par le lemme 10.2. D’après la discussion du début
de cette section, cette mesure ne dépend pas du choix de F . Ainsi, on définit bien une
distance sur Xp.

Proposition 10.3. L’espace (Xp, d) est un espace CAT(0).

Démonstration. Soient x, y et z trois points de Xp. Par le lemme 10.2, il existe
un sous-espace de Xp isométrique à un certain X(p, q) donc Xp est un espace métrique
géodésique. Soitm un point milieu entre x et y. Il existe de nouveau un espace isométrique
à un certain X(p, q′) contenant x, y, z et m dans lequel l’inégalité de Bruhat-Tits est
vérifiée donc Xp est bien un espace CAT(0) �

Bien que l’espace Xp ne soit plus de dimension finie ni localement compact, si on
ne considère qu’une configuration finie alors le raisonnement peut s’effectuer dans un
espace symétrique de dimension finie. Ici, Y ⊂ X totalement géodésique signifie que
toute géodésique contenant deux points de Y est incluse dans Y .

Proposition 10.4. Pour toute configuration finie de points, géodésiques, points au bord
et plats de dimension finie, il existe un Y ⊂ Xp totalement géodésique contenant les
éléments de cette configuration et isométrique à un X(p, q) pour p ≤ q.
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Démonstration. On commence par observer que Xp possède la propriété d’ex-
tension unique des géodésiques, ce qui est une conséquence du lemme 10.2. Ainsi, une
géodésique est entièrement déterminée par deux points distincts sur celle-ci, un point au
bord par une géodésique pointant vers ce point et un plat est déterminé par un nombre
fini de géodésiques comme enveloppe convexe de celles-ci. Ainsi, le lemme 10.2 permet
de trouver Y . �

Corollaire 10.5. L’espace Xp est de rang p.

Démonstration. Soit P ⊂ Xp un plat alors on peut trouver un sous-espace totale-
ment géodésique de Xp isométrique à un certain X(p, q) et contenant P . Comme X(p, q)
est de rang min(p, q), on a k ≤ p et donc le rang de Xp est au plus p. Comme il existe des
plongements isométriques de X(p, q) (avec q ≥ p) dans Xp, le rang de Xp est exactement
p. �

10.4. Structure de variété riemannienne. Bien que l’approche prise ici est de
considérer essentiellement la structure d’espace CAT(0) que possède Xp, on peut, bien
entendu, munir cet espace d’une structure de variété riemannienne qui prolonge celle de
X(p, q). Pour les notions sur les espaces riemanniens symétriques, on peut se reporter à
la section 2.3.

En reprenant les notations de 10.1, on identifie Vect({ei}pi=1) avec Rp et on note H0

le supplémentaire orthogonal de Rp dans H. On note aussi L(Rp,H0) l’espace vectoriel
des opérateurs linéaires (de rang au plus p donc nécessairement bornés) de Rp vers H0.
Si B ∈ L(Rp,H0) alors on note son opérateur adjoint (pour la restriction du produit
scalaire à Rp et H0) tB et dans ce cas l’application donnée par

p = L(Rp,H0) → Xp

B 7→ exp

([
0 tB
B 0

])
· x0

réalise un homéomorphisme. De plus, l’ensemble des opérateurs de la forme

[
0 tB
B 0

]
forme un système de Lie triple de S2(H) et la proposition 2.6 permet d’identifier Xp avec
un sous-espace totalement géodésique de P2(H).

11. Angles principaux

Dans un espace euclidien, la position relative de deux droites est donnée par l’angle
entre ceux deux droites. Les angles principaux (euclidiens), qui sont des objets bien
connus depuis les travaux [Jor75] de C. Jordan, généralisent le fait précédent. La posi-
tion relative de deux p-plans est entièrement déterminée par la famille des angles prin-
cipaux entre ces deux p-plans. De plus, la norme `2 de cette famille donne exactement
la distance (dans l’espace symétrique O(p+ q)/O(p)×O(q)) entre les deux p-plans.

Dans cette section, on introduit des angles principaux hyperboliques pour lesquels
nous n’avons pas trouvé de trace dans la littérature. On montre des propriétés analogues
à celles ci-dessus pour ces angles mais relativement à l’espace symétrique X(p, q).
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11.1. Angles principaux euclidiens. Soit H un espace de Hilbert (de dimension
finie ou infinie). On note < x, y > le produit scalaire entre x et y et ||x|| la norme d’un
vecteur. Si E et F sont deux sous-espaces vectoriels de dimension p ∈ N∗, on définit
alors par itération la famille des angles principaux.

Soit c1 = max{< x, y > | x ∈ E, y ∈ F, ||x|| = ||y|| = 1}. On choisit aussi
x1 ∈ E et y1 ∈ F de norme 1 qui réalisent ce maximum. Si ci, xi, yi sont construits pour
i = 1, . . . , l < p, on pose El = Vect(x1, . . . , xl)

⊥ ∩E et Fl = Vect(x1, . . . , xl)
⊥ ∩F . Alors

on pose cl+1 = max{< x, y > | x ∈ El, y ∈ Fl, ||x|| = ||y|| = 1} et on choisit de nouveau
xl+1 ∈ El et yl+1 ∈ Fl de norme 1 qui réalisent ce maximum. Une fois les ci construits,
on définit la famille des angles principaux par θi = arccos(ci) pour i de 1 à p. C’est une
famille ordonnée croissante de nombres entre 0 et π/2.

Lemme 11.1. La famille des angles principaux ne dépend pas du choix des xi et yi. De
plus (xi) et (yi) forment des bases biorthogonales de E et F .

Les familles (xi) et (yi) forment des bases biorthogonales de E et F si (xi) une base
orthogonale de E, (yi) une base orthogonale de F et < xi, yj >= 0 pour i 6= j.

Démonstration. On commence par montrer la propriété d’orthogonalité. Pour
cela, on remarque que pour tout vecteur x, le projeté PF (x) de x sur F est l’unique
vecteur de F tel que pour tout y ∈ F , on ait < x, y >=< PF (x), y >. On raisonne alors
par récurrence sur i pour montrer que le projeté de xi sur F est < xi, yi > yi. Pour
i = 1, c’est clair. On suppose le résultat jusqu’au rang i, si < PF (xi+1), yk >6= 0 pour
k ≤ i alors < xi+1, yk >6= 0 et donc < xi+1, < xk, yk > xk >=< xi+1, PE(yk) >6= 0 ce
qui est absurde. Ainsi, xi+1 est orthogonal à tous les yk pour 1 ≤ k ≤ i. Ce qui montre
que PF (xi+1) est dans {y1, . . . , yi}⊥ ∩ F et donc PF (xi+1) =< xi+1, yi+1 > yi+1.

On considère l’application linéaire PE ◦PF |E , c’est un endomorphisme de E et dans
la base (xi), cette application a pour matrice diag(c2

1, . . . , c
2
p) (car PF (xi) = cos(θi)yi

et PE(yi) = cos(θi)xi), les valeurs propres de cette application sont donc les c2
i , ce qui

montre que les ci sont indépendants du choix des xi et yi. �

La proposition suivante montre que la famille des angles principaux détermine en-
tièrement la position relativement de deux p-plans.

Proposition 11.2. Soit E,F deux p-plans de famille d’angles principaux θ et E′, F ′

deux p-plans de famille d’angle principaux θ′.
Il existe une isométrie f de H telle que f(E) = E′ et f(F ) = F ′ si et seulement θ = θ′.

Démonstration. Il est clair que la condition d’égalité des angles principaux est
nécessaire. Réciproquement, on se donne E,F et E′, F ′ tels que θ = θ′. On choisit
(xi), (yi) bases biorthogonales pour E et F et de même (x′i), (y

′
i) bases biorthogonales

pour E′ et F ′. Si θi 6= 0 posons ui = (yi− cos(θi)xi)/||yi− cos(θi)xi||. La biorthogonalité
montre que {xi} ∪ {ui, θi 6= 0} est une base orthogonale de Vect(E ∪ F ). On réalise la
même construction pour E′ et F ′, ce qui donne les u′i pour i tel que θ′i 6= 0. Il existe
alors f isométrie telle que f(xi) = x′i pour tout i et f(ui) = u′i pour i tel que θi 6= 0. Par
construction, on a alors f(yi) = y′i pour tout i et donc f(E) = E′ et f(F ) = F ′ �
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Notons Gp l’ensemble des p-plans de H. A l’aide des angles principaux, on peut
construire de nombreuses distances sur Gp. En effet, remarquons que si E,F et G sont
des p-plans et si l’on note θ, β et γ les familles des angles principaux, respectivement,
entre E et F , F et G, E et G alors pour tout i, γi ≤ θi + βi. Ainsi en définissant
d(E,F ) = ||θ|| où θ est la famille des angles hyperboliques entre E et F et || || une
norme sur Rn avec la propriété ||θ|| ≤ ||θ′|| si 0 ≤ θi ≤ θ′i pour tout i, on obtient une
distance G-invariante sur Gp. Il en existe une plus naturelle. Définissons d2(E,F ) = ||θ||2
pour E,F ∈ Gp où θ est la famille des angles principaux entre E et F et || ||2 est la
norme euclidienne sur Rp.

Le groupe O(H) agit transitivement sur Gp et si on fixe une base hilbertienne (ei)
de H alors le stabilisateur de E0 = Vect({ei}pi=1) s’identifie avec O(p)×O(F) où F est
l’orthogonal de E0. Ainsi, Gp s’identifie avec O(H)/O(p)×O(F). Si F est de dimension
finie, q, on retrouve l’espace symétrique compact O(p+ q)/O(p)×O(q).

L’algèbre de Lie de O(n) est constituée des matrices antisymétriques. L’espace tan-

gent de Gp au point E0 s’identifie alors avec les matrices de la forme XB =

[
0 B
−Bt 0

]
où B est une matrice de taille p × q (voir [Pet06]). Le produit scalaire sur cet espace
tangent est donné par

<

[
0 B
−Bt 0

]
,

[
0 A
−At 0

]
>= 2 trace(AtB).

La théorie des espaces symétriques (voir le théorème IV.3.3 de [Hel01]) montre que
les géodésiques issues de E0 sont de la forme t → exp(tX)E0. Considérons une matrice
B de taille p × q de la forme bij = 0 si i 6= j et bii = θi. Le calcul montre que exp(XB)
est de la forme

 cos(θ1)
. . .

cos(θp)


 sin(θ1)

. . .

sin(θp)

 0

 sin(−θ1)
. . .

sin(−θp)


 cos(θ1)

. . .

cos(θp)

 0

0 0 Iq−p


On voit alors que les angles principaux entre exp(XB)E0 et E0 sont les |θi| pour −π/2 <
θi < π/2 (quitte à les réordonner). Comme ||XB|| =

√
2
∑
θ2
i , on constate alors qu’au

facteur
√

2 près, la distance d2 sur Gp est la distance provenant de la métrique d’espace
symétrique.

Dans le cas de dimension finie Gp est compact, ce qui n’est plus le cas en dimension
infinie mais on a cependant la proposition suivante.

Proposition 11.3. L’espace (Gp, d2) est complet.
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Démonstration. A chaque p-plan, E ∈ Gp, on associe son projecteur orthogonal
PE ∈ B(H) où B(H) désigne l’ensemble des opérateurs bornés de H muni de la norme
d’opérateur qui en fait une algèbre de Banach. De plus, ces opérateurs sont de rang
fini et donc de Hilbert-Schmidt (on renvoit à la section 2.8 de [Arv02] pour des détails
sur les opérateurs de Hilbert-Schmidt). Les opérateurs de Hilbert-Schmidt forment un
espace de Hilbert, L2(H) pour le produit scalaire < P,Q >= Trace(tPQ) où Trace(P ) =∑

i≥0 Pei ·ei. Notons || ||2 la norme associée. Si E et F sont deux p-plans alors en utilisant

la construction des angles principaux on voit que < PE , PF >=
∑p

i=1 cos(θi) où les θi
sont les angles principaux entre E et F . Ainsi

(11.1) ||PE − PF ||2 =

√√√√2

p∑
i=1

(1− cos(θi)).

Soit En une suite de Cauchy dans (Gp, d2). La formule ci-dessus montre alors que Pn =
PEn est une suite de Cauchy dans les opérateurs de Hilbert Schmidt. Soit P la limite
des Pn. La majoration de la norme d’opérateur par la norme || ||2 (c.f. proposition 2.8.4
de[Arv02]) montre que P est aussi un projecteur orthogonal (tP = P et P 2 = P ).
De plus le rang d’un projecteur est égale à sa trace et ici Trace(P ) = Trace(P 2) =
||P 2||2 = limn→∞ ||P 2

n ||2 = p. Ainsi P est un projecteur orthogonal sur un p-plan E.
Alors l’équation 11.1 montre alors que En → E dans Gp. �

11.2. Angles principaux hyperboliques. On construit dans cette section les
angles principaux hyperboliques de la même manière que les angles principaux euclidiens
ont été construits. Soit Q la forme quadratique définie en 10.1 sur l’espace de Hilbert H
et B la forme bilinéaire symétrique associée. Soit E et F deux éléments de X(Q).

On définit c′1 = max{B(x, y)| x ∈ E, y ∈ F, Q(x) = Q(y) = 1}. On remarque
que {x ∈ E, Q(x) = 1} et {y ∈ E, Q(y) = 1} sont compacts puisque Q|E et Q|F
sont définies positives. On choisit aussi x1 ∈ E et y1 ∈ F avec Q(x1) = Q(y1) = 1
qui réalisent ce maximum. Si c′i, xi, yi sont construits pour i = 1, . . . , l < p, on pose
El = Vect(x1, . . . , xl)

⊥Q ∩ E et Fl = Vect(x1, . . . , xl)
⊥Q ∩ F . Alors on pose c′l+1 =

max{B(x, y)| x ∈ El, y ∈ Fl, Q(x) = Q(y) = 1} et on choisit de nouveau xl+1 ∈ El et
yl+1 ∈ Fl de norme 1 qui réalisent ce maximum.

Remarque 11.4. Dans le cas p = 1, l’inégalité de Schwartz renversée (c.f. II.10.3 de
[BH99]) montre que B(x1, y1) ≥ 1 et on peut donc définir l’angle hyperbolique entre x1

et y1 par arccosh(B(x1, y1)). On retrouve ainsi la distance usuelle sur l’espace hyperbo-
lique. Cependant lorsque p ≥ 2 et que x, y sont des vecteurs tels que Q(x) = Q(y) = 1,
on peut très bien avoir |B(x, y)| < 1. On ne peut alors plus définir d’angle hyperbolique
entre x et y. On va voir que pour les xi et yi, on a toujours B(xi, yi) ≥ 1.

Pour E dans X(Q) on peut définir le projecteur orthogonal P ′E sur E relativement
à Q . C’est l’unique opérateur P tel que P |E = IdE , P |

E
⊥Q = 0 et B(Px, y) = B(x, Py)

pour tout x, y ∈ H. L’existence de P ′E est assurée par le point (ii) de la proposition
9.1. Dans notre cas où une base particulière a été choisie, on peut définir explicitement
P ′E . On commence par remarquer que P ′E0

= PE0 puisque que Q et le produit scalaire

de H cöıncident sur E0 et E⊥0 = E
⊥Q
0 . Maintenant si E appartient à X(Q), il existe
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M ∈ O(Q) telle que E = ME0. On définit alors P ′E = MPE0M
−1. Cette définition ne

dépend pas du choix de M . En effet, les autres choix pour M sont de la forme MN avec
N ∈ O(p)×O(q) et comme N et PE0 commutent, on a le résultat.

On a alors pour x ∈ E et y ∈ F , B(x, y) = B(x, P ′E(y)) = B(P ′F (y), x). Comme Q
est définie positive sur E et F , on a P ′F (xi) = B(xi, yi)yi.

Lemme 11.5. La famille des c′i ne dépend pas du choix des xi et yi. De plus, (xi) et
(yi) forment des bases biorthogonales pour Q de E et F .

Démonstration. Le fait que les familles forment des bases bi-orthogonales pour
Q se montre exactement de la même manière que dans le lemme 11.1 en remplaçant le
produit scalaire par Q.

On a donc P ′F (xi) = B(xi, yi)yi et P ′E(yi) = B(xi, yi)xi. L’opérateur P ′EP
′
FP
′
E a donc

pour matrice diag((c′1)2, . . . , (c′p)
2) dans la base (xi). Les c′i

2 en sont donc les valeurs
propres et ne dépendent donc pas des xi et yi. �

On peut désormais définir les angles principaux hyperboliques. Pour 1 ≤ i ≤ p, on a
Q(xi) = c′i

2Q(yi) +Q(xi− c′iyi). Comme Q(xi) = Q(yi) = 1 et que Q est définie négative

sur F⊥Q , on a c′i
2 = 1−Q(xi−c′iyi) ≥ 1. Posons αi = arccosh(c′i). La famille α = (αi)

p
i=1

est une famille décroissante de réels positifs appelée famille des angles hyperboliques
principaux.

Proposition 11.6. Soit E,F ∈ X(Q) de famille d’angles principaux hyperboliques α et
E′, F ′ ∈ X(Q) de famille d’angles principaux hyperboliques α′.
Il existe une application orthogonale f ∈ O(Q) telle que f(E) = E′ et f(F ) = F ′ si et
seulement α = α′.

Démonstration. On se donne (xi), (yi) bases bi-orthogonales pour E,F et (x′i), (y
′
i)

bases bi-orthogonales pour E′, F ′. On pose ui = xi − P ′F (yi), u
′
i = x′i − P ′F ′(y′i) . Soit G

l’espace vectoriel engendré par E et F et G′ celui engendré par E′ et F ′. Les familles
{xi} ∪ {ui, ui 6= 0} et {x′i} ∪ {u′i, u′i 6= 0} sont des bases orthogonales respectives de G
et G′. De plus Q(xi) = 1 = Q(x′i) et Q(ui) = 1 − B(xi, yi)

2 = 1 − B(x′i, y
′
i)

2 = Q(u′i).
Les restrictions de la forme Q à G et G′ sont équivalentes, on peut alors appliquer le
corollaire 9.6 pour conclure. �

Proposition 11.7. Soit E,F ∈ X(Q) de famille d’angles principaux hyperboliques α.
Alors d(E,F ) = ||α||2.

Démonstration. Grâce au lemme 10.2, on peut supposer X(Q) est un certain
X(p, q) et on sait alors que O(p, q) agit transitivement sur l’inclusion d’un point dans un
plat. Comme O(p, q) préserve la distance et les angles principaux hyperboliques, on peut
supposer que E = E0 et F = exp(Hλ)E0 avec λ ∈ Rp. On remarque que {αi} = {|λi|}.
L’équation 10.2 permet alors de conclure. �

11.3. Lien entre ces deux familles d’angles. Il y a un cas où l’on peut exprimer
les angles euclidiens en fonction des angles hyperboliques et réciproquement.
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Lemme 11.8. Soit E ∈ X(p, q). Si θ et α sont les familles des angles principaux res-
pectivement euclidiens et hyperboliques entre E et E0 alors pour tout 1 ≤ i ≤ p on
a

cos(θp−i) =
ch(αi)√

ch(αi)2 + sh(αi)2
.

Notons V0 l’ensemble des éléments de Gp tels que tous les angles principaux avec E0

sont plus petits que π
4 .

Proposition 11.9. L’inclusion de Xp dans Gp réalise un homéomorphisme entre Xp et
V0.

Démonstration. L’injection de X(Q) dans V0 réalise une bijection par définition
de ces deux espaces.
Appelons f : R+ → [0, π/4) la fonction donnée par la formule

f(x) = arccos

(
ch(x)√

ch(x)2 + sh(x)2

)
.

C’est une bijection strictement décroissante. Des majorations grossières montrent que
la boule centrée en E0 de rayon R ∈ R+ pour la distance de X(Q) est incluse dans
la boule de rayon pf(R) pour la distance de Gp et de même la boule centrée en E0 de
rayon r < π/4 pour la distance de Gp est incluse dans la boule de rayon pf−1(r) pour la
distance de Xp. �

Lemme 11.10. Soit E ∈ Xp et M ∈ O(Q) tel que M ·E0 = E alors ||M || = ||M−1|| =√
ch(α1)2 + sh(α1)2 où α1 est le premier angle principal hyperbolique entre E et E0.

Démonstration. L’existence de base bi-orthogonale montre que dans une (bonne)
base orthogonale de H, on peut choisir pour M la matrice ch(α) sh(α)

sh(α) ch(α)
Id


où ch(α) (respectivement sh(α)) désigne la matrice diag(ch(α1), . . . , ch(αp)) (respective-

ment diag(sh(α1), . . . , sh(αp)). On a bien M · E0 = E et ||M || =
√

ch(α1)2 + sh(α1)2.
Maintenant si M ′ est un autre élément de O(Q) qui vérifie la même propriété alors
M−1M ′ ∈ O(p) × O(∞) et en particulier ||M || = ||M ′||. Il en est de même (en chan-
geant les αi en −αi) pour M−1 et on a le résultat annoncé. �

Proposition 11.11. L’espace (Xp, d) est un espace de Hadamard séparable.

Pour un espace symétrique, il est facile de montrer la complétude géodésique (si une
géodésique ne peut être continuer, on effectue la symétrie près de ce point, ce qui prolonge
la géodésique par magie). Le théorème de Hopf-Rinow (c.f. théorème I.3.7 dans [BH99])
donne alors la complétude métrique. Ici l’absence de compacité locale ne permet plus
d’utiliser le théorème de Hopf-Rinow (voir à ce sujet l’introduction de [Lan99]).

Démonstration. Il suffit de montrer qu’une suite de Cauchy (En) dans Xp est
une suite de Cauchy dans Gp. En effet, par la proposition 11.3, il existe E ∈ Gp tel que
En → E pour d2. Comme En reste dans une boule centrée en E0 pour d, le lemme 11.8
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montre que E ∈ V0 et alors la proposition 11.9 montre En → E dans Xp.

Soit (En) une suite de Cauchy dans Xp, il existe R tel que d(En, E0) < R pour tout
n. On fait le choix de Mn dans O(Q) tel que En = Mn · E0 pour tout n. Si α(En, Em)
désigne la famille des angles principaux hyperboliques entre En et Em, on a

α(En, Em) = α(M−1
n · En,M−1

n · Em) = α(E0,M
−1
n · Em).

Si x et y sont deux vecteurs respectivement de E0 et M−1
n · Em, l’inégalité ||x|| =

||M−1
n Mnx|| ≤ ||M−1

n || ||Mnx|| implique alors

| < Mnx,Mny > |
||Mnx|| ||Mny||

≤ ||Mn||2||M−1
n ||2

| < x, y > |
||x|| ||y|| .

Ainsi le lemme 11.10, donne

θmax(En, Em) ≤
(
ch(R)2 + sh(R)2

)2
θmax(E0,M

−1
n Em).

Finalement, α1(E0,M
−1
n · Em) = α1(En, Em) −→n,m→∞ 0 et le lemme 11.8 im-

pliquent que θmax(En, Em) −→n,m→∞ 0.

La séparabilité découle de l’homéomorphisme entre V0 et Xp obtenu dans la pro-
position 11.9. En effet, V0 est un ouvert de Gp qui est homéomorphe à l’ensemble des
projecteurs de rang p dans l’ensemble (fermé) des opérateurs de Hilbert-Schimdt, L2(H),
par la formule 11.1. La séparabilité de L2(H) peut se voir en l’identifiant avec le produit
tensoriel hilbertien H⊕H. �

12. Isométries

12.1. Le groupe de toutes les isométries. Il est bien connu que le groupe des
isométries de l’espace hyperbolique de dimension q, finie ou infinie est O(1, q)/{± Id}.
Voir, par exemple, la proposition 3.4 de [BIM05]. Le théorème suivant et son corollaire
généralise ce résultat en rang plus grand que 2. Notons π : O(Q) → Isom(X(Q)) le
morphisme de groupes qui associe à un élément de O(Q) l’isométrie obtenue par multi-
plication à gauche sur O(p, q)/O(p)×O(q).

Théorème 12.1. Soit g une application de X(Q) dans lui-même. Les énoncés suivants
sont équivalents

(i) La transformation g est une isométrie.

(ii) La transformation g préserve les angles hyperboliques principaux.

(iii) Il existe h ∈ O(Q) tel que g = π(h).

Voyons tout de suite un corollaire important de ce résultat en définissant PO(Q) =
O(Q)/{± Id}.

Corollaire 12.2. Le groupe Isom(Xp) s’identifie à PO(p,∞).

Démonstration. Grâce au théorème précédant Isom(X(Q)) ' O(Q)/ker(π), il
reste donc à voir que ker(π) = {± Id}. Soit G ∈ ker(π) alors π(G)x0 = x0 donc G ∈
O(p) ×O(q). Si G = A × B avec A ∈ O(p) et B ∈ O(q) alors la différentielle de π(G)
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en x0 est donnée par H 7→ BH tA. Cette application est l’identité. Identifions l’espace
tangent en x0 avec des matrices à p colonnes et q (peut-être infini) lignes. Notons bij et
aij les coefficients matriciels respectifs de A et B (dans une base orthogonale pour Q et
orthonormée pour le produit scalaire sur H). En prenant pour H la matrice n’ayant que
des zéros sauf un 1 en (i, j) on obtient que BH tA a pour coefficient en (k, l), aljbki. Ceci
impose aij = 0 pour i 6= j et bij = 0 pour i 6= j et donc pour tout i ≤ q et tout j ≤ p,
ajjbii = 1. Il est alors clair que ajj = bii = a11 = ±1 et donc G = ± Id. �

Démonstration du théorème 12.1. Les implications (iii) ⇒ (ii) ⇒ (i) sont
claires. Seule l’implication (i)⇒ (iii) est à montrer.
Soit g ∈ Isom(Xp). Comme O(p,∞) agit transitivement sur Xp, on peut supposer
que gx0 = x0. On peut alors parler de la différentielle de g en x0 qui est défini par
Tx0g(H) = limt→0 g exp(tH) où H ∈ Tx0Xp ' L(E0,F). Cette application est homogène
et préserve la norme sur Tx0Xp qui est un espace de Hilbert. C’est un résultat clas-
sique que Tx0g est alors linéaire. On va comprendre Tx0g sur une base orthonormée de
L(Rp,F). Notons δij l’application x 7→< x, ej > εi pour j ≤ p et i ∈ N∗ où (ei)i=1...p

est une base de Rp et (εj) une base de H. Les δij forment une base orthonormale de
L(E0,F) et exp(δij) est Vect(e1, . . . , ej−1, ch(1)ej + sh(1)εi, ej+1, . . . , ep) ∈ Xp qui est
sur une géodésique singulière issue de x0.

Un plat maximal de Xp contenant x0 est de la forme

Pu,v = {Vect ({ch(λi)ui + sh(λi)vi}i=1..p) | (λ1, . . . , λp) ∈ Rp}
pour u = (u1, . . . , up) base orthonormée de E0 et v = (v1, . . . , vp) famille orthonormée
de H0.

L’action de O(p)×O(∞) sur L(E0,F) est donnée par H 7→ BH tA pour A ∈ O(p)
et B ∈ O(∞). Ainsi, l’action de O(p)×O(∞) sur les plats maximaux contenant x0 est
transitive et on peut supposer que g fixe (point par point) le plat Pe,ε où e = (e1, . . . , ep)
et ε = (ε1, . . . , εp). Si ε′ est obtenu à partir de ε en remplaçant la coordonnée d’indice
i par un εk pour k > p alors Pe,ε et Pe,ε′ ont pour intersection un plat de dimension
p− 1 qui est obtenu en prenant la coordonnée λi égale à 0. Donc gPe,ε′ vérifie la même
propriété d’intersection avec Pe,ε et donc gPe,ε′ est de la forme Pe,ε′′ où ε′′ est obtenu à
partir de ε en remplaçant la coordonnée d’indice i par un vecteur unitaire ε′′k orthogonal
aux ε1, . . . , εp.

De plus, ε′′k ne dépend que de εk et de i mais pas de ε1, . . . , εp car ε′′k est com-
plètement déterminée par l’image de la géodésique singulière donnée par l’image de
Vect(e1, . . . , ej−1, ch(1)ej+sh(1)εk, ej+1, . . . , ep). Ainsi, pour i fixé, l’application εk 7→ ε′′k
est bien définie pour tout k et se prolonge en une application linéaire orthogonale Bi
de F . L’application Tx0g s’écrit donc H = [h1, · · · , hp] 7→ [B1h1, . . . , Bphp] où hj est la
colonne d’indice j de H c’est à dire l’image de ej par H. Il reste à voir que l’on peut se
ramener au cas où tous les Bj sont les mêmes.

Remarquons que, quitte à multiplier g à gauche par Id×B−1
1 , on peut supposer

que B1 = Id. Soit u1 et u2 deux vecteurs unitaires orthogonaux de F , l’image de
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Vect(ch(1)e1 + sh(1)u1, . . . , ej−1, ch(1)ej + sh(1)u2, e(j+1), . . . , ep) ∈ Xp par g est
Vect(ch(1)e1 + sh(1)u1, . . . , ej−1, ch(1)ej + sh(1)Bju2, e(j+1), . . . , ep) ∈ Xp et donc Bju2

est orthogonal à u1 pour tout u1 orthogonal à u2. Ainsi Bju2 = ±u2 pour tout u2 et
par linéarité Bj = εj Id où εj = ±1. Finalement si A est la matrice diagonale telle que
ajj = εj alors g(A× Id) = IdXp .

�

On peut maintenant comprendre la topologie de Isom(Xp). Rappelons qu’en di-
mension finie O(p) possède exatement deux composantes connexes qui sont SO(p) et
l’ensemble des applications orthogonales de déterminant −1. Si p est pair alors Id et
− Id sont dans la même composante connexe et donc PO(p) := O(p)/{± Id} possède
de nouveaux deux composantes connexes. Si p est impair alors Id et − Id sont dans des
composantes distinctes et donc dans ce cas PO(p) ' SO(p).

En dimension infinie, les choses sont bien différentes car la notion de déterminant
n’a plus de sens et en fait O(∞) est même contractile par un résultat de N. Kuiper
[Kui65] pour la topologie de la norme d’opérateurs. Si GL(H) désigne le groupe de tous
les opérateurs bornés inversibles de l’espace de Hilbert H alors appelons O(H) et P(H)
les sous-groupes de GL(H) formés, respectivement des opérateurs orthogonaux et des
opérateurs symétriques définis positifs (munis de la topologie de la norme d’opérateurs)
alors on a le résultat suivant sur la décomposition polaire.

Proposition 12.3. La décomposition polaire réalise un homéomorphisme entre O(p,∞)
et (O(p,∞) ∩O(H))× (O(p,∞) ∩P(H)).

Démonstration. On se reportera à la proposition 5 du paragraphe II.4 de [dlH72]
et au paragraphe VII.2 de [Lan99]. �

Corollaire 12.4. Le groupe O(p,∞) a le type d’homotopie de O(p). Le groupe Isom(Xp)
est connexe de groupe fondamental Z/2Z si p est impair et possède deux composantes
connexes. La composante neutre a alors Z/2Z × Z/2Z comme groupe fondamental si p
est divisable par 4 et Z/4Z sinon.

Démonstration. Comme O(p,∞) ∩O(H) = O(p) ×O(∞), le groupe O(p,∞) ∩
O(H) a le type d’homotopie de O(p). De plus, l’exponentielle est surjective sur O(p,∞)∩
P(H) qui est donc contractile.
Comme Isom(Xp) = PO(p,∞), on applique alors des résultats classiques sur PSO(p).

�

Remarquons que si p est impair alors le groupe PO(p,∞) se relève en un sous-groupe
O+(p,∞) ≤ O(p,∞) que l’on définit comme l’ensemble des éléments G ∈ O(p,∞) tels
que PE0 ◦G◦PE0 est de déterminant positif. Pour des détails (en dimension finie mais qui
se généralisent sans difficulté en dimension infinie) voir le paragraphe 4.3 de [MT86].

13. Immeubles sphériques et euclidiens associés

13.1. Immeuble sphérique à l’infini. Le bord à l’infini d’un espace symétrique
de type non-compact est muni d’une structure d’immeuble sphérique (voir le paragraphe
4). On va voir que c’est aussi vrai pour le bord à l’infini de Xp.
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Proposition 13.1. Le bord à l’infini (∂Xp,∠) est un immeuble sphérique épais de type
Bp et de groupe de Weyl

Wp = (Z/2Z)p o Sp.
Démonstration. On montre que les propriétés de la définition 4.1 sont vérifiées.

On appelle appartement de ∂Xp, le bord d’un sous-espace euclidien maximal de Xp.
Tous les appartements sont donc isométriques pour la distance de Tits à la sphère Sp−1.
On appelle mur le bord à l’infini d’une intersection (non-triviale) de deux sous-espaces
euclidiens maximaux de Xp. Ce sont des sphères de dimension p−2 et on appelle chambre
les composantes connexes du complémentaire de la réunion des murs. Comme un nombre
fini de sous-espaces euclidiens maximaux appartiennent à un sous-espace totalement géo-
désique isométrique à X(p, q), chaque appartement est muni d’une structure de complexe
simpliciel isomorphe à un appartement de ∂X(p, q) (le complexe simpliciel ne dépend
pas de q). Les propriété (ii) et (iii) sont vérifiées car elle ne font intervenir que deux
chambres ou deux appartements à la fois et elles sont vraies pour l’immeuble sphérique
∂X(p, q).

Le type de l’immeuble sphérique est donnée par le type du système de racines de
l’algèbre de Lie de la composante neutre du groupe des isométries dans le cas de dimen-
sion finie. Pour X(p, q), le type est Bp, on peut se référer à [Saw99]. Le groupe de Weyl
est aussi calculé dans [Saw99] mais il y a une erreur, il s’agit d’un produit semi-direct
et non d’un produit direct. C’est le groupe

(Z/2Z)p o Sp.
�

13.2. Immeubles euclidiens asymptotiques et dimension télescopique. Dans
[KL97], B. Kleiner et B. Leeb donnent une nouvelle définition d’immeuble euclidien qui
a pour but de caractériser les immeubles euclidiens grâce à leur géométrie asymptotique.
En particulier, un cône asymptotique d’immeuble euclidien est encore un immeuble eu-
clidien.

Pour comprendre la différence avec les immeubles euclidiens habituels (ceux décrits
dans [AB08], par exemple), on qualifiera ces derniers de « discrets ». Alors, les im-
meubles euclidiens de Kleiner et Leeb sont aux immeubles discrets ce que les arbres réels
sont aux arbres simpliciels. C’est à dire que les « branchements » entre les appartements
peuvent se faire de manière continue.

Les immeubles euclidiens « à la Kleiner Leeb » ne sont, ici, qu’un prétexte pour ob-
tenir le corollaire 13.4 et on renvoit à l’article original pour une véritable étude de ces
espaces.

Soit E un espace euclidien, son bord à l’infini ∂E muni de la distance angulaire est
une sphère euclidienne de dimension un de moins. Comme les isométries de E sont toutes
affines et que les translations induisent l’identité sur ∂E, on obtient un morphisme

ρ : Isom(E)→ Isom(∂E)
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en associant à toute isométrie euclidienne sa partie linéaire. Un sous-groupe de WAff ⊂
Isom(E) est appelé groupe de Weyl affine s’il est engendré par des réflexions par rapport
à des hyperplans et si son image W = ρ(WAff) est un sous-groupe fini de Isom(∂E). Le
groupe W est le groupe de Weyl sphérique associé à WAff . On appelle alors, complexe
de Coxeter euclidien, une telle paire (E,WAff) et la paire (∂E,W ) est le complexe de
Coxeter sphérique à l’infini associé. Son polyèdre d’anisotropie est le polyèdre sphérique

∆ = ∂E/W.

Appelons θE : ∂E → ∆ cette projection. Un segment (non réduit à point) orienté xy de
E détermine un point de ∂E qui correspond au rayon géodésique issu de x passant par
y. La projection d’un point à l’infini correspondant à un segment xy sur ∆ est appelée
∆-direction de xy. Étant donnés deux points δ1 et δ2 de ∆, on introduit l’ensemble fini

D(δ1, δ2) = {∠(ξ1, ξ2)|(ξ1, ξ2) ∈ ∂E, θE(ξ1) = δ1, θE(ξ2) = δ2} .

Définition 13.2. Soit (E,WAff) un complexe de Coxeter euclidien. Un immeuble eucli-
dien de modèle (E,WAff) est un espace de Hadamard X muni de la structure donnée
par l’existence de

(i) une application θ de l’ensemble des segments orientés (non triviaux) de X vers ∆,

(ii) une collection,A, appelée atlas, de plongements isométriques ι : E → X qui préserve
les ∆-directions et est stable par précomposition par un élément de WAff . L’image
de ι est appelé appartement.

Avec les propriétés suivantes

(1) Pour tout x, y, z ∈ X tels que y 6= x et z 6= x,

(13.1) d∆(θ(xy), θ(xz)) ≤ ∠x(y, z).

(2) L’angle entre deux segments géodésiques xy et xz appartient à l’ensemble fini
D(θ(xy), θ(xz)).

(3) Pour tout segment, rayon ou droite géodésique, il existe un appartement le ou
la contenant.

(4) Si A1 et A2 son deux appartements s’intersectant alors le changement de cartes
ι−1
A2
◦ ιA1 : ι−1

A1
(A1 ∩A2)→ ι−1

A2
(A1 ∩A2) est la restriction d’un élément de WAff .

Théorème 13.3. Soit ω un ultrafiltre non principal sur N, (xn) une suite de points
de Xp et (εn) une suite de réels strictement positifs telle que limω εn = 0. Le cône
asymptotique limω(εnXp, xn) est un immeuble euclidien de modèle (Rp,Wp nRp).

Le théorème 5.2.1 de [KL97] énonce le même résultat pour tous les espaces sy-
métriques de type non-compact. La même preuve, mots pour mots, s’applique car elle
n’utilise pas la compacité locale sauf au lemme 5.2.2. Grâce à l’homogénéité pour chaque
n, on peut cependant supposer que les suites (xn),(yn) et (zn) sont toujours dans un
même sous-espace Y ' Xp,2p. On ne redonne pas de preuve ici et on renvoit à loc. cit..

Corollaire 13.4. L’espace Xp est de dimension télescopique exactement p.
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Démonstration. Puisque Xp contient des sous-espaces euclidiens de dimension p,
il est clair que DimTel(Xp) ≥ p. Le corollaire 6.1.1 de loc. cit. montre exactement que
si U et V sont deux ouverts d’un immeuble euclidien de rang r avec V ⊂ U alors
Hk(U, V ) = 0 pour k > r. La caractérisation 5.2 montre alors que DimTel(Xp) = p. �

Remarque 13.5. Ce corollaire montre que tous les résultats du paragraphe 7 pour les
espaces de dimension télescopique finie s’appliquent donc à Xp.



CHAPITRE IV

Théorie mesurée des actions de groupes

14. Moyennabilité

Une paire, (Ω,A), constituée d’un ensemble Ω et d’une tribu A sur Ω est appelée es-
pace borélien. On dit que (Ω,A) est un espace borélien standard si la paire est isomorphe
à la paire constituée d’un sous-ensemble borélien d’un espace polonais et de la tribu des
boréliens. On fixe un groupe localement compact à base dénombrable, G, pour la suite de
cette section. Ce groupe possède une mesure de Haar et les notions de mesurabilité pour
ce groupe seront donc relatives à cette mesure de Haar (en fait, relatives uniquement à
sa classe). Soit (Ω, µ) un espace borélien standard muni d’une mesure borélienne σ-finie.
On dit que (Ω, µ) (ou simplement Ω si µ est implicite) est un G-espace s’il existe une
action G y Ω telle que (g, ω) 7→ gω soit borélienne et si pour tout g ∈ G, la mesure
image g∗µ et la mesure µ sont dans la même classe. C’est à dire que g∗µ et µ ont mêmes
ensembles de mesure nulle. On dit que µ est invariante si g∗µ = µ pour tout g ∈ G.

Définition 14.1. Soit Ω un G-espace. On dit que Ω est un G-espace ergodique (ou que
l’action Gy Ω est ergodique) si toute partie mesurable G-invariante est de mesure nulle
ou pleine.

Définition 14.2 (Définition 4.2.1 de [Zim84]). Soit Ω un G-espace et H un groupe
localement compact à base dénombrable. Un cocycle α est une application mesurable de
G× Ω vers H telle que pour tout g, g′ ∈ G et presque tout ω,

α(gg′, ω) = α(g, g′ω)α(g′, ω).

On remarque que si Ω est un point alors on retrouve la notion de morphisme de
groupes.

14.1. Groupe moyennables. Soit G un groupe topologique localement compact
muni de sa mesure de Haar. Comme la mesure de Haar est invariante par multiplication
(à gauche), on définit une représentation isométrique, π, de G sur L1(G) par la formule
π(g)f(g′) = f(g−1g′). Le dual topologique de L1(G) étant L∞(G), on obtient une repré-
sentation isométrique contragrédiente, π] de G sur L∞(G) donnée par π](g) = π(g−1)∗

où U∗ désigne l’opérateur adjoint associé à U ∈ L(E).

Définition 14.3. Une moyenne m sur G est une forme linéaire positive de L∞(G) telle
que m(1G = 1).

On dit que G est moyennable s’il existe une moyenne invariante sur G. Avec cette
définition, les premiers exemples de groupe moyennables sont donnés par les groupes
compacts puisque tout élément de L∞(G) est intégrable et donc la mesure de Haar de
masse totale 1 fournit la moyenne invariante désirée. L’existence d’une décomposition

55
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paradoxale empêche l’existence d’une telle moyenne, ce qui montre que les groupes libres
ne sont pas moyennables. Il est important de remarquer que cette notion est bien une
notion topologique (plutôt même mesurable) car le groupe SO(3) muni de sa topologie
de groupe de Lie est un groupe compact donc moyennable alors que muni de la topologie
discrète (et de la mesure de comptage) il ne l’est plus puisqu’il possède des sous-groupes
libres (voir [dlH00, II.37]).

La proposition suivante nous donnera une nouvelle définition de groupe moyennable
qui sera plus utile pour la suite.

Proposition 14.4 (proposition 1.5 de [Zim78]). Soit G un groupe localement compact
à base dénombrable. Le groupe G est moyennable si et seulement si pour toute action
continue par isométries linéaires de G sur un espace de Banach séparable E et tout
compact convexe K de E∗1 , il existe un point fixe dans K.

Dans cette proposition E∗1 désigne la boule unité fermée de E∗ et K est un compact
non-vide pour la toplogie faible-∗. Comme la proposition 4.1.4 de [Zim84] le montre
on peut, plus généralement, considérer les compacts K non-vides d’un espace vectoriel
topologique localement convexe séparé.

14.2. Champs d’espaces de Banach. Pour un traité général on pourra consulter
l’appendice A.3 de [ADR00] et la section 4 du chapitre II de [FD88].

Définition 14.5. Soit Ω un espace borélien standard et µ une mesure borélienne sur Ω.
Un champ d’espaces de Banach est la donnée d’une famille {(Eω, || ||ω)}ω∈Ω d’espaces
de Banach munie d’un sous-ensembleM⊂ Πω∈ΩEω qui vérifie les conditions suivantes :

(i) si l’ensemble {fω| f ∈M} est total pour presque tout ω,

(ii) si f, g ∈M alors f + g ∈M,

(iii) si f ∈M et ϕ : Ω→ C est mesurable alors ϕf ∈M,

(iv) si f ∈M alors ω 7→ ||fω||ω est mesurable,

(v) si (fn) est une suite de M telle qu’il existe f ∈ Πω∈ΩEω avec limn→∞ f
n
ω = fω

pour presque tout ω, alors f ∈M.

L’ensemble M est appelée structure mesurable du champ d’espaces de Banach
{(Eω, || ||ω)}ω∈Ω et Ω en est la base. Si la base et la structure sont implicites on notera
simplement E un tel champ d’espaces de Banach. On appelera section de E un élément
de M.

Définition 14.6. Soit E = ((Eω),M) un champ d’espaces de Banach. On dit que E est
séparable s’il existe F ⊂ M dénombrable tel que pour presque tout ω, {fω| f ∈ F} est
totale dans Eω.

Un tel ensemble F est appelé famille fondamentale du champ d’espaces de Banach
séparable E, pour construire un champ d’espaces de Banach séparable, il suffit en fait
de se donner une famille fondamentale.

Proposition 14.7 (Proposition A.3.2 de [ADR00]). Soit Ω un espace borélien standard
et (Eω) une famille d’espaces de Banach et F ⊂ Πω∈ΩEω une famille dénombrable telle
que
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(i) si f ∈M alors ω 7→ ||fω||ω est mesurable,

(ii) pour presque tout ω, {fω| f ∈ F} est totale dans Eω.

Alors F engendre une structure mesurable M telle que E = ((Eω),M) est un champ
d’espaces de Banach séparable.

Exemples 14.8. Exemples de Champs de Banach séparables.

(1) Soit E un espace de Banach et Ω un espace borélien standard. Alors la famille
(Eω) où Eω = E pour tout ω et la famille M constituée des applications
f : Ω → E telles que ω → ||fω|| est une fonction mesurable forment un champ
d’espace de Banach appelé champ constant égal à E.

(2) Les champs mesurables d’espaces de Hilbert séparables introduits par J. Dix-
mier dans [Dix96] sont des cas particuliers de champs d’espaces de Banach
séparables.

(3) Soit H un champ d’espaces de Hilbert séparable de base Ω et F une famille
fondamentale de H. La famille (Hω⊗Hω) munie de F ⊗F = {x⊗ y; x, y ∈ F}
donne lieu à un champ d’espaces de Hilbert séparable par la proposition 14.7
noté H ⊗ H. Pour ω ∈ Ω, notons L1(Hω) l’espace de Banach des opérateurs
à trace munie de la norme A 7→ trace |A|. Comme (Hω ⊗ Hω) s’identifie aux
opérateurs de Hilbert-Schmidt L2(Hω), cela permet aussi de définir un nouveau
champ d’espaces de Hilbert noté L2(H). On peut aussi voir F ⊗ F comme
un sous-ensemble de ΠωL

1(Hω) formé d’opérateurs de rang 1 qui vérifie les
conditions (i) et (ii) de la proposition 14.7 et donc engendre une structure
mesurable qui fait de (L1(Hω)) un champ d’espaces de Banach séparable noté
L1(H).

Etant donné un champ d’espaces de Banach séparable E de structure mesurableM,
on construit le champ dual. Considérons la famille des duaux (E∗ω) et définissons le sous-
ensembleM∗ constitué des éléments ϕ ∈ Πω∈Ω tels que ω 7→ ϕω(fω) est mesurable pour
tout f ∈M.

Définition 14.9 (lemme A.3.7 de [ADR00]). La paire ((Eω),M∗) est un champ d’es-
paces de Banach appelé champ dual du champ d’espaces de Banach E et noté E∗.

En général, le dual d’un espace de Banach séparable n’est pas séparable. Ainsi, le
champ dual d’un champ d’espaces de Banach séparable n’est pas nécessairement sépa-
rable.
Si Ω un G-espace et E un champ d’espaces de Banach de base Ω et de structure mesurable
M, on définit naturellement la notion d’action (par isométries) de G sur E.

Définition 14.10. Une action de G sur E est la donnée d’une famille d’applications
{α(g, ω)}(g,ω) appelée cocycle telle que

(i) pour tout g ∈ G et presque tout ω, α(g, ω) ∈ Isom(Eω, Egω),

(ii) pour tout g, g′ ∈ G et presque tout ω, α(gg′, ω) = α(g, ω)α(g′, ω),

(iii) pour tout g ∈ G et toutes sections f, f ′, la fonction (g, ω) 7→ ||fω−α(g, g−1ω)f ′g−1ω||ω
est mesurable.
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La condition (ii) est appelée relation de cocycle. Si E est le champ constant égal à un
espace de Banach séparable E, on retrouve la notion classique de cocycle définie en 14.2
avec H = Isom(E). On peut remarquer qu’une action sur un champ d’espaces de Banach
donne lieu à une action (au sens usuel) sur les sections définie par (g ·f)ω = α(g, g−1ω)fω.

ω g′ω gg′ω

α(g′, ω) α(g, g′ω)

α(gg′, ω)

Eω Eg′ω Egg′ω

Ω

Définition 14.11. Soit E un champ d’espaces de Banach au dessus de Ω et E∗ le champ
dual. Un sous-champ de parties convexes compactes est la donnée d’une famille (Aω)ω∈Ω

telle que pour presque tout ω, Aω ⊂ E∗ω est une partie compacte pour la topologie faible-
* de la boule unité de E∗ω, telle qu’il existe une famille dénombrable de sections de E∗

incluses dans
∏
ω Aω et dont l’enveloppe convexe fermée est Aω pour presque tout ω. Si

Ω est un G-espace et α un cocycle associé à une action de G sur E, on dit que A est
invariant si pour tout g et presque tout ω, α](g, ω)Aω = Agω.

14.3. Actions moyennables. Dans [Zim78], R. Zimmer généralise la notion de
groupe moyennable à celle d’action moyennable. On donne ici une définition équivalente
à la définition initiale.

Définition 14.12 (Définition 4.2.6 de [ADR00]). Soit Ω un G-espace. On dit que Ω
est moyennable si pour tout champ, E, d’espaces de Banach au dessus de Ω, muni d’une
action de G et pour tout sous-champ invariant de parties convexes compactes de E∗1, il
existe une section invariante.

La moyennabilité d’une action peut aussi se définir à l’aide d’une généralisation de
la notion de moyenne.

Théorème 14.13 (Théorème A de [AEG94]). Soit G un groupe localement compact à
base dénombrable et Ω un G-espace standard ergodique. Il y a alors équivalence entre

(i) l’action Gy Ω est moyennable et
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(ii) il existe une espérance conditionnelle G-invariante de L∞(Ω×G) sur L∞(Ω).

Au vu des définitions de groupe moyennable et d’action moyennable, un groupe G
est moyennable si et seulement si ’action triviale de G sur l’espace de probabilité réduit
à un point est moyennable.

Proposition 14.14 (Théorème 2.1 de [Zim78]). Soit G un groupe moyennable et Ω un
G-espace ergodique. L’action Gy Ω est moyennable.

Dans certains cas, la moyennabilité de l’action implique que le groupe est moyen-
nable. Par exemple, si l’action G y Ω préserve une mesure de probabilité et que cette
action est moyennable alors G est moyennable (c’est la proposition 4.3.3 de[Zim84]).
Cependant, il y a bien d’autres actions moyennables que celles des groupes moyennables.
Nous verrons dans la section 15.2 un exemple important concernant les bords de Poisson.
Voici un exemple général à l’opposé des groupes moyennables.

Lemme 14.15. Soit G un groupe localement compact. L’action par multiplication de G
sur lui-même est moyennable. Plus généralement, si Ω est un espace mesuré standard
alors l’action Gy G× Ω par multiplication sur le premier facteur est moyennable.

Démonstration. Soit A un sous-champ compact convexe G-invariant dans un
champ dual E∗1 munit du cocycle α] provenant d’un cocyle α sur un champ de Banach
au dessus de G. Par l’invariance et le théorème de Fubini, il existe h ∈ G tel que pour
presque tout g, α](g, h)Ah = Agh. Choisissons x ∈ Ah et posons s(g) = α](gh−1, h)x.
C’est une section mesurable et la relation de cocycle montre qu’elle est invariante. �

Un autre exemple important concerne les groupes hyperboliques.

Théorème 14.16 (Théorème 5.1 de [Ada94]). Soit Γ un groupe dénombrable hyperbo-
lique et soit ∂Γ le bord à l’infini du graphe de Cayley associé à un certain système de
générateurs. Soit µ une mesure borélienne finie sur ∂Γ quasi-invariante sous l’action de
Γ. Alors l’action de Γ sur (∂Γ, µ) est moyennable.

Théorème 14.17 (Théorème 1.9 de [Zim78]). Soit G un groupe localement compact à
base dénombrable et H un sous-groupe fermé. L’action de G sur G/H est moyennable
si et seulement si H est moyennable.

Ce dernier théorème montre de nouveau que l’action par multiplication à gauche de
G sur lui-même est toujours moyennable mais donne aussi des exemples plus intéressants.
Si G est un groupe algébrique semi-simple sur un corps local et P un parabolique minimal
alors P est un sous-groupe fermé et l’action de G sur G/P (muni de l’unique classe de
mesure borélienne régulière G-invariante, voir par exemple [BdlHV08, Theorem B.1.4])
est moyennable.

15. Bords forts

15.1. Double ergodicité. Dans [BM02] et [Mon01], M. Burger et N. Monod
introduisent un renforcement de la notion d’ergodicité. Soit G un groupe topologique
et E un espace de Banach. On dit que (E, π) est un G-module de Banach si π est une
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représentation isométrique linéaire de G sur E. Le G-module de Banach (E, π) est dit
continu si l’application

G× E → E
(g, v) 7→ π(g)v

est continue (où E est munie de la topologie induite par la norme).

Si (E, π) est un G-module de Banach, le G-module de Banach contragrédient (E], π])
associé est constitué de E] = E∗, le dual topologique de E et de la représentation linéaire
isométrique π](g) = π(g−1)∗ où π(g)∗ est l’opérateur adjoint de π(g).

Définition 15.1. UnG-module de coefficients (E, π) est unG-module de Banach contra-

grédient associé à un G-module de Banach (E[, π[) continu.

Un prédual n’étant pas unique, le choix de E[ fait donc parti des données dans la
définition ci-dessus. Ce qui permet donc de parler de la topologie faible-∗ sur E sans
ambigüıté (voir la remarque 1.2.2 de [Mon01] pour plus de détails).

Un G-module de coefficients (E, π) est dit séparable si les espaces de Banach E et

E[ sont séparables (il suffit que E le soit). Si G est localement compact, la proposition
3.3.2 de [Mon01] montre qu’un G-module séparable est automatiquement continu.

Définition 15.2. Soit G un groupe localement compact et (B, ν) un G-espace. L’action
Gy B est dite ergodique à coefficients séparables si pour tout G-module de coefficients
séparable (E, π), toute fonction f : B → E faiblement mesurable et G-équivariante est
essentiellement constante.

Cette nouvelle notion d’ergodicité implique l’ergodicité usuelle. En effet, en utilisant
la définition donnée avec un G-module munie de l’action triviale, on retrouve l’ergodicité
usuelle. De plus, la remarque 11.4.3 de [Mon01] montre cette notion est strictement plus
forte (l’ergodicité à coefficients unitaires implique le mélange faible pour une action de
Z sur un espace avec une mesure finie invariante).

Si (B, ν) est un G-espace, on dit que l’action est doublement ergodique à coefficients
séparables si l’action diagonale sur l’espace produit B ×B l’est.

Définition 15.3. Soit G un groupe localement compact et (B, ν) un G-espace. On dit
que (B, ν) est un bord fort pour G si l’action G y B est moyennable et doublement
ergodique à coefficients séparables.

L’adjectif fort est là pour marquer la différence avec les notions de bord et bord faible
introduites dans [BM96]. La définition d’un bord pour un groupe G est obtenue en rem-
plaçant la double ergodicité à coefficients par la double ergodicité usuelle. La différence
entre bord et bord faible tient à deux notions légèrement différentes de moyennabilité.

La proposition suivante montre la force de l’hypothèse de double ergodicité à coeffi-
cients séparables.
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Proposition 15.4 (Proposition 2.4 de [MS04]). Soit G un groupe localement compact à
base dénombrable et (Ω, µ) un G-espace ergodique tel que µ est une mesure de probabilité
invariante. Si (B, ν) est un bord fort pour G alors l’action diagonale de G sur (B×B×
Ω, ν × ν × µ) est ergodique.

Remarque 15.5. Bien que la notion d’ergodicité soit bien définie pour une action
G y (Ω, µ) où µ est une mesure dont la classe est préservée sans que µ soit préservée,
la proposition ci-dessus est fausse si µ n’est pas finie et invariante.

Par exemple, si G est un groupe hyperbolique et X un graphe de Cayley associé
à un système de générateurs finis, il existe une mesure (infinie) sur ∂X telle que G y
∂X × ∂X soit ergodique. De plus, il existe une application, φ, appelée barycentre (voir
par exemple la proposition 2.1 de [BM96]) G-équivariante de ∂X × ∂X × ∂X vers X.
Si Gy ∂X × ∂X × ∂X était ergodique alors φ serait essentiellement constante et cette
valeur essentielle serait un point fixe pour G, ce qui est impossible.

On peut se demander s’il existe des espaces vérifiant les conditions de la définition
15.3 puisque les conditions de moyennabilité et d’ergodicité semblent antagonistes. En
effet, la moyennabilité demande à l’espace d’être plutôt « gros » (relativement à l’action
du groupe) alors que l’ergodicité lui demande plutôt d’être « petit ». Les frontières de
Poisson de la section suivante fourniront une grande classe d’exemples.

Voici deux propriétés de stabilité des bords forts qui nous seront utiles par la suite.

Proposition 15.6. Soit G un groupe localement compact et Γ ≤ G un réseau. Si (B, ν)
est un bord fort pour G alors c’est aussi un bord fort pour l’action restreinte à Γ.

Démonstration. La double ergodicité résulte de la proposition 11.1.10 de [Mon01]
et la moyennabilité du lemme 4.3.5 de [Zim84]. �

Proposition 15.7. Soit G1, . . . , Gn des groupes localement compacts à base dénombrable
et (B1, ν1), . . . , (Bn, νn) des bords forts pour les Gi où les mesures νi sont σ-finies. Alors
(B1× · · · ×Bn, ν1× · · · × νn) est un bord fort pour G1× · · · ×Gn relativement à l’action
diagonale.

Démonstration. La double ergodicité résulte du lemme 11.1.8 de [Mon01] qui
traite le cas n = 2. Pour la moyennabilité, on montre le résultat pour n = 2 et un
raisonnement par récurrence montrera le cas général. On utilise la caractérisation du
théorème 14.13. Soit Ei une espérance conditionnelle Gi-équivariante de L∞(Bi × Gi)
sur L∞(Bi) où i = 1, 2. Si X et Y sont deux espaces mesurés standards, on utilise
l’identification

L∞(X × Y ) → L∞(X,L∞(Y ))
f 7→ (x 7→ f(x, ·)).

On alors

L∞(B1 ×B2 ×G1 ×G2) ' L∞(B1 ×G1, L
∞(B2 ×G2))

↓ E2

L∞(B1 ×G1, L
∞(B2)) ' L∞(B2, L

∞(B1 ×G1))
↓ E1

L∞(B2, L
∞(B1)) ' L∞(B1 ×B2).
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La composition de E1 avec E2 donne une espérance conditionnelle G1×G2-équivariante.
�

On note le lemme classique suivant qui utilise seulement la double ergodicité « stan-
dard ».

Lemme 15.8. Soit (X, d) un espace métrique séparable sur lequel agit, par isométries, un
groupe localement compact G. Soit Ω un G-espace tel que l’action diagonale Gy Ω×Ω
est ergodique pour la mesure produit. Toute application φ : Ω → X mesurable et G-
équivariante est essentiellement constante.

Démonstration. La double ergodicité montre qu’il existe r ≥ 0 tel que pour
presque tout (ω, ω′), d(φ(ω), φ(ω′)) = r. Si r > 0, par séparabilité, il existe x ∈ X
tel que B(x, r/2) est de mesure strictement positive pour la mesure image par φ. Ainsi
on trouve une partie de mesure strictement positive P ⊂ Ω × Ω telle que pour tout
(ω, ω′) ∈ P , d(φ(ω), φ(ω′)) < r/2 + r/2. Ce qui donne une contradiction et donc r = 0.
Ceci signifie que φ est essentiellement constante. �

15.2. Frontières de Poisson. On rappelle dans cette section la construction de
la frontière de Poisson associée à une marche aléatoire sur un groupe localement compact.

Soit G un groupe localement compact et µ une mesure de probabilité borélienne sur
G. La mesure µ est dite non-dégénérée si son support, Supp(µ), engendre G en tant
que semi-groupe, c’est à dire si presque tout élément (pour la mesure de Haar) de G
s’écrit comme un produit fini d’élément de Supp(µ) sans puissance négative. La mesure
µ est dite symétrique si l’application g 7→ g−1 préserve µ et µ est dite étalée s’il existe
un entier n tel que la nieme puissance de convolution, µ∗n, soit absolument continue par
rapport à la mesure de Haar.

On appelle espace des incréments, G∞, l’espace produit
∏
N∗ G muni de la mesure

produit µ⊗∞. Cet espace est isomorphe à l’espace des trajectoires G, qui est aussi un
produit infini de copies de G mais muni de la mesure image sous l’application

G∞ → G
(hn)n≥1 7→ (gn)n≥0

où gn est défini par {
g0 = e
gn+1 = gnhn.

Notons P cette mesure image qui correspond à la marche aléatoire partant de e et de
probabilité de transition µ. Dans ce cas, gn est la position au temps n de la marche
aléatoire. L’espace G (considéré uniquement avec la structure borélienne produit sans
mesure) est naturellement munie d’une action borélienne de G pour l’action diagonale à
gauche. Pour autre distribution (mesure borélienne σ-finie), θ, que la masse de Dirac en
l’identité, on peut définir la marche aléatoire de distribution initiale θ, en munissant G
de la mesure

Pθ = θ ∗P =

∫
g∗Pdθ(g).
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En particulier, si on choisit pour θ la mesure de Haar à droite, m, sur G alors (G,P)
est muni de l’action diagonale à gauche de G, qui en général ne préserve pas la mesure
et de l’opérateur de décalage D : G → G qui associe à (gn)n≥0 la suite (gn+1)n≥0. Cet
opérateur préserve la mesure Pm. En effet, D se lit dans l’espace produit (G×G∞,m⊗
µ⊗∞) par

D̃ : G×G∞ → G×G∞
(g, (hn)) 7→ (gh1, (hn+1)).

La mesure image D̃∗(m⊗µ⊗∞) est alors (m∗µ)⊗µ⊗∞. Si f est une fonction continue
à support compact, le calcul suivant∫

f(g) d(m ∗ µ)(g) =

∫
f(gh) dm(g)dµ(h) =

∫
f(g) dm(g)dµ(h) =

∫
f(g) dm(g)

montre que m∗µ = m. Ainsi D̃∗(m⊗µ⊗∞) = m⊗µ⊗∞ ce qui montre que D préserve Pm.

Définition 15.9. Soit G un groupe localement compact à base dénombrable et µ une
mesure borélienne de probabilité sur G. On appelle frontière de Poisson, l’espace des
composantes ergodiques de l’action du semi-groupe engendré par D sur G

Pour la décomposition en composantes ergodiques, on peut se référer à la section 4
de l’article original [Var63].

Comme l’action de D et de G sur G commutent, le bord de Poisson B est muni d’une
mesure ν qui en fait un G-espace. Soulignons que ν n’est pas G-invariante mais que seule
sa classe l’est. Si la construction de B est assez abstraite, on peut manipuler cet objet
plus simplement en considérant les fonctions mesurables essentiellement bornées sur B.
En effet, on a l’identification G-équivariante

L∞(G,P)D ' L∞(B, ν)

où L∞(G,P)D désigne les fonctions mesurables essentiellement bornées invariantes sous
l’action du décalage D. Les propriétés d’ergodicité et de moyennabilité se lisant sur les
fonctions essentiellement bornées, on aura déjà une bonne compréhension de l’objet en
se limitant à cette identification.

Un bon exemple est alors donné par le théorème suivant dont on redonne une preuve
utilisant la caractérisation 14.13

Théorème 15.10 (Théorème 5.2 et 5.3 de [Zim78]). Soit G un groupe localement
compact à base dénombrable et (B, ν) la frontière de Poisson associé à une mesure µ
étalée.
Alors l’action Gy B est moyennable.

Démonstration. On utilise les identifications suivantes

L∞(G×B) ' L∞(G,L∞(B)) ' L∞(G,L∞(G,P)D) ' L∞(G×G)D.
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Le lemme 14.15 et l’identification (G,P) ' (G×G∞,m×µ⊗∞), montrent que l’action
G y G est moyennable donc il existe une espérance conditionnelle E : L∞(G ×G) →
L∞(G). Remarquons que comme les actions de D et G commutent, si f ∈ L∞(G×G)
est D-invariante alors E(f) l’est aussi. Ainsi, on obtient une espérance conditionnelle de
L∞(G×G)D vers L∞(G)D ce qui prouve le résultat. �

Figure 1. Limite circulaire III, M.C. Escher.

Initialement, M. Burger et N. Monod ont montré l’existence d’un bord fort pour les
groupes localement compacts et compactement engendrés (voir le théorème 11.1.3 de
[Mon01] pour un énoncé précis), V. Kaimanovich a généralisé cette existence.

Théorème 15.11 (Théorème 3 de [Kai03]). Soit G un groupe localement compact à base
dénombrable. La frontière de Poisson associée à une mesure de probabilité borélienne,
étalée et non-dégénérée est un bord fort pour G.

Théorème 15.12 (Théorème 4 de [Kai03]). Tout groupe localement compact σ-compact
possède un bord fort.

Pour un groupe moyennable G, tout espace de probabilité possédant une action fai-
blement mélangeante préservant la mesure est un bord fort. En particulier l’espace de
probabilité réduit à un point est un bord fort pour tout groupe moyennable. Il existe
cependant des exemples de groupes moyennables avec des frontières de Poisson non tri-
viales comme c’est le cas pour le produit en couronne Z3 o Z/2Z qui possède un bord de
Poisson non trivial pour toute marche aléatoire symétrique de premier moment fini (voir
l’exemple 6.2 de [KV83]).
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15.3. Exemples. On va s’attacher à décrire dans la suite des exemples concrets de
bords forts pour certains groupes localement compacts.

Exemple 15.13 (Groupes semi-simples). Soit G un groupe de Lie semi-simple de type
non compact à centre fini. Soit P un sous-groupe parabolique minimal (par exemple si
G = SLn(R), il est classique de choisir pour P , le sous-groupe des matrices triangulaires
supérieures). Le quotient G/P s’appelle le bord de Furstenberg de G (voir [Fur73]). Cet
espace quotient s’identifie avec l’ensemble des chambres de Weyl de l’immeuble sphérique
à l’infini de l’espace symétrique deG. En tant que stabilisateur du centre circonscrit d’une
chambre de Weyl, P est un sous-groupe fermé moyennable de G. Comme nous l’avons
déjà remarquer, en munissant G/P de l’unique classe de mesure borélienne régulière
G-invariante (voir par exemple l’appendice B de [BdlHV08]), l’action G y G/P est
moyennable car P l’est (théorème 14.17).

Pour la double ergodicité, la décomposition de Bruhat sera bien utile. Si W désigne
le groupe de Weyl de G alors G se décompose en double P -classes sous la forme

G =
⊔
w∈W

PwP

où la réunion est disjointe. L’application

F : G/P ×G/P → P\G/P
(g1P, g2P ) 7→ Pg−1

1 g2P

est G-invariante pour l’action diagonale de G sur G/P ×G/P . De plus, F (g1P, g2P ) =
F (g′1P, g

′
2P ) si et seulement si (g1P, g2P ) et (g′1P, g

′
2P ) sont dans la même G-orbite.

Ainsi G\(G/P × G/P ) s’identifie avec P\G/P ' W . Comme W est fini, l’action G y
G/P ×G/P n’a qu’un nombre fini d’orbites et une seule est de dimension maximale donc
la mesure est supportée par cette unique orbite. Il faut ensuite utiliser le phénomène de
Mautner pour obtenir la double ergodicité à coefficients.

Exemple 15.14 (Groupes hyperboliques). Un groupe dénombrable est hyperbolique
s’il existe un système de générateurs fini tel que le graphe de Cayley associé soit un
espace Gromov-hyperbolique (voir la section 20). Le graphe de Cayley possède un bord
hyperbolique qui ne dépend pas du système de générateurs et que l’on note ∂G. Un
groupe hyperbolique est élémentaire s’il est fini ou virtuellement cyclique.

Théorème 15.15 (Théorème 8 de [Kai94]). Soit G un groupe hyperbolique non-élémentaire
et µ une mesure de probabilité non-dégénérée sur G d’entropie et de premier moment
fini. La frontière de Poisson associée à la marche aléatoire de probabilité de transition µ
cöıncide avec ∂G muni de la mesure harmonique associée à µ

Pour une définition exacte des termes entropie, moment et mesure harmonique, on
se référera à l’article original.

16. Champs d’espaces de Hadamard

16.1. Définitions. La notion de champ d’espaces de Banach se généralise aux es-
paces métriques généraux. La notion de champ mesurable séparable d’espaces métriques
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a été introduit dans [DAP76]. On pourra trouver une étude récente plus détaillée dans
les thèses de M. Anderegg et P. Henry : [And10] et [Hen10]. Ici de tels champs arrivent
comme des outils de travail et non comme des objets d’étude en eux-mêmes. C’est la
situation du théorème 17.4 qui nous incite à les étudier. La situation est donnée par une
action de groupe G sur un espace de Hadamard en présence d’un G-espace. En l’ab-
sence de G-espace, la minimalité de l’action est souvent bien agréable pour raisonner.
En présence d’un G-espace, ce sera la donnée d’un sous-champ minimal qui jouera un
rôle analogue important.

Définition 16.1. Soit Ω un espace borélien standard et µ une mesure borélienne sur
Ω. Un champ d’espaces métriques X est la donnée d’une famille d’espaces métriques
(non-vides) {(Xω, dω)}ω∈Ω et d’un sous-ensemble dénombrable F ⊂ Πω∈ΩXω tels que

(i) pour tous x, y ∈ F , l’application ω 7→ dω(xω, yω) est mesurable,

(ii) pour presque tout ω, {xω| x ∈ F} est dense dans Xω.

Dans ce cas Ω est appelée la base du champ, F est une famille fondamentale et une
section est la classe à égalité presque partout d’un élément x de Πω∈ΩXω tel que F ∪{x}
vérifie encore la condition (i) pour tout y ∈ F . On appelle structure mesurable, de X
l’ensemble M des sections de X. Si x et y sont deux sections alors ω 7→ dω(xω, yω) est
mesurable car

dω(xω, yω) = sup
z∈F
|dω(xω, zω)− dω(yω, zω)|.

Lemme 16.2. Soit X un champ d’espaces métriques, x ∈ ΠωXω et (xn) une suite de
sections telle que xnω −→ xω presque partout. Alors x est une section.

Démonstration. Soit y une section de X alors dω(xω, yω) = limn dω(xnω, yω) pour
presque tout ω et comme une limite simple de fonctions mesurables est mesurable, on a
le résultat. �

Remarque 16.3. Dans les références citées précédemment, de tels champs sont pourvus
de l’adjectif mesurable. Puisqu’il n’y aura pas d’autre type de champ, l’adjectif mesurable
est implicite dans la définition donnée ci-dessus.

Exemple 16.4. Exemples de champ d’espaces métriques.

(1) Soit X un espace métrique séparable et (xn) une famille dénombrable dense
de X. On appelle champ constant sur X, le champ donné par Xω = X pour
tout ω et la famille fondamentale F constituée des applications de Ω dans X
constantes égales à un des xn.

(2) Au vu des définitions, un champ d’espaces de Banach séparable est un cas
particulier de champ d’espaces métriques.

(3) Soit X et Y deux champs d’espaces métriques de base commune Ω et de famille
fondamentale respective FX et FY. On construit alors le champ produit Z défini
par Zω = Xω × Yω et FZ = {(x, y); x ∈ FX, y ∈ FY}.

Un champ d’espaces métriques X de base Ω sera dit CAT(0) (respectivement complet,
compact, euclidien) si pour tout ω, Xω est un espace CAT(0) (respectivement complet,
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compact, euclidien). De plus, un champ d’espaces métriques CAT(0) et complet sera
simplement appelé un champ d’espaces de Hadamard. De même, un champ d’espaces de
Hadamard sera dit de dimension géométrique finie si Xω est de dimension géométrique
finie pour tout ω.

Définition 16.5. Soit G un groupe localement compact à base dénombrable. Une action
de G sur X est la donnée d’une famille d’applications {α(g, ω)}(g,ω) appelé cocycle telle
que

(i) pour tout g ∈ G et presque tout ω, α(g, ω) ∈Homéo(Xω, Xgω),

(ii) pour tout g, g′ ∈ G et presque tout ω, α(gg′, ω) = α(g, ω)α(g′, ω),

(iii) pour tout g ∈ G et toutes sections x, x′, la fonction (g, ω) 7→ dω(xω, α(g, g−1ω)x′g−1ω)

est mesurable.

Une telle action définie une action (au sens usuel) sur les sections par (gx)ω =
α(g.g−1ω)xg−1ω. Si de plus, pour tout g et presque tout ω, α(g, ω) ∈ Isom(Xω, Xgω), on
dit que G agit par isométries.

Définition 16.6. Soit X un champ d’espaces métriques de base Ω et de famille fon-
damentale F . Un sous-champ Y de X est la donnée d’une famille {Yω}ω∈Ω et d’un
sous-ensemble dénombrable F ′ ⊆ Πω∈ΩYω tels que

(i) Pour tout ω, ∅ 6= Yω ⊆ Xω,

(ii) pour tout y ∈ F ′, y est une section de X,

(iii) Pour presque tout ω, {yω; y ∈ F} est dense dans Yω.

Un sous-champ d’un champ d’espaces métriques est donc aussi un champ d’espaces
métriques. On munit l’ensemble des sous-champs d’un champ d’espaces métriques X
d’une relation d’ordre définie par Y ≤ Z si Yω ⊆ Zω pour presque tout ω. Soit X
un champ d’espaces métriques muni d’une action de G donnée par un cocycle α. On
peut définir une action (g, (Y,M)) 7→ (gY, gM) sur les sous-champ par (gY )ω =
α(g, g−1ω)Yg−1ω. Si Y est un sous-champ, on dit que Y est invariant si c’est un point
fixe (avec identification presque partout) pour l’action que l’on vient de définir. De plus,
un tel sous-champ est minimal s’il est minimal parmi les sous-champs invariants.

Si X est un champ d’espaces de Hadamard et Y est un sous-champ alors Y est
convexe fermé si pour tout ω, Yω est une partie fermée et convexe de Xω. Un sous-champ
d’espaces de Hadamard est donc un champ d’espaces de Hadamard en particulier.

Remarque 16.7. Soit X un champ d’espaces métriques,Y un sous champ de X et Z un
sous-champ de Y alors Z est aussi un sous-champ de X. En effet, si F ′ est une famille
fondamentale de Y, x une section de X et z une section de Z alors

dω(xω, zω) = inf
y∈F ′

dω(xω, yω) + dω(yω, zω).

On peut exprimer la relation d’ordre sur les sous-champs convexes fermés à l’aide
d’inégalités de distance pour les éléments d’une famille fondamentale.

Lemme 16.8. Soit X un champ d’espaces CAT(0) muni d’une famille fondamentale F
et Y,Z deux sous-champs convexes fermés de X. Alors Y ≤ Z si et seulement si pour
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tout x ∈ F et presque tout ω, dω(xω, Yω) ≥ dω(xω, Zω) et Y < Z si et seulement si
Y ≤ Z et il existe x ∈ F tel que µ({ω | dω(xω, Yω) > dω(xω, Zω)} > 0.

Démonstration. Pour x ∈ F , posons Ωx = {ω | dω(xω, Yω) > dω(xω, Zω)} et
Ωx = {ω | dω(xω, Yω) ≥ dω(xω, Zω)}. Alors Ωx et Ωx sont deux ensembles mesurables de
Ω. Si Y ≤ Z alors pour tout x ∈ F , Ωx est de mesure pleine. Réciproquement, si pour
tout x, Ωx est de mesure pleine alors Ω = ∩x Ωx est aussi de mesure pleine et par le
lemme 1.16, pour presque tout ω ∈ Ω, Yω ⊆ Zω. De plus, si µ(Ωx) > 0 alors Z � Y. Ceci
montre la deuxième assertion du lemme. �

Les quelques lemmes qui suivent ont pour but de montrer que les constructions
classiques dans le cadre des espaces de Hadamard peuvent se faire mesurablement lorsque
l’on étend ces définitions aux champs d’espaces de Hadamard.

Lemme 16.9. Soit X un champ d’espaces de Hadamard, x, y deux sections et r une
fonction positive mesurable alors

ω 7→ dω(yω, B(xω, r(ω)))

est mesurable.

Démonstration. La restriction de cette fonction à {ω| r(ω) = 0}, qui est un en-
semble mesurable, est égale à la fonction ω 7→ dω(xω, yω), qui est mesurable, donc on
peut supposer r > 0. Soit F une famille fondamentale pour X. Par le point (ii) de la
définition 16.1, on a pour presque tout ω,

dω(yω, B(xω, r(ω))) = inf{dω(yω, zω)| z ∈ F , zω ∈ B(xω, r(ω))}.
Pour z ∈ F , définissons, dω(yω, zω) = +∞ si zω /∈ B(xω, r(ω)) et dω(yω, zω) = dω(yω, zω)
sinon. Alors ω 7→ dω(yω, zω) est une fonction mesurable à valeurs dans R+ ∪ {+∞} et

dω(yω, B(xω, r(ω))) = inf
z∈F

dω(yω, zω).

�

Lemme 16.10. Soit X un champ d’espaces de Hadamard et Y un sous-champ convexe
fermé. Alors pour toute section x de X, (πYω(xω)) est une section de X.

Démonstration. Commençons par montrer que ω 7→ dω(xω, Yω) est mesurable.
Soit F ′ une famille fondamentale pour Y, la formule

dω(xω, πYω(xω)) = dω(xω, Yω) = inf
y∈F ′

dω(yω, xω)

conclut. Soit, maintenant, z une autre section de X, on a

dω(πYω(xω), zω) = lim
n→∞

dω (zω, Yω ∩B (xω, dω(xω, Yω) + 1/n))

qui permet de conclure par le lemme 16.9. �

Lemme 16.11. Soit X un champ d’espaces de Hadamard et {xi}i∈N une famille dé-
nombrable de sections. Alors la fonction ω 7→ rayon({xiω}) est mesurable à valeurs dans
R+ ∪ {+∞}. De plus, si cette fonction est essentiellement finie alors la collection des
centres est une section.
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Démonstration. La première partie du lemme tient au fait que

rayon({xiω}i∈N) = inf
y∈F

sup
i∈N

dω(xiω, yω)

où F est une famille fondamentale de X. Notons r(ω) = rayon({xiω}) et numérotons
{yj}j∈N les éléments de F . Définissons

j(n, ω) = min{j ∈ N| sup
i∈N

dω(xiω, y
j
ω) ≤ r(ω) + 1/n}.

Alors (y
j(n,ω)
ω ) est une section et pour presque tout ω,

lim
n→+∞

yj(n,ω)
ω = centre

(
{xiω}

)
.

�

Lemme 16.12. Soit X un champ d’espaces de Hadamard, x, y deux sections de X et d
une fonction mesurable positive telle que pour presque tout ω, d(ω) ≤ dω(xω, yω). Si zω
est le point sur le segment [xω, yω] à distance d(ω) de xω alors (zω) est une section de
X.

Démonstration. Comme toute fonction d, comme dans l’énoncé, est limite simple
(presque partout) de fonctions de la forme ω 7→ λ(ω)dω(xω, yω) où λ est une fonction
simple à valeurs dyadiques, il suffit de montrer le résultat pour zω milieu de [xω, yω].
Dans un espace CAT(0), X, fixons deux points x et y. Alors l’ensemble

Z =

{
z ∈ X| max(d(x, z), d(y, z)) ≤ d(x, y) + ε

2

}
contient le milieu de [x, y] et est de diamètre au plus ε. Il suffit alors de définir zω comme
étant la limite, pour n→ +∞, des projetés de xω sur l’intersection

B

(
xω,

d(xω, yω) + 1/n

2

)
∩B

(
yω,

d(xω, yω) + 1/n

2

)
pour voir que zω est le milieu de [xω, yω] et qu’il s’agit bien d’une section. �

Remarque 16.13. Si X est un espace CAT(0), son bord à l’infini est un un objet
important qui lui est attaché. On a donc naturellement envie de construire un champ
à l’infini associé à un champ de Hadamard X. La construction qui semble être la plus
naturelle (parce qu’elle donne une distance invariante sur ∂X sous l’action de Isom(X)
par exemple), serait de considérer chaque bord ∂Xω avec la métrique angulaire ∠. Mal-
heureusement, on ne peut ainsi obtenir un espace séparable même si Xω l’est. L’exemple
de l’espace hyperbolique H2 le montre. En effet, muni de la distance angulaire, tous les
points sont à distance π et le bord a la puissance du continu.

Dans leurs thèses respectives, M. Anderegg et P. Henry contournent cette difficulté en
utilisant, pour les espaces propres, une distance sur ∂X qui définit la topologie conique.
C’est possible, car dans ce cas, C0(X) muni de la topologie de la convergence uniforme
sur les boules est un espace de Fréchet (e.v.t. métrisable par une distance complète)
séparable.
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Un moyen de contourner cette difficulté serait, peut-être, de considérer des champs
d’espaces polonais (i.e. métrisables par une distance complète et séparables) avec des
actions par homéomorphismes uniformément continus. Au lieu de développer une telle
théorie générale, on utilisera la notion de section de fonctions de Busemann.

Proposition 16.14. Soit X un champ d’espaces de Hadamard de dimension télesco-
pique finie, (Xn)n∈N une collection de sous-champs convexes fermés telle que pour tout
ω, n < m ⇒ Xm

ω ⊆ Xn
ω et ∩n∈NXn

ω = ∅.

Alors il existe une famille d’applications βω : Xω ×Xω → R telle que pour presque
tout ω, βω est une fonction de Busemann de Xω et pour toutes sections x, y de X,
ω 7→ βω(xω, yω) est mesurable.

Démonstration. On définit alors βω comme étant la fonction de Busemann as-
sociée au centre des directions, ξω, du théorème 6.1. La construction effectuée dans la
preuve de ce théorème et les lemmes 16.10, 16.11 et 16.12 montrent que pour presque
tout ω, ξω est une limite dans Xω de znω où zn est une section de X. Ainsi, pour presque
tout ω

βω(xω, yω) = lim
n→+∞

dω(xω, z
n
ω)− dω(yω, z

n
ω).

�

Une famille de fonctions (βω) comme dans la proposition précédente sera simplement
appelée section de fonctions de Busemann. Si α : G×Ω→ Isom(X) est un cocycle alors G
agit sur les sections de fonctions de Busemann par (gβ)ω = βg−1ω ◦α(g−1, ω)×α(g−1, ω).

Exemple 16.15. Si (xn) est une suite de sections telle que pour presque tout ω, il existe
ξω ∈ ∂Xω avec xnω → ξω alors (βξω) est une section de fonctions de busemann. En fait,
toutes les sections de fonctions de Busemann sont de cette forme.

Proposition 16.16. Soit G un groupe localement compact et Ω un G-espace ergodique.
Soit X un champ d’espaces de Hadamard de dimension télescopique finie et α : G ×
Ω→ Isom(X) un cocycle. Alors ou bien il existe une section de fonctions de Busemann
invariante ou bien il existe un sous-champ convexe fermé de X invariant et minimal.

Avant de passer à la preuve en elle-même, nous aurons besoin du lemme technique
suivant.

Lemme 16.17. Soit A un ensemble totalement ordonné et (Xα)α∈A une châıne dé-
croissante de sous-champs convexes fermés invariants. Alors il existe une sous-famille
dénombrable (αn)n∈N cofinale.

Dire que cette sous-famille dénombrable est cofinale c’est dire que pour tout β ∈ A,

il existe n tel que pour presque tout ω, Xαn
ω ⊆ Xβ

ω .

Démonstration. Soit F une famille fondamentale du champ X. Pour x ∈ F , po-
sons fαx (ω) = dω(xω, X

α
ω ). Alors pour tout x et tout α, fαx est une fonction mesurable

et
α ≥ β ⇐⇒ ∀x ∀̊ω fαx (ω) ≥ fβx (ω).

Par un résultat classique d’analyse (par exemple si µ est une mesure de probabilité,
pour p, q ∈ Q+, on choisit αp,q ∈ {α | µ

(
(fαx )−1([q,+∞[)

)
≥ 1 − 1/p} si cet ensemble
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est non-vide), pour tout x, on peut trouver une suite (αn) telle que (fαnx )n est cofinale

parmi les {fαx }α(pour la relation d’ordre f ≥ g ⇐⇒ ∀̊ω f(ω) ≥ g(ω)) et puisque
F est dénombrable, on peut supposer que c’est le cas pour tout les éléments de F
simultanément. Grâce au lemme 16.8, la suite (αn) est cofinale. �

Démonstration de la proposition 16.16. Supposons qu’il n’existe pas de sec-
tion de fonctions de Busemann invariante. On va montrer que l’ensemble X des sous-
champs convexes fermés de X invariants muni de la relation d’ordre définie ci-dessus, est
inductif (pour l’ordre renversé de ≥). Le lemme de Zorn fournira alors un sous-champ
convexe fermé de X invariant et minimal.

Soit alors {Xα}α∈A une châıne de sous-champs convexes fermés de X. Grâce au
lemme 16.17, on choisit A′ ⊂ A dénombrable et cofinale. L’ensemble {ω ∈ Ω| ∩α∈A′ Xα

ω =
∅} est mesurable car c’est {ω ∈ Ω| dω(xω, X

α
ω ) → +∞} pour une section fixée x de X.

De plus, cet ensemble est G-invariant. Par ergodicité, il est de mesure pleine ou nulle. S’il
est de mesure pleine, la proposition 16.14 fournit une section de fonctions de Busemann
qui est de plus invariante car les Xα le sont. On peut donc supposer que pour presque
tout ω, ∩α∈A′ Xα

ω 6= ∅. On pose alors Yω = ∩α∈A′ Xα
ω , c’est un sous-ensemble convexe

fermé pour presque tout ω. Soit {xn} une famille fondamentale pour X. Soit ynω le projeté
de xnω sur Yω. Pour tout n, yn = (ynω) est une section de X car c’est la limite simple
des πXαn (x) (voir le lemme 1.17) et tous les πXαn (x) sont des sections (voir le lemme
16.10). De plus, pour presque tout ω, {ynω} est dense dans Yω car la projection sur Yω
est 1-Lipshitz. Il est clair que Y est invariant et un minorant de {Xα}α∈A. �

16.2. Facteur euclidien de de Rham. Dans toute cette section, on se donne G
un groupe localement compact, Ω un G-espace ergodique, X un champ d’espaces de
Hadamard de dimension télescopique finie non réduit à une section et α : G × Ω →
Isom(X) un cocycle tel que X soit minimal.

Remarques 16.18. – Grâce à l’inégalité de la proposition 5.7, la fonction ω 7→
DimTel(Xω) est une fonction mesurable où DimTel désigne la dimension télesco-
pique. De plus, cette fonction est α-invariante. Par ergodicité, il existe n ∈ N tel
que pour presque tout ω, DimTel(Xω) = n.

– Comme X est à la fois minimal et non-réduit à un section, pour presque tout
ω, Xω est non borné. En effet si F est une famille fondamentale de X alors
ω 7→diam(Xω) = supx,y∈F dω(xω, yω) est une fonction mesurable et α-invariante

à valeurs dans R+ ∪ {+∞}. Par ergodicité, cette fonction est essentiellement
constante et si cette constante est finie, le lemme 16.11 montre que la famille
des centres circonscrits des Xω est une section, nécessairement invariante. Ce qui
contredirait l’hypothèse de minimalité.

Proposition 16.19. Si x est une section de X alors il existe un sous-champ E euclidien
et un sous-champ Y tel que x soit aussi une section de E et de Y, X = E×Y et E est
maximal pour l’inclusion.
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De plus, si y est une autre section et E′×Y′ est une décomposition comme ci-dessus
pour y alors pour presque tout ω, πEω |E′ω et πYω |Y ′ω sont des isométries. En particulier,
si x = y, Eω = E′ω et Yω = Y ′ω pour presque tout ω.

Le sous-champ E est appelé facteur euclidien de de Rham. On dira que le champ
X est sans facteur euclidien si le champ E est réduit à un point pour presque tout ω.
À l’opposé, on dira que X est euclidien si Y est réduit à un point pour presque tout
ω. À ω fixé, on retrouve le classique facteur euclidien de de Rham du théorème 1.7. La
difficulté ici est technique, il faut réaliser cette décomposition mesurablement.

Pour cela, nous aurons besoin d’un équivalent dans un contexte mesurable de la
proposition 7.7 donné par la proposition qui suit.
Fixons x0 une section de X et notons A l’ensemble des familles de fonction f = (fω)
telle que pour presque tout ω ∈ Ω, fω est une fonction affine sur Xω et il existe xi une
suite de sections de X telle que pour presque tout ω, et tout x ∈ Xω,

fω(x) = lim
i→∞

dω(x, xiω)− d(x0
ω, x

i
ω).

Pour presque tout ω, on note Eω le facteur euclidien de Xω donné par le théorème
1.7. A ce stade, on ne sait pas encore que la collection (Eω) est un champ d’espace de
Hadamard.

Proposition 16.20. S’il existe f ∈ A alors pour presque tout ω, il existe ξω ∈ ∂Eω tel
que fω est une fonction de Busemann centrée en ξω.

La proposition 7.7 repose sur le lemme technique suivant.

Lemme 16.21 (Lemme 4.9 de [CL10a]). Soit X un espace non borné de dimension
télescopique finie. Alors il existe une suite (Dj) telle que pour tout j, Dj > j, une suite
de nombres δj > 0 tendant vers 0, une suite de points pj ∈ X et une suite de parties
finies Qj ⊂ X avec les propriétés suivantes.

(i) L’ensemble Qj est inclus dans la boule de rayon Dj(1 + δj) centrée en pj.

(ii) Pour s ∈ X, il existe qj ∈ Qj tel que d(s, qj)− d(s, pj) ≥ Dj − 1.

La version mesurable pour le champ X devient la suivante.

Lemme 16.22. Il existe une suite de nombres Dj > j, une suite de sections pj de X et
un ensemble fini de sections Qj de X tels que

(i) Pour tout q ∈ Qj et presque tout ω, dω(pjω, qω) < Dj(1 + 1/j).

(ii) Pour presque tout ω et tout x ∈ Xω, il existe q ∈ Qj avec dω(x, qω)−dω(x, pjω) > Dj .

Démonstration. On numérote une famille fondamentale F = {xi} de X. Pour
ω ∈ Ω et j, n ∈ N, on note

Dj
ω,n = inf

{
r > j

∣∣∣∣∣ ∃i ∈ N, ∃i1, . . . , in, xi1ω , . . . , x
in
ω ∈ B(xiω, r(1 + 1/j))

et ∀l ∈ N ∃k(l) d(xlω, x
ik(l)
ω )− d(xlω, x

i
ω) > r

}
.

Par densité des xiω dans Xω, on remarque que

Dj
ω,n = inf

{
r > j

∣∣∣∣ ∃x ∈ Xω,
∃x1, . . . , xn ∈ B(x, r(1 + 1/j)),

avec ∀y ∈ Xω ∃i, d(y, xi)− d(x, xi) > r

}
.
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La première écriture de Dj
ω,n montre ω 7→ Dj

ω,n est mesurable. En effet, posons pour
r > 0,

Ωj
n,r =

{
ω ∈ Ω

∣∣∣∣∣ ∃i ∈ N, ∃i1, . . . , in, xi1ω , . . . , x
in
ω ∈ B(xiω, r(1 + 1/j))

et ∀l ∈ N ∃k(l) d(xlω, x
ik(l)
ω )− d(xlω, x

i
ω) > r

}
.

Alors

Ωj
n,r =

⋃
i∈N

⋃
i1,...,in∈N

⋂
l∈N

⋃
k∈{i1,...,in}

{
ω ∈ Ω

∣∣∣∣ ∀m ∈ [1, n] d(ximω , xiω) < r(1 + 1/j)
et d(xlω, x

ik
ω )− d(xlω, x

i
ω) > r

}
et donc Ωj

n,r est une partie mesurable pour n, j ∈ N et r > 0. Finalement, comme les

inégalités définissant Ωj
n,r sont strictes, si ω ∈ Ωj

n,r alors il existe ε tel que pour tout r′

avec |r − r′| < ε, ω ∈ Ωj
n,r′ et donc{

ω ∈ Ω
∣∣ Dj

ω,n < r
}

=
⋃

j<r′<r

Ωj
n,r′ =

⋃
j<r′<r, r′∈Q

Ωj
n,r′ .

Ce qui montre bien que ω 7→ Dj
ω,n est mesurable.

La deuxième écriture de Dj
ω,n montre que cette fonction est α invariante. Ainsi, par

ergodicité, il existe Dj
n > 0 tel que pour presque tout ω, Dj

ω,n = Dj
n.

A j fixé, le lemme 16.21 montre que pour presque tout ω, il existe n tel que Dj
ω,n <∞.

Posons alors
nj(ω) = inf{n ∈ N| Dj

ω,n <∞}.
De nouveau, ω 7→ nj(ω) est mesurable et α invariante donc il existe nj ∈ N tel que pour
presque tout ω, nj(ω) = nj .

On pose alors Dj = Dj
nj + 1 et

ij(ω) = inf

{
i ∈ N

∣∣∣∣∣ ∃i1, . . . , in, xi1ω , . . . , x
in
ω ∈ B(xiω, Dj(1 + 1/j))

et ∀l ∈ N ∃k(l) d(xlω, x
ik(l)
ω )− d(xlω, x

i
ω) > Dj − 1

}
.

Alors ω 7→ ij(ω) est mesurable et si on pose pjω = x
ij(ω)
ω alors pj = (pjω) est une section

pour tout j.

On munit l’ensemble dénombrables des parties à nj éléments de N d’un ordre prove-
nant d’une bijection avec N. On définit

Ijω = inf

{
{i1, . . . , inj}

∣∣∣∣∣ xi1ω , . . . , x
inj
ω ∈ B(pjω, Dj(1 + 1/j))

et ∀l ∈ N ∃k(l) d(xlω, x
ik(l)
ω )− d(xlω, p

j
ω) > Dj − 1

}
.

Alors Ijω est mesurable et si on note ik(ω) le k-ième élément de Ijω pour k ∈ [1, 2, . . . , nj ]
alors ω 7→ ik(ω) est mesurable.

Finalement, on définit

Qj =
{

(xik(ω)
ω )| k ∈ [1, 2, . . . , nj

}



74 IV. THÉORIE MESURÉE DES ACTIONS DE GROUPES

et les propriétés annoncées sont vérifiées. �

Démonstration de la proposition 16.20. Pour j ∈ N, posons

Sj =

{
x section de X

∣∣∣ ∀f ∈ A, ∀̊ω ∃zω ∈ Xω ,
fω(zω)− fω(xω) = Dj − 1
et dω(xω, zω) ≤ (1 + 1/j)Dj

}
.

Par le lemme 16.22, Sj 6= ∅ pour tout j ∈ N. On pose alors Cj = (Cjω) où

Cjω = Conv{xjω| x ∈ Sj}.
Par lemme 16.12, Cj est un sous-champ convexe fermé de X. Comme Sj est α-invariant,

Cj l’est aussi donc par minimalité de X, Cjω = Xω pour presque tout ω. Remarquons
que Sj est stable par combinaisons convexes et limites simples. Ainsi, pour tout f ∈ A,
pour presque tout ω, et tout x ∈ Xω, il existe z ∈ Xω tel que fω(z) − fω(x) = Dj − 1
et dω(x, z) ≤ (1 + 1/j)Dj . On peut alors appliquer le lemme 1.36 qui donne l’existence
de ξω tel que pour tout x ∈ Xω, −fω(x) = βξω(x, x0

ω). Appelons ynω le point à distance
n de x0

ω tel que fω(ynω) = n pour n ∈ N. Par construction de fω, pour tout n ∈ N,
(ynω) est une section de X et pour presque tout ω, −f = limn→∞ d(ynω, .) − n. Ce qui
montre que (−fω) ∈ A et le même raisonnement que celui appliqué à (fω) donne ξ′ω. De
plus, si x ∈ Xω, la concaténation des rayons issus de x et pointant vers ξω et ξ′ω est une
géodésique. Ainsi, Xω est la réunion des géodésiques bi-infinies de ξω à ξ′ω et le théorème
1.19 donne la décomposition produit désirée. �

Démonstration de la proposition 16.19. Soit Xω = Eω × Yω où Eω est le fac-
teur euclidien de de Rham (voir 1.7) de Xω et l’on identifie Eω et Yω avec deux parties
convexes fermées de Xω telles que Yω ∩ Eω = {xω}. Supposons que

(i) pour toutes sections y, z ; ω 7→ dω(πEω(yω), πEω(zω)) est mesurable.

xω

yω

zω

πEω(zω) πEω(yω)

πYω(yω)

πYω(zω)

Yω

Eω

On a alors

dω(yω, πEω(yω)) =
√
dω(yω, xω)2 − dω(xω, πEω(yω))2.

Ainsi, comme πEω(xω) = xω, on a la mesurabilité de ω 7→ dω(yω, πEω(yω)). Soit, main-
tenant, deux sections y et z. Comme

dω(yω, πEω(zω))2 = dω(πEω(yω), πEω(zω))2 + dω(yω, πEω(yω))2,
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on a donc la mesurabilité de ω 7→ dω(yω, πEω(zω)). Ceci montre donc que pour toute
section z, (πEω(zω)) est aussi une section de X.

De même comme dω(πYω(yω), πYω(zω))2 = dω(yω, zω)2−dω(πEω(yω), πEω(zω))2, pour
toute section y de X, (πYω(yω)) est aussi une section de X.

Les projections fondamentales d’une famille fondamentale de X donne alors des fa-
milles fondamentales respectives de (Yω) et (Eω) qui forment alors deux sous-champ de
X notés respectivement E et Y. Les deux dernières propriétés résultent juste des pro-
priétés usuelles de la décomposition de de Rham pour chaque Xω.

Il reste à vérifier la propriété (i). Fixons y et z deux sections de X et une famille
fondamentale (xi)i∈N de X. Pour ω ∈ Ω, notons Cω l’ensemble des fonctions convexes

1-lipschitz qui s’annulent en x0
ω. Pour f ∈ Cω, posons ∆i,j

ω (f) = f(xiω)+f(xjω)
2 − f(mi,j

ω )

où mi,j
ω est le milieu de [xiω, x

j
ω]. Par convexité c’est une quantité positive. Notons fkω la

fonction de Xω dans l’ensemble des nombres réels, y 7→ dω(y, xkω)− d(x0
ω, x

k
ω) et

Kn
ω = {k ∈ N| dω(xkω, x

0
ω) ≥ n et ∀i, j ≤ n, ∆i,j

ω (fkω) ≤ 1/n}.
Nous affirmons alors que les égalités suivantes sont vérifiées (avec la convention que le
suprémum d’une partie vide de R+ est 0) et donc la propriété (i) est assurée. Soit y et
z deux sections de X,

dω(πEω(yω)), πEω(zω)) = max
f∈A
|fω(yω)− fω(zω)| = lim

n→+∞
sup
k∈Kn

ω

|fkω(yω)− fkω(zω)|.

Par définition de A, on sait que

max
f∈A
|fω(yω)− fω(zω)| ≤ lim

n→+∞
sup
k∈Kn

ω

|fkω(yω)− fkω(zω)|.

Pour vérifier l’inégalité inverse, posons

Lnω =

{
i ∈ Kn

ω

∣∣∣∣∣ |f iω(yω)− f iω(zω)| ≥ sup
k∈Kn

ω

|fkω(yω)− fkω(zω)| − 1/n

}
et définissons k(n, ω) = minLnω puis gnω = f

k(n,ω)
ω . On a alors

lim
n→+∞

sup
k∈Kn

ω

|fkω(yω)− fkω(zω)| = lim
n→∞

|gnω(yω)− gnω(zω)|.

Chaque Cω est compact pour la topologie de la convergence ponctuelle donc
∏
ω∈Ω Cω

l’est aussi et quitte à extraire, on peut supposer que pour presque tout ω, gnω converge
vers un certain gω qui, par la proposition 16.20, est un élément de A. Ainsi,

max
f∈A
|fω(yω)− fω(zω)| ≥ lim

n→+∞
sup
k∈Kn

ω

|fkω(yω)− fkω(zω)|

et pour presque tout ω, gω correspond à une fonction de Busemann de Eω donc

dω(πEω(yω), πEω(zω)) ≥ max
f∈A
|fω(yω)− fω(zω)|.
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Comme pour presque tout ω, (xiω)i∈N est dense dans Xω, pour tout n, on peut trouver
xiω aussi proche que voulu de la géodésique bi-infinie (πω(yω), πω(zω)) dans Eω et tel que
i ∈ Kn

ω .
�

Corollaire 16.23. Soit G un groupe localement compact et Ω un G-espace. Soit X un
champ d’espaces de Hadamard de dimension telescopique finie et E ×Y une décompo-
sition de de Rham. Si α : G× Ω→ Isom(X) est un cocycle alors il existe deux cocycles
α1 : G× Ω→ Isom(E) et α2 : G× Ω→ Isom(Y) tels que α = α1 × α2.

Démonstration. Soit X = E ×Y une décomposition de de Rham associée à une
section x. Fixons g ∈ G et posons

E′ω = α(g, g−1ω)Eg−1ω et Y ′ω = α(g, g−1ω)Yg−1ω.

On a alors une nouvelle décomposition de de Rham E′ ×Y′du champ X associée à la
section gx. Par la deuxième partie de la proposition 16.19, les applications πYω |Y ′ω et
πEω |E′ω sont des isométries. On définit alors α1(g, ω) = πEgω ◦ α(g, ω) et α2(g, ω) =
πYgω ◦α(g, ω). Les propriétés de cocycle pour α1 et α2 découlent alors de celles de α. �

17. Théorème d’Adams-Ballman équivariant

17.1. Cocyclisme. Soit X un champ d’espaces de Hadamard, nous introduisons
les champs d’espaces de Banach dont nous aurons besoin pour démontrer le théorème
17.4.

Soit Ω la base de X et {xn} une famille fondamentale . Choisissons pour section base
x0 alors pour ω ∈ Ω, on pose Cω l’espace vectoriels des fonctions f : Xω → R convexes
telles que f(x0

ω) = 0. Munissons Cω de la topologie de la converge ponctuelle, qui en fait
un espace vectoriel topologie localement convexe. Une famille de semi-normes est donnée
par f → |f(x)| pour x ∈ Xω. Notons Cω ⊂ Cω le sous-ensemble constitué des fonctions
qui sont de plus 1-Lipschitz. Alors Cω est compact, convexe et métrisable. Une distance
est donnée par la formule suivante

Dω(f, g) =
∑
n∈N

|f(xnω)− g(xnω)|
2ndω(xnω, x

0
ω)

.

Notons iω : Xω → Cω l’application définie par iω(x) = d(x, .)−d(x0
ω, x) pour x ∈ Xω.

Notons Kω la clôture convexe de iω(Xω). On munit la collection K = {(Kω, Dω)}ω∈Ω de
la famille dénombrable F ′ constituée des combinaisons convexes à coefficients rationnels
d’éléments de {i(xnω)}n . On a alors le fait suivant.

Lemme 17.1. Le champ K est un champ d’espaces métriques compact.

Une section f de K est dite affine si pour presque tout ω, fω est affine.

Proposition 17.2. Si X est un champ d’espaces de Hadamard de dimension télescopique
finie sans facteur euclidien, minimal et non-réduit à une section alors K ne contient pas
de section affine.
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Démonstration. On utilise les mêmes notations que dans la preuve de la proposi-
tion 16.19. On introduit la fonction τ : Ω→ R avec

τ(ω) = inf
f∈Kω

sup
i,j

∆i,j
ω (f).

La fonction τ est mesurable et G-invariante donc par ergodicité, elle est essentiellement
constante. Puisque Kω est compact, τ(ω) = 0 signifie exactement que Kω contient une
fonction affine. De la même manière, on définit υ : Ω→ R où

υ(ω) = inf
f∈iω(Xω)

sup
i,j

∆i,j
ω (f).

Alors υ est aussi une fonction essentiellement constante. On remarque que pour presque

tout ω, υ(ω) = inff∈A supi,j ∆i,j
ω (f). Puisque X n’a pas de facteur euclidien et est mi-

nimal, la proposition 16.20 implique que A est vide. Ainsi, il existe ε > 0 tel que pour
presque tout ε, υ(ω) = ε. Le lemme 4.10 de [CL10a] montre que τ(ω) > 0 presque
partout et donc K ne peut pas avoir de section affine. �

Si α : G × Ω → Isom(X) est un cocycle alors on a aussi un cocycle β : G × Ω →
Hom(K) défini par β(g, ω) · f = f ◦ α(g−1, gω)− f(α(g−1, gω)x0

ω) pour f ∈ Kω. Intro-
duisons alors le champ de Banach C(K) où C(Kω) où l’espace de Banach des fonctions
continues sur l’espace compact Kω muni de la norme de la convergence uniforme. Cet
espace est naturellement muni d’un cocycle γ : G× Ω→ Isom(C(K)) donné par

γ(g, ω)ϕ(f) = ϕ(β(g−1, gω) · f)

où ϕ est une section de C(Kω) et f ∈ Kgω. Le champ dual C(K)∗ est donc muni du
cocycle dual γ∗.

Si M(K) désigne le sous-champ des mesures de probabilité sur K alors c’est un
sous-champ convexe compact de C(K)∗1 invariant par le cocycle γ∗. De plus, ce cocycle
se réexprime simplement pour µ ∈M(Kω),

γ(g, ω)∗µ = β(g, ω)∗µ.

Rappelons qu’il existe une application continue appelée barycentre, b :M(K) → K
pour K partie convexe compacte d’un espace localement convexe. Cette application est
définie sur les combinaisons convexes de masses de Dirac par

b
(∑

λiδki

)
=
∑

λiki.

La densité de telles combinaisons convexes dans M(K) (muni de la topologie faible-∗)
permet de définir b partout. De plus, si T est une transformation affine laissant invariant
K alors T ◦ b(µ) = b(T∗µ) pour tout µ ∈ M(K). De même, si T : K → K ′ est une
application affine entre deux parties convexes compactes et b, b′ sont les applications
barycentres alors pour tout µ ∈ C(K),

b′(T∗µ) = T ◦ b(µ).

Ainsi, pour µ, section de M(K) invariante pour le cocycle γ∗ nous définissons kω =
bω(µω) où bω est l’application barycentre bω : M(Kω) → Kω. Comme pour tout g et
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presque tout ω, β(g, ω) est affine, on a

(β · k)ω = β(g, g−1ω)kg−1ω = bω(β(g, g−1ω)∗µg−1ω) = βω(µω) = kω.

Nous avons donc une section invariante de K.

Remarque 17.3. La discussion précédente esquisse la preuve de l’énoncé suivant :

L’action G y Ω est moyennable si et seulement si pour tout K sous-champ inva-
riant de convexes-compacts d’un G-champ E d’espaces localement convexes il existe une
section de K invariante.

17.2. Théorème d’Adams-Ballmann équivariant.

Théorème 17.4. Soit G un groupe localement compact à base dénombrable, X un espace
de Hadamard de dimension télescopique finie, α : G→ Isom(X) une action continue de
G sur X et Ω un G-espace ergodique moyennable. Alors il existe une section de fonctions
de Busemann invariante ou il existe un sous-champ de X euclidien et invariant du champ
X constant égal à X au-dessus de Ω.

Remarque 17.5. Dans le cas où X est localement compact et de dimension géométrique
finie, c’est le résultat 4.2.6 de [And10] et 3.48 de[Hen10]. Dans le cas où Ω est réduit
à un point alors on retrouve le théorème 7.8.

Démonstration. Considérons le champ X au dessus de Ω constant égal à X. Sup-
posons qu’il n’existe pas de section de fonctions de busemann invariante alors grâce à
la proposition 16.16, il existe un sous-champ minimal invariant X′. Soit X′ = E × Y
une décomposition de de Rham de X′. La minimalité de X′ impose la minimalité de E
et Y. Il suffit alors de montrer que Y est réduit à une section ou Y possède une sec-
tion de fonctions de Busemann invariante pour le cocycle α2 donné par le corollaire 16.23.

Fixons une section x de Y. Soit K le champ d’espaces métriques compact de la section
précédente. Le champ d’espaces de Banach C(K), où C(K)ω est l’espace de Banach
des fonctions continues sur Kω à pour champ dual C(K)∗. Par moyennabilité, le sous-
champ convexe compact M(K) possède une section invariante. La fin de la section
précédente explicite comment l’image de cette section par l’application barycentre donne
une section invariante de K. Notons f cette section invariante. Alors pour toute section
y de Y, (g · f)(y)=f(y) et plus précisément que pour toute section et presque tout ω,

(17.1) fω(yω) = fg−1ω(α2(g−1, ω)yω)− fg−1ω(α2(g−1, ω)xω).

C’est à dire que la quantité fg−1ω(α2(g−1, ω)yω) − fω(yω) ne dépend pas de la section

y. Posons alors c(g, ω) = fgω(ygω) − fω(α2(g−1, gω)ygω). Le fait que (g, f) 7→ g · f soit
une action issue d’un cocycle montre que c : G × Ω → R est un cocycle additif et en
particulier une application mesurable. Introduisons les trois sous-ensembles (bien définis
à un ensemble de mesure nulle près) de Ω,

Ωmin = {ω ∈ Ω| fω possède un minimum} ,
Ωinf = {ω ∈ Ω| fω ne possède pas de minimum et inf fω > −∞} ,

Ω−∞ = {ω ∈ Ω| inf fω = −∞} .
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Ce sont bien des ensembles mesurables car f est une section. L’équation 17.1 se réécrit
plus simplement en remplaçant ω par gω,

fgω = fω ◦ α2(g−1, gω) + c(g, ω).

Ce qui montre que les trois ensembles précédents sont G-invariants. Leur réunion est de
mesure pleine et comme G y Ω est ergodique, un de ses trois ensembles est de mesure
pleine.

Si Ωmin est de mesure pleine alors on définit Y ′ω = f−1
ω (min fω) ce qui donne un

sous-champ Y ′ de Y . Il est de plus, G-invariant donc par minimalité Y′ = Y. Ce qui
montre que pour presque tout ω, fω est une fonction constante sur Yω. Comme Y est
minimal et sans facteur euclidien, la proposition 17.2 implique que Y est réduit à une
section et donc X′ est euclidien.

Si Ωinf est de mesure pleine, on définit Y r
ω = f−1

ω (]−∞, r]) pour r ∈ R− et si Ω−∞
est de mesure pleine, on définit pour r ∈ R+, Y r

ω = f−1
ω (] inf fω, inf fω + r]). Dans les

deux cas, Yr est un sous-champ vérifiant la relation

(17.2) α2(g, ω)Y r
ω = Y r+c(g,ω)

gω

pour tout g, presque tout ω et tout r > 0. De plus, {Y r
ω }r>0 ou {Y r

ω }r<0 est une famille
embôıtée d’intersection vide pour presque tout ω. On choisit un ensemble dénombrable
dense D de R+ ou R−, selon le cas, et on considère alors la famille (Yr)r∈D à laquelle on
applique la proposition 16.14. On obtient alors une section de fonctions de Busemann.
Grâce à la relation (17.2) et au lemme 6.3, cette section est α2-invariante et donc α-
invariante. �





CHAPITRE V

Superrigidité géométrique

A la page 121 de [Gro93],exemple (c), on trouve la conjecture suivante de M. Gro-
mov :

Pour p ≥ 1, il existe un groupe Γ de type fini agissant discrètement
sur Xp+1, qui cependant n’admet pas d’action strictement non bornée
sur Xp. En fait un réseau dans un groupe de Lie simple de dimension
finie de rang réel supérieur à p + 1 ne peut probablement pas agir
discrètement sur Xp ou sur un autre espace symétrique « raisonnable »
de rang plus petit que p .

Les notions d’action discrète et d’action strictement non-bornée sont à préciser. Pour une
action (par isométries), M. Gromov propose qu’une action discrète possède au moins des
orbites non bornées (ce qui empêche les points fixes) et une action strictement non-bornée
vérifie que toute intersection d’une orbite et d’une partie bornée soit finie.

Cette conjecture est inspirée par le théorème de superrigidité de G. Margulis et
suggère qu’un énoncé similaire doit être vrai. Il y a deux cas particuliers, où la par-
tie concernant les réseaux de la conjecture est facilement vérifiée. Si X = X1(R) ou
X1(C) (les espaces hyperboliques réels ou complexes de dimension infinie) alors la dis-
tance sur X est conditionnellement de type négatif (voir, par exemple, l’appendice C.2
de [BdlHV08] pour des généralités sur les noyaux conditionnellement de type négatif et
voir [FH74] pour une preuve de cet énoncé). Cependant, un réseau Γ dans un groupe de
Lie semi-simple de rang supérieur à 2 possède la propriété (T) de Kazhdan. Ainsi toute
action isométrique de Γ sur X possède un point fixe et c’est même une caractérisation
des groupes localement compacts σ-compacts possédant la propriété (T) (voir la section
A-T-menability p. 177 de [Gro93] et la section 7.4.2 de [CCJ+01]).

18. Superrigidité géométrique

18.1. Rigidité forte de Mostow. Un réseau d’un groupe localement compact, G,
est un sous-groupe discret Γ tel que le quotient G/Γ possède une mesure borélienne, ré-
gulière, finie et invariante sous l’action Gy G/Γ induite par la multiplication à gauche.
Un réseau est dit cocompact si G/Γ est compact. La terminologie provient de l’exemple
classique Zn < Rn où Zn est alors un réseau cocompact. Un autre exemple classique de
réseau non cocompact est donné par Sln(Z) < Sln(R) pour n ≥ 2. Ce fait est dû à H.
Minkowski et l’espace quotient Sln(R)/Sln(Z) s’identifie naturellement à l’ensemble des
réseaux unimodulaires de Rn, qui n’est pas compact.

81
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On peut penser à un réseau comme une discrétisation agréable du groupe G. Le
terme de rigidité, dans ce cadre, signifie que cette discrétisation reflète complètement le
groupe G.

Théorème 18.1 (Théorème A’ de [Mos73]). Soit G,G′ deux groupes de Lie semi-
simples sans centre ni sous-groupe compact normal non-trivial. Soit Γ,Γ′ deux réseaux
cocompacts respectivement de G et G′. Si G et G′ ne possèdent pas de facteur isomorphe
à PSL2(R) invariant sous l’action de Γ, respectivement Γ′, alors tout isomorphisme entre
Γ et Γ′ s’étend en un isomorphisme analytique entre G et G′.

En considérant X l’espace symétrique de type non-compact associé à G et en voyant
Γ comme le groupe fondamental de Y := X/Γ, on obtient la formulation géométrique
suivante.

Théorème 18.2. Soit Y, Y ′ des variétés riemanniennes compactes, localement symé-
triques, connexes et à courbure sectionnelle négative. Supposons que Y et Y ′ ne pos-
sèdent pas de facteur de de Rham local ou bien euclidien ou bien isométrique au plan
hyperbolique. Si π1(Y ) et π1(Y ′) sont isomorphes alors Y et Y ′ sont isométriques après
renormalisation éventuelle des facteurs de de Rham locaux.

La formulation qui sera la plus proche de ce qui suivra est la suivante.

Théorème 18.3. Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe sans centre ni sous-
groupe compact normal non trivial. Soit Γ un réseau cocompact de G ne laissant pas de
facteur de G isomorphe à PSL2(R) invariant.
Soit X un espace symétrique de type non-compact ne possédant pas de facteur de de
Rham isomorphe au plan hyperbolique.
Alors toute action de Γ sur X proprement discontinue par isométries telle que X/Γ est
compact, provient d’un isomorphisme entre G et Isom(X)◦.

18.2. Superrigidité de Margulis. La référence pour les résultats de superrigidité
est [Mar91]. Nous reprenons les énoncés de [Pan09]. Le premier énoncé est formulé
algébriquement alors que le second est formulé géométriquement. C’est cette seconde
formulation qui nous inspirera.

Théorème 18.4. Soit G,H des groupes algébriques semi-simples sur des corps locaux,
sans facteurs compacts. On suppose que G a un rang supérieur à 2. Soit Γ un réseau
irréductible de G.
Tout homomorphisme Γ → H dont l’image est non-bornée et Zariski dense s’étend en
un homomorphisme.

À l’aide du dictionnaire entre les groupes algébriques semi-simples à centre trivial et
sans facteur compact, et les espaces symétriques de type non-compact ou les immeubles
euclidiens, le théorème précédant se reformule ainsi.

Théorème 18.5. Soit X,Y des espaces symétriques ou des immeubles euclidiens de
dimension finie, de type non-compact. On suppose que le rang de X est supérieur à 2.
Soit Γ un groupe discret irréductible d’isométries de X tel que Vol(Γ\X) soit fini.

Alors toute action isométrique non-élémentaire de Γ sur Y laisse stable ou bien
un point, ou bien un sous-ensemble convexe de Y qui, à renormalisation des facteurs
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près, est isométrique à un produit de facteurs irréductibles de X, sur lesquel l’action se
prolonge en une action isométrique d’un quotient de Isom(X).

Pour montrer ce théorème, la démonstration originale procède en deux étapes (voir
le chapitre 5 de [Zim84]).
Première étape : Construire une application de Furstenberg φ entre le bord de Fursten-
berg de G et un quotient H/L où L est un sous-groupe propre de H. Cette application
est mesurable et Γ-équivariante.
Seconde étape : Montrer qu’une telle application est essentiellement rationnelle.

18.3. Généralisations. Le théorème suivant traite de superrigidité dans le cas
où la condition de rang supérieur à 2 est obtenue par l’hypothèse de l’existence d’une
décomposition en produit avec au moins deux facteurs. Il a été obtenu par N. Monod avec
des techniques d’induction L2. Il a été généralisé à des espaces possédant une condition
de courbure négative moins restrictive que CAT(0) par A. Karlsson, G. Margulis et T.
Gelander en utilisant des applications harmoniques généralisées (voir le théorème 1.1 de
[GKM08])

Théorème 18.6 (Théorème 6 de [Mon06]). Soit Γ un réseau irréductible cocompact
dans un produit G = G1 × · · · × Gn de groupes localement compacts et σ-compacts
avec n ≥ 2. Soit X un espace de Hadamard non isométrique à un espace euclidien de
dimension finie.
Si α : Γ×X → X une action par isométries réduite telle que les orbites sont fermées et
non bornées alors α s’étend continûment en une action α̃ : G×X → X.

Remarque 18.7. L’hypothèse cocompact sur le réseau peut-être affaiblie en supposant
seulement que le réseau est faiblement cocompact et de carré intégrable. Pour plus de
détails, on peut se reporter à l’appendice B de [Mon06]. Le même affaiblissement est
aussi possible dans les deux corollaires qui suivent.

Dans [CL10a], les auteurs remarquent que l’hypothèse d’action réduite est en fait
une conséquence de l’absence de point fixe à l’infini (voir la proposition 7.5) et on obtient
alors le corollaire suivant.

Corollaire 18.8 (Corollaire 1.9 de [CL10a]). Soit Γ un réseau irréductible cocompact
dans un produit G = G1 × · · · ×Gn de groupes localement compacts et σ-compacts avec
n ≥ 2. Soit X un espace de Hadamard de dimension télescopique finie sans facteur
euclidien.
Alors toute action minimale par isométries et sans point fixe à l’infini de Γ s’étend
continûment à G.

En utilisant le fait que les espaces Xp du chapitre III sont de dimension télescopique
finie, on obtient alors le cas particulier suivant.

Corollaire 18.9. Soit Γ un réseau irréductible cocompact dans un produit G = G1 ×
· · · × Gn de groupes localement compacts et σ-compacts avec n ≥ 2. Alors toute action
minimale par isométries et sans point fixe à l’infini de Γ sur Xp s’étend continûment à
G.
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18.4. Superrigidité pour le commensurateur. Soit G un groupe localement
compact et Γ,Γ′ deux sous-groupes fermés de G. On dit que Γ et Γ′ sont commensurables
si Γ∩Γ′ est d’indice fini à la fois dans Γ et Γ′. De même, le commensurateur , CommG(Γ),
de Γ dans G est le sous-groupe de G, {g ∈ G| gΓg−1 et Γ sont commensurables}.

Un des buts du théorème de superrigidité de G. Margulis était de montrer que les
réseaux irréductibles sont arithmétiques. L’exemple standard de réseau arithmétique est
le réseau SLn(Z) dans SLn(R). Plus généralement, un réseau Γ d’un groupe de Lie semi-
simple sans facteur compact et à centre trivial G est arithmétique si

(i) il existe un groupe algébrique réel semi-simple H et

(ii) un homomorphisme φ : H◦ → G surjectif

tel que φ est à noyau compact et les groupes φ(H(Z) ∩H◦) et Γ sont commensurables.

Fixons G, un groupe de Lie semi-simple à centre trivial et sans facteur compact. Un
célèbre théorème dû à A. Borel [Bor66] affirme qu’un réseau irréductible arithmétique
Γ de G possède un commensurateur dense dans G (pour la topologie de groupe de Lie).
Réciproquement, le théorème de superrigidité a permis à G. Margulis de montrer la
réciproque.

Théorème 18.10. Soit Γ un réseau irréductible de G. Si CommG(Γ) est dense dans G
alors Γ est arithmétique.

Dans le cas où le rang de G est supérieur à 2 alors l’énoncé est encore plus frappant :
tout réseau irréductible Γ ≤ G est arithmétique.

Le théorème suivant apparâıt alors comme un analogue du théorème de superrigidité
en dehors du cadre des groupes algébriques semi-simples. Au sujet de la rigidité pour le
commensurateur, on pourra se reporter à [AB94] et [BM96].

Théorème 18.11 (Théorème A1 de [Mon06]). Soit G un groupe localement compact
et σ-compact, Γ < G un réseau cocompact et Λ un sous-groupe dense de G tel que
Γ < Λ < CommG(Γ).
Supposons que Λ agisse par isométries sur un espace de Hadamard X de manière non-
evanescente. Alors, quitte à passer à une partie fermée convexe (non-vide) Λ-invariante,
l’action s’étend continûment à G.

Ce théorème s’applique en particulier aux espaces Xp, en faisant la remarque sup-
plémentaire que la condition d’« action non-évanescente » se remplace dans ce cas par
l’absence de point fixe dans Xp. (voir la proposition 7.5).

19. Applications de Furstenberg

On s’attache dans cette section à montrer l’existence d’applications de Furstenberg
sous l’hypothèse de non élémentarité de l’action.

Théorème 19.1. Soit G un groupe localement compact muni d’un bord fort B, agis-
sant continûment et non-élémentairement par isométries sur un espace Xp, avec p ∈ N∗.
Alors il existe une application G-équivariante mesurable ϕ : B → ∂Xp telle que pour tout
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b ∈ B, ϕ(b) est le centre de la plus petite cellule contenant ϕ(b).

Une telle application ϕ est appelée une application de Furstenberg en raison de la
notion de bord dûe à H. Furstenberg d’un espace symétrique de type non-compact, qui
possède un aspect géométrique et un aspect mesurable.

Nous nous plaçons dans les hypothèses du théorème 19.1. Au cours de la preuve de ce
théorème, nous considérerons un champ d’espaces de Hadamard Y, qui sera un champ
constant égal à une partie convexe fermée de Xp. La base du champ sera l’espace B. Un
sous-champ de Y aura donc pour fibres des parties de Xp. Ce champ Y sera muni d’une
action par isométries de G via un cocycle αY. Nous aurons besoin de la proposition
suivante qui est essentiellement un argument de séparabilité inspiré du lemme 15.8.

Proposition 19.2. Soit E un sous-champ euclidien de Y. Si E est invariant alors ou
bien pour presque tout b, b′, ∂Eb ∩ ∂Eb′ 6= ∅ ou bien il existe E0 sous-espace euclidien de
Y tel que pour presque tout b, Eb=E0.

Démonstration. Inspirés par la convergence de Gromov-Hausdorff, nous introdui-
sons la fonction dGH sur l’ensemble des sous-espaces euclidiens de Xp. Soit E et F deux
espaces euclidiens de Xp, alors

dGH(E,F ) = inf{1/r > 0| ∃x ∈ E, y ∈ F, dH(E ∩B(x, r), F ∩B(y, r)) < 1/r}.
Cette fonction n’est ni une distance ni un écart. Elle est cependant invariante par

isométries et on peut trouver une quantité dénombrable d’ensembles de la forme

U(E, x, r) = {F euclidien| ∃y ∈ F, dH(E ∩B(x, r), F ∩B(y, r)) < 1/r}.
qui recouvrent tout l’ensemble des sous-espaces euclidiens de Xp. En effet, le groupe
O(p,∞) agit transitivement sur les pairs (x,A) où x est un point de A et A un sous-
espace euclidien maximal de Xp. De plus, si g → e dans le groupe (séparable) O2(p,∞) =

O(p,∞) ∩GL2(H) alors pour tout x ∈ Xp et tout r > 0, g converge uniformément vers
l’identité sur la boule B(x, r). Fixons un point x dans un sous-espace euclidien maximal
A de Xp. Pour chaque dimension 0 ≤ i ≤ p, choisissons une famille dénombrable (Ain)n∈N
de sous-espaces euclidiens de A tels que pour tout sous-espace euclidien E de A conte-
nant x et tout r > 0, il existe Ain tel que dH(E∩B(x, r), A∩B(x, r)) < 1/r. Maintenant,
choisissons un sous-ensemble dense D de O2(p,∞). Alors les ensembles U(gAin, gx, r),
pour g ∈ D et i, n, r ∈ N, vérifient la propriété annoncée ci-dessus.

Par double ergodicité, l’application (b, b′) 7→ dGH(Eb, Eb′) est essentiellement égale à
un certain r ≥ 0. Si r > 0, alors on choisit un sous-espace euclidien E et un point x tel
que U(E, x, r/2) est de mesure strictement positive pour la mesure image par b → Eb
et on trouve donc une partie P ⊂ B × B de mesure strictement positive telle que pour
tout (b, b′) ∈ P , dGH(Eb, Eb′) < r/2. Ainsi, r = 0.

Soit E,F deux sous espaces euclidiens tels que dGH(E,F ) = 0. Par définition, il
existe deux suites (xn) de E et (yn) de F telles que pour tout n ∈ N,
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dH
(
E ∩B(xn, n), F ∩B(yn, n)

)
≤ 1/n. Soit x une valeur d’adhérence de xn dans E∪∂E.

Si x ∈ E alors E = F et sinon x ∈ ∂E ∩ ∂F .

Ainsi, pour presque tout b, b′ ; Eb = Eb′ ou ∂Eb ∩ ∂Eb′ 6= ∅. Soit B2 le sous-ensemble
de B × B des paires (b, b′) telles que Eb = Eb′ . C’est un sous-ensemble mesurable et
G-invariant de B ×B. S’il est de mesure pleine, cela signifie qu’il existe E0 tel que pour
presque tout b, Eb = E0 et sinon cela signifie que pour presque tout b, b′ ; ∂Eb∩∂Eb′ 6= ∅.

�

Démonstration du théorème 19.1. Par le lemme 7.5.(ii), Il existeX ⊂ Xp fermé,
convexe fermé, G-invariant et minimal pour ces conditions. Cet espace X possède une
décomposition de Rham X = E × Y et l’action de G sur X est diagonale. De plus, Y
se réalise comme un sous-espace convexe fermé de Xp. On retient alors les propriétés
suivantes sur Y .

• L’espace Y est un espace de Hadamard de dimension télescopique finie.
• L’action de G sur Y est minimale.
• Le bord de Y est une partie de ∂Xp.

On remarque que l’action G y Y n’est pas l’action G y Xp restreinte à Y car ce
dernier n’est pas, à priori, invariant. Cette action sur Y est donnée par (g, y) 7→ πY (gy).
On remarque aussi que sur l’ensemble ∂Y , qui lui est un sous-ensemble invariant de ∂Xp,
les deux actions (celle provenant de G y Xp et celle provenant de G y Y ) cöıncident
car Y et gY sont toujours parallèles.

Puisque Y est de dimension télescopique finie, le théorème 17.4 donne l’existence
d’une section de fonctions de Busemann invariante ou d’un sous-champ euclidien inva-
riant E du champ Y constant égal à Y au-dessus de B. Comme le bord ∂Xp muni de la
topologie conique est homéomorphe à la sphère unité d’un espace de Hilbert séparable,
une section de fonctions de Busemann invariante donne une application G-équivariante
ϕ de B vers ∂Y ⊂ ∂Xp.

Supposons qu’il existe un sous-champ euclidien E non-trivial de Y. On considère la
structure d’immeuble sphérique à l’infini de ∂Xp comme un complexe dont les cellules
ou faces (selon les terminologies) sont les intersections de chambres fermées. Notons Cb
le plus petit sous-complexe de l’immeuble à l’infini Ip de Xp contenant Eb. On munit
l’ensemble des sous-complexes de Ip de la topologie discrète.

Si C est un sous-complexe de Ip inclus dans un appartement, on appelle type de
C la classe de C sous l’action de Isom(Xp). L’ensemble des types est fini car Isom(Xp)
agit transitivement sur les appartements et un appartement est un complexe fini. Par le
lemme 19.2, on sait que ou bien il existe E0 tel que Eb = E0 pour presque tout b ou bien
pour presque tout (b, b′), ∂Eb ∩ ∂Eb′ 6= ∅. Dans le premier cas, E × E0 serait un sous-
espace euclidien invariant pour l’action Gy Xp ce qui contredirait la non-élémentarité.
Donc pour presque tout (b, b′), Cb ∩ Cb′ est un complexe non vide. Le type est par dé-
finition invariant sous l’action de G. Par double ergodicité, il existe alors un type D tel
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que pour presque tout (b, b′), Cb ∩ Cb′ est de type D, ce que l’on notera Cb ∩ Cb′ ' D.

Montrons que l’application (b, b′) 7→ Cb∩Cb′ est essentiellement constante. Pour cela
posons Db,b′ = Cb∩Cb′ . Par le théorème de Fubini, il existe un ensemble de mesure pleine,
B0 de B tel que pour tout b ∈ B0, il existe un ensemble Bb de mesure pleine de B tel que
pour tout b′ ∈ Bb, Db,b′ ' D. Fixons b1, b2 ∈ B0 et notons C1 = Cb1 et C2 = Cb2 . Les
sous-complexes de C1 étant en nombre fini, il existe B1 de mesure strictement positive
et D1 sous-complexe de type D de C1 tels que pour tout b ∈ B1,

C1 ∩ Cb = D1.

Comme pour presque b, b′ ∈ B1, Db,b′ ' D et (C1 ∩ Cb) ∩ (C1 ∩ C ′b) ⊆ Db,b′ , on a
Cb ∩ Cb′ = D1. Les sous complexes de C2 sont aussi en nombre fini donc on trouve un
sous-ensemble B2 ⊆ B1 de mesure strictement positive tel que pour tout b, b′ ∈ B2,
Db,b′ = C2∩Cb = C2∩Cb′ . Mais comme C1∩C2 est aussi de type D, on a C1∩C2 = D1,
c’est à dire que b 7→ Db1,b est essentiellement constante égale à D1. Ainsi pour presque
tout b, b′ ; Db1,b = D1 = Db1,b′ et comme Db,b′ est de type D, on a bien Db,b′ = D1. Ce
complexe est donc invariant sous l’action de G.

Chaque cellule de D1 est de diamètre plus petit que π/4 donc l’intersection de ∂Y
avec chacune de ces cellules possède un unique centre circonscrit. Appelons f la moyenne
des fonctions de Busemann associées à chacun de ces centres. C’est une fonction convexe
continue invariante. Si f possède un minimum alors considérons Z l’ensemble des points
où f atteint son minimum. Comme f est une somme finie de fonctions convexes, elle est
aussi convexe. Par conséquent Z est un sous-ensemble fermé convexe G-invariant non
vide. Par minimalité Z = Y , donc Y possède une somme finie de fonctions de Busemann
constante donc en particulier affine. Une somme finie de fonctions convexes est affine
si et seulement si chacune de ces fonctions convexes est affine. Ainsi, Y possède une
fonction de Busemann affine et donc un facteur euclidien par le lemme 1.35. Ce qui est
une contradiction.

Si f ne possède pas de minimum, l’intersection de ses sous-niveaux (non-vides) est
une famille décroissante de parties convexe fermées invariantes de Y le centre des direc-
tions et alors invariant par la remarque 6.2. Ceci contredit la non-élémentarité.

Ainsi, on a l’existence de ϕ : B → ∂Xp mesurable G-équivariante. Quitte à remplacer
ϕ(b), on peut supposer que ϕ(b) est le centre de la plus petite cellule contenant ϕ(b).

�
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ANNEXE A

Applications de Furstenberg pour des espaces
Gromov-hyperboliques

Cette annexe est le prolongement d’un travail réalisé en commun avec Nicolas Monod
et a pour but de montrer le théorème suivant.

Théorème (Théorème 22.2). Soit G un groupe localement compact à base dénombrable,
B un bord fort pour G et (Ω, ν) un G-espace ergodique où ν est une mesure de probabilité
invariante. Soit X un espace hyperbolique dénombrable.

Si α : G×Ω→ Isom(X) est un cocycle mesurable non-élémentaire alors il existe une
application mesurable φ : B ×Ω→ ∂X G-équivariante. De plus, deux telles applications
cöıncident sur un ensemble de mesure pleine.

20. Espaces Gromov-hyperboliques

On reprend ici la définition d’hyperbolicité pour les espaces métriques donnée par
M. Gromov dans [Gro87]. Cette définition est très générale et en particulier, il n’y a
pas d’hypothèse de compacité locale ni d’existence de géodésique entre les points. Ty-
piquement, l’orbite d’un groupe discret agissant par isométries sur un espace Gromov-
hyperbolique sera encore Gromov-hyperbolique.

Soit (X, d) un espace métrique et x ∈ X un point base. Le produit de Gromov entre
y et z basé en x est le nombre positif

〈y|z〉x =
1

2
(d(y, x) + d(z, x)− d(y, z))

et s’il n’y a pas d’ambigüıté sur le point base x, on notera simplement 〈y|z〉.

x
〈y|z〉x

y

z
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Définition 20.1. Un espace métrique (X, d) est δ-hyperbolique pour δ ≥ 0 si pour tout
x0, x, y, z ∈ X
(20.1) 〈x|z〉x0 ≥ min {〈x|y〉x0 , 〈y|z〉x0} − δ.
S’il existe δ ≥ 0 tel que (X, d) est δ-hyperbolique, on dit que (X, d) est Gromov-
hyperbolique.

Soit (X, d) un espace Gromov-hyperbolique et (xn) une suite de points de X. On dit
que la suite (xn) part à l’infini si d(x0, xn)→∞ et deux suites (xn), (yn) qui partent à
l’infini sont équivalentes si 〈xn|ym〉 → ∞ quand n,m → ∞. Cette définition ne dépend
pas du point base choisi et définit bien une relation d’équivalence. Le bord à l’infini est
alors l’ensemble des classes d’équivalence de suites qui partent à l’infini. On note cet
ensemble ∂X. Si une suite (xn), qui part à l’infini, est dans la classe ξ ∈ ∂X, on dit que
xn converge vers ξ.

On étend le produit de Gromov en définissant, pour ξ, η ∈ ∂X
〈ξ|η〉x0 = sup lim inf

n,m→∞
〈xn|ym〉x0

où le supremum est pris sur toutes les suites (xn) convergeant vers ξ et toutes les suites
(ym) convergeant vers η. On définit aussi pour ξ ∈ ∂X et y ∈ X,

〈ξ|y〉x0 = sup lim inf
n→∞

〈xn|y〉x0
en prenant de nouveau le supremum sur toutes les suites (xn) convergeant vers ξ. Le
chapitre 7.2 de [GdlH90] donne plus de détails.

Lemme 20.2. Soit (X, d) un espace δ-hyperbolique et ξ, η, ζ des points de ∂X. Si (xn)
et (ym) convergent respectivement vers ξ et η alors

(20.2) lim inf〈xn|ym〉x0 + 2δ ≥ 〈ξ|η〉x0 ≥ lim inf〈xn|ym〉x0 .
et

(20.3) 〈ξ|η〉x0 ≥ min(〈ξ|ζ〉x0 , 〈ζ|η〉x0)− 3δ.

Démonstration. Voir le chapitre 7.2 de [GdlH90]. �

On définit une topologie sur ∂X grâce à la structure uniforme obtenue par le système
d’entourages {Vl}l∈R où Vl = {(ξ, η)| 〈ξ|η〉 ≥ l}. Cette topologie ne dépend pas du point
base choisi. On munit ∂X de la structure borélienne associée. On aura besoin d’une
structure borélienne sur l’ensemble P1,2(∂X) des parties du bord de cardinal 1 ou 2. De
même, on définit P1(∂X) les parties à exactement 1 élément et P2(∂X) les parties à
exactement 2 éléments. On définit

Ṽy,l =
{
p ∈ P1,2(∂X)| p ∩ Vy,l 6= ∅

}
avec Vy,l =

{
ξ ∈ ∂X| 〈ξ|y〉 ≥ l

}
où y ∈ X et l ∈ N. On munit alors P1,2(∂X) de la structure borélienne associée.

Lemme 20.3. Si X est un espace Gromov-hyperbolique dénombrable alors la structure
borélienne sur P1,2(∂X) est à base dénombrable et P1(∂X) est alors une partie mesurable.
La structure borélienne restreinte à P1(∂X) cöıncide avec celle de ∂X après identification
∂X ' P1(∂X).
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Pour un point base x0 et un réel positif r ≥ 0, on définit l’ombre, V (x, r), de taille
r dans la direction de x depuis x0 par

V (x, r) = {y ∈ X| 〈x|y〉x0 > r}.
On y pense comme un analogue à l’infini de boule. Cette notion a été introduite par D.
Sullivan dans [Sul79] à la différence qu’ici, les ensembles V (x, r) sont des sous-ensembles

de X et non de ∂X. On remarquera bien que Ṽy,l est en revanche une partie de ∂X.

x0

x

V (x, r)

Les ombres dépendent implicitement du point base choisi. Le lemme suivant décrit
comment les isométries transforment les ombres. Dans la suite (X, d) est un espace
δ-hyperbolique dont on a choisi un point base x0.

Lemme 20.4. Pour x ∈ X, γ ∈ Isom(X) et r, r′ ≥ 0 tels que r ≥ r′ + d(γ · x0, x0), on
a γV (x, r) ⊂ V (γx, r′).

Démonstration. Pour z ∈ X on a l’inégalité

〈γx|z〉x0 = 〈x|γ−1z〉γ−1x0 ≥ 〈x|γ−1z〉x0 − d(γ−1x0, x0).

�

Lemme 20.5. Soit F un ensemble fini de trois points ou plus de ∂X et

f : x 7→
∑

α 6=β; α,β∈F
〈α|β〉x .

Alors l’ensemble C = {x ∈ X| f(x)− inf f ≤ 1} est une partie bornée.

Démonstration. On montre que la fonction f : X → R, f(x) =
∑

α 6=β〈α|β〉x, où
α, β parcourent F est propre. Pour cela il suffit de montrer que f satisfait l’inégalité
f(x) + f(y) ≥ d(x, y) − 2δ pour tout x, y ∈ X puisqu’ainsi, les sous-niveaux de f
seront bornés. Puisque |F | ≥ 3, il suffit de prouver la même inégalité pour f ′(x) =
〈a|b〉x + 〈b|c〉x + 〈c|a〉x avec a, b, c quelconques dans X. Sans perte de généralité, on peut
supposer 〈a|y〉x ≥ 〈b|y〉x, 〈c|y〉x. On a alors

f ′(x) ≥ 〈a|b〉x + 〈c|a〉x ≥ 〈b|y〉x + 〈c|y〉x − 2δ

en insérant y dans les produits. En ajoutant f ′(y) ≥ 〈b|c〉y et en développant les produits
de Gromov, on obtient

f ′(x) + f ′(y) ≥ d(x, y) + 〈b|c〉x − 2δ ≥ d(x, y)− 2δ.

�
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21. Moyennes

Quand X est un espace Gromov-hyperbolique géodésique propre, il est courant de
considérer l’espace des mesures de probabilités sur ∂X comme c’est le cas dans [BM96]
par exemple. Dans notre contexte plus général, on remplace cet espace de mesures de
probabilités par l’ensemble des moyennes sur X. Pour un espace dénombrable X, une
moyenne est un élément positif de la sphère unité du dual topologique de `∞(X). Par dé-
finition, une moyenne µ est une forme linéaire sur `∞(X) telle que si f ≥ 0 alors µ(f) ≥ 0
et µ(1X) = 1. L’ensemble des moyennes sur X, noté M(X), est un sous espace convexe
et compact de `∞(X)∗ pour la topologie faible-*. On pense aux moyennes comme à des
mesures de probabilité « finiment additive » sur X en définissant µ(Y ) = µ(1Y ) pour
Y ⊆ X.

Si x0 est un point base fixé d’un espace Gromov-hyperbolique X, il existe une identifi-
cation classique entre X et un sous-espace de l’espace des fonctions continues et bornées
sur X. A chaque point x, on associe la fonction β(x) : y 7→ d(y, x) − d(y, x0) qui est
continue et bornée. Si µ est une moyenne, on définit fµ(x) = µ(β(x)). L’application
µ 7→ fµ est une fonction continue de M(X) vers l’espace vectoriel localement convexe
des fonctions continues sur X s’annulant en x0. Les lemmes et la proposition qui suivent,
montrent qu’une moyenne sur un espace Gromov-hyperbolique se trouve devant l’alter-
native suivante : Ou bien la « masse » est distribuée autour d’une partie bornée de X
ou bien la masse se répartit à l’infini sur un sous-espace de ∂X composé d’au plus deux
points.

Une fonction f d’un espace métrique (X, d) est propre si les ensembles f−1((−∞, α])
sont bornés pour tout α ∈ R.

Lemme 21.1. Soit µ une moyenne d’un espace Gromov-hyperbolique X. S’il existe r > 0
tel que pour tout x ∈ X, µ(V (x, r)) < 2/5 alors fµ est une fonction propre.

Démonstration. On decompose fµ(x) :

fµ(x) = µ(βx · 1V (x,r)) + µ(βx · 1X\V (x,r)).

Si y ∈ X \ V (x, r) alors d(x, x0) + d(y, x0)− d(x, y) < 2r et ainsi βx(y) > d(x, x0)− 2r.
Donc, µ(βx · 1X\V (x,r)) > 3/5d(x, x0)− 6/5r.
Pour y ∈ X on a d(y, x) − d(y, x0) ≥ −d(x, x0) et µ(βx · 1V (x,r)) ≥ −2/5d(x, x0).
Finalement, fµ(x) ≥ 1/5 d(x, x0)− 6r/5. �

Proposition 21.2. Soit µ une moyenne d’un espace Gromov-hyperbolique X et (xn)
une suite de points de X telle que µ(V (xn, n)) ≥ 2/5 pour tout n. Alors il existe une
sous-suite de (xn) convergeant vers un point du bord ∂X. De plus, il existe au plus deux
valeurs d’adhérence de ∂X de (xn) dans ∂X.

Démonstration. On note V n = V (xn, n) et on observe que l’inegalité (20.1) im-
plique

〈xn|xm〉 ≥ min(n,m)− δ si V n ∩ V m 6= ∅.
On commence par montrer qu’il existe une extraction {nk}k∈N telle que µ(V nk ∩V nk′ ) ≥
1/15 pour tout k, k′. Par l’absurde, on suppose qu’il existe une suite fini n1 < . . . < nK
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avec la propriété souhaitée mais qui ne peut être prolongée (au pire, K = 1). Ce qui
signifie que pour i > nK il existe 1 ≤ k(i) ≤ K avec µ(V i ∩ V nk(i)) < 1/15. Pour
1 ≤ k ≤ K, l’ensemble {i| k(i) = k} est infini. On peut alors prendre cet ensemble
comme extraction puisque l’on vérifie que µ(V i ∩ V j) ≥ 1/15 pour k(i) = k(j).

Il suit alors que {xnk} converge à l’infini car V nk ∩ V nk′ 6= ∅ pour tous k, k′. Fi-
nalement, soit ξ1, ξ2, ξ3 ∈ ∂X tels qu’il existe des extractions xni,k → ξi de {xn}. Pour
tout k, les trois ensembles V ni,k ne peuvent être disjoints. Alors quitte à réextraire et à
réordonner les ξi, on peut supposer que V n1,k ∩ V n2,k 6= ∅ pour tout k. Ce qui implique
ξ1 = ξ2. �

Lemme 21.3. Soit X, µ et (xn) comme dans la proposition 21.2. Supposons que xn →
ξ ∈ ∂X. Si (x′n) est une suite équivalente à (xn) alors il existe une sous-suite (x′nk) telle
que µ(V (xnk , k)) ≥ 2/5 pour tout k.

Démonstration. Pour tout k, comme les suites sont équivalentes, on peut choisir
n et nk tels que 〈xn|x′nk〉 ≥ k + δ et n ≥ k + δ. Pour tout z ∈ V (xn, n) on a

〈z|x′nk〉 ≥ min
(
〈z|xn〉, 〈xn|x′nk〉

)
− δ ≥ k

et ainsi V (xn, n) ⊆ V (x′nk , k), ce qui fournit la borne souhaitée. �

22. Applications de Furstenberg

Soit G un groupe localement compact, Ω un G-espace et X un espace hyperbolique.
Une application α : G × Ω → Isom(X) est un cocycle mesurable si pour tout g, g′ et
presque tout ω

α(gg′, ω) = α(g, g′ω)α(g′, ω)

et pour tout x ∈ X, l’application orbitale

G× Ω → X
(gω) 7→ α(g, ω)x

est mesurable. Un cocycle mesurable α est élémentaire s’il existe un sous champ C =
(Cω)ω∈Ω borné du champ constant égal à X ou s’il existe une application φ : Ω → ∂X
mesurable et G-équivariante (c’est à dire φ(gω) = α(g, ω)φ(ω) pour tout g et presque
tout ω) ou s’il existe une application φ : Ω→ P2(∂X) mesurable et G-équivariante. Pour
les généralités sur les champs (mesurables), on se référera à la section 16.

Remarque 22.1. Dans le cas où X est dénombrable, la famille de sous-espaces fermés
(Cω) est un sous-champ du champ constant X si pour tout x ∈ X, {ω ∈ Ω| x ∈ Cω} est
une partie mesurable de Ω. En effet, dans ce cas, en munissant X d’un ordre provenant
d’une bijection X ' N, on peut définir une famille fondamentale en définissant x1

ω =
inf{x ∈ Cω} puis x2

ω = inf{x ∈ Cω \ {x1
ω}} et ainsi de suite jusqu’à exhaustion des Cω.

Théorème 22.2. Soit G un groupe localement compact à base dénombrable, B un bord
fort pour G et (Ω, ν) un G-espace ergodique où ν est une mesure de probabilité inva-
riante. Soit X un espace hyperbolique dénombrable.

Si α : G×Ω→ Isom(X) est un cocycle mesurable non-élémentaire alors il existe une
application mesurable φ : B ×Ω→ ∂X G-équivariante. De plus, deux telles applications
cöıncident sur un ensemble de mesure pleine.
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Une situation comme dans l’énoncé se présente lorsque Γ est un réseau de G, B
un bord de Poisson associé à une marche aléatoire sur G symétrique, non dégénérée et
étalée. Si X0 est un espace hyperbolique sur lequel Γ agit par isométries via le morphisme
π : Γ → Isom(X0), on choisit pour X une orbite de Γ. Dans ce cas, Ω est l’espace de
probabilité G/Γ, on appelera β le cocycle de G×Ω dans Γ correspondant au choix d’une
section mesurable de la projection de G sur G/Γ. Alors α est le cocycle π ◦ β. Cette
construction est classique pour obtenir des résultats de superrigidité.

Démonstration. Par moyennabilité de l’action diagonale de G sur Ω×B (puisque
celle sur B l’est), il existe une application (ω, b) 7→ µbω telle que pour presque tout (ω, b),
µbω ∈M(X), pour tout g ∈ G et presque tout (ω, b),

µgbgω = α(g, ω)∗µ
b
ω

et (ω, b) 7→ µbω est « faiblement mesurable » dans le sens où pour tout x ∈ X,n ∈ N,
(ω, b) 7→ µbω(V (x, n)) et (ω, b) 7→ fµbω sont des applications de Ω× B vers R mesurables
pour la structure borélienne produit sur Ω×B et la structure borélienne usuelle sur R.
Posons

r(b, ω) = sup
x∈X
{r ∈ N| µbω(V (x, r)) ≥ 2/5}.

L’application (b, ω) 7→ r(ω, b) ∈ N est mesurable et G-invariante. Par ergodicité de
Gy Ω×B (voir le lemme 15.4), il existe r tel que pour presque tout (ω, b), r(ω, b) = r.

Premier cas : Si r est fini alors posons f bω = fµbω comme dans la section 21. L’ap-

plication (ω, b) 7→ infx∈X f
b
ω(x) est mesurable car X est dénombrable. Posons

Cbω = {x ∈ X| f bω(x) ≤ 1 + inf f bω}.
Pour presque tout (ω, b), Cbω est non-vide, borné (grâce au lemme 21.1) et pour tout g
et presque tout (ω, b)

Cgbgω = α(g, ω)Cbω.

L’application (ω, b) 7→ diam(Cbω) est alors mesurable et G-invariante donc constante
égale à un certain D1. Par la proposition 15.4, l’action diagonale G y B × B × Ω est
encore ergodique et donc l’application mesurable

B ×B × Ω → R
(b, b′, ω) 7→ d

(
Cbω, C

b′
ω

)
est G-invariante donc constante égale à un certain D2. Alors pour ω ∈ Ω, définissons
B1
ω = {b ∈ B| diam(Cbω) = D1} et

B2
ω =

{
(b, b′) ∈ B1

ω ×B1
ω

∣∣∣ d(Cbω, Cb′ω ) = D2

}
.

Finalement posons

Cω =
⋃

(b,b′)∈B2
ω

Cbω ∪ Cb
′
ω .

Alors pour presque tout ω, diam(Cω) ≤ D2 + 2D1 et pour tout g ∈ G et presque tout ω

Cgω = α(g, ω)Cω.
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Deuxième cas : Si r est infini, alors pour presque tout (ω, b), définissons

pbω =
{
ξ ∈ ∂X| ∃(xn)n∈N, xn → ξ, ∀n ∈ N, µbω(V (xn, n)) ≥ 2/5

}
.

Comme r = +∞, pour presque tout (ω, b), pbω est non-vide et la proposition 21.2 assure
que pbω ∈ P1,2(∂X). Si on note Φ(ω, b) = pbω alors

Φ−1(Ṽy,l) =
{

(ω, b) ∈ Ω×B| ∀n ∃x ∈ X avec 〈x|y〉 ≥ l − 1/n et µbω(V (x, n)) ≥ 2/5
}
.

Cette expression montre que Φ: Ω× B → P1,2(∂X) est mesurable et le lemme 20.4
montre que Φ est équivariante.

L’ensemble mesurable Φ−1(P1(∂X)) est une partie mesurable et G-invariante de
Ω × B. De nouveau, par ergodicité, cette partie est de mesure pleine ou nulle. Si elle
est de mesure pleine, on définit φ(ω, b) comme étant l’unique élément de Φ(ω, b). Alors
φ : Ω×B → ∂X est mesurable et G équivariante comme annoncé dans l’énoncé du théo-
rème.

Si pour presque tout (ω, b), #pbω = 2 alors la proposition 22.3, qui suit, montre que le
cocycle est élémentaire. De même, s’il existe deux applications φ, φ′ : Ω×B → ∂X, toutes
les deux mesurables, G-équivariantes telles que {(ω, b) ∈ Ω×B| φ(ω, b) = φ′(ω, b)} n’est
pas de mesure pleine alors par ergodicité, cet ensemble est de mesure nulle. On applique
de nouveau la proposition 22.3 à l’application ω 7→ (φ(ω), φ′(ω)), ce qui montre qu’en
fait le cocycle était élémentaire. �

Proposition 22.3. Sous les hypothèses du théorème 22.2, s’il existe une application
mesurable et G-équivariante Φ de Ω×B dans P2(∂X) alors le cocycle est élémentaire.

Démonstration. Comme précédemment, on notera pbω = Φ(ω, b). L’hypothèse est
alors que pour presque tout (ω, b), #pbω = 2. Nous allons montrer que cette hypothèse
implique que le cocycle α est élémentaire. Pour cela, définissons

ψ : P2(∂X)× P2(∂X) → R ∪ {+∞}
(p, p′) 7→ infx∈X0 [p; p′]x

où [p; p′]x = [ξ, η; ξ′, η′]x = |〈ξ|ξ′〉x + 〈η|η′〉x − 〈ξ|η′〉x − 〈η|ξ′〉x| (auquel on pense comme
un analogue logarithmique du birapport classique) pour (p, p′) = ({ξ, η}, {ξ′, η′}). On
observe que ψ(p, p′) = +∞ si et seulement si p∩ p′ 6= ∅ et on a pour tous x et y dans X,

(22.1)
[p; p′]x − [p; p′]y

 ≤ 12δ.

Pour démontrer cette inégalité, choisissons des suites (xn), (x′n), (yn) et (y′n) convergeant
respectivement vers ξ, ξ′, η et η′ et telles que 〈ξ|ξ′〉x = lim〈xn|x′n〉x, 〈η|η′〉x = lim〈yn|y′n〉x.
Quitte à extraire des sous-suites, toutes les limites inférieurs : lim inf〈xn|y′n〉x,
lim inf〈yn|x′n〉x, lim inf〈xn|y′n〉y, lim inf〈yn|y′n〉y, lim inf〈xn|y′n〉y et lim inf〈yn|x′n〉y sont
des limites classiques. L’inégalité du triangle renversée donne,[ξ, η; ξ′, η′]x − [ξ, η; ξ′, η′]y

 ≤ 〈ξ|ξ′〉x + 〈η|η′〉x − 〈ξ|η′〉x − 〈η|ξ′〉x
− 〈ξ|ξ′〉y − 〈η|η′〉y + 〈ξ|η′〉y + 〈η|ξ′〉y

.



98 A. APPLICATIONS DE FURSTENBERG POUR DES ESPACES GROMOV-HYPERBOLIQUES

En utilisant l’inégalité (20.2) pour les six derniers produits de Gromov, on obtient[ξ, η; ξ′, η′]x − [ξ, η; ξ′, η′]y
 ≤ lim

〈xn|x′n〉x + 〈yn|y′n〉x − 〈xn|y′n〉x − 〈yn|x′n〉x
− 〈xn|x′n〉y − 〈yn|y′n〉y + 〈xn|y′n〉y + 〈x′n|yn〉y

+ 12δ.

En développant les produits de Gromov, on voit que le terme en valeur absolue à droite
est nul.

De même, en utilisant quatre fois l’inégalité (20.3), on obtient, pour p, p′, p” ∈
P2(∂X),

(22.2) ψ(p, p′′) ≥ ψ(p, p′) + ψ(p′, p′′)− 12δ.

On définit alors

F : Ω×B ×B → R ∪ {+∞}
(ω, b, b′) 7→ ψ(Φ(ω, b),Φ(ω, b′)).

On observe que F est mesurable et, grâce à l’inégalité (22.1), que F−1({+∞}) est G-
invariant pour l’action diagonale G y Ω × B × B. Ainsi par ergodicité de G y Ω ×
B × B (proposition 15.4), l’ensemble F−1({+∞}) est une partie de mesure pleine ou
nulle pour la mesure produit m, sur l’ensemble Σ = Ω×B×B. Supposons par l’absurde
que m(F−1({+∞})) = 0. Par σ-additivité de la mesure m, il existe n ∈ N tel que
m(F−1([n, n+1])) > 0. Posons, Σn = F−1([n, n+1]) et Σ′ = G ·Σn = G ·F−1([n, n+1]).
Ce dernier ensemble, Σ′, est mesurable, de mesure strictement positive et G-invariant.
De nouveau, par ergodicité de G y Σ, m(Σ \ Σ′) = 0. L’inégalité (22.1) montre que
F (Σ′) ⊂ [n−12δ, n+ 1 + 12δ]. Comme la structure sur P1,2(∂X) est à base dénombrable
(voir lemme 20.3), il existe une famille dénombrable (pi)i∈I telle que

P1,2 =
⋃
i∈I
{p ∈ P1,2| ψ(p, pi) > n+ 1 + 24δ} .

Ainsi, il existe i ∈ I telle que Φ−1({p ∈ P1,2| ψ(p, pi) > n+ 1 + 24δ}) > 0 et donc

l’ensemble {(ω, b, b′) ∈ Σ| ψ(pbω, pi) > n + 1 + 24δ et ψ(pb
′
ω , pi) > n + 1 + 24δ} est

aussi de mesure strictement positive. Mais alors l’inégalité (22.2) et l’inclusion F (Σ′) ⊆
[n− 12δ, n+ 1 + 12δ] donnent une contradiction. Ainsi, Pour presque tout (ω, b, b′) ∈ Σ,

F (ω, b, b′) = +∞, ce qui signifie exactement que pour presque tout (ω, b, b′), pbω∩pb
′
ω 6= ∅.

L’application (ω, b, b′) 7→ #(pbω ∩pb
′
ω ) de Σ dans {1, 2} est mesurable est G-invariante

donc constante. Si la valeur essentielle de cette application est 2, alors en notant λ la
mesure sur B, l’application

φ : ω 7→
{
ξ ∈ ∂X | ∀n ∈ N , λ

(
B \ {b ∈ B| pbω ∈ Vξ,n}

)
= 0
}
.

est mesurable G-équivariante de Ω dans P2(∂X). Ce qui est un cas d’élémentarité.

Si 1 est la valeur essentielle de (ω, b, b′) 7→ #(pbω ∩ pb
′
ω ) alors notons

Pω =
{
ξ ∈ ∂X | ∀n ∈ N , λ

(
B \ {b ∈ B| pbω ∈ Vξ,n}

)
= 0
}
.
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Pour presque tout ω, Pω est de cardinal 0 ou 1. Si c’est 1 alors comme ci-dessus, on
définit de nouveau

φ : ω 7→
{
ξ ∈ ∂X | ∀n ∈ N , λ

(
B \ {b ∈ B| pbω ∈ Vξ,n}

)
= 0
}
.

est mesurable G-équivariante de Ω dans P1(∂X). Ce qui est un autre cas d’élémentarité.

Supposons maintenant que le cardinal de Pω est essentiellement 1 et considérons

Fω =
{
ξ ∈ ∂X | ∀n ∈ N , λ

(
{b ∈ B| pbω ∈ Vξ,n}

)
> 0
}
.

On montre par l’absurde que Fω est de cardinal inférieur à 3 pour presque tout ω.
Supposons par l’absurde que l’on trouve un ensemble de mesure strictement positive, Ω1

tel que pour tout ω ∈ Ω1, #Fω ≥ 4. Comme pour presque tout (ω, b, b′), pbω ∩ pb
′
ω 6= ∅, le

théorème de Fubini donne l’existence de Ω′ ⊂ Ω1 de mesure strictement positive tel que
pour ω ∈ Ω′ on trouve B0 ⊂ B tel que pour tout b ∈ B0, pour presque tout b′, pbω∩pb

′
ω 6= ∅.

Fixons ω ∈ Ω′ et B0 associé. Soit {ξi}i=1...4 dans Pω et n ∈ N tel que pour tous i 6= j,
〈ξi|ξj〉 > n. On note alors V i = Vξi,n et on remarque que i 6= j implique V i ∩ V j = ∅.
Par un raisonnement itéré du théorème de Fubini, on trouve

– b1 ∈ B0 tel que pb1ω ∈ V 1,
– b2 ∈ B0 tel que pb2ω ∈ V 2 et #(pb1ω ∩ pb2ω ) = 1,
– b3 ∈ B0 tel que pb3ω ∈ V 3, #(pb3ω ∩ pbiω ) = 1 pour i = 1, 2 et pb1ω ∩ pb2ω ∩ pb3ω = ∅,
– b4 ∈ B0 tel que pb4ω ∈ V 4, #(pb4ω ∩ pbiω ) = 1 pour i = 1, 2, 3.

Si pb1ω = {u, v} alors pb2ω = {v, w} avec w 6= u et alors nécessairement pb3ω = {u,w}
et u, v, w ∈ V 1 ∪ V 2 ∪ V 3. Dans ce cas, pb4ω est constitué d’un point de V 4 et d’un autre
point qui devrait être à la fois dans V 1, V 2 et V 3 ce qui est absurde.

Ainsi on a montré que pour presque tout ω, Fω est de cardinal inférieur à 3. Par
ergodicité, cette valeur est essentiellement constante. Si pour presque tout ω, #Fω ≥ 2,
on retrouve un cas d’élémentarité. Si c’est 3 alors la partie Cω associée à Fω par le lemme
20.5 fournit un sous-champ G-invariant borné de X.

�





ANNEXE B

Dynamique des isométries

Cette section a pour but de rassembler différents résultats souvent connus mais épar-
pillés, sur le comportement d’une isométrie d’un espace CAT(0). C’est-à-dire que l’on
étudie l’action du groupe le plus simple qui soit, un groupe cyclique. Certains de ces
résultats sont complétés ou illustrés. On pourra en particulier se référer à [Kar05], qui
dans un cadre un peu différent, s’intéresse à certaines questions communes à celles trai-
tées ici.

23. Isométries d’un espace CAT(0)

Soit X un espace CAT(0) et γ une isométrie de X, la longueur de déplacement de
γ est |γ| = infx∈X dγ(x) où dγ(x) = d(γx, x). Cette longueur de déplacement peut aussi
s’interpréter comme un déplacement asymptotique puisque pour tout x ∈ X,

|γ| = lim
n→∞

1

n
d(γnx, x)

(voir l’exercice II.6.6.(1) de [BH99]). Il existe deux dichotomies pour classer les iso-
métries. Cette longueur de déplacement peut-être nulle ou pas, ce qui donne lieu aux
isométries neutres et balistiques. De même, l’infimum de la définition peut être atteint
ou pas, ce qui donne lieu aux isométries semi-simples et aux isométries paraboliques. On
résume la terminologie avec le tableau suivant.

semi-simple parabolique
|γ| est atteint |γ| n’est pas atteint

neutre elliptique parabolique
|γ| = 0 neutre

balistique hyperbolique parabolique
|γ| > 0 balistique

Pour comprendre le système dynamique associé à une isométrie, on va attacher à cette
isométrie une partie de X ∪ ∂X invariante qui devrait permettre de faciliter cette com-
préhension de la dynamique.

23.1. Isométries semi-simples.
Isométries Elliptiques. Les isométries les plus simples sont les isométries ellip-

tiques, ce sont celles qui fixent un point.
Isométries hyperboliques. Les isométries hyperboliques ont aussi un comporte-

ment assez simple sur l’ensemble Min(γ) = {x ∈ X| d(γx, x) = |γ|}.
101
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Proposition 23.1 (Théorème II.6.8 de [BH99]). Soit X un espace CAT(0) com-
plet et γ une isométrie hyperbolique. Alors Min(γ) est une partie convexe fermée
isométrique à un produit Y × R. L’isométrie γ préserve cette décomposition en
agissant trivialement sur Y et agit par translation de longueur |γ| sur R.

23.2. Isométries paraboliques. Dans le cas où X est propre, alors toute isométrie
parabolique fixe un point à l’infini et le corollaire 3.3 de [CM09b] précise la situation.
La proposition 23.4 est un énoncé analogue au corollaire 3.3 de loc. cit. où l’hypothèse de
compacité locale est remplacée par celle de dimension télescopique finie. Elle complète
le corollaire 1.5 de [CL10a] et se réduit à remarquer que les arguments du corollaire 3.3
de [CM09b] fonctionnent aussi ici (voir aussi [FNS06] dans le cas localement compact
et la proposition 10.5 de [Buy98]).

On aura besoin des deux lemmes suivants concernant les isométries balistiques.

Lemme 23.2. Soit X un espace de Hadamard et γ une isométrie balistique. Alors, il
existe deux points de ∂X, ωγ et ωγ−1, γ-invariants tels que :

∀x ∈ X, γ±nx→n−→∞ ωγ±1

De plus, ∠(ωγ , ωγ−1) = π.

Démonstration. C’est un cas particulier du résultat principal de [KM99] où le
groupe est Z et la marche aléatoire est associée à la mesure de Dirac en 1. On en
redonne la preuve dans ce cas particulier. Fixons un point x ∈ X et posons ε(n) =
d(γnx, x)/n− |γ|n pour n > 0. On a limn→∞ ε(n)/n = 0. La formule

cos(∠x(γnx, γmx)) =
d(γnx, x)2 + d(γmx, x)2 − d(γmx, γnx)2

2d(γnx, x)d(γmx, x)

=
|γ|2

(
(n+ ε(n))2 + (m+ ε(m))2 − ((m− n)− ε(m− n))2

)
2|γ|2(n+ ε(n))(m+ ε(m))

−−−−−→
n,m→∞

1

montre que la suite ∠x(γnx, γmx) converge vers 0 quand n,m→∞ (avec m ≥ n) et donc
γnx converge vers un point du bord ωγ . Soit ρ± le rayon géodésique issu de x et pointant
vers ωγ±1 . Si xn(t) est le point sur [x, γnx] à distance t ≥ 0 de x (ce point existe pour t
fixé et |n| assez grand) alors la formule ci-dessus montre que (xn(t))n est de Cauchy et
de limite ρ±(t). On a donc limt→∞∠x(ρ−(t), ρ+(t)) = limn,t→∞∠x(xn(t), x−n(t)) ≥ π−
limn→∞∠x(x2n(t), xn(t)) = π. Finalement, π ≥ ∠(ωγ , ωγ−1) ≥ limt→∞∠x(ρ−(t), ρ+(t)) =
π. �

Si γ fixe ξ ∈ ∂X, grâce à la relation de cocycle (1.1), le nombre βξ(γx, x) ne dépend
pas de x. On note alors βξ(γ) cette quantité. Avec cette notation, γ laisse invariante la
fonction de Busemann associée à ξ si et seulement si βξ(γ) = 0.

Lemme 23.3 (Lemme 3.12 de [CM09b]). Soit X un espace de Hadamard, ξ ∈ ∂X et
γ une isométrie de X fixant ξ telle que |βξ(γ)| > 0. Alors γ est une isométrie balistique
et si βξ(γ) > 0 alors ∠(ξ, ωγ) > π/2.
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Démonstration. Comme |βξ(γ)| = |βξ(γx, x)| ≤ d(γx, x) pour tout x ∈ X, on a
|βξ(γ)| ≤ |γ| et donc si |βξ(γ)| > 0 alors γ est balistique.

Supposons que βξ(γ) > 0. Soit x ∈ X et ρ, σ les rayons géodésiques issus de x et poin-

tant respectivement vers ξ et ωγ . Par la proposition 1.24.(i), ∠(ξ, ωγ) = limt,s→∞∠x(ρ(t), σ(s)).

Comme limn,s→∞∠x(γnx, σ(s)) = 0, on a ∠(ξ, ωγ) = limn,t→∞∠(ρ(t), γnx). De plus, la
formule angulaire asymptotique du lemme 1.26 donne pour tout n ≥ 0,

lim
t→∞

cos(∠x(ρ(t), γnx)) =
−βξ(γnx, x)

d(γnx, x)
.

Comme βξ(γ
nx, x) = nβξ(γ) et d(γnx, x) ≤ nd(γx, x), on obtient cos(∠(ξ, ωγ)) ≤

−βξ(γ)/d(γx, x) < 0 et donc ∠(ξ, ωγ) > π/2. �

Proposition 23.4. Soit X un espace CAT(0) de dimension télescopique finie et γ une
isométrie parabolique de X. Alors il existe un point ξγ de ∂X tel que

(i) toute isométrie commutant avec γ fixe toute horofonction centrée en ξγ et

(ii) la boule de rayon π/2 centrée en ξγ contient tout point fixe à l’infini de γ.

Démonstration. Soit ξ le centre des directions du théorème 6.1 associée à la suite
de parties convexes fermées décroissantes (d−1

γ ((−∞, α]))α>|γ|.

(i) Soit g une isométrie commutant avec γ. Ainsi, g laisse invariants lesXα = d−1
γ ((−∞, α])

et donc g fixe ξ par la remarque 6.2.(iii). Si |g| = 0 alors nβξ(g) = |βξ(gnx, x)| ≤
d(gnx, x) = ◦(n) donc |βξ(g)| = 0. Si |g| > 0 alors par le lemme 23.2, il existe
ωgε ∈ ∂X tel que gεnx →n−→∞ ωgε pour ε = ±1. Pour tout x ∈ X, dγ(gεnx) =
dγ(x). Ainsi, pour tout α > |γ|, Xα est invariant par gεn et donc ωgε ∈ ∩∂Xα.
Par le théorème 6.1, ∠(ξ, ωgε) ≤ π/2. Par le lemme 23.3, βξ(g

ε) ≤ 0. Comme
βξ(g

ε) = βξ(g
εx, x) = βξ(x, g

−εx) = −βξ(g−εx, x) = −βξ(g−ε), on a βξ(g) = 0.

(ii) Soit η ∈ ∂X tel que γη = η. Pour x ∈ Xα, on note ρx, le rayon géodésique issu
de x et pointant vers η. La fonction dγ ◦ ρx : R+ → R+ est 2-Lipschitz, convexe
et bornée puisque ρx et gρx sont des rayons équivalents. Cette fonction est donc
décroissante et donc pour tout t ≥ 0, ρx(t) ∈ Xα. Ce qui montre que η ∈ ∩∂Xα et
le théorème 6.1 montre alors que ∠(ξ, η) ≤ π/2.

�

23.3. Isométries balistiques et structures produit.

Définition 23.5. Un espace CAT(0) est π-visible si pour tout ξ+, ξ− ∈ ∂X tels que
∠(ξ+, ξ−) = π il existe une géodésique bi-infinie c, telle que c(±∞) = ξ±.

Les espaces pour lesquels toute paire de points de ∂X se trouve dans le bord d’un
même plat sont des exemples. Parmi ceux-là, on trouve les espaces symétriques de type
non-compact, les immeubles euclidiens et les espaces de Hilbert. Les espaces Gromov-
hyperboliques sont aussi des exemples (voir la proposition 10.1 de [Buy98]) mais dans
ce cas, le théorème suivant est vide car toute isométrie parabolique est neutre (voir la
proposition 23.1). Il en est de même pour les immeubles car il n’y a pas d’isométrie
parabolique.
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Théorème 23.6. Soit X un espace CAT(0) complet, π-visible et γ une isométrie ba-
listique. Alors, il existe Y ⊂ X convexe fermé et γ-invariant tel que Y est isométrique
à un produit X0 × R. De plus, γ préserve cette structure produit : γ = (γ0, γ1) où γ1

est la translation de longueur |γ| et γ0 est une isométrie neutre, qui est parabolique si et
seulement si γ l’est.

Démonstration. Soit Y la réunion des droites géodésiques d’extrémités ωγ et ωγ−1 .
Par hypothèse de π-visibilité, Y est non-vide. Comme γ fixe ωγ et ωγ−1 , γ laisse invariant
Y . Par le théorème 1.19, Y est une partie convexe de X de la forme Y0 ×R. On montre
que Y est fermée dans X. Soit x dans l’adhérence de Y dans X. Si (xn) est une suite de
points de Y convergeant vers x, on note cn la droite géodésique reliant ωγ−1 à ωγ telle
que cn(0) = xn. Alors la proposition 1.30 appliquée aux suites (cn(−n)) et (cn(n)) et au
compact {xn}n∈N ∪ {x} donne l’éxistence d’une géodésique c telle que c(−∞) = ωγ−1 ,
c(∞) = ωγ et c(0) = x. Ce qui montre que Y est fermée.

Par définition si γ|Y est la restriction de γ à Y , on a |γ|Y | ≥ |γ|. Comme la pro-
jection πY : X → Y est 1-Lipschitz, pour tout x ∈ X, d(γx, x) ≥ d(πY (γx), πY (x)) or
πY (γx) = γπY (x). Finalement, |γ|Y | = |γ|. Comme l’image d’une géodésique d’extré-
mités ωγ et ωγ−1 par γ est aussi une géodésique d’extrémités ωγ et ωγ−1 , γ préserve la
structure produit Y = Y0 × R, c’est-à-dire qu’il existe γ0 ∈ Isom(Y0) et γ1 ∈ R tels que
γ est l’isométrie produit de γ0 et de la translation de longueur γ1. L’isométrie γ0 est
parabolique si et seulement si γ l’est.

Un calcul montre que |γ|2 = |γ0|2 + |γ1|2. Supposons par l’absurde que |γ0| > 0
alors par le même raisonnement que précédemment, il existerait ωγ0 ∈ ∂Y0 tel que
pour tout x0 ∈ Y0, γn0 x0 → ωγ0 Ainsi, si x ∈ Y , la limite de γnx serait le point
(arccos(|γ0|/|γ|), ωγ0 , ωγ) de ∂Y0 ∗ ∂R = ∂Y (voir la proposition 1.28) et non ωγ . Ainsi
|γ0| = 0 et |γ1| = |γ|. �

Remarques 23.7. (i) Dans le cas où γ est une isométrie hyperbolique, l’espace Y du
théorème contient l’ensemble des axes Min(γ) et cette inclusion peut être stricte
comme le montre l’exemple d’un vissage (composition d’une translation et d’une
rotation d’axe parallèle à la translation) dans R3. Dans ce cas Y = R3 mais Min(γ)
est réduit à une droite.

(ii) Ce théorème montre que les isométries à la dynamique « compliquée » sont les
isométries paraboliques neutres.

Si γ est une isométrie d’un espace CAT(0), X, alors ∂Xγ désigne les points fixes de
γ dans ∂X.

Proposition 23.8. Soit γ une isométrie hyperbolique d’un espace de Hadamard X. Alors

∂Xγ = ∂Min(γ).

Démonstration. Soit ξ ∈ ∂Xγ , x ∈ Min(γ) et c le rayon géodésique tel que c(0) =
x et c(+∞) = ωγ . Par la proposition 1.24.(i), on sait que

∠(ξ, ωγ) = lim
t→∞
∠c(t)(ξ, ωγ) = lim

n→∞
∠c(n|γ|)(ξ, ωγ).
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Or pour tout n ∈ N,

∠c(n|γ|)(ξ, ωγ) = ∠γnx(γnξ, γnωγ) = ∠x(ξ, ωγ).

Ainsi, ∠(ξ, ωγ) = ∠x(ξ, ωγ) et de même ∠(ξ, ωγ−1) = ∠x(ξ, ωγ−1).

Par la proposition 1.23, ∠(ξ, ωγ) + ∠(ξ, ωγ−1) = ∠x(γx, ξ) + ∠γx(x, ξ) ≤ π. Donc
un des deux angles ∠(ξ, ωγ) ou ∠(ξ, ωγ−1) est strictement inférieur à π. Si par exemple,

∠(ξ, ωγ) < π alors par la proposition 1.25, il existe un secteur euclidien F+ qui est l’en-
veloppe convexe des deux rayons géodésiques issus de x et pointant respectivement vers
ξ et ωγ . De plus, γF+ ⊆ F+. En répétant le raisonnement au point γnx pour n ∈ Z, on
obtient que la réunion ∪n∈ZγnF+ est isométrique à un demi-plan euclidien sur lequel γ
agit par translation, ainsi, ce demi-plan est composé d’axes de γ et donc ξ ∈ Min(γ).

Réciproquement, si ξ ∈ ∂Min(γ), comme Min(γ) ' Y ×R et γ · (y, t) = (y, t+ |γ|), il
est clair que tout rayon géodésique de Min(γ) qui pointe vers ξ a pour image par γ un
rayon qui lui est parallèle et donc γξ = ξ. �

23.4. Espace transverse à un point fixe à l’infini. Soit X un espace CAT(0)
et ξ ∈ ∂X. Suivant [Lee00] et [Cap09], on note X∗ξ l’ensemble des rayons géodésiques
pointant vers ξ muni de la pseudo-distance

d(ρ1, ρ2) = inf
t1,t2>0

d(ρ1(t1), ρ2(t2)).

L’espace métrique quotient possède alors un complété qui est un espace de Hadamard
(voir la proposition 2.8 de [Lee00]). On note Xξ cet espace appelé espace transverse à ξ.
Il existe une projection πξ de X sur Xξ, qui à un point de X associe le rayon géodésique
issu de x pointant vers ξ. Cette projection est 1-Lipschitz. Si γ est une isométrie laissant
fixe ξ alors γ induit une isométrie de Xξ notée γξ.
On commence par un lemme sur les rayons géodésiques pointant vers un point du bord
d’une partie convexe fermée.

Lemme 23.9. Soit X un espace CAT(0) complet et C une partie convexe fermée de X.
Si ρ est un rayon géodésique dont la distance à C reste bornée et si xt désigne le projeté
de ρ(t) sur C alors la suite de fonctions ψt : u 7→ d(xt, xt+u) converge uniformément
vers la fonction identité quand t→ +∞.

Démonstration. La fonction t 7→ d(ρ(t), C) = d(ρ(t), xt) est convexe et bornée
donc décroissante. Posons L = d(ρ(0), x0). Par inégalités triangulaires et caractère 1-
Lipschitz de la projection sur C, on a

(23.1) ∀t, t′ ≥ 0, |t− t′| − 2L ≤ d(xt, xt′) ≤ |t− t′|.

Pour obtenir le résultat, il suffit de voir que

(23.2) ∀ε > 0, ∃T ≥ 0, ∀t′ ≥ t ≥ T, d(xt, xt′) ≥ t′ − t− ε.
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On raisonne par l’absurde, ce qui donne un ε > 0 et deux suites (ti) et (t′i) telles que
ti →i→∞ ∞, ti < t′i < ti+1 et d(xti , xt′i) < t′i − ti − ε. Ainsi,

d(xt0 , xtk) ≤
k−1∑
i=0

d(xti , xti+1) ≤
k−1∑
i=0

(
d(xti , xt′i) + d(xt′i , xti+1)

)
<

k−1∑
i=0

(t′i − ti)− kε+

k−1∑
i=0

ti+1 − t′i

< tk − t0 − kε
Ce qui, pour k > 2L/ε, donne une contradiction avec l’inégalité (23.1). �

Proposition 23.10. Soit X un espace de Hadamard et γ une isométrie hyperbolique.
Si ξ est un point fixe de ∂X alors γξ est une isométrie semi-simple de longueur de
translation |γξ| = | sin(∠(ξ, ωγ))| · |γ|.

L’idée pour montrer ce résultat est de réaliser que sur πξ(Min(γ)) la longueur de
translation est atteinte et ensuite que ce minimum est global.

Démonstration. Soit c un rayon géodésique de Min(γ) pointant vers ξ. Grâce
aux propositions 23.8 et 23.1, on peut écrire c(t) sous la forme (c1(sin(α)t), cos(α)t) où
α = ∠(ξ, ωγ) et c1 est une géodésique de Y . L’image de cette géodésique est alors γc(t) =
(c1(sin(α)t), cos(α)t+ |γ|) et d(c(t), γc(t′))2 = sin(α)2(t′−t)2 +(cos(α)t−cos(α)t′−|γ|)2.
Un calcul montre alors que le minimum est atteint pour |t′ − t| = cos(α)|γ| et donc
|dξ(c, γc)| = | sin(α)| · |γ|.

Maintenant si ρ est un rayon géodésique quelconque pointant vers ξ. On reprend
les notations du lemme 23.9 qui s’applique avec C = Min(γ). On se donne ε > 0 et
T tel que l’inégalité (23.2) ait lieu. On introduit ct le rayon géodésique pointant vers ξ
issu de ct(0) = xt. Par convexité de Min(γ), on sait que ct est inclus dans Min(γ). On
va considérer des temps t′′ ≥ t′ ≥ t > T . Si y est le projeté de xt′′ sur ct(R+) alors
d(xt′′ , y) ≤ d(xt′′ , ρ(t′′)) + d(ρ(t′′), ct(R+)) ≤ 2L et donc xt′′ converge vers ξ. Soit z le
point de [xt, xt′′ ] à distance t′− t de xt alors pour t′′ assez grand, on a d(z, ct(t

′− t)) ≤ ε.
Maintenant, grâce à l’inégalité (23.2), on a d(xt, xt′′) ≥ d(xt, xt′) + d(xt′ , xt′′)− 2ε et par
comparaison CAT(0), on a d(x′t, z) ≤ f(ε) avec f(ε) →ε→0 0. Donc pour t assez grand,
et tout t′ ≥ t on a d(xt′ , ct(t

′ − t)) < ε. Finalement, γxt′ reste dans un ε-voisinage de
γct(R+), ce qui donne

d(ρ(t).γρ(t′)) ≥ d(xt, γxt′) ≥ inf
u≥0

d(ct(0), γct(u))− ε ≥ |γ| · | sin(α)| − ε.

Donc dξ(ρ, γρ) ≥ | sin(∠(ξ, ωγ))| · |γ|. �

Remarque 23.11. On remarque en passant que la projection πξ n’envoie pas partie
convexe sur partie convexe en répondant par la négative à la question suivante.

Soient x et y deux points d’un espace CAT(0) et m leur milieu. On note ρx, ρy et ρm
les rayons géodésiques issus respectivement de x, y et m et pointant vers un même point
du bord ξ. Si lim d(ρx(t), ρy(t

′)) = 0 a-t-on aussi lim d(ρx(t), ρm(t′)) = 0 ?
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b

b

b

b

b

y

x m

Hr(ξ)

ρx(r) = ρy(r)

ρm(r − 1/2)

ξ

On considère deux bandes euclidiennes [0, 1]× [0,∞) ⊂ R2 que l’on identifie sur {(a, b) ∈
R2| a+ b ≥ 1} ∩ [0, 1]× [0,∞). On choisit pour x et y les images des deux origines dans
le quotient. L’espace quotient est un espace CAT(0) qui possède un bord réduit à un
unique point que l’on note ξ. Les rayons géodésiques issus de x et de y pointant vers ξ
cöıncident pour t ≥ 1. Le milieu de [x, y] est le point qui provient de (1/2, 1/2). On voit
que d(ρx, ρm) = d(ρm(r − 1/2), ρx(r)) pour tout r ≥ 1/2. Ce qui répond par la négative
à la question.

24. Exemples

24.1. Espaces Gromov-hyperboliques. Les espaces Gromov-hyperboliques sont
des cas particuliers d’espaces de dimension télescopique finie (en fait de dimension au
plus 1 voir la remarque 5.8(ii)) donc la proposition 6.1 s’applique et on peut être plus
précis. On reformule ici des résultats dûs à Anders Karlsson. Voir la section 5 de [Kar01]
et la proposition 4.1 de [BIM05].

Proposition 24.1. Soit X un espace CAT(0) Gromov-hyperbolique et γ une isométrie
parabolique. Alors γ est une isométrie neutre et γ fixe un unique point au bord ξγ. Pour
tout x ∈ X et toute extraction (ni) telle que d(γnix, x) → ∞, on a γεnix → ξγ pour
ε = ±1.

Démonstration. Soit γ une isométrie parabolique. Si γ était balistique, le théo-
rème 23.6 donnerait l’existence d’une partie convexe Y ' X0 × R γ-invariante et deux
isométries γ0, γ1 telle que γ0 est une isométrie de X0 et γ1 la translation de longueur
|γ| sur R. Comme Y est hyperbolique, X0 est de diamètre borné et donc γ0 possède un
point fixe et γ possède alors un axe.

Comme un espace CAT(0) Gromov-hyperbolique est de dimension télescopique au
plus 1, la proposition 23.4 s’applique et il existe ξγ ∈ ∂X tel que la boule fermée de rayon
π/2 pour la distance angulaire contient tous les points fixes à l’infini. Dans un espace
CAT(0) hyperbolique deux points distincts ξ, η vérifie ∠(ξ, η) = π donc γ possède un
unique point fixe qui est ξγ .

Comme γ n’est pas elliptique, il existe une extraction (ni)i∈N telle que d(γnix, x)→
∞ pour tout x ∈ X. Posons di = d(γnix, x) pour un x fixé. Quitte à faire une nouvelle
extraction, on peut trouver une suite (n′i) telle que pour tout i ∈ N, di ≥ d(γnx, x) pour
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tout n < n′i. Ainsi pour j > i et d′i = d(γn
′
ix, x),

〈γn′ix|γnjx〉x = 1/2
(
di + dj − d(γnj−nix, x)

)
≥ 1/2 dj →∞

Ce qui montre que la suite (γnix)i∈N converge vers un point de ∂X. La suite (γnix)i
et son image par γ sont à distance de Hausdorff au plus d(γx, x) ce qui montre que la
limite de cette suite est un point fixé par γ, c’est ξγ . �

Dans le cas d’un espace métrique propre, on a le phénomème remarquable découvert
par A. Calka.

Théorème 24.2 (Corollaire 4.5 de [Ca l84]). Soit (X, d) un espace métrique propre et f
une isométrie de X. S’il existe x et une famille strictement croissante d’entiers positifs
(ni)i∈N telle que la suite fni(x) est bornée alors toute orbite de f est bornée.

Corollaire 24.3. Sous les hypothèses de la proposition 24.1 et si de plus, X est propre
alors γεnx→ ξγ pour ε = ±1.

Démonstration. Le théorème 24.2 montre que d(γnx, x)→∞ et donc la proposi-
tion 24.1 donne le résultat. �

Dans le cas où l’espace n’est pas localement compact, la situation peut-être totale-
ment différente comme l’a observé A. Karlsson dans [Kar01] (voir aussi p.7 de [KN04]).
L’idée est de plonger un espace de Hilbert H comme horosphère d’un espace Gromov
hyperbolique et d’utiliser l’exemple 24.15 sur chacune de ces horosphères.

On considère la variété (de dimension infinie) produit R × H muni de la métrique
g(x,v)((x1, v1), (x2, v2)) = x1x2 + exp(2x) < v1|v2 >. C’est un produit enroulé au sens de
la section 7 de [BO69], isométrique à l’espace hyperbolique de dimension infinie H∞.
Si γ est l’isométrie de H donnée dans l’exemple 24.15 alors Id × γ est une isométrie
parabolique neutre avec un comportement de récurrence.

Remarque 24.4. Pour une construction générale des produits enroulés voir [AB98b],
[AB04] et [Che99].

Remarque 24.5. La proposition 24.1 permet de réécrire la trichotomie
elliptique/hyperbolique/parabolique. Si g est une isométrie d’un espace hyperbolique X
alors :

– L’isométrie g est elliptique si et seulement si g possède un point fixe dans X.
– L’isométrie g est parabolique si et seulement si g ne possède pas de point fixe dans
X mais un unique point fixe dans ∂X.

– L’isométrie g est hyperbolique si et seulement si g ne possède pas de point fixe
dans X mais exactement deux points fixes dans ∂X.

Cette trichotomie apparâıt pour les espaces CAT(−1) dans la proposition 4.1 de [BIM05].
Typiquement, un espace à la fois Gromov-hyperbolique et CAT(0) est CAT(−1) mais
il existe aussi des espaces Gromov-hyperboliques et CAT(0) qui ne sont pas CAT(−1).
L’exemple du « revêtement universel du string » en est un exemple sûrement aussi sexy
que les Xp.
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24.2. Espaces de Hilbert. Le cas particulier du théorème de Mazur-Ulam pour
les espaces de Hilbert affirme que toute isométrie d’un espace de Hilbert est affine avec
un opérateur unitaire comme partie linéaire.

Lemme 24.6. Soit γ une isométrie d’un espace de Hilbert H. Le point à l’infini associé
à un vecteur unitaire u est un point fixe de γ si et seulement u est un point fixe de la
partie linéaire de γ.

Démonstration. Si γ(x) = Ux + v alors pour tout λ > 0, γ(λu) = λUu + v. Si
u est point fixe de U alors la droite vectorielle engendrée par u est translatée par γ
donc u et −u sont des points fixes à l’infini de γe. Réciproquement, si u est point fixe à
l’infini alors la droite engendré par u est translatée par γ donc γ(λu) = λu+ t pour un
certain t ∈ H donc en divisant par λ et en faisant tendre ce dernier vers +∞, on obtient
Uu = u. �

On rappelle que pour les espaces de Hilbert, on a la classification suivante des iso-
métries.

Proposition 24.7. Soit H un espace de Hilbert et γ une isométrie de H. Cette isométrie
est de la forme x 7→ Ux+ v où U est un opérateur orthogonal et v un vecteur de H. On
note E1 le noyau de U − Id et E2 son orthogonal. Si vi la projection de v sur Ei alors

(i) γ est semi-simple si et seulement si v2 ∈ Im(U − Id) et

(ii) la longueur de translation de γ est ||v1||.
Démonstration. La preuve de (i) est la même qu’en dimension finie (c.f. II.6.4(2)

dans [BH99]). Si γ est l’isométrie x 7→ Ux+ v, on peut écrire γ = γ1 + γ2 où γ1(x1) =
x1 + v1 et γ2(x2) = U2x2 + v2 où U2 est la restriction de U au sous-espace E2. Ainsi γ
agit diagonalement sur H = E1 ⊕ E2. L’isométrie γ1 est la translation de vecteur v1 et
γ2 possède un point fixe si et seulement si v2 ∈ Im(U2 − IdE2) = Im(U − Id) et par le
lemme 24.6, γ2 ne possède pas de point fixe à l’infini.
Par les lemmes 23.2 et 24.6, γ2 est neutre donc |γ| = |γ1| = ||v1||. �

Remarque 24.8. La trichotomie elliptique/hyperbolique/parabolique devient :

(i) L’isométrie γ est elliptique si et seulement v ∈ Im(U − Id).

(ii) L’isométrie γ est hyperbolique si et seulement v1 6= 0 et v2 ∈ Im(U − Id).

(iii) L’isométrie γ est parabolique si et seulement v2 /∈ Im(U − Id).

Remarque 24.9. On peut reformuler cette trichotomie à l’aide de l’espace des dépla-
cements D = {γx−x| x ∈ H} (c.f. [Paz71]). C’est un sous-espace affine de H, translaté
de Im(U − Id) par v. On a alors :

i) La longueur de translation |γ| vaut d(0, D).

ii) γ est semi-simple si et seulement si le projeté de 0 sur D appartient à D.

Pour faire le lien avec la proposition 24.7, il faut remarquer que Im(U − Id) = ker(U−1−
Id)⊥ = ker(U − Id)⊥ = E2.

Remarque 24.10. On peut aussi réécrire géométriquement la trichotomie elliptique/
hyperbolique/ parabolique. Si γ est une isométrie d’un espace de Hilbert H alors :
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– L’isométrie γ est elliptique si et seulement si γ possède un point fixe dans H.
– L’isométrie γ est hyperbolique si et seulement si γ ne possède pas de point fixe

dans H mais au moins deux points fixes dans ∂H.
– L’isométrie γ est parabolique si et seulement si γ ne possède pas de sous-espace

affine de dimension finie invariant.
– L’isométrie γ est parabolique neutre si et seulement si γ ne possède pas de point

fixe dans H ∪ ∂H.

Remarque 24.11. Si γ est une isométrie parabolique d’un espace de Hilbert récur-
rente (i.e. il existe x tel que infn∈N d(γnx, x) = 0) alors γ est neutre. En effet |γ| =
lim d(γnx, x)/n donc il existe N tel que ∀n > N , d(γnx, x) > n|γ|/2. La réciproque est
fausse puisque pour l’isométrie de `2(Z) associée au décalage sur Z de l’exemple 24.14,
on a d(γn0, 0) =

√
n et donc |γ| = 0.

Le théorème 23.6 se réécrit dans le cas d’un espace de Hilbert sous la forme suivante.

Corollaire 24.12. Soit γ une isométrie parabolique balistique d’un espace de Hilbert H.
Alors il existe un sous-espace de Hilbert H0 de complémentaire orthogonal une droite D
telle que γ agit diagonalement sur le produit H0 × D ' H. De plus, γ|H0 est neutre et
γ|D est une translation de longueur |γ|.

Démonstration. Il suffit de remarquer que la réunion de l’ensemble des droites
parallèles à une droite donnée est tout l’espace de Hilbert H. �

Lemme 24.13. Soit xn une suite bornée d’un espace de Hilbert convergeant faiblement
vers x. Notons cn le centre circonscrit des {xk| k > n}. Alors la suite (cn) converge
fortement vers x.

Démonstration. Le point x cöıncide avec l’intersection des demi-espaces fermés
contenant tous les xn sauf un nombre fini. Chacun des tels demi-espaces contient tous les
cn sauf un nombre fini. Par le lemme 11 de [Mon06], on sait que cn converge fortement.
De plus, cette limite est dans chacun des demi-espaces précédants, c’est donc x. �

Exemple 24.14 (Exemple II.8.25 de [BH99]). Soit H = `2(Z) et σ l’opérateur de
décalage (xn) 7→ (xn+1). Soit δ ∈ H telle que δn = 0 sauf en δ0 = 1 alors l’isométrie
γ : x 7→ σx + δ est une isométrie sans point fixe à l’infini ni sous-espace euclidien de
dimension finie invariant. Dans ce cas d(γn0, 0) =

√
n. Ainsi les orbites partent à l’infini

à une vitesse sous-linéaire et sans choisir de direction.

Exemple 24.15 ( Théorème 1.1 de [Ede64]). On construit un exemple d’isométrie γ
telle que γ soit une isométrie parabolique neutre n’ayant pas de point fixe à l’infini ni de
sous-espace euclidien de dimension finie invariant. De plus, la dynamique de γ est très
particulière. L’orbite de tout point est récurrente et non bornée.

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable de base hilbertienne (en), c’est-à-
dire isométrique à `2C(N). On définit un opérateur unitaire U (qui est aussi un opérateur
sur `∞C (N)) par Uen = exp(2iπ/n!)en. Soit v = (vn) la suite constante égale à 1. Cette
suite n’est pas un élément de H mais un élément de `∞C (N) , par contre, Uv− v ∈ H. On
définit alors γ par

γx = Ux+ Uv − v.
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Un calcul montre que γ n’a pas de point fixe dans H et comme 1 n’est pas valeur propre
de U , γ ne possède pas de point fixe à l’infini non plus et comme tous les isométries d’un
espace euclidien de dimension finie sont semi-simples, γ n’a pas non plus de sous-espace
euclidien invariant.

Soit k ∈ N et n ∈ N alors

γk(0)n =

(
k−1∑
l=0

exp(2iπl/n!)

)
(exp(2iπ/n!)− 1)

= exp(2iπk/n!)− 1 = 2i exp(ikπ/n!) sin(kπ/n!).

Ainsi,

||γk!(0)||22 = 4
∑
n>k!

| sin(k!π/n)|2 →k→∞ 0.

Soit Ωγ(0) l’ensemble des points d’accumulation de l’orbite (positive) de 0. Alors

Ωγ(0) = {γk(0)}k≥0.

On commence par remarquer que pour n ∈ N fixé, l’ensemble {γk(0)n}k≥0 est fini. Si
γki(0) converge vers un certain x pour (ni)i∈N strictement croissante alors pour tout n
il existe j ∈ [0, n! − 1] tel que xn = exp(2iπj/n!) − 1. Donc à partir d’un certain rang
ni = j[n!]. Mais si ni = j[n!] alors ni = j[m!] pour tout m ≤ n. Ainsi, il existe j tel que
xn = exp(2iπj/n!) − 1 pour tout n ∈ N. Réciproquement comme 0 est point récurrent,
tout point de l’orbite est aussi récurrent.

Plus généralement, on remarque que par linéarité pour tout x ∈ H, γk(x) = γk(0) +
Ukx et ainsi γk(x)n = (exp(2ikπ/n!)(1 + xn) − 1) pour tout n ∈ N. Alors le même
raisonnement que ci-dessus montre que Ωγ(x) est de nouveau l’orbite positive de x.

Question 24.16. Pour une isométrie parabolique neutre γ d’un espace de Hilbert, a-t-on
la dichotomie

– ||γn(0)|| → ∞ (sans converger en direction)
– ou γ possède des points récurrents ?

Remarque 24.17. Par le corollaire 2 de [dCTV08], aucune orbite ne peut-être dense.
L’action n’est pas minimale dans ce sens. De plus, il n’y a pas de demi-espace D tel que
γD ⊂ D sinon le point à l’infini associé à D serait fixe par γ. Existe-t-il cependant un
sous espace convexe invariant ? Il est équivalent de trouver un demi-espace D tel que
∩n∈NγnD 6= ∅.
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de L’Enseignement Mathématique [Monographs of L’Enseignement Mathématique]. L’Ensei-
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Études Sci. Publ. Math., (50) :171–202, 1979.

[Tum] A.B. Tumpach. Mostow’s decomposition theorem for l*-groups and applications to affine
coadjoint orbits and stable manifolds. math-ph/0605039v1.

[Var63] V. S. Varadarajan. Groups of automorphisms of Borel spaces. Trans. Amer. Math. Soc.,
109 :191–220, 1963.

[Zim78] Robert J. Zimmer. Amenable ergodic group actions and an application to Poisson boundaries
of random walks. J. Functional Analysis, 27(3) :350–372, 1978.

[Zim84] Robert J. Zimmer. Ergodic theory and semisimple groups, volume 81 of Monographs in Ma-
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intégrale sphérique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21
isométrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
isométrie :

baistique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
elliptique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
hyperbolique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
neutre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .101
parabolique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
semi-simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6, 101

– J –
joint sphérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

– L –
lemme du sandwich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
logarithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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géodésique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1
issu. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6
pointant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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segment géodésique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
sous-espace :

euclidien. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2
plat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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