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RESUME. Cette these se place dans le cadre d’une généralisation CAT(0) des espaces
riemanniens symétriques a courbure négative. En particulier, nos espaces ne seront pas
nécessairement localement compacts.

Un espace CAT(0) symétrique est un espace CAT(0) complet, sans branchement
géodésique et possédant une involution isométrique en chaque point fixant uniquement
ce point. Avec ’hypothese supplémentaire de compacité locale, on retrouve les espaces
riemanniens symétriques a courbure négative classés par E. Cartan.

Nous nous intéressons & une famille particuliere des espaces CAT(0) symétriques
qui possedent la propriété remarquable d’étre de dimension infinie et de rang fini. C’est
une famille d’espaces (X, )pen+ oll

Xp = O(p,00)/ (O(p) x O(c0)).
Nous montrons que ces espaces sont des espaces CAT(0) symétriques de dimension
télescopique p. Ce qui implique, par exemple, que tout groupe moyennable agissant

continiiment par isométries sur X, fixe un point au bord ou laisse invariant un sous-
espace isométrique a un espace euclidien.

Inspirés par le théoreme de superrigidité de G. Margulis, nous montrons I’existence
d’applications de Furstenberg, ce qui constitue la premiere étape dans un programme
de superrigidité pour ces espaces symétriques de dimension infinie mais de rang fini.
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Introduction

Espaces CAT(0) riemanniens symétriques

Les espaces symétriques (au sens classique du terme) sont des variétés riemanniennes
connexes telles qu’en chaque point, il existe une isométrie fixant ce point et dont la diffé-
rentielle en ce point est — Id. Ces variétés ont une structure métrique riche car elles sont
completes et homogenes. Elie Cartan a étudié ces variétés dans les années 1925-1930 et a
montré le lien fondamental qui existe entre ces espaces et les groupes de Lie semi-simples.
Ceux-ci interviennent comme groupes d’isométries des espaces symétriques.

Les espaces symétriques qui nous serviront d’exemples fondamentaux seront les es-
paces symétriques de type non-compact, ¢’est-a-dire sans facteur euclidien et a courbure
sectionnelle négative. Le théoreme de Cartan-Hadamard montre que ces espaces véri-
fient I'inégalité de Bruhat-Tits. C’est-a-dire, si (X, d) est un espace symétrique de type
non-compact et x,y, z € X alors pour m point milieu entre y et z on a

d(z,m)* < 1/2 (d(z,y)* + d(z, 2)?) — 1/4 d(y, 2)*.

Pour étudier les groupes de Lie semi-simples sans facteur compact et a centre trivial,
E. Cartan montre que l'on peut construire un espace symétrique de type non-compact
associé et alors, a partir de propriétés géométriques, on peut montrer des résultats algé-
briques. Ainsi, si G est un groupe de Lie semi-simple sans facteur compact et a centre
trivial alors les sous-groupes compacts maximaux de G sont conjugués deux a deux. En
effet, les sous-groupes compacts maximaux de G correspondent aux stabilisateurs des
points de l'espace symétrique X associé a G. La transitivité de l'action G ~ X donne
alors la conjugaison.

Dans [Ale57], A. D. Alexandrov introduit une notion de courbure pour des espaces
métriques qui ne sont pas nécessairement des variétés riemanniennes. En 1987, M. Gro-
mov introduit la dénomination d’espace métrique CAT (k) pour £ € R, en 'honneur de
E. Cartan, A. D. Alexandrov et V. A. Topogonov. Cette notion généralise le fait d’étre a
courbure plus petite que k. Les espaces CAT(0), ceux de courbure plus petite que celle
du plan euclidien, seront notre cadre d’étude.

Un premier but de cette these est de proposer une définition d’espace CAT(0) symé-
trique.

Définition (3.1). Un espace CAT(0) est symétrique s’il est sans branchement géodé-
sique et si en tout point, il existe une isométrie involutive fixant uniquement ce point.

vii



viii INTRODUCTION

Nous montrons alors que sous I’hypothese supplémentaire de compacité locale, on
retrouve les espaces symétriques de type non-compact.

Théoréme (8.4). Soit X un espace symétrique CAT(0) propre alors
X~FExY

ot F est un espace euclidien et Y un espace riemannien symétrique de type non-compact.
Les espaces E et Y sont peut-étre réduits a un point.

Ce sera donc en dimension infinie, ¢’est-a-dire dans le cadre non localement com-
pact, qu’il y aura de nouvelles propriétés a explorer. Une quantité importante attachée
a un espace CAT(0) est son rang, qui par définition est la plus grande dimension d’un
sous-espace isométrique a un espace euclidien. Sans I’hypothese de compacité locale, ce
rang a encore moins de raison d’étre fini. Pour les espaces CAT(0) qui ne sont pas ho-
mogenes, la finitude du rang n’est pas la bonne notion pour conserver des propriétés
intéressantes. La notion de dimension télescopique finie introduite par P.-E. Caprace et
A. Lytchak dans [CL10a] semble étre la bonne notion. En particulier, comme dans le
cas localement compact, les groupes moyennables agissant contintiment sur un espace
CAT(0) de dimension télescopique finie laissent invariant un sous-espace euclidien de
dimension finie ou fixent un point a U'infini (voir le théoreme 7.8). Cette conclusion n’est
déja plus vraie pour une isométrie d'un espace de Hilbert (voir I'exemple 24.15).

On pourra penser a des variétés riemanniennes de dimension infinie (voir [Eel66]
pour un survol introductif) ou a des espaces CAT(0) qui ne sont pas des variétés rie-
manniennes.

Dans le chapitre 6 de [Gro93] (p.121), M. Gromov suggere I’étude des espaces
X, = O(p,00)/O0(p) x O(c0)
dont il dit

« The spaces like this X, look as cute and sexy to me as their finite
dimensional siblings but they have been for years shamefully neglected
by geometers and algebraists alike. »

Ces espaces ont de remarquable qu’ils sont & la fois de dimension infinie et de rang fini.
Dans un sens, ces espaces étaient connus (on trouve déja ’espace hyperbolique de di-
mension infinie, qui est aussi X;, dans [Mic39] ou [Mic48]) mais la propriété de rang
fini n’a, semble-t-il, jamais été étudiée.

Nous réalisons une étude métrique des espaces X, pour lesquels nous montrons le
théoréeme suivant.

Théoréme (Proposition 11.11, Théoremes 12.1 et 13.1). Pour p € N*, l’espace X, est
un espace de Hadamard symétrique de dimension télescopique et de rang égaux a p. Le
groupe d’isométries de X, est PO(p, 00).

De plus, 0X,, possede une structure d’immeuble sphérique dont le type est B), et le
groupe de Weyl de cet immeuble est Sy x (Z/2Z)P.
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Applications de Furstenberg

Un célebre théoreme de G. Margulis, dit de superrigidité, affirme que les réseaux
des groupes algébriques semi-simples contiennent beaucoup d’information sur le groupe
semi-simple dont ils sont des réseaux.

Théoréme (Théoréeme 1.2 de [Pan09]). Soit X,Y des espaces symétriques ou des im-
meubles euclidiens de dimension finie, de type non-compact. On suppose que le rang de
X est supérieur a 2. Soit I' un groupe discret irréductible d’isométries de X tel que
Vol(T'\ X)) soit fini.

Alors toute action isométrique réductive de I' sur Y laisse stable ou bien un point,
ou bien un sous-ensemble convexe de Y qui, a renormalisation des facteurs pres, est
isométrique a un produit de facteurs irréductibles de X et sur lesquels ’action se prolonge
en une action isométrique d’un quotient de Isom(X).

Toujours dans [Gro93], M. Gromov suggere que la propriété de rang fini devrait
permettre de formuler un analogue a ce théoreme de superrigidité dans le cas ou Y est
un des espaces X, ci-dessus.

Une premiere étape pour montrer ce théoreme est tout d’abord de montrer ’existence
d’applications de Furstenberg. C’est ce que nous faisons dans le cas Y = X,,. Nous aurons
besoin pour cela d’un équivalent du théoréeme de S. Adams et W. Ballmann concernant
les actions de groupes moyennables.

Théoréme (17.4). Soit G un groupe localement compact, X un espace de Hadamard
de dimension télescopique finie et o : G — Isom(X) une action de G sur X. Soit §)
un G-espace ergodique et moyennable. Alors ou bien il existe une section de fonctions
de Busemann invariante ou bien il existe un sous-champ du champ constant égal a X
euclidien et invariant.

Classiquement, un bord de Furstenberg pour un groupe de Lie semi-simple G est
Pespace mesuré G/P ou P est un sous-groupe parabolique minimal. La notion de bord
fort introduite par M. Burger et N. Monod généralise cette situation.

Théoréme (19.1). Soit G un groupe localement compact muni d’un bord fort B, agissant
non-élémentairement sur un espace X, avec p € N*. Alors il existe une application G-
équivariante mesurable ¢: B — 0X,, telle que pour presque tout b € B, ¢(b) est le centre
de la plus petite cellule contenant p(b).

L’existence d’applications de Furstenberg devrait pouvoir se combiner avec des tech-
niques de groupe de Weyl généralisé en cours de développement par U. Bader et A.
Furman (voir [BFS]). Le but est d’obtenir des résultats de superrigidité en dimension
infinie.

Organisation du texte

Le premier chapitre pose le cadre géométrique dans un contexte CAT(0). Les espaces
symétriques sont introduits dans le cadre des variétés riemanniennes (de dimension finie
ou infinie) ou dans un cadre purement CAT(0). Les exemples qui nous guident sont les
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espaces riemanniens symétriques de type non-compact.

Le second chapitre est consacré a la notion de dimension télescopique finie introduite
par P.-E. Caprace et A. Lytchak. C’est la notion qui semble la bonne pour s’affranchir de
la compacité locale tout en restant « raisonnable ». Apres une exposition de cette notion
et des résultats obtenus par les deux auteurs précédents, nous montrons que notre défi-
nition d’espace de Hadamard symétrique coincide avec la notion riemannienne classique
si on fait I’hypothese de compacité locale.

Le troisieme chapitre est consacré au cas particulier X (p,00) = O(p,00)/(O(p) x
O(0)). Cet espace est abordé sous différentes approches. On peut y penser comme la
limite d’une réunion croissante d’espaces riemanniens symétriques de type non-compact
ou comme un sous-ensemble ouvert d’une certaine grassmannienne avec une distance
explicite ou encore comme une variété riemannienne quotient d’un groupe de Lie-Hilbert
par un sous-groupe.

Le quatrieme chapitre est consacré a ’aspect théorie ergodique et moyennabilité de
cette étude. Nous y montrons une version équivariante d’un théoreme bien connu de S.
Adams et W. Ballman pour les actions de groupes moyennables sur les espaces CAT(0)
localement compacts.

Le cinquieme chapitre redonne le cadre géométrique de la superrigidité due a G.
Margulis. Nous y montrons 'existence d’applications de Furstenberg pour les actions
sur I'espace X.

Les deux appendices ne font pas partie du propos principal mais y sont liés.
Le premier montre 'existence d’applications de Furstenberg dans le cadre d’action de
groupe via cocycles sur des espaces Gromov-hyperboliques.
Le second s’intéresse aux actions sur des espaces CAT(0) pour les actions les plus simples
possibles. C’est-a-dire engendrées par une unique transformation. Des résultats obtenus
par divers auteurs y sont rassemblés et quelques nouveautés y sont ajoutées.
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CHAPITRE 1

Espaces de Hadamard

Ce chapitre commence par rappeler les définitions et les propriétés sur les espaces
CAT(0) dont nous aurons besoin par la suite. Parmi les ouvrages de référence, on pourra
consulter [Bal95], [BGS85] et bien sir [BH99]|. La suite de ce chapitre est consacré &
une classe particuliere d’espaces CAT(0) les espaces symétriques qui seront riemanniens
(de dimension finie ou infinie) ou seulement CAT(0).

1. Espaces de Hadamard

1.1. Définitions. Un espace métrique X est dit géodésique si entre toutes paires de
points (x, y) il existe un segment géodésique, c’est-a-dire une application c¢: [0, d(z,y)] —
X qui est une isométrie. Plus généralement, une application géodésique est une applica-
tion c: I — X telle que I est un intervalle réel et ¢ une isométrie. On dira que ¢ est un
segment géodésique si I est compact, un rayon géodésique si I = [0,00) et une géodésique
(bi-infinie si on veut accentuer la chose) si I = R.

Définition 1.1. Un espace CAT(0) est un espace métrique géodésique, X, dans lequel si
x,y et z sont trois points de X et m un point milieu d’un segment [z, y| alors I'inégalité
suivante, dite de Bruhat-Tits, est vérifiée

d(z,m)? <1/2 (d(z,x)2 + d(z,y)2) —1/4 d(z,y)*

x m Yy

z
On appellera espaces de Hadamard, les espaces CAT(0) complets.

Exemples 1.2. Les premiers exemples d’espace CAT(0) sont fournis par les variétés
riemanniennes simplement connexes & courbure sectionnelle négative. C’est un corollaire
du théoreme de Cartan-Hadamard (voir le chapitre I1.4 de [BH99]). Les arbres sont des
espaces CAT(0) et d’autres complexes & simplexes euclidiens sont des espaces CAT(0)
comme les immeubles euclidiens ou les complexes cubiques CAT(0).

La notion d’espace CAT(0) est un cas particulier d’une notion plus générale qui est
celle d’espace CAT (k) pour k € R. Cette notion se comprend intuitivement comme si-
gnifiant de courbure inférieure a k. Le nom a été donné par M. Gromov en ’honneur de

1



2 I. ESPACES DE HADAMARD

E. Cartan, A. D. Alexandrov et V. A. Topogonov. La définition ne se fait plus a l'aide
d’une inégalité mais a ’aide de triangles de comparaison.

Fixons k € R. On note S, la surface riemannienne complete de courbure sectionnelle
constante égale a k. Dans le cas ol k£ = 0, il s’agit du plan euclidien; si kK > 0, c’est la
sphere de rayon 1/4/k dans l'espace euclidien et dans le cas ou k < 0, c’est le plan hyper-
bolique muni de la distance usuelle que 1'on divise par v/—x. On note aussi D, = 7/y/k
sik >0et D, =400 sinon.

Si on considere trois points x,y,z d'un espace métrique (X,d) tels que d(z,y) +
d(y, z)+d(z,z) < 2D, alors il existe un triangle géodésique dans Sy, de sommets T, 7, Z
tel que

d(z,y) = ds,.(7,9)
d(ya Z) = dS,$ (ya 2)
d(z,z) =ds,(Z,7).

Un tel triangle est unique & isométries pres et est appelé triangle de comparaison (voir
le lemme 1.2.14 de [BH99]).

Définition 1.3. Soit (X, d) un espace métrique et k € R. L’espace (X, d) est CAT (k) si
(i) toute paire de points a distance inférieure & D, est reliée par au moins une géodé-
sique et
(ii) pour tout triangle géodésique A(z,y, z) tel que d(z,y) + d(y, z) + d(z,x) < 2D, et
pour toute paire (u,v) € A(x,y, z) les points correspondants (w,7) dans le triangle
de comparaison vérifie I'inégalité

d(u,v) <dg,(u,v)

Définition 1.4. Soit (X,d) un espace CAT(0) et E une partie convexe de X. On dit
que E est un sous-espace euclidien ou un plat de X si (E,d|g2) est isométrique a un
espace euclidien.

SiY est une partie bornée (i.e. incluse dans une certaine boule) d’un espace CAT(k),
son diametre est la quantité sup{d(z,y)| =,y € Y} et son rayon circonscrit (ou simple-
ment rayon) est U'infimum des rayons de boules fermées contenant Y.

Proposition 1.5 (proposition I1.2.7 de [BH99)). Soit (X,d) un espace CAT (k) et Y C
X une partie bornée de rayon r < D, /2 alors il existe un unique point ¢ appelé centre
circonscrit tel que Y C B(e,T).

Définition 1.6. Le rang d’un espace CAT(0) est la plus grande dimension d’un plat de
cet espace.

Dans le chapitre 6 de [Gro93], M. Gromov définit d’autres notions de rang.

Un espace métrique est propre si toutes les boules fermées sont des parties compactes.
Cette définition, bien siir, implique que dans ce cas, I’espace est localement compact et
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complet. Dans le cas des espaces de Hadamard cette condition est équivalente a la com-
pacité locale.

Parmi les constructions que ’on peut faire & partir d’espaces CAT(0), la plus simple
est celle de produit euclidien. Soit (X,dx) et (Y, dy) deux espaces métriques, le produit
euclidien entre X et Y est 'espace X x Y muni de la distance donnée par d((z,y), (z',y'))?
dx(z,2")? + dy(y,y')%. Cette construction se comporte bien vis & vis du rang puisque
le rang du produit est égal a la somme des rangs. D’une maniere générale, on cherche
a décomposer un espace CAT(0) en produit de pieces irréductibles (c’est a dire qui ne
s’écrivent pas comme produit non-trivial). Cependant, ce n’est pas possible en général
(voir [FLO8)), il n’existe pas toujours de décomposition analogue a celle de de Rham pour
les variétés riemanniennes completes et simplement connexes. On a cependant 1’existence
du facteur euclidien de de Rham.

Théoréme 1.7 (Facteur euclidien de de Rham). Soit X un espace de Hadarmard. I
existe une décomposition en produit euclidien

X ~HxX

tel que H est un espace de Hilbert et X' un espace de Hadamard sans facteur euclidien.
De plus, s’il existe une autre telle décomposition X ~ Hy x X alors H et Hy sont
isométriques ainsi que X' et X].

Le facteur H est appelé facteur euclidien de de Rham de X.

Le facteur euclidien de de Rham se comprend a I’aide d’isométries particulieres de X.
Soit v € Isom(X) une isométrie de X espace CAT(0). L’isométrie y est une translation
de Clifford sl existe ¢ > 0 telle que pour tout =z € X, d(vyx,z) = c.

Proposition 1.8 (Théoreme 6.15 de [BH99]). Soit v une translation de Clifford d’un
espace CAT(0), X. Alors, X se décompose en un produit X ~RxY et~(t,y) = (t+c,y)
pour ¢ > 0.

Ainsi, le facteur euclidien de la décomposition 1.7 s’identifie avec I'’ensemble des
translations de Clifford.

1.2. Angles, directions. Soit X un espace CAT(0) et x,y, z trois points (y # z et
z # x) de X, on appelle angle de comparaison entre y et z, basé en z, I'angle euclidien
en T du triangle de comparaison A(T,7,Z) associé au triangle A(z,y, z). On le notera

Zo(y, 2).

Soit ¢, des paramétrisations géodésiques des segments [z,y] et [z, z] telles que
c(0) = (0) = z. Quand t,¥ — 0, I'angle Z,(c(t),(t')) décroit, on appelle alors angle
d’Alezandrov la limite limy 0 Z,(c(t), (') que Pon note Z,(y, z). Comme cette limite
ne dépend pas réellement de y et z mais plutot des germes géodésiques associés a c et
', on notera aussi Z,(c, ).

On définit alors [’espace des directions ¥, en un point x € X, comme le quotient de
I’ensemble des géodésiques issues de x par la relation ¢ ~ ¢ < Z,(¢,c) = 0. L’angle /Z,
définit alors une distance sur X,. Si X est un espace topologique, une fonction f: X — R
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est semi-continue supérieurement si pour toute suite (x,) convergeant vers un certain
x € X ona f(x) > limsup f(z,).

Proposition 1.9 (Proposition 11.3.3 de [BH99]). Soit X un espace CAT(0). La fonc-
tion (p,x,y) — ZLp(x,y) est semi-continue supérieurement et a p € X fixé, la fonction
(x,y) — Lp(x,y) est continue.

Définition 1.10. Soit (X1,d;) et (X2,ds) deux espaces métriques. Le joint sphérique,
X1 * Xy, de X et Xo est 'espace quotient de X; x Xo x [0,7/2] par la relation d’équi-
valence (z1,x2,0) ~ (2}, 25,0") si

~0=0=0ectx; =2

—ouf =0 =mn/2et x9 =20

—ouf =0 € (0,7/2) et x1 =2} et x9 = k.

On définit alors une distance sur Y = X * X9 ot y = (x1,29,0) et v/ = (2], 25,0")
par la formule

cos(d(y,y')) = cos(#) cos(0") cos(dy (z1,x})) + sin(8) sin(6) cos(da(wa, 25)).

Définition 1.11. Soit (X, d) un espace métrique, le cone euclidien au dessus de X est
I’espace quotient de X x [0, 00) par la relation d’équivalence (z,t) ~ (2/,¢') sit =t =0
ousiz =2z et t =t'. On définit alors une distance dy sur CoX par

do ((, 1), (2, t'))2 =12+ 1% — 2t cos (min{r, d(z,2")}).

Si X est un espace CAT(0), on définit alors le cone tangent en x, T,, = CpX,. L'in-
tuition derriere cette définition provient de la géométrie riemannienne. Le cone tangent
fournit un analogue a I’espace tangent en un point de la variété.

On pourra se reporter a la section 1.5 de [BH99] pour plus de détails. L’idée derriere
les constructions d’espaces des directions et de cone euclidien est la suivante. Si X est la
sphere euclidienne S*~! alors CpX est I’espace euclidien E". Réciproquement, si X est
I’espace euclidien E™ alors pour tout « € X, ’espace des directions 3, est isométrique a
la sphere S* ! et le cone tangent T}, est alors isométrique a E".

Le joint sphérique est la construction qui donne un équivalent pour les espaces
CAT(1) (comme le bord & I'infini ou ’espace des directions d’un espace CAT(0)) d’une dé-
composition en produit euclidien (voir la proposition 3.14 et [BH99, corollaire 11.9.11}).
D’une maniere générale, si X et Y sont deux espaces métriques alors Cy(X *Y) est
isométrique a Cp(X) x Cp(Y) [BHI9, proposition 1.5.15]. Ainsi on voit, par exemple,
que S" x S ~ SntmEL

Théoréme 1.12 (Théoreme 11.3.19 de [BH99]). Soit X un espace CAT(0). Pour tout
r € X, le complété de Uespace des directions en x, Y est un espace CAT(1) et le
complété du cone tangent en x, T,., est un espace de Hadamard.

1.3. Parties convexes. Soit X un espace CAT(0), si Y C X, on dit que Y est
conveze si pour toute paire de points z,y € Y, le segment [z, y] est inclus dans Y. Pour
Y C X on appelle enveloppe conveze de Y la plus petite partie (pour I'inclusion) convexe
contenant Y, de méme [’enveloppe convere fermée de Y est la plus petite partie convexe
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et fermée contenant Y.

Pour un espace X, CAT(1), une partie Y sera conveze si pour toute paire de points
z,y €Y telle que d(x,y) < m, le segment géodésique entre x et y est contenu dans Y.

Proposition 1.13 (Proposition 11.2.4 de [BH99]). Soit (X,d) un espace CAT(0) et C
une partie convexe compléte pour la distance induite. Alors,
(i) pour tout x € X, il existe une unique point mo(x) € C tel que d(xz,mc(x)) =
d(z,C);
(i1) si ' appartient au segment géodésique [z, o (x)] alors mo(x') = mo(x) ;
(i) pour x ¢ C ety € C, siy # mo(x) alors Ly w)(z,y) > 7/2;
(iv) Vapplication x — mc(x) est une rétraction de X sur C, 1-Lipschitz.

De plus, pour tout r > 0, Le r-voisinage de C, {x € X| Jc € C, d(z,c) < r}, est aussi
une partie conveze.

Lemme 1.14 (Lemme 11 de [Mon06] ou le lemme 3.1 de [Buy98]). Soit X un espace
CAT(0), C C C' C X deux sous-ensembles convezxes fermés bornés non-vides, c,c leurs
centres circonscrits et p, p' leurs rayons circonscrits.

Alors d(c,d) < \/2(p'? — p?).

Proposition 1.15 (Théoreme 14 de [Mon06]). Soit X un espace de Hadamard, x un
point de X et (Cp)nen une suite décroissante de convezes fermés telle que (d(z,Cp))nen
soit bornée alors NpenCh est non vide.

Lemme 1.16. Soit (X, d) un espace métrique, Y, Z deux parties fermées de X et (xn)nen
une suite dense de X. Alors Y C Z si et seulement si pour tout n € N, d(x,,Y) >
d(zp, Z).

DEMONSTRATION. Si Y C Z alors pour tout z € X, d(z,Y) > d(z, Z). Réciproque-
ment, si Y ¢ Z, il existe y € Y \ Z. Posons € = d(y,Y). Par densité, il existe n tel que
d(y,xzn) < /2 et alors d(zy,,Y) <e/2 et d(zy, Z) > /2. O

Lemme 1.17. Soit X un espace CAT(0), (X,,) une suite décroissante de parties convezes
fermées et Y =N, X,,. SiY # 0 alors pour tout x € X, wx, () — my(z).

DEMONSTRATION. Soit € X. Posons x,, = 7x, (z). La suite (d(z,z,)), est crois-
sante bornée et posseéde donc une limite | < d(z,Y). Si ]l < d(z,Y) alors pour € =
(d(z,Y) —1)/2 I'intersection de X, avec la boule fermée de rayon [ + ¢ est non-vide pour
tout n et donc par la proposition 1.15, on aurait Y N B(z,l + ) # (), ce qui est absurde
donc ! = d(z,Y). Soit y le projeté de z sur Y et «,, I'angle de comparaison Zﬂxn @) (T, 9),
qui est supérieur & 7/2 par la proposition 1.13. On a alors

d(z,y)? = d(z,x0)* + d(zn,y)* — 2 cos(an)d(z, 2n)d(zn,y) = 0.

Et donc
d(l‘nay)Q S d(IL‘, y)2 - d(l‘,l’n)Q — 0.
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Souvent on cherche & décomposer un espace CAT(0) en un produit dans le but
de simplifier I’étude. Les résultats suivants donnent des outils pour détecter de telles
décompositions.

Lemme 1.18 (Lemme du Sandwich, exercice 11.2.12.(2) de loc. cit.). Soit X un espace
CAT(0). Soit C1,Co deux parties convexes et complétes de X. On note dc, la fonction
distance a C;. Si les restrictions de dc, et dc, a respectivement Cy et Cy sont constantes
égales a un certain d alors C1 et Cy sont isométriques et l’enveloppe convexe de C1 U Cy
est isométrique a Cy x [0, d].

Théoréme 1.19 (Théoréme 11.2.14 de [BH99)). Soit X un espace CAT(0) et c: R — X
une géodésique.
(i) L’ensemble, X., de toutes les droites géodésiques paralléles a ¢ est une partie
convexe de X.

(ii) Soit . la restriction a X, de la projection sur l’image de c. Posons X2 = 7. 1(c(0)).

Alors X0 est une partie conveze et X, se décompose canoniquement en X0 x R.

Une isométrie v d’un espace CAT(0), X, est semi-simple si il existe z € X tel
que d(yz,z) = infyex d(yy,y). Pour plus de précisions sur les isométries, on pourra
se référer a 'appendice B. Soit G ~ X une action par isométries de G sur un espace
CAT(0). Un sous-ensemble Y C X est G-invariant si pour tout g € G, g¥ = Y. Une
partie convexe fermée G-invariante est minimale si elle est minimale dans ’ensemble
ordonné par l'inclusion des parties convexes fermées G-invariantes non vides. Si G est
un groupe topologique, une action G ~ X est continue si 'application G x X — X est
continue. Comme 'action se fait par isométries, ’action est continue si et seulement si
pour tout z € X, 'application orbitale g — gz est continue.

Théoréme 1.20 (Flat torus theorem, Théoreme I1.7.1 de loc. cit.). Soit A un groupe
abélien libre de rang n agissant proprement par isométries semi-simples sur un espace
CAT(0) X. Alors, il existe un sous-espace euclidien E de X tel que E est A-invariant,
de dimension n et laction A ~ E se fait par translations.

Proposition 1.21 (Remarque 39 de [Mon06]). Soit G un groupe topologique agissant
continument par isométries sur un espace de Hadamard X. La réunion Y de toutes les
parties convezxes fermées de X, G-invariantes et minimales se décompose en un produit
Y ~ ZxZ'. L’action de G sur Z' est triviale et toute partie convexe fermée G-invariante
minimale est isométrique a 7.

1.4. Bord a linfini. Si X est un espace CAT(0), on va attacher a X un espace,
appelé bord a l'infini de X et noté 0X, tel que X = X UOX réalise une compactification
géométrique naturelle de X dans le cas ou se dernier est propre.

Deux rayons géodésiques p, p’ sont équivalents si sup, y~qd(p(t), p'(t')) < +oo. Le
bord a l'infini est alors ’ensemble quotient de ’ensemble de tous les rayons géodésiques
par la relation d’équivalence que l'on vient de définir. Les points de X seront typi-
quement notés £ ou 7. Si on fixe un point x € X avec X espace de Hadamard alors
I’ensemble 0X s’identifie avec I’ensemble des rayons géodésiques issus de ce point, c’est
a dire les rayons p tels que p(0) = = (voir la proposition I1.8.2 de [BH99]).



1. ESPACES DE HADAMARD 7

On peut naturellement mettre une topologie sur X = X U X en fixant un point
x € X et en considérant le systeme inverse des boules fermées centrées en x. La projec-
tion de la boule B(x,r) sur la boule B(z,r’) est bien siir la projection métrique de la
proposition 1.13. Cette projection s’étend a 0.X en définissant le projeté de £ € 90X sur
B(z,r) comme étant le point & distance r de x sur le rayon géodésique issu de x pointant
vers £ (c’est a dire dans la classe £). Cette topologie sur 9X ne dépend du choix de = et
coincide avec la topologie initiale (induite par la distance) sur X. On 'appelle topologie
conique ou topologie visuelle (voir la définition I1.8.5 de loc. cit.).

Soit x un point d’un espace CAT(0), X, et £ € 90X correspondant & un rayon géo-
désique p issu de z. On notera p(oco) = £. On définit la fonction de Busemann associée
a & et normalisée en x par la formule

Pe(y) = Jim (d(y, p(t)) —1).

L’existence de la limite est assurée par le lemme I1.8.18 de loc. cit.. Si on veut accentuer
la dépendance en x, on notera fB¢(y,x). La dépendance en x est souvent négligée grace
la relation de cocycle

(1.1) Va,y,z € X, Be(x,2) = Pe(x,y) + Be(y, 2)

Ainsi pour x,y € X, Be(.,x) et fe(.,y) ne different que d’'une constante qui est B¢ (y, x).
11 existe une définition générale pour un espace métrique, d’horofonction (voir 11.8.12 de
loc. cit.). 1l se trouve que dans le cas des espaces de Hadamard, I’ensemble des horofonc-
tions s’identifie avec I’ensemble des fonctions de Busemann. Ainsi, on utilisera, le terme
horofonction ou fonction de Busemann sans distinction. Une horosphére est une ligne
de niveau d’une fonction de Busemann et une horoboule est un ensemble de la forme
Bgl((—oo,c)) pour £ € X et c € R.

Définition 1.22. Soit X un espace de Hadamard. Pour z € X et £, € 0X, on note
Z4(&,n) Pangle d’Alexandrov entre le rayon géodésique reliant x a £ et le rayon géodé-
sique reliant x & 7. On définit alors 'angle Z(&,n) par la formule

Z(&,m) = sup Z.(&,n).
reX

Cette formule définit une distance appelée distance angulaire sur 0.X. Cette distance
fait de 0.X un espace métrique complet et la topologie induite par cette distance est plus
fine que la topologie visuelle (voir la proposition 11.9.6 de [BH99]).

Proposition 1.23 (Proposition 11.9.3). Soit A un triangle géodésique avec un sommet
a Uinfini dans un espace CAT(0), X, de sommets §{ € 0X et x,y € X. Alors

(Z) ém(yag) + 43;(-75,{) <m.

(11) Zo(y,&) + ZLy(x,&) = 7 si et seulement si l’enveloppe convexe de ce triangle est
isométrique a une bande euclidienne.

Proposition 1.24 (Proposition I11.9.8 de [BH99)]). Soit X un espace de Hadamard avec
un point base xg. Soit &,n € 0X et ¢, les rayons géodésiques tels que ¢(0) = ¢/(0) = xq,
c(c0) =€ et d(00) =n. Alors

(i) £(&m) =limyp o0 Lag(c(t), ¢ (t') = sup{Ze, (c(t), ¢ (t'))[t, £’ > 0},
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(i) La fonction t — Z.)(€,n) est croissante et
Z(&m) = lim Loy (€m)-

Proposition 1.25 (Corollaire 11.9.9 de de [BH99]). Soit X un espace de Hadamard. Si
pour un point x € X et deuz points {,n € 0X, on a L,(§,n) = Z(&,n) alors I’enveloppe
conveze des images des rayons géodésiques issus de x et pointant respectivement vers &
et n est isométrique a un secteur angulaire euclidien d’angle Z,(&,n).

La formule angulaire asymptotique suivante provient de la section 2 de [CMO09b].

Lemme 1.26 (Formule angulaire asymptotique). Soit X un espace CAT(0). Si p est le
rayon géodésique issu de x pointant vers £ € 0X alors pour tout y # x, on a

Jim cos(Z(p(t) 1) = 25,

Lemme 1.27 (lemme 11.9.16 de [BH99]). Soit X un espace CAT(0) et x un point de
X. Soit (zy,) et (yn) deux suites de X convergeant respectivement vers & et n dans 0X.

Alors,

liminf £ (2n, yn) > Z(€,7).

n—oo

Proposition 1.28 (Corollaire 11.9.11 de [BH99]). Soit X; et Xo deux espaces de Ha-
damard. Alors 0(X1 x X3) muni de la distance angulaire £ est isométrique au joint
sphérique 0X1 x 0Xo de (0X1,4) et (0X2,4).

Théoréme 1.29 ( [BH99, Théoreme 11.9.13]). Si X est un espace de Hadamard alors
(0X,Z) est un espace CAT(1) complet.

Si Z est un espace CAT(1) et Y C Z alors on dit que Y est convezxe si pour z,y € Y
tels que d(z,y) < m alors [z,y] CY . Si X est un espace de Hadamard alors le bord Y
d’une partie convexe Y C X est une partie convexe de 0X (voir [BH99, 11.9.14]).

Proposition 1.30 (Proposition 11.9.22 de [BH99]). Soit X un espace de Hadamard et
(n), (z),) deux suites de X convergeant vers & et &' dans 0X. Supposons que chaque
segment [z, x)] rencontre un compact fixré K C X alors il existe une géodésique c: R —

X telle que ¢(—o0) =&, ¢(o0) =& et ¢ rencontre K.
1.5. fonctions convexes.

Définition 1.31. Soit X un espace CAT(0) et f : X — R une fonction sur X. On dit que
f est convezxe (respectivement affine) si sa composition f o ¢ avec toute paramétrisation
géodésique ¢ : I — X est une application convexe (respectivement affine) de I dans R.

Soit X un espace CAT(0) et xp un point de X. On note Cy 'espace vectoriel des
fonctions convexes f qui s’annulent en zg. Notons i : X — Cy 'application suivante

i(z):y — d(y,z) — d(z, x0).

Toutes ces applications sont convexes et 1-Lipschitz. Il y a une topologie naturelle sur
Co qui est celle de la convergence ponctuelle. Si on note D = i(X) alors D est constitué
de fonctions convexes et 1-Lipschitz et contient en particulier les fonctions de Busemann
s’annulant en xg. La topologie de la convergence ponctuelle permet de voir D comme une
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partie fermée du produit [[, . x[—d(x,z0),d(x, zo)] et donc compacte pour cette topolo-
gie. En particulier si X est propre, alors D\ D ne contient que les fonctions de Busemann
et on retrouve la compactification visuelle.

Il existe une caractérisation agréable des fonctions de Busemann dans le cas des
espaces de Hadamard.

Proposition 1.32 (Proposition 11.8.22 de [BH99]). Soit X un espace de Hadamard et
f: X — R une fonction. La fonction f est une fonction de Busemann si et seulement si

(i) f est conveze,

(ii) f est 1-Lipschitz et
(iii) pourtoutx € X et toutr > 0, il existe un uniquey € B(x,r) tel que f(y) = f(z)—r.
Lemme 1.33 (Lemme 4.10 de [CL10a]). Soit X un espace CAT(0). Si A est une partie

compacte de Cy ne contenant pas de fonctions affines alors l’enveloppe convexe fermée
Conv(A) n'en contient pas non plus.

Théoréme 1.34 (Théoreme principal de [AB98a]). Soit X un espace CAT(0) propre
et I' un groupe moyennable agissant contintiment par isométries sur X. Alors I' laisse

globalement invariant un sous-espace euclidien (peut-étre réduit & un point) ouT' fixe un
point de 0X.

On dit qu'un espace CAT(0) est géodésiquement complet si tout segment géodé-
sique non réduit & un point se prolonge en une géodésique bi-infinie (non nécessairement
unique). D’une maniere générale, les fonctions de Busemann sont 1-Lipschitz et convexes.
Un point ¢ au bord d'un espace CAT(0) est dit plat si la fonction de Busemann ¢ est
affine.

Le théoreme 1.34 passe par une analyse fine des points plats d’un espace CAT(0) (voir
le théoreme 1.6 de loc. cit.). De celle-ci, nous ne retiendrons que le cas le plus simple.

Lemme 1.35. Soit X un espace CAT(0) géodésiquement complet. Si & € 0X est un
point plat alors

X ~Rx Y.

De plus, la fonction de Busemann (¢ est constante sur Ye et parametre affinement le
facteur R a vitesse 1.

DEMONSTRATION. (’est un cas particulier du lemme 1.1 de loc. cit.. ]

Lemme 1.36. Soit X un espace de Hadamard. Si f une fonction affine 1-Lipschitz telle
que

(1.2)  Ve>0VneNVreX 3zeX, dz,z) >net f(2) = f(x) > (1 —¢)d(z,2)
alors il existe & € 0X tel que pour x,y € X,
f(@) = fy) = Bely, ) -

DEMONSTRATION. Fixons x € X alors pour | > f(z), on pose X; = {y € X| f(y) >
[}. Pour tout [ > f(z), X; est une partie convexe fermée non vide et alors, on appelle x;
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le projeté de x sur X;. Pour tout I > f(x), on a f(z;) — f(x) < d(x,x;). Si f(z) <l <1
en appelant y 'unique point sur [z, ;] tel que f(y) =1, on a

' f(z)
dlz,zp) <d(z,y) = ————=d(z,x;).
(@.20) < d(a.y) = =5 d(w.m)
Ce qui montre que [ — (lizq{ 5;3 est décroissante mais ’hypothese 1.2 montre que pour
neNetl= f(x)+n, ldﬁxfag > 1—e pour tout € > 0. Ainsi limy_, oo (I — f(z))/d(x,z;) = 1

et donc d(z,x;) = | — f(z) pour tout I > f(z). Ainsi pour f(z) <l <, zp € [z,x].
Ce qui montre que U f(z)[z, 7] est un rayon géodésique. Appelons, £ son extrémité a
linfini. L’inégalité d(z;, mx,(y)) < d(z,y) pour z,y € X et | < min{f(x), f(y)} montre
que & est indépendant du choix de z. Maintenant, la proposition 1.32 montre que pour
tous a:,yEX, f(x)_f(y)zﬁﬁ(yvx) O

2. Espaces riemanniens symétriques

On introduit brievement dans cette section les variétés riemanniennes en dimension
finie ou infinie. Pour une véritable introduction, on se référera aux livres [KI1i95] et
[Lan99].

2.1. Variétés riemanniennes. Soit E et F' deux espaces de Banach. On notera
sans distinction || || la norme sur E ou F et Ej sera la boule unité de E. On note
L(E, F) l'espace vectoriel des applications linéaires bornées de E dans F. C’est un es-
pace de Banach pour la norme ||f|| = sup,cg, ||f(z)||. De méme on notera L(E*, F)
I’espace de Banach des applications k-linéaires bornées de F vers F' muni de la norme
I[fIl = supy, . woem [If(71,...,2%)|]. Cet espace s’identifie naturellement avec ’espace
de Banach L(E,L(E,...L(E,F))).

Soit f une application d’un ouvert U C E dans F. Soit x € U, on dit que f est
différentiable en z s'il existe ¢ € L(E, F) tel que

1f(z+h) = f(z) = o(R)[]| = O
quand h — 0. Une telle application ¢ est unique et est appelée différentielle de f en x.
On dit que f est différentiable si elle est différentiable en tout point de U. Dans ce cas,
on appelle différentielle I’application qui a = € U associe la différentielle de f en x. On
notera cette application df. On dit que f est de classe C! si f est différentiable et si df
est continue. Par récurrence, on dit que f est C* pour k > 2 si df est C*~!. Finalement,
on dit que f est C*® si f est C* pour tout k € N*.

Soit U C E et V C F deux ouverts. Une application f: U — V est un difféomor-
phisme si f est une bijection C*° dont 'inverse est aussi C'*°.

Définition 2.1. Soit V' un espace topologique métrisable et E un espace de Banach.
Un atlas est la donnée d’une famille (cq, Vy)aca telle que

(i) Vg est un ouvert de V,

(ii) cq est un homéomorphisme, appelé carte entre V, et un ouvert U, de E,
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(111) V= UO&EAVOJ et
(iv) si VoNVp # 0, alors ugou,! est un difféomorphisme de uq (Vo NVp) sur ug(VaNV;).

Une variété banachique modelée sur F est la donnée de V' et d’un atlas.

Dans le cas o F = R", on retrouve la notion de variété différentielle C'*° usuelle. On
définit alors de méme les notions d’espaces tangents 7'V, de champ de vecteurs (C),
de crochet de Lie [X, Y] entre des champs de vecteurs X et Y, de fibrés cotangents et de
fibrés tensoriels... En particulier, on notera S?V le fibré vectoriel des formes bilinéaires
bornées symétriques sur T'V.

Définition 2.2. Une variété riemannienne est une variété banachique, V', modelé sur
un espace de Hilbert muni d’une section g de S?V telle que pour tout & € V, g, est
définie positive et munit 7,V d’une structure d’espace de Hilbert.

Définition 2.3. Un espace riemannien symétrique est une variété riemannienne connexe
V telle que pour tout x € V, il existe une isométrie S, de V telle que d,S, = —Id.

Définition 2.4. Un groupe de Lie-Hilbert est un groupe muni d’une structure de variété
riemannienne telle que la multiplication et le passage a l'inverse sont des applications
C.

On pourra se référer & [Eel66] pour un survol dans la théorie & un moment ot celle-
ci était en plein développement. On trouve dans la these [Mca65] de J.H. McAlpin le
principe suivant sur les variétés riemanniennes.

« Any property of finite dimensional manifolds which is independent
of dimension and local compactness, is also a property of Hilbert ma-
nifolds. »

Un des théoremes qui utilise de maniere fondamentale la compacité locale est le théo-
reme de Hopf-Rinow qui affirme que la complétude métrique et la complétude géodésique
sont équivalentes pour les variétés riemanniennes de dimension finie. Une seule implica-
tion reste vraie dans la généralité des variétés riemanniennes (la complétude métrique
implique toujours la complétude géodésique, voir la proposition VIIL.6.5 de[Lan99]).

Comme en dimension finie, un certain nombre d’objets de la géométrie riemannienne
existent en dimension infinie. On ne fait que rappeler la définition de ces objets et on
se référera a la littérature pour une preuve de 'existence si besoin. Une isométrie entre
deux variétés riemanniennes est un difféomorphisme tel que la différentielle en chaque
point est une isométrie linéaire entre les espaces tangents.

Soit (V, g) une variété riemannienne. On définit la connection de Levi-Civita comme
I’unique connection affine, V, sur le fibré tangent qui vérifie la relation

29(VXK Z) = Xg(Y, Z)+Y9(Z7X)_ZQ(X’Y)+Q(Z7 [X’ Y])—l—g(}f, [Z,X])—g(X, [K Z])

pour tous champs de vecteurs X,Y, Z. A partir de cette connection, on peut définir le
tenseur de courbure R par la relation

R(X,Y)Z = VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z.
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A partir du tenseur de courbure, on définit le tenseur de Riemann par R(X,Y,Z,V) =
g(R(X,Y)Z, V). Ce tenseur possede les symétries suivantes

R(X,Y,Z,V)=—-R(Y, X, Z,V)
R(X,Y,Z,V)=—-R(X,Y,V,Z)
R(X,Y,Z,V)+ R(Y,Z, X,V)+ R(Z,X,Y,V) =0
R(X,Y,Z,V)=R(Z,V,X,Y)
Dans le cas, d'un espace riemannien symétrique, le tenseur de courbure s’exprime
simplement a l'aide du crochet de Lie.
Théoréme 2.5 (Théoreme XII1.4.6 de[Lan99]). Soit (V,g) un espace riemannien sy-
métrique et x un point de X . Alors pour X,Y,Z € T, X,
R(X,Y)Z(x) = [Z,[X,Y]|(z).
Pour savoir si une variété riemannienne est (localement) CAT(0), c’est la condition
de courbure sectionnelle négative qui est importante. Si X, Y sont deux vecteurs tangents

en un point z d’une variété riemannienne alors la courbure sectionnelle en x dans le plan
tangent engendré par X et Y est

“R(X,Y,X,Y)
X.Y) = .
e X Y) = IXTPIVIR= < X,v 52

Les symétries du tenseur de Riemann montrent que la courbure sectionnelle ne dépend
que du plan engendré par X et Y dans l'espace tangent T, V. Le fait que R soit un
tenseur et donc une forme quadrilinéaire continue en tout z € V' donne 'existence d’une
constante k, telle que pour tous vecteurs tangents X, Y a V en z, [sec(X,Y)| < kg. 11
suffit pour cela de prendre k; comme étant le suprémum de |R(X,Y, X,Y)| sur toutes
les paires X,Y de vecteurs unitaires orthogonaux tangents a V' en .

2.2. Espaces symétriques de type non-compact. Suivant la terminologie cou-
rante, on appelle espace symétrique de type non-compact un espace riemannien symé-
trique de dimension finie a courbure sectionnelle négative et sans facteur euclidien. Des
ouvrages de référence concernant ces espaces sont [Hel01] et [Ebe96].

Il existe un remarquable dictionnaire géométrico-algébrique entre un espace symé-
trique de type non-compact et son groupe d’isométries. Si X est un espace symétrique
de type non-compact alors

— La composante connexe G = Isom®(X) du groupe d’isométries de X est un groupe
de Lie semi-simple, sans facteur compact et a centre trivial.

— Le stabilisateur K = Stabg(x), d'un point = € X est un sous-groupe compact
maximal. Deux tels groupes sont conjugués dans G.

— L’action de G sur X est transitive et donc X ~ G/K.

Réciproquement, si G est un groupe de Lie semi-simple sans facteur compact, a centre
trivial et si K est un sous-groupe compact maximal alors il existe sur X une structure
d’espace symétrique de type non-compact. Deux telles structures sur X = G/K peuvent



2. ESPACES RIEMANNIENS SYMETRIQUES 13

étre rendues isométriques apres homothéties sur les facteurs de de Rham.

Cette structure se lit aussi sur 'algebre de Lie g de G. Soit B la forme de Killing de
g. Il existe une décomposition orthogonale pour B,

g=tdp

ol t est I'algebre de Lie de K et p s’identifie avec I'espace tangent a X en x. De plus,
on a les relations [t,p] C p et [p,p] C t. La forme de Killing est définie positive sur p et
définie négative sur t. Une telle décomposition s’appelle une décomposition de Cartan.

L’exemple générique est celui de 'espace symétrique associé au groupe SL, (R) et au
sous-groupe compact maximal SO, (R). Cet espace symétrique peut s’interpréter géo-
métriquement comme 'ensemble &£ des ellipsoides de volume unité dans ’espace R™.
L’action de SL, (R) sur & provenant de celle de SL, (R) sur R". Le point fixe de SO, (R)
étant alors la sphere unité. On peut interpréter géométriquement la distance (ou plutot
un choix naturel parmi la demi-droite réelle de distances possibles). Pour cela, il suffit,
par homogénéité, d’expliciter la distance a la sphére unité S;. Si E est un ellipsoide de
volume 1 dont les longueurs des axes principaux sont aq, ..., «, alors

Cet exemple est générique car il se trouve que tout espace symétrique de type non-
compact est un sous-espace totalement géodésique de &£,. Un sous-espace totalement
géodésique, Y, d’'une variété riemannienne X est une sous-variété telle qu’en tout point
y € Y et pour tout vecteur v € T,)Y, la géodésique de X issue de y et dirigée par v est
incluse dans Y. On pourra se référer aux pages 134-136 de [Ebe85] pour une preuve.

2.3. Exemples d’espaces riemanniens symétriques. On traite ici un exemple
d’espace riemannien symétrique de dimension infinie. Celui-ci est un équivalent de I’es-
pace symétrique de type non-compact SL,,(R)/SO,,(R). Il apparait dans le chapitre I11.2
de [dIH72] et plus récemment on trouve un certain nombre de calculs et de propriétés
de cet espace dans [Tum], [Lar07] et [CL10b].

Soit H un espace de Hilbert réel séparable de dimension infinie et notons L?(#) les
opérateurs de Hilbert-Schmidt de H, c’est a dire les opérateurs M tels que si (e;) est une
base Hilbertienne alors >, || Me;||? est finie. C’est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire < M, N >= Tr('MN) = Y, < Me;, Ne; >. Il s’agit d’'un idéal dans 'algébre
des opérateurs bornés L(H).

On note alors GL?(H) 'ensemble des opérateurs inversibles bornés qui s’écrivent
Id+H avec H € L?(H). C’est un groupe de Lie-Hilbert dont I’espace tangent en Id
s'identifie avec L2(H). Le sous-groupe O?(H) < GL?(H) qui préserve le produit scalaire
de H est un sous-groupe de Lie-Hilbert car g —! gg-Id de GL? (H) dans les opérateurs de
Hilbert-schmidt symétriques définis positifs est une submersion sur 'image réciproque
de 0. En effet, la différentielle en g est I'application h +! gh +thg de L2(H) dans les
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opérateurs symétriques est surjective. Un antécédant de f étant 1/2¢gf. L’espace quo-
tient GL2(H)/O%(H) possede alors une structure d’espace riemannien symétrique dont
la symétrie géodésique en I'image de Id provient de g —tg~1.

En effet si S?(H) désigne les opérateurs de Hilbert-Schmidt auto-adjoint de H et
P2(H) les opérateurs définis positifs de GL?(H) alors I'exponentielle réalise un difféo-
morphisme de S?(#H) sur P2(H) et GL%(H) agit par (g,p) —' gpg. Cette action est
lisse, transitive et le stabilisateur de Id est O?(H). Ainsi, il y a un difféomorphisme
entre GL?(H)/O%(H) et P2(H). L’espace tangent en Id s’identifie avec S%(#). On ob-
tient une structure riemannienne sur laquelle GLQ(”H) agit par isométries en posant
< M,N >,=Tr(p~'Mp~tN) pour M, N vecteurs de I'espace tangent & P?(#) en p que
l'on identifie avec S?(H) par la translation de vecteur p.

De plus, la courbure sectionnelle est partout négative. Un raisonnement analogue a
celui fait en dimension finie (voir le paragraphe X1§3 de[Lan99]) montre que P2(H) est
un espace CAT(0) symétrique au sens de la section 3.

Soit g une algebre de Lie. Un systéme de Lie triple [ est un sous-espace vectoriel de
g tel que [, [, []] € g. C’est un résultat classique (voir le théoreme 7.2 de [Hel01]) que
si X est un espace symétrique de type non-compact pour lequel g = t ® p est I'algebre
de Lie de Isom®(X) alors les systéemes de Lie triple du sous-espace p sont en bijection,
via I’exponentielle, avec les sous-espaces totalement géodésiques de X contenant le point
base naturel de X = G/K. C’est aussi vrai pour 'espace P?(H).

Proposition 2.6 (Proposition I11.1.4 de [dIH72]). Soit [ un sous-espace vectoriel fermé
de S2(H). Si | est un systéme de Lie triple alors exp(l) est un sous-espace totalement
géodésique de P?(H).

Remarque 2.7. La liste (voir [dIH71]) des L*-séparables simples (ce qui généralise
la notion d’algebre de Lie symétrique orthogonale [Hel01, V.1] en dimension infinie)
suggere que les seuls espace symétriques riemanniens irréductibles de dimension infinie
et de rang fini sont

Xp(R) = O(p,00)/ (O(p) x O(c0))
Xp(C) = U(p,0)/ (U(p) ( )
Xp(Q) = Sp(p, 0)/ (Sp(p) x Sp(=0))

»(R) est P'objet du chapitre III.

X
X

Ici Q désigne le corps des quaternions. L’espace X,

3. Espaces CAT(0) symétriques

Soit (X, d) un espace métrique géodésique, on dit que X est sans branchement géo-
désique si pour toute paire de segments géodésiques cp: [0,t1] — X et co: [0,t2] = X
telle qu’il existe t > 0 avec t < t1,ty et ci|jgy = c2|py alors ¢1 et ca coincident sur
[0, min(¢y, t2)]. Avec cette définition, on exclut les cas qui se présentent dans les arbres,
les immeubles et les complexes cubiques CAT(0) ot un segment géodésique peut se pro-
longer de différentes manieres. Une large famille d’exemples est donnée par les variétés
riemanniennes.
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Définition 3.1. Un espace CAT(0), X, est symétrique s'il est sans branchement
géodésique et si en tout point x € X, il existe une isométrie involutive .S, possédant un
unique point fixe qui est x.

Un espace géodésique possede la propriété d’extension unique des géodésiques si tout
segment géodésique non réduit a un point se prolonge de maniére unique en une géo-
désique bi-infinie. Les espaces géodésiques qui possedent cette propriété sont donc ceux
qui sont sans branchement géodésique et tels que tout segment géodésique se prolonge
en une géodésique bi-infinie. Pour les variétés riemanniennes de dimension finie, cette
propriété est donc équivalente a la complétude géodésique qui elle-méme est équivalente
a la complétude métrique par le théoreme de Hopf-Rinow (voir par exemple la proposi-
tion VIIL.6.5 et le théoreme VIIL.6.6 de [Lan99))

Si X est un espace métrique uniquement géodésique (entre deux points, il existe un
unique segment géodésique) qui possede la propriété d’extension unique des géodésiques
alors on peut définir la symétrie géodésique au point x € X. Si ¢ est une géodésique telle
que ¢(0) = z alors pour ¢ € R, 'image de ¢(t) sera ¢(—t).

Lemme 3.2. Soit X un espace CAT(0) symétrique. Alors X posséde la propriété d’ex-
tension unique des géodésiques et pour tout x € X, Sy est la symétrie géodésique en x.
De plus, Isom(X) agit transitivement sur X.

DEMONSTRATION. Soit 2z € X. Pour y € X, appelons m le milieu de [y, S.(y)],
comme S, est une isométrie, S;(m) est le milieu de [S.(y),y] et donc Sy(m) = m et
donc m = z.

Soit ¢: [0,T[— X une géodésique et posons x = ¢(3/4T"). Comme [¢(0), S;(c(0))] a pour
milieu z, [¢(0), z] U [z, Sz(c(0))] est un segment géodésique. Ce dernier segment prolonge
c. Ainsi, X a la propriété d’extension unique des géodésiques. La transitivité est obtenue
en observant que si z,y € X et m est le milieu de [z, y] alors Sp,(z) = v. O

On appelle transvection la composée de deux symétries géodésiques en des points
distincts. On appelle transvection de x vers y la composée S, 0 S, ot m est le milieu de

[z, y].

Lemme 3.3. Soit X un espace CAT(0) possédant la propriété d’unique extension des
géodésiques. Alors en tout point de X, l’espace des directions s’identifie avec ’ensemble
des rayons géodésiques issus de ce point.

DEMONSTRATION. Il suffit de voir que deux rayons géodésiques c, ¢’ issus d’un méme
point z € X tels que Z(¢,c’) = 0 sont égaux. Par propriété d’extension unique des
géodésiques, on peut supposer que ¢ et ¢’ sont définies sur R avec ¢(0) = ¢/(0) = z. Soit
t>0,0naZ,(c(t),c(—t))+ZLs(c(t),d () > La(c(t), c(—t)) = 7 donc L (' (t), c(—t)) =
7 et donc Z,(c(t),c(—t)) = 7 ce qui est équivalent & dire que = € [¢/(t),c(—t)]. Par
unicité du prolongement géodésique, on a donc ¢/ (t) = ¢(t) pour tout t > 0. O

Sous les hypotheses du lemme précédent, on peut alors définir, en tout point x € X,
une application exponentielle exp,: T, — X qui a un point (r,d) € T, associe le point a
distance r de x sur le rayon géodésique issu de = de direction d. Remarquons qu’il s’agit
de 'exponentielle usuelle dans le cas des variétés riemanniennes completes.
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Lemme 3.4. Soit X un espace CAT(0) possédant la propriété d’unique extension des
géodésiques. Pour tout x € X, Uapplication exp, réalise une bijection entre T, et X.
Son inverse noté log, est une application 1-Lipschitz.

DEMONSTRATION. Comme X est uniquement géodésique, le lemme 3.3 montre que

exp, est bijective. Par définition de exp,, pour v = (r,c),v" = (r',¢) € Ty, on a
d(exp,(v),x) =7, d(exp,(v'),z) =" et Ly(exp,(v),exp,(v')) > Z(e, ) donc
d(exp,(v), exp,(v')) > d(v,v"). L’application réciproque est donc 1-Lipschitz. O

Pour z,y, z dans un espace géodésique, on note S, . 'aire du triangle euclidien de
comparaison. On modifie légerement la définition de courbure bornée donnée par B.U.
Shergoziev dans [She95].

Définition 3.5. Un espace géodésique X est a courbure bornée si pour tout point
p € X, il existe des réels p,, pp, > 0 tels que pour tous z,y, z € B(p, pp) et tous y' €]z, y]
et 2/ €]z, z] on a l’inégalité

Dans le cas ou d(z,y) = d(
Ly

2)

r alors Sy, = Zx(y, 2)r2/2 et la condition de

courbure bornée donne (pour Z,(y, z) > 0)
|2 e
Zo(y, 2) 2
Ce qui implique
Zo(y, 2) 2

La condition est contraignante pour les petits triangles, c’est une condition locale.
Pour les variétés riemanniennes de dimension finie, la courbure sectionnelle en chaque
point est bornée et les boules fermées sont compactes, ce qui implique qu’elles sont a
courbure bornée dans le sens ci-dessus. Pour les variétés riemanniennes de dimension in-
finie homogenes (en particulier les espaces symétriques), c’est aussi le cas car la courbure
sectionnelle est alors uniformément bornée. Un arbre n’est pas a courbure bornée des
lors qu’il possede un sommet de valence supérieure & 3. En effet, 'existence de tripodes
dans toutes boules autour de ce point empéche d’étre a courbure bornée.

Lemme 3.6. Soit X un espace de Hadamard symétrique a courbure bornée. Pour tout
x € X, lespace des directions en x est complet.

DEMONSTRATION. Fixons z € X et r > 0 tel que “ITTQ < 1/2. Alors pour tout x, z €
B(z,r), Zs(y,2) > 1/2Z.(y, z). Par le lemme 3.3, les éléments de 3, s’identifient avec les
rayons géodésiques issus de ce point et donc aussi les éléments a distance exactement r de
x. Ainsi, 2, est homéomorphe & la sphere centrée en x et de rayon r munie de la distance
donnée par I'angle d’Alexandrov. Soit (z,,) une suite de Cauchy dans ¥,, on a donc
Zo(Tny Tm) — 0 quand n,m — oo et comme d(z,,Tm)? = 2r? — 212 cos(Z (T, Tm)),
(xy,) est une suite de Cauchy dans X. Il existe donc y € X tel que d(y,x) =r et x,, — v.
Finalement, comme 2, (y, x,) < Zv(y, Zn), on a bien que x,, converge vers y dans ;. O
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Le théoreme suivant donnera une caractérisation des spheres hilbertiennes qui nous
sera utile pour la suite.

Théoréme 3.7 (Théoreme 2.1 de [Ber01]). Un espace métrique (W, d) est isométrique
a la sphére unité d’un espace de Hilbert H st et seulement s’il posséde les propriétés
sutvantes :

(i) W est un espace CAT(1) ;
(ii) W est complet ;
(i1i) pour tout z,y € W, d(z,y) <7 ;
(iv) pour tout x € W, il existe un unique ' tel que d(x,x’) = .
De plus, CoW est isométrique a H si et seulement si W posséde les propriétés ci-
dessus.
Remarque 3.8. Dans la version originale, ’énoncé du théoreme 3.7 comporte une cin-
quieme propriété qui est :
pour tout x,y € W tels que d(z,y) < m, il existe z € W \ {z,y} tel
que d(z,y) = d(z,z) + d(y, z).
Cette propriété est en réalité un corollaire de la condition CAT(1) (voir la proposition
I1.1.4 de [BH99]). L’auteur devait avoir en téte la condition de courbure inférieure a 1

au sens d’Alexandrov qui est une version locale de la condition CAT(1) (voir la définition
I1.1.2 de loc. cit.).
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Dans [She95], 'auteur montre que, sous certaines hypothéses, un espace géodésique
a courbure bornée est une variété topologique modelée sur un espace de Hilbert. C’est a
dire qu’en chaque point, il existe un voisinage de ce point homéomorphe a un espace de
Hilbert. Sous des hypotheses plus fortes ici, on montre 'existence d’'un homéomorphisme
global.

Proposition 3.9. Soit X un espace de Hadamard symétrique. St X est a courbure bor-
née alors pour tout point x € X, le cone tangent T, est isométrique a un espace de
Hilbert et lapplication exponentielle exp, est un homéomorphisme entre T, et X.

DEMONSTRATION. On commence par montrer que pour tout point de z € X, I'espace
des directions X, est isométrique a une sphere hilbertienne en vérifiant les conditions
(i) & (iv) de du théoréeme 3.7. La condition (ii) découle du lemme 3.6 et alors le théo-
réeme 1.12 montre la condition (i). La condition (iii) découle de la définition de l’angle
d’Alexandrov. La condition (iv) découle de la propriété d’extension unique des géodé-
siques. Ainsi X, est une sphere hilbertienne et T, est un espace de Hilbert. Par le lemme
3.4, on sait déja que exp, est une bijection ouverte. Il reste a en montrer la continuité.

On commence par remarquer que par homogénéité, il existe u > 0 tel que le choix
Wz = i convient pour tout x € X dans la définition 3.5 de courbure bornée. On choisit
alors r > 0 tel que pur? < 1/2, on aura donc pour tout z € X et tous y, z € B(x,r),

1—
éi(yv Z) Z 5433(3% Z)‘

On montre alors par récurrence sur k que pour tout z € X, 'exponentielle exp, est
continue de By (0, k%) sur Bx(x,k5). Le cas k = 2, se traite comme dans le lemme 3.6.

Soit v, une suite de By /(0,r) convergeant vers vs. Si v = 0 alors d(0,exp,(v,)) =
l|on|| = 0 donc exp,(vy) — = = exp,(0). Maintenant, si vo, # 0, on pose (pour n assez
grand)

70
ro = HUOOH € (O7T]7 y= epr(Uoo), In = eXpa: <HU an> .
mn

Comme d(xp,exp,(vn)) = [ro — [[vnll| — 0, il suffit de voir que x;, — y. On sait que
Zy(2p,y) = 0 donc Zy(zpn,y) — 0 et donc d(zy,y)? = 2rd (1 — cos(Ly(wn,y))) — 0.

_ On suppose le résultat établi pour k& > 2. On se donne une suite v, une suite de
B#(0,r) convergeant vers voo avec (k—1)r/2 > ||veo|| < kr/2. On reprend les notations

o
TOZ HUOOH7 y:expx(UOO)7 xn:epr H'l) HUT’L
n

et on introduit y',y? les points de [z,y] & distance respectivement r/2 et r de z et de
méme les points x}, 22 de [z, 1,] & distance respectivement 7/2 et r de x. L’hypothese
de récurrence pour k = 2 montre que z’ — y1 et 2 — y2. 1l suffit, alors, de montrer que
Zy (T, y) — 0. En effet dans ce cas, d(y',z,) et d(y',y) sont inférieures a (k — 1)r/2
pour n assez grand et 'hypothese de récurrence appliquée a exp, montre que x, — y.

Par la proposition 1.9, Z1 (x,23) — m. Comme Z,(y', 22)+ Ly (z,23) + L2 (y*, ) <,
on a Ax%(yl, r) — 0. L’inégalité triangulaire renversée donne alors 2 (n, y') — met de
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nouveau, comme Z, (y', 23)+ Ly (2, 27)+ Ly2 (y*, 2) < 7, 0n 8 Ly (@, 27) — 0. L'in-
égalité triangulaire £, (y?, x,) < 2y (T, 1:%)+4y1 (y2, 22) montre alors que Zy1 (zn,y) =
Za(y? an) = 0. O

Remarque 3.10. Réciproquement, soit X un espace CAT(0) qui possede la propriété
d’extension unique des géodésiques. S’il existe x € X tel que T}, est complet et exp,: T, —
X est continue alors X est complet. En effet, soit (z,,) une suite de Cauchy de X alors
log,,(zy,) est une suite de Cauchy de T). Celle-ci converge vers v € T, et par continuité
de l'exponentielle z,, converge vers exp,(v).

Donc le cas ou X est propre, ’hypothese de courbure bornée est superflue.

Lemme 3.11. Si X est un espace CAT(0) symétrique propre alors le cone tangent est
un espace euclidien et l’application exponentielle un est homéomorphisme.

DEMONSTRATION. Pour tout z € X et tout » > 0, Papplication log, réalise une
bijection continue entre B(x,r) et B(0,r) C T,. Comme B(z,r) est compacte, B(0,7)
I'est aussi et donc T, est complet et donc un espace euclidien par le théoreme 3.7.
Toute partie fermée de B(z,r) est compacte et a donc une image compacte par log,.
L’application log, est donc une bijection continue fermée entre B(z,r) et B(0,r) pour
tout r > 0. C’est un homéomorphisme.

O

Dans le théoréeme 8.4, nous verrons que dans le cas propre, la définition d’espace
symétrique CAT(0) coincide avec la notion classique d’espace riemannien symétrique a
courbure négative.

Dans le cas non localement compact, la proposition 3.9 donne, pour un espace de
Hadamard symétrique a courbure bornée X, un atlas A = {exp, |z € X} tels que les
changements de cartes exp; ! o exp,, sont des homéomorphismes entre espaces de Hilbert.
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Si ces changements de cartes étaient de plus des applications différentiables alors X se-
rait un espace riemannien symétrique.

3.1. Un espace CAT(0) symétrique non raisonnable. Le terme raisonnable fait
référence a la citation [Gro93, exemple (c) p. 121] de M. Gromov suggérant un résultat
similaire a la superrigidité de Margulis pour des espaces symétriques « raisonnables ».
L’exemple que nous donnons est un espace de Hadamard symétrique non-localement
compact, de rang infini et de courbure non-minorée. En particulier, il ne s’agira pas d’un
espace symétrique riemannien. Dans ce cas, 1’espace tangent en chaque point est quand
meéme un espace de Hilbert mais ’application exponentielle n’est pas continue.

Notons H? le plan hyperbolique & courbure constante —1. Soit £ un espace de pro-
babilité standard (sans atome). On considere alors, X, '« intégrale pythagoricienne »
de H? au dessus de Q. Par définition, I'espace X est constituée des (classes de) fonctions
w > 2, de Q dans H? telles que pour tout o € H?, w — d(o,x,,) est une fonction me-
surable de carré sommable. On note alors, comme dans le paragraphe 5.1 de [Mon06],
X = L?(9,H?). Un point générique de X sera noté = = (z,,)u,ecq. La distance sur X est
alors donnée par

d(e,y)* = /Q A y0) e

Comme H? est un espace de Hadamard séparable, I'espace X est alors un espace de
Hadamard séparable (voir par exemple la proposition 3.10 de [Stu03]).

Pour o € H?, on note S, la symétrie géodésique en o dans H? et pour z € X, on
notera aussi o, la symétrie en z donnée par la formule pour y € X, 0,(y) = (Sz, (Vw))w-
On voit alors que o, est une involution isométrique qui possede pour unique point fixe
x. Les géodésiques de X se décrivent a partir de celles de H?.

Proposition 3.12. Soit I un intervalle réel. Une application g: I — X est une géodé-
sique si et seulement s’il existe une application mesurable a: Q — RT et une collection
de géodésiques (g.): a(w)l — H? telles que

| a@Pds =1, (g = gufalo)t)
pour tout t € I et presque tout w.

DEMONSTRATION. On pourra se référer a la proposition 44 de [Mon06] ou a la
proposition 3.10 de [Stu03] et les références de cette dernieére. g

L’espace X est donc un espace de Hadamard symétrique au sens ci-dessus. On va
voir qu’il n’est pas a courbure bornée.

Pour r > 0 et a € (0,7), choisissons o € H? et deux rayons géodésiques p1, pa issus
de o formant un angle o. Maintenant, pour A > 0 on choisit ) C  de mesure \? et on
pose 77 = p1(r/)\) et 3 = pa(r/A). On construit des points z,y*, 2* € X par
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T, = o0 pour w € ()

y> = o pour w € O\ Qy
2} = o pour w e Q\ Qy
y) = x7 pour w € Oy
2 = 2 pour w € Qy

On a alors d(z,y*) = d(z,2*) = r et Z,(y),2*) = Zo(27,23) qui tend vers m quand
A — 0. Comme Z,(y*, 2*) = Z,(x7,23) = a, en choisissant a aussi proche de zéro que
voulu, on nie la condition de courbure bornée.

On peut aussi remarquer que dans cet exemple le rang est +o0o. En effet X contient
des sous-espaces convexes isométriques a des espaces de Hilbert de dimension infinie.
Par exemple, si L C H? est une géodésique bi-infinie, {x € X| z, € L, Yw € Q} est un
tel un sous-espace.

L’exemple n’est pas propre au plan hyperbolique et on peut remplacer celui-ci par
n’importe quel espace riemannien symétrique de type non-compact, seule la condition de
courbure non partout nulle est importante. Si X est un espace de Hilbert alors L?(£, X;)
aussi.

On veut maintenant comprendre I’application exponentielle pour X = L?(Q, H?) et
donc, pour cela, comprendre aussi ’espace des directions et le cone tangent en un point.
Comme l'espace X est homogene, on obtiendra des espaces isométriques pour chaque
point. On va donc le faire au point x = (z,,) oll w — z,, est constante égale & un certain
o € H2.

Définition 3.13. Soit (Y, d) un espace métrique séparable de diametre m et {2 un espace
mesuré. L’'intégrale sphérique, f;; Y, de Y au-dessus de () est ’ensemble constituée de
paires (, ) = ((4), (1,,)) telles que

(i) yo €Y, v, € RT pour tout w,

(i) w > v, est mesurable et [, v2 dw =1,

(iii) w +— ¥, est mesurable.

La distance sur f;; Y est alors définie par

cos(d((x,v), (y,w))) = /vaww cos(d(xy, Yuw))dw.

Dans le cas ou 2 est constitué de deux atomes {w1,ws} de mesure 1 alors on retrouve
le joint sphérique X x X de la définition 1.10. Dans ce cas, v; sera cos(f) et vy sera sin(6).
On pourra se reporter a la remarque 48 de [Mon06|.

Proposition 3.14. Pour x € X = L?(Q,H?), l'espace des directions ¥, est isomé-
trigue a l'intégrale sphérique fg Y, et lespace tangent T, est isométrique a l’intégrale
pythagoricienne L?(,T,).
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DEMONSTRATION. Soit g, ¢ deux rayons géodésiques issus de x. Par la proposition
3.12, on a l'existence de {g,},{g.,}, famille de rayons issus de o et v,v’ applications
mesurables 2 — Rt de norme L? égales & 1. Ainsi,

cos(Zx(g,9)) = }/gl(l) cos(Zx(g(t), 9(t')))

2 NV
2 d(glt).a(t)
t—0 2t2

d(g(t),g(t'))?
t2

—1-1/2lim
t—0
1 _
=1-1/2 }gr(l) 2 / (v2 + v’i)tz — 20,0, c08(ZLo(gu (Vt), g, (V1)) dw
Q

= / ’Uw’U!d COS(lo(ng g(i)))dw
Q

Ceci montre que ¥, se plonge isométriquement dans [, 3,. Récripoquement, si ((g.,), (v.))
est un élément de [;) ¥, on construit la géodésique ¢ — g(t) ott (g(t))w = gu(vt) pour
presque tout w.

Maintenant, on définit une application ®: T, — L?(€,T,) par la formule
(A, (9w vw)) = (AVes Guo)-

On calcule alors
d((\, (g,0)), N, (¢, 0")? = A% + N? = 2AX cos </Q VU, cos(éo(gw,géj))dw>
et
AN 0), (V6L = [ (V) (V)2 = 20, - Xl cos(Lofon o)
= A2+ X% — 22\ cos (/Q VU, cos(éo(gw,gfu))dw> :

Ce qui montre que ® est une isométrie et son inverse est donné par

(Awa gw) = ()" (gw, )\w/)\))

ot A=/ [ A2 dw. 0

Ainsi, I’espace tangent en tout point est un espace de Hilbert. Cependant I’application
exponentielle n’est pas continue. En effet, on peut identifier la sphére unité de T, a .
Le contre-exemple a la condition de courbure négative montre que ’on peut trouver une
suite de rayons géodésiques (py,) issus de z tels que Z(pp, pm) —nm—oo 0 et tels que les
points p,, (1) soient uniformément séparés.
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4. Immeubles sphériques

L’ouvrage récent de référence sur les immeubles est [ABO8]. Ici, on donne seulement
les idées et résultats a avoir en téte pour ce qui suivra. Une définition (équivalente aux
définitions usuelles) pratique et plus visuelle pour nous est celle donnée en I11.10A.1 de
[BH99].

Définition 4.1. Un immeuble sphérique de dimension n est un complexe simplicial X
dont les simplexes sont des simplexes sphériques tel que :

(i) X est la réunion d’une collection A de sous-complexes E appelés appartements qui
munis de la distance intérieure sont isométriques a la sphere S™ et cette distance
intérieure induit la distance sphérique sur chaque simplexe. Les simplexes de di-
mension n sont appelés des chambres. Les intersections de chambres sont appelées
cellules ou faces.

(ii) Deux chambres sont incluses dans un appartement commun.

(iii) Soient F et E’' deux appartements contenant tous les deux, deux chambres C' et C”
alors il existe une isométrie simpliciale de E sur E’ qui fixe point par point C et C’

Un immeuble sphérique est dit épais si tout simplexe de dimension n — 1 est une face
d’au moins trois simplexes de dimension n.

Un point étonnant de cette définition est qu’elle ne fait pas intervenir ce que 'on
appelle le groupe de Weyl de I'immeuble qui est une donnée capitale. On pourra le re-
trouver en montrant que tout appartement est un complexe de Coxeter d’un type fixé
et le groupe de Weyl est alors le groupe de Coxeter associé.

Le paragraphe 3.6 de [Ebe96] fait le lien entre espace symétrique de type non-
compact et immeuble sphérique.

Proposition 4.2. Soit X un espace symétrique de type non-compact et de rang r > 1.
1l existe une structure d’immeuble sphérique épais, de dimension r — 1, sur 0X telle que
la distance soit la distance angulaire.

Le groupe de Weyl d’un immeuble au bord d’un espace symétrique de type non-

compact X, est alors le groupe de Weyl du groupe semi-simple des isométries de X.

Dans la suite, des immeubles sphériques de type B, interviendront. On représente le
type d’un appartement en dimension 1 ce qui correspond a p = 2.
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FI1GURE 1. Un appartement de type Bos.



CHAPITRE II

Espaces de dimension télescopique finie

Ce chapitre doit beaucoup a 'article [CL10a] de P.-E. Caprace et A. Lytchak qui
introduit la notion de dimension télescopique. On redonne ici une démonstration de leur
premier théoréme (Théoreme 1.1 chez eux, théoreme 6.1 ici) purement géométriquement
sans utiliser de « flot de gradient ». A la fin du chapitre, on s’intéresse plus particuliere-
ment a des espaces symétriques de dimension télescopique finie.

5. Dimensions géométrique, télescopique et inégalité de Jung

5.1. Dimension géométrique. Dans I’espace euclidien de dimension n le théoreme
de Jung affirme que pour toute partie bornée S C R"™ il existe une unique boule fermée
de rayon minimal r = rad(S) contenant S et on a alors l'inégalité

rad(S) <

=\ 2mTD diam(.S).

De plus, il y a égalité si et seulement si S contient les sommets d’un simplexe régulier
de dimension n et d’arétes de longueur diam(S). Ainsi, pour un espace euclidien E,
on peut caractériser la dimension de ’espace & partir des rapports rad(S)/ diam(.S) ou
S parcourt les parties bornées de E. Pour une version CAT(k), on peut se reporter a
[LS97].

Définition 5.1. Un espace CAT(0), X, est de dimension géométrique plus petite que
n si pour toute partie Y C X de diametre fini, on a 'inégalité

rad(Y) <

=\ 2msD diam(Y").

Cette définition de la dimension géométrique d’un espace CAT(0) n’est pas la défi-
nition originale mais lui est équivalente par le théoréme 1.3 de [CL10a]. La définition
originale est due a B. Kleiner dans [Kle99]. Elle est donnée pour les espaces CAT (k) et
se fait de maniere itérative a ’aide de I'espace des directions qui lui est CAT(1). La di-
mension géométrique d’un espace discret est nulle et on définit la dimension géométrique,
DimGeo, comme la plus petite fonction (& valeurs dans NU{oo}) sur la classe des espaces
CAT(k) telle que DimGeo(X) > DimGeo(X,X) + 1 pour tout z € X. Un des buts de
I’article de B. Kleiner est d’obtenir différentes caractérisations de cette dimension.

Théoréme 5.2 (Théoreme A de [Kle99]). Soit k € R et X un espace CAT(k). Les
quantités suivantes sont égales a la dimension géométrique de X
e sup{DimTop(K) | K C X est compact}, ou DimTop désigne la dimension topo-
logique (dimension de recouvrement de Lebesgue).

25
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e sup{k | H,(U,V) # 0, pour une paire d’ouverts V.C U C X}. ou Hi(U,V) est le
k-ieme groupe d’homologie relative de U par rapport a V.

La propriété suivante pour les espaces CAT(1) de dimension géométrique finie nous
sera utile.

Proposition 5.3 (proposition 1.4 de [BLO5]). Soit X un espace CAT(1) complet et Y C
X une partie convexe fermée de dimension géométrique finie. Si'Y est de rayon inférieur
a /2 alors l'ensemble des centres circonscrits posséde un unique centre circonscrit,
appelé centre des centres, qui est invariant par toute isométrie laissant Y invariant.

5.2. Cobnes asymptotiques. La dimension géométrique d’un espace est une no-
tion locale puisqu’elle fait intervenir I’espace des directions en chaque point. On veut
maintenant définir une quantité « & grande échelle ».

Définition 5.4. Un ultrafiltre non principal sur N est une mesure de probabilité finiment
additive, w sur N telle que

- w(S) € {0,1}, pour tout S C N.

— w(F) =0, pour toute partie finie F' C N.

L’existence d’ultrafiltres non principaux est une conséquence du lemme de Zorn. En
effet, ’ensemble des parties de N de mesure 1 forme un filtre de parties maximal pour la
relation d’inclusion. La vision probabiliste est cependant plus agréable a manipuler pour
ce qui nous concerne.

Fixons, w, un ultrafiltre non principal sur N. Soit X est un espace topologique, x un
point de X et (x,)nen une suite de points de X. On dit que (x,) converge vers x (rela-
tivement & w) si pour tout voisinage U de z, w({n|x, € U}) = 1. Si X est séparé alors
toute suite possede au plus une limite et ’on note lim,, x,, = z. La propriété principale
des ultrafiltres est la suivante. Si X est compact alors toute suite est convergente.

Soit w un ultrafiltre non principal et (X, d,,, z,,) une suite d’espaces métriques avec
point base z,,. On note Xoo = {(yn) € [[ Xn | (d(2n,yn))n est bornée}. Cet espace est
muni d’une pseudo-distance d(y, z) = lim,, d,,(yn, zn). L’espace quotient associé a la rela-
tion « étre a distance 0 » est alors un espace métrique noté (X, d,,) appelé ultraproduit
des X, relativement a w. Pour plus de détails, on pourra se reporter au chapitre 2 de
[Gro93] et au paragraphe 2.4 de [KL97].

Définition 5.5. Soit (X, d) un espace métrique. Un céne asymptotique sur X est un
ultraproduit relativement & un ultrafiltre w, de la suite (X, e, d, z,,) ol (e;,) est une suite
de réels strictement positifs tendant vers 0 et (z,,) une suite de points de X.

On pourra remarquer que si (X, d) est un espace CAT(0) alors tout cone asympto-
tique sur X est aussi un espace CAT(0) et méme complet (voir proposition 2.4.6 de loc.
cit.). Pour se faire une idée de ce que produit la construction d’un céne asymptotique,
on peut considérer deux exemples CAT(0) extrémaux : L’espace euclidien et le plan hy-
perbolique.
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Dans le cas d’un espace euclidien (F,d), pour tout A > 0, 'espace (E, Ad) est iso-
métrique a (F,d) par 'homothétie de rapport . Ainsi un céne asymptotique sur E est
isométrique a un ultra-produit ou tous les facteurs sont isométriques & E. Finalement,
tout cone asymptotique sur E est isométrique a F.

Dans le cas du plan hyperbolique, le comportement est bien différent puisque tout
cone asymptotique est un arbre réel (voir la remarque 5.8).

5.3. Dimension télescopique.

Définition 5.6 (Introduction de [CL10a]). Soit (X, d) un espace CAT(0). On dit que X
est de dimension télescopique n sin est le plus petit entier tel que tout cone asymptotique
sur X est de dimension géométrique au plus n.

Comme la dimension géométrique, la dimension télescopique peut s’exprimer & 'aide
d’une inégalité inspirée de celle de Jung.

Proposition 5.7 (Théoreme 1.3 de [CL10a]). Un espace CAT(0), X, est de dimension
télescopique plus petite que n si et seulement si pour tout § > 0, il existe D > 0 tel que
pour toute partie Y C X de diamétre fini supérieur a D, on a l'inégalité

2(n+1)> diam(Y").

Remarques 5.8. (i) Un espace CAT(0) est de dimension télescopique 0 si et seule-
ment si il est borné.

(5.1) rad(Y) < ((5 +

(ii) Un espace (X,d) est Gromov-hyperbolique s’il existe § > 0 tel que (X,d) est -
hyperbolique. C’est & dire que pour tout zg,z,y,z € X

<.’L“Z>$0 > min{(x\y>m, <y’z>zo} -0

On se reportera a la section 20 pour une définition du produit de Gromov (x|y)z,.
En multipliant la distance par € > 0, un espace §-hyperbolique devient ed-hyperbolique.
Ainsi, un cone asymptotique d’un espace Gromov-hyperbolique géodésique est un
un espace géodésique et 0-hyperbolique, c’est un arbre réel (voir la définition 2.7
de [GdIH90]). En fait un espace CAT(0) est de dimension télescopique 1 si et
seulement si il est de plus hyperbolique au sens de Gromov (voir I'introduction de
[CL10a]).

Etre localement compact et étre de dimension télescopique finie ne sont pas des
propriétés liées. On verra dans le chapitre 111 des espaces non localement compacts mais
de dimension télescopique finie et on peut construire un espace localement compact de
dimension télescopique infinie en recollant des morceaux d’espaces dont la dimension
grandit en partant a U'infini (voir le paragraphe 2.1 de loc. cit.).

6. Intersection décroissante de parties convexes

Dans le cas d’un espace CAT(0) propre, on a la dichotomie suivante. Soit 1’espace
est borné soit le bord est non-vide. Cette dichotomie n’est plus vraie en dimension
télescopique finie (méme en dimension géométrique finie). Considérons I’espace métrique
constitué d’'un point duquel partent une infinité de segments dont les longueurs forment
une famille non bornée.



28 II. ESPACES DE DIMENSION TELESCOPIQUE FINIE

Cet espace ne possede pas de géodésique infinie donc son bord est vide bien qu’il ne soit
pas borné. De plus, c’est un arbre donc sa dimension géométrique est 1.

Théoréme 6.1. Soit X un espace de Hadamard de dimension télescopique finie. Soit
(Xi)ien une suite décroissante de parties convexes fermées d’intersection vide. Alors il
existe un point & € 0X, appelé centre des directions, qui appartient a 1’ intersection des
0X;. De plus, pour tout n € N0X;, on a L(&,n) < 7/2.

DEMONSTRATION. Soit p un point de X. Par la proposition 1.15, si z; est le projeté
de p sur X; on a d(p,z;) — oco. On introduit les notations suivantes :

Ny =min{i € N, d(p,z;) > t},
pour i > Ny, x;(t) est le point de [p, z;] & distance t de p,
C = {aalt), i > Ny},

D, = diam(C}),

pour i > Ny, ! est le centre de {z;(t),
r! est le rayon de l'ensemble {x(t), j

et

J=>i
> i},

b

Il y a alors deux possibilités. La fonction, croissante, t — D; est bornée ou non. Dans
le premier cas, on a alors la convergence de (z;) vers un point du bord. Ce point ne
dépend pas de p et la boule de rayon 7/2 autour de ce point contient NOX;. On se place
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maintenant dans le second cas. Si X est de dimension telescopique n, on fixe un § > 0
tel que 52 + . / W +1) < 1 et on a alors 'existence d’'un D > 0 donné par la définition.

Soit t > tel que Dy > D et soit 7, j deux entiers tels que j > i > N;. Puisque X; C Xj,
on a Zy,(p,xj) > /2 (par 1.13). Ainsi, Z,(x;,7;) < 7/2 et donc d(z;(t), z;(t)) < V/2t.
L’inégalité de Jung (5.1) donne

o< <5+ 2(nn+1)> D, < (5ﬂ+ (nil))t

L’inégalité triangulaire donne alors

d(p, ct) > d(p,zi(t)) — d(zi(t), ct) > {1 — <5\/§+ (ni 1)>] t

Par le lemme 1.14, on a d(c}, c} \/ 2(( )?). Comme (r}); est décroissante, on

en déduit que (c},)y est de Cauchy. Notons ct la hmlte et remarquons que

(6.1) d(p,ct)Z{ <5f+ - +1)>}t.

On va maintenant s’attacher & montrer que ¢; converge vers un point du bord quand ¢

tend vers +oo. Pour ¢/ >t > 0 et j > i > Ny on introduit le point noté ct et situé

sur [p,cl] & dlstance Ld(p,c ') de p Par comparaison CAT(0), on a d(zj( ), f,ct) <
Ld(z;(t'),c "y < t,r Ainsi, rf < t,r Notons 7; la limite (croissante) des (rf);, alors

’”7 < < v/2 et donc (”) converge quand ¢ tend vers +o0. Dans le triangle z;(t), 7 Let' o

— t 1
avec m le milieu de % ', ¢, I'inégalité CAT(0) donne

o). m? < 5 (o0 P + dla ), 5e)?) - e

Comme m n’est pas le centre de CI, il existe un j pour lequel d(m,z;(t)) > r! et
c

avec les inégalités d(x;(t),ct) < r! et d(z;(t), tt,ct) < f,rt on obtient d(% Y <
2 rt rt 2 . .
2t e <7’) et en faisant tendre ¢ vers +o00 on a
2
2 t N 2
t r T
d = Ct < 212 — ] - —
t! t t
Fixons tg > 0 et ¢ > 0. Pour conclure, il suffit de voir que les points z = d(; C,f)c et

y = %ff,ctl sur les segments [p, ¢!] et | ,ct/], d(z,y) est aussi petite que I'on veut pour

t,t" assez grand. Par le théoréme de Thales dans le triangle de comparaison associé au

triangle de sommets p, ¢!, tt,ct ,on ad(z,y) < a0 ct)d (tct c ) Maintenant, pour ¢t
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t/ 2 t 2 2 ., e, s .
tels que (’;—,) — <%> < &* avec l'inégalité 6.1, on obtient

V2e
= (v )

Si € est la limite des ¢; alors £ ne dépend pas du point base p car la projection sur une
partie convexe et toutes les autres constructions utilisées n’augmentent pas les distances.
Ainsi, on peut choisir p dans un X; et alors par convexité, on a ¢; € X; pour tout ¢ > 0
donc ¢ € 0X;. Finalement, £ appartient bien & N;0.X;.

d(z,y) <

Soit n € NOX; et p le rayon géodésique issu de p pointant vers 7. Fixons i € N et
notons p}* le projeté de p(u) sur X;. Comme la distance de p(u) & X; est bornée et que la
distance a X; est convexe, on a que d(py', p(u)) est majorée par d(p, X;). Ainsi, p}' converge
a l'infini vers 7. Alors pour t > 0 et i > Ny, 5, (x;(t), p) = limy 00 d(xi(t), pf) — d(p}', p)-
Comme Z,, (p,p{) > m/2, on a par comparaison CAT(0), d(z;(t),p¥) < d(p,p}') et donc
Bn(zi(t),p) < 0. Par convexité et continuité des fonctions de Busemann, on obtient
By(ct,p) < 0. La formule angulaire asymptotique 1.26 permet alors de conclure que
lim inft 00 Za(p(u), ct) < 7/2 et par le lemme 1.27, Z(&,n) < 7/2.

O

Remarques 6.2. (i) L’existence d’une telle suite de parties convexes assure donc, en
particulier, le fait que 0X # ().

(ii) Les idées utilisées pour montrer ce théoréme sont tres proches du paragraphe 6 de
[Buy98]. En particulier la courbe ¢ — ¢! est appelée courbe des centres virtuels
associés a la suite (x;). Ici on montre sans utiliser la seconde courbe des centres
virtuels qu’il y a convergence a l'infini. Si on suit la méthode de S. Buyalo, on
obtient que cette seconde courbe des centres virtuels est une géodésique de p a &.

(iii) Le point £ ainsi construit est canonique dans le sens ol toute isométrie de X laissant
invariants les X; fixe £&. On peut montrer un peu plus.

Proposition 6.3. Soit (X;)icn et (X])ien deuz suites de parties convexes fermées d’in-
tersection vide d’un espace de Hadamard de dimension telescopique finie. Soit & et £ les
centres des directions respectifs donnés par le théoréeme 6.1. Supposons que pour tout n,
il existe m' tel que X,, C X!, et que pour tout n’ il existe m tel que X!, C X,. Alors

£=¢.

DEMONSTRATION. Commencons par remarquer que si ¢ : N — N est une extrac-
tion (application strictement croissante) alors les suites (X;)ien et (X, (;))ien ont méme
centre des directions & 'infini. En effet, la courbe ¢! de la démonstration ci-dessus est
obtenue comme limite de la suite (c!) et comme une sous-suite d’une suite convergente
converge vers la méme limite, on a le résultat.

Par la propriété d’emboitement de (X;) et (X/), on peut trouver deux extractions ¢
et ¢’ telles que pour tout i € N, KXoy © X(’p,(i) C Xy(i+1)- Définissons alors Xl = X;
et X941 = X/. Alors, (X7;) vérifie les conditions du théoréme 6.1 et possede donc un
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centre des directions qui est donc le méme que celui de (X, ;) et (X ; , (i)). Ainsi, les deux
suites (X;)ien et (X])ien ont bien méme centre des directions. O

7. Conséquences

Dans cette section, on redonne les applications que 1'on trouve dans [CL10a] sur
les espaces CAT(0) de dimension télescopique finie. Comme nous n’en donnons pas de
preuve, nous renvoyons au texte cité. On commence par une conséquence sur une topo-
logie plus faible que la topologie métrique initiale.

Définition 7.1 (Définition 8 de [Mon06]). Soit X un espace métrique. La topologie
. sur X est la topologie la plus grossiére pour la laquelle toutes les parties convexes et
fermées pour la topologie métrique sont fermées pour 7.

Une premiere propriété importante de cette topologie pour les espaces de Hadamard
est que toute partie convexe fermée et bornée est compacte (sans étre nécessairement
séparée) pour 7. (théoreme 14 de [Mon06]). Si X est un espace de Hadamard, cette
topologie s’étend & X = X U 0X en déclarant que pour toute partie convexe de Y
de X, I'adhérence Y (pour la topologie usuelle sur X) est fermée pour .. Avec cette
topologie, si X est un espace de Hadamard qui est de plus Gromov-hyperbolique alors X
est compact (proposition 23 de [Mon06]). Pour les espaces de Hadamard de dimension
télescopique finie, on obtient la reformulation suivante :

Proposition 7.2 (Remarque 1.2 de [CL10a]). Soit X un espace de Hadamard de di-
mension télescopique finie alors X est compact pour la topologie 7.

La condition de finitude sur la dimension télescopique a des conséquences sur le bord
a I'infini.
Proposition 7.3. Soit X est un espace de Hadamard de dimension télescopique finie et

&€ 0X. Alors le bord a linfini de toute horoboule centrée en & coincide avec la boule de
rayon /2 (pour la distance angulaire) de 0X centrée en §.

DEMONSTRATION. La preuve du lemme 3.5 de [CMO09b] (méme énoncé mais dans le
cas ot X est propre) est en fait général et s’appuie uniquement sur la formule 1.26. O

On va maintenant s’intéresser aux actions par isométries sur des espaces CAT(0) de
dimension télescopique finie.

Définition 7.4 (Définition 8 de [Mon06]). Soit G un groupe topologique agissant conti-
niiment par isométries sur un espace métrique X. On dit que 'action G ~ X est évanes-
cente s’il existe T' C X non-borné tel que pour toute partie compacte ) de G, I’ensemble
{d(gz,x)| g € Q,x € T} est borné.

Cette définition a pour but de remplacer l'existence de point fixe a infini pour
une action sur un espace de Hadamard non propre. En effet, Si G agit contintiment
par isométries sur un espace de Hadamard propre, X, alors 'action est évanescente si
et seulement si G posséde un point fixe & l'infini (voir la proposition 27 de [Mon06)).
Toujours dans [Mon06], N. Monod introduit la notion d’action réduite. un groupe G
agit de maniere réduite sur un espace CAT(0), X, s’il n’existe pas de partie convexe
fermée bornée Y C X telle que pour tout g € G, gY et Y sont a distance de Hausdorff
finie.
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Proposition 7.5 (Proposition 1.8 de [CL10a]). Soit X un espace de Hadamard de
dimension télescopique finie et G < Isom(X) un sous-groupe du groupe d’isométries.

(i) Llaction G ~ X est evanescente si et seulement si elle possede un point fize dans

X.

(i) Si G ne fize pas de point a linfini alors, il existe une partie convezxe fermée Y C X
G-invariante sur laquelle [’action est minimale.

(iii) Si X est irréductible et G agit minimalement sans point fize a l'infini alors il en
est ainsi pour tout sous-groupe {e} # H < G. De plus, Uaction G ~ X est réduite.

(iv) SiIsom(X) ~ X est minimale alors pour toute partie convezre ferméeY G X, on

adY ¢ 0X

Rappelons les notations suivantes de la section 1.5. On note Cy 'espace vectoriel des
fonctions continues sur un espace CAT(0), X, qui s’annulent en un point xg. On le munit
de la topologie de la convergence ponctuelle et on note D le sous-ensemble des fonctions
distances normalisées en x.

Proposition 7.6 (Proposition 4.8 de [CL10a]). Soit X un espace CAT(0) de dimension
télescopique finie non réduit a un point et tel que Isom(X) agit minimalement. Si D
contient une fonction affine alors il existe une décomposition en produit X = R x X'.

En fait, la preuve de cette proposition permet de montrer plus car la décomposition
ci-dessus est obtenue par 'existence d’une fonction de Busemann et le facteur R est
obtenu grace a cette fonction de Busemann.

Proposition 7.7. Soit X un espace CAT(0) de dimension télescopique finie non réduit
a un point et tel que Isom(X) agit minimalement. Soit X = E XY sa décomposition
de de Rham ot E est le facteur euclidien (de dimension finie) de de Rham. Alors les

fonctions affines de D sont exactement les fonctions de Busemann associées a un point
de OF.

Le théoreme suivant est inspiré par un théoreme [AB98a] de S. Adams et W. Ball-
mann. L’hypothese de compacité locale initiale est remplacée par celle de dimension
télescopique finie.

Théoréme 7.8 (Théoréme 1.6 de [CL10a]). Soit X un espace de Hadamard de dimen-
sion télescopique finie et G un groupe moyennable agissant continiment par isométries
sur X. Alors G fize un point de 0X ou G laisse invariant un sous-espace euclidien.

Pour des espaces de Hadamard généraux, il n’existe pas de décomposition du type
décomposition de de Rham mais dans le cas des espaces de Hadamard de dimension
télescopique finie, on le résultat suivant.

Proposition 7.9 (Proposition 6.1 de [CL10a]). Soit X un espace de Hadamard de
dimension télescopique finie tel que Isom(X) ~ X soit minimale. Alors il existe une
décomposition mazimale en produit

X~R"x X1 x---xX,,

ot chaque X; est irréductible non borné et non isométrique a R. De plus, toute isométrie
agit en préservant cette décomposition a une permutation des facteurs pres.
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8. Espaces CAT(0) symétriques propres

Nous allons montrer que la définition d’espace symétrique CAT(0) coincide avec la
notion classique d’espaces riemanniens symétriques a courbure négative dans le cas ou
I’espace est propre. On va donc s’attacher a retrouver la structure différentiable. Les
idées développées dans [CMO09a, CMO09b] sont largement utilisées et on pourrait se
limiter & montrer comment cela découle du théoréeme 1.1 de [CMO09b] mais on en donne
une preuve « élaguée » dans notre cas particulier.

La démonstration repose sur la résolution du cinquieme probleme de Hilbert par D.
Montgommery et L. Zippin. Cette résolution utilise de maniére cruciale la compacité
locale et donc la démonstration suivante telle quelle ne s’adapte pas pour les espaces
symétriques non localement compacts. L’énoncé suivant est un cas particulier du résultat
de D. Montgommery et L. Zippin (voir [MZ55] pour une référence originale). Pour des
notions sur les groupes moyennables, on pourra se référer a la section 14.1. Si G est
un groupe localement compact connexe le radical moyennable est le plus grand groupe
fermé moyennable distingué de G. Un tel sous-groupe existe et est bien unique. On peut
trouver une preuve de existence de ce groupe a proposition 4.1.12 de [Zim84] et la
notion a été introduite par M.M. Day dans [Day57].

Théoreme 8.1. Si G est un groupe localement compact connexe de radical moyennable
trivial alors G est un groupe de Lie semi-simple sans facteur compact.

DEMONSTRATION. C’est un cas particulier du théoréme 11.3.4(ii) de [Mon01] dans
le cas ou G est connexe et avec radical trivial. O

Si X est un espace CAT(0) propre alors il existe une topologie naturelle sur son
groupe d’isométries qui en fait un groupe topologique, c’est la topologie compacte-ouverte.
Pour K compact de X et U ouvert de X, on pose

W(K,U) ={g € Isom(X)| g(K) Cc U}.

La topologie compacte-ouverte est alors la topologie la plus fine sur Isom(X) contenant
W(K,U) pour tout compact K C X et tout ouvert U C X.

Théoréme 8.2. Soit X un espace CAT(0) propre. Le groupe des isométries de X muni
de la topologie compacte-ouverte est un groupe localement compact et le stabilisateur de
chaque point est un sous-groupe compact.

DEMONSTRATION. La section IV.2 de [Hel01] donne ce résultat dans le cadre de la
géométrie riemannienne mais tous les arguments s’appliquent aussi ici sans modification.

0

Lemme 8.3. Soit G un groupe agissant par isométries sur un espace de Hadamard X .
Alors il existe une partie convere G-invariante, AG C 0X, contenue dans le bord de
toute partie fermée convexe G-invariante de X .

DEMONSTRATION. Soit  un point de X. Appelons AG C 90X le bord a l'infini de
I’enveloppe convexe fermée de l'orbite de x, notée conv(G - x). Par construction, AG est
une partie convexe du bord G-invariante. Il suffit alors de voir que AG ne dépend pas
de z. Soit y € X, posons r = d(x,y). Le r-voisinage, V,.(conv(G - z)), de conv(G - x)
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contient donc y et par la proposition 1.13, c’est une partie convexe fermée de X donc
conv(G - y) C Vy(conv(G - x)). Finalement, 0 (conv(G - x)) = 9 (conv(G - y)). O

Théoréme 8.4. Soit X un espace symétrique CAT(0) propre alors
X~ExXY

ot E est un espace euclidien et Y un espace riemannien symétrique de type non-compact.
Les espaces E et Y sont peut-étre réduits a un point.

DEMONSTRATION. Grace au lemme 3.11, on sait qu’en tout point z € X, le cone
tangent est un espace euclidien donc, X est de dimension géométrique finie majorée par la
dimension topologique d’un céne tangent et son bord est aussi de dimension géométrique
finie. On peut alors faire la décomposition de de Rham de la proposition 7.9

X~ExY; x---xY,.

ou E est le facteur euclidien et les Y; sont des espaces CAT(0) propres irréductibles.
Toute géodésique g de X s’écrit t — (gg(vgt), g1(vit), ..., gn(vat)) OU gE, g1, - - -, gn SONL
des géodésiques de F et des Y; et vg, v; sont des réels positifs tels que v% +3 v? = 1.
En considérant des géodésiques avec v; = 1 pour un certain 7, on voit que chaque Y; est
sans branchements géodésiques et que les symétries de X induisent des symétries pour les
Y;. Ainsi, on voit que chaque Y; est lui aussi un espace symétrique CAT(0) propre mais
irréductible. Appelons G; la composante neutre (pour la topologie compacte-ouverte)
du groupe des isométries de Y; et R; son radical moyennable. Le point principal pour

montrer que R; est trivial est le fait suivant.

Affirmation 1 : Le groupe G; ne fixe pas de point a l'infini de Y; . En effet, sup-
posons que G; fixe un point £ € 9Y; . Soit alors n € JY; un autre point a Uinfini et
x € Y;. Notons g 'unique géodésique bi-infinie telle que ¢g(0) = x et g(co) = 1. Notons
7; la transvection telle que 7(z) = g(t). Alors pour tout ¢, 7 € G et comme 74 fixe & et
n, ZLz(&§,m) = £ (&, m). Ainsi, par la proposition 1.24 (ii), Z,(&,n) = Z(§,n) pour tout
ey,

Maintenant, soit x,y € Y;, on appelle n € 0Y; 'extrémité du rayon géodésique issu
de = et passant par y. Par ce qui précede et la formule angulaire asymptotique, on a
alors

B£($, y) = d(x7 y) tllglo COS(ZJE(T(t)a y))
= d(z,y) cos(£(&;n)),

ce qui montre que ¢ est une fonction affine et le lemme 1.35 conclut I'affirmation 1.

Affirmation 2 : Tout sous-groupe distingué non trivial de GG; agit minimalement.
En effet, soit N un sous-groupe distingué non trivial de G;. Si N ne possede pas de par-
tie fermée convexe invariante et minimale décroissante pour ces propriétés, il existe une
suite décroissante de parties X,, fermées convexes et N-invariantes telle que NX,, = 0.
Par le théoreme 6.1, I'intersection des bords est donc de rayon plus petit que /2. Par
le lemme 8.3, AN est aussi de rayon plus petit que m/2. De plus, AN # () car s’il existe
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une orbite non-bornée, par compacité de X, alors cette orbite possede une valeur d’adhé-
rence a I'infini et IV ne peut pas avoir d’orbite bornée car dans ce cas le centre circonscrit
serait fixé par N ce qui donnerait une partie minimale invariante. Comme le rayon de
AN est plus petit que /2, que 9Y; est de dimension finie et que G; laisse invariant
AN, le centre des centres donnés par 5.3 est un point fixe de G; ce que 'affirmation 1
empéche. Ainsi, N possede une partie fermée convexe invariante minimale Z, il reste a
voir que Z = Y; tout entier. Comme G; normalise N, pour tout g € G;, gZ est aussi une
partie fermée convexe N-invariante minimale. Comme 'action de G; est transitive, la
réunion Uge, g4 est Y; tout entier. Par la proposition 1.21, Y; se décompose en produit
Y; ~ Z x Z'. Comme Y est irréductible, un des facteurs est réduit & un point. Si Z est
réduit & un point, alors tout point est fixé par N et IV est trivial. Ainsi Z’ est un point
et donc Z =Yj, ce qui conclut I'affirmation 2.

Supposons que R; (le radical moyennable de G;) est non trivial, alors par Paffirma-
tion 2, R; agit minimalement. Par le théoreme 7.8, R; fixe un point au bord ou laisse un
sous-espace euclidien invariant. Si la deuxieme possibilité est vraie alors par minimalité,
Y; est un espace euclidien, ce qui contredit I’hypothese sur Y;. Dans le cas ou R; fixe un
point £ € 9Y; alors son groupe dérivé R!, fixe toute horoboule centrée en £. On remarque
que R/ est aussi distingué dans G; donc par Paffirmation 2, nécessairement, R} est trivial.
Ainsi, R; est abélien. Pour g € R;, la fonction distance de translation x — d(gz,x) est
alors R;-invariante. Comme cette fonction est convexe et que l'action de R; est minimale,
elle donc constante. Ce qui signifie que g est une translation de Clifford et donc par le
théoreme 1.8, Y; ~ Y/ x R. Ce qui contredit ’hypothese sur Y;.

Ainsi, le radical moyennable de G; est trivial. On peut alors appliquer le théoreme 8.1
et G est un groupe de Lie semi-simple connexe a centre trivial. Donc G; est un produit
de groupes de Lie simples, G; ~ G} X oo X Gf. Chacun des Gf agit minimalement par
affirmation 2. Si k > 2 alors pour g € G}\ {e}, tous les éléments de G? commutent avec
g et donc g est de nouveau une translation de Clifford. Ainsi G; est un groupe de Lie
connexe simple. Soit K; un sous-groupe compact maximal, K; fixe un point « € Y; et par
le théoreme 8.2, le stabilisateur de = dans G; est compact donc K; est le stabilisateur
de z dans G;. Comme Daction est transitive, ¥; ~ G;/K; (ce n’est pour 'instant qu’une
bijection).

Soit S, la symétrie en = et o la conjugaison par S, dans Isom(Y;) qui laisse G;
invariant car elle est continue et fixe ’élément neutre. C’est donc un automorphisme
involutif du groupe de Lie G; et il induit une involution linéaire de I’algebre de Lie g;. Un
calcul montre que si o(g) = g si et seulement si g € K;. Notons t; ’algebre de Lie de Kj.
Comme ¢ est continu, ¢’est un automorphisme analytique de différentielle do en I'identité
qui est un morphisme involutif de I'algebre de Lie g;. De plus, la formule o(exp(T')) =
exp(doT) pour T' € g; montre que doT = T si et seulement si Sy (exp(tT)x) = = pour
tout t, c’est a dire si et seulement si T' est dans ’algebre de Lie, t;, de K;. Notons p; le
sous-espace propre de do pour la valeur propre —1 alors g; = t; ® p;. Si B; est la forme
de Killing de G; alors la formule

[do(T)[U, V]] = [do(T), do([do(U), do(V)))] = do ([T [do (U), do(V)]]),
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montre que B;(do(T),U) = B;(T,do(U)). Ainsi, g; = t; @ p; est une décomposition de
Cartan (voir la section 2.2).

Notons X; ~ G;/K; l'espace symétrique de G; alors p; s’identifie a I'espace tangent
de X; au point o correspondant a K; et on a
exp,: p;i — X;
U ~ expU)o.

De plus, le lemme 3.11 permet d’identifier le cone tangent T, de Y; a p; et on a
exXp,: pi — Y;
U — expU)zx.
Ainsi p; possede deux produits scalaires, I'un venant de T, 'autre de T,X;, tous deux
invariants sous l'action adjointe de K;. Comme G; est simple, cette action est irréductible
donc ces deux produits scalaires sont proportionnels. Quitte & renormaliser la distance
de X;, on peut supposer qu'ils sont égaux. Ainsi, ® = exp, o exp, ! réalise un homéomor-
phisme tel que pour tout y € Y;, dx,(®(y),0) = dy,(y, z). Finalement, comme G; agit
transitivement sur X; et Y; et commute avec ®, on obtient que ® est une isométrie entre
Y; et X;. O



CHAPITRE III

Des espaces de dimension infinie et de rang fini

Dans ce chapitre nous étudions une famille d’espaces CAT(0) symétriques non loca-
lement compacts mais de rangs fini. L’approche est essentiellement métrique bien que
ces espaces possedent une structure de variétés riemanniennes.

9. Formes quadratiques d’indice fini

On rappelle des faits classiques sur les formes quadratiques réelles en dimension finie
et des résultats généraux sur les formes quadratiques réelles en dimension infinie issus

de [BIMO5].

Soit H un espace vectoriel réel et @ une forme quadratique sur H. On note B(x,y) =
1/4(Q(x +y) — Q(xr — y)) la forme bilinéaire associée. Si S est un sous-ensemble de H,
on note S*@ = {x € H; Vy € S, B(x,y) = 0}. On dit que Q est non-dégénérée
si Hte = {0}. La forme quadratique @ est définie positive si Q(x) > 0 pour tout
x € H\ {0} et définie négative si Q(z) < 0 pour tout = € H \ {0}. On dit que @ est
définie si @Q est définie positive ou définie négative et on note cela (Q > 0 ou ) < 0 selon
le signe.

Un sous-espace totalement isotrope E est un sous-espace vectoriel tel que Q|g est
nulle. L’indice i(Q) est alors défini par

i(Q) = max{dim(E); Q|g = 0}.
On définit aussi
i+(Q) = max{dim(F); Q|g > 0}
et
i (Q) = max{dim(E); Qls < 0}.
Proposition 9.1 (proposition 2.1 de [BIMO5]). Soit Q une forme quadratique d’indice

fini.
Alors

(1) 1(Q) = min{iy (Q),i-(Q)}-

Supposons de plus i(Q) = i+ Q.
(i) Si E C H est tel que Q| > 0 et dim(E) = i(Q) alors H = E® E*e et QlgpLe <0.

(iii) Si H = E © E_ est une décomposition orthogonale avec Q|g, > 0 et Q|p_ <0
alors dim(E;) = i(Q).

37
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Si H = E4 ® E_ est une décomposition orthogonale avec Q|g, > 0 et Q|g_ <0, on
définit
<xZ,Yy>= B($+, y-l-) - B($—7y—)
olx=x4+z_ et y=ys +y_ sont les décompositions de = et y selon £, & E_. C'est
une forme bilinéaire définie positive.

Définition 9.2. Soit ) une forme quadratique sur H. On dit que Q est fortement non-
dégénérée d’indice fini si elle est non-dégénérée, d’indice fini et (H, <, >) est un espace
de Hilbert.

A priori, cette définition dépend de la décomposition £+ @ E_ choisie pour définir
<, >. Cependant, le lemme 2.4 de [BIMO5] montre qu’elle n’en dépend pas. Deux
décompositions comme ci-dessus définissent deux produits scalaires équivalents c’est &
dire que les normes associées sont équivalentes dans le sens ci-dessous.

Si E et E’ sont deux espaces vectoriels munis de forme quadratique Q et Q’, on dit
que ces deux formes quadratiques sont équivalentes s’il existe une application linéaire
inversible f : E — E’ telle que Q' = Qo f. Une application linéaire inversible f : £ — E
telle que Q = Qo f est dite orthogonale et ’ensemble des applications orthogonales forme
un groupe pour la composition. Ce groupe est appelé groupe orthogonal de Q) et est noté

0(Q).

C’est un résultat classique en dimension finie (voir par exemple le théoréme 6.6
de [Per82]) que la signature caractérise complétement la classe d’équivalence d’une
forme quadratique réelle. Ce résultat s’étend aux formes quadratiques fortement non-
dégénérées. Pour cela il faut étendre la définition de la signature en dimension infinie. Soit
@ une forme quadratique fortement non-dégénérée d’indice fini sur H et H = E, & E_
une décomposition orthogonale avec Q|g, > 0 et @Q|g_ < 0. La forte non-dégénérescence
impose a (E4,Q|g, ) et (E_, —Q|g_) d’étre des espaces de Hilbert. Si d+ est le cardinal
d’une base de Hilbert de E4 alors la signature de @ est le couple (d4,d_).

Proposition 9.3 (Proposition 2.7 de [BIMOS5]). La signature est un invariant complet
d’équivalence entre formes quadratiques fortement non-dégénérées d’indice fini.

Proposition 9.4 (Proposition 2.8 de [BIMO5]). Si Q est une forme quadratique forte-
ment non dégénérée d’indice fini sur H et E C H est un sous-espace fermé tel que Q|p
est non dégénérée alors Q| est fortement non dégénérée et H = E @ E1Q.

Proposition 9.5 (Théoreme de Witt). Soient E un espace vectoriel de dimension finie,
Q une forme quadratique sur E et G, G’ deuz sous-espaces de E. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) il existe f € O(Q) tel que f(G) =G,
(ii) les formes Q|a et Qlar sont équivalentes.
DEMONSTRATION. C’est le théoreme VIIL.4.1 de [Per82]. O

Corollaire 9.6. Soient H un espace vectoriel réel, QQ une forme quadratique fortement
non dégénérée d’indice fini sur H et G, G’ deur sous-espaces de dimension finie de H.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) il existe f € O(Q) tel que f(G) =G,
(ii) les formes Q|a et Qlar sont équivalentes.

DEMONSTRATION. Si H est le sous-espace (de dimension finie) engendré par G et
G, le théoreme de Witt (proposition 9.5) montre qu’il existe f : H — H application
orthogonale pour Q| telle que f(G) = G’. On prolonge f par Iidentité sur H+<. Ceci
a bien un sens car Q|z est non dégénérée et alors H = H @ HQ par la proposition
9.4. O

L’énoncé suivant est donné sans preuve dans [BIMO05], nous en donnons une preuve.

Proposition 9.7. Soient H un espace vectoriel réel, Q) une forme quadratique fortement
non dégénérée d’indice fini sur H. Si f est une application orthogonale pour @ alors f
est un opérateur borné pour toute norme hilbertienne associée a Q.

DEMONSTRATION. Soit H = Ey & F_ une décomposition comme dans 9.1.(iii) avec
i(Q) = dim(E, ). On note || || la norme hilbertienne associée. Si f € O(Q) alors f|g,
est bornée car dim(Ey) < oo.

Siz € E; avec ||z|| = 1 alors Q(f(x)) = 1 et donc il existe A > 0 et uy € EL avec
[lut|| = 1 tels que f(x) = ch(A)uy +sh(X)u_. Comme f|g, est bornée, il existe Apax > 0
tel que 0 < A < Apax pour tout z. De la méme maniere, si y € E_ avec ||y|| = 1 alors
il existe u > 0 et vy € Ey avec ||vg|| = 1 tels que f(y) = ch(p)v— + sh(p)vy. Soit
Pr_ le projecteur orthogonal (pour la structure hilbertienne ou pour @, c’est le méme
opérateur) alors Pr, o f|g, est injective et donc surjective (sinon il existerait x € E4 \0
tel que f(z) € E_ et donc Q(f(z)) <0). Soit y € E_ de norme 1 alors il existe v € E
tel que uy = vy. Pégalité 0 = B(x,y) = B(f(x), f(y)) donne sh(u)ch(\) =< u_,v_ >
ch(p)sh(N). Puisque p et A sont positifs, < u_,v_ >€ [0, 1] et donc tanh(x) < tanh(\)
et par croissance de la fonction tangente hyperbolique 0 < p < Apax. Finalement,
f @I < ch(Amax) + sh(Amax)- O

Le lemme 11.10 précise la norme d’un élément de O(Q) en fonction de certains angles
hyperboliques.

10. Grassmannienne de type non-compact

10.1. L’espace X(Q). Soit p > 1 un entier et H un espace de Hilbert réel séparable
(de dimension finie supérieure a 2p ou infinie) et soit (e;) une base de Hilbert. Si (z;)
est la famille des coordonnées d’un vecteur x, on définit une forme quadratique @ par la
formule

p

(10.1) Qz) = Z:BZQ - Z:L‘f
i=1 i>p

Cette forme quadratique est non-dégénérée et de signature (p, q) ol ¢ est la dimension

(finie ou infinie dénombrable) de l'orthogonal des p premiers vecteurs de base. Notons

G, la Grassmannienne de rang p, c’est a dire I'ensemble des sous-espaces vectoriels de
dimension p de H. On définit la Grassmannienne de type non-compact

X(Q)={FE €Gp, Q| > 0}.



40 III. DES ESPACES DE DIMENSION INFINIE ET DE RANG FINI

La forme quadratique () définie ci-dessus est bien fortement non-dégénérée d’indice
fini. De plus, au signe prés, toutes les formes quadratiques fortement non-dégénérées
d’indice fini sur un espace de Hilbert séparable sont de cette forme la par la proposition
9.3. Ainsi, souvent on ne se rappellera que de la signature de @) et on notera

X(p,q) = X(Q).

Comme nous nous intéresserons essentiellement au cas de dimension infinie, on notera
simplement

X, = X(p, 00).
Dans le cas p = 1, on reconnait I'espace hyperbolique de dimension infinie H*, qui est
lobjet central de [BIMOS5].

Le groupe orthogonal, O(Q) (noté aussi O(p, q)), de la forme quadratique @ agit na-
turellement sur G, par g- E = g(E) pour g € O(Q) et E € G,,. De plus, cette action laisse
X (p, q) invariant et donc O(Q) agit naturellement sur X (p, ¢). Dans la base (e;), il y a un
élément de X (p, ¢) un peu plus particulier c’est Ey = Vect({e;}!_;). En effet, son ortho-

gonal pour Q, EOL @ est égal & son orthogonal, EOL, pour le produit scalaire de H. Ainsi,
le stabilisateur de Egy est ’ensmble des transformations qui laisse Ey et son orthogonal
invariant, c’est a dire O(Q|g,,) X O(Q\Eé) = O(p) x O(q) avec la convention que O(o0)

est le groupe des transformations orthogonales d’un espace de Hilbert séparable (Eé ici).

Grace a la proposition 9.6 le groupe orthogonal de @ agit transitivement sur X (p, q)
de telle sorte que cet espace s’identifie avec le quotient O(p, ¢)/O(p) x O(q). Dans le cas
ou q est fini, c’est un espace symétrique de type non-compact bien connu.

10.2. L’espace symétrique X (p,q). Cette section est dédiée a la structure de cet
espace symétrique, qui est décrite, par exemple, dans la section 8.2.2 de [Pet06] ou la
section V.2 de [HelO1] et plus particulierement dans [Saw99] .

Le groupe O(p, q) est un sous-groupe de Lie de GL,,(R). Plus précisément, si J est
la matrice diagonale diag(1,...,1,—1,...,—1) avec p apparitions de 1 et ¢ apparitions
de —1 alors

O(p,q) = {M € GL,(R); ‘MJM =J}.
Son algebre de Lie est
o(p,q) = {H € M,(R); 'HJ+JH =0}.
Avec une écriture par blocs, on obtient que H € o(p, q) si et seulement si
A B
w=l el

ou A et C sont des matrices carré antisymétriques de taille respective p et ¢ et B est
une matrice de taille p x q. Le crochet de Lie entre H et H' est [H,H'| = HH' — H'H.
La forme de Killing est (voir la proposition 3 de [Saw99])

K(H,H') = (p+q— 2)trace(HH')
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/ !/
etsiH:[ % g}etH’:[ 5}3, g,]alors

trace(H H') = trace(AA’) + trace(CC") + 2 trace( *"BB’).

Si on définit

t:{H g] A=A, tC:—C} et p:{[ O g];BeMm(R)}

alors t ~ o(p)®o(q), de plus K est définie négative sur t et définie positive sur p. L’algebre
de Lie est semi-simple et on a donc une décomposition de Cartan o(p,q) = t@ p associée
a l'involution de Cartan H — —‘H.

Appelons xg le sous espace Fy du début de cette section alors I’espace tangent a X (p, q)
en xz( s’identifie a p et 'application exponentielle (au sens riemannien) est donnée par

0 B
H:[ B 0 ] — exp(H) - zp.

0 B .
‘B 0 ] ol B € Mp,(R) est
une matrice a coefficients tous nuls sauf les B;; pour 1 < ¢ < p. C’est une sous-algebre
abélienne maximale de o(p, ¢) incluse dans p. La proposition 6.1 de [Hel01] montre alors
que 'image de a par Papplication exponentielle est un plat maximal de X (p,q). Soit

A € RP et notons Hy 1’élément de a donné par I’écriture en blocs

Appelons a le sous-espace vectoriel de p des matrices [

0 D 0
Hy=|D 0 0
0 0 0

ou D = diag(A1,...,\y). En munissant p du produit scalaire K’ = mlf , on obtient

une distance sur X(p, ¢) invariante sous I’action de O(p, ¢q) donnée par

p
(10.2) d(exp(Hy)wo, 20)* = K'(Hx, Hy) = ) X},
i=1
La matrice exp(H)) a une expression simple
ch(A) sh(A) 0
exp(Hy) = | sh(A) ch(A) 0
0 0 I,

ol ch(\) (respectivement sh())) est la matrice diag(ch(A1),...,ch()\,)) (respectivement
diag(sh(A1),...,sh()p))). Le p-plan exp(Hy)Ey est donc I'espace vectoriel engendré par
les {ch()\i)ei + Sh()\i)ep+i}i:1_..p.

Dans la suite, I'espace X (p, q) sera toujours muni de la métrique provenant de K.
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10.3. L’espace symétrique X,. Pour un espace symétrique de type non-compact
irréductible (de dimension finie) X = G/K, il existe une demi-droite (obtenue par multi-
plication par un réel strictement positif) de métriques qui font que G agit par isométries.
L’usage est de considérer la métrique qui provient de la forme de Killing. Dans la sec-
tion 10.2, nous avons préféré utiliser la forme K’ sur o(p,q) qui possede 'avantage de
faire disparaitre des constantes provenant du parametre ¢. Notons temporairement K/

(r.9)
cette forme pour mettre en avant les parametres p et q.

Si ¢ < ¢ alors le groupe O(p,q) se plonge naturellement en un sous-groupe de
0 /

0 I, ] € O(p,q'). Cette

écriture matricielle définit le plongement. L’'image de O(p) x O(q) est un sous-groupe de

O(p) x O(q') et la restriction de K{p o) & l'image de o(p, q) est KEp g)- Ansi, on a défini

un plongement isométrique de O(p, q¢) dans O(p, ¢’). Au niveau des espaces symétriques,
cela donne un plongement totalement géodésique et isométrique de X (p, ¢) dans X (p, ¢).

O(p,q') de la maniére suivante : Si M € O(p,q) alors [ M

Remarque 10.1. En adaptant légerement la construction précédente, on voit facilement
que X (p, q) se plonge totalement géodésiquement et isométriquement dans X (p/, ¢’) pour
p<petg<q.

Lemme 10.2. Pour tout ensemble fini de points x1,...,x, de X,, il existe un sous-
espace de Hilbert F C ‘H de dimension finie et contenant Ey tel que les points x1,...,xy
de X, soient contenus dans X (Q|r).

DEMONSTRATION. Les points x1, ..., x, sont des p-plans de H, on considere ’espace
vectoriel, F, engendré par ces p-plans et Ej. O

On peut alors définir une distance sur X,. Etant donné deux points de X, on mesure
leur distance dans un X (Q|r) donné par le lemme 10.2. D’apres la discussion du début
de cette section, cette mesure ne dépend pas du choix de F. Ainsi, on définit bien une
distance sur X,.

Proposition 10.3. L’espace (X,,d) est un espace CAT(0).

DEMONSTRATION. Soient z,y et z trois points de X,. Par le lemme 10.2, il existe
un sous-espace de X, isométrique a un certain X (p, ¢) donc X,, est un espace métrique
géodésique. Soit m un point milieu entre z et y. Il existe de nouveau un espace isométrique
a un certain X (p,q’) contenant z,y,z et m dans lequel I'inégalité de Bruhat-Tits est
vérifiée donc X, est bien un espace CAT(0) O

Bien que I'espace X, ne soit plus de dimension finie ni localement compact, si on
ne considere qu’'une configuration finie alors le raisonnement peut s’effectuer dans un
espace symétrique de dimension finie. Ici, Y C X totalement géodésique signifie que
toute géodésique contenant deux points de Y est incluse dans Y.

Proposition 10.4. Pour toute configuration finie de points, géodésiques, points au bord
et plats de dimension finie, il existe un Y C X, totalement géodésique contenant les
éléments de cette configuration et isométrique a un X (p,q) pour p < q.
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DEMONSTRATION. On commence par observer que X, possede la propriété d’ex-
tension unique des géodésiques, ce qui est une conséquence du lemme 10.2. Ainsi, une
géodésique est entierement déterminée par deux points distincts sur celle-ci, un point au
bord par une géodésique pointant vers ce point et un plat est déterminé par un nombre
fini de géodésiques comme enveloppe convexe de celles-ci. Ainsi, le lemme 10.2 permet
de trouver Y. O

Corollaire 10.5. L’espace X, est de rang p.

DEMONSTRATION. Soit P C X, un plat alors on peut trouver un sous-espace totale-
ment géodésique de X, isométrique a un certain X (p, q) et contenant P. Comme X (p, q)
est de rang min(p, ¢), on a k < p et donc le rang de X, est au plus p. Comme il existe des
plongements isométriques de X (p, q) (avec ¢ > p) dans X,,, le rang de X, est exactement
p. O

10.4. Structure de variété riemannienne. Bien que 'approche prise ici est de
considérer essentiellement la structure d’espace CAT(0) que possede X,,, on peut, bien
entendu, munir cet espace d’une structure de variété riemannienne qui prolonge celle de
X (p, q). Pour les notions sur les espaces riemanniens symétriques, on peut se reporter a
la section 2.3.

En reprenant les notations de 10.1, on identifie Vect({e;}!_;) avec RP et on note H,
le supplémentaire orthogonal de RP dans 7. On note aussi L(RP, H,) I'espace vectoriel
des opérateurs linéaires (de rang au plus p donc nécessairement bornés) de RP vers Hy.
Si B € L(RP,H) alors on note son opérateur adjoint (pour la restriction du produit
scalaire & R et Ho) B et dans ce cas I'application donnée par

p=LRP, Hy) — Xy
B —> 0 ‘B
exp B 0 - X0

t
réalise un homéomorphisme. De plus, I’ensemble des opérateurs de la forme [ 103 OB ]

forme un systéme de Lie triple de S?(#) et la proposition 2.6 permet d’identifier X, avec
un sous-espace totalement géodésique de P?(H).

11. Angles principaux

Dans un espace euclidien, la position relative de deux droites est donnée par 'angle
entre ceux deux droites. Les angles principaux (euclidiens), qui sont des objets bien
connus depuis les travaux [Jor75] de C. Jordan, généralisent le fait précédent. La posi-
tion relative de deux p-plans est entierement déterminée par la famille des angles prin-
cipaux entre ces deux p-plans. De plus, la norme ¢? de cette famille donne exactement
la distance (dans I'espace symétrique O(p + q)/O(p) x O(q)) entre les deux p-plans.

Dans cette section, on introduit des angles principaux hyperboliques pour lesquels
nous n’avons pas trouvé de trace dans la littérature. On montre des propriétés analogues
a celles ci-dessus pour ces angles mais relativement a l’espace symétrique X (p, q).
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11.1. Angles principaux euclidiens. Soit H un espace de Hilbert (de dimension
finie ou infinie). On note < x,y > le produit scalaire entre = et y et ||z|| la norme d’un
vecteur. Si F et F sont deux sous-espaces vectoriels de dimension p € N*, on définit
alors par itération la famille des angles principaux.

Soit ¢; = max{< z,y > |z € E, y € F, ||z|| = |ly|| = 1}. On choisit aussi
x1 € FE et y; € F de norme 1 qui réalisent ce maximum. Si ¢;, x;,y; sont construits pour
i=1,...,1 <p,onpose E; = Vect(x1,...,2;)" NE et F; = Vect(x1,...,2;)" NF. Alors
on pose ¢i41 = max{< z,y > | x € Ej, y € Fy, ||z|| =||y|| = 1} et on choisit de nouveau
2111 € By et yi11 € F; de norme 1 qui réalisent ce maximum. Une fois les ¢; construits,
on définit la famille des angles principauz par 0; = arccos(c;) pour i de 1 a p. C’est une
famille ordonnée croissante de nombres entre 0 et 7/2.

Lemme 11.1. La famille des angles principaux ne dépend pas du choix des x; et y;. De
plus (x;) et (y;) forment des bases biorthogonales de E et F'.

Les familles (z;) et (y;) forment des bases biorthogonales de E et F' si (x;) une base
orthogonale de E, (y;) une base orthogonale de F' et < x;,y; >= 0 pour i # j.

DEMONSTRATION. On commence par montrer la propriété d’orthogonalité. Pour
cela, on remarque que pour tout vecteur z, le projeté Pp(z) de = sur F est 'unique
vecteur de F' tel que pour tout y € F', on ait < z,y >=< Pp(z),y >. On raisonne alors
par récurrence sur ¢ pour montrer que le projeté de x; sur F est < z;,y; > y;. Pour
i = 1, c’est clair. On suppose le résultat jusqu’au rang i, si < Pp(zit+1),yr ># 0 pour
k <ialors < zjt1,yr ># 0 et donc < xi41, < Tk, Yy > xp >=< Tit1, Pe(yr) >7# 0 ce
qui est absurde. Ainsi, x;11 est orthogonal a tous les y; pour 1 < k < 4. Ce qui montre
que Pp(z;,1) est dans {y1,...,y:} N F et donc Pp(xiy1) =< Tit1, Yir1 > Yitl-

On consideére 'application linéaire Pg o Pr|g, c’est un endomorphisme de E et dans

la base (;), cette application a pour matrice diag(c?, ... ,cg) (car Pp(z;) = cos(6;)y;
et Pg(y;) = cos(0;)x;), les valeurs propres de cette application sont donc les ¢7, ce qui
montre que les ¢; sont indépendants du choix des x; et y;. Il

La proposition suivante montre que la famille des angles principaux détermine en-
tierement la position relativement de deux p-plans.

Proposition 11.2. Soit E, F deux p-plans de famille d’angles principauz 0 et E', F’
deux p-plans de famille d’angle principauz 0'.
Il existe une isométrie f de H telle que f(E) = E' et f(F) = F' si et seulement 6 = 0.

DEMONSTRATION. Il est clair que la condition d’égalité des angles principaux est
nécessaire. Réciproquement, on se donne E,F et E',F' tels que § = #'. On choisit
(xi), (yi) bases biorthogonales pour E et F' et de méme (z}), (y;) bases biorthogonales
pour E’ et F'. Si 6; # 0 posons u; = (y; —cos(0;)x;)/||yi — cos(6;)x;||. La biorthogonalité
montre que {z;} U {u;, 0; # 0} est une base orthogonale de Vect(E U F'). On réalise la
méme construction pour E’ et F’, ce qui donne les w] pour i tel que 6] # 0. Il existe
alors f isométrie telle que f(x;) = & pour tout i et f(u;) = u} pour i tel que 0; # 0. Par
construction, on a alors f(y;) = y. pour tout i et donc f(E) = E’ et f(F) = F' O
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Notons G, I'ensemble des p-plans de H. A l'aide des angles principaux, on peut
construire de nombreuses distances sur G,. En effet, remarquons que si F, F' et G sont
des p-plans et si I'on note 0, 5 et v les familles des angles principaux, respectivement,
entre £ et F' | F et G, E et G alors pour tout i, v; < 6; + §;. Ainsi en définissant
d(E,F) = ||0]| ou 0 est la famille des angles hyperboliques entre E et F' et || || une
norme sur R” avec la propriété [|6]| < ||0']| si 0 < 6; < 6} pour tout i, on obtient une
distance G-invariante sur Gp. Il en existe une plus naturelle. Définissons da(E, F') = ||0||2
pour E,F' € G, ou 0 est la famille des angles principaux entre E et F et || |2 est la
norme euclidienne sur RP.

Le groupe O(H) agit transitivement sur G, et si on fixe une base hilbertienne (e;)
de H alors le stabilisateur de Ey = Vect({e;}!_;) s’identifie avec O(p) x O(F) ot F est
I'orthogonal de Ey. Ainsi, G, s’identifie avec O(#H)/O(p) x O(F). Si F est de dimension
finie, ¢, on retrouve l'espace symétrique compact O(p + ¢)/O(p) x O(q).

L’algebre de Lie de O(n) est constituée des matrices antisymétriques. L’espace tan-

0 B
o]
ou B est une matrice de taille p x ¢ (voir [Pet06]). Le produit scalaire sur cet espace
tangent est donné par

0 B 0 A
< [ _Bt 0 ],[ At 0 ] >= 2trace(A'B).

gent de G, au point Ej s’identifie alors avec les matrices de la forme Xp = [

La théorie des espaces symétriques (voir le théoreme 1V.3.3 de [Hel01]) montre que
les géodésiques issues de Ej sont de la forme ¢ — exp(tX)Ey. Considérons une matrice
B de taille p x ¢ de la forme b;; = 0 si i # j et b;; = 6;. Le calcul montre que exp(Xp)
est de la forme

cos(61) sin(61)

cos(6p) | sin(fp)
sin(—6;) cos(fy)

sin(—6,) cos(6p)
0 0 I, »

On voit alors que les angles principaux entre exp(Xp)Ey et Ep sont les |6;| pour —7/2 <
0; < /2 (quitte & les réordonner). Comme || Xp|| = 1/2>" 6%, on constate alors qu’au

facteur /2 pres, la distance dy sur G, est la distance provenant de la métrique d’espace
symétrique.

Dans le cas de dimension finie G, est compact, ce qui n’est plus le cas en dimension
infinie mais on a cependant la proposition suivante.

Proposition 11.3. L’espace (G, dz) est complet.
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DEMONSTRATION. A chaque p-plan, E € G, on associe son projecteur orthogonal
Pr € B(H) ou B(H) désigne I'ensemble des opérateurs bornés de H muni de la norme
d’opérateur qui en fait une algébre de Banach. De plus, ces opérateurs sont de rang
fini et donc de Hilbert-Schmidt (on renvoit & la section 2.8 de [Arv02] pour des détails
sur les opérateurs de Hilbert-Schmidt). Les opérateurs de Hilbert-Schmidt forment un
espace de Hilbert, L2(#) pour le produit scalaire < P, Q >= Trace('PQ) ot Trace(P) =
> >0 Pei-ei. Notons || ||2 la norme associée. Si E et F' sont deux p-plans alors en utilisant
la construction des angles principaux on voit que < Pg, Pp >= Y | cos(6;) ou les 6;
sont les angles principaux entre E et F'. Ainsi

(11.1) 1P — Prllz=,|2) (1 —cos(6)).
=1

Soit E,, une suite de Cauchy dans (Gp,d2). La formule ci-dessus montre alors que P, =
Pr,, est une suite de Cauchy dans les opérateurs de Hilbert Schmidt. Soit P la limite
des P,. La majoration de la norme d’opérateur par la norme || ||z (c.f. proposition 2.8.4
de[Arv02]) montre que P est aussi un projecteur orthogonal (‘P = P et P?2 = P).
De plus le rang d’un projecteur est égale a sa trace et ici Trace(P) = Trace(P?) =
|P?||s = lim, o0 ||P2||2 = p. Ainsi P est un projecteur orthogonal sur un p-plan E.
Alors I’équation 11.1 montre alors que E,, — E dans G,,. Il

11.2. Angles principaux hyperboliques. On construit dans cette section les
angles principaux hyperboliques de la méme maniere que les angles principaux euclidiens
ont été construits. Soit @) la forme quadratique définie en 10.1 sur I’espace de Hilbert H
et B la forme bilinéaire symétrique associée. Soit E et F' deux éléments de X (Q).

On définit ¢, = max{B(z,y)| z € E, y € F, Q(z) = Q(y) = 1}. On remarque
que {zx € E, Q(z) = 1} et {y € E, Q(y) = 1} sont compacts puisque Q|r et Q|r
sont définies positives. On choisit aussi 1 € E et y; € F avec Q(z1) = Q(y1) = 1
qui réalisent ce maximum. Si ¢, z;,y; sont construits pour ¢ = 1,...,l < p, on pose
E; = Vect(z1,...,2)*@ N E et F; = Vect(xy,...,2;)"@ N F. Alors on pose Gy =
max{B(z,y)| z € E;, y € F, Q(z) = Q(y) = 1} et on choisit de nouveau z;11 € Ej et
Yi+1 € F; de norme 1 qui réalisent ce maximum.

Remarque 11.4. Dans le cas p = 1, 'inégalité de Schwartz renversée (c.f. 11.10.3 de
[BH99]) montre que B(z1,y1) > 1 et on peut donc définir ’angle hyperbolique entre z;
et y; par arccosh(B(z1,y1)). On retrouve ainsi la distance usuelle sur I’espace hyperbo-
lique. Cependant lorsque p > 2 et que x,y sont des vecteurs tels que Q(x) = Q(y) = 1,
on peut tres bien avoir |B(x,y)| < 1. On ne peut alors plus définir d’angle hyperbolique
entre x et y. On va voir que pour les z; et y;, on a toujours B(x;,y;) > 1.

Pour E dans X (Q) on peut définir le projecteur orthogonal Pj, sur E relativement
a @ . C'est I'unique opérateur P tel que P|g = Idg, P| 1, =0 et B(Pxz,y) = B(x, Py)
pour tout z,y € H. L’existence de P}, est assurée par le point (ii) de la proposition
9.1. Dans notre cas ot une base particuliere a été choisie, on peut définir explicitement
PJ,. On commence par remarquer que P};O = Ppg, puisque que ) et le produit scalaire

de H coincident sur Ey et Ed- = EOL ©. Maintenant si E appartient a X (Q), il existe
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M € O(Q) telle que E = MEy. On définit alors Py = M Pg,M~!. Cette définition ne
dépend pas du choix de M. En effet, les autres choix pour M sont de la forme M N avec
N € O(p) x O(q) et comme N et Pg, commutent, on a le résultat.

On a alors pour z € E et y € F, B(z,y) = B(z, Pp(y)) = B(Pp(y),x). Comme Q
est définie positive sur E et F, on a Pp(x;) = B(xi, yi)yi-

Lemme 11.5. La famille des ¢, ne dépend pas du choiz des x; et y;. De plus, (z;) et
(yi) forment des bases biorthogonales pour @ de E et F.

DEMONSTRATION. Le fait que les familles forment des bases bi-orthogonales pour
() se montre exactement de la méme maniére que dans le lemme 11.1 en remplacant le
produit scalaire par Q.

On a donc Pj.(z;) = B(xi, yi)y; et Pp(yi) = B(w4, yi) ;. L'opérateur Py, Py Py, a donc
pour matrice diag((c})?,...,(c,)?) dans la base (z;). Les ¢? en sont donc les valeurs
propres et ne dépendent donc pas des x; et y;. ]

On peut désormais définir les angles principaux hyperboliques. Pour 1 <4 < p, on a
Q(z;) = ¢?Qys) + Qi — cyi). Comme Q(z;) = Q(y;) = 1 et que Q est définie négative
sur L@ ona /> = 1—Q(z; — ;) > 1. Posons o; = arccosh(c}). La famille a = (i)t
est une famille décroissante de réels positifs appelée famille des angles hyperboliques
PriNCcipaur.

Proposition 11.6. Soit E, F € X(Q) de famille d’angles principauz hyperboliques o et
E',F' € X(Q) de famille d’angles principauz hyperboliques o’ .

Il existe une application orthogonale f € O(Q) telle que f(E) = E' et f(F) = F' si et
seulement o = o.

DEMONSTRATION. On se donne (z;), (y;) bases bi-orthogonales pour E, F et (z7), (y.)
bases bi-orthogonales pour E’, F'. On pose u; = x; — Pp(y;), u, = «; — P/(y}) . Soit G
lespace vectoriel engendré par E et ' et G’ celui engendré par E' et F’. Les familles
{zi} U{ui, wi # 0} et {o}} U{ul, u, # 0} sont des bases orthogonales respectives de G
et G'. De plus Q(z;) = 1 = Q(}) et Q(u;) = 1 — B(wi,y:)? = 1 — B(a},9))? = Q(ul).
Les restrictions de la forme @ & G et G’ sont équivalentes, on peut alors appliquer le
corollaire 9.6 pour conclure. O

Proposition 11.7. Soit E,F € X(Q) de famille d’angles principauz hyperboliques c.
Alors d(E, F) = ||a|]2.

DEMONSTRATION. Gréace au lemme 10.2, on peut supposer X (@) est un certain
X (p, q) et on sait alors que O(p, ¢) agit transitivement sur 'inclusion d’un point dans un
plat. Comme O(p, q) préserve la distance et les angles principaux hyperboliques, on peut
supposer que E = Ey et F = exp(H))Ey avec A € RP. On remarque que {a;} = {|\i|}.
L’équation 10.2 permet alors de conclure. O

11.3. Lien entre ces deux familles d’angles. Il y a un cas oli 'on peut exprimer
les angles euclidiens en fonction des angles hyperboliques et réciproquement.
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Lemme 11.8. Soit E € X(p,q). Si 0 et o sont les familles des angles principaux res-
pectivement euclidiens et hyperboliques entre E et Ey alors pour tout 1 < ¢ < p on
a

ch(ay)
V/ch(a;)? + sh(a D2

Notons Vp 'ensemble des éléments de G, tels que tous les angles principaux avec Ej
sont plus petits que 7

cos(bp—i) =

Proposition 11.9. L’inclusion de X, dans G, réalise un homéomorphisme entre X,, et
.

DEMONSTRATION. L’injection de X (Q) dans Vj réalise une bijection par définition
de ces deux espaces.
Appelons f: Rt — [0,7/4) la fonction donnée par la formule

= arccos Ch( )
F@)= <\/ch 2+ sh(z)? )

C’est une bijection strictement décroissante. Des majorations grossieres montrent que
la boule centrée en Fy de rayon R € RT pour la distance de X(Q) est incluse dans
la boule de rayon pf(R) pour la distance de G, et de méme la boule centrée en Ey de
rayon r < /4 pour la distance de G, est incluse dans la boule de rayon pf~!(r) pour la
distance de X,. 0

Lemme 11 10. Soit E € X, et M € O(Q) tel que M - Eg = E alors ||M|| = ||[M7Y|| =
\/ch (a1)? + sh(aq)? ot «ay est le premier angle principal hyperbolique entre E et E.

DEMONSTRATION. L’existence de base bi-orthogonale montre que dans une (bonne)
base orthogonale de H, on peut choisir pour M la matrice
ch(a) sh(a)
sh(a) ch(a)
Id
ot ch(a) (respectivement sh(«)) désigne la matrice diag(ch(a1),...,ch(ay)) (respective-
ment diag(sh(a1),...,sh(qp)). On a bien M - Ey = E et ||[M|| = y/ch(a1)? + sh(a)2.
Maintenant si M’ est un autre élément de O(Q) qui vérifie la méme propriété alors
M~'M' € O(p) x O(c0) et en particulier ||M]| = ||M’||. 1l en est de méme (en chan-
geant les o; en —a;) pour M ~! et on a le résultat annoncé. O

Proposition 11.11. L’espace (X,,,d) est un espace de Hadamard séparable.

Pour un espace symétrique, il est facile de montrer la complétude géodésique (si une
géodésique ne peut étre continuer, on effectue la symétrie pres de ce point, ce qui prolonge
la géodésique par magie). Le théoreme de Hopf-Rinow (c.f. théoréeme 1.3.7 dans [BH99))
donne alors la complétude métrique. Ici ’absence de compacité locale ne permet plus
d’utiliser le théoreme de Hopf-Rinow (voir & ce sujet 'introduction de [Lan99]).

DEMONSTRATION. 1 suffit de montrer qu'une suite de Cauchy (E,) dans X, est
une suite de Cauchy dans G,. En effet, par la proposition 11.3, il existe ¥ € G, tel que
E, — E pour do. Comme FE,, reste dans une boule centrée en Ey pour d, le lemme 11.8
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montre que E € Vj et alors la proposition 11.9 montre E,, — E dans X,,.

Soit (Ey) une suite de Cauchy dans X, il existe R tel que d(E,,, Ep) < R pour tout
n. On fait le choix de M,, dans O(Q) tel que E,, = M,, - Ey pour tout n. Si a(E,, Ey,)
désigne la famille des angles principaux hyperboliques entre F,, et E,,, on a

(En, Ep) =a(M; ' - E, M1 E,) =a(Ey, M, ' E,).

Si x et y sont deux vecteurs respectivement de Eg et M, ! - E,,, l'inégalité ||z|| =
||M My z|| < ||M; Y] || Myz|| implique alors

| < Mypxz, Myy > |
|[M[] [[Mpyl|
Ainsi le lemme 11.10, donne
Omas (Ens E) < (ch(R)? + sh(R)?)” Oumax (B0, My, ' Eyy).

Finalement, a1(Eo, M, ! - E,) = ai(En, En) —nm—oo 0 et le lemme 11.8 im-
pliquent que Omax(En, Em) —nm—oo 0.

| <,y > |

La séparabilité découle de I’homéomorphisme entre 1 et X, obtenu dans la pro-
position 11.9. En effet, Vp est un ouvert de G, qui est homéomorphe a I’ensemble des
projecteurs de rang p dans I'ensemble (fermé) des opérateurs de Hilbert-Schimdt, L?(H),
par la formule 11.1. La séparabilité de L2(#) peut se voir en l'identifiant avec le produit
tensoriel hilbertien HOH. O

12. Isométries

12.1. Le groupe de toutes les isométries. Il est bien connu que le groupe des
isométries de l'espace hyperbolique de dimension g, finie ou infinie est O(1,q)/{£1d}.
Voir, par exemple, la proposition 3.4 de [BIMO5]. Le théoréme suivant et son corollaire
généralise ce résultat en rang plus grand que 2. Notons 7 : O(Q) — Isom(X(Q)) le
morphisme de groupes qui associe & un élément de O(Q) I'isométrie obtenue par multi-
plication a gauche sur O(p, q)/O(p) x O(q).

Théoréme 12.1. Soit g une application de X(Q) dans lui-méme. Les énoncés suivants
sont équivalents

(i) La transformation g est une isométrie.
(ii) La transformation g préserve les angles hyperboliques principaux.
(iii) 1l existe h € O(Q) tel que g = 7(h).

Voyons tout de suite un corollaire important de ce résultat en définissant PO(Q) =

O(Q)/{+1d}.

Corollaire 12.2. Le groupe Isom(X,) s’identifie a PO(p,c0).

DEMONSTRATION. Grace au théoreme précédant Isom(X(Q)) ~ O(Q)/ker(n), il
reste donc a voir que ker(m) = {£1d}. Soit G € ker(w) alors 7(G)xy = z¢ donc G €
O(p) x O(q). Si G = A x B avec A € O(p) et B € O(q) alors la différentielle de 7(G)
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en z est donnée par H — BH'A. Cette application est l'identité. Identifions ’espace
tangent en xg avec des matrices a p colonnes et ¢ (peut-étre infini) lignes. Notons b;; et
a;j les coefficients matriciels respectifs de A et B (dans une base orthogonale pour @ et
orthonormée pour le produit scalaire sur H). En prenant pour H la matrice n’ayant que
des zéros sauf un 1 en (i, j) on obtient que BH'A a pour coefficient en (k,1), a;;bg;. Ceci
impose a;; = 0 pour 7 # j et b;; = 0 pour 7 # j et donc pour tout i < g et tout j < p,
a;;ibi; = 1. Il est alors clair que a;; = b;; = a11 = £1 et donc G = £ 1d. O

DEMONSTRATION DU THEOREME 12.1. Les implications (iii) = (i) = (¢) sont
claires. Seule I'implication (i) = (#ii) est a montrer.
Soit g € Isom(X,). Comme O(p,oc0) agit transitivement sur X,, on peut supposer
que grg = x9. On peut alors parler de la différentielle de g en zy qui est défini par
Trog(H) = limy 0 gexp(tH) ou H € Ty, X, ~ L(Ey, F). Cette application est homogene
et préserve la norme sur 7,,X, qui est un espace de Hilbert. C’est un résultat clas-
sique que Ty, g est alors linéaire. On va comprendre 7,,g sur une base orthonormée de
L(RP, F). Notons d;; 'application z —< z,e; > g; pour j < p et i € N* oll (€;)i=1..p
est une base de R? et (g;) une base de H. Les d;; forment une base orthonormale de
L(Ey, F) et exp(d;j) est Vect(eq,...,ej—1,ch(1)e; + sh(l)e;, ejq1,...,ep) € X, qui est
sur une géodésique singuliere issue de z.

Un plat maximal de X, contenant g est de la forme
Puﬂ, = {Vect ({ch()\z)ul + Sh()\i)vi}izlup) | ()\1, e ,)\p) S Rp}

pour u = (ug,...,up) base orthonormée de Ey et v = (v1,...,vp) famille orthonormée
de Ho.

L’action de O(p) x O(o0) sur L(Ep, F) est donnée par H — BH ‘A pour A € O(p)
et B € O(o0). Ainsi, 'action de O(p) x O(o0) sur les plats maximaux contenant xq est
transitive et on peut supposer que g fixe (point par point) le plat P, . ot e = (eq, ..., €p)
et € = (e1,...,6p). Si € est obtenu & partir de € en remplagant la coordonnée d’indice
i par un g, pour k > p alors P.. et P, ont pour intersection un plat de dimension
p — 1 qui est obtenu en prenant la coordonnée \; égale a 0. Donc gP, .+ vérifie la méme
propriété d’intersection avec P.. et donc gP. o est de la forme P, .» ou €” est obtenu a
partir de € en remplacant la coordonnée d’indice ¢ par un vecteur unitaire €} orthogonal
aux €1,...,Ep.

De plus, ¢} ne dépend que de ¢ et de ¢ mais pas de €1,...,e, car €] est com-
pletement déterminée par l'image de la géodésique singuliere donnée par I'image de
Vect(e1,...,ej_1,ch(1)ej+sh(1)eg, ejq1,- .., €p). Ainsi, pour ¢ fixé, I'application e, — €]/
est bien définie pour tout k et se prolonge en une application linéaire orthogonale B;
de F. L’application Ty, g s’écrit donc H = [hy,--- , hp| — [Bihi,..., Bphy| ot hj est la
colonne d’indice j de H c’est a dire I'image de e; par H. Il reste a voir que ’on peut se
ramener au cas ol tous les B; sont les mémes.

Remarquons que, quitte a multiplier g & gauche par Id x B} 1 on peut supposer
que B; = Id. Soit u; et us deux vecteurs unitaires orthogonaux de F, l'image de
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Vect(ch(1)er + sh(1)us, ..., ej-1,ch(1)e; +sh(1)uz, e, - .-, €p) € X par g est
Vect(ch(1)e1 + sh(1)us, ..., ej-1,ch(1)e; + sh(1)Bjuz, ej11), .-, €p) € Xp et donc Bjuz
est orthogonal a u; pour tout u; orthogonal & us. Ainsi Bjus = fup pour tout us et
par linéarité B; = ¢;1d ou €; = £1. Finalement si A est la matrice diagonale telle que
aj; = €; alors g(A x Id) = Idx,.

O

On peut maintenant comprendre la topologie de Isom(X),). Rappelons qu’en di-
mension finie O(p) possede exatement deux composantes connexes qui sont SO(p) et
I’ensemble des applications orthogonales de déterminant —1. Si p est pair alors Id et
—Id sont dans la méme composante connexe et donc PO(p) := O(p)/{£1d} possede
de nouveaux deux composantes connexes. Si p est impair alors Id et — Id sont dans des
composantes distinctes et donc dans ce cas PO(p) ~ SO(p).

En dimension infinie, les choses sont bien différentes car la notion de déterminant
n’a plus de sens et en fait O(co) est méme contractile par un résultat de N. Kuiper
[Kui65] pour la topologie de la norme d’opérateurs. Si GL(H) désigne le groupe de tous
les opérateurs bornés inversibles de I’espace de Hilbert H alors appelons O(H) et P(H)
les sous-groupes de GL(H) formés, respectivement des opérateurs orthogonaux et des
opérateurs symétriques définis positifs (munis de la topologie de la norme d’opérateurs)
alors on a le résultat suivant sur la décomposition polaire.

Proposition 12.3. La décomposition polaire réalise un homéomorphisme entre O(p, 00)
et (O(p,00) N O(H)) x (O(p,00) N P(H)).

DEMONSTRATION. On se reportera & la proposition 5 du paragraphe 11.4 de [dIH72]
et au paragraphe VII.2 de [Lan99]. O

Corollaire 12.4. Le groupe O(p, 00) a le type d’homotopie de O(p). Le groupe Isom (X))
est connexe de groupe fondamental 7/27 si p est impair et posséde deuzx composantes
connezes. La composante neutre a alors Z)27 x Z/27Z comme groupe fondamental si p
est divisable par 4 et Z/AZ sinon.

DEMONSTRATION. Comme O(p,00) N O(H) = O(p) x O(o00), le groupe O(p, 00) N
O(H) ale type d’homotopie de O(p). De plus, I'exponentielle est surjective sur O(p, co)N
P(H) qui est donc contractile.

Comme Isom(X,) = PO(p, c0), on applique alors des résultats classiques sur PSO(p).
]

Remarquons que si p est impair alors le groupe PO(p, o) se releve en un sous-groupe
O (p,00) < O(p,0) que l'on définit comme ’ensemble des éléments G € O(p, 00) tels
que Pg,o0Go Py, est de déterminant positif. Pour des détails (en dimension finie mais qui
se généralisent sans difficulté en dimension infinie) voir le paragraphe 4.3 de [MT86].

13. Immeubles sphériques et euclidiens associés

13.1. Immeuble sphérique a I’infini. Le bord a l'infini d’un espace symétrique
de type non-compact est muni d’une structure d’immeuble sphérique (voir le paragraphe
4). On va voir que c’est aussi vrai pour le bord & U'infini de X,.
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Proposition 13.1. Le bord a linfini (0Xp, £) est un immeuble sphérique épais de type
By, et de groupe de Weyl
Wy, = (Z)2Z)P % S,,.

DEMONSTRATION. On montre que les propriétés de la définition 4.1 sont vérifides.
On appelle appartement de 09X, le bord d’'un sous-espace euclidien maximal de X,.
Tous les appartements sont donc isométriques pour la distance de Tits & la sphere SP~1.
On appelle mur le bord a l'infini d’une intersection (non-triviale) de deux sous-espaces
euclidiens maximaux de X,,. Ce sont des spheres de dimension p—2 et on appelle chambre
les composantes connexes du complémentaire de la réunion des murs. Comme un nombre
fini de sous-espaces euclidiens maximaux appartiennent a un sous-espace totalement géo-
désique isométrique a X (p, q), chaque appartement est muni d’une structure de complexe
simpliciel isomorphe & un appartement de X (p,q) (le complexe simpliciel ne dépend
pas de q). Les propriété (ii) et (iii) sont vérifiées car elle ne font intervenir que deux
chambres ou deux appartements a la fois et elles sont vraies pour I'immeuble sphérique

90X (p,q).

Le type de I'immeuble sphérique est donnée par le type du systéme de racines de
I’algebre de Lie de la composante neutre du groupe des isométries dans le cas de dimen-
sion finie. Pour X (p, ¢), le type est By, on peut se référer a [Saw99]. Le groupe de Weyl
est aussi calculé dans [Saw99] mais il y a une erreur, il s’agit d’un produit semi-direct
et non d’un produit direct. C’est le groupe

(ZJ2Z)P x S,.
O

13.2. Immeubles euclidiens asymptotiques et dimension télescopique. Dans
[KL97], B. Kleiner et B. Leeb donnent une nouvelle définition d’immeuble euclidien qui
a pour but de caractériser les immeubles euclidiens grace a leur géométrie asymptotique.
En particulier, un cone asymptotique d’'immeuble euclidien est encore un immeuble eu-
clidien.

Pour comprendre la différence avec les immeubles euclidiens habituels (ceux décrits
dans [ABO8|, par exemple), on qualifiera ces derniers de « discrets ». Alors, les im-
meubles euclidiens de Kleiner et Leeb sont aux immeubles discrets ce que les arbres réels
sont aux arbres simpliciels. C’est a dire que les « branchements » entre les appartements
peuvent se faire de maniére continue.

Les immeubles euclidiens « a la Kleiner Leeb » ne sont, ici, qu’un prétexte pour ob-
tenir le corollaire 13.4 et on renvoit a I'article original pour une véritable étude de ces
espaces.

Soit E un espace euclidien, son bord a l'infini 9F muni de la distance angulaire est
une sphere euclidienne de dimension un de moins. Comme les isométries de E sont toutes
affines et que les translations induisent 1'identité sur OF, on obtient un morphisme

p: Isom(E) — Isom(0OF)



13. IMMEUBLES SPHERIQUES ET EUCLIDIENS ASSOCIES 53

en associant a toute isométrie euclidienne sa partie linéaire. Un sous-groupe de Wag C
Isom(E) est appelé groupe de Weyl affine s’il est engendré par des réflexions par rapport
a des hyperplans et si son image W = p(Wxg) est un sous-groupe fini de Isom(9F). Le
groupe W est le groupe de Weyl sphérique associé a Wag. On appelle alors, complexe
de Cozeter euclidien, une telle paire (E, Wag) et la paire (OE, W) est le compleze de
Cozeter sphérique a l’infini associé. Son polyedre d’anisotropie est le polyedre sphérique

A = OE/W.

Appelons 0g: OF — A cette projection. Un segment (non réduit a point) orienté Ty de
E détermine un point de JF qui correspond au rayon géodésique issu de x passant par
y. La projection d’un point & l'infini correspondant & un segment Ty sur A est appelée
A-direction de Ty. Etant donnés deux points 41 et do de A, on introduit I’ensemble fini

D(01,02) = {£(&1,2)[(61,82) € OF, Op(&1) = 01, Op(§2) = b2} -

Définition 13.2. Soit (E, Wag) un complexe de Coxeter euclidien. Un immeuble eucli-
dien de modéle (E,Wag) est un espace de Hadamard X muni de la structure donnée
par l'existence de

(i) une application # de I'ensemble des segments orientés (non triviaux) de X vers A,

(ii) une collection, A, appelée atlas, de plongements isométriques ¢: E' — X qui préserve
les A-directions et est stable par précomposition par un élément de Wag. L’image
de ¢ est appelé appartement.

Avec les propriétés suivantes

(1) Pour tout z,y,z € X tels que y # z et z # x,
(13.1) da(0(77), 0(TZ)) < Za(y, 2).

(2) L’angle entre deux segments géodésiques Ty et Tz appartient a l'ensemble fini
D(0(zy),0(zz)).

(3) Pour tout segment, rayon ou droite géodésique, il existe un appartement le ou
la contenant.

(4) Si Aj et A son deux appartements s’intersectant alors le changement de cartes
LZ; oA LZ:(Al NAz) — L;bl (A1 N Aj) est la restriction d’'un élément de Wag.
Théoréme 13.3. Soit w un ultrafiltre non principal sur N, (x,) une suite de points
de X, et () une suite de réels strictement positifs telle que lim, e, = 0. Le cone
asymptotique lim, (e, X, ) est un immeuble euclidien de modele (RP, W, x RP).

Le théoreme 5.2.1 de [KL97] énonce le méme résultat pour tous les espaces sy-
métriques de type non-compact. La méme preuve, mots pour mots, s’applique car elle
n’utilise pas la compacité locale sauf au lemme 5.2.2. Grace a ’homogénéité pour chaque
n, on peut cependant supposer que les suites (x,),(y,) et (z,) sont toujours dans un
meéme sous-espace Y ~ X, 9,. On ne redonne pas de preuve ici et on renvoit a loc. cit..

Corollaire 13.4. L’espace X, est de dimension télescopique exactement p.
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DEMONSTRATION. Puisque X, contient des sous-espaces euclidiens de dimension p,
il est clair que DimTel(X,) > p. Le corollaire 6.1.1 de loc. cit. montre exactement que
si U et V sont deux ouverts d’un immeuble euclidien de rang r avec V' C U alors
H,(U,V) =0 pour k > r. La caractérisation 5.2 montre alors que DimTel(X,,) =p. O

Remarque 13.5. Ce corollaire montre que tous les résultats du paragraphe 7 pour les
espaces de dimension télescopique finie s’appliquent donc a X,.



CHAPITRE IV

Théorie mesurée des actions de groupes

14. Moyennabilité

Une paire, (2,.4), constituée d’un ensemble 2 et d’une tribu A sur Q2 est appelée es-
pace borélien. On dit que (2, .A) est un espace borélien standard si la paire est isomorphe
a la paire constituée d’un sous-ensemble borélien d’un espace polonais et de la tribu des
boréliens. On fixe un groupe localement compact a base dénombrable, G, pour la suite de
cette section. Ce groupe possede une mesure de Haar et les notions de mesurabilité pour
ce groupe seront donc relatives a cette mesure de Haar (en fait, relatives uniquement a
sa classe). Soit (£2, ) un espace borélien standard muni d’une mesure borélienne o-finie.
On dit que (2, 1) (ou simplement € si p est implicite) est un G-espace s'il existe une
action G ~ ) telle que (g,w) — gw soit borélienne et si pour tout g € G, la mesure
image g.u et la mesure p sont dans la méme classe. C’est a dire que g, et p ont mémes
ensembles de mesure nulle. On dit que p est invariante si g.u = p pour tout g € G.

Définition 14.1. Soit Q un G-espace. On dit que €2 est un G-espace ergodique (ou que
Paction G ~ Q est ergodique) si toute partie mesurable G-invariante est de mesure nulle
ou pleine.

Définition 14.2 (Définition 4.2.1 de [Zim84]). Soit 2 un G-espace et H un groupe
localement compact a base dénombrable. Un cocycle « est une application mesurable de
G x Q vers H telle que pour tout g, g’ € G et presque tout w,

a(gg',w) = a(g, gw)aly’,w).

On remarque que si ) est un point alors on retrouve la notion de morphisme de
groupes.

14.1. Groupe moyennables. Soit G un groupe topologique localement compact
muni de sa mesure de Haar. Comme la mesure de Haar est invariante par multiplication
(A gauche), on définit une représentation isométrique, 7, de G sur L*(G) par la formule
7(9)f(g") = f(g~1g’). Le dual topologique de L(G) étant L>°(G), on obtient une repré-
sentation isométrique contragrédiente, ¢ de G sur L>(G) donnée par 7f(g) = m(g~1)*
ou U™ désigne l'opérateur adjoint associé a U € L(FE).

Définition 14.3. Une moyenne m sur G est une forme linéaire positive de L>(G) telle
que m(1lg = 1).

On dit que G est moyennable s’il existe une moyenne invariante sur G. Avec cette
définition, les premiers exemples de groupe moyennables sont donnés par les groupes
compacts puisque tout élément de L°(G) est intégrable et donc la mesure de Haar de
masse totale 1 fournit la moyenne invariante désirée. L’existence d’une décomposition
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paradoxale empéche 'existence d’une telle moyenne, ce qui montre que les groupes libres
ne sont pas moyennables. Il est important de remarquer que cette notion est bien une
notion topologique (plutdét méme mesurable) car le groupe SO(3) muni de sa topologie
de groupe de Lie est un groupe compact donc moyennable alors que muni de la topologie
discreéte (et de la mesure de comptage) il ne 'est plus puisqu’il possede des sous-groupes
libres (voir [dIHO0O0, I1.37]).

La proposition suivante nous donnera une nouvelle définition de groupe moyennable
qui sera plus utile pour la suite.

Proposition 14.4 (proposition 1.5 de [Zim78]). Soit G un groupe localement compact
a base dénombrable. Le groupe G est moyennable si et seulement si pour toute action
continue par isométries linéaires de G sur un espace de Banach séparable E et tout
compact convere K de EY, il existe un point fixe dans K.

Dans cette proposition Ej désigne la boule unité fermée de E* et K est un compact
non-vide pour la toplogie faible-*. Comme la proposition 4.1.4 de [Zim84| le montre
on peut, plus généralement, considérer les compacts K non-vides d’un espace vectoriel
topologique localement convexe séparé.

14.2. Champs d’espaces de Banach. Pour un traité général on pourra consulter
I'appendice A.3 de [ADROO] et la section 4 du chapitre II de [FD88|.

Définition 14.5. Soit €2 un espace borélien standard et ;1 une mesure borélienne sur 2.
Un champ d’espaces de Banach est la donnée d'une famille {(E,, || ||w)}wen d’espaces
de Banach munie d’un sous-ensemble M C Il,cqF,, qui vérifie les conditions suivantes :

(i) sil’ensemble {f,| f € M} est total pour presque tout w,
si f,g e M alors f+ge M,

si feMetp:Q — C est mesurable alors of € M,

si f € M alors w +— || fu||w est mesurable,

si (f™) est une suite de M telle qu’il existe f € HyeqFE, avec limy, o0 f} = fou
pour presque tout w, alors f € M.

L’ensemble M est appelée structure mesurable du champ d’espaces de Banach
{(Bws || l|lw)}wea et © en est la base. Si la base et la structure sont implicites on notera
simplement E un tel champ d’espaces de Banach. On appelera section de E un élément

de M.

Définition 14.6. Soit E = ((E,), M) un champ d’espaces de Banach. On dit que E est
séparable sl existe F C M dénombrable tel que pour presque tout w, {f,| f € F} est
totale dans FE,.

Un tel ensemble F est appelé famille fondamentale du champ d’espaces de Banach
séparable E, pour construire un champ d’espaces de Banach séparable, il suffit en fait
de se donner une famille fondamentale.

Proposition 14.7 (Proposition A.3.2 de [ADRO0]). Soit Q2 un espace borélien standard
et (E,) une famille d’espaces de Banach et F C Il,eqE,, une famille dénombrable telle
que
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(i) si f € M alors w — || fu]lw est mesurable,
(ii) pour presque tout w, {f,| f € F} est totale dans E,,.

Alors F engendre une structure mesurable M telle que E = ((E,), M) est un champ
d’espaces de Banach séparable.

Exemples 14.8. Exemples de Champs de Banach séparables.

(1) Soit E un espace de Banach et Q un espace borélien standard. Alors la famille
(Ey) ou E, = E pour tout w et la famille M constituée des applications
f:Q — E telles que w — || fo]| est une fonction mesurable forment un champ
d’espace de Banach appelé champ constant égal a E.

(2) Les champs mesurables d’espaces de Hilbert séparables introduits par J. Dix-
mier dans [Dix96] sont des cas particuliers de champs d’espaces de Banach
séparables.

(3) Soit H un champ d’espaces de Hilbert séparable de base 2 et F une famille
fondamentale de H. La famille (H, ® H,) munie de FQF = {zQy; =,y € F}
donne lieu a un champ d’espaces de Hilbert séparable par la proposition 14.7
noté H® H. Pour w € Q, notons L'(H,) l'espace de Banach des opérateurs
a trace munie de la norme A — trace|A|. Comme (H, ® H,) s’identifie aux
opérateurs de Hilbert-Schmidt L?(H,,), cela permet aussi de définir un nouveau
champ d’espaces de Hilbert noté L?(H). On peut aussi voir F ® F comme
un sous-ensemble de IT,L'(H,) formé d’opérateurs de rang 1 qui vérifie les
conditions (i) et (ii) de la proposition 14.7 et donc engendre une structure
mesurable qui fait de (L!(H,)) un champ d’espaces de Banach séparable noté
L'(H).

Etant donné un champ d’espaces de Banach séparable E de structure mesurable M,
on construit le champ dual. Considérons la famille des duaux (E}) et définissons le sous-
ensemble M* constitué des éléments ¢ € Il,cq tels que w — ¢, (f,) est mesurable pour

tout f € M.

Définition 14.9 (lemme A.3.7 de [ADROO]). La paire ((E,), M*) est un champ d’es-
paces de Banach appelé champ dual du champ d’espaces de Banach E et noté E*.

En général, le dual d’un espace de Banach séparable n’est pas séparable. Ainsi, le
champ dual d’un champ d’espaces de Banach séparable n’est pas nécessairement sépa-
rable.

Si 2 un G-espace et E un champ d’espaces de Banach de base €2 et de structure mesurable
M, on définit naturellement la notion d’action (par isométries) de G sur E.

Définition 14.10. Une action de G sur E est la donnée d’une famille d’applications
{a(g,w)}(gw) appelée cocycle telle que

(i) pour tout g € G et presque tout w, a(g,w) € Isom(E,, Eg.,),
(ii) pour tout g,¢" € G et presque tout w, a(gg’,w) = a(g,w)a(d,w),

(iii) pour tout g € G et toutes sections £, f’, la fonction (g, w) ~ || fo,—a(g, g7}

est mesurable.

) f ol
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La condition (ii) est appelée relation de cocycle. Si E est le champ constant égal & un
espace de Banach séparable E, on retrouve la notion classique de cocycle définie en 14.2
avec H = Isom(E). On peut remarquer qu’une action sur un champ d’espaces de Banach
donne lieu & une action (au sens usuel) sur les sections définie par (g- f)., = a(g, g~ w) f..

algy',w)
a(g',w) a(g,g'w)
—_— —_—
E, Eg’w Egg’w
w gw gg'w Q

Définition 14.11. Soit E un champ d’espaces de Banach au dessus de 2 et E* le champ
dual. Un sous-champ de parties converes compactes est la donnée d’une famille (Ay,)wen
telle que pour presque tout w, A, C E, est une partie compacte pour la topologie faible-
* de la boule unité de EJ, telle qu’il existe une famille dénombrable de sections de E*
incluses dans ], A, et dont 'enveloppe convexe fermée est A, pour presque tout w. Si
Q) est un G-espace et a un cocycle associé a une action de G sur E, on dit que A est
invariant si pour tout g et presque tout w, af(g,w)A, = Age.

14.3. Actions moyennables. Dans [Zim78], R. Zimmer généralise la notion de
groupe moyennable a celle d’action moyennable. On donne ici une définition équivalente
a la définition initiale.

Définition 14.12 (Définition 4.2.6 de [ADROO]). Soit 2 un G-espace. On dit que
est moyennable si pour tout champ, E, d’espaces de Banach au dessus de €2, muni d’une

action de G et pour tout sous-champ invariant de parties convexes compactes de E7, il
existe une section invariante.

La moyennabilité d’une action peut aussi se définir & l'aide d’une généralisation de
la notion de moyenne.

Théoréme 14.13 (Théoreme A de [AEG94]). Soit G un groupe localement compact a
base dénombrable et  un G-espace standard ergodique. Il y a alors équivalence entre

(i) Uaction G ~ Q est moyennable et
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(i) il existe une espérance conditionnelle G-invariante de L*>(Q x G) sur L>(£2).

Au vu des définitions de groupe moyennable et d’action moyennable, un groupe G
est moyennable si et seulement si ’action triviale de G sur ’espace de probabilité réduit
a un point est moyennable.

Proposition 14.14 (Théoreme 2.1 de [Zim78]). Soit G un groupe moyennable et @ un
G-espace ergodique. L’action G ~ §) est moyennable.

Dans certains cas, la moyennabilité de I'action implique que le groupe est moyen-
nable. Par exemple, si 'action G ~ ) préserve une mesure de probabilité et que cette
action est moyennable alors G est moyennable (c’est la proposition 4.3.3 de[Zim84)).
Cependant, il y a bien d’autres actions moyennables que celles des groupes moyennables.
Nous verrons dans la section 15.2 un exemple important concernant les bords de Poisson.
Voici un exemple général a I'opposé des groupes moyennables.

Lemme 14.15. Soit G un groupe localement compact. L’action par multiplication de G
sur lui-méme est moyennable. Plus généralement, si () est un espace mesuré standard
alors laction G ~ G X Q par multiplication sur le premier facteur est moyennable.

DEMONSTRATION. Soit A un sous-champ compact convexe G-invariant dans un
champ dual E} munit du cocycle of provenant d’un cocyle a sur un champ de Banach
au dessus de G. Par l'invariance et le théoreme de Fubini, il existe h € G tel que pour
presque tout g, of(g, h)A, = Agh. Choisissons = € Ay, et posons s(g) = of(gh™!, h)x.
C’est une section mesurable et la relation de cocycle montre qu’elle est invariante. [

Un autre exemple important concerne les groupes hyperboliques.

Théoréme 14.16 (Théoréme 5.1 de [Ada94]). Soit I un groupe dénombrable hyperbo-
lique et soit OI' le bord a linfini du graphe de Cayley associé a un certain systeme de
générateurs. Soit p une mesure borélienne finie sur OI' quasi-invariante sous l’action de
I. Alors l’action de T' sur (OT', u) est moyennable.

Théoréme 14.17 (Théoréme 1.9 de [Zim78]). Soit G un groupe localement compact a
base dénombrable et H un sous-groupe fermé. L’action de G sur G/H est moyennable
st et seulement st H est moyennable.

Ce dernier théoreme montre de nouveau que ’action par multiplication & gauche de
G sur lui-méme est toujours moyennable mais donne aussi des exemples plus intéressants.
Si G est un groupe algébrique semi-simple sur un corps local et P un parabolique minimal
alors P est un sous-groupe fermé et l’action de G sur G/P (muni de l'unique classe de
mesure borélienne réguliere G-invariante, voir par exemple [BAIHV08, Theorem B.1.4])
est moyennable.

15. Bords forts

15.1. Double ergodicité. Dans [BMO02] et [Mon01], M. Burger et N. Monod
introduisent un renforcement de la notion d’ergodicité. Soit G un groupe topologique
et E un espace de Banach. On dit que (F, ) est un G-module de Banach si w est une
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représentation isométrique linéaire de G sur E. Le G-module de Banach (E, ) est dit
continu si I’application

GxFE — FE
(g,v) = 7(g)v

est continue (ot F est munie de la topologie induite par la norme).

Si (E, ) est un G-module de Banach, le G-module de Banach contragrédient (E¥, n%)
associé est constitué de Ef = E*, le dual topologique de E et de la représentation linéaire
isométrique 7f(g) = w(g~1)* ot w(g)* est Popérateur adjoint de 7(g).

Définition 15.1. Un G-module de coefficients (E, ) est un G-module de Banach contra-
grédient associé & un G-module de Banach (E”, 7”) continu.

Un prédual n’étant pas unique, le choix de E® fait donc parti des données dans la
définition ci-dessus. Ce qui permet donc de parler de la topologie faible-x sur E sans
ambiguité (voir la remarque 1.2.2 de [Mon01] pour plus de détails).

Un G-module de coefficients (E, ) est dit séparable si les espaces de Banach E et
E’ sont séparables (il suffit que E le soit). Si G est localement compact, la proposition
3.3.2 de [Mon01] montre qu'un G-module séparable est automatiquement continu.

Définition 15.2. Soit G un groupe localement compact et (B, ) un G-espace. L’action
G ~ B est dite ergodique a coefficients séparables si pour tout G-module de coefficients
séparable (F, ), toute fonction f: B — FE faiblement mesurable et G-équivariante est
essentiellement constante.

Cette nouvelle notion d’ergodicité implique I'ergodicité usuelle. En effet, en utilisant
la définition donnée avec un G-module munie de ’action triviale, on retrouve I’ergodicité
usuelle. De plus, la remarque 11.4.3 de [Mon01] montre cette notion est strictement plus
forte (I'ergodicité a coefficients unitaires implique le mélange faible pour une action de
Z sur un espace avec une mesure finie invariante).

Si (B, v) est un G-espace, on dit que I’action est doublement ergodique a coefficients
séparables si ’action diagonale sur ’espace produit B x B l'est.

Définition 15.3. Soit G un groupe localement compact et (B,v) un G-espace. On dit
que (B,v) est un bord fort pour G si 'action G ~ B est moyennable et doublement
ergodique & coefficients séparables.

L’adjectif fort est la pour marquer la différence avec les notions de bord et bord faible
introduites dans [BM96]. La définition d’un bord pour un groupe G est obtenue en rem-
placant la double ergodicité a coefficients par la double ergodicité usuelle. La différence
entre bord et bord faible tient & deux notions légérement différentes de moyennabilité.

La proposition suivante montre la force de I’hypothése de double ergodicité a coeffi-
cients séparables.
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Proposition 15.4 (Proposition 2.4 de [MS04]). Soit G un groupe localement compact
base dénombrable et (2, ) un G-espace ergodique tel que p est une mesure de probabilité
invariante. Si (B,v) est un bord fort pour G alors laction diagonale de G sur (B x B x
Q,v X v xp) est ergodique.

Remarque 15.5. Bien que la notion d’ergodicité soit bien définie pour une action
G ~ (2, ) ou p est une mesure dont la classe est préservée sans que p soit préservée,
la proposition ci-dessus est fausse si p n’est pas finie et invariante.

Par exemple, si G est un groupe hyperbolique et X un graphe de Cayley associé
a un systeme de générateurs finis, il existe une mesure (infinie) sur 90X telle que G ~
0X x 0X soit ergodique. De plus, il existe une application, ¢, appelée barycentre (voir
par exemple la proposition 2.1 de [BM96]) G-équivariante de 90X x 90X x 0X vers X.
Si G ~»0X x 0X x 0X était ergodique alors ¢ serait essentiellement constante et cette
valeur essentielle serait un point fixe pour G, ce qui est impossible.

On peut se demander s’il existe des espaces vérifiant les conditions de la définition
15.3 puisque les conditions de moyennabilité et d’ergodicité semblent antagonistes. En
effet, la moyennabilité demande a I'espace d’étre plutot « gros » (relativement a ’action
du groupe) alors que l'ergodicité lui demande plutdt d’étre « petit ». Les frontieres de
Poisson de la section suivante fourniront une grande classe d’exemples.

Voici deux propriétés de stabilité des bords forts qui nous seront utiles par la suite.

Proposition 15.6. Soit G un groupe localement compact et I' < G un réseau. Si (B,v)
est un bord fort pour G alors c’est aussi un bord fort pour laction restreinte a .

DEMONSTRATION. La double ergodicité résulte de la proposition 11.1.10 de [Mon01]
et la moyennabilité du lemme 4.3.5 de [Zim84]. O

Proposition 15.7. Soit G1,..., G, des groupes localement compacts a base dénombrable
et (B1,v1),...,(Bn,vyn) des bords forts pour les G; ou les mesures v; sont o-finies. Alors
(By X+« X Bp,v1 X+« X vy) est un bord fort pour Gy X -+ - X Gy, relativement a 'action
diagonale.

DEMONSTRATION. La double ergodicité résulte du lemme 11.1.8 de [Mon01] qui
traite le cas n = 2. Pour la moyennabilité, on montre le résultat pour n = 2 et un
raisonnement par récurrence montrera le cas général. On utilise la caractérisation du
théoreme 14.13. Soit F; une espérance conditionnelle G;-équivariante de L*°(B; x G;)
sur L®(B;) oun i = 1,2. Si X et Y sont deux espaces mesurés standards, on utilise
I'identification

L*(X xY) — L*®X,L>®(Y))
f = (2= f(,0).

On alors
LOO(Bl X B2 X G1 X GQ) >~ LOO(Bl X Gl,LOO(BQ X Gg))
L Ey
LOO(Bl X Gl,Loo(Bz)) \L ZE LOO(BQ,LOO(Bl X Gl))
1

LOO(BQ,LOO(Bl)) ~ LOO(Bl X Bg)
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La composition de Ey avec Fy donne une espérance conditionnelle G7 x Ga-équivariante.
O

On note le lemme classique suivant qui utilise seulement la double ergodicité « stan-
dard ».

Lemme 15.8. Soit (X, d) un espace métrique séparable sur lequel agit, par isométries, un
groupe localement compact G. Soit Q) un G-espace tel que 'action diagonale G ~ 2 X
est ergodique pour la mesure produit. Toute application ¢: 2 — X mesurable et G-
équivariante est essentiellement constante.

DEMONSTRATION. La double ergodicité montre qu’il existe » > 0 tel que pour
presque tout (w,w’), d(¢(w),p(w’)) = r. Si r > 0, par séparabilité, il existe x € X
tel que B(x,r/2) est de mesure strictement positive pour la mesure image par ¢. Ainsi
on trouve une partie de mesure strictement positive P C Q x  telle que pour tout
(w,w') € P, d(¢(w), p(w')) < r/2+r/2. Ce qui donne une contradiction et donc r = 0.
Ceci signifie que ¢ est essentiellement constante. O

15.2. Frontieéres de Poisson. On rappelle dans cette section la construction de
la frontiere de Poisson associée a une marche aléatoire sur un groupe localement compact.

Soit G un groupe localement compact et 1 une mesure de probabilité borélienne sur
G. La mesure p est dite non-dégénérée si son support, Supp(u), engendre G en tant
que semi-groupe, c’est a dire si presque tout élément (pour la mesure de Haar) de G
s’écrit comme un produit fini d’élément de Supp(u) sans puissance négative. La mesure
p est dite symétrique si I'application g — ¢~! préserve u et u est dite étalée s'il existe
un entier n tel que la n**™¢ puissance de convolution, p*", soit absolument continue par
rapport a la mesure de Haar.

On appelle espace des incréments, G, I'espace produit [[y. G muni de la mesure
produit u®>. Cet espace est isomorphe & l’espace des trajectoires G, qui est aussi un
produit infini de copies de G mais muni de la mesure image sous l'application

G — G
(hn)nzl = (gn)nZO

{ g0 = e

gn+1 = gnhn'

Notons P cette mesure image qui correspond a la marche aléatoire partant de e et de
probabilité de transition p. Dans ce cas, g, est la position au temps n de la marche
aléatoire. L’espace G (considéré uniquement avec la structure borélienne produit sans
mesure) est naturellement munie d’une action borélienne de G pour l'action diagonale &
gauche. Pour autre distribution (mesure borélienne o-finie), 6, que la masse de Dirac en
I'identité, on peut définir la marche aléatoire de distribution initiale #, en munissant G
de la mesure

ou g, est défini par

Py=0xP = /g*PdG(g).
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En particulier, si on choisit pour 6 la mesure de Haar a droite, m, sur G alors (G, P)
est muni de 'action diagonale a gauche de GG, qui en général ne préserve pas la mesure
et de 'opérateur de décalage D: G — G qui associe & (gn)n>0 la suite (gn+1)n>0. Cet
opérateur préserve la mesure P,,. En effet, D se lit dans I’espace produit (G x G*,m ®

®oo
pe°) par
D:GxG*® — G x G*
(ga (h’n)) = (ghla (hn+1))'

La mesure image D, (m®p®>) est alors (mxp) @ pu®>. Si f est une fonction continue
a support compact, le calcul suivant

[ 01 dm s i) = [ 1(ah) dmg)n(t) = [ 1) dmiadn(t) = [ 1) dms

montre que m*u = m. Ainsi D*(m®u®°°) = m®pu®>® ce qui montre que D préserve P,

Définition 15.9. Soit G un groupe localement compact a base dénombrable et p une
mesure borélienne de probabilité sur G. On appelle frontiére de Poisson, 'espace des
composantes ergodiques de ’action du semi-groupe engendré par D sur G

Pour la décomposition en composantes ergodiques, on peut se référer a la section 4
de l'article original [Var63].

Comme l'action de D et de G sur G commutent, le bord de Poisson B est muni d’une
mesure v qui en fait un G-espace. Soulignons que v n’est pas G-invariante mais que seule
sa classe l'est. Si la construction de B est assez abstraite, on peut manipuler cet objet
plus simplement en considérant les fonctions mesurables essentiellement bornées sur B.
En effet, on a 'identification G-équivariante

L*(G,P)P ~ (B, v)

ott L=(G,P)P désigne les fonctions mesurables essentiellement bornées invariantes sous
I’action du décalage D. Les propriétés d’ergodicité et de moyennabilité se lisant sur les
fonctions essentiellement bornées, on aura déja une bonne compréhension de l'objet en
se limitant a cette identification.

Un bon exemple est alors donné par le théoréme suivant dont on redonne une preuve
utilisant la caractérisation 14.13

Théoréme 15.10 (Théoréeme 5.2 et 5.3 de [ZimT78]). Soit G un groupe localement
compact a base dénombrable et (B,v) la frontiére de Poisson associé a une mesure fi
étalée.

Alors Uaction G ~ B est moyennable.

DEMONSTRATION. On utilise les identifications suivantes

L®(G x B) ~ L®(G, L®(B)) ~ L®(G, L®(G,P)?) ~ L®(G x G)P
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Le lemme 14.15 et I'identification (G, P) =~ (Gx G, mx u®>), montrent que I’action
G ~ G est moyennable donc il existe une espérance conditionnelle E': L*(G x G) —
L*(G). Remarquons que comme les actions de D et G commutent, si f € L>®(G x G)
est D-invariante alors E(f) 'est aussi. Ainsi, on obtient une espérance conditionnelle de
L>®(G x G)P vers L>®(G)P ce qui prouve le résultat. O

FIGURE 1. Limite circulaire I1I, M.C. Escher.

Initialement, M. Burger et N. Monod ont montré I’existence d’un bord fort pour les
groupes localement compacts et compactement engendrés (voir le théoreme 11.1.3 de
[MonO1] pour un énoncé précis), V. Kaimanovich a généralisé cette existence.

Théoréme 15.11 (Théoréme 3 de [Kai03]). Soit G un groupe localement compact a base
dénombrable. La frontiere de Poisson associée a une mesure de probabilité borélienne,
étalée et non-dégénérée est un bord fort pour G.

Théoréme 15.12 (Théoreme 4 de [Kai03]). Tout groupe localement compact o-compact
posséde un bord fort.

Pour un groupe moyennable G, tout espace de probabilité possédant une action fai-
blement mélangeante préservant la mesure est un bord fort. En particulier ’espace de
probabilité réduit a un point est un bord fort pour tout groupe moyennable. Il existe
cependant des exemples de groupes moyennables avec des frontiéres de Poisson non tri-
viales comme c’est le cas pour le produit en couronne 731 Z/27Z qui possede un bord de
Poisson non trivial pour toute marche aléatoire symétrique de premier moment fini (voir
I'exemple 6.2 de [K'V83]).
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15.3. Exemples. On va s’attacher a décrire dans la suite des exemples concrets de
bords forts pour certains groupes localement compacts.

Exemple 15.13 (Groupes semi-simples). Soit G un groupe de Lie semi-simple de type
non compact a centre fini. Soit P un sous-groupe parabolique minimal (par exemple si
G = SL,(R), il est classique de choisir pour P, le sous-groupe des matrices triangulaires
supérieures). Le quotient G/ P s’appelle le bord de Furstenberg de G (voir [Fur73]). Cet
espace quotient s’identifie avec I’ensemble des chambres de Weyl de I'immeuble sphérique
al’infini de I’espace symétrique de G. En tant que stabilisateur du centre circonscrit d’une
chambre de Weyl, P est un sous-groupe fermé moyennable de G. Comme nous ’avons
déja remarquer, en munissant G/P de l'unique classe de mesure borélienne réguliere
G-invariante (voir par exemple 'appendice B de [BAIHVO08]), l'action G ~ G/P est
moyennable car P l'est (théoreme 14.17).

Pour la double ergodicité, la décomposition de Bruhat sera bien utile. Si W désigne
le groupe de Weyl de G alors G se décompose en double P-classes sous la forme

G= || PwP
weW
ol la réunion est disjointe. L’application

F: G/PxG/P — P\G/P
(91P, g2 P) —  Pgi'geP

est G-invariante pour 'action diagonale de G sur G/P x G/P. De plus, F(q1 P, g2 P) =
F(gy P, g4P) si et seulement si (g1 P,g2P) et (¢ P,g5P) sont dans la méme G-orbite.
Ainsi G\(G/P x G/P) s’identifie avec P\G/P ~ W. Comme W est fini, l'action G ~
G/P x G /P n’a quun nombre fini d’orbites et une seule est de dimension maximale donc
la mesure est supportée par cette unique orbite. Il faut ensuite utiliser le phénomene de
Mautner pour obtenir la double ergodicité a coefficients.

Exemple 15.14 (Groupes hyperboliques). Un groupe dénombrable est hyperbolique
'l existe un systeme de générateurs fini tel que le graphe de Cayley associé soit un
espace Gromov-hyperbolique (voir la section 20). Le graphe de Cayley possede un bord
hyperbolique qui ne dépend pas du systeme de générateurs et que 'on note 9G. Un
groupe hyperbolique est élémentaire s’il est fini ou virtuellement cyclique.

Théoréme 15.15 (Théoreme 8 de [Kai94]). Soit G un groupe hyperbolique non-élémentaire
et pu une mesure de probabilité non-dégénérée sur G d’entropie et de premier moment
fini. La frontiére de Poisson associée a la marche aléatoire de probabilité de transition u
coincide avec G muni de la mesure harmonique associée a

Pour une définition exacte des termes entropie, moment et mesure harmonique, on
se référera a l'article original.

16. Champs d’espaces de Hadamard

16.1. Définitions. La notion de champ d’espaces de Banach se généralise aux es-
paces métriques généraux. La notion de champ mesurable séparable d’espaces métriques
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a été introduit dans [DAP76]. On pourra trouver une étude récente plus détaillée dans
les theses de M. Anderegg et P. Henry : [And10] et [Hen10]. Ici de tels champs arrivent
comme des outils de travail et non comme des objets d’étude en eux-mémes. C’est la
situation du théoréme 17.4 qui nous incite a les étudier. La situation est donnée par une
action de groupe G sur un espace de Hadamard en présence d’'un G-espace. En ’ab-
sence de G-espace, la minimalité de ’action est souvent bien agréable pour raisonner.
En présence d'un G-espace, ce sera la donnée d'un sous-champ minimal qui jouera un
role analogue important.

Définition 16.1. Soit 2 un espace borélien standard et p une mesure borélienne sur
Q. Un champ d’espaces métriques X est la donnée d’une famille d’espaces métriques
(non-vides) {(X,,dy)}wea et d'un sous-ensemble dénombrable F C I,cq X, tels que

(i) pour tous z,y € F, 'application w — d, (2w, yw) est mesurable,

(ii) pour presque tout w, {z,| x € F} est dense dans X,,.

Dans ce cas () est appelée la base du champ, F est une famille fondamentale et une
section est la classe & égalité presque partout d’un élément z de 1,0 X, tel que FU{z}
vérifie encore la condition (i) pour tout y € F. On appelle structure mesurable, de X
I’ensemble M des sections de X. Si z et y sont deux sections alors w — dy,(Zy, Yu) est
mesurable car

du(Tw, Yo) = sup |du (Tw, 2w) — duw(Yuw, 2w)]-
zeF
Lemme 16.2. Soit X un champ d’espaces métriques, x € 11,X,, et (z™) une suite de
sections telle que x) — x,, presque partout. Alors x est une section.

DEMONSTRATION. Soit y une section de X alors d,(zw, yw) = limy, d (27}, y,) pour
presque tout w et comme une limite simple de fonctions mesurables est mesurable, on a
le résultat. O

Remarque 16.3. Dans les références citées précédemment, de tels champs sont pourvus
de I’adjectif mesurable. Puisqu’il n’y aura pas d’autre type de champ, ’adjectif mesurable
est implicite dans la définition donnée ci-dessus.

Exemple 16.4. Exemples de champ d’espaces métriques.

(1) Soit X un espace métrique séparable et (z™) une famille dénombrable dense
de X. On appelle champ constant sur X, le champ donné par X, = X pour
tout w et la famille fondamentale F constituée des applications de €2 dans X
constantes égales a un des x,,.

(2) Au vu des définitions, un champ d’espaces de Banach séparable est un cas
particulier de champ d’espaces métriques.

(3) Soit X et Y deux champs d’espaces métriques de base commune {2 et de famille
fondamentale respective Fx et Fy. On construit alors le champ produit Z défini
par Z, = X, X Y, et Fz = {(z,y); z € Fx, y € Fy}.

Un champ d’espaces métriques X de base 2 sera dit CAT(0) (respectivement complet,
compact, euclidien) si pour tout w, X, est un espace CAT(0) (respectivement complet,
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compact, euclidien). De plus, un champ d’espaces métriques CAT(0) et complet sera
simplement appelé un champ d’espaces de Hadamard. De méme, un champ d’espaces de
Hadamard sera dit de dimension géométrique finie si X, est de dimension géométrique
finie pour tout w.

Définition 16.5. Soit G un groupe localement compact a base dénombrable. Une action
de G sur X est la donnée d'une famille d’applications {a(g,w)}(4.) appelé cocycle telle
que

(i) pour tout g € G et presque tout w, a(g,w) €eHoméo(X,,, Xg.,),

(ii) pour tout g, ¢’ € G et presque tout w, a(gg’,w) = a(g,w)a(qd,w),

(iii) pour tout g € G et toutes sections x, ', la fonction (g, w) + dy, (4, (g, g~}

est mesurable.

w)w;_lw)

Une telle action définie une action (au sens usuel) sur les sections par (gz), =
a(g.g_lw)xg_lw. Si de plus, pour tout g et presque tout w, a(g,w) € Isom(X,,, X4, ), on

dit que G agit par isométries.

Définition 16.6. Soit X un champ d’espaces métriques de base {2 et de famille fon-
damentale F. Un sous-champ Y de X est la donnée d’une famille {Y, },cq et d'un
sous-ensemble dénombrable F' C I, cqY,, tels que

(i) Pour tout w, @ # Y, C X,
(ii) pour tout y € F', y est une section de X,
(iii) Pour presque tout w, {y.; y € F} est dense dans Y.

Un sous-champ d’un champ d’espaces métriques est donc aussi un champ d’espaces
métriques. On munit I'ensemble des sous-champs d’un champ d’espaces métriques X
d’une relation d’ordre définie par Y < Z si Y, C Z, pour presque tout w. Soit X
un champ d’espaces métriques muni d’une action de G donnée par un cocycle a. On
peut définir une action (g,(Y, M)) — (gY,gM) sur les sous-champ par (¢gY), =
a(g,g_lw)Yg_lw. Si Y est un sous-champ, on dit que Y est invariant si c’est un point
fixe (avec identification presque partout) pour l’action que 1’on vient de définir. De plus,

un tel sous-champ est minimal s’il est minimal parmi les sous-champs invariants.

Si X est un champ d’espaces de Hadamard et Y est un sous-champ alors Y est
conveze fermé si pour tout w, Y, est une partie fermée et convexe de X,,. Un sous-champ
d’espaces de Hadamard est donc un champ d’espaces de Hadamard en particulier.

Remarque 16.7. Soit X un champ d’espaces métriques,Y un sous champ de X et Z un
sous-champ de Y alors Z est aussi un sous-champ de X. En effet, si 7/ est une famille
fondamentale de Y, x une section de X et z une section de Z alors

dw(xwv Zw) = inf dw($w7 yw) + dw(ywa Zw)-
yeF!
On peut exprimer la relation d’ordre sur les sous-champs convexes fermés a 'aide
d’inégalités de distance pour les éléments d’une famille fondamentale.

Lemme 16.8. Soit X un champ d’espaces CAT(0) muni d’une famille fondamentale F
et Y,Z deux sous-champs convexes fermés de X. Alors Y < Z si et seulement si pour
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tout x € F et presque tout w, dy(xy,Y,) > dy(zy, Z,) et Y < Z si et seulement si
Y < Z et il existe x € F tel que pu({w | dw(zw,Ys) > dy(xw, Zu)} > 0.

DEMONSTRATION. Pour z € F, posons Q, = {w | dy(zw,Y,) > du(zw, Z,)} et
Q, = {w | dw(rw, Yy) > dy(z, Z,)}. Alors Q, et Q, sont deux ensembles mesurables de
Q. Si Y < Z alors pour tout € F, Q, est de mesure pleine. Réciproquement, si pour
tout x, Q, est de mesure pleine alors Q = N, €2, est aussi de mesure pleine et par le
lemme 1.16, pour presque tout w € Q, Y,, C Z,,. De plus, si u(£2;) > 0 alors Z £ Y. Ceci
montre la deuxieme assertion du lemme. O

Les quelques lemmes qui suivent ont pour but de montrer que les constructions
classiques dans le cadre des espaces de Hadamard peuvent se faire mesurablement lorsque
I’on étend ces définitions aux champs d’espaces de Hadamard.

Lemme 16.9. Soit X un champ d’espaces de Hadamard, x,y deux sections et r une
fonction positive mesurable alors

W = dw(ywa B(:EU-M T(UJ)))
est mesurable.

DEMONSTRATION. La restriction de cette fonction & {w| r(w) = 0}, qui est un en-
semble mesurable, est égale a la fonction w +— d(zy,y,), qui est mesurable, donc on
peut supposer r > 0. Soit F une famille fondamentale pour X. Par le point (ii) de la
définition 16.1, on a pour presque tout w,

dw (Y, B(zy, m(w))) = inf{dy,(Yuw, 2w)| 2 € F, 2w € B(xy,r(w))}.

Pour 2 € F, définissons, Ao (Yurs 2) = +00 81 2 & B(4,7(W)) et dw(Yu, 20) = dw (Yo, 20)
sinon. Alors w — dy,(Yw, 2,,) est une fonction mesurable & valeurs dans RT U {+o0} et

dw (Yo, B(Tw, 7(W))) = inf di (Yo, 2w)-
zeF
O

Lemme 16.10. Soit X un champ d’espaces de Hadamard et Y un sous-champ convexe
fermé. Alors pour toute section x de X, (my,(xy)) est une section de X.

DEMONSTRATION. Commengons par montrer que w +— dy,(xy,Y,) est mesurable.
Soit F’ une famille fondamentale pour Y, la formule

d(zw, my, () = dw(zw, Y,) = yiéljfm Ao (Yuws Tw)
conclut. Soit, maintenant, z une autre section de X, on a
du(my, (), 20) = nh_)rgo dy (24, Yo N B (2w, dy(xy, Yo,) + 1/n))
qui permet de conclure par le lemme 16.9. Il

Lemme 16.11. Soit X un champ d’espaces de Hadamard et {x'};en une famille dé-
nombrable de sections. Alors la fonction w — rayon({z’}) est mesurable a valeurs dans
RT U {400}. De plus, si cette fonction est essentiellement finie alors la collection des
centres est une section.
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DEMONSTRATION. La premiére partie du lemme tient au fait que
rayon({z{,}ien) = inf sup du(af,, y)
YeF ieN
ot F est une famille fondamentale de X. Notons r(w) = rayon({z’,}) et numérotons
{1’} jen les éléments de F. Définissons

j(n,w) = min{j € N| Supdw(xfd,yg}) <r(w)+1/n}.
€N

Alors (yi;("’“)) est une section et pour presque tout w,

ngrfoo /(") — centre ({=L}) -

0

Lemme 16.12. Soit X un champ d’espaces de Hadamard, x,y deux sections de X et d
une fonction mesurable positive telle que pour presque tout w, d(w) < dy(Tw,Yw)- S 2w
est le point sur le segment [Ty, Y| @ distance d(w) de x,, alors (z,) est une section de
X.

DEMONSTRATION. Comme toute fonction d, comme dans 1’énoncé, est limite simple
(presque partout) de fonctions de la forme w — A w)dy, (2, yw) ot A est une fonction
simple a valeurs dyadiques, il suffit de montrer le résultat pour z, milieu de [z, y.].
Dans un espace CAT(0), X, fixons deux points x et y. Alors I’ensemble

d(z, €
Z = {z € X| max(d(z, 2),d(y, 2)) < (ZH}
contient le milieu de [z, y| et est de diametre au plus . Il suffit alors de définir z,, comme
étant la limite, pour n — +oo, des projetés de z,, sur 'intersection

5 (l‘w’ d(xw,yé) + 1/n> . (yw, d(:ﬂw,yg) + 1/")

pour voir que z,, est le milieu de [z, y,] et qu'il s’agit bien d’une section. O

Remarque 16.13. Si X est un espace CAT(0), son bord & l'infini est un un objet
important qui lui est attaché. On a donc naturellement envie de construire un champ
a l'infini associé a un champ de Hadamard X. La construction qui semble étre la plus
naturelle (parce qu’elle donne une distance invariante sur X sous l'action de Isom(X)
par exemple), serait de considérer chaque bord 0X,, avec la métrique angulaire 2. Mal-
heureusement, on ne peut ainsi obtenir un espace séparable méme si X, ’est. L’exemple
de l'espace hyperbolique H? le montre. En effet, muni de la distance angulaire, tous les
points sont a distance 7 et le bord a la puissance du continu.

Dans leurs theses respectives, M. Anderegg et P. Henry contournent cette difficulté en
utilisant, pour les espaces propres, une distance sur 0.X qui définit la topologie conique.
C’est possible, car dans ce cas, Cyp(X) muni de la topologie de la convergence uniforme
sur les boules est un espace de Fréchet (e.v.t. métrisable par une distance complete)
séparable.
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Un moyen de contourner cette difficulté serait, peut-étre, de considérer des champs
d’espaces polonais (i.e. métrisables par une distance compléte et séparables) avec des
actions par homéomorphismes uniformément continus. Au lieu de développer une telle
théorie générale, on utilisera la notion de section de fonctions de Busemann.

Proposition 16.14. Soit X un champ d’espaces de Hadamard de dimension télesco-
pique finie, (X™)nen une collection de sous-champs convexes fermés telle que pour tout
w,n<m = XC X" etNuenX2=10.

Alors il existe une famille d’applications 5, : X, X X, — R telle que pour presque
tout w, B, est une fonction de Busemann de X, et pour toutes sections x,y de X,
w > Bu(Tw, Yu) est mesurable.

DEMONSTRATION. On définit alors (3, comme étant la fonction de Busemann as-
sociée au centre des directions, £,, du théoreme 6.1. La construction effectuée dans la
preuve de ce théoreme et les lemmes 16.10, 16.11 et 16.12 montrent que pour presque
tout w, &, est une limite dans X, de 2™ oll 2" est une section de X. Ainsi, pour presque
tout w

Bu(Tw, Yw) = lm  dy(xy, 205) — duw(Yuw, 2)-

n—-+oo

g

Une famille de fonctions (f,,) comme dans la proposition précédente sera simplement
appelée section de fonctions de Busemann. Si . : G x§2 — Isom(X) est un cocycle alors G
agit sur les sections de fonctions de Busemann par (g93)w = 8,-1,, oalg™hw)xa(g™, w).

Exemple 16.15. Si (z™) est une suite de sections telle que pour presque tout w, il existe
&w € 0X,, avec x, — &, alors (B¢, ) est une section de fonctions de busemann. En fait,
toutes les sections de fonctions de Busemann sont de cette forme.

Proposition 16.16. Soit G un groupe localement compact et  un G-espace ergodique.
Soit X un champ d’espaces de Hadamard de dimension télescopique finie et o : G X
Q — Isom(X) un cocycle. Alors ou bien il existe une section de fonctions de Busemann
invariante ou bien il existe un sous-champ convexe fermé de X invariant et minimal.

Avant de passer a la preuve en elle-méme, nous aurons besoin du lemme technique
suivant.

Lemme 16.17. Soit A un ensemble totalement ordonné et (X%)oca une chaine dé-
croissante de sous-champs convexes fermés invariants. Alors il existe une sous-famille
dénombrable (ou)nen cofinale.

Dire que cette sous-famille dénombrable est cofinale c’est dire que pour tout 5 € A,
il existe n tel que pour presque tout w, X5 C Xg .

DEMONSTRATION. Soit F une famille fondamentale du champ X. Pour x € F, po-
sons f&(w) = dy(zy, XT). Alors pour tout z et tout a, f< est une fonction mesurable
et

a>f = VrVw fi(w)> ff(w)

Par un résultat classique d’analyse (par exemple si p est une mesure de probabilité,

pour p,q € Q*, on choisit apq € {a | p ((f) " (lg,+o0[)) > 1 — 1/p} si cet ensemble
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est non-vide), pour tout x, on peut trouver une suite () telle que (f),, est cofinale
parmi les {f}o(pour la relation d’ordre f > g <= Vw f(w) > g(w)) et puisque
F est dénombrable, on peut supposer que c’est le cas pour tout les éléments de F
simultanément. Grace au lemme 16.8, la suite (cv,) est cofinale. O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 16.16. Supposons qu’il n’existe pas de sec-
tion de fonctions de Busemann invariante. On va montrer que ’ensemble X des sous-
champs convexes fermés de X invariants muni de la relation d’ordre définie ci-dessus, est
inductif (pour l'ordre renversé de >). Le lemme de Zorn fournira alors un sous-champ
convexe fermé de X invariant et minimal.

Soit alors {X®},ca une chaine de sous-champs convexes fermés de X. Grace au
lemme 16.17, on choisit A’ C A dénombrable et cofinale. L’ensemble {w € Q| Nyecar X& =
0} est mesurable car c’est {w € Q| dy (2w, XT) — +00} pour une section fixée = de X.
De plus, cet ensemble est G-invariant. Par ergodicité, il est de mesure pleine ou nulle. S’il
est de mesure pleine, la proposition 16.14 fournit une section de fonctions de Busemann
qui est de plus invariante car les X% le sont. On peut donc supposer que pour presque
tout w, Npear X& # 0. On pose alors Y, = Ngear X, ¢’est un sous-ensemble convexe
fermé pour presque tout w. Soit {#"} une famille fondamentale pour X. Soit 3 le projeté
de z! sur Y,. Pour tout n, y™ = (y!) est une section de X car c’est la limite simple
des mxan (z) (voir le lemme 1.17) et tous les mxan (x) sont des sections (voir le lemme
16.10). De plus, pour presque tout w, {y”} est dense dans Y, car la projection sur Y,
est 1-Lipshitz. Il est clair que Y est invariant et un minorant de {X%},ca. O

16.2. Facteur euclidien de de Rham. Dans toute cette section, on se donne G
un groupe localement compact, 2 un G-espace ergodique, X un champ d’espaces de
Hadamard de dimension télescopique finie non réduit a une section et o : G x 0 —
Isom(X) un cocycle tel que X soit minimal.

Remarques 16.18. — Grace a l'inégalité de la proposition 5.7, la fonction w
DimTel(X,,) est une fonction mesurable ou DimTel désigne la dimension télesco-
pique. De plus, cette fonction est a-invariante. Par ergodicité, il existe n € N tel
que pour presque tout w, DimTel(X,) = n.

— Comme X est a la fois minimal et non-réduit & un section, pour presque tout
w, X, est non borné. En effet si F est une famille fondamentale de X alors
w —diam(Xy) = sup, yer dw(Tw, Yw) est une fonction mesurable et a-invariante
a valeurs dans RT U {+o00}. Par ergodicité, cette fonction est essentiellement
constante et si cette constante est finie, le lemme 16.11 montre que la famille
des centres circonscrits des X, est une section, nécessairement invariante. Ce qui
contredirait ’hypothese de minimalité.

Proposition 16.19. Six est une section de X alors il existe un sous-champ E euclidien
et un sous-champ Y tel que x soit aussi une section de E et de’ Y, X =E XY et E est
maximal pour l'inclusion.
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De plus, siy est une autre section et E' x'Y' est une décomposition comme ci-dessus
pour y alors pour presque tout w, ﬂEw]E{d et ﬂyw\y“/} sont des isométries. En particulier,
six=vy, B, =E/, etY, =Y/ pour presque tout w.

Le sous-champ FE est appelé facteur euclidien de de Rham. On dira que le champ
X est sans facteur euclidien si le champ E est réduit a un point pour presque tout w.
A I'opposé, on dira que X est euclidien si Y est réduit & un point pour presque tout
w. A w fixé, on retrouve le classique facteur euclidien de de Rham du théoreme 1.7. La
difficulté ici est technique, il faut réaliser cette décomposition mesurablement.

Pour cela, nous aurons besoin d’un équivalent dans un contexte mesurable de la
proposition 7.7 donné par la proposition qui suit.
Fixons z une section de X et notons A l’ensemble des familles de fonction f = (f.)
telle que pour presque tout w € €2, f., est une fonction affine sur X, et il existe * une
suite de sections de X telle que pour presque tout w, et tout z € X,

fo(z) = lim d,(z, ) — d(22, 2!).
71— 00

Pour presque tout w, on note E, le facteur euclidien de X, donné par le théoreme
1.7. A ce stade, on ne sait pas encore que la collection (E,,) est un champ d’espace de
Hadamard.

Proposition 16.20. S’il existe f € A alors pour presque tout w, il existe &, € OF,, tel
que f,, est une fonction de Busemann centrée en &, .

La proposition 7.7 repose sur le lemme technique suivant.

Lemme 16.21 (Lemme 4.9 de [CL10a]). Soit X un espace non borné de dimension
télescopique finie. Alors il existe une suite (Dj) telle que pour tout j, D; > j, une suite
de nombres §; > 0 tendant vers 0, une suite de points p; € X et une suite de parties
finies Q; C X avec les propriétés suivantes.
(i) L’ensemble Q; est inclus dans la boule de rayon Dj(1+ d;) centrée en p;.
(i) Pour s € X, il existe qj € Q; tel que d(s,q;) — d(s,p;) > D; — 1.
La version mesurable pour le champ X devient la suivante.

Lemme 16.22. [l existe une suite de nombres D; > j, une suite de sections p de X et
un ensemble fini de sections Q; de X tels que

(i) Pour tout q € Q; et presque tout w, dw(pgj,qw) < Dj(1+1/j7).

(1t) Pour presque tout w et tout x € X,,, il eziste ¢ € Q; avec dy,(x, qw)—dw(:c,pfu) > Dj.

DEMONSTRATION. On numérote une famille fondamentale 7 = {z'} de X. Pour
w € Q et j,n €N, on note

i €N, 3i,...,in, Z |
! Tt oo e N 3k() d(al, 2 ®) — d(al, @) >

w?

DZW = inf {r > J

zil,...,zly € Blal, r(1+1/4)) }

Par densité des !, dans X,,, on remarque que

; . . dxy,..., 2, € Bz, r(1+1/j))
J — ) s n ’ )
Dy = inf {r > ' Iz € X avec Vy € X, 31, d(y,z;) —d(z,x;) >r [~
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La premiere écriture de ij,n montre w Dﬂ,m est mesurable. En effet, posons pour
>0,

, a . xir € B, r(1+1/)
W o=dweQ|JeEN, Jip,... iy, 00" (xl’"(w /3) o .
’ et Vi € N 3k(l) d(z),,zw"’) — d(z,,xl,) >r
Alors
; Vm € [1,n] d(zim 2l) < r(1+1/j)
J  — ’ w rw/
Q= U U ﬂ U {w € et d(zl, zl%) — d(zl,zl) > r

€Ny, in€ENIEN ke{iy,....in}

et donc Q,jm est une partie mesurable pour n,j € N et r > 0. Finalement, comme les
inégalités définissant O, , sont strictes, si w € O, alors il existe € tel que pour tout r’
avec [r — 1’| < e, we Q) , et donc

{we Q] wa <r}= U wal = U sz,/ .
j<r'<r j<ri<r, r"eQ

Ce qui montre bien que w — DZ),n est mesurable.
La deuxiéme écriture de DY, , montre que cette fonction est a invariante. Ainsi, par
ergodicité, il existe Dj, > 0 tel que pour presque tout w, DY, = Dj,.

A j fixé, le lemme 16.21 montre que pour presque tout w;, il existe n tel que DZML < 00.
Posons alors
nj(w) = inf{n € N| D}, , < co}.
De nouveau, w + n;(w) est mesurable et a invariante donc il existe n; € N tel que pour
presque tout w, nj(w) = n;.

On pose alors D; = D%j +1et

Jit, ...y in,

i (w) :inf{i €N

ad,...,aly € B(al, Di(1+1/5))
et Vi e N 3k(l) d(al, 2 V) —d(zl,20) > D —1 [

Alors w — i (w) est mesurable et si on pose pl, = 25 alors p’ = (pl,) est une section

pour tout j.

On munit I’ensemble dénombrables des parties a n; éléments de N d'un ordre prove-
nant d’une bijection avec N. On définit

2, xlt € B(pl, Di(1+1/5)) }

I =inf S {iy, ... in,} i D
et VI € N 3k(l) d(z,,,zo"") — d(z,,pl) > Dj — 1

Alors I, est mesurable et si on note i,(w) le k-itme élément de I, pour k € [1,2, ... , 1]
alors w — i (w) est mesurable.

Finalement, on définit

Q; = {(x33;<w>)\ ke [1,2,...,nj}
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et les propriétés annoncées sont vérifiées. O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 16.20. Pour j € N, posons

_ . ° fu(zw) = fu(zw) = Dj — 1
S; = {x section de X | Vf € A, Vw dz, € X, , ot d (0, %) < (14 1/5)D; [

Par le lemme 16.22, S; # 0 pour tout j € N. On pose alors C; = (C,) ou
C) = Conv{zl| = € S;}.

Par lemme 16.12, C; est un sous-champ convexe fermé de X. Comme S; est a-invariant,
C; Test aussi donc par minimalité de X, CJ, = X, pour presque tout w. Remarquons
que S; est stable par combinaisons convexes et limites simples. Ainsi, pour tout f € A,
pour presque tout w, et tout z € X, il existe z € X, tel que f,(2) — fu(z) = D;j —1
et dy(z,2) < (1+1/4)D;. On peut alors appliquer le lemme 1.36 qui donne 'existence
de &, tel que pour tout x € X, —fu(z) = fe, (x, 2Y). Appelons 3" le point & distance
n de 20 tel que f,(y") = n pour n € N. Par construction de f,,, pour tout n € N,
(yr) est une section de X et pour presque tout w, —f = lim, 0 d(yl,.) — n. Ce qui
montre que (—f,) € A et le méme raisonnement que celui appliqué & (f,,) donne &,. De
plus, si € X, la concaténation des rayons issus de = et pointant vers &, et &£, est une
géodésique. Ainsi, X, est la réunion des géodésiques bi-infinies de &, & &, et le théoréme
1.19 donne la décomposition produit désirée. O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 16.19. Soit X, = E, x Y,, ou E,, est le fac-
teur euclidien de de Rham (voir 1.7) de X, et 'on identifie E,, et Y,, avec deux parties
convexes fermées de X, telles que Y, N E,, = {z,}. Supposons que

(i) pour toutes sections vy, z; w +— dy,(7E, (Yw), TE, (2,)) est mesurable.

Yo
fw
fommmmmmmoooooooooooooooo 1+ TY, (Zw)
L Y
i T ”””””””””” 1 TrYw (yw)
EUJ 7TEu (ZW) WEw (yw) T

On a alors

Ao (Yoo TE, (Yo)) = \/dw<yw7xw)2 - dw(xwaﬂEw(yw))2~

Ainsi, comme 7g,(z,) = %, on a la mesurabilité de w — dy (Y, TE, (Y ))- Soit, main-
tenant, deux sections y et z. Comme

dw(Yw, TE, (Zw))2 = dy(7E, (Yu), TE, (Zw))2 + dy (Yo TE, (yw))2=
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on a donc la mesurabilité de w — d,(yw,TE,(2w)). Ceci montre donc que pour toute
section z, (g, (2,)) est aussi une section de X.

De méme comme d, (7y, (Y), Ty, (20))? = dw(Yw, 20)? —dw (78, (Yo), 75, (20))?, pour
toute section y de X, (my, (y,)) est aussi une section de X.

Les projections fondamentales d'une famille fondamentale de X donne alors des fa-
milles fondamentales respectives de (Y,,) et (E,) qui forment alors deux sous-champ de
X notés respectivement E et Y. Les deux dernieres propriétés résultent juste des pro-
priétés usuelles de la décomposition de de Rham pour chaque X,,.

Il reste a vérifier la propriété (i). Fixons y et z deux sections de X et une famille
fondamentale (z');en de X. Pour w € Q, notons C,, l'ensemble des fonctions convexes

1-lipschitz qui s’annulent en z°. Pour f € C,, posons Ay (f) = w — f(mg’)

ot m¢ est le milieu de [z, 27,]. Par convexité c’est une quantité positive. Notons f* la

fonction de X, dans I’ensemble des nombres réels, y +— d,,(y, z8) — d(z0, 2F) et

K[ ={k eN| dw(mﬁ,xg) >netVi,j <n, Afj(ff) <1/n}.

Nous affirmons alors que les égalités suivantes sont vérifiées (avec la convention que le
suprémum d’une partie vide de R™ est 0) et donc la propriété (i) est assurée. Soit y et
z deux sections de X,

dw(TE, (Yu))s TE, (20)) = max | fu(Yw) — fu(zu)| = lm  sup |f£(?JUJ) - ff(zoJ”
feA n—=+o0 peKn

Par définition de A, on sait que

I}leaj( |fw(yw) - fw(zw)’ < ngr_{_loo kSEL}?LL ‘fa]j(yw) - fo’j(zwﬂ

Pour vérifier 'inégalité inverse, posons

5 () = fo(za)l 2 sup | £5(y) — f5(20)| — 1/n}

Lg:{ing sup
€Kz

f(n’w). On a alors

et définissons k(n,w) = min L], puis g =

lim sup [f5(y) = f5(z0)] = lim |92 (g) — g5 (20)]-
n_H'OOkEK:} n—o00

Chaque C, est compact pour la topologie de la convergence ponctuelle donc [, cq Co
I’est aussi et quitte a extraire, on peut supposer que pour presque tout w, g/ converge
vers un certain g, qui, par la proposition 16.20, est un élément de A. Ainsi,

r]{leajdfw(yw) - fw(zw)| > ngg-loo ksel% |f£(yw) - ff(zw)‘

et pour presque tout w, g, correspond a une fonction de Busemann de E,, donc

dw(TE, (Yo), TE, (20)) > r}lefﬁ( | fo (W) = fuol2w)]-
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Comme pour presque tout w, (wZJ>iEN est dense dans X, pour tout n, on peut trouver

o’ aussi proche que voulu de la géodésique bi-infinie (7, (1, ), Tw(2w)) dans E, et tel que
1e K.

Il

Corollaire 16.23. Soit G un groupe localement compact et Q un G-espace. Soit X un

champ d’espaces de Hadamard de dimension telescopique finie et EE X Y une décompo-

sition de de Rham. Si a: G x 0 — Isom(X) est un cocycle alors il existe deux cocycles
1:GxQ—Isom(E) et ag : G x Q — Isom(Y) tels que o = a1 X iz

DEMONSTRATION. Soit X = E x Y une décomposition de de Rham associée & une
section z. Fixons g € G et posons

E = a(g,g_lw)Eg_1w et Y/ = a(g,g_lw)Yg_lw.

On a alors une nouvelle décomposition de de Rham E’ x Y’du champ X associée a la
section gr. Par la deuxieme partie de la proposition 16.19, les applications 7y, |y et
TE,|E;, sont des isométries. On définit alors a1(g,w) = 7g,, o a(g,w) et as(g,w) =
TY,, © a(g,w). Les propriétés de cocycle pour a; et ay découlent alors de celles de a. [

17. Théoréme d’Adams-Ballman équivariant

17.1. Cocyclisme. Soit X un champ d’espaces de Hadamard, nous introduisons
les champs d’espaces de Banach dont nous aurons besoin pour démontrer le théoreme
17.4.

Soit 2 la base de X et {z"} une famille fondamentale . Choisissons pour section base
z° alors pour w € €, on pose C,, I'espace vectoriels des fonctions f : X, — R convexes
telles que f(2¥) = 0. Munissons C,, de la topologie de la converge ponctuelle, qui en fait
un espace vectoriel topologie localement convexe. Une famille de semi-normes est donnée
par f — |f(z)| pour z € X,,. Notons C,, C C,, le sous-ensemble constitué des fonctions
qui sont de plus 1-Lipschitz. Alors C,, est compact, convexe et métrisable. Une distance
est donnée par la formule suivante

L )|
Z 2nd .%'” 1‘0) :
neN

Notons i, : X, — C, P'application définie par iy, (z) = d(z,.) — d(2%, z) pour x € X,,.
Notons K, la cloture convexe de i,(X,,). On munit la collection K = {(K, Dy) }weq de
la famille dénombrable F’ constituée des combinaisons convexes a coefficients rationnels
d’éléments de {i(z])}, . On a alors le fait suivant.

Lemme 17.1. Le champ K est un champ d’espaces métriques compact.
Une section f de K est dite affine si pour presque tout w, f, est affine.

Proposition 17.2. Si X est un champ d’espaces de Hadamard de dimension télescopique
finie sans facteur euclidien, minimal et non-réduit a une section alors K ne contient pas
de section affine.



17. THEOREME D’ADAMS-BALLMAN EQUIVARIANT 77

DEMONSTRATION. On utilise les mémes notations que dans la preuve de la proposi-
tion 16.19. On introduit la fonction 7: Q — R avec
7(w) = inf sup AW (f).
(@)= inf s AP ()
La fonction 7 est mesurable et G-invariante donc par ergodicité, elle est essentiellement
constante. Puisque K, est compact, 7(w) = 0 signifie exactement que K, contient une
fonction affine. De la méme maniere, on définit v: 2 — R ou
v(w)= inf sup ALI(f).
f€iw(Xw) ij
Alors v est aussi une fonction essentiellement constante. On remarque que pour presque
tout w, v(w) = infreasup; ; Ay’ (f). Puisque X n’a pas de facteur euclidien et est mi-
nimal, la proposition 16.20 implique que A est vide. Ainsi, il existe ¢ > 0 tel que pour
presque tout &, v(w) = e. Le lemme 4.10 de [CL10a] montre que 7(w) > 0 presque
partout et donc K ne peut pas avoir de section affine. ]

Sia:GxQ — Isom(X) est un cocycle alors on a aussi un cocycle 8 : G x Q —
Hom(K) défini par B(g,w) - f = foalg™!, gw) — f(a(g?, gw)zl) pour f € K,,. Intro-
duisons alors le champ de Banach C(K) ou C(K,,) ou 'espace de Banach des fonctions
continues sur ’espace compact K, muni de la norme de la convergence uniforme. Cet
espace est naturellement muni d’un cocycle v : G x © — Isom(C(K)) donné par

Y(g.w)e(f) = e(Blg~ " gw) - f)

ou ¢ est une section de C(K,) et f € Kg,. Le champ dual C(K)* est donc muni du
cocycle dual v*.

Si M(K) désigne le sous-champ des mesures de probabilité sur K alors c’est un
sous-champ convexe compact de C(K)j invariant par le cocycle v*. De plus, ce cocycle
se réexprime simplement pour p € M(K,),

Y(g,w)* 1= B(g, w)«p.
Rappelons qu'il existe une application continue appelée barycentre, b : M(K) — K

pour K partie convexe compacte d’un espace localement convexe. Cette application est
définie sur les combinaisons convexes de masses de Dirac par

b (Z /\iéki) =3 Ak

La densité de telles combinaisons convexes dans M (K) (muni de la topologie faible-x)
permet de définir b partout. De plus, si T est une transformation affine laissant invariant
K alors T o b(p) = b(Typ) pour tout pp € M(K). De méme, si T : K — K’ est une
application affine entre deux parties convexes compactes et b,b’ sont les applications
barycentres alors pour tout u € C(K),

V' (Tip) =T o b(p).

Ainsi, pour p, section de M(K) invariante pour le cocycle v* nous définissons k., =
bu () ol by, est 'application barycentre b, : M(K,) — K,. Comme pour tout g et
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presque tout w, 5(g,w) est affine, on a
(B k)w = B(g,9 " w)ky-1, = bu(B(g, 97 ' w)sttg-10) = Bolies) = ke

Nous avons donc une section invariante de K.

Remarque 17.3. La discussion précédente esquisse la preuve de 1’énoncé suivant :

L’action G ~ ) est moyennable si et seulement si pour tout K sous-champ inva-
riant de convexes-compacts d’'un G-champ E d’espaces localement convexes il existe une
section de K invariante.

17.2. Théoréme d’Adams-Ballmann équivariant.

Théoreme 17.4. Soit G un groupe localement compact a base dénombrable, X un espace
de Hadamard de dimension télescopique finie, o : G — Isom(X) une action continue de
G sur X et Q un G-espace ergodique moyennable. Alors il existe une section de fonctions
de Busemann invariante ou il existe un sous-champ de X euclidien et invariant du champ
X constant égal a X au-dessus de Q.

Remarque 17.5. Dans le cas ou X est localement compact et de dimension géométrique
finie, c’est le résultat 4.2.6 de [And10] et 3.48 de[Hen10]. Dans le cas ol § est réduit
a un point alors on retrouve le théoreme 7.8.

DEMONSTRATION. Considérons le champ X au dessus de €2 constant égal a X. Sup-
posons qu’il n’existe pas de section de fonctions de busemann invariante alors grace a
la proposition 16.16, il existe un sous-champ minimal invariant X’. Soit X' = E x Y
une décomposition de de Rham de X’. La minimalité de X’ impose la minimalité de E
et Y. Il suffit alors de montrer que Y est réduit a une section ou Y possede une sec-
tion de fonctions de Busemann invariante pour le cocycle s donné par le corollaire 16.23.

Fixons une section x de Y. Soit K le champ d’espaces métriques compact de la section
précédente. Le champ d’espaces de Banach C(K), ou C(K), est l'espace de Banach
des fonctions continues sur K, a pour champ dual C(K)*. Par moyennabilité, le sous-
champ convexe compact M(K) possede une section invariante. La fin de la section
précédente explicite comment I'image de cette section par I’application barycentre donne
une section invariante de K. Notons f cette section invariante. Alors pour toute section
ydeY, (¢g-f)(y)=f(y) et plus précisément que pour toute section et presque tout w,

(171) fw(yw) = fg*lw(QQ(g_law)yw) - fg*lw(a2(g_1vw)xw)'
Clest a dire que la quantité f,-1,(2(97 ", w)yw) — fuw(yw) ne dépend pas de la section

y. Posons alors ¢(g,w) = fow(Ygw) — fula2(g7h, gw)yge)- Le fait que (g, f) = g - f soit
une action issue d’un cocycle montre que ¢ : G x {2 — R est un cocycle additif et en
particulier une application mesurable. Introduisons les trois sous-ensembles (bien définis
a un ensemble de mesure nulle pres) de €2,

Qmin = {w € Q] f, possede un minimum} ,
Qg = {w € Q| f, ne possede pas de minimum et inf f,, > —co},
Qo = {weQ| inff, =—-cc}.
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Ce sont bien des ensembles mesurables car f est une section. L’équation 17.1 se réécrit
plus simplement en remplagant w par gw,

foo = fuo (g™, gw) + c(g,w).
Ce qui montre que les trois ensembles précédents sont G-invariants. Leur réunion est de
mesure pleine et comme G ~ ) est ergodique, un de ses trois ensembles est de mesure
pleine.

Si Qumin est de mesure pleine alors on définit Y'w = f;!(min f,,) ce qui donne un
sous-champ Y’ de Y. Il est de plus, G-invariant donc par minimalité Y’ = Y. Ce qui
montre que pour presque tout w, f, est une fonction constante sur Y,,. Comme Y est
minimal et sans facteur euclidien, la proposition 17.2 implique que Y est réduit a une
section et donc X’ est euclidien.

Si Qint est de mesure pleine, on définit Y7 = (] — oo, r]) pour 7 € R~ et si Q_
est de mesure pleine, on définit pour r € R*, Y7 = f!(]inf f,,inf f,, + r]). Dans les
deux cas, Y" est un sous-champ vérifiant la relation

(17.2) az(g,w)Y, = Y o)

pour tout g, presque tout w et tout r > 0. De plus, {Y },>0 ou {Y },<0 est une famille
emboitée d’intersection vide pour presque tout w. On choisit un ensemble dénombrable
dense D de RT ou R™, selon le cas, et on considere alors la famille (Y"),cp & laquelle on
applique la proposition 16.14. On obtient alors une section de fonctions de Busemann.
Grace a la relation (17.2) et au lemme 6.3, cette section est ao-invariante et donc a-
invariante. ]






CHAPITRE V
Superrigidité géométrique

A la page 121 de [Gro93],exemple (c), on trouve la conjecture suivante de M. Gro-
mov :

Pour p > 1, il existe un groupe I' de type fini agissant discretement
sur X, 11, qui cependant n’admet pas d’action strictement non bornée
sur X,. En fait un réseau dans un groupe de Lie simple de dimension
finie de rang réel supérieur a p + 1 ne peut probablement pas agir
discretement sur X, ou sur un autre espace symétrique « raisonnable »
de rang plus petit que p .

Les notions d’action discrete et d’action strictement non-bornée sont a préciser. Pour une
action (par isométries), M. Gromov propose qu’une action discréte posséde au moins des
orbites non bornées (ce qui empéche les points fixes) et une action strictement non-bornée
vérifie que toute intersection d’une orbite et d’une partie bornée soit finie.

Cette conjecture est inspirée par le théoreme de superrigidité de G. Margulis et
suggere qu'un énoncé similaire doit étre vrai. Il y a deux cas particuliers, ou la par-
tie concernant les réseaux de la conjecture est facilement vérifiée. Si X = X;(R) ou
X1(C) (les espaces hyperboliques réels ou complexes de dimension infinie) alors la dis-
tance sur X est conditionnellement de type négatif (voir, par exemple, 'appendice C.2
de [BAIHV08] pour des généralités sur les noyaux conditionnellement de type négatif et
voir [FH74] pour une preuve de cet énoncé). Cependant, un réseau I" dans un groupe de
Lie semi-simple de rang supérieur a 2 possede la propriété (T) de Kazhdan. Ainsi toute
action isométrique de I' sur X posséde un point fixe et c’est méme une caractérisation
des groupes localement compacts o-compacts possédant la propriété (T) (voir la section
A-T-menability p. 177 de [Gro93] et la section 7.4.2 de [CCJT01]).

18. Superrigidité géométrique

18.1. Rigidité forte de Mostow. Un réseau d’un groupe localement compact, G,
est un sous-groupe discret I' tel que le quotient G/I" posseéde une mesure borélienne, ré-
guliere, finie et invariante sous 'action G ~ G/T" induite par la multiplication a gauche.
Un réseau est dit cocompact si G/T" est compact. La terminologie provient de ’exemple
classique Z"™ < R™ ou Z" est alors un réseau cocompact. Un autre exemple classique de
réseau non cocompact est donné par Sl,(Z) < Sl,(R) pour n > 2. Ce fait est da a H.
Minkowski et I’espace quotient Sl,,(R)/Sl,,(Z) s’identifie naturellement & I’ensemble des
réseaux unimodulaires de R™, qui n’est pas compact.

81
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On peut penser a un réseau comme une discrétisation agréable du groupe G. Le
terme de rigidité, dans ce cadre, signifie que cette discrétisation reflete complétement le
groupe G.

Théoréme 18.1 (Théoreme A’ de [MosT73]). Soit G,G’ deux groupes de Lie semi-
simples sans centre ni sous-groupe compact normal non-trivial. Soit I',T” deux réseaux
cocompacts respectivement de G et G'. Si G et G' ne possédent pas de facteur isomorphe
a PSLa(R) invariant sous Uaction de T', respectivement I, alors tout isomorphisme entre
I et IV s’étend en un isomorphisme analytique entre G et G'.

En considérant X 'espace symétrique de type non-compact associé a G et en voyant
I’ comme le groupe fondamental de Y := X/T", on obtient la formulation géométrique
suivante.

Théoréme 18.2. Soit Y,Y' des variétés riemanniennes compactes, localement symé-
triques, connexes et a courbure sectionnelle négative. Supposons que Y et Y' ne pos-
sédent pas de facteur de de Rham local ou bien euclidien ou bien isométrique au plan
hyperbolique. Si w1 (Y) et w1 (Y') sont isomorphes alors Y et Y’ sont isométriques aprés
renormalisation éventuelle des facteurs de de Rham locauz.

La formulation qui sera la plus proche de ce qui suivra est la suivante.

Théoréeme 18.3. Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe sans centre ni sous-
groupe compact normal non trivial. Soit I' un réseau cocompact de G ne laissant pas de
facteur de G isomorphe a PSLa(R) invariant.

Soit X un espace symétrique de type mon-compact ne possédant pas de facteur de de
Rham isomorphe au plan hyperbolique.

Alors toute action de T' sur X proprement discontinue par isométries telle que X/T" est
compact, provient d’un isomorphisme entre G et Isom(X)°.

18.2. Superrigidité de Margulis. La référence pour les résultats de superrigidité
est [Mar91]. Nous reprenons les énoncés de [Pan09]. Le premier énoncé est formulé
algébriquement alors que le second est formulé géométriquement. C’est cette seconde
formulation qui nous inspirera.

Théoreme 18.4. Soit G, H des groupes algébriques semi-simples sur des corps locauz,
sans facteurs compacts. On suppose que G a un rang supérieur ¢ 2. Soit I' un réseau
wrréductible de G.

Tout homomorphisme I' — H dont l'image est non-bornée et Zariski dense s’étend en
un homomorphisme.

A Taide du dictionnaire entre les groupes algébriques semi-simples & centre trivial et
sans facteur compact, et les espaces symétriques de type non-compact ou les immeubles
euclidiens, le théoreme précédant se reformule ainsi.

Théoréeme 18.5. Soit X,Y des espaces symétriques ou des immeubles euclidiens de
dimension finie, de type non-compact. On suppose que le rang de X est supérieur a 2.
Soit T un groupe discret irréductible d’isométries de X tel que Vol(I'\X) soit fini.

Alors toute action isométrique non-élémentaire de I' sur Y laisse stable ou bien
un point, ou bien un sous-ensemble convexe de Y qui, a renormalisation des facteurs
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pres, est isométrique & un produit de facteurs irréductibles de X, sur lesquel l’action se
prolonge en une action isométrique d’un quotient de Isom(X).

Pour montrer ce théoreme, la démonstration originale proceéde en deux étapes (voir
le chapitre 5 de [Zim84]).
Premiere étape : Construire une application de Furstenberg ¢ entre le bord de Fursten-
berg de G et un quotient H/L ou L est un sous-groupe propre de H. Cette application
est mesurable et I'-équivariante.
Seconde étape : Montrer qu'une telle application est essentiellement rationnelle.

18.3. Généralisations. Le théoréeme suivant traite de superrigidité dans le cas
ou la condition de rang supérieur a 2 est obtenue par 'hypothese de I'existence d’une
décomposition en produit avec au moins deux facteurs. Il a été obtenu par N. Monod avec
des techniques d’induction L2. Il a été généralisé & des espaces possédant une condition
de courbure négative moins restrictive que CAT(0) par A. Karlsson, G. Margulis et T.

Gelander en utilisant des applications harmoniques généralisées (voir le théoreme 1.1 de
[GKMO8])

Théoréme 18.6 (Théoreme 6 de [Mon06)). Soit I' un réseau irréductible cocompact
dans un produit G = G1 x --- x Gy, de groupes localement compacts et o-compacts
avec n > 2. Soit X un espace de Hadamard non isométrique a un espace euclidien de
dimension finie.

St a: I'x X — X une action par isométries réduite telle que les orbites sont fermées et
non bornées alors a s’étend continiment en une action a: G x X — X.

Remarque 18.7. L’hypothese cocompact sur le réseau peut-étre affaiblie en supposant
seulement que le réseau est faiblement cocompact et de carré intégrable. Pour plus de
détails, on peut se reporter a ’appendice B de [Mon06]. Le méme affaiblissement est
aussi possible dans les deux corollaires qui suivent.

Dans [CL10a], les auteurs remarquent que I’hypothese d’action réduite est en fait
une conséquence de I’absence de point fixe a I'infini (voir la proposition 7.5) et on obtient
alors le corollaire suivant.

Corollaire 18.8 (Corollaire 1.9 de [CL10a]). Soit I" un réseau irréductible cocompact
dans un produit G = G1 X --- X Gy, de groupes localement compacts et o-compacts avec
n > 2. Soit X un espace de Hadamard de dimension télescopique finie sans facteur
euclidien.

Alors toute action minimale par isométries et sans point fixe a linfini de I' s’étend
continument a G.

En utilisant le fait que les espaces X, du chapitre 11l sont de dimension télescopique
finie, on obtient alors le cas particulier suivant.

Corollaire 18.9. Soit I' un réseau irréductible cocompact dans un produit G = Gy X
-+ X Gy de groupes localement compacts et o-compacts avec n > 2. Alors toute action
minimale par isométries et sans point fize a linfini de I' sur X, s’étend continiment a

G.
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18.4. Superrigidité pour le commensurateur. Soit G un groupe localement
compact et I', IV deux sous-groupes fermés de G. On dit que I" et I sont commensurables
si 'NT” est d’indice fini & la fois dans I" et I. De méme, le commensurateur, Comme(T),
de T' dans G est le sous-groupe de G, {g € G| gI'g~! et ' sont commensurables}.

Un des buts du théoréeme de superrigidité de G. Margulis était de montrer que les
réseaux irréductibles sont arithmétiques. L’exemple standard de réseau arithmétique est
le réseau SL,(Z) dans SL,(R). Plus généralement, un réseau I' d'un groupe de Lie semi-
simple sans facteur compact et & centre trivial G est arithmétique si

(i) il existe un groupe algébrique réel semi-simple H et
(ii) un homomorphisme ¢: H® — G surjectif

tel que ¢ est & noyau compact et les groupes ¢(H (Z) N H®) et I" sont commensurables.

Fixons G, un groupe de Lie semi-simple a centre trivial et sans facteur compact. Un
célebre théoréeme dit & A. Borel [Bor66] affirme qu'un réseau irréductible arithmétique
I’ de G posséde un commensurateur dense dans G (pour la topologie de groupe de Lie).
Réciproquement, le théoreme de superrigidité a permis a G. Margulis de montrer la
réciproque.

Théoréme 18.10. Soit I' un réseau irréductible de G. Si Commg (") est dense dans G
alors T' est arithmétique.

Dans le cas ol le rang de G est supérieur a 2 alors I’énoncé est encore plus frappant :
tout réseau irréductible I' < G est arithmétique.

Le théoréme suivant apparait alors comme un analogue du théoreme de superrigidité
en dehors du cadre des groupes algébriques semi-simples. Au sujet de la rigidité pour le
commensurateur, on pourra se reporter a [AB94] et [BM96].

Théoréme 18.11 (Théoreme Al de [Mon06)). Soit G un groupe localement compact
et o-compact, I' < G un réseau cocompact et A un sous-groupe dense de G tel que
I' < A < Commg(T).

Supposons que A agisse par isométries sur un espace de Hadamard X de maniére non-
evanescente. Alors, quitte a passer a une partie fermée convexe (non-vide) A-invariante,
laction s’étend continument a G.

Ce théoreme s’applique en particulier aux espaces X, en faisant la remarque sup-
plémentaire que la condition d’« action non-évanescente » se remplace dans ce cas par
I'absence de point fixe dans X,,. (voir la proposition 7.5).

19. Applications de Furstenberg

On s’attache dans cette section a montrer 'existence d’applications de Furstenberg
sous I'hypothese de non élémentarité de ’action.

Théoréeme 19.1. Soit G un groupe localement compact muni d’un bord fort B, agis-
sant continiiment et non-élémentairement par isométries sur un espace X,, avec p € N*.
Alors il existe une application G-équivariante mesurable p: B — 0X,, telle que pour tout
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be B, o(b) est le centre de la plus petite cellule contenant ¢(b).

Une telle application ¢ est appelée une application de Furstenberg en raison de la
notion de bord diie a H. Furstenberg d’un espace symétrique de type non-compact, qui
possede un aspect géométrique et un aspect mesurable.

Nous nous plagons dans les hypotheses du théoreme 19.1. Au cours de la preuve de ce
théoreme, nous considérerons un champ d’espaces de Hadamard Y, qui sera un champ
constant égal a une partie convexe fermée de X,,. La base du champ sera I'espace B. Un
sous-champ de Y aura donc pour fibres des parties de X),. Ce champ Y sera muni d’une
action par isométries de G via un cocycle ay. Nous aurons besoin de la proposition
suivante qui est essentiellement un argument de séparabilité inspiré du lemme 15.8.

Proposition 19.2. Soit E un sous-champ euclidien de Y. Si E est invariant alors ou
bien pour presque tout b,b', OEy, N OEy # () ou bien il existe Ey sous-espace euclidien de
Y tel que pour presque tout b, Ey=FEy.

DEMONSTRATION. Inspirés par la convergence de Gromov-Hausdorff, nous introdui-
sons la fonction dgy sur I'ensemble des sous-espaces euclidiens de X),. Soit E et F' deux
espaces euclidiens de X, alors

deu(E,F)=inf{l/r >0| 3z € E, y € F, dg(E N B(z,r),FNB(y,r)) < 1/r}.

Cette fonction n’est ni une distance ni un écart. Elle est cependant invariante par
isométries et on peut trouver une quantité dénombrable d’ensembles de la forme

U(E,z,r) ={F euclidien| 3y € F, dg(E N B(z,r),F N B(y,r)) <1/r}.

qui recouvrent tout ’ensemble des sous-espaces euclidiens de X,. En effet, le groupe
O(p, ) agit transitivement sur les pairs (x, A) ot x est un point de A et A un sous-
espace euclidien maximal de X,,. De plus, si ¢ — e dans le groupe (séparable) O%(p, oc) =
O(p, 00) N GL2(H) alors pour tout = € X, et tout r > 0, g converge uniformément vers
I'identité sur la boule B(x,r). Fixons un point = dans un sous-espace euclidien maximal
A de X,. Pour chaque dimension 0 < ¢ < p, choisissons une famille dénombrable (A pen
de sous-espaces euclidiens de A tels que pour tout sous-espace euclidien £ de A conte-
nant z et tout r > 0, il existe A’ tel que dy(ENB(x,7), ANB(x,7)) < 1/r. Maintenant,
choisissons un sous-ensemble dense D de O%(p, 00). Alors les ensembles U(gAL, gx, 1),
pour g € D et i,n,r € N, vérifient la propriété annoncée ci-dessus.

Par double ergodicité, Papplication (b,0’) — dgp(Ep, Ey) est essentiellement égale a
un certain r > 0. Si r > 0, alors on choisit un sous-espace euclidien F et un point x tel
que U(E,z,r/2) est de mesure strictement positive pour la mesure image par b — Ej
et on trouve donc une partie P C B x B de mesure strictement positive telle que pour
tout (b,b') € P, dau(Ey, Ey) < r/2. Ainsi, r = 0.

Soit E, F deux sous espaces euclidiens tels que dgy(E, F) = 0. Par définition, il
existe deux suites (z,,) de E et (y,) de F' telles que pour tout n € N,
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du (E N B(zp,n), F N B(yy,n)) < 1/n. Soit z une valeur d’adhérence de z,, dans EUJE.
Six € E alors E = F et sinon z € 0E N OF.

Ainsi, pour presque tout b, b ; By, = Ey ou 0Ey,NOEy # (). Soit B? le sous-ensemble
de B x B des paires (b, V') telles que E, = Ey. C’est un sous-ensemble mesurable et
G-invariant de B x B. S’il est de mesure pleine, cela signifie qu’il existe Fy tel que pour
presque tout b, E = Ej et sinon cela signifie que pour presque tout b, b’ ; E, NOEy # ().

O

DEMONSTRATION DU THEOREME 19.1. Par le lemme 7.5.(ii), Il existe X C X, fermé,
convexe fermé, G-invariant et minimal pour ces conditions. Cet espace X possede une
décomposition de Rham X = E x Y et l'action de G sur X est diagonale. De plus, Y
se réalise comme un sous-espace convexe fermé de X,. On retient alors les propriétés
suivantes sur Y.

e L’espace Y est un espace de Hadamard de dimension télescopique finie.
e L’action de G sur Y est minimale.
e Le bord de Y est une partie de 9.X,.

On remarque que I'action G ~ Y n’est pas 'action G ~ X, restreinte a Y car ce
dernier n’est pas, a priori, invariant. Cette action sur Y est donnée par (g,y) — 7y (gy).
On remarque aussi que sur 'ensemble 9Y’, qui lui est un sous-ensemble invariant de 0.X,
les deux actions (celle provenant de G ~ X, et celle provenant de G ~ Y') coincident
car Y et gY sont toujours paralleles.

Puisque Y est de dimension télescopique finie, le théoreme 17.4 donne l’existence
d’une section de fonctions de Busemann invariante ou d’un sous-champ euclidien inva-
riant E du champ Y constant égal a Y au-dessus de B. Comme le bord 0X,, muni de la
topologie conique est homéomorphe a la sphére unité d’'un espace de Hilbert séparable,
une section de fonctions de Busemann invariante donne une application G-équivariante
¢ de B vers 9Y C 0X,.

Supposons qu’il existe un sous-champ euclidien E non-trivial de Y. On considere la
structure d’immeuble sphérique a l'infini de X, comme un complexe dont les cellules
ou faces (selon les terminologies) sont les intersections de chambres fermées. Notons Cj,
le plus petit sous-complexe de I'immeuble a l'infini Z,, de X, contenant Fj. On munit
I’ensemble des sous-complexes de 7, de la topologie discrete.

Si C' est un sous-complexe de Z, inclus dans un appartement, on appelle type de
C la classe de C sous I'action de Isom(X,). L’ensemble des types est fini car Isom(X,)
agit transitivement sur les appartements et un appartement est un complexe fini. Par le
lemme 19.2, on sait que ou bien il existe Fj tel que E}p = Ey pour presque tout b ou bien
pour presque tout (b,0'), OE, N OE, # (. Dans le premier cas, E X Ej serait un sous-
espace euclidien invariant pour 'action G ~ X, ce qui contredirait la non-élémentarité.
Donc pour presque tout (b,b'), C, N Cy est un complexe non vide. Le type est par dé-
finition invariant sous I'action de GG. Par double ergodicité, il existe alors un type D tel
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que pour presque tout (b,b'), C, N Cy est de type D, ce que l'on notera C, N Cy =~ D.

Montrons que Papplication (b, b") — C, N Cly est essentiellement constante. Pour cela
posons Dy, = CyNCyy. Par le théoreme de Fubini, il existe un ensemble de mesure pleine,
Bg de B tel que pour tout b € By, il existe un ensemble Bj de mesure pleine de B tel que
pour tout b’ € By, Dy ~ D. Fixons bi,by € By et notons C; = Cyp, et Cy = Ch,. Les
sous-complexes de C; étant en nombre fini, il existe By de mesure strictement positive
et Dj sous-complexe de type D de C; tels que pour tout b € By,

CiNCy = Ds.

Comme pour presque b,/ € By, Dpy ~ D et (CiNCy) N (C1NC}) € Dy, on a
Cy N Cy = Dy. Les sous complexes de C5 sont aussi en nombre fini donc on trouve un
sous-ensemble By C Bj de mesure strictement positive tel que pour tout b,b' € Bo,
Dy = CoNCy = C2NCy. Mais comme C7 N Cs est aussi de type D, ona C1NCy = Dy,
c’est a dire que b — Dy, , est essentiellement constante égale a Dj. Ainsi pour presque
tout b,0"; Dy, p, = D1 = Dy, py et comme Dy est de type D, on a bien Dy = D;. Ce
complexe est donc invariant sous 'action de G.

Chaque cellule de D; est de diametre plus petit que 7/4 donc U'intersection de 0Y
avec chacune de ces cellules posséde un unique centre circonscrit. Appelons f la moyenne
des fonctions de Busemann associées & chacun de ces centres. C’est une fonction convexe
continue invariante. Si f posseéde un minimum alors considérons Z ’ensemble des points
ou f atteint son minimum. Comme f est une somme finie de fonctions convexes, elle est
aussi convexe. Par conséquent Z est un sous-ensemble fermé convexe G-invariant non
vide. Par minimalité Z = Y, donc Y posseéde une somme finie de fonctions de Busemann
constante donc en particulier affine. Une somme finie de fonctions convexes est affine
si et seulement si chacune de ces fonctions convexes est affine. Ainsi, Y possede une
fonction de Busemann affine et donc un facteur euclidien par le lemme 1.35. Ce qui est
une contradiction.

Si f ne possede pas de minimum, l'intersection de ses sous-niveaux (non-vides) est
une famille décroissante de parties convexe fermées invariantes de Y le centre des direc-
tions et alors invariant par la remarque 6.2. Ceci contredit la non-élémentarité.

Ainsi, on a l'existence de ¢: B — 0X, mesurable G-équivariante. Quitte a remplacer
©(b), on peut supposer que (b) est le centre de la plus petite cellule contenant ¢(b).

g
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ANNEXE A

Applications de Furstenberg pour des espaces
Gromov-hyperboliques

Cette annexe est le prolongement d’un travail réalisé en commun avec Nicolas Monod
et a pour but de montrer le théoreme suivant.

Théoréme (Théoreme 22.2). Soit G un groupe localement compact a base dénombrable,
B un bord fort pour G et (2, v) un G-espace ergodique ot v est une mesure de probabilité
invariante. Soit X un espace hyperbolique dénombrable.

Sia: GxQ — Isom(X) est un cocycle mesurable non-élémentaire alors il existe une
application mesurable ¢: B x Q0 — 0X G-équivariante. De plus, deux telles applications
coincident sur un ensemble de mesure pleine.

20. Espaces Gromov-hyperboliques

On reprend ici la définition d’hyperbolicité pour les espaces métriques donnée par
M. Gromov dans [Gro87]. Cette définition est trés générale et en particulier, il n’y a
pas d’hypothese de compacité locale ni d’existence de géodésique entre les points. Ty-
piquement, 'orbite d’un groupe discret agissant par isométries sur un espace Gromov-
hyperbolique sera encore Gromov-hyperbolique.

Soit (X, d) un espace métrique et x € X un point base. Le produit de Gromov entre
y et z basé en x est le nombre positif

(d(y, =) + d(z,2) — d(y, 2))

N | =

<y|z>x =

et s'il n’y a pas d’ambiguité sur le point base x, on notera simplement (y|z).

(Ylz)z
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Définition 20.1. Un espace métrique (X, d) est J-hyperboliqgue pour § > 0 si pour tout
0,2, Y,z € X

(20.1) (2122 = min {(]y)aqs (4] 2)a0} — 0.

S’il existe & > 0 tel que (X,d) est d-hyperbolique, on dit que (X,d) est Gromov-
hyperbolique.

Soit (X,d) un espace Gromov-hyperbolique et (z,) une suite de points de X. On dit
que la suite (z,,) part a Uinfini si d(zo,x,) — oo et deux suites (z,), (yn) qui partent a
I'infini sont équivalentes si (zy|ym) — 0o quand n,m — oo. Cette définition ne dépend
pas du point base choisi et définit bien une relation d’équivalence. Le bord a [’infini est
alors I'ensemble des classes d’équivalence de suites qui partent & l'infini. On note cet
ensemble 0X. Si une suite (z,), qui part a U'infini, est dans la classe £ € 90X, on dit que
Ty converge vers £.

On étend le produit de Gromov en définissant, pour &,n € X
(€m)z, = sup }ll’gll_l}rég@n‘ymﬁo

ou le supremum est pris sur toutes les suites (x,) convergeant vers £ et toutes les suites
(ym) convergeant vers 7. On définit aussi pour £ € 0X et y € X,

(€ly)zo = sup iminf(z,|y) 4,
n—oo

en prenant de nouveau le supremum sur toutes les suites (x,) convergeant vers . Le
chapitre 7.2 de [GdIH90] donne plus de détails.

Lemme 20.2. Soit (X, d) un espace §-hyperbolique et £, m,( des points de 0X. Si (xy,)
et (ym) convergent respectivement vers £ et n alors

(20.2) o inf (. [Yom)wg + 20 2 (€]m)zo 2> Hminf(2n[ym)z, -
et
(20.3) (€lmao = min((€]C)ay, (ClM)ao) — 30.

DEMONSTRATION. Voir le chapitre 7.2 de [GAIH90]. O

On définit une topologie sur X grace a la structure uniforme obtenue par le systeme
d’entourages {Vi}ier ot V; = {(&,n)] ({|n) > 1}. Cette topologie ne dépend pas du point
base choisi. On munit 0X de la structure borélienne associée. On aura besoin d’une
structure borélienne sur I'ensemble P; 2(0X) des parties du bord de cardinal 1 ou 2. De
méme, on définit P;(0X) les parties a exactement 1 élément et Po(0X) les parties a
exactement 2 éléments. On définit

‘N/yl ={p e Pi200X)|pNVy #0} avec V,; ={&€dX| (&ly)>1}
ouy € X et [ € N. On munit alors P; 2(0X) de la structure borélienne associée.
Lemme 20.3. Si X est un espace Gromov-hyperbolique dénombrable alors la structure

borélienne sur P 2(0X) est a base dénombrable et P1(0X) est alors une partie mesurable.
La structure borélienne restreinte a P1(0X) coincide avec celle de 0X aprés identification

0X ~ Py (0X).
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Pour un point base xy et un réel positif » > 0, on définit I’ombre, V(x,r), de taille
r dans la direction de x depuis x( par

Vie,r) ={y € X| (z[y)ao > r}.

On y pense comme un analogue a U'infini de boule. Cette notion a été introduite par D.
Sullivan dans [Sul79] a la différence qu’ici, les ensembles V' (z, ) sont des sous-ensembles
de X et non de 0X. On remarquera bien que V,; est en revanche une partie de 0.X.

/
/
/

|

V(x,r)

x

Lo

Les ombres dépendent implicitement du point base choisi. Le lemme suivant décrit
comment les isométries transforment les ombres. Dans la suite (X,d) est un espace
0-hyperbolique dont on a choisi un point base xg.

Lemme 20.4. Pour x € X, v € Isom(X) et r,r’ > 0 tels que r > r' 4+ d(~y - xo,z0), on
ayV(x,r) C V(yz,r).
DEMONSTRATION. Pour z € X on a 'inégalité

1

(val2)ag = (2177 2)y 100 2 (2177 2)ap — d(v 20, 20)-

Lemme 20.5. Soit F' un ensemble fini de trois points ou plus de 0X et
fram Y (alB)a
a#pB; a,BEF

Alors l’ensemble C = {z € X| f(x) —inf f < 1} est une partie bornée.

DEMONSTRATION. On montre que la fonction f : X — R, f(z) = >, 5(a|B)s, o
a, B parcourent F' est propre. Pour cela il suffit de montrer que f satisfait l'inégalité
f(@) + f(y) > d(x,y) — 20 pour tout x,y € X puisqu’ainsi, les sous-niveaux de f
seront bornés. Puisque |F| > 3, il suffit de prouver la méme inégalité pour f'(z) =

(a|b)z + (blc)z + (c|a)s avec a, b, ¢ quelconques dans X . Sans perte de généralité, on peut
supposer (a|y)z > (b|y)z, (¢|y)z. On a alors

f'(@) = {alb)e + (cla)e = (Bly)a + (cly)s — 20

en insérant y dans les produits. En ajoutant f'(y) > (b|c)y et en développant les produits
de Gromov, on obtient

(@) + f'(y) > d(z,y) + (ble)e — 20 > d(z,y) — 20.
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21. Moyennes

Quand X est un espace Gromov-hyperbolique géodésique propre, il est courant de
considérer I’espace des mesures de probabilités sur X comme c’est le cas dans [BM96]
par exemple. Dans notre contexte plus général, on remplace cet espace de mesures de
probabilités par ’ensemble des moyennes sur X. Pour un espace dénombrable X, une
moyenne est un élément positif de la spheére unité du dual topologique de £*°(X). Par dé-
finition, une moyenne p est une forme linéaire sur £>°(X) telle que si f > 0 alors u(f) >0
et u(1y) = 1. L’ensemble des moyennes sur X, noté M (X), est un sous espace convexe
et compact de £°°(X)* pour la topologie faible-*. On pense aux moyennes comme a des
mesures de probabilité « finiment additive » sur X en définissant u(Y) = p(1ly) pour
Y CX.

Si xg est un point base fixé d’'un espace Gromov-hyperbolique X, il existe une identifi-
cation classique entre X et un sous-espace de ’espace des fonctions continues et bornées
sur X. A chaque point z, on associe la fonction S(z): y — d(y,x) — d(y,xo) qui est
continue et bornée. Si p est une moyenne, on définit f,(x) = p(B(x)). L’application
@ — fu est une fonction continue de M(X) vers 'espace vectoriel localement convexe
des fonctions continues sur X s’annulant en x. Les lemmes et la proposition qui suivent,
montrent qu’une moyenne sur un espace Gromov-hyperbolique se trouve devant I’alter-
native suivante : Ou bien la « masse » est distribuée autour d’une partie bornée de X
ou bien la masse se répartit a 'infini sur un sous-espace de X composé d’au plus deux
points.

Une fonction f d'un espace métrique (X, d) est propre si les ensembles f~1((—o0, a])
sont bornés pour tout o € R.

Lemme 21.1. Soit p une moyenne d’un espace Gromov-hyperbolique X . S’il existe r > 0
tel que pour tout x € X, u(V(x,r)) < 2/5 alors f, est une fonction propre.

DEMONSTRATION. On decompose f,(z) :

fu(l‘) = N(/B:B : 1V(x,7")) + /'L(Bx ) ]-X\V(ac,r))'
Siy e X\ V(x,r) alors d(x, o) + d(y,zo) — d(z,y) < 2r et ainsi S,(y) > d(x,z9) — 2r.
Donc, p1(Bz - 1x\v(z,r)) > 3/5d(z,70) — 6/57.
Pour y € X on a d(yax) - d(ya :L‘O) > _d(xva) et :U'(ﬁx ’ 1V(z,r)) > —2/5d($,$0)
Finalement, f,(xz) > 1/5 d(x,z¢) — 61/5. O

Proposition 21.2. Soit u une moyenne d’un espace Gromov-hyperbolique X et (xy,)
une suite de points de X telle que u(V(zn,n)) > 2/5 pour tout n. Alors il existe une
sous-suite de () convergeant vers un point du bord X . De plus, il existe au plus deux
valeurs d’adhérence de 0X de (xy) dans 0X.

DEMONSTRATION. On note V" = V(z,,n) et on observe que I'inegalité (20.1) im-
plique
(Tp|Tm) > min(n,m) —46 si V'NV™ #£(.
On commence par montrer qu’il existe une extraction {ng}ren telle que p(V*"NV™) >
1/15 pour tout k,k’. Par I'absurde, on suppose qu’il existe une suite fini ny < ... < ng
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avec la propriété souhaitée mais qui ne peut étre prolongée (au pire, K = 1). Ce qui
signifie que pour i > ng il existe 1 < k(i) < K avec pu(ViN V™®) < 1/15. Pour
1 < k < K, l'ensemble {i| k(i) = k} est infini. On peut alors prendre cet ensemble
comme extraction puisque I'on vérifie que u(V¢ N V7) > 1/15 pour k(i) = k(j).

Il suit alors que {x,,} converge a l'infini car V™ N V™ 2 () pour tous k, k. Fi-
nalement, soit &1,&2,&3 € 9X tels qu'il existe des extractions xp,, — & de {z,}. Pour
tout k, les trois ensembles V™ik ne peuvent étre disjoints. Alors quitte a réextraire et a
réordonner les &;, on peut supposer que V™.t N V"2, =£ () pour tout k. Ce qui implique
&1 = & O

Lemme 21.3. Soit X, p et (zy,) comme dans la proposition 21.2. Supposons que x,, —
£ € 0X. Si(x,) est une suite équivalente d (x,) alors il existe une sous-suite (xy,, ) telle
que p(V (zn,, k)) > 2/5 pour tout k.

DEMONSTRATION. Pour tout k&, comme les suites sont équivalentes, on peut choisir
n et ny, tels que (zy|xy, ) > k406 et n >k + 4. Pour tout z € V(x,,n) on a

(2lat,,) > min ((zln), (el ) — 5 > &

et ainsi V(z,,n) C V (), , k), ce qui fournit la borne souhaitée. O

22. Applications de Furstenberg

Soit GG un groupe localement compact, {2 un G-espace et X un espace hyperbolique.
Une application a: G x © — Isom(X) est un cocycle mesurable si pour tout g,g" et
presque tout w

a(gg’,w) = alg, gw)a(g',w)
et pour tout x € X, 'application orbitale

GxQ — X
(gw) = alg,w)z
est mesurable. Un cocycle mesurable a est élémentaire s’il existe un sous champ C =
(Cu)wen borné du champ constant égal & X ou s'il existe une application ¢: Q — 0X
mesurable et G-équivariante (c’est a dire ¢(gw) = a(g,w)p(w) pour tout g et presque
tout w) ou §'il existe une application ¢: 2 — Po(9X) mesurable et G-équivariante. Pour
les généralités sur les champs (mesurables), on se référera a la section 16.

Remarque 22.1. Dans le cas ou X est dénombrable, la famille de sous-espaces fermés
(C) est un sous-champ du champ constant X si pour tout z € X, {w € Q| z € C,,} est
une partie mesurable de 2. En effet, dans ce cas, en munissant X d’un ordre provenant
d'une bijection X ~ N, on peut définir une famille fondamentale en définissant z. =
inf{x € C,} puis 22 = inf{z € C, \ {z}}} et ainsi de suite jusqu’a exhaustion des C,,.

Théoréme 22.2. Soit G un groupe localement compact a base dénombrable, B un bord
fort pour G et (Q2,v) un G-espace ergodique ot v est une mesure de probabilité inva-
riante. Soit X un espace hyperbolique dénombrable.

Sia: GxQ — Isom(X) est un cocycle mesurable non-élémentaire alors il existe une
application mesurable ¢: B x Q — 0X G-équivariante. De plus, deux telles applications
coincident sur un ensemble de mesure pleine.
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Une situation comme dans 1’énoncé se présente lorsque I' est un réseau de G, B
un bord de Poisson associé a une marche aléatoire sur G symétrique, non dégénérée et
étalée. Si X est un espace hyperbolique sur lequel I' agit par isométries via le morphisme
m: I' — Isom(Xy), on choisit pour X une orbite de I'. Dans ce cas, (2 est ’espace de
probabilité G/T", on appelera 3 le cocycle de G x Q2 dans I' correspondant au choix d’une
section mesurable de la projection de G sur G/I'. Alors « est le cocycle 7 o 3. Cette
construction est classique pour obtenir des résultats de superrigidité.

DEMONSTRATION. Par moyennabilité de I’action diagonale de G sur Q x B (puisque
celle sur B Dest), il existe une application (w,b) + u? telle que pour presque tout (w,b),
pb € M(X), pour tout g € G et presque tout (w,b),

18 = g, w)pul,

et (w,b) — uffj est « faiblement mesurable » dans le sens ou pour tout x € X,n € N,
(w,b) = pb (V(z,n)) et (w,b) — [y sont des applications de €2 x B vers R mesurables
pour la structure borélienne produit sur €2 x B et la structure borélienne usuelle sur R.
Posons

r(b,w) = glelg{?“ € N| p,(V(w,7)) = 2/5}.

L’application (b,w) + r(w,b) € N est mesurable et G-invariante. Par ergodicité de
G ~ Q x B (voir le lemme 15.4), il existe r tel que pour presque tout (w,b), r(w,b) = r.

Premier cas : Si r est fini alors posons f9 = fu& comme dans la section 21. L’ap-
plication (w,b) + inf,ex f%(x) est mesurable car X est dénombrable. Posons
Cl={xeX| fi(x) <1+inf f3}.
Pour presque tout (w,b), C% est non-vide, borné (grace au lemme 21.1) et pour tout g
et presque tout (w,b)
Cge, = alg,w)Cy.
L’application (w,b) + diam(CY) est alors mesurable et G-invariante donc constante

égale & un certain D;. Par la proposition 15.4, 'action diagonale G ~ B x B x €) est
encore ergodique et donc ’application mesurable

BxBxQ — R

b,b,w) — d (Cg,cg’)
est G-invariante donc constante égale a un certain Do. Alors pour w € ), définissons
Bl = {b € B| diam(C%) = D1} et

B2 = {(b,b’) € B x B} ‘ d (cf,,cfj) - DQ}.

Finalement posons

c.= |J chucl.

(b,b)eB
Alors pour presque tout w, diam(Cy,) < Dy + 2D; et pour tout g € G et presque tout w
Coo = a(g,w)C,.
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Deuxiéme cas : Si r est infini, alors pour presque tout (w,b), définissons
Pl = {& € 0X| B(wnhnen, @n = & Y0 €N, (V) 2 2/5} .

Comme r = 400, pour presque tout (w,b), pffJ est non-vide et la proposition 21.2 assure
que p°, € P12(0X). Si on note ®(w,b) = p?, alors

(V) = {(w,b) €O x B|Vn3ze X avec (z|ly) > 1 —1/n et b (V(z,n)) > 2/5}.

Cette expression montre que ®:  x B — P 2(0X) est mesurable et le lemme 20.4
montre que $ est équivariante.

L’ensemble mesurable ®~1(P;(0X)) est une partie mesurable et G-invariante de
Q x B. De nouveau, par ergodicité, cette partie est de mesure pleine ou nulle. Si elle
est de mesure pleine, on définit ¢(w,b) comme étant 'unique élément de ®(w,b). Alors
¢: Q2 x B — 0X est mesurable et G équivariante comme annoncé dans 1’énoncé du théo-
réme.

Si pour presque tout (w, b), #pg = 2 alors la proposition 22.3, qui suit, montre que le
cocycle est élémentaire. De méme, s’il existe deux applications ¢, ¢': Qx B — 90X, toutes
les deux mesurables, G-équivariantes telles que {(w,b) € Q x B| ¢(w,b) = ¢'(w,b)} n’est
pas de mesure pleine alors par ergodicité, cet ensemble est de mesure nulle. On applique
de nouveau la proposition 22.3 & I'application w — (¢(w), ¢'(w)), ce qui montre qu’en
fait le cocycle était élémentaire. U

Proposition 22.3. Sous les hypothéses du théoréeme 22.2, s’il existe une application
mesurable et G-équivariante ® de Q x B dans P2(0X) alors le cocycle est élémentaire.

DEMONSTRATION. Comme précédemment, on notera pfu = ®(w, b). L’hypothese est
alors que pour presque tout (w,b), #pf,’J = 2. Nous allons montrer que cette hypothese
implique que le cocycle « est élémentaire. Pour cela, définissons

Y P(0X) x P2(0X) — RU{+oo}
(p.7") = infrex, [p;p']e
ot [p;p'le = 1§16, 1 ] = (€€ )2 + (M) — (€0')2 — (N€')2| (auquel on pense comme

un analogue logarithmique du birapport classique) pour (p,p’) = ({&,n},{¢,n'}). On
observe que ¥(p,p’) = +oo si et seulement si pNp’ # () et on a pour tous = et y dans X,

(22.1) | ;0] = [p50']y | < 126

Pour démontrer cette inégalité, choisissons des suites (z,,), (2},), (yn) et (y),) convergeant
: / / / . / / —_ 1 /

respectivement vers &, &', n et i’ et telles que (£|¢')z = lim(zy|2),) 2, (M|7)2 = Um(yn|y;,) 2.

Quitte & extraire des sous-suites, toutes les limites inférieurs : lim inf(z,|y.,) .,

lim inf(yy |2},) 5, Iminf(z, |y} )y, Uminf(y,|y),)y, iminf(z,|y,), et liminf(y,|z]), sont

des limites classiques. L’inégalité du triangle renversée donne,

[&m €l = [6m: 60 ly | < () + (nln')a = Eln)e — (€ )2
— (1€ = ")y + €Yy + )y |-
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En utilisant I'inégalité (20.2) pour les six derniers produits de Gromov, on obtient

| [57775§,a 77,]93 - [5777;5/’ 77,]11 | < lim | <xn|x;z>x + <yn’y;z>x - <33n|y7,1>m - <yn|x;z>:r
- <$n|x%>y - <yn‘y;z>y + <xn|y1/1>y + <x;‘yn>y | + 120.

En développant les produits de Gromov, on voit que le terme en valeur absolue a droite
est nul.

De méme, en utilisant quatre fois l'inégalité (20.3), on obtient, pour p,p’,p” €

P2(0X),

(22.2) (p.p") = Y(p,p') + (', p") — 126
On définit alors

F: OQxBxB — R U {400}
(w,b,b) = P(P(w,d),P(w,b)).

On observe que F est mesurable et, grace a l'inégalité (22.1), que F~'({+oc}) est G-
invariant pour l'action diagonale G ~ Q x B x B. Ainsi par ergodicité de G ~ € x
B x B (proposition 15.4), 'ensemble F'~!({+00}) est une partie de mesure pleine ou
nulle pour la mesure produit m, sur ’ensemble X = €) x B x B. Supposons par ['absurde
que m(F~1({+cc})) = 0. Par o-additivité de la mesure m, il existe n € N tel que
m(F~Y([n,n+1])) > 0. Posons, &, = F~Y([n,n+1]) et ¥' = G-, = G- F([n,n+1]).
Ce dernier ensemble, ', est mesurable, de mesure strictement positive et G-invariant.
De nouveau, par ergodicité de G ~ X, m(X \ ¥') = 0. L’inégalité (22.1) montre que
F(X) C [n—126,n+1+124]. Comme la structure sur P; 2(0X) est & base dénombrable
(voir lemme 20.3), il existe une famille dénombrable (p;);cs telle que

Pra=J{p € Pral ¢(p.,pi) > n+1+246}.
el
Ainsi, il existe i € I telle que ®~1({p € P12| ¥(p,pi) >n+1+245}) > 0 et donc
Pensemble {(w,b,b') € X| ¥(pl,pi) > n 4+ 1+ 245 et Y(p%,pi) > n + 1 + 245} est
aussi de mesure strictement positive. Mais alors I'inégalité (22.2) et I'inclusion F(¥') C
[n — 126, n + 14 124] donnent une contradiction. Ainsi, Pour presque tout (w,b,b’) € X,
F(w,b,b) = 400, ce qui signifie exactement que pour presque tout (w, b, '), p°, Npl # 0.

L’application (w,b,b') — #(pt,Np?) de ¥ dans {1, 2} est mesurable est G-invariante
donc constante. Si la valeur essentielle de cette application est 2, alors en notant A la
mesure sur B, I'application

gb:we{geaXWneN, )\(B\{beB|preV§,n}) :0}.
est mesurable G-équivariante de © dans P2(0X). Ce qui est un cas d’élémentarité.

Si 1 est la valeur essentielle de (w, b, b') — #(p’, Np?) alors notons

Pw:{£€8X|VneN, )\(B\{beB\preVg,n}):O}.
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Pour presque tout w, P, est de cardinal 0 ou 1. Si c¢’est 1 alors comme ci-dessus, on
définit de nouveau

¢;wa{geaX|\meN, A(B\{beB|pgeV§,n}):o}.

est mesurable G-équivariante de Q2 dans P;(0X). Ce qui est un autre cas d’élémentarité.
Supposons maintenant que le cardinal de P, est essentiellement 1 et considérons

Fw:{§€8X|VnEN, A({beBypgeVg,n})m}.

On montre par 'absurde que F,, est de cardinal inférieur & 3 pour presque tout w.
Supposons par ’absurde que ’on trouve un ensemble de mesure strictement positive, €2;
tel que pour tout w € Qy, #F,, > 4. Comme pour presque tout (w,b,d), pfj ﬂpg # 0, le
théoréme de Fubini donne l’existence de ' C Q; de mesure strictement positive tel que
pour w € Y on trouve By C B tel que pour tout b € By, pour presque tout ', pz ﬂpffjl # (.

Fixons w € Q' et By associé. Soit {&;}i=1..4 dans P, et n € N tel que pour tous i # j,
(&|€;) > n. On note alors V' = Vg, , et on remarque que i # j implique VN VI = ().
Par un raisonnement itéré du théoreme de Fubini, on trouve

— by € By tel que pff} e vl

— by € By tel que p?2 € V2 et #(plr Npk2) =1,

~ b3 € By tel que p% € V3, #(p% npli) =1 pour i = 1,2 et pl} Np% Npls =10,

— by € By tel que pt € V4, #(planpb) =1 pour i =1,2,3.

Si p% = {u,v} alors p?2 = {v,w} avec w # u et alors nécessairement p® = {u,w}
et u,v,w € VIUV2UV3. Dans ce cas, pf;‘ est constitué d’un point de V4 et d’un autre
point qui devrait étre & la fois dans V', V2 et V3 ce qui est absurde.

Ainsi on a montré que pour presque tout w, F,, est de cardinal inférieur a 3. Par
ergodicité, cette valeur est essentiellement constante. Si pour presque tout w, #F,, > 2,
on retrouve un cas d’élémentarité. Si c’est 3 alors la partie C,, associée a F,, par le lemme
20.5 fournit un sous-champ G-invariant borné de X.

O






ANNEXE B

Dynamique des isométries

Cette section a pour but de rassembler différents résultats souvent connus mais épar-
pillés, sur le comportement d’une isométrie d'un espace CAT(0). C’est-a-dire que l'on
étudie l'action du groupe le plus simple qui soit, un groupe cyclique. Certains de ces
résultats sont complétés ou illustrés. On pourra en particulier se référer a [Kar05], qui
dans un cadre un peu différent, s’intéresse a certaines questions communes a celles trai-
tées ici.

23. Isométries d’un espace CAT(0)

Soit X un espace CAT(0) et v une isométrie de X, la longueur de déplacement de
v est |y| = infyex dy(x) out dy(x) = d(yx,x). Cette longueur de déplacement peut aussi
s’interpréter comme un déplacement asymptotique puisque pour tout x € X,

1
|y| = lim — d(y"z,z)
n—oo n

(voir lexercice 11.6.6.(1) de [BH99]). Il existe deux dichotomies pour classer les iso-
métries. Cette longueur de déplacement peut-étre nulle ou pas, ce qui donne lieu aux
isométries neutres et balistiques. De méme, I'infimum de la définition peut étre atteint
ou pas, ce qui donne lieu aux isométries semi-simples et aux isométries paraboliques. On
résume la terminologie avec le tableau suivant.

semi-simple parabolique
|7| est atteint | |y| n’est pas atteint
neutre elliptique parabolique
|7/ =0 neutre
balistique | hyperbolique parabolique
lv] >0 balistique

Pour comprendre le systeme dynamique associé a une isométrie, on va attacher a cette
isométrie une partie de X U 0X invariante qui devrait permettre de faciliter cette com-
préhension de la dynamique.

23.1. Isométries semi-simples.

Isométries Elliptiques. Les isométries les plus simples sont les isométries ellip-
tiques, ce sont celles qui fixent un point.

Isométries hyperboliques. Les isométries hyperboliques ont aussi un comporte-
ment assez simple sur Pensemble Min(v) = {z € X| d(vyz,z) = |v|}.
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Proposition 23.1 (Théoréme 11.6.8 de [BH99]). Soit X un espace CAT(0) com-
plet et v une isométrie hyperbolique. Alors Min(y) est une partie convexe fermée
isométrique a un produit Y x R. L’isométrie v préserve cette décomposition en
agissant trivialement sur'Y et agit par translation de longueur |7y| sur R.

23.2. Isométries paraboliques. Dans le cas ot X est propre, alors toute isométrie
parabolique fixe un point a l'infini et le corollaire 3.3 de [CMO09b] précise la situation.
La proposition 23.4 est un énoncé analogue au corollaire 3.3 de loc. cit. ou 'hypothese de
compacité locale est remplacée par celle de dimension télescopique finie. Elle complete
le corollaire 1.5 de [CL10a] et se réduit a remarquer que les arguments du corollaire 3.3
de [CMO09b] fonctionnent aussi ici (voir aussi [FINS06] dans le cas localement compact
et la proposition 10.5 de [Buy98]).

On aura besoin des deux lemmes suivants concernant les isométries balistiques.

Lemme 23.2. Soit X un espace de Hadamard et vy une isométrie balistique. Alors, il
eziste deuz points de 0X, wy el w1, y-invariants tels que :

Vo € X, 770 = oo ot

gt
De plus, Z(w~,wy-1) = T.

DEMONSTRATION. C’est un cas particulier du résultat principal de [KIM99] ou le
groupe est Z et la marche aléatoire est associée a la mesure de Dirac en 1. On en
redonne la preuve dans ce cas particulier. Fixons un point x € X et posons £(n) =
d(y"z,x)/n — |y|n pour n > 0. On a lim,_,~ (n)/n = 0. La formule
d(y"z,2)? + d(y"z,x)? — d(y"z,7"x)>

2d(y"a, x)d(y™x, x)
_ P ((n+e(m)® + (m+e(m))? - ((m —n) —e(m —n))?)
272 (n +e(n))(m +e(m))

cos(Zy(y"2,y ")) =

—1

,Mm—00
montre que la suite /. (y"z,y™z) converge vers 0 quand n, m — oo (avec m > n) et donc
~"x converge vers un point du bord w,. Soit p4 le rayon géodésique issu de x et pointant
vers w,+1. Si x,(t) est le point sur [z,7"z| a distance ¢t > 0 de = (ce point existe pour ¢
fixé et |n| assez grand) alors la formule ci-dessus montre que (x,(t)), est de Cauchy et

de limite p(t). On a donc limy—o0 Zo(p—(t), p4(t)) = limn 100 Zo (0 (t), 2-n(t)) = 7 —

limy, 00 Zo (22, (1), 2n(t)) = 7. Finalement, 7 > Z(w,, wy-1) > limg 00 Zo(p— (1), p4 (1)) =
. O

Si vy fixe £ € 0X, grace a la relation de cocycle (1.1), le nombre S¢(yx, z) ne dépend
pas de z. On note alors F¢(y) cette quantité. Avec cette notation, y laisse invariante la
fonction de Busemann associée a § si et seulement si f¢(v) = 0.

Lemme 23.3 (Lemme 3.12 de [CMO09b]). Soit X un espace de Hadamard, £ € 0X et
v une isométrie de X fivant § telle que |Be(y)| > 0. Alors v est une isométrie balistique
et si Be(y) > 0 alors Z(&, wy) > /2.
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DEMONSTRATION. Comme |B¢(7y)| = |Be(vz, )| < d(yx,z) pour tout z € X, on a
|Be ()| < || et donc si |B¢(y)| > 0 alors « est balistique.

Supposons que f¢(v) > 0. Soit x € X et p, o les rayons géodésiques issus de = et poin-

tant respectivement vers & et w,. Par la proposition 1.24.(i), Z(&,wy) = limy 500 Zz(p(t), 0(5))-

Comme limy, 500 Zz(Y"2,0(s)) =0, on a £(&,wy) = limy, 100 Z(p(t),7"x). De plus, la
formule angulaire asymptotique du lemme 1.26 donne pour tout n > 0,

Jin cos(Zu(p(0)1"0)) = 6,
Comme B¢(Y"x,x) = npfe(y) et d(y"z,x) < nd(yx,x), on obtient cos(Z(§,w,)) <
—Be(y)/d(yx,x) <0 et donc £(&,wy) > /2. O

Proposition 23.4. Soit X un espace CAT(0) de dimension télescopique finie et v une
isométrie parabolique de X. Alors il existe un point &, de 0X tel que

(1) toute isométrie commutant avec vy fize toute horofonction centrée en &, et

(1) la boule de rayon m/2 centrée en &, contient tout point fize a l'infini de .

DEMONSTRATION. Soit £ le centre des directions du théoréme 6.1 associée a la suite

de parties convexes fermées décroissantes (d5'((—00,]))a>y-

(i) Soit g une isométrie commutant avec . Ainsi, g laisse invariants les X, = d7 L(~o00,al)
et donc g fixe £ par la remarque 6.2.(iii). Si |g| = 0 alors nf¢(g) = |Be(9"x, x)| <
d(g"x,x) = o(n) donc |Be(g)| = 0. Si |g| > 0 alors par le lemme 23.2, il existe
wge € 0X tel que ¢°"x —p— 00 wye pour € = £1. Pour tout = € X, d(¢°"x) =
d(x). Ainsi, pour tout o > ||, X, est invariant par ¢°" et donc wge € NOX,.
Par le théoreme 6.1, Z(§, wye) < m/2. Par le lemme 23.3, B¢(¢°) < 0. Comme
Be(g%) = Be(g°w, @) = Be(x, 97 ) = —Be(9 "2, ) = —Be(97°), on a Be(g) = 0.

(ii) Soit n € 0X tel que yn = n. Pour x € X,, on note p,, le rayon géodésique issu
de z et pointant vers 7. La fonction d, o p,: RT — R est 2-Lipschitz, convexe
et bornée puisque p, et gp, sont des rayons équivalents. Cette fonction est donc
décroissante et donc pour tout t > 0, p,(t) € X,. Ce qui montre que n € NOX, et
le théoréme 6.1 montre alors que Z(&,n) < 7/2.

0

23.3. Isométries balistiques et structures produit.

Définition 23.5. Un espace CAT(0) est m-visible si pour tout £;,{_ € 90X tels que
Z(&4,¢-) = 7 il existe une géodésique bi-infinie ¢, telle que ¢(£o00) = &4

Les espaces pour lesquels toute paire de points de 0.X se trouve dans le bord d’un
méme plat sont des exemples. Parmi ceux-la, on trouve les espaces symétriques de type
non-compact, les immeubles euclidiens et les espaces de Hilbert. Les espaces Gromov-
hyperboliques sont aussi des exemples (voir la proposition 10.1 de [Buy98]) mais dans
ce cas, le théoreme suivant est vide car toute isométrie parabolique est neutre (voir la
proposition 23.1). Il en est de méme pour les immeubles car il n’y a pas d’isométrie
parabolique.
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Théoréme 23.6. Soit X un espace CAT(0) complet, m-visible et v une isométrie ba-
listique. Alors, il existe Y C X conveze fermé et vy-invariant tel que Y est isométrique
a un produit Xo x R. De plus, v préserve cette structure produit : v = (Yo,71) 0t 71
est la translation de longueur |y| et yo est une isométrie neutre, qui est parabolique si et
seulement si vy [’est.

DEMONSTRATION. Soit Y la réunion des droites géodésiques d’extrémités w. et Wa—1.
Par hypothese de 7-visibilité, ¥ est non-vide. Comme 7 fixe w,, et w, -1, 7 laisse invariant
Y. Par le théoreme 1.19, Y est une partie convexe de X de la forme Yy x R. On montre
que Y est fermée dans X. Soit  dans I’adhérence de Y dans X. Si (x,,) est une suite de
points de Y convergeant vers z, on note ¢, la droite géodésique reliant w1 a w, telle
que ¢, (0) = z,. Alors la proposition 1.30 appliquée aux suites (¢, (—n)) et (¢, (n)) et au
compact {z, }neny U {2} donne Iéxistence d’'une géodésique c telle que ¢(—o0) = w
c(00) = wy et ¢(0) = z. Ce qui montre que Y est fermée.

=

Par définition si |y est la restriction de v & Y, on a |y]y| > |y|. Comme la pro-
jection my: X — Y est 1-Lipschitz, pour tout z € X, d(yz,z) > d(mwy(yz), my(x)) or
7y (yx) = y7my(x). Finalement, |v|y| = |y|. Comme l'image d’'une géodésique d’extré-
mités wy et w,-1 par 7 est aussi une géodésique d’extrémités w, et w,-1, v préserve la
structure produit Y = Y x R, c’est-a-dire qu’il existe vy € Isom(Yp) et v1 € R tels que
~ est I'isométrie produit de yg et de la translation de longueur ;. L’isométrie g est
parabolique si et seulement si v 'est.

Un calcul montre que |y|?> = |v0|? + |71]?>. Supposons par I’absurde que |yo| > 0
alors par le méme raisonnement que précédemment, il existerait w,, € 0Yy tel que
pour tout xg € Yp, Yjzro — w,, Ainsi, si z € Y, la limite de "2 serait le point
(arccos(|vo]/]7]); Wy, wy) de 0Yp * OR = Y (voir la proposition 1.28) et non w.,. Ainsi
7ol =0 et |n| = |7 O

Remarques 23.7. (i) Dans le cas ou vy est une isométrie hyperbolique, ’espace Y du
théoreme contient I’ensemble des axes Min(7) et cette inclusion peut étre stricte
comme le montre ’exemple d’un vissage (composition d’une translation et d’une
rotation d’axe parallele & la translation) dans R3. Dans ce cas Y = R3 mais Min(v)
est réduit a une droite.

(ii) Ce théoréme montre que les isométries a la dynamique « compliquée » sont les
isométries paraboliques neutres.

Si vy est une isométrie d'un espace CAT(0), X, alors X" désigne les points fixes de
v dans 0X.

Proposition 23.8. Soit v une isométrie hyperbolique d’un espace de Hadamard X . Alors
0X7 = OMin(y).

DEMONSTRATION. Soit £ € X7, x € Min(v) et ¢ le rayon géodésique tel que ¢(0) =
z et ¢(4+00) = w,. Par la proposition 1.24.(i), on sait que

Z(& wy) = lim 2o (6 wy) = lm Lo (€, w7)-
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Or pour tout n € N,

lc(n\'y\)(gv w'y) = A’Y"m(’yn‘sa 'an'y) = 432(‘5, w’y)‘

Ainsi, Z(§,w,) = Z(§,wy) et de méme Z(§,wy-1) = ZLu(§, wy-1).

Par la proposition 1.23, Z(§,w,) + £(§,wy-1) = Ze(v2,§) + Zye(2,€) < 7. Donc
un des deux angles Z(§,w,) ou Z(&§,w,-1) est strictement inférieur a 7. Si par exemple,
Z(&,wy) < m alors par la proposition 1.25, il existe un secteur euclidien F'* qui est 'en-
veloppe convexe des deux rayons géodésiques issus de x et pointant respectivement vers
¢ et wy. De plus, vF* C FT. En répétant le raisonnement au point 4"z pour n € Z, on
obtient que la réunion U,czy"F™T est isométrique & un demi-plan euclidien sur lequel ~y
agit par translation, ainsi, ce demi-plan est composé d’axes de v et donc & € Min(~).

Réciproquement, si & € OMin(y), comme Min(y) ~ Y xRet v- (y,t) = (y,t+ |v]), il
est clair que tout rayon géodésique de Min() qui pointe vers { a pour image par v un
rayon qui lui est parallele et donc v¢ = €. O

23.4. Espace transverse a un point fixe a ’infini. Soit X un espace CAT(0)
et £ € 0X. Suivant [Lee00] et [Cap09], on note X¢ Tensemble des rayons géodésiques
pointant vers £ muni de la pseudo-distance

d(p1, p2) = tlitfio d(p1(t1), p2(t2)).

L’espace métrique quotient possede alors un complété qui est un espace de Hadamard
(voir la proposition 2.8 de [Lee00]). On note X¢ cet espace appelé espace transverse a §.
Il existe une projection ¢ de X sur X¢, qui a un point de X associe le rayon géodésique
issu de x pointant vers . Cette projection est 1-Lipschitz. Si v est une isométrie laissant
fixe £ alors « induit une isométrie de X¢ notée ¢.

On commence par un lemme sur les rayons géodésiques pointant vers un point du bord
d’une partie convexe fermée.

Lemme 23.9. Soit X un espace CAT(0) complet et C' une partie convexe fermée de X .
Si p est un rayon géodésique dont la distance a C' reste bornée et si xy désigne le projeté
de p(t) sur C alors la suite de fonctions ¥y : u — d(xy, T4yy,) converge uniformément
vers la fonction identité quand t — +o0.

DEMONSTRATION. La fonction ¢ — d(p(t),C) = d(p(t),x;) est convexe et bornée
donc décroissante. Posons L = d(p(0),xp). Par inégalités triangulaires et caractere 1-
Lipschitz de la projection sur C, on a

(23.1) Vi, t' >0, |t —t'| — 2L < d(xp,mp) < |t —1).
Pour obtenir le résultat, il suffit de voir que

(23.2) Ve>0, 3T >0, V' >t>T, d(xy,xpy) >t —t—ec.
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On raisonne par l'absurde, ce qui donne un € > 0 et deux suites (¢;) et () telles que
ti —issoo 00, t; < t; < ti+1 et d(l’ti,l‘t;) < té —t; — €. Ainsi,

k—1 k—1
d(xto’xtk) < d(mtmxtiﬂ) < (d(xtwwtg) + d(xt;vl'tiﬂ))
i=0 i=0
k—1 k-1
<Y (i —ti) —ke+ > tig1—t
i=0 i=0
<tp—tog— ke
Ce qui, pour k > 2L/e, donne une contradiction avec I'inégalité (23.1). [

Proposition 23.10. Soit X un espace de Hadamard et v une isométrie hyperbolique.
Si & est un point fire de OX alors ¢ est une isométrie semi-simple de longueur de
translation |ve| = |sin(Z£(&, wy))| - [v]-

L’idée pour montrer ce résultat est de réaliser que sur m¢(Min(v)) la longueur de
translation est atteinte et ensuite que ce minimum est global.

DEMONSTRATION. Soit ¢ un rayon géodésique de Min(y) pointant vers £. Grace
aux propositions 23.8 et 23.1, on peut écrire ¢(t) sous la forme (¢ (sin(a)t), cos(a)t) ou
a = Z(§,wy) et ¢1 est une géodésique de Y. L’image de cette géodésique est alors yc(t) =
(c1(sin(a)t), cos(a)t+|y|) et d(c(t),ye(t'))? = sin(a)?(t' —t)? 4 (cos(a)t — cos(a)t’ —|v])?2.
Un calcul montre alors que le minimum est atteint pour |[t' — t| = cos(a)|y| et donc
de(e,70)] = |sin(a)] - 1l

Maintenant si p est un rayon géodésique quelconque pointant vers . On reprend
les notations du lemme 23.9 qui s’applique avec C' = Min(vy). On se donne £ > 0 et
T tel que l'inégalité (23.2) ait lieu. On introduit ¢; le rayon géodésique pointant vers &
issu de ¢;(0) = x¢. Par convexité de Min(7), on sait que ¢; est inclus dans Min(y). On
va considérer des temps t” > t' >t > T. Si y est le projeté de xy sur ¢;(RT) alors
d(zpr,y) < d(xp, p(t") + d(p(t"), ct(RT)) < 2L et donc x4 converge vers €. Soit 2 le
point de [z, x| & distance ¢ —t de x; alors pour t” assez grand, on a d(z, ¢, (t' —t)) < e.
Maintenant, grace a l'inégalité (23.2), on a d(x¢, xyr) > d(xy, ) + d(xy, x4n) — 2¢ et par
comparaison CAT(0), on a d(z},2) < f(e) avec f(e) —c—0 0. Donc pour ¢ assez grand,
et tout ¢’ >t on a d(xy,ci(t' —t)) < e. Finalement, yzp reste dans un e-voisinage de
ver(RT), ce qui donne

d(p(t)p(t) > dlar,yev) > inf d(er(0). veu(w) — & = | - |sin(a)| —e.

Donc de(p, vp) = |sin(£(&; wy))| - [7]- O

Remarque 23.11. On remarque en passant que la projection m¢ n’envoie pas partie
convexe sur partie convexe en répondant par la négative a la question suivante.

Soient x et y deux points d’un espace CAT(0) et m leur milieu. On note p,, p, et pm
les rayons géodésiques issus respectivement de x,y et m et pointant vers un méme point
du bord &. Si limd(pz(t), py(t')) = 0 a-t-on aussi lim d(pz(t), pm(t')) =07
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Y

On considére deux bandes euclidiennes [0, 1] x [0, 00) C R? que I'on identifie sur {(a,b) €
R% a+b>1}N]0,1] x [0,00). On choisit pour z et y les images des deux origines dans
le quotient. L’espace quotient est un espace CAT(0) qui posséde un bord réduit & un
unique point que ’on note £. Les rayons géodésiques issus de = et de y pointant vers &
coincident pour t > 1. Le milieu de [z, y] est le point qui provient de (1/2,1/2). On voit
que d(pg, pm) = d(pm(r —1/2), p2(r)) pour tout r > 1/2. Ce qui répond par la négative
a la question.

24. Exemples

24.1. Espaces Gromov-hyperboliques. Les espaces Gromov-hyperboliques sont
des cas particuliers d’espaces de dimension télescopique finie (en fait de dimension au
plus 1 voir la remarque 5.8(ii)) donc la proposition 6.1 s’applique et on peut étre plus
précis. On reformule ici des résultats diis & Anders Karlsson. Voir la section 5 de [Kar01]
et la proposition 4.1 de [BIMO5].

Proposition 24.1. Soit X un espace CAT(0) Gromov-hyperbolique et vy une isométrie
parabolique. Alors 7y est une isométrie neutre et v fize un unique point au bord &,. Pour
tout x € X et toute extraction (n;) telle que d(y™z,z) — oo, on a ¥z — &, pour
e ==1.

DEMONSTRATION. Soit 7 une isométrie parabolique. Si v était balistique, le théo-
reme 23.6 donnerait I’existence d’une partie convexe ¥ ~ Xy x R ~-invariante et deux
isométries g, v1 telle que 7y est une isométrie de Xy et v; la translation de longueur
|7] sur R. Comme Y est hyperbolique, X est de diametre borné et donc ~yy possede un
point fixe et v possede alors un axe.

Comme un espace CAT(0) Gromov-hyperbolique est de dimension télescopique au
plus 1, la proposition 23.4 s’applique et il existe &, € 0X tel que la boule fermée de rayon
/2 pour la distance angulaire contient tous les points fixes a l'infini. Dans un espace
CAT(0) hyperbolique deux points distincts &, vérifie Z(&,n7) = 7 donc v possede un
unique point fixe qui est &, .

Comme v n’est pas elliptique, il existe une extraction (n;);ey telle que d(y™iz, ) —
oo pour tout z € X. Posons d; = d(y™z,x) pour un z fixé. Quitte a faire une nouvelle
extraction, on peut trouver une suite (n}) telle que pour tout i € N, d; > d(y"x, z) pour
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tout n < n}. Ainsi pour j > i et d} = d(y"z, z),

(Vi x)e = 1/2 (di + dj — d(y" ", x))
>1/2 dj — oo

Ce qui montre que la suite (7"z);cy converge vers un point de 0X. La suite (y"x);
et son image par 7 sont & distance de Hausdorff au plus d(vyx,z) ce qui montre que la
limite de cette suite est un point fixé par v, c’est &,. O

Dans le cas d’un espace métrique propre, on a le phénomeme remarquable découvert
par A. Calka.

Théoréme 24.2 (Corollaire 4.5 de [Cal84]). Soit (X, d) un espace métrique propre et f
une isométrie de X. S’il existe x et une famille strictement croissante d’entiers positifs
(ni)ien telle que la suite f™i(x) est bornée alors toute orbite de f est bornée.

Corollaire 24.3. Sous les hypothéses de la proposition 2.1 et si de plus, X est propre
alors v*"x — &, pour ¢ = £1.

DEMONSTRATION. Le théoréme 24.2 montre que d(7y"x,z) — oo et donc la proposi-
tion 24.1 donne le résultat. 0

Dans le cas ou l'espace n’est pas localement compact, la situation peut-étre totale-
ment différente comme ’a observé A. Karlsson dans [Kar01] (voir aussi p.7 de [KIN04]).
L’idée est de plonger un espace de Hilbert H comme horosphere d’un espace Gromov
hyperbolique et d’utiliser I’exemple 24.15 sur chacune de ces horosphéres.

On considere la variété (de dimension infinie) produit R x H muni de la métrique
I(w,w)((71,01), (T2,02)) = 2122 + €xp(27) < v1|vz >. C'est un produit enroulé au sens de
la section 7 de [BO69], isométrique a 'espace hyperbolique de dimension infinie H®.
Si v est 'isométrie de H donnée dans l'exemple 24.15 alors Id x v est une isométrie
parabolique neutre avec un comportement de récurrence.

Remarque 24.4. Pour une construction générale des produits enroulés voir [AB98b],
[ABO04] et [Che99].

Remarque 24.5. La proposition 24.1 permet de réécrire la trichotomie
elliptique /hyperbolique/parabolique. Si g est une isométrie d’un espace hyperbolique X
alors :
— L’isométrie g est elliptique si et seulement si g posseéde un point fixe dans X.
— L’isométrie g est parabolique si et seulement si g ne possede pas de point fixe dans
X mais un unique point fixe dans 0.X.
— L’isométrie g est hyperbolique si et seulement si g ne possede pas de point fixe
dans X mais exactement deux points fixes dans 0.X.
Cette trichotomie apparait pour les espaces CAT(—1) dans la proposition 4.1 de [BIMO5].
Typiquement, un espace a la fois Gromov-hyperbolique et CAT(0) est CAT(—1) mais
il existe aussi des espaces Gromov-hyperboliques et CAT(0) qui ne sont pas CAT(—1).
L’exemple du « revétement universel du string » en est un exemple stirement aussi sexy
que les X,.
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24.2. Espaces de Hilbert. Le cas particulier du théoréeme de Mazur-Ulam pour
les espaces de Hilbert affirme que toute isométrie d’un espace de Hilbert est affine avec
un opérateur unitaire comme partie linéaire.

Lemme 24.6. Soit v une isométrie d’un espace de Hilbert H. Le point a linfini associé
a un vecteur unitaire u est un point fize de v si et seulement u est un point fixe de la
partie linéaire de .

DEMONSTRATION. Si vy(z) = Uz + v alors pour tout A > 0, y(Au) = A\Uu + v. Si
u est point fixe de U alors la droite vectorielle engendrée par u est translatée par -y
donc u et —u sont des points fixes a I'infini de ye. Réciproquement, si u est point fixe a
I'infini alors la droite engendré par u est translatée par v donc y(Au) = Au + ¢ pour un
certain ¢t € H donc en divisant par A et en faisant tendre ce dernier vers +oo, on obtient
Uu = u. O

On rappelle que pour les espaces de Hilbert, on a la classification suivante des iso-
métries.

Proposition 24.7. Soit H un espace de Hilbert et v une isométrie de H. Cette isométrie
est de la forme x — Uz + v ou U est un opérateur orthogonal et v un vecteur de H. On
note Ey le noyau de U —1d et Eo son orthogonal. Si v; la projection de v sur E; alors

(i) v est semi-simple si et seulement si vo € Im(U — 1d) et
(i) la longueur de translation de «y est ||vy].

DEMONSTRATION. La preuve de (i) est la méme qu’en dimension finie (c.f. 11.6.4(2)
dans [BH99)]). Si « est Iisométrie = — Uz + v, on peut écrire v = 1 + 72 ot yi(x1) =
x1 +v1 et ya(xa) = Usxa + vo ot Uy est la restriction de U au sous-espace Fa. Ainsi vy
agit diagonalement sur H = E; @& Ey. L’isométrie v est la translation de vecteur vy et
~2 possede un point fixe si et seulement si vo € Im(Us — Idg,) = Im(U — Id) et par le
lemme 24.6, 72 ne possede pas de point fixe a 'infini.

Par les lemmes 23.2 et 24.6, v2 est neutre donc |y| = |y1| = ||v1]|- O
Remarque 24.8. La trichotomie elliptique/hyperbolique/parabolique devient :
(i) L’isométrie ~y est elliptique si et seulement v € Im(U — 1d).
(ii) L’isométrie « est hyperbolique si et seulement v1 # 0 et vy € Im(U — 1d).
(iii) L’isométrie v est parabolique si et seulement vy ¢ Im(U — Id).
Remarque 24.9. On peut reformuler cette trichotomie a ’aide de I’espace des dépla-

cements D = {yx — x| z € H} (c.f. [Paz71]). C’est un sous-espace affine de #, translaté
de Im(U —1Id) par v. On a alors :

i) La longueur de translation || vaut d(0, D).
ii) ~ est semi-simple si et seulement si le projeté de 0 sur D appartient & D.
Pour faire le lien avec la proposition 24.7, il faut remarquer que Im(U — Id) = ker(U ! —

Id)* = ker(U — Id)* = Es.

Remarque 24.10. On peut aussi réécrire géométriquement la trichotomie elliptique/
hyperbolique/ parabolique. Si 7y est une isométrie d’un espace de Hilbert H alors :
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— L’isométrie v est elliptique si et seulement si « possede un point fixe dans H.

— L’isométrie v est hyperbolique si et seulement si v ne possede pas de point fixe
dans H mais au moins deux points fixes dans OH.

— L’isométrie v est parabolique si et seulement si v ne possede pas de sous-espace
affine de dimension finie invariant.

— L’isométrie v est parabolique neutre si et seulement si v ne possede pas de point
fixe dans ‘H U OH.

Remarque 24.11. Si v est une isométrie parabolique d’un espace de Hilbert récur-
rente (i.e. il existe z tel que inf,end(7"x,2) = 0) alors v est neutre. En effet |y| =
limd(y"x,x)/n donc il existe N tel que Yn > N, d(y"z,z) > n|y|/2. La réciproque est
fausse puisque pour I'isométrie de £2(Z) associée au décalage sur Z de I'exemple 24.14,
on a d(y"0,0) = /n et donc |y| = 0.

Le théoreme 23.6 se réécrit dans le cas d’un espace de Hilbert sous la forme suivante.

Corollaire 24.12. Soit v une isométrie parabolique balistique d’un espace de Hilbert H.
Alors il existe un sous-espace de Hilbert Ho de complémentaire orthogonal une droite D
telle que v agit diagonalement sur le produit Ho x D ~ H. De plus, |y, est neutre et
v|p est une translation de longueur |v|.

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que la réunion de l’ensemble des droites
paralleles & une droite donnée est tout l’espace de Hilbert H. O

Lemme 24.13. Soit x,, une suite bornée d’un espace de Hilbert convergeant faiblement
vers . Notons ¢, le centre circonscrit des {xi| k > n}. Alors la suite (c,) converge
fortement vers x.

DEMONSTRATION. Le point z coincide avec 'intersection des demi-espaces fermés
contenant tous les x,, sauf un nombre fini. Chacun des tels demi-espaces contient tous les
¢y, sauf un nombre fini. Par le lemme 11 de [Mon06], on sait que ¢, converge fortement.
De plus, cette limite est dans chacun des demi-espaces précédants, c’est donc x. O

Exemple 24.14 (Exemple 11.8.25 de [BH99]). Soit H = (?(Z) et o l'opérateur de
décalage (x,) — (zp41). Soit 6 € H telle que 6, = 0 sauf en Jy = 1 alors 'isométrie
v:x +— ox + J est une isométrie sans point fixe a Uinfini ni sous-espace euclidien de
dimension finie invariant. Dans ce cas d(7"0,0) = \/n. Ainsi les orbites partent a I'infini
a une vitesse sous-linéaire et sans choisir de direction.

Exemple 24.15 ( Théoreme 1.1 de [Ede64]). On construit un exemple d’isométrie ~y
telle que ~y soit une isométrie parabolique neutre n’ayant pas de point fixe a I'infini ni de
sous-espace euclidien de dimension finie invariant. De plus, la dynamique de ~ est tres
particuliere. L’orbite de tout point est récurrente et non bornée.

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable de base hilbertienne (ey), c’est-a-
dire isométrique a E%(N). On définit un opérateur unitaire U (qui est aussi un opérateur
sur /X (N)) par Ue, = exp(2im/n!)e,. Soit v = (v,) la suite constante égale a 1. Cette
suite n’est pas un élément de H mais un élément de £ (N) , par contre, Uv —v € H. On
définit alors v par

vyr =Ux+ Uv —v.
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Un calcul montre que vy n’a pas de point fixe dans H et comme 1 n’est pas valeur propre
de U, = ne posséde pas de point fixe a I’'infini non plus et comme tous les isométries d’un
espace euclidien de dimension finie sont semi-simples, v n’a pas non plus de sous-espace
euclidien invariant.

Soit k € N et n € N alors

k—1
*(0), = (Z exp(2i7rl/n!)> (exp(2im/n!) — 1)
1=0

= exp(2imk/n!) — 1 = 2iexp(iknw/n!) sin(km/n!).
Ainsi,
V" (0)[[3 =4 |sin(klr/n)* =)o 0.
n>k!
Soit £2,(0) I’ensemble des points d’accumulation de l'orbite (positive) de 0. Alors

Q,(0) = {7*(0)}x0-

On commence par remarquer que pour n € N fixé, I'ensemble {7*(0),,}x>0 est fini. Si
7*i(0) converge vers un certain  pour (n;);cn strictement croissante alors pour tout n
il existe j € [0,n! — 1] tel que z,, = exp(2imj/n!) — 1. Donc & partir d’un certain rang
n; = j[n!]. Mais si n; = j[n!] alors n; = j[m!] pour tout m < n. Ainsi, il existe j tel que
xn = exp(2imj/n!) — 1 pour tout n € N. Réciproquement comme 0 est point récurrent,
tout point de l'orbite est aussi récurrent.

Plus généralement, on remarque que par linéarité pour tout x € H, ’yk(x) =~k (0)+
UFz et ainsi v*(2), = (exp(2ikn/n!)(1 + z,) — 1) pour tout n € N. Alors le méme
raisonnement que ci-dessus montre que €2, (x) est de nouveau 'orbite positive de z.

Question 24.16. Pour une isométrie parabolique neutre v d’un espace de Hilbert, a-t-on
la dichotomie

— ||7"™(0)|| — oo (sans converger en direction)

— ou « possede des points récurrents ?

Remarque 24.17. Par le corollaire 2 de [dCTV08]|, aucune orbite ne peut-étre dense.
L’action n’est pas minimale dans ce sens. De plus, il n’y a pas de demi-espace D tel que
~D C D sinon le point a l'infini associé a D serait fixe par ~. Existe-t-il cependant un
sous espace convexe invariant 7 Il est équivalent de trouver un demi-espace D tel que

mnEN’Y”D 7é 0.
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