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Préambule

Ces notes s’adressent a des lecteurs ayant des bases de mécanique classique de niveau L2. Différentes
idées de la mécanique classique y sont exposées de maniere synthétique, avec 'objectif de donner
au lecteur une vision cohérente des concepts présentés. Les aspects techniques et les exercices sont
développés de maniere minimaliste. Ce document reprend le cours de mécanique classique dispensé a
la préparation a I’agrégation de chimie de I’Ens de Lyon de 2016 a 2020.
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Lois de la mécanique classique

1.1 Cadre de la mécanique classique

Mécanique : étude du mouvement des systemes physiques. Implique les concepts d’espace et de temps.

1.1.1 Référentiel

Référentiel : horloge universelle et systéme d’axes (i.e. directions) associés & une origine (pour repérer
les positions et le temps).

Par extension, ensemble des points immobiles du référentiel (ex : référentiel du laboratoire).
Observateur : Un point immobile particulier (en pratique, on parle de "référentiel 1ié a I’observateur").

Repére : éléments de référence (ex : base vectorielle) permettant de paramétrer I’espace par des nombres
réels (les coordonnées) — cf. Table. 1.1.

Ex : cartésiennes, cylindriques, sphériques (a savoir), Fresnet, prolate, hyperboliques (plus rare).

1.1.2 Meécanique classique (newtonienne)

L’espace est continu (# gravitation quantique), euclidien (3,45 () = 7, # relativité générale),
homogene et isotrope (ses propriétes sont invariantes par translation et rotation).

Le temps est le méme dans tous les référentiels, i.e. absolu (# relativité restreinte). On note % la dérivé
convective, i.e. le taux de variation d’une quantité en suivant une particule (cf hydrodynamique).

Il est possible d’associer a un object physique, appelé systéme, une position et une vitesse (r,r) (#
mécanique quantique).

Systeme u; u; r v a

Cartésien (ug,uy,u;) (0,0,0) (z,y,2) (2,9, 2), (Z,9, %)
Cylindrique  (u,, up, us) (9119, —fu,, o) (r,0,0) (7'«, o, z) <r — 62,270 — rl = %d(;f}) , z)
Sphérique (ur,ug,uy) (r,0,0) (7’“, rd,r sin 9q5),

TABLE 1.1 — Systémes de coordonnées usuels. Les dérivées temporelles sont indiquées par des points.
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1.1.3 Unités

D’apres les hypothese de la Sect. 1.1.2, seules les différences d’espace et de temps comptent. Il leur
faut donc des références, appelées unités.

[t] = s. Seconde : durée de 9 192 631 770 périodes de la radiation correspondant & la transition entre
les niveaux hyperfins F' = 3 et F' = 4 de I’état fondamental 6S; /2 de I'atome de césium 133.

Le rayonnement électromagnétique se propage a la célérité ¢ dans le vide (cf. relativité restreinte). Par
définition, on définit cette vitesse et son unité par ¢ = 299792458m.s~!. Avec la définition précédente
de la seconde, cela revient & définit un metre, 'unité de longueur ([L] = m).

Remarques :
o Ces définitions sont guidées par la possibilité de reproduire précisément les mesures.
o Il existe des unités dérivés (ex : cm, h).

« Les lois de la physique doivent étre indépendantes de 'unité choisie. Elles s’expriment donc par
des lois de puissance dans ces unités, i.e. X o m®s? (théoréme de Buckingham).

1.2 Dynamique du point

1.2.1 Interaction de systémes

Deux systémes sont en interaction si la présence de 'un entraine la modification du mouvement ou la
déformation de l'autre.

Dans la nature, les interaction s’additionnent vectoriellement (expérience de Stévin). Leurs inten-
sités sont indépendantes du référentiel. On les représentent donc par un vecteur force ?, souvent
imprimé en gras F par souci de clareté. L’intensité d’interaction tend vers zéro aux grandes distances.

Cas limite : un systéme soumis a aucune interaction est dit isolé.

Contre-exemple : sur Terre, les systémes ne sont pas isolés (pesanteur, frottements), ce qui explique
la difficulté qu’il fut de conceptualiser les lois de la physique (cf Sect. 1.2.2).

1.2.2 Référentiels galiléens

Référentiel galiléen : référentiel dans lequel tout point isolé se déplace en mouvement rectiligne uni-
forme (v = cste).

Premier principe : Il existe au moins un référentiel galiléen dans 1’Univers newtonien (# premier
principe "historique").

Corollaire : Il existe une infinité de référentiels galiléens. Pour les construire, on peut faire tour-
ner les axes, changer leur origine spatiale x — x + x¢, changer 'origine des temps t — ¢ + to ou faire
v — Vv + vq, i.e. effectuer un mouvement de translation rectiligne uniforme & ’origine.

On remarque que v = cste implique que v est indépendante de r (espace homogene) et que ||v||
est constante (espace isotrope). Si il n’existait aucun référentiel galiléen, ’espace serait nécessaire-
ment non-euclidien (notions de relativité générale). En pratique, on soustrait les effets non-galiléens
connus pour construire des référentiels galiléens.

1.2.3 Masse et inertie

Dans la nature, un systéme s’oppose a la modification de sa vitesse (inertie).

10
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Ex : Dans I'ISS, deux boules flottent. Il est toujours plus dur de pousser la plus massive.

Mécanique de Newton : L’inertie du systéeme est caractérisée par une grandeur scalaire, positive,
extensive, conservative (hors réactions nucléaires) et invariante par changement de référentiel : la
masse m.

Point matériel : Point r(¢) auquel on associe une masse m.

[m] =kg. Actuellement, les valeurs de la constante de Planck h et la charge élémentaire e sont
fixées par définition, similairement & la démarche adoptée pour ¢ (ex : e = 1.602176634 10719 C et
h = 6.626070151073* J.s), ce qui définit indirectement le kilogramme et ’ampeére. En effet, on mesure
maintenant trés précisément les quantités 2e/h par effet Josephson et h/e? par effet Hall quantique.

Auparavant, un kilogramme était définit comme étant la masse d’un systéme particulier, le "kg-étalon",
cylindre de platine et d’iridium conservé en France (& Sévres). Cette définition permettait de définir
indirectement I’Ampeére comme étant le courant générant une force de 2.1077 N.m~! entre deux fils
infiniment longs séparés d’'un metre lorsqu’ils sont parcourus par celui-ci.

1.2.4 Principe fondamental de le dynamique (PDF)
Principe fondamental de la dynamique : Pour un point matériel dans un référentiel galiléen, on

a l'égalité

dv
—=F 1.1
LT ’ (1.1)

ou F =) Fey est la somme des forces extérieures s’exercant sur le systeéme.

Remarques :

« L’équation Eq. 1.1 est mathématiquement déterministe : si 'on connait r et v a un instant ¢y,
on connait r et v a tout instant.
. L’équation Eq. 1.1 est invariante par la transformation v — v+ vy (dsto = 0), ce qui est cohérent

avec le fait que F est indépendante du référentiel.

« L’équation Eq. 1.1 est invariante par renversement du temps : t - —t = v — —v = a —
—(—a) =a < F — F (ex : la gravité est toujours vers le bas). La réversibilité temporelle est
donc autorisée par les équations.

« Si F =0 (systéme isolé), v = cste (le référentiel est bien galiléen).

, . ez _ . dp __
« On définit la quantité de mouvement par p = mv. Eq. 1.1 devient 37 = F.

1.2.5 Théoréme du moment cinétique (TMC)
On définit le moment cinétique par rapport a I'origine comme L = mr X v, ainsi que M, le moment

de la force F par rapport a 'origine comme M =r x F.

En prenant le produit vectoriel de Eq. 1.1 par r, on obtient le théoréme du moment cinétique

dL
— =M. 1.2
P (1.2)

Intérét : <€ = 0 pour F = 0 ou F//r (cas d'une force centrale). Or L=r x vlr. L = Ly = cst, r1Lg :
le mouvement est dans un plan orthogonal & Ly.

11
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FI1GURE 1.1 — Aire sous-tendant une trajectoire.

En coordonnées cylindriques, L - 2 = r.rf = %%, ou A est laire du triangle élémentaire engendré

par le mouvement du systeme pendant d¢t. Dans ce cas, le mouvement s’effecture a vitesse aérolaire
constante. C’est la deuxiéme loi de Kepler, vérifiée pour tout champ de force central (e.g. F o r ou
F cr/r?).

Remarque : Pour appliquer le théoréme & une origine différente, on fait r =1’ + (r — /).

1.2.6 Energie
Energies cinétiques et potentielles

Si V xF =0, il existe un champ scalaire V', appelé potentiel, tel que F = —VV. Le potentiel est
définit & une constante pres (V' = V +C convient aussi). On appelle aussi V' = E|, énergie potentielle.

Dans ce cas, le travail Wj_,o fournit par F pour aller d’un point (1) a un point (2) s’écrit :
2 2 2
Wi E/ F-dl= —/ VV .dl = —/ dV =V(1) = V(2) = cste. (1.3)
1 1 1
Eq. 1.3 montre que ce travail ne dépend pas du chemin suivit.
En décomposant une force quelconque sous la forme de la somme d’une force conservative et d’une
forme non-conservative, i.e. F = F. 4+ F,. avec VF. = 0 et VF,,. # 0, le principe fondamental de la
dynamique s’écrit

MY = —VV + Fpe. (1.4)

En multipliant scalairement Eq. 1.4 par -dl = -vdt, on obtient

mv-dv=-VV .dl+ F,.-dl, (1.5)
i.e.
Lo
d g | = —dV + 0Whe. (1.6)
On définit ’énergie cinétique comme FE. = %va > 0 (la dépendance en v? vient des propriétés

d’invariance et d’isotropie de ’espace), ainsi que ’énergie mécanique comme E,, = E.+ V. On obtient
le théoréme de I’énergie mécanique :

dEm = Wi, (1.7)

12
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ou, sous sa forme intégrale en multipliant scalairement par dl et en intégrant entre les états (1) et (2) :

Em,2 - Em,l = Wnc,l—)?- (18)
Cas particulier : 0Wy. = 0 si Fy,c = 0 ou Fy,c Ldl (ex : force de Coriolis, de Lorentz, tension d’un fil
d’un pendule simple). Dans ce cas, I’énergie mécanique est conservée, i.e. E, = cste.
Remarques :

o En définissant la puissance P de la force F comme P = f - v, on obtient en divisant Eq. 1.7 par
dt le théoréme de la puissance mécanique :

dEp
Cm _p 1.
3 — P (1.9)

o [Ew, E., V] =1J. Le Joule J est une petite quantité dans la vie de tous les jours (ex : ~ ’énergie
qu’il faut & un homme pour monter ~ 1 mm).
. Il existe d’autres formes d’énergie que E. et V (ex : radioactive, forces nucléaires).
« 1l existe d’autres quantités conservées en physique (ex : charge, nombres baryoniques et lepto-
niques).
V(z)

A Fun

— — — — — — =
&
o

5
R

FIGURE 1.2 — Méthode graphique pour déterminer la nature du mouvement 1D d’une particule soumise
a des interactions dérivant d’un potentiel.

Parabolisation du potentiel

On considére un probléme & une dimension x (1D), ou le potentiel se met sous la forme V(x). Dans
le cas d’un systéme conservatif, la conservation de ’énergie mécanique s’écrit

1
5mgﬁ +V(z) = B = cste. (1.10)

13
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Eq. 1.10 est une équation différentielle non-linéaire du premier ordre dont la solution générale s’obtient
de manieére implicite par une méthode de séparation des variables sous la forme

z da’
t(z) =+ . (1.11)
/0 V2 [En— V(@)

Sans expliciter la forme fonctionelle de la solution, on déduit de I’équation Eq.1.10 que Vz, Ey, > V (z)
et que Ey, = V(x) pour & = 0. Sur la Fig. 1.2, trois cas sont a distinguer selon la valeur de E,,, donnée
par les conditions initiales :

1. Cas (1) : © > a3 : le systéme peut explorer jusqu’'a x — oo, on parle d’état libre

2. Cas (2) : 1 <z < z9 : en l'absence de dissipation, le systéme ne relaxe pas vers x = e, mais
reste confiné et oscille entre les deux valeurs limites 1 et x2. On parle d’état lié.

3. Cas (3) : © = x, : position d’équilibre (& = 0).

001¢f

0.00+

-0.01+

-0.02¢

10 12 14 16 18 20 22 24

FIGURE 1.3 — Parabolisation (en bleu) d’un potentiel (en rouge) au voisinage de la position d’équilibre
stable (la correction d’ordre supérieur est indiquée en gris).

En dérivant Eq. 1.10 par rapport au temps, on obtient

dV
N 1.12
mxx—&—xdx (1.12)

On retrouve bien le PFD en simplifiant par &. La stabilité du systéme au voisinage de 1’équilibre z = x,
s’obtient en faisant un développement limité & l’ordre 1 au voisinage de ’équilibre (¢ = x —ze < 1) :

14V
m dz2 .

=0, (1.13)

La nature de la solution de I’équation différentielle Eq. 1.15 dépend du signe de la courbure du potentiel
a I’équilibre :

14
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o Si %‘3;7‘2/ = —1/7% < 0 (maximum local de potentiel), la solution s’écrit
e = Ae!/™ 4+ Be 7T, (1.14)

Le premier terme du membre de droite de ’équation Eq. 1.14 diverge aux grands temps : I’équi-
libre est instable.

. Si %% = wg > 0 (maximum local de potentiel), la solution s’écrit
e = Acoswot + bsinwyt. (1.15)

L’equation Eq. 1.15 est celle d’un oscillateur harmonique : ’évolution d’une perturbation élémen-
taire se caractérise donc par des oscillations isochrones de pulsation wy non-amorties. L’évolution
du systeme est stable dans le temps car 'amplitude d’une perturbation ne diverge pas dans le
temps. L’expression de la pulsation

To (1.16)

s’écrit comme la racine du rapport d’une raideur a une inertie, une forme générale pour les petites
oscillations en physique. On aurait pu obtenir I’équation Eq. 1.15 en remplagant le potentiel V()
par son approximation parabolique locale

vy (z- z0)? d2V

{ (z —z0)> A3V

+} (1.17)

o 2 da? 6  dad
parabolisation
3 3
2 2
1 1
o \/\/\/\/\/ o \/\/\/\/\/
-1 -1
-2 -2
-3 -3
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

FIGURE 1.4 — Evolution d'un oscillateur harmonique V' (€) = €2, isochrone et symétrique (a gauche) et
anharmonique V (¢) = €2 — 0.6¢3, non isochrone et asymétrique (a droite).

Remarques :
« La Fig. 1.2 représente une forme typique de potentiel effectif d’interaction pour la matiére ren-
contré dans la nature. Le minimum de potentiel permet ’existence d’un état lié et la divergence

en zéro assure sa stabilité, en évitant un effondrement de la matiere sur elle-méme.

. la parabolisation du potentiel ne marche que si V' est une fonction réguliere de la coordonnée
(contre-exemple : une piéce de monnaie qui oscille sur sa tranche).

15
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Théoréme du Viriel

Si l'on considere un mouvement périodique, I'identité % (x-mxX) = x-mX+mx
—

x-F
une période en (x - F)+(2E.) = 0. Dans le cas o la force dérive d’un potentiel de la forme V(z) = kx®,

on obtient le théoréme du Viriel

2 se moyenne sur

2(E) = a(V), (1.18)

permettant d’obtenir efficacement des informations sur la répartition énergétique moyenne du systeme.
Ainsi, pour 'oscillateur harmonique correspondant au potentiel parabolique o = 2 de 'Eq. 1.17, les
énergies cinétiques et potentielles sont équi-réparties sur une période ((E;) = (V)).

1.3 Changement de référentiel

>

FiGURE 1.5 — La dynamique du marcheur peut étre décrite d’un référentiel lié a un passant statique
ou des montagnes russes.

Dans un référentiel galiléen, le PDF s’exprime comme ma = F. Les interactions physiques sont décrites

16
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par des vecteurs (F), des quantités indépendantes du systéme de coordonnées. Pour décrire 1’évolution
d’un systéeme dans un référentiel quelconque, on cherche a savoir comment a se transforme d’un
référentiel a un autre.

1.3.1 Taux de variation de vecteurs

On veut pouvoir appliquer le PDF dans n’importe quel référentiel. Pour cela, il est tout d’abord
nécéssaire de voir comment se transforment I'expression des taux de variations d’un référentiel a
I’autre. On considére donc deux référentiels :

« R, un référentiel galiléen, dans lequel les coordonnées sont repérées par rapport & un observateur
situé en un point O dans un certain repere e;.

« R’, un référentiel quelconque, dans lequel les coordonnées sont repérées par rapport a un autre
observateur situé en un autre point O dans un autre repére €} (ex : lié & un chariot sur des
montagnes russes).

On note respectivement % et % les taux de variation des grandeurs physique dans les référentiels R

et R'.

Par définition, on a 98 = 0, %% = 0, mais a priori, 3 = 0
) de — Y ot T p y dg VY
Théoréme (admis) :
de!
= wxe (1.19)
dt ——

opérateur rotation

ol w = wg /g donne le vecteur taux de rotation du référentiel R par rapport au référentiel R’ (si

les vecteurs €] tournent dans R, ses coordonnées changent). On note que si R’ est en translation par
rapport & R (i.e. R’ est aussi galiléen), w = 0 et ddet'i = 0.

Cas général :

Soit B un vecteur. B = )", B;e; = >, Ble,. Par définition, on a %’ =>, d(ﬁ; e;. Ainsi, avec Eq. 1.19,
on obtient
dB B

(cf. évolution du champ magnétique dans un référentiel tournant en RMN).

1.3.2 Composition des vitesses et des accélérations

On souhaite pouvoir exprimer le mouvement par rapport a :
. : 3 _dR A _ dV
« un observateur qui a un mouvement quelconque par rapport a ® On note R,V = 35, A =
ses positions, vitesse et accélération respectives.

« un référentiel dont 'orientation du systéme d’axe a une évolution quelconque. On repére par r’

. . Y / / 7’ Ve .
la position du systéme et on note v/ = %, a = % dans ce nouveau référentiel.

On a alors

ydr AR
Cdt de o dt

En utilisant Eq. 1.20 pour le dernier terme du membre de droite, on obtient la loi de composition
des vitesses

(1.21)

/ ’

v = + A4 + wXTr . 1.22

P Y (1.22)
vitessedel’obs.  vitesselocale  vitesse de rotation de R'/R
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En prenant le taux de variation de Eq. 1.22 par rapport au temps dans R, on obtient

d d
a:d—‘t, = a(V—I—v’%—wxr’)
ov’ d ov’/
= A+(;;+wxv’+(;:xr’+wx<(;;+wxr’>. (1.23)
En combinant les différents termes, on obtient
a= A + a + d—wxr’ twx (wxr)+ 2(wxV) (1.24)
=~ - dt ' '

acc.del’obs.  acc.locale ——

terme d/Euler terme centrifuge  terme de,Coriolis

En substituant Eq. 1.24 dans le PFD, on obtient un PFD généralisé en référentiel non-galiléen

d
ma':F—mA—mwx(wxr')—2m(w><v')—md—£:><r'. (1.25)

Si R’ est lui-méme galiléen (w = 0), Eqgs. 1.22 et 1.24 se réduisent & v =V + v’ (transformation de
Galilée) et a = a’.

/ Faxi ’ F(:m'

FIGURE 1.6 — Forces axifuge et de Coriolis.

1.3.3 Etude des différents termes
Terme axifuge : On décomposant r’ parallelement et orthogonalement au vecteur rotation w (i.e.
r'=1' +1)), ona

Foxi = —mw X (w x ') = —mw?r/|. (1.26)

Ce terme joue un réle important dans 1’étude des centrifugeuses, des fluides dans un récipient en
rotation (surfaces paraboliques)...

F.. travaille. Dans le cas particulier r/’/ =0 (le. ¥ =r)), Faxi = —VVaxi, avec Vaxi = %mw%z.

’ 2
AN : pour estimer des ordres de grandeurs, on peut utiliser w?r | ~ 4g (%ﬂ) (houwﬁ) , ol g ~ 9.8m.s?

est ’accélération de la pesanteur sur Terre.
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Terme de Coriolis : Ce terme vient de l'existence d’un mouvement (i.e. une vitesse non nulle) dans le
nouveau référentiel non-galiléen. En décomposant de la méme maniére que précédemment v/ = v/| +v/’,
on a

Feor = —2mw X v/ = —2mwv’| eout, (1.27)

ol egy est le vecteur unitaire dans la direction azimutale par rapport a w, dirigé dans le sens horaire.
Ce terme joue un réle important dans le probleme de déviation d’une chute libre, des alizés, des cou-
rants marins, de I’érosion des berges et des rails des trains, de balistique a longue portée...

Tout comne la force magnétique, la force de Coriolis ne travaille pas (Feop-dl’ = 0 car (w x v')-vdt = 0).

Ezemple : On considere une pierre posé au sol. Si 'on décrit son mouvement dans un référentiel
tournant & w, elle orbite a une distance fixe de I'observateur [. Quelles forces maintiennent la pierre
sur son orbite dans ce référentiel? Le PFD dans le référentiel tournant donne ma’ = Fay + Feorr
(A =w =0). En projetant sur e, et e), on obtient

2

—mUTH = —2mw?l + Wl = —muw?l, (1.28)
r20 = cste, (1.29)

qui admet bien comme solution r = [ = cste et vg = lw = cste. Ce sont donc les contributions axifuge
et de Coriolis qui assurent ’accélération centrale requise pour maintenir la pierre sur son orbite dans
le référentiel non-galiléen.

AN : On peut mettre I'accélération de Coriolis sous la forme 2mv | ~ 4.1073m.s =2 sin (1001:)#)’
ou sin A est la latitude du référentiel terrestre considéré. Cette expression nous montre que le terme de
Coriolis du a la rotation de la Terre dans un référentiel terrestre est souvent perturbatif devant 'ac-
célération de la pesanteur. Il requiert des grandes vitesses, des temps d’intégration longs ou ’absence
d’autres effets pour étre percu.

Terme d’Fuler : Se ressent dans des situations particulieres. Par exemple, lorsque en voiture on appuie
sur l'accélérateur dans un virage, w augmente et on est collé au siege (effet similaire & A, mais terme
source différent). Pour le référentiel terrestre, w vient de la précession des equinoxes : ce terme est
négligeable.

1.4 Systéemes multiples

1.4.1 Actions réciproques

Principe : Pour deux points matériels en interaction, le principe des actions réciproques (cf.
troisieme principe de Newton) assure

fi0 = —f5 1, (1.30)

ou fi_o et fo_,; sont des forces mesurées au méme instant. Ainsi, on ne peut trouver un systéme
accéléré que si il existe un autre systéme accéléré ailleurs. Exemple : la détection d’exo-planetes par
la méthode des vitesses radiales (la planéte fait tourner son étoile autour du centre de masse. La
composante radiale de la vitesse décale les raies observées de 1’étoile par effet Doppler).

Dans le cas du champ magnétique, f est non instantanée, et la loi Eq. 1.30 ne marche pas. Il faut tenir
compte de I'impulsion du champ (cf. relativité).
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1.4.2 N points en interaction

On veut généraliser les théoremes de la mécanique aux systémes de N points en interaction. On se
place dans un référentiel galiléen arbitraire.

o Masse totale : par additivité la masse totale M du systeme vaut M = >, m;.

o Quantité de mouvement : En sommant les PFD appliqués a chacune des particules, on obtient

Zmz = Zf (1.31)

La forme du membre de gauche de Eq. 1.31 suggére naturellement d’introduire le centre de

: . . , M . o
masse, ou centre d’inertie du systeme, de coordonnée R = % et de vitesse V = %. Ainsi :

_0R
i = 1.32
2omigy = Mg (1.32)

On décompose les forces du membre de droite selon les forces externes foy; appliquées aux
particules (ex : gravité) et les forces entre particules, appelées forces internes fiy ;. D’apres le
principe des actions réciproques,

Z (fext,i + finti) = Fexw +fiso+foy T (1.33)
‘ EZz fext,i =0 =0

En utilisant les relations Eqs. 1.32 — 1.33 dans Eq. 1.31, on obtient

dVv
Mﬁ = Fext~ (134)
Eq. 1.34 est un PFD pour le centre de masse du systeme.
Il est important de noter que Eq. 1.34 ne permet de connaitre qu’une partie du mouvement
du systéme. Il manque N — 1 équations pour décrire ’évolution par rapport au barycentre (cf.
on réduit le lancer d’un bola au jet d’une pierre).

Il est naturel de décrire le mouvement par rapport a des coordonnées dont l'origine est au
centre de masse du systéme r; = R + r}. Par définition,

MR =>"m; (R+rj), (1.35)

ce qui donne les deux relations importantes
> mi = 0, (1.36)
i
> mivi = 0. (1.37)
i

o Moment angulaire : En multipliant vectoriellement les PDF individuels des particules par r; et
en sommant les contributions, on obtient

Zmiri X % = ZI',L' X fz (138)
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On a

> rix i =Mext + 11 X f1 + 12 X fig+.., (1.39)

(ri—r2)xfi2

ou l'on a définit le moment des forces extérieures Mexi = Y, i X foxt i On note qu’il existe un
point A, appelé point d’application de la force Fqy, tel que Meyy = 14 X Fext.

La notion de point d’application d’une force est importante lorsque 'on étudie le mouvement
d’un systeme due a la résultante d’'un champ de force, par exemple la pression sur un barrage,
la poussée d’Archimede (centre de poussée),...

De maniére importante, il est nécéssaire que f1_,2 // (r1 —r2), i.e. que fj_,5 soit dirigée selon la
ligne qui relie les particules 1 et 2, pour que (r; —ro) X fi_,o = 0. Dans ce cas, Eq. 1.39 devient

> 1 X f; = Mg + 0. (1.40)
%

Enfin, en décomposant le membre de gauche de I’équation Eq. 1.38 par rapport aux quantités
relatives au centre de masse, on obtient

> mir; X ——Z R+r)) x (V4+v)) = MRXV+> m|x v, (1.41)

i

=L*,%auc.d.m.

ou L* est le moment cinétique des particules par rapport au centre de masse. En utilisant
substituant Eqs. 1.41 et 1.40 dans 1.38, on obtient une généralisation du TMC pour un systéme
de particules

dL
— = Mgyt +0, 1.42
dt t 0 ( )

avec L= MR XV +L" et Moyt =74 X Fext =13 X £ oxt -

« En intégrant les PFD individuels sur un petit déplacement élémentaire individuel dl; et en
sommant, on obtient

Z/W @:/fm (1.43)

On a tout d’abord

l/mz dl—d( ﬂ. (1.44)

En décomposant les vitesses par rapport a celle du centre de masse et en utilisant Eq. 1.37, on

obtient
1 T B | 1
i 7
barycentrique T

En décomposant les forces en termes extérieurs et intérieurs au systéme, on a pour le terme
interne

Z/fi,ext ' dlz = Z/v%,ext : dlz =d <_ Z%,ext) . (146)
En combinant les termes par paires de particules
/fZ‘)l -dly + i - dly + ... = —/V‘/u -dlig+0=d (_V12) + 0, (147)
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ou dljp = dl; —dly (on a supposé que les interaction entre les différentes particules sont conser-
vatives). Ainsi, en sommant sur tourtes les paires

Z/f,;,ext-dli = %Zv;j + 0. (1.48)

i#]
Finalement, en regroupant les contributions cinétiques et potentielles, on obtient un théoréme
de I’énergie mécanique généralisé :

E, =FE.+V =cste+0, (1.49)

avec F. = %MV2 +ExetV=>3,Viext + %Zi# Vij.

Remarques :

« Dans le cas d’un référentiel non-galiléen, les termes axifuge, de Coriolis,... doivent étre
inclus.

o Le référentiel du centre de masse (R =0,V = 0) est souvent un choix intéressant, car dans
ce cas, le moment et ’énergie cinétiques du systéme se réduisent & L = >, m;r} x v} et
E.=%, mivgz. Toutefois, ce référentiel n’est pas galiléen a priori.

« Dans lapprozimation du point matériel, on restreint un systéme a son centre de masse R

affecté de sa masse totale M (i.e. on néglige 'extension spatiale du systéme r}). Dans ce
cas, L* =0, B} = 0 et on retrouve les théorémes de la mécanique d’'un point.

1.4.3 Rotation autour d’un axe fixe d’un systeme indéformable

FIGURE 1.7 — Paramétrisation du solide indéformable en rotation autour d’un axe fixe.

On considere maintenant le cas particulier, du solide indéformable, i.e. une distribution continue
et rigide de matiere. Ainsi, M — dm et Vi, j, % (|ri]) = 0. L’hypothese de rigidité permet de diminuer
le nombre de variables nécessaires a la description du solide : un solide indéformable a 6 degrés de
liberté (3 de translation et 3 de rotation).

On admet les propriétés suivantes :

« Propriété 1 : Le PFD et le TMC permettent de décrire I’évolution compléte du solide (6 équations
pour 6 inconnues).
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o Propriété 2 : Dans le cas d’une rotation autour d’un axe fixe, les expressions de L* et E
s’expriment simplement. Si ’on note w le vecteur rotation instantané du solide, la vitesse en
chaque point du solide s’exprime par

Viptesol. = W X T. (1.50)

Eq. 1.50 est dérive de ’expression du taux de variation pour une base Eq. 1.19. Avec Eq. 1.50
et en notant r| A, la projection L\ du moment cinétique sur I'axe fize de rotation A s’écrit

L*AEL*-eA:/(rxv)-eA:w/ridm, (1.51)
—_—

E]A

ot In = w [r3dm est le moment d’inertie par rapport a ’axe fixe A.
De la méme maniere, on a

B =1

1 1
c=5 /vzdm = §w2/ridm = QIAW2. (1.52)

En résumé, pour un solide en rotation autour d’un axe fixe,

L\ = wlj, (1.53)
1
Ef = §IAW2. (1.54)
Remarques :

« La condition d’équilibre statique s’écrit par une absence de forces et de moment extérieurs
au systeme (le solide n’est ni en translation, ni en rotation).

« Pour déterminer R et Ia, on se sert des propriétés d’invariance et de symétrie du systeme.

« Dans le cas ou 'axe de rotation n’est pas fixe, I’étude est plus compliquée (formalisme
matriciel, cf. toupie).

« Pour une spheére pleine de densité uniforme : Ip = %mR2 (% a son centre). Pour une barre
de longueur I, Ian = %mﬂ (% a son centre)
1.4.4 Lois de conservation
En appliquant le PFD et le TMC & un systéme isolé :
o P = Mv = cste (P =0 dans le référentiel barycentrique).

« L = cste. Cette condition est aussi un test pour savoir si un référentiel est galiléen (par exemple
en étudiant le mouvement d’un gyroscope).

Dans le cas particulier d'un solide en rotation au tour d’un axe fixe, L\ = Iaw = cste. Une augmen-
tation de la fréquence de rotation est associée a une diminution de moment d’inertie Io (par exemple
une étoile qui s’effondre tourne plus vite).

Ezemple : le patineur. Un patineur qui resserre ses bras (In = [r3dm diminue car r| diminue)
se met a tourner plus vite sur lui-méme (w augmente).

Remarques :
+ Ce exemple est marche, car les frottements sont faibles sur la glace (Ma frott ~ 0).

« L% est conservé, mais pas E. : le patineur travaille contre la force axifuge pour serrer les bras
(avec de gros poids au bout des bras, il ne pourrait pas les ramener contre lui). D’apres ce qui
précede, E. = %IAwQ = %L;f‘,w augmente.
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« Pour retrouver ce résultat a partir d’'une interprétation en terme de forces, on introduit le
référentiel qui tourne avec le patineur a la vitesse angulaire non constante é(t), et on se dote
d’une base polaire (e}, €)) orientée selon le sens de rotation du patineur. Par construction, dans ce
référentiel, les bras du patineur ont un mouvement purement radial et les forces qui s’appliquent
aux bras sont les forces axifuge (radiale), de Coriolis et d’Euler (azimutales). En projetant le
PFD selon ej, on obtient

d
0= —2mwo, —mr'ay = — (mr'%}) . (1.55)
Coriolis Euler

Cet exemple montre que les termes non-galiléens de Coriolis et d’Euler sont liés & la conservation
du moment cinétique du systeme.

v +dv

m + dm

vV—u

—dm *
~——
>0

FI1GURE 1.8 — Bilan de quantité de mouvement a la fusée et ses gaz pendant un interval de temps At.

Ezemple : la fusée. On considére une fusée (i.e. le bati + fluides liés & la combustion), qui éjecte
ses gaz d’échappement a une vitesse relative —u. On regarde le mouvement de la fusée du a
la poussée des gaz dans un référentiel galiléen R coincidant avec la fusée a t = 0. Le systéme
bati4-fluides étant isolé, la quantité de mouvement totale P est constante. En projetant selon la
direction du mouvement de la fusée, on a entre deux instants ¢ et ¢ + dt

P(t) = mo, (1.56)

P(t+dt)= (m+dm)(v+dv)+ (—=dm) x (v—u) . (1.57)
~—— ——
Pﬂuide restant+béti(t+dt) masse sort. vit. d/éChap dsR

En égalant les deux termes de Eq. 1.57, on obtient

mdv = —udm. (1.58)
En intégrant Eq. 1.58 entre deux états (1) et (2), on obtient I'incrément de vitesse du & la poussée
des gaz :
Av=vy —v; =uln <ml> . (1.59)
ma
Remarques :
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« Eq. 1.59 est indépendante du temps et u est fixée par la technologie (u ~ 2500 —4000m.s~1).

Comme In (m;/mg) ~ O(1), Av est trop faible pour que la fusée atteigne la vitesse de
libération. On doit donc construire des fusées a plusieurs étages.

o En divisant Eq. 1.58 par dt, on peut mettre I’équation d’évolution sous la forme d’'un PFD
pour systeme ouvert

dv dm

1.5 Validité de la mécanique classique
1.5.1 Limitations

« ¥ < ¢, sinon relativité restreinte.

o« > gc—Z” (rayon d’Einstein), sinon relativité générale.

« d > h/p, sinon mécanique quantique.
o« Al > % et At > \/% (longueur et temps de Planck), sinon gravitation quantique relativiste.

1.5.2 Intéréts

La mécanique classique marche trés bien aux échelles humaines (ex : fusées). Elle a amené des dévelop-
pements théoriques modernes : les problémes d’analyse dont transformés en problémes de géométrie
dans le plan de phase (z,z) (systémes dynamiques et chaos, ex : Fig. 1.9). La mécanique classique
permet d’appréhender des concepts en mécanique quantique ou en relativité.

4 4
v 4
4 -
» > - = A A ~
v . > - b A X
. - - .~ N .o~
4 > ~ A ~ A
2 - S — 2 % - a0~ Y A =
v - 7 - A A
v v a BN a
v > ~ 1 . - X A
. > A o\ 4 4 A A A A
4 = < » N A A
4 v > a 4 441 N
4 4 14 < )
/ v - AN A y N R
A‘AA ‘, “‘ ‘A‘ “v‘\‘i‘i‘
> 0 A 4 Yoy > 0 A A ) v v
‘LL‘ L ¢ r, A‘L‘\“ 14
A Fyr \ \ P y r’
» » > - » » vy T P <
> e 5 “\\‘ - 4 ry F I
“ “
A = 4 4 [ N “ “ e
- - < » » ~ & #
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FIGURE 1.9 — Portraits de phase d'un oscillateur harmonique V(x) = 22 (3 gauche) et anharmonique
V(x) = 2% — 0.623 (3 droite).
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Gravitation classique

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que la dynamique d’un point était donnée par le prin-
cipe fondamental de la dynamique m;a = F sans avoir détaillé la nature de la force F. Dans la
nature, il existe quatre interactions fondamentales : les interactions électro-faibles (transmise par les
boson W, W~ et Z) et electro-fortes (transmise par les gluons), électromagnétiques (transmise par
les photons) et la gravitation (existe-il un graviton?). La portée d d’une interaction fondamentale
est d = O (B/ mbosonc), ce qui explique que les interactions faibles et fortes sont de faibles portées
alors que les interactions électromagnétiques et gravitationnelles sont de portée infinie. Finalement,
les trois premieres interactions ont été intégrées a un modele théorique unique, la gravitation étant
étudiée séparément. C’est cette derniére que nous allons aborder dans ce chapitre, sous I'angle de la
mécanique classique.

2.1 Champ de gravitation d’une distribution de masse

2.1.1 Force gravitationelle
La force gravitationnelle écrit
F= mg8, (21)

ou myg est la masse gravitationnelle et g est le champ de gravitation. Le principe d’équivalence
stipule que

mg = mj =m, (2.2)

c’est a dire que la résistance a la mise en mouvement d’un corps et sa propension a étre soumis a

1”interaction gravitationnelle sont déterminées par une seule et méme constante, la masse du corps. Au

XIX®s, ce principe a été validé expérimentalement, par Cavendish ou encore Etvos. Les tests consistent
) )

généralement & mettre en compétition un effet inertiel (type Coriolis ou axifuge) et la force de gravité.

La théorie moderne de la relativité générale relie directement mg a la structure non-euclidienne de

I’espace-temps, i.e. a I’accélération et donc a m;.

2.1.2 Propriétés du champ de gravitation

Le champ de gravitation est caractérisé par les valeurs de son rotationnel et de sa divergence. On

Vxg=0, (2.3)

D’apres le chapitre précédent, il existe donc scalaire ¢ appelé potentiel gravitationnel, définit a une
constante pres, tel que

= —Vo. (2.4)

27



NOTES DE MECANIQUE GUILLAUME LAIBE

En particulier, F = —VV = —V (m¢) est une force conservative. Par ailleurs,
V.- g=—4nGp, (2.5)

ou p est la densité volumique de matiere et G est la constante universelle de gravitation. G =
6.67384(80) x 107 m3 kg~! s72 est une constante mesurée (valeur donnée par le CODATA). En
intégrant 1’équation locale Eq. 2.5 sur un volume élémentaire dV' d’élément de surface dS, on obtient

// V.gdV = —47rg///pdv. (2.6)

En utilisant le théoreme de Green-Ostrogradsky sur le membre de gauche de ’équation Eq. 2.6 et en
définissant My = [[] pdV la masse contenue dans le volume dV, on obtient une équation intégrale
appelée théoréme de Gauss pour la gravitation. En prenant le gradient de Eq. 2.6 et en utilisant
Eq. 2.4, on obtient I’équation de Poisson

A¢ = 4nGp. (2.7)
Remarques :

« Les équations Eqgs. 2.3 — 2.5 sont linéaires. Les solutions sont donc additives et ’'on peut appliquer
le principe de superposition.

« En mécanique classique, F' est une force instantanée : un corps placé dans le champ gravitation-
nel d’une distribution de masse qui évolue ressent instantanément les modifications du champ
gravitationnel. En relativité générale, 'interaction gravitationnelle se propage a la vitesse ¢ par
ondes gravitationnelles.

« Il est possible de faire 'analogie électrostatique suivante : g <> E, —47Gp <> p./€g, ¢ <> V, mais
contrairement a la charge qui peut étre positive ou négative, la masse est uniquement positive.

« Le point d’application de F, appelé centre de gravité, est a priori différent du centre de masse si
le champ g est non-uniforme.

2.1.3 Champ de gravitation de distributions de masses
Point matériel

On cherche le champ de gravitation exercé par la distribution ponctuelle de masse p = M ¢ (r), ou
0 désigne la distribution de Dirac (on a placé l'origine du repére sur la masse - si ce n’est pas le cas, on
effectue la transformation r — r — r). L’équation de Poisson associée a cette distribution ponctuelle
est

A = 4nGMS (r), (2.8)

dont on admet que la solution, obtenue par transformation de Fourier, est

o= -IM (2.9)

r

ot l'on a choisit la constante du potentiel pour avoir ¢(oo) = 0. D’apres Eq. 2.9, on a

g = —Ter, (210)
ou e, est le vecteur unitaire dans la direction radiale. Un autre point matériel de masse m placé dans

un tel champ de force subit une force

_gmM

r2

F = er. (2.11)
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Il subit donc une force centrale attractive.

En particulier, le PFD appliqué a la masse m s’écrit

dv gM

v . 2.12

dt r2 ¢ ( )
Orbite circulaire :

« Parmi les solutions de I’équation Eq. 2.12 (cf. Sect. 2.2.2) se trouve une orbite évidente, 'orbite
circulaire de rayon 7y (r = rge,, v = vpeg)telle que

dv v% gM

0 T 2.13

dt To er 7'(2) Or; ( )
i.e. satisfaisant vy = %. En utilisant T' = 27 /wy ou wy = vg /70, on obtient la relation

T2  4n?

—_ == 2.14

rs  GM’ ( )

appelée relation de Kepler pour l'orbite circulaire (il suffit de faire r <+ a pour avoir la relation
dans le cas de orbite elliptique, cf. Sect. 2.2.3).

« Par ailleurs, le moment angulaire par unité de masse [ = rgvg est pour 'orbite Keplérienne cir-
culaire I = v/GMrq, qui est une fonction croissante de la distance a I'objet central. Cette relation
est & mettre en perspective avec le fait que le Soleil content ’essentiel de la masse du Systéme
Solaire, mais que Jupiter contient I’essentiel de son moment angulaire.

« En applicant le théoréme du Viriel a ce potentiel en 1/r pour la trajectoire circulaire, on obtient
0=-V+2E ie. Ey, =V/2<0 (la trajectoire circulaire est bien liée).

Invariances et symmeétries :

« Par invariance par rotation, le potentiel gravitationnel d’'une distribution a symétrie sphérique
de masse se met sous la forme ¢ = ¢(r). Ainsi, F = F(r)e,. Le théoréme du moment cinétique
assure alors que le moment cinétique L est une quantité conservée (en particulier, le mouvement
s’effectue dans un plan et la loi des aires est vérifiée).

« Avancé : cet exemple constitue un cas particulier du théoréme de Noether, qui associe a toute
invariance par transformation continue une quantité conservée.

o Le théoréme de superposition assure que le champ de gravitation résultant de deux masses
symétriques par rapport a un plan est la somme vectorielle des champs individuels des masses
et par conséquent, est dans le plan de symétrie des masses.

« Par extension, si la distribution de masse possede un plan de symétrie S, alors pour tout point

M de S, g(M) €S.

Sphere

On considére maintenant le champ de gravitation créé a ’extérieur d’une sphére homogene isotrope
de densité quelconque (Fig. 2.1).
Invariances et symétries :

« Par invariance par rotation, g = g(r).

« Par symétrie, g(P) € tout plan contenant SP, ce qui implique g = ge,.
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FIGURE 2.1 — Théoréme de Gauss sur une sphére homogéne isotrope.

« En combinant les deux résultats précédents, on obtient g = g(r)e;.

En applicant le théoréme de Gauss sur la sphere de centre S et de rayon S P, on obtient

//g(r)er -dS = —47G Mips. (2.15)

Cas important : 7 > r,. Dans le cas, le membre de gauche de I'équation Eq. 2.15 s’écrit g(r)4mr?.
Ainsi, a U'extérieur de la sphere,

. gMint

r2

g= er, (2.16)

qui est aussi de maniere remarquable le champ créé par une masse ponctuelle M, située en S.

Remarques :

« Il est & retenir que la loi en 1/r? est valable pour un point matériel ou & I'extérieur d’'une sphere,
ce qui constitue un excellent modeéle pour une étoile ou une planete.

« Le théoréeme de Gauss (Eq. 2.15) ne contient que l'information sur la divergence de g. L’infor-
mation sur le rotationnel est cachée dans les symétries et les invariances (V x [g(r)e,] = 0).

o L’expression donnée par Eq. 2.16 peut aussi se retrouver par superposition de champs créés par
des points matériels.

« Pour r < rs, g dépend de la distribution de masse p(r). Le théoréeme de Gauss assure une
dépendance linéaire g o< r uniquement dans le cas d’une densité uniforme p = py (ce qui n’est
par exemple pas le cas dans une étoile).

Autres géométries

Il est & noter qu’il existe d’autres potentiels que les potentiels en 1/r caractéristiques des distributions
sphériques. Par exemple, le potentiel typique d’une galaxie est donné par

MORGI @

\/r24rk

sir > re, v ~ vy (courbe de rotation plate, i.e. indépendantes de r, interprétée comme résultant de la

2
<Z>(r,z):%]ln

avec 0 < g < 1. Ainsi, la vitesse v. de I'orbite circulaire en z = 0 s’écrit v, = . En particulier,
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contribution d’une source de matiére invisible au potentiel galactique appelée matiére noire).

Le cas d’une distribution de masse quelconque est généralement compliquée (Fig. 2.2). Toutefois,

s P

FIGURE 2.2 — Distribution quelconque de masse : on effectue un développement multipolaire pour
r>> .

en se placant a une distance r tres supérieur a la taille caractéristique de la distribution I, on peut
approximer g par la méthode du développement multipolaire, i.e.

GM A (r,0
go Shir, , A

24 (2.18)

Réduire le membre de droite de 1’équation Eq. 2.18 a son premier terme (terme monopolaire) revient
a traiter la distribution comme une masse ponctuelle. En incluant la correction d’ordre supérieur
(terme quadrupolaire) permet par exemple d’inclure des déviations aux lois de Kepler (la force n’st
plus centrale). Note : il n’y a pas de terme dipolaire, car il n’existe pas de masse négative.

2.2 Mouvement dans un champ en 1/7?

2.2.1 Quantités conservées

On étudie le mouvement d’une masse ponctuelle de masse m soumise a la force F = —9mMg
T2 T

On note premiérement que F //e, : le TMC assure que le moment cinétique L est une constante. En
particulier, le mouvement se fait dans le plan (rg, vo) que I'on paramétrise par des coordonnées polaires
(r,0), et la composante du moment angulaire orthogonale & la trajectoire L, est une constante. Ainsi

L )
| == =120 = cste. (2.19)
m
Par ailleurs, F = —VV : F est conservative. Ainsi, I’énergie mécanique est une constante du mouve-
ment, i.e.
1 ) -\ 2 GMm
By = m {72 T <7‘0> ] - (2.20)

que l'on peut réécrire en utilisant Eq. 2.19

2.21
2 2 r2 r ( )
Les équations Egs. 2.20 et Eq. 2.19 sont respectivement équivalentes aux projections des composantes
radiales et azimutales du PDF. Ainsi, Eq. 2.21 contient bien toute 'information physique sur le
mouvement du corps.

Le probléme d’un corps dans un champ en 1/7? est un probléme 2D comme vu ci-dessus, et non
1D. Toutefois, la structure mathématique de I’équation Eq. 2.21 est la méme que celle obtenue dans le
probléme du mouvement d’une particule dans un potentiel en 1D. On peut donc réutiliser la méthode
graphique vue pour caractériser les trajectoires admissibles, en comparant E}, au potentiel effectif

1 12 gMm

On étudie la signification physique de chacun des deux termes du membre de droite de 1’équation
Eq. 2.22 :
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. Le terme %mfﬁ correspond au potentiel effectif d’une particule libre en translation rectiligne
uniforme. La trajectoire ne passe pas nécessairement par l'origine. Elle se rapproche au plus
pres d’une distance i, telle que I = rpinvg, ot I et vy sont les normes respectives du moment

angulaire et de la vitesse du corps (Fig. 2.4).

Vet

Y
A

Vo Vo

Tmin

Tmin

[ S ————

@)

FIGURE 2.3 — Potentiel effectif et trajectoire d’une particule libre. La particule est en mouvement
rectiligne uniforme a la vitesse vg. La distance minimale d’approche par rapport a I'origine du repére
dépend du moment angulaire [ (constant).

« La contribution du potentiel gravitationnel —gj\f ™ jmplique I'existence de deux types de trajec-

toires possibles : des trajectoires libres & Ep, > 0 et des trajectoires lies & Ey, < 0 (Fig. 2.4). 1
est & noter qu’a ce stade, il n’est pas possible de savoir si la trajectoire est fermée (e.g. ellipse)
ou non (e.g. courbe en trefle...).

Vet

libre

Tmin Tmax

lide

FIGURE 2.4 — Potentiel effectif et trajectoire possible d’une particule en orbite liée. A ce stade, il n’est
pas possible de déterminer si I'orbite est fermée ou non.

« La conservation du moment angulaire caractérise ’evolution d’une particule dans un champ
de force central. L’existence d’états libres et liés vient de la décroissance suffisamment lente
du potentiel en 1/r. A priori, d’autres formes fonctionnelles de la force attractive pourraient
conduire a l’existence de tels états.

. Il existe des quantités conservées spécifiques au champ de force en 1/72, voir ci-dessous.

2.2.2 Trajectoire

La méthode pédestre pour déterminer la trajectoire 7 (#) d’une particule dans un champ de 1/r?
revient a determiner [’équation horaire r(t) en utilisant la conservation de 1’énergie et la méthode de
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séparation des variables. Mathématiquement,

B T dr’
t_i/o V& (B~ V —eff ("))

(2.23)

On obtient #(t) & partir de 7(t) en utilisant la relation I = 720. On obtient la trajectoire en utilisant
l'identité

d ddd 1 d

S _ 2= _ % 2.24

dt dodt r2de (224)
La démonstration compléte est laissée en exercice - on notera l'identité | \/B%%lz’? = cos™! (%). Une

démonstration plus physique consiste & utiliser la structure spécifique de champ de force en 1/72, i.e.
en /1. D’apres le principe fondamental de la dynamique,

dv QM GM .  GMde,
—_— = ——F€, = —79 = — . 22
at 2 ;¢ I dt (2.25)

qui s’integre directement par rapport au temps en

v = QTM (eg+e). (2.26)

Eq. 2.26 fait apparaitre l'existence d’une constant du mouvement, le vecteur e, que 'on appellera
vecteur eccentricité. En notant v = re, 4+ rfleg et en multipliant Eq. 2.25 scalairement par ey, on
obtient

% = QTM (1+ecos(0—6p)) (2.27)

On peut remarquer que la direction de e donne une direction privilégiée au plan de la trajectoire et
aligner la base polaire de maniére que 6y = 0 (Fig.XX). On obtient ainsi

12/GM

= =" 2.2
" 1+ ecosf’ (2.28)

La trajectoire donnée par Eq. 2.28 est une conique dont la masse centrale est située sur I’un des foyers,
de parameétre p = [2/GM et d’excentricité e. Trois cas sont possibles :

« si e > 1, la trajectoire est une hyperbole,

. si e =1, la trajectoire est une parabole,

« si 0 <e <1, latrajectoire est une ellipse. La cas e = 0 correspond au cas limite d’un cercle.
Remarques :

. La constante p paramétrise la taille de la conique. Physiquement, p traduit la compétition entre
la conservation du moment cinétique qui tend a maintenir la particule loin de la masse centrale,
et la gravité qui tend a faire tomber cette particule.

« L’équation de la trajectoire est symétrique par rapport a la transformation § — —6. Cette
invariance est 1ié au choix de 'orientation de 'axe z (la trajectoire peut étre vue par dessus ou
par dessous).

« C’est la dépendance en 1/r% qui assure que I'orbite est fermée et ne précesse pas. La seule autre
force centrale qui admet des trajectoires fermées est F o r (théoréme de Bertrand). Dans ce cas,
la trajectoire est aussi une ellipse, mais dont la masse centrale occupe de centre et non un foyer.

« Le vecteur eccentricité e est une fonction de FE), et [ et ne constitue donc pas une quantité
conservée supplémentaire. L’intérét de e réside dans le fait qu’il est dans le plan de la trajectoire.
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« Si e < 1, on interprete e comme la déviation a la circularité. On a e < 1 pour les planetes du
Systeéme Solaire (eq, ~ 0,017), mais on peut avoir 0 < e < 1 pour les planétes extra solaires.

« Dans le cas ou le potentiel du systéme n’est pas en 1/r, les trajectoires ne sont pas des coniques
(dans une galaxie, les trajectoires peuvent étre en forme de papillon).

D’apres Eq. 2.28, on voit que la distance a 'objet central passe par un minimum pour 6 = 0[27]. Ce
point s’appelle le périastre de la trajectoire. D’apres Eq. 2.24, la vitesse radiale au périastre est aussi
nulle :

. [ dr
7"|0:0 = 7“72@ =0. (229)

La deuxieme loi de Kepler assure que la vitesse de la particule est maximale au périastre de l'orbite,
ce qui est utile pour lancer des satellites efficacement (Fig. 2.5). On exprime alors I’énergie totale de

FIGURE 2.5 — Représentation schématique d’une vitesse aréolaire constante sur une orbite elliptique.

systeme en fonction des parameétres de la conique en estimant sa valeur au périastre. En notant que
7 (0 =0) = {4, d’apres Eq. 2.28 et 7[,_, =0,

2 2 2
Fw=Fn(0=0)= ;ml(gHM) (1+¢?) - m(g?j) (14e). (2.30)

En notant que p = GM/I? (Eq. 2.28), on obtient

_ mGM (1- 62)
By = (2.31)

D’apres ’équation Eq. 2.31, on retrouve simplement le faite que la trajectoire est libre si e > 1 <
En > 0 et que la trajectoire est liée sie <1< Ey <0

2.2.3 Cas de Pellipse

Dans le cas ou Ey, < 0, la trajectoire est une ellipse. On introduit deux parameétres géométriques,

le demi grand-aze a et le demi petit-aze b (cf. Fig. 2.6). En notant que 2a = r(0)+7(7), ona a = 1.
Eq. 2.31 se réduit alors simplement a
mMG
b = — . 9.32
5 (2.32)

Par ailleurs, la conservation du moment angulaire assure que la vitesse aréolaire sur l'orbite est
constante avec % = 1/2. En intégrant cette relation sur une période orbitale 7', on obtient

A= éT. (2.33)

Or, l’aire d’une ellipse s’exprime géométriquement par Amab. En applicant le théoréme de Pythagore,
on a b= a1 —e2 et donc p = b%/a. De mab = IT/2, on obtient la troisiéme loi de Kepler

T2  4x?
= 2.34
a3 GM (2.34)
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r(m)
FIGURE 2.6 — Lien entre les demi grand-axe a, petit-axe b et I’équation polaire d’'une ellipse.
On remarque que les équations Eqs. 2.34, assez techniques a obtenir mathématiquement, se retrouvent

en utilisant les relations obtenues pour 'orbite circulaire et en faisant la substitution r <+ a. Pour le
Systéme Solaire, Eq. 2.34 se met sous la forme pratique

a \3/2
T~1 2.
an ( T A) ) (2.35)
ot 1 UA (unité astronomique) correspond & une fois la distance Soleil-Terre ( 1.5 x 10® km). Par
exemple, Eq. 2.35 permet d’estimer simplement la période orbitale de Jupiter située a 5UA du Soleil
(T' ~ 12 ans) ou encore la période de ’hypothétique planete 9 située a 500UA (7" ~ 10000 ans).

2.2.4 En pratique

Dans la nature, il n’existe pas de source de champ indépendante. Les corps sont soumis au principe des
actions réciproques et s’attirent mutuellement. Il est toutefois possible de réduire le probléme physique
de deux corps en interaction au probléme du mouvement d’une seule particule dans un champ de force
externe. Par exemple, traiter le mouvement de deux corps en interaction gravitationelle revient a
résoudre 1’évolution de leurs positions ri et ry ou alternativement 1’évolution de la position de leur
barycentre R = % et de leur position différentielle ro; = ro — ry. Le systéme étant isolé, le
barycentre est en translation uniforme dans n’importe quel référentiel galiléen. De plus, les PFD pour

les corps (1) et (2) donnent

d21‘1 ng

— _l_ir s 236
d? it (2.36)
d2I‘2 le

= ——=r9. 2.37
dt2 ra® o (2.37)

En soustrayant Eq. 2.36 et Eq. 2.37, on obtient

d?ry; G (m1 +ma)
= — ro1. 2.38
d¢2 T (2.38)

L’équation Eq. 2.38 est la méme que celle du mouvement d’une particule dans un champ de force en

1 /r2, moyennant la transformation r — ro; et m — mj + mo. On peut alternativement réduire le
N N . b} : : mima2

probleme a celui d’une particule fictive de masse e

A trois corps ou plus, le probléme n’est pas soluble analytiquement en général. De petites pertur-

bations peuvent se retrouver fortement amplifiées par ’action combinée de plusieurs corps : le systéme

peut étre chaotique.
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Remarques :

2.3

Il existe des solutions analytiques dans le cas limite du probléme a trois corps réduit, i.e. m; <
mg, mg. Dans ce cas, il existe 5 positions d’équilibre possible pour la masse m1, appelés points
de Lagrange. Les points L1 et Lo sont instables, tandis que les points L3, L4 et L5 sont stables
(on y envoie des instruments astronomiques).

On peut approximer les trajectoires par des théories de perturbation. C’est ainsi que l’existence
et la position de Neptune ont été prédites par le calcul & partir des données observationelles
obtenues sur Uranus.

Comment un étre humain peut-il savoir si ¢’est le Soleil qui orbite autour de la terre ou I'inverse ?
En regardant le mouvement des autres planétes, qui orbitent aussi autour de 'astre central (ex :
mouvement rétrograde de Mars).

Parfois, des corrections de relativité générale sont nécéssaires, méme au sein du Systeme Solaire
(ex : précession du périhélie de Mercure, GPS).

Application a la Terre

2.3.1 PFD dans le référentiel du laboratoire

w m e_H>
?/
O

()

FIGURE 2.7 — Schéma de principe (pas a ’échelle) pour écrire le PDF dans le référentiel terrestre
non-galiléen.

But : Ecrire le PFD appliqué une masse m dans un référentiel terrestre (dit « du laboratoire »), sachant
que celui-ci est non-galiléen (Fig. 2.7).

Hypotheéses :

Les objets astrophysique proche de la masse m sont la Terre, la Lune et le Soleil, de masses
respectives Mr, M, et Mg. Les autres autres objets ont une contribution négligeable sur le
mouvement de m. Ces 4 corps forment un systéme hiérarchique de masses, i.e. m < Mp, < My
llMs. En particulier, on fera ’hypothese que le barycentre du systeme Soleil-Terre-Lune-masse
au centre du Soleil et le barycentre du systéme Terre - Lune - masse au centre de la Terre.

La période de rotation du Soleil autour du centre de la galaxie est T5 g1 ~ 66 My, ce qui est
beaucoup plus grand que le temps At de n’importe quelle expérience faite dans le laboratoire. On
pourra assimiler la trajectoire du Soleil autour du centre galactique & un mouvement rectiligne
uniforme pendant A¢. On supposera donc qu’un référentiel héliocentrique (3 axes pointant vers
des étoiles lointaines fixes dans lequel le Soleil est immobile) est galiléen.

On modélise la Terre par un solide indéformable en rotation autour d’un axe fixe. La précession
de la Terre est trés lente devant sa rotation propre, i.e. || < w?, ol w est le spin terrestre.
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Le PFD au centre de masse de la Terre dans un référentiel héliocentrique galiléen avec origine des
coordonnées en S donne :

d?sT
? = 8S-T + 8L-T + =T, (2-39)

ou gs—,7 et gr_7 sont les champs de gravitations du Soleil et de la Lune sur la Terre respectivement.

Le PFD a la masse m dans un référentiel terrestre non-galiléen avec origine des coordonnées dans
un point fixe du référentiel O donne :
ma’ = m (gs—m + ELm + ETm) — mAg/g — MK T —mw X (w x ') = 2mw X v/ + Fautres, (2.40)
wLw?
olt Ag/s désigne l'accélération du point O dans le référentiel héliocentrique. Or

d?’ST d?TO

A = — 4+ — 2.41
La Terre étant considéré comme un solide indéformable en rotation autour de son axe,
d’>TO d .

WLw?
En combinants Eqgs. 2.39 et 2.42 avec Eqs. 2.41 et 2.40 et en supposant ' < T'O, on obtient

ma’ = Fautres +m [gT%m —wX (W X TO)] —2mw x v’ + [m (gS%m - gS%T) +m (gLHm - gL%T)] .

pesenteur Coriolis marées

(2.43)

On définit le champ de pesenteur terrestre g comme la somme du champ gravitationnel terrestre
et la correction de la force axifuge s’exercant sur le laboratoire due a la rotation terrestre :

g= ET m —w X (wx TO). (2.44)
N—— —
chp d’un ellispoide Ag/g~0.3%
Remarques :

o g définit la verticale d'un lieu, de vecteur unitaire ey, par ey //g
« par défaut, on donne g et non gr_,.,.

. on différentie le jour sidéral juq = 86164 s (i.e. le temps mis par la Terre pour faire une orbite
autour du Soleil) du jour solaire jso; = 86400 s (i.e. 'intervalle de temps entre deux passage du
Soleil par la verticale d’un lieu).

2.3.2 Modele d’astres sphériques

Si 'on suppose que la Terre est sphérique, on a pour r > rp

GM
ETm = _TTTeT. (2.45)

On notera qu’en général, gr_,,,, # gr—m (rr). En particulier, & une hauteur h de la surface de la
Terre, telle que h < rr,

gMr gMr (R
gTom ™~ — e+ 25— <) e+ ... (2.46)
T rp o \rT
——
cste=9.8m.s—2
Au premier ordre en h/rr, Paccélération de la pesanteur est une constante
M
g = gey —QTTeT +w x (wx TO). (2.47)
Ll

Sous cette approximation, ’énergie potentielle de pesanteur est linéaire, £, = mgz + cste. Il est a
noter qu’il existe des modeles plus raffinés ou ’aplatissement de la Terre du a sa rotation apporte des
faibles corrections quadrupolaires.
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2.3.3 Chute d’un corps

On étudie qualitativement la chute d’un corps de masse m dans un référentiel terrestre (non-galiléen,
car la Terre est en rotation propre autour de son axe). En plus de son poids, la masse subit la force
de Coriolis. On fixe ¢ = 0 au moment ou le corps est laché d’une hauteur h sans vitesse initiale, i.e.
2(0) = h, 2(0) = 0. Dans une base Est-Nord, Haut, le PDF se projette sous la forme

i = —2we — 29 ws, (2.48)
i = =20 w, (2.49)
3 = —2iw. —g, (2.50)

ol we = wceos A et wg = wsin A, avec A la latitude du laboratoire.

M¢éthode : on va procéder ici par ordres de grandeur. Le mouvement associé au poids est la chute
libre. En ’absence de Coriolis, la conservation de I’énergie mécanique donne les temps et vitesse ca-

ractéristiques associées au poids te = \/2h/g = O (\/h/g) et va = v2gh = O (Vgh).

On a \%ﬂ ~ wty < 1. Les corrections du au terme de Coriolis sont donc perturbatives pour des

hauteurs de chute usuelles. A Pordre 1 en wtq < 1, Eq. 2.48 se simplifie en
¥~ —2¢w.. (2.51)

Ainsi, & ~ O (= — we\/gh), ot &' ~ O (i) tag = O (wch) et &' ~ O (') tg = O (wch\/h/g). Ainsi,
au premier ordre, 'effet de la rotation terrestre se traduit par une déviation vers 'Est de la cute des
corps (AN : pour h ~ 150 m, on trouve z ~ 4 cm).

L’équation Eq. 2.49 est donc un terme d’ordre 2, dont lordre de grandeur fournit §' ~ O (—wswch)
et donc ¢ ~ O (—wswch\/h/g) et y ~ O (—wswch?/g). Ainsi, au deuxieme ordre, la chute est déviée
vers le sud dans [’hémisphére nord (AN : pour h ~ 150 m, on trouve y ~ 10um).

Remarques :

« La déviation vers I’Est de la chute d’un corps est indépendante de I’hémisphere, car le mouvement
s’effectue principalement selon la verticale. Ce n’est pas le cas pour le Pendule de Foucault, dont
le mouvement est dans un plan horizontal : le sens de précession des oscillations dépend de
I’hémisphere.

« En pratique, il existe des effets de frottements et de pesanteur dépendant de l'altitude : la

déviation vers le sud est tres difficile & observer.

« L’expérience de la balance d’Etvos, qui a permis de vérifier m; = mg se base de la méme maniere
sur une compétition gravité vs. Coriolis : d’un bateau, on observe la déviation d’un pendule vers
le nord.

2.3.4 Effets de marée

Le dernier terme de 'Eq. 2.43 est un terme de marée, qui traduit l'effet ressenti par un corps non-
ponctuel en orbite dans un champ inhomogéne de gravité. Au voisinage [ d’'un point situé a une
distance ry d’une source,

2 2 1/2 ro
r:(r0+2ro-Ar+Ar) ~rg 1+T—-Ar +..=1r9g+ Ar-ey. (2.52)
0 —
=l

Au premier ordre, I'inhomogénéité du champ source s’écrit

_ _Q’Mr N _Q7M (1_3Ar-e,~o> .

3 0

~ 2.53
5= (2.53)
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Eq. 2.53 est générale et ne dépend pas du référentiel d’étude. D’apres Eq. 2.43, les forces de marées
générées par un astre A ressenties dans le référentiel terrestre sont de la forme

Fmarées =1m (gA—>m - gA—>T) . (254)

On note qu’au centre de la Terre, ce terme est nul. Au premier ordre en /7,

M

Fmarées == _mrg g (AI‘ -3 (Ar . ero) . ero) R (255)
0

= mJ\ZJQ (Ar) (2cosfero —sinfegy), (2.56)

ou (e, €egp) est la base polaire centrée sur la Terre (cf. Fig XXX).

Remarques :
« Le terme de marée est correctif, d’ordre de grandeur O (gAr/ry).

« En regardant les contributions radiales des deux termes, 6 = 0, faxi > farav, 81 0 = 7, faxi < forav
et si 0 = £7/2, faxi = farav, ce qui explique la forme de bulbe allongé.

o Sur Terre, on a de plus w # 0, ce qui explique que 'on ait 2 marées par jour.

« Les contribution d=u Soleil et de la Lune s’ajoutent, avec | fL—m ~ 2fs—m|, ce qui explique des
marées de grandes amplitudes (de vives eaux) lorsque les trois astres sont alignés (nouvelle et
pleine Lune) et des marées de faibles amplitudes (de mortes eaux) lorsque les trois astres forment
un triangle rectangle (quartiers).

e Si |fmarées > finternes|, les marées peuvent détruire l'astre (cf. les astéroides pres de Jupiter).

« Pour un satellite en orbite, le centre de gravité et le centre de masse ne sont pas confondus. Les
marées font osciller le satellite, qui doit étre stabilisé par corrections magnétiques.

2.3.5 Satellisation

Pour étudier la mise en orbite d’un satellite, on se place dans un référentiel héliocentrique galiléen.
Un satellite P est soumis a l’attraction gravitationnelle de la Terre et du Soleil. Le PFD appliqué a la
Terre donne

d?sST
gz~ 8soT+ ge=T (2.57)
——

mp<mr
et le PFD appliqué au satellite donne

d?SP

e - 85—P + 8r—pP- (2.58)

En soustrayant Eqs. 2.57 et 2.58, on obtient

d’TM
—qg —8remt (8s—m — 8s—T) - (2.59)
pb. de Kepler auvois. de la Terre : marées

Au voisinage de la Terre, le terme de marée est négligeable et I’évolution du satellite se réduit & un
probléeme de Kepler. Ceci n’est plus vrai loin de la Terre. Dans ce cas, gr—p < gs—p et Eq. 2.58
montre que le mouvement du satellite s’approxime par un autre probléme de Kepler, autour du Soleil.

Loa2
Si 4G
we = /GMr/r3, ot r = TP. La vitesse requise pour maintenir une orbite circulaire a 71, dite vitesse

de premiére liberation s'obtient en faisant r = rp (AN : v ~ 7.9 km.s™1).

~ gr_a, on connait les vitesse et fréquences des orbites circulaires v, = /GMry/r et
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Pour qu’un satellite (ou une particule) sorte du potentiel gravitationnel terrestre, il suffit que 1’énergie
mécanique du mouvement du satellite par rapport a la Terre vérifie E,,, => 0 (condition de trajectoire

libre, potentiel nul a U'infini). Pour cela v > vy = V2 % ~11.2 km.s~ 1.

Remarques :

« Sur Terre, la vitesse thermique des molecules est inférieure & vy (sauf cas extrémes de la distri-
bution de Boltzmann) : atmosphere ne s’évapore pratiquement pas.

. La marge fine entre v; et vg rend la mise en orbite d’un satellite difficile.

« Dans le référentiel héliocentrique, le satellite a une vitesse initiale non-nulle, due & la rotation
propre de la Terre, qui aide a sa satellisation (il est plus facile de lancer une fusée de Kourou
que de Baikonour).

On définit une orbite géostationnaire circulaire comme une orbite oll un satellite suit exactement la
rotation terrestre, de telle sorte qu’il reste a la verticale d’un lieu. L’altitude d’une telle orbite se
détermine par

= wr, (2.60)

ce qui donne h ~ 35784 km.

Remarques :

« L’orbite géostationnaire appartient au plan équatorial terrestre (le centre de masse terrestre est
a l'un des foyers de 'orbite de la trajectoire, cf Kepler).

« Pour une inclinaison faible par rapport au plan équatorial, le satellite est a la verticale d’une
courbe appelée analéme.

. 1l existe des satellites sur des orbites non géostationnaires (ex : pour la station spatiale interna-
tionale, h ~ 350 km).

. Il existe d’autres orbites géosynchrones, tres elliptiques.

« Il existe d’autres orbites intéressantes, comme les orbites de Molnia qui forment des couvertures
a tres hautes latitudes.
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Force sur une particule chargée

3.1 Force sur une particule chargée

La force électromagnétique — ou force de Lorentz — s’exercant sur une particule chargée s’exprime
en mécanique classique par

Fp=q(E+vxB), (3.1)

ol q est la charge électrique de la particule s’exprimant en Coulomb (C). Le quantum de charge est
la charge élémentaire de 1’électron, définit depuis 2018 par e = v/2hagoc = 1, 6021766208(98) x 10~ 19
C ou « est la constante de structure fine (o ~ 1/137). Il existe des particules chargées négativement
(électron, anion...), positivement (proton, a = H.2", positron) ou neutres (neutron, photon).

La vitesse v de la particule ainsi qu’aux champs électriques et magnétiques locaux E, B s’exercant
sur elle sont exprimés dans le référentiel d’étude. La mécanique permet I’étude du mouvement d’une
particule chargée dans de tels champs, mais ne dit rien sur leur origine (les équations de Maxwell sont
nécessaires pour cela). La force de Lorentz est indépendante du référentiel, ce qui permet de retrouver
les lois de transformation entre les champs (E,B) et (E/,B)., :

E/ = E+VR/'R’ X B, (32)
B = B.

Ces lois de composition ne sont valables qu’en mécanique classique.

La puissance de la force de Lorentz est P = F -v = gE - v + 0. Ainsi, seule la force électrique
peut fournir un travail (un champ B variable peut toutefois induire un champ E qui lui travaille).

Les densités volumiques de charges et de courants sont définies par p = ng et j = ngv, ou n est
la densité numérique de particule chargée (p = >"n;q; et j = n;q;v; a plusieurs espéces chargées).
Ainsi, 'expression de la force volumique de Lorentz est fi, = pE + j x B, a laquelle correspond une
puissance volumique pr, = j - E.

Remarque : En général, pour des particules élémentaires chargés, les interactions gravitationnelles
sont négligeables devant les interactions électromagnétiques (cf. atome de Bohr).

3.2 Particule dans un champ E

3.2.1 Champ E uniforme stationnaire

On étudie le mouvement d’une particule de charge ¢ soumise a l'action d’'un champ électrique
uniforme stationnaire dans le référentiel du laboratoire. Le principe fondamental de la dynamique
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s’écrit donc

dv
— =qE 3.4
g T (3.4)
qui s’integre successivement en
qE
= (-t 3.5
v vo + m ( 0)7 ( )
puis en
qE 2
= t—to) + —— (t —tg)?. 3.6
r=ro+ vo( 0)+2m( 0) (3.6)

La particule a un mouvement uniformément accéléré. Son mouvement balistique est donc parabolique
(il n’est rectiligne que si vg J/ E). L’équation Eq. 3.5 montre que la dynamique de la particule chargée
est pilotée par le rapport charge sur masse g/m.

Y

~ 0.1 MeV

FIGURE 3.1 — Au dela de ~ 0.1 MeV, un électron adopte un comportement relativiste.

Remarques :

. E augmente la vitesse de la particule. Cela n’est pas équivalent a « accélere la particule chargée » :
une particule peut étre accélérée et maintenir v = cste sur une trajectoire courbe.

. tlim v(t) = oo > c¢. La mécanique classique n’est rapidement plus suffisante pour décrire le
oo

mouvement d’une telle particule. Pour 1’électron, la transition classique/relativiste se fait pour
une énergie cinétique typique de E. ~ 0.1 MeV, une valeur seuil pour les expériences (Fig. 3.1).

o Un champ E constant se réalise entre deux plaques conductrices infinies séparées par une distance
d et soumises & une différence de potentiel AV (E = —AV/d, cours ELECTROMAGNETISME). En
pratique, les effets de bords doivent étre pris en compte.

« Dans les anciens oscilloscopes cathodiques, des électrons libres émis par un fil chauffé sont placés
entre deux champs uniformes orthogonaux et vont créer un point lumineux rémanent sur ’écran
par fluorescence. Le champ horizontal varie par rampes successives pour amener périodiquement
des électrons de la gauche vers la droite de I’écran (la période de ces rampes est appelée base
de temps). La difference de potentiel verticale, et donc la déviation verticale du faisceau, est
donnée par le signal en entrée. Les variations temporelles du champ sont suffisamment lentes
pour traiter le probleme par un champ E constant.
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3.2.2 Electron élastiquement lié

FIGURE 3.2 — Modele classique de ’électron élastiquement lié dans un nuage de charges positives de
densité uniforme.

Modéle de Thomson

On étudie le modele d’atome dit du plum pudding proposé par Thomson en 1897 (Fig. 3.2). L’atome
y est modélisé par une sphére de rayon R, de charge +Ze uniformément répartie dans laquelle se balade
un électron (le noyau n’était pas alors connu a 1’époque). La densité de charge est donc p. = %.
3
Le théoréme de Gauss en électrostatique (cf. cours ELECTROMAGNETISME) montre que le champ
électrique Eatome a 'intérieur de la sphere s’exprime par

Zer

Tneo (3.7)

Eatome =

Ainsi, Eatome & une dépendance linéaire en r. La force électrique s’exercant sur le noyau est donc
2
F = —eEatome = —muwjr, (3.8)

N 2 . . . SN 2
ol wy = 1/&# a la dimension d’une pulsation. La longueur d’onde associée a wg est A = 1225 A

pour R = 1A. On retrouve la longueur d’onde de la raie Lyman alpha de I’hydrogene car a ce
rayon, Eatome prend la méme valeur que celui créé par une charge ponctuelle Ze par continuité (cours
d’ELECTROMAGNETISME). En applicant le principe fondamental de la dynamique & I’électron dans un
référentiel galiléen, on obtient

d2
dT’g +wlr = 0. (3.9)

Eq. 3.9 est ’équation d’un oscillateur harmonique libre, dont on donne la solution en 1D
21(t) = zp cos (wot + ) . (3.10)
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En 3D, le mouvement résulte de la superposition des 3 oscillateurs selon chacune des coordonnées
et est donc une ellipse. Le fait d’avoir négligé le terme magnétique induit Bi,q par les variations de
E dans la force de Lorentz se justifie en estimant le rapport des contributions des champs E et B.
D’aprés le cours I’ ELECTROMAGNETISME, on a

|V X Bind| U w0z
|E| c c

< 1. (3.11)

Emission spontanée

L’électron étudié précédemment est une particule chargée accélérée, qui par conséquent rayonne et
dissipe de I’énergie. Le modele de la Sect 3.2.2 peut étre étendu pour inclure cette dissipation. Larmor
a montré que la contribution du rayonnement de I’électron a la dynamique pouvait se modéliser par
une force F,y de méme forme fonctionnelle qu'un frottement fluide

mv
Fray — 77, (312)

ou le temps caractéristique d’amortissement 7 est donné par

3 ¢

=—— 3.13

2w3 o’ (3.13)

avec ro =~ 2 fm est la distance caractéristique appelée portée classique de [’électron définie par

2
e

9= ——5. 3.14

0 4dmegmec? (3.14)

En effet, cette expression de 7 assure que la puissance dissipée est bien la puissance du rayonnement
électromagnétique émis & wy < ¢/rg. La dépendance en ¢? de I'équation Eq. 3.14 traduit son origine
relativiste. Sous ces hypotheses, le principe fondamental de la dynamique appliqué a 1’électron devient

d’r  1d
o Hufr=o. (3.15)

L’équation 3.15 est celle d’'un oscillateur harmonique amortit. Le facteur de qualité Q = woT de cet
oscillateur valant QQ = woT =~ 107. Comme Q> Quit =1/ \@, sa solution 1D se met sous la forme

a(t) = zoe *" cos | wo 1Zf +o|. (3.16)

Le mouvement est pseudo-périodique (période 27 /wy), trés faiblement amortit (temps caractéristique
d’amortissement 7 qui correspond au temps de vie classique d’un atome).

Rayonnement incident sinusoidal

On regarde maintenant le comportement d’un électron dans un tel atome lorsque que sa dynamique
est forcée par un champ électrique extérieur sinusoidal Ee¢yy = Egsin (wt). On a pour cela supposé
des variation spatiale lentes Eg ~ E(r) du champ au niveau de I'atome. La linéarité des équations
de Maxwell assure que Er = Eatome + Eext. Le principe fondamental de la dynamique appliqué a
I’électron devient

d?r 1dr

eEg .
@ + — o d -+ WO _W Sin (wot) . (317)

L’équation Eq. 3.17 est celle d’'un oscillateur harmonique amortit forcé. Cette équation étant linéaire,
sa solution est r = ri(t)+rp(t), la superposition du transitoire libre et de la solution forcée qui
—~—

—0
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FIGURE 3.3 A gauche : évolution d’un oscillateur harmonique amorti a Q = 5, forcé & w/wy = 0.2,1, 5.
Le régime transitoire pseudo-périodique de fréquence unité s’amortit au bout de ~ @) = 5 périodes, ne
laissant que le le régime permanent dont les caractéristiques sont données dans la colonne de droite.

contribue seule au mouvement a grands temps (Fig. 3.3). On cherche alors une solution sous la forme
r=%x (me’“t). Par simplicité, on consideére le probleme a 1D avec z = zpe™* = 20€'e™t . On obtient

—eEy/m
wi —w? +iw/T’

(3.18)

@:

Avec = w/wy et Q = woT, les amplitudes et phase de la solution complexe se mettent sous la forme

—eEy/wim

= lzol = :
20 20 \/(1 B 332)2 B x2/Q2

(3.19)

et en inversant 'argument principal (tan~! donnée par la fonction ATAN2)

¢ = —tan ™! (Q(lx—:c?)) . (3.20)
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Un tel oscillateur admet une résonance en vitesse, indépendamment de la valeur de @ (Fig. 3.3). De
plus, comme Q > Qcrit, le mouvement admet aussi une résonance en amplitude de largeur Aw ~ wp/Q.

Sous l'action du champ électrique extérieur, les charges négatives et positives se séparent. Eeyt crée
donc un dipdle électrique p donné par (cours ’ELECTROMAGNETISME)

p=e(-r) = a(w)sEo. (3.21)

Le coefficient o (w) mesure l'intensité du moments dipolaires induits par ’action d’un champ électrique
extérieur sur le cortége électronique d’un atome et s’appelle polarisabilité electronique. Dans le modeéle
précédent,

62 me
a(w) — / 0

- (wE — w?) +iw/T (3.22)

A la fréquence de résonance wy, appelée fréquence plasma, I’électron se sépare de facon optimale des
charges positives du noyau. On peut modéliser un matériau diélectrique par un assemblage d’atomes
ou les électrons sont liés élastiquement a leur noyau porteur. Sous I'action d’un champ électrique de
basse fréquence w < wy, les électrons ont le temps se déplacer dans une configuration d’équilibre qui
empéche la perturbation de se propager. Au contraire, si w > wy, une onde se propage dans le milieu.

3.2.3 Champ E en 1/r?

Le champ électrique créé par une charge ponctuelle g vaut E = 4:;;2 (cours I’ ELECTROMAGNETISME).

Dans un tel champ, une particule chargée subit une force électrique en 1/r2. Le probléme se traite de
maniere similaire a celui étudié en gravité classique (Sect. 2.2).

3.2.4 Champs E quelconque

Le cas général est tres compliqué. Lorsque le champ E n’est plus stationnaire ni uniforme, d’autres
effets apparaissent :

. N , . s dE
« E non stationnaire : dérive supplémentaire par rapport a ar-

o E non uniforme : termes supplémentaires en VE.

3.3 Particule dans un champ B

3.3.1 Champ B uniforme stationnaire

On considére le mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique uniforme et sta-
tionnaire repéré par B = Be,. La force de Lorentz est donc F = ¢gBv x e, et d’aprés le principe
fondamental de la dynamique,

dv B
E = % VvV X €y, (323)
~—
We

On remarque & partir de la forme fonctionnelle de 1’équation Eq. 3.23 que [w.] = s~! (plus rapide que

—1.-2
d’évaluer %ng). La pulsation caractéristique w. est appelée pulsation cyclotron. La puissance

2

fournie par la force de Lorentz est P = F - v = 0. Ainsi, %mv =cste et donc |v| = cste, bien que la

particule soit accélérée.

d'Uz _
dt —

vement n’est pas confiné dans le plan orthogonal (e, e,) a priori. En projetant Eq. 3.23 selon e, et

En projetant Eq. 3.23 selon e,, on obtient 0, i.e. v, = vy9 et 2 = vyt t—> oco. Ainsi le mou-
—00
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FIGURE 3.4 — Mouvement d’une particule chargé dans un champ magnétique constant stationnaire.

ey, on obtient le systéme d’équations différentielles linéaires suivant

dvg

E == We Uy, (324)
d

R (3.25)

On résout efficacement ce systeme linéaire en introduisant V' = v, + iv, pour le transformer en une
équation linéaire du premier ordre complexe

iy = o, (3.26)
Vo = vz +1 Vy0 » (3.27)

- ~~ ~—

=0 VoL

par la combinaison linéaire (Eq. 3.24) + i (Eq. 3.24). Eq. 3.26 se résout en
V =ivg e . (3.28)

Les parties réelles et imaginaires de V' redonnent v, et v,

vy (t) = R(V) = vy sin (wet), (3.29)
vy (t) = (V) =woy cos (wet) . (3.30)
En intégrant Egs. 3.29 — 3.30 par rapport au temps
2(t) = zo+ lizL (1 — cos (wet)) (3.31)
C
y(t) = yo+ 2 sin (wet). (3.32)

C

La trajectoire de la particule projetée dans le plan (e,,e,) s’obtient en combinant les équations
Egs. 3.31 et 3.32 selon

0 (a2

Eq. 3.33 correspond a 1’équation d’un cercle de rayon

2 2
+ww—mF=C“). (3.33)

We

mug |

R. =
C qB7

(3.34)

appelé rayon de Larmor de la particule. Ce rayon augmente lorque I'inertie de la particule (au numé-
rateur) augmente et diminue lorque la force radiale magnétique augmente (au dénominateur).
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La trajectoire d’une particule chargée dans un champ magnétique constant est donc une hélice
de rayon R, parcourue a la fréquence 27 /w, et de pas constant. Le mouvement est circulaire uniforme
si v,g = 0.

Remarques :
o Si ¢ — —q, la particule tourne dans l'autre sens.

« Le moment magnétique d’une telle particule vaut m = q%“RC TR2 = ”2%2.

o L’effet Zeeman classique peut se traiter en rajoutant une force en qv x Beyt dans le modéle de
I’atome de Thomson de la Sect. 3.2.2.

« Au passage, nous avons démontré qu'un vecteur X vérifiant % = 2 x X précesse autour du
cone d’axe € & une vitesse angulaire constante ().

3.3.2 Champs B quelconque

Lorsque le champ B n’est plus stationnaire ni uniforme :

« B non stationnaire : si B varie lentement (sur des temps >> w_ 1), on s’en sort par des approxi-
mations. Sinon, le traitement est trés compliqué.

« B non uniforme : on a des effets de dérive (par rapport au gradient ou a la courbure du champ
magnétique) et des effets miroirs (la force magnétique tend a repousser les particules hors des
étranglements de lignes de champ, comme dans la ceinture d’Alfvén).

3.4 Champs E et B

3.4.1 Champs E et B croisés

FiGURE 3.5 — Le mouvement d’une particule chargée dans deux champs E et B stationnaires et
constants orthogonaux est la superposition du mouvement cyclotron a une dérive qui dépend des
champs extérieurs.

48



NOTES DE MECANIQUE GUILLAUME LAIBE

On considére maintenant deux champs E et B constants, uniformes et orthogonaux. On note
B = Be, et E = Fe,. On suppose qu'a t = 0, v, = v,9 = 0. La projection du PFD selon les axes e,
et e, donne

dv, qF

— = Wy + —, 3.35

dt ¢y m ( )

dv

(Tty —Wey. (3.36)
La partie libre de la solution de ce systéme d’équations différentielles linéaire a été déterminé a la
Sect. 3.3.1. Une solution particuliere est simplement vg([;p) =0et UZ(,p) = —F/B, qui correspond & une
vitesse de dérive constante selon e,. La particule a un mouvement circulaire dans un référentiel qui
se déplace a v, = —F/B par rapport au laboratoire : sa trajectoire est donc une cycloide dans le
référentiel du laboratoire. Seules les particules ayant pour vitesse initiale v, = 0 et v, = —E/B (que

I’on peut choisir) vont en ligne droite : le dispositif agit comme sélecteur de vitesse.

3.4.2 Loi d’Ohm dans un conducteur

Voir le cours d’ELECTROMAGNETISME.

3.5 Dipole électromagnétique

+q
p " 4
p =qNP A m=1:S
o N
—q .
7

FIGURE 3.6 — Modélisation des dipoles électrostatique (a gauche) et magnétostatique (a droite).

Un premier probleme consiste a déterminer quel est le champ électrique rayonné par des dipdles
électrique ou magnétique statiques. D’apres le cours d’ELECTROMAGNETISME, ce champ varie en 1/73
loin du dipodle et n’est pas axisymétrique.

3.5.1 Actions sur un dipole dans un champ extérieur
Un second probleme consiste a placer un dipole p dans un champ Eqy — ot un dipdéle m dans un

champ Beyt, et étudier la dynamique du dipdle.

Dipdle électrostatique On note O le centre du dipdle. En supposant que le champ extérieur Eext
varie sur une longueur caractéristique [ > d, la taille du dipdle, on peut faire un développement limité
sous la forme

Ecxt = Ecxt (O) + (I‘ — I‘O) . V(O)Ecxt + (337)
—_——— ~
ordre 0 ordre 1 ordre sup.

Les termes d’ordre 0 et 1 contribuent a la force F et au moment M par rapport a O qui s’appliquent
sur le dipole ainsi qu’a un terme d’énergie potentielle V' & différents ordres.
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Ezemple : E = Eg = cst. La résultante des forces électriques qui s’exercent sur le dipdle est F =
qEext — ¢Eext = 0. Le moment des forces électrique vaut M = AP X ¢E¢y + AN X (—¢Ecxt) = p X Eext.

Tous calculs faits, les différentes actions exercées sur le dipole par un champ électrique (non né-
cessairement uniforme) aux différents ordres en d/l sont résumées dans la Table 3.1. Ainsi, a l'ordre 0,
le champ extérieur fait s’aligner le dipole selon sa direction (I’energie potentielle est minimale quand
p//E). A lordre 1, le dipéle se déplace vers les champs forts.

quantité | ordre 0 ordre 1

Eext Eext (O> (I‘ — I‘()) ) v(O)Eext
F 0 (p : V) Eext

M P X Eext | "+ corr.(VEey)
\% —p-Ecot | "+ corr.(VEext)

TABLE 3.1 — Actions sur le dipole électrique aux différents ordres.

Dipdle magnétostatique On procede par analogie : p <> m et Eeyt <> Bext. On obtient des actions
résumées dans la Table 3.2. L’expression de M explique le mouvement de la boussole dans le champ
magnétique terrestre et permet 1’étude classique de la résonance magnétique nucléaire.

quantité ordre 0 ordre 1
Mext Mext (O) (I' — I'()) ) V(O)BEXt
F 0 (m - V) Bext
M m X Begt "+ corr.(VBext)
\% —m - Be | "+ corr.(VBext)

TABLE 3.2 — Actions sur le dip6le magnétique aux différents ordres.

3.5.2 Forces de Van der Waals

En pratique, les interactions se font souvent entre un dipdle et ses dipoles voisins, comme par
exemple dans des solutions. On traite ici 'exemple intéressant dipole permanent - dipéle induit (in-
teraction de Debye). Le dipdle p; créé un champ E; oc 1/73. Le modele de I'atome de Thomson de la
Sect. 3.2.2 permet de justifier I'existence d’un dipdle induit p2ing = acgE1 au niveau de la molécule
voisine. L’énergie potentielle d’interaction entre p; et Eg est V = —pajna. - E1 < 1/ 0.

Il faut d’autres outils pour étudier I'interaction dipdle permanent - dipdle permanent (physique sta-
tistique - interaction de Keesom) et I'interaction dipole induit - dipdle induit (mécanique quantique -
interaction de London), mais les potentiels d’interaction restent en 1/75.

3.5.3 Ressorts et fils

Les interactions électromagnétiques microscopique se traduisent au niveau macroscopique par des
forces modélisées. Ainsi, ’expression de la force exercée par un ressort faiblement étiré (en dehors du
régime plastique) dépend de son élongation selon

+clz — xol? (@ — 20) +...

terme NL

F=—Fk(z — )

terme linéaire

(3.38)
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Pour un ressort & anneaux faiblement inclinés, la constante de raideur du ressort k£ s’exprime selon

Gd*

~ 8ND3’ (3:39)

ou d est le diametre du fil, D est le diamétre du ressort, IV est le nombre de spires du ressort et G est
le module de cisaillement du matériau (qui lui-méme est donné par les interactions électrostatiques au
niveau microscopique).

Remarques :

« Dans une étude pratique d’un systéme masse-ressort (on note la masse M), le ressort a une masse
propre m telle que m < M. En toute rigueur, on doit procéder dans ce cas a la substitution
M — M + m/3 pour avoir la dynamique réelle de la masse.

« Si I'on modélise les muscles par des ressorts, on a k oc S, ou S est la section du muscle.

« Un fil inextensible est un ressort d’extension nulle telle que la force transmise reste finie.
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Interactions d’un solide avec un fluide

Ce chapitre fait I'inventaire des différentes forces qui s’exercent sur un solide placé dans un fluide
(hors tension de surface). Bien qu’ayant des expressions analytiques simples, ces forces modélisées
n’ont un sens que dans des régimes et sous des approximations précises qu’il convient de connaitre.

4.1 Fluide et forces de surface

S——
Py ~
/ ~d
| \
\ oy /
\ /
~ 7~

FIGURE 4.1 — Solide de taille ~ d plongé dans un milieu continu.

On considére en tout premier lieu un solide entouré d’un milieu continu (Fig. 4.1). Le libre parcours
moyen [y, des constituants élémentaires de ce milieu est négligeable devant la taille d caractéristique
du solide (Ipm < d). Le milieu exerce des forces de surfaces df = g-dS, ot g a la forme d’une matrice
et ne dépend pas du référentiel d’étude (g est un tenseur).

On se restreint a I’étude d’un solide dans un fluide, c’est & dire un milieu continu pour lequel
g = f(Vu,p,T), ol u, p et T sont respectivement les vitesses, densités et températures du mi-
lieu (la pression P du fluide est liée & p et T par 1’équation d’état du fluide).

On suppose de plus que le fluide est newtonien, c’est a dire que ¢ est linéaire en Vu. Par exemple,
pour un fluide homogene isotrope en écoulement incompressible (Fig. 4.2), les forces exercées par le
fluide sur un élément de surface élémentaire s’écrivent en coordonnées cartésiennes df, = —PdS et

ou
dfy =" .

a—dS , ou 7 est la viscosité cinématique du fluide.
x

Dans le cas général, la résultante des forces F qui s’exercent sur le solide s’exprime par F = [[ ¢ - dS,
ol ¢ est calculé a partir des champs P (r,t) et u(r,t) déterminés a partir des équations constitutives

de la mécanique des fluides.
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((),’U Yy
ox

dsS u;

Y df,

FIGURE 4.2 — Cisaillement au niveau d’un élément de surface dS.

4.2 Solide dans un fluide

De la maniére la plus générale, la résultante des forces Fyyaro exercées par le fluide sur le solide se
décompose en trois contributions — identifiés par la suite par des couleurs spécifique :

thdro = Finy + Flisc +Fy . (41)
~— —— ~——
inviscider=0 duarv#0 fluctuations browniennes

Fin, est un terme qui provient de la résultante de pression du fluide (on le retrouve méme a v = 0),
contrairement a Fyis., qui somme les contraintes visqueuses qui s’appliquent sur la surface du solide.
'}, est un terme aléatoire microscopique issu des collisions des constituants élémentaires du fluide sur
le solide. Ces termes regroupent eux-mémes plusieurs contributions, détaillées dans ce qui suit.

4.2.1 Termes inviscides

Si 'on note Av = v — u la différence de vitesse entre le solide et le fluide (qui est un invariant
galiléen) et w = V x v la vorticité du fluide (qui représente son moment angulaire local), Fj,, se
décompose en

du dAv
Finy = ptV — £y + T M T CLAV X w . (4.2)
- ff o PdS cons. qte de mvt cons. mt. cinétique

Les trois premiers termes de I’équation Eq. 4.2 viennent de la résultante des forces de pression sur le
solide, calculée a partir de I’équation d’Euler du fluide. Les deux derniers termes assurent la conser-
vation de la quantité de mouvement et du moment cinétique lorsque le fluide est accéléré. Pour un
écoulement stationnaire, irrotationnel en référentiel galiléen placé dans un champ de gravité g (cf. en
statique des fluides)

d d
Finw = piV]| _;"O/H—Zi%_ eyS — LAV X wl. (4.3)
En notant 1T = —psVg la poussée d’Archimede, on obtient
Fiw = (4.4)

Dans ce cas, la résultante des forces de pression est la poussée d’Archimede (les 4 autres termes de
I’équation Eq. 4.2 n’ont aucune contribution).

Si le solide et le fluides sont placés dans d’autres champs de force volumiques (par exemple un champ
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axifuge dans le cas d’un référentiel non-galiléen), l'expression de la poussée d’Archimede doit étre
généralisée :

Fin = Hgéné = —PfV (g + fvol) . (45)
On peut ainsi expliquer qu'un ballon d’hélium dans une voiture se déplace vers I'intérieur des virages.

4.2.2 Termes dus a la viscosité

De maniere générale, la résultante des contraintes visqueuses se met sous la forme

Fisee= Fr + Fp + Fy ; (4.6)
~— ~— ~—
trainee//Av ~ portance LAv terme d’histoire

ou F' est une force de trainée qui s’oppose au mouvement, Fp est une force de portance qui pousse
le solide orthogonalement a sa trajectoire (elle-méme se décomposant en 3 termes, voir Sect. 4.2.2) et
Fp1 est un terme qui dépend de I'histoire du fluide. De maniére générale, F;s. dépend de ’écoulement
du fluide ainsi que de la géométrie du corps, et il n’en existe pas d’expression analytique simple. Fygc
étant un invariant galiléen, elle dépend de la vitesse relative entre le solide et le fluide.

Une exception est le probleme de la sphere dans un fluide en régime stationnaire aux petits nombres
de Reynolds R, < 1, dans une boite avec des bords a linfini et d < L, ou L est la longueur
caractéristique ou se développent les gradients dans le fluide. Dans ce cas, le calcul donne

Fuse = —6mnRAV {1 + gRe +o (Re)} xR x Av {1+ 0(d/I)}, (4.7)
Fq Fp=Fu
ou
R, = 2“f"‘, (4.8)

est le nombre de Reynolds relatif & I’écoulement autour du solide, v = n/p étant la viscosité dynamique
du fluide. La correction d’Oseen en 3R./8 est souvent négligeable. Cette expression (souvent utilisée
en TP) va changer lorsque :

« le régime hydrodynamique change : différents R, (voir ci-dessous), mais aussi Mach (e.g. un
astéroide) ou rapport d/L,

« 'on considere l'inertie du fluide et des particules,
« en présence de bords,
« des particules voisines sont présentes en suspension,
« le solide n’est pas sphérique.
Trainée

La force de trainée résultant des contraintes visqueuses exercées par un fluide sur une spheére de
rayon R dans les conditions détaillées dans la Sect. 4.2.2 est donnée par

Fp = —6mnRAvV. (4.9)

Ce terme est appelé force de Stokes. L’écoulement, laminaire aux petits nombres de Reynolds, devient
turbulent pour R, 2 800. On détermine alors expérimentalement ou numériquement Fp en fonction
des parametres du probleme. On obtient ’expression

1
Fp = —§CD7TR2,0 |Av] Av. (4.10)
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avec

24/Re,  Re < 1;
Cp =< 24R;96 1< R, < 800; (4.11)
0.44, Re > 800.

Le régime R, < 1 redonne Eq. 4.9. Dans le cas général, F; dépend de la géométrie du corps (par
exemple, dans le cas du pendule simple, la contribution du fil & F est un terme linéaire, alors que
celle de la masse est quadratique), et d’autres parameétres sans dimension (comme le nombre de Mach
si le solide atteint des vitesses proches de la vitesse du son du fluide).

2 Y . . .
mAvZ (), D’aprés le premier principe

La puissance dissipée par les frottements est de la forme Pgiss oc ™=
de la thermodynamique, ’énergie cinétique du solide est transférée en énergie interne dans le fluide et
le solide. La force de trainée tend a faire aller un systéme mécanique vers le minium de potentiel local.

Cet état final est indépendant du processus dissipatif, mais le temps qu’il met pour y relaxer en dépend.

Remarque : 11 existe des situations dans lesquelles on peut rencontrer des forces dont la forme fonc-
tionnelle est linéaire en Av, mais qui ne sont pas dues & des frottements visqueux :

e La résultante mécanique du rayonnement d’ondes sonores par un corps peut se modéliser par un
terme de frottement linéaire car 6F oc dp = Z dv a I'interface (cf un haut-parleur). Ce n’est pas
un frottement visqueux : la dissipation vient du transport de I’énergie par les ondes.

e Le modele de Drude traite la dissipation d’énergie des électrons libres par un terme de frottement
linéaire. Ce frottement n’est pas d’origine visqueuse, mais résulte du transfert de quantité de
mouvement par des interactions breves avec I’environnement.

e La dissipation dans le modele de I’électron élastiquement lié vient de I’énergie perdue dans les
photons rayonnés par la particule chargée accélérée.

Portance

Le terme de portance se décompose lui-méme en trois contributions : la force de Magnus Fy, la
portance aéronautique F.s., et un terme Fy du aux inhomogénéités locales de I’écoulement autour
du fluide (négligeable lorsque d < L)

FP = Fl\r’l + Fa(':ro + FV . (412)
~— ~—— ~—
effet Magnus  portance d’aile inhomog. locales

F\ est appelé force de Magnus et dépend du taux de rotation propre €2 du solide par rapport au
fluide. Ce terme est important pour les sports de ballons, car il est responsable des effets de lift. Aux
petits nombres de Reynolds, la force de Magnus se met sous la forme

FM = *7TR3pr X Av. (4.13)

L’expression de I'équation Eq. 4.13 permet d’expliquer la trajectoire des coup-francs tirés a petite
vitesse au football (coup-francs « a la Juninho »). De la méme maniére que pour la trainée, la force de
Magnus n’est plus analytique aux grands nombres de Reynolds (typiquement R, 2 800). L’expression
de F; est déterminée expérimentalement :

Fu = S (|Av)) Q x Av. (4.14)

Lorsque I’écoulement du solide autour du fluide devient turbulent, S < 0. Ainsi, un ballon de football
tiré & tres grande vitesse peut avoir un lift dans le sens opposé au sens usuel (coup-francs « a la
Roberto Carlos »).
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FIGURE 4.3 — Portance aérodynamique, schéma de principe pour une aile d’avion.

Une autre contribution a la portance est la portance aérodynamique F,4., (Fig. 4.3), qui maintient
les avions dans le ciel contre la gravité terrestre. Son expression analytique est relativement simple :

Fz\éro = —p |AV| (F@) €y, (415)

ou S est la surface latérale de laile, e son épaisseur I' = § v - dl est la circulation de la vitesse qui
s’établit autour de 'aile en régime permanent. On peut montrer que le facteur I'l se met sous la forme

Te = —% AV S. (4.16)

ou C, est un coefficient qui dépend de la géométrie de 'aile. Ainsi, '’expression de F,;., devient

C,
2
Bien que la formule donnée par 1’équation Eq. 4.17 soit simple, elle cache des difficultés liées au fait
que D’établissement méme d’une circulation du fluide autour du solide n’est pas du tout triviale. Si
le solide a une forme anguleuse non symétrique, un vortex initiateur de vorticité w est créé par la
viscosité dans une petite couche limite visqueuse proche de l'aile et se détache de I'aile. Ainsi

Foasro = pS|Av|*e.. (4.17)

o F.s est indépendante de la viscosité (tout comme pour l'effet Magnus), bien que la viscosité
joue un role critique dans I’établissement de cette force.

« On a alors I' # 0 par conservation du moment angulaire (d’apres le théoréeme de Stokes, I' =
J[w-dS).

« C, dépend de l'inclinaison de 'aile et de sa géométrie (cf. les dispositifs hyper-sustentateurs ou
ailes secondaires qui augmentent la portance de l'avion). Si i 2 25° F,s, — 0 car I' — 0. En
effet, dans ces conditions, ’écoulement se décolle au dos de aile.

« Si 'on a une forme d’aile réguliére (i.e. sans angle) ou/et symétrique (par exemple la sphere),
onal =0et C,=0:on retombe sur un cas sans portance aéro.

Terme d’histoire

Pour étre exhaustif, on notera que le terme d’histoire est nul pour un écoulement stationnaire et
Fi =0. On a Fg = o(R.Fp) sinon : ce terme est négligeable en général & petit Reynolds.

4.2.3 Terme aléatoire
Finalement, le dernier terme est le term aléatoire Fy,, caractérisé par les valeurs moyennes suivantes
(Fy) =0. (4.18)
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(Fp(t)Fp(t+ 7)) =2x6mnR kT 6 (7). (4.19)
——
Stokes thermo

Cette force stochastique permet d’expliquer le phénomene de diffusion par une approche mécanique

(les particules subissent des forces aléatoires plus intenses & haute température). Si cette force est

importante a 1’échelle mésoscopique (exemple : le pollen de l'expérience de Jean Perrin), elle est

négligeable a 1’échelle macroscopique.

4.2.4 En pratique

En général, pour résoudre un probléeme de mécanique, la résultante des forces exercées par un
fluide sur un solide se réduit a la force de trainée (dont on doit connaitre I’expression en fonction
du Reynolds), la poussée d’Archimede (souvent importante dans un liquide ou pour un ballon de gaz
moins dense que 'air) et éventuellement une portance (Magnus ou aéro).

thdro ~Fr+ + Faéro + FM . (420)
M~ =~

avion ballon
4.3 Chute libre avec frottements fluides

v UIH ax

Mach 1
subsonique

-y

Z = Zmax z =

FIGURE 4.4 — Profil de vitesse caractéristique pour une chute libre stratosphérique

On consideére le probléeme d’un corps en chute libre soumis a une force de frottements fluides linéaire

Fr = —7¥, laché sans vitesse initiale. Dans un référentiel galiléen,
dv v
— 4+ - = 4.21
dt + T 9, ( )

g étant la gravité effective prenant en compte les corrections dues a la poussée d’Archimeéde. L’équation
différentielle linéaire du premier ordre Eq. 4.24 admet la solution

v(t) =gt (1 — e_t/T) . (4.22)

Le comportement asymptotique de cette solution peut se retrouver directement a partir de Eq. 4.24.
Sit<<7,v~vy=0 et Eq. 4.24 se simplifie en

dv

v _ 4.2
T =9 (4.23)
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qui admet la solution v ~ gt correspondant a la chute libre. Si ¢ > 7, on tend vers le régime permanent
résultant de la balance entre la gravité et les frottements ((det; < 2), ie.

C— (4.24)
.

Le corps atteint la vitesse limite g7 pour ¢ 2 7.

Remarques :

2

« On atteint aussi une vitesse limite pour des frottements en —awv~, ainsi qu’une position limite.

« Dans le cas de la chute libre a haute altitude, il faut prendre en compte la variation de densité
de l'atmospheére en fonction de laltitude (e.g. fr x p e #/H dans le cas de I’atmosphére
isotherme). La vitesse de chute libre passe par un maximum & une altitude non nulle. Elle peut
en particulier devenir supersonique a un certain point (Fig. 4.4).
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Le modele du pendule simple

5.1 Le pendule simple

5.1.1 Définition

Pendule simple : masse ponctuelle suspendue par un fil sans masse, inextensible, sans raideur, soumise
a un seul champ de pesanteur constant, et dont le mouvement s’effectue dans un plan.

Le pendule simple est donc un systéme idéal permettant de modéliser I’évolution des objets pesants
suspendus (Fig. 5.1).

Notations : On note m la masse du pendule, [ la longueur du fil et g le champ de pesanteur.

@

lcosb

, ug
[sin @ m

u,

4

FIGURE 5.1 — Représentation schématique et paramétrisation d’un pendule simple.

5.1.2 Equations du mouvement

Référentiel Du laboratoire, galiléen.
Base Polaire (O, u,,up). On note z =1 (1 — cos ).
Systeme La masse m.

Forces extérieures Le poids P (conservatif), la tension du fil T (ne travaille pas car T - v = 0,
pas de couple associé car Mp,o =T x r =0).

L’équation d’évolution du pendule simple peut s’obtenir de trois manieres différentes :
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e par le principe fondamental de la dynamique

= mgcosf —1T,

selonu, : —mlf?

mll = —mgsinb.

selonug :

e par le théoreme du moment cinétique en O :
(5.3)

ml%0 = —mglsin .
e par le théoreme de I’énergie mécanique :
(5.4)

1
-m
2
ou 6; désigne I’angle initial donné au pendule. Cet angle n’est égal a ’angle d’excursion maximum

N\ 2 1 9s
(l@) +mgl (1 —cosf) = Epj = iml 07 + mgl (1 — cos6;),
Omax que si le pendule est laché sans vitesse initiale (6; = 0). On choisit E,(6 = 0) = 0 pour

avoir Ey, > 0 (Fig. 5.2).

rotation autour de I'axe

-2r
FIGURE 5.2 — Energie potentielle d’un pendule simple.

Les équations 5.2, 5.3 et 5.4 en dérivant par rapport au temps sont identiques :
(5.5)

. m
0+ mg sinf = 0.
ml
On note que le principe d’équivalence entre masse gravitationnelle (au numérateur) et inertielle (au

dénominateur) permet de simplifier ’équation Eq. 5.5 pour obtenir
(5.6)

0+ % sinf = 0.
Eq. 5.6 est l"équation d’évolution du pendule simple. Si 'on multiplie Eq. 5.6 par 6 et que 'on integre
par rapport au temps, on retrouve l'intégrale premiere de 1’énergie (Eq. 5.4) comme attendu. En

utilisant une notation classique pour une pulsation w3 = g/l ([g/l] = s72), Eq. 5.6 se rééerit
(5.7)

f +wisinf = 0.
62



NOTES DE MECANIQUE GUILLAUME LAIBE

Remarques :

« Eq. 5.7 est une équation différentielle du second ordre non linéaire.
« Eq. 5.7 est symétrique par rapport aux transformations § — —0, t — —t.

« Eq. 5.7 est indépendante de la masse m (deux pendules simples de masses 100 g ou 10 kg lachés
avec les mémes conditions initiales ont une dynamique identique).

« La solution de Eq. 5.7 dépend de 6y et 0.

« Le changement de variable ¢t — \/%7' transforme Eq. 5.7 en
dze .
2 +sinf = 0. (5.8)

Eq. 5.8 montre que ’évolution d’un pendule simple est fonction du seul parametre /I/gt.

« Eq. 5.2 donne la valeur de la tension T' qui assure | = cste.

5.1.3 Isochronisme des petites oscillations

On s’intéresse au cas particulier # < 1 pour lequel sinf = 64+ O (93) ~ 0. Dans cette limite, Eq. 5.7
se réduit a

6 +wih =0, (5.9)

I’équation de l'oscillateur harmonique. La période Ty = 27 /wy du pendule aux petits angles est

To = 271’\/3. (5.10)

To augmente quand le fil est plus long et quand le champ de pesanteur est plus fort. Sur Terre
(g ~ 9.8m.s2), on peut mettre Eq. 5.11 sous la forme numérique suivante :

To ~2.0s4/l/1m. (5.11)

Ainsi, un pendule de 1m passe par la verticale environ toutes les secondes. Eq. 5.11 permet de mesurer
g. Comme

- ) ()

on réalise la mesure sur un grand nombre de périodes. On montre que l'incertitude sur la mesure de
longueur devient limitante pour Ag/g < 0.01%.

5.2 Le pendule simple aux grands angles

5.2.1 Puit de potentiel et mouvement

Dans le cas général, le diagramme (FE, 0) du pendule simple est une succession périodique de puits
et de bosses (Fig. 5.2). Lorsque I’énergie mécanique est plus grande que ’énergie critique correspondant
a la hauteur des bosses I, = 2mgl, le pendule est libre de tourner autour de son point d’attache.
Si By < B, le pendule est piégé dans le puit de potentiel central : son mouvement est oscillant,
d’amplitude 0y,.x. On a

1 .
§ml2912 +mgl (1 — cosb;) = Epy = mglcos (1 — Omax) < Emc. (5.13)

L’approximation des petits angles étudiée en Sect. 5.1.3 correspond & —mgl (1 — cos ) ~ mgl% :le
potentiel périodique est approximé par sa parabole osculatrice au voisinage de 6 = 0.
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5.2.2 Période des oscillations

Dans ce qui suit, on s’intéresse au mouvement oscillant du pendule correspondant a E, < Fpc.
On a 0 =0 a 0 = +0h,x. L'intégrale premiere de ’énergie se réécrit sous la forme

1 .
—ml?6% + mgl (cos Opax — cosf) = 0, (5.14)

2
i

.
0= ﬂ:\/T\/COSH — €08 Omax- (5.15)

En séparant les variables,

dé 29
+ —/Ha, 5.16
/€08 0 — cos Omayx l (5.16)

qui, apres intégration, permet d’obtenir le temps ¢ mis pour atteindre I’angle 6 sous la forme implicite

L) = + l/e v (5.17)
N 2g Jo /cos® — cosOmayx ’

Par symétrie, la période de 'oscillation se décompose en quatre quarts de périodes égaux # = 0 —
Omax — 0 — —Omax — 0, i.e. T = 4t (Opax). Ainsi, aux grands angles, les oscillations d’un pendule
dépendent de 'amplitude Oax (elles ne sont pas isochrones).

Compléments : En posant k = sin (%) et en faisant le changement de variables sin#'/2 = ksin ¢

pour ramener l'intégrande a une forme (1 + )" avec z < 1 et faire un développement limité, on
obtient

l /2 d l w/2 1
1—C059:251n(%) gJo \/m Pl g Jo

Eq. 5.18 donne la formule de Borda

92

i.e. la premiere correction a la formule aux petits angles (a 'ordre deux par symétrie § — —8).

A savoir : Pour une précision de ~ 1%, approximation des petits angles marche pour Oy < 20° et
la formule de borda pour Opax < 70°.

Hors programme : L’inversion de 1’équation Eq. 5.17 se fait au moyen de la fonction sinus elliptique
de Jacobi sn (z, k), une fonction implémentée e.g. dans PYTHON ou MATHEMATICA. Précisément,

6(t) = 2sin~! {sin (en;x) X sn (ﬁt,sin (GH;X)>} . (5.20)

La Fig. 5.3 montre le caractere non harmonique des oscillations du pendule aux grands angles. La
période des oscillations 7 s’exprime en fonction de f,.x & I'aide de la fonction elliptique compléte de
premiére espeéce,

T (Omax) = To x %K (sin2 {am;"}) : (5.21)

oun K(z) = fol (l_ug)?w et 7o est la période aux petits angles définit par Eq. 5.11 (en 2008,
il a été montré que la fonction K se calcule remarquablement bien numériquement au moyen de
suites arithmétiques et géométriques). La Fig. 5.4 montre que la période d’un pendule simple est une
fonction croissante de 'amplitude Op,ay. Dans la limite 0, = 7, 7 = oo, i.e. le pendule s’approche
de la verticale en un temps infini . Le développement limité de Eq. 5.21 au deuxieéme ordre redonne

bien la formule de Borda.
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A t qcq

T>T

0«1

Y

FIGURE 5.3 — Aux grands angles (ici Opax = 150°), le mouvement du pendule n’est plus harmonique.
La période des oscillations augmente avec 0y, .

T
To
A Cas général
41
3t
20
Formule de Borda
[
Approximation harmonique
. . > O
x x 3z ax
O 4 2 4 a

FIGURE 5.4 — Evolution de la période d’oscillation d’un pendule simple en fonction de 'angle 0pax.
Les approximations harmoniques et de Borda sont données pour comparaison.

5.2.3 Tension du fil

En combinant les équations Eqs. 5.1 et 5.14, on exprime la tension du fil comme
T =mg (3cos — 2cosOpax) - (5.22)

Ainsi, T (Omax) = mg cos Omax. En particulier, si Op,ax > /2, la tension peut étre négative. Dans ce cas,
T = 0 pour 65 = cos™ ! (% cos Hmax>. En pratique, deux cas peuvent se produire dans cette situation.
Soit le fil est inextensible et il travaille en compression (le fil pousse la bille), soit il est souple et la
masse chute de maniére balistique.

La Fig. 5.5 représente I’évolution de la tension telle que donnée par I’équation 5.22. De facon
surprenante, des erreurs sont souvent commises lors du tracé de cette figure, en apparence simple. En
particulier
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FIGURE 5.5 — Tension, vitesse et accélération au cours de ’évolution du pendule.

e T est maximum en 6 = 0. Tiax = Mg (3 —2c08bOmax) > mg : a la verticale, la norme de la
tension est plus grande celle du poids pour assurer la force centrale nécessaire a la rotation.

e [’accélération a est colinéaire a ug en O, et a u,. en 6 = 0. En général, a et v ne sont pas
colinéaires.

e v est maximum a la verticale, i.e. en 6§ = 0.

5.2.4 En résumé

A savoir sur cette partie :

1. Un pendule simple n’est pas un oscillateur harmonique (c’est le cas uniquement dans la limite
des petits angles).

2. La période augmente avec 'amplitude (le must : connaitre la formule de Borda).
3. La tension du fil s’annule a trés grand angle (et donc si il est suspendu par un fil, il tombe).

Note : Dans les mauvaises lecons, le pendule est présenté d’emblée et sans précaution comme un
oscillateur harmonique isochrone.

5.3 Le pendule réel

En pratique, on s’apergoit que i) aux petits temps, la période des oscillations donnée par I’équation
5.21 doit étre corrigée pour correspondre a la période mesurée du systéme réel et ii) les oscillations du
pendule s’amortissent : le pendule relaxe vers une position verticale correspondant au fond d’un puits
de potentiel # = 0[27]. On montre ci-dessous que ces écarts viennent essentiellement du fait quun
pendule réel est une distribution de masse non-ponctuelle soumise a des frottements.

5.3.1 Distribution de masse

On regarde dans un premier temps ce qu’il se passe lorsque le pendule n’est plus ponctuel, mais
est une distribution de masse m, de centre de masse GG et de moment d’inertie par rapport a G I;g
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FIGURE 5.6 — Exemples de distributions de masses d’un pendule réel.

(Fig. 5.6). On note d la distance OG. Ainsi, le moment d’inertie par rapport @ O I,o est donné par
Lo =md*+ 1. (5.23)

Le théoréeme du moment cinétique projeté selon ’axe de rotation donne

I/Oé = —mgdsin 6. (5.24)
L’équation d’évolution du pendule pesant est donc

. d

6+ 9% g =0, (5.25)

/O

L’équation du pendule pensant s’obtient a partir de celle du pendule simple en remplagant g/l par
mgd/I,o. En utilisant Eq. 5.23, la période d’oscillation aux petits angle s’écrit

[ 10 lg  1a
0 T mgd ™ + mgd (5.26)

Ainsi, si [/ < md?, To ~ 2m g, et I'approximation du pendule simple marche bien. Considérons

deux exemples caractéristiques :

e un pendule constitué d’une sphére de rayon a attachée a un fil de longueur [ et de masse

négligeable (Fig. 5.6, au centre). Iig= %ma2, d’ou

mean (142 (2)) 52

de telle sorte que

ATy 1 2

Pour @ = lem et [ = 1m, on trouve A7y/7g ~ 2 - 1075, une correction négligeable.

e une barre de longueur [ est fixée en O par son extrémité (Fig. 5.6, a droite). I, = %le. En
notant que d =1/2, I, = 2ml?. On obtient

121

Dans ce cas, la correction de période due a la répartition de masse du pendule ne peut pas étre
négligée.
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5.3.2 Frottements et amortissement

Un pendule réel est soumis a deux types de frottements :
e des frottements solides d’intensité constante venant du pivot qui s’opposent au mouvement,

e des frottements fluides subits par la masse et par le fil. On estime le nombre de Reynolds dans
I’air ambiant pour un pendule formé d’une sphére de 1 cm suspendue d’un metre par

1x1x1072
poa  ZX 2 X 20 500, (5.30)

R
°T oy 2-107°

Le régime de friction est donc essentiellement quadratique. Le fil, dont la section efficace est
beaucoup plus faible, apporte un terme de friction linéaire. On notera que ’exemple académique
d’un pendule magnétique amortit par courants de Foucault (frottements linéaires) n’est valable
que qualitativement.

On modélise 'action de ces deux types de frottements en généralisant Eq. 5.7 par
. (2. e : 5 .
0+ —0+a‘9’9+csgn«9 + wj sinf = 0. (5.31)
T

Pour identifier les effets spécifiques aux frottements solides et fluides, on se place dans le régime
des petits angles sin§ ~ 8 et on étudie le role des différents termes séparément.

e Frottements solides, petits angles. Avec sin @ ~ 6 (approximation harmonique), on étudie ’évo-
lution du pendule donnée par

+1, sif>0;

. 5.32
-1, sif<O. ( )

0+ wif = —csgnd = —c x {

La résolution de I’équation différentielle linéaire avec second membre constant Eq. 5.32 sur la
premiere demi-période 0 < ¢ < 7/wy donne

0 (t) = Acoswyt + Bsinwot + (5.33)

{&]=

solution homogéne
solution particuliere

On détermine les constantes A et B en utilisant les conditions initiales 6 (0) = 6y > 0 et 6 (0) = 0

c c
0(t)= (60— — t+ —. 5.34
()= (00— 55 ) coscant + 5 (539
A la fin de la premiére demi-période, Pamplitude du pendule vaut 0 (7/wg) = —6y + 2¢/wi,

le deuxieme terme correspondant a l’amortissement du aux frottements solides. De la méme
manieére, sur la deuxiéme demi-période (7m/wy < t < 27 /wyp), 'amplitude du pendule est donnée
par

3c c
0(t) = (90 — w%) cos wot — ek (5.35)

et aprés une période entiere, 6 (27 /wy) = 0y — 4c/wd. Par récurrence, on obtient

0(t) = («90 — W) coswpt + (—1)" wcg’ (5.36)

pour nw/wy < t < (n+1)m/wp, n = 0,1,2.... Ainsi, en présence de frottements solides, 'amplitude
des oscillations décroit linéairement et I’amortissement se fait en un temps fini (Fig. 5.7).
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e Frottements fluides, petits angles. L’évolution du pendule est donnée par
. 9. )
0+ —0+wy6 =0. (5.37)
T

Typiquement, pour un pendule dans l'air, le temps d’amortissement est bien plus long qu’une
période d’oscillation (wor > 1). L’évolution d’un pendule laché sans vitesse initiale est donné
par

0 (t) = Ope ¥/ coswit — 0, (5.38)
t—o0
ou wi est la période du pendule libre corrigée au second ordre

1
= 1———. 5.39
w1 wo ngQ ( )

L’amplitude décroit exponentiellement (et donc peu efficacement a grands temps). Cette dé-

0 0
frottements solides frottements fluides

0.54

-0.5}

—1}

FIGURE 5.7 — La décroissance de 'amplitude des petites oscillations du pendule est exponentielle (resp.
linéaire) pour des frottements fluides linéaires (resp. solides).

croissance est rarement observée en pratique, car la force de friction est non-linéaire.

5.3.3 Poussée d’Archimede
La somme du poids et de la poussée d’Archimede s’exercant sur le pendule s’écrit
P+II=(m—m,)g, (5.40)

ol m, est la masse de 'air déplacée par le pendule. Ainsi, la contribution de la poussée d’Archimede
a la dynamique du pendule s’écrit sous la forme d’une force de gravité effective geg

P + I1 = mges, (5.41)

ol gef = (1 — m/my) g. L’équation Eq. 5.12 permet d’estimer la correction de période associée

AT 1Ag 1ma  1pg

= -2 s 42
To 2 g 2m 2p (542)

Dans les conditions habituelles, on trouve une correction de l’ordre 2.5107%, peu importante en TP,
mais importante en métrologie.

Remarques :

e La force hydrodynamique de « masse ajoutée », due a l'accélération de l'air due au pendule
donne des corrections du méme ordre de grandeur.

e On peut compenser les corrections de période dues a la friction et a la poussé d’Archimede par
un choix judicieux de I et m (pendules de TP de type Bessel).
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e En horlogerie/métrologie, on impose au pendule un couple supplémentaire appelé échappement
par le biais d'un mécanisme pour compenser ces corrections, y compris les effets non-linéaires.

e Si initialement, le pendule est lancé avec une composante de vitesse hors du plan non-nulle,
son mouvement est ellipsoidal avec précession (effet different de la précession due a la force de
Coriolis dans le cadre d’un pendule de Foucault).

5.3.4 En résumé

A savoir sur cette partie :
1. Sila condition [, < md? n’est pas valide, le pendule doit étre traité comme un pendule pesant.

2. Un couple de frottements secs fait décroitre linéairement 'amplitude des petites oscillations du
pendule simple. Un couple de frottements fluides provoque un décroissance exponentielle.
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