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 العربية مقدمة الترجمة
 
 

 العربية،   باللغة، القارئعزيزي 

لى لغة أ جنبية لا    هنصًا كتبه بنفس  المرء  رىييا له من شعور غريب أ ن   فهمها  ي مترجًما ا 

على الا طلاق! هناك مزيج من الفخر والفضول. هل هذا الكتاب العربي الذي أ مامي 

ليزية؟ هل تتخطى الرياضيات اللغة المس تخدمة للتعبير ڤ"هو نفسه" الذي كتبته بالا ن 

هرب هل  مبتهجا  بصراحة،؟  ”كتابي“ني  م  عنها؟  أ ن ب  سأ كون  أ عتقد  لا  ل نني  ذلك 

   حد.الرياضيات ملك ل  

مجرد    زميج هي  الرياضيات  أ ن  وفقاً    لغة،البعض  مكتوبة  الرموز  من  طويلة  سلاسل 

أ خرون أ ن  ادللا ينبغي للمرء أ ن يبحث عن المعنى المطلق فيها. يُج  وأ نه معين،لتركيب  

لا نعرف   اموجودقد يكون  كونّ و  مجرّد اتيم رياضي اللغة ليست سوى أ داة لوصف عال  

عي البعض ال خر أ ن الرياضيات لا  يدّ   أ خيرافي مكان ما في الجنة ال فلاطونية.    أ ين،

لا في عدد قليل من الوصلات   والتي تختلف بالتالي بالنس بة   العصبية،يمكن اختزالها ا 

أ ن أ تخيل أ ن   شاركها جزئيًا فقط من خلال الكلمات. أ حبّ ت كل واحد منا والتي ن   لىا  

وذلك على    الا نڤليزية،لهذا الكتاب العربي يختلف تمامًا عن نسخته    اتيالمحتوى الرياضي 

يتم   هأ ن  دائما  يضيف شيئاً أ خر. اعتقدتل نه  وجه التحديد ل نه مكتوب باللغة العربية و

سواء   طبيعية،  بلغة  الرياضيات  عن  ال مرالتعبير  أ و  بال  تعلقّ  أ و ڤ نالا  فرنس ية  ليزية 

من  ال يتجزأ   لا  جزء  اللغة  هذه  وأ ن  لا    الرياضياتي،المحتوى  عربية،  غامض.  تعايش  في 

يزوتشأكلا عاديايمكن أ ن تكون الترجمة  بداع جديد ويجب ا  نها ا    .ا ب  علينا الاس تمتاع: ا 

كتابًا مهمًا يقضي على بعض معتقداتنا.    ان أ ورمان كواينڥكتب اللغوي الشهير ويلارد  

ّ   مس تحيلة  الا يزوتشأكل   -يوضح أ ن الترجمة    "،في "الكلمة والشيء ليس لها معنى    هل ن

لغة.    جوهري. كل  في  فيه  لبس  لا  بشكل  عنها  التعبير  يمكن  واحدة  حقيقة  توجد  لا 

وفجأ ة   كواين ميقدّ  لغتها.  عن  شيئاً  يعرف  لا  قبيلة  لغوي  عالم  يزور  فكرية.  رى  يتجربة 
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"  أ فرادهاأ حد   يركض ڤاڥاڤيهتف  أ رنبًا  يرى  الوقت  نفس  وفي  هل هاربا  اي!"   . 

تعن ڤاڥاڤ" ما    اي"  هناك  ليس  ذلك"ال رنب"؟  يقصد   المتكلمل ن    يؤكدّ  كان  ربما 

كوايالهروب   أ طروحة  فا ن  لذلك  أ خر.  شيء  أ ي  هيأ و  لغوي    ن  يواجهان    ينأ  ف  ك  ين  أ ن 

قام  يؤسسا  أ ن  غير متوافقين ولكنهما  و نفس المواقف يمكن  جراء للمرء  سمحان  ي سين  با 

هؤلاء    ة  متماسك  يث  داحأ   يمكن  الناس مع  لا  لذلك   وفقاً  ودائمااي"،  ڤاڥ اڤ" ترجمة. 

ن كوني. معنى  تعابيرنا ليس ل ه لكواين، فا 

ن تعميم هذا النوع من الح ج على الرياضيات أ مر محفوف بالمخاطر، وربما مفرط في جا 

عة" ن كلمةتيارياضيا  ينطقعندما  ف   ذلك،التبس يط. ومع   نوَّ على سبيل المثال، فا ن   "م 

تفسير   في   ،الخاصَّ ه  لكل منهما  تمامًا عن التعريف "الرسمي" الموجود  يكون بعيدًا  وربما 

الكلمات الجادة.  الرياضيات  ، "Variété"   ،"Manifold"عة"،نوَّ "م   كتب 

"Mannigfaltigkeit"  ،"Variedade"     الذهنية الصور  من  الكثير  تثير  أ لا  لخ.  ا 

 تكوين رأ ي شخصي.   ئيقار لعندما نسمعها أ و نقرأ ها بلغتنا؟ أ ترك 

وكمصدر    اليونانيون  تركهك داة لنقل التراث الذي    العربية،تدين الرياضيات كثيًرا للغة  

 جديدة. لرياضيات 

الا بداع الجديد!    لذلك، هذا  خليف الذي صنع  حمزة  أ شكر  أ ن  أ ود  بكل فخر وامتنان 

فيلم   ترجم  أ ن  له  س بق  حيث  مبتدئاً  ليس  نه  " أ بعاد"  ي  ا  و  واشال "  اللغة شَّ لى  ا   "

لى العربية صعبة بشكل خاص ل ننزهة"ال  هأ ن تكون ترجمة هذ  لا بدّ العربية.   ه ريما  " ا 

الرياضيات    هناك في  التقنية  الكلمات  من  اللغة  التي  العديد  في  يقابلها  ما  لها  ليس 

 . يقدم حمزة معجمًا في نهاية الكتاب لمساعدة القارئ   .العربية 

التقيت  .حو تبه عن المنحنيات والسط ر ك  ظهِحمزة للرياضيات نقي وصادق كما ت    بّ ح  

لقد كانت واحدة من أ كثر   الوادي.في مؤتمر رياضيات لا ي نسى في    2005به في عام  

 .شكرا حمزة .الندوات الممتعة التي أ تيحت لي الفرصة لحضورها

 

2021ديسمير  11پاريس، في 

تن��ـه

 حمزة خليف

، إلوإدي CIMPAمدرسة 

. 2005مارس  10-فبرإير 26

لى لغة إلأصل   من أأجل نطقٍ أأقربَ إ 

و بعض  سماء  لأ  للبعض  إلرياضياتيين 

يس تعمل    ،علامسماء إلأ إلأ إلآخر من  

إل ضافية  إلعربية  إلحروف    إلنص  

وف  إلش بكة  على  )إلمتوف رة 

(  2019أُف يس"    "مايكروسوفت

ف   يقابلها  ما  مع  أأدناه  إلموجودة 

إللغات إللاتينية. 

سيجن ـ يت  ا
�س�تعمل النصّ ٔ�یضا ٔ�مام كلمة �شاكل 

البوادئَ : إ�زو (م�ساوٍ)، ��طو 
)، هولو (�م�) وهومُ�و (ش��هٌ)  (ذاتي�

لعدم وجود مصطل�ات موّ�دة 
�لعربیة في هذا الش�نٔ. (المترجم)

- oو : -g:  ڨ-v: ڥ-p:پ 

: -  eu[ø]:  ۆ  -ou ، uوُ

 e ،é، ،è ê: ې-u[y]: ۈ

[e, ø, ,:, e] .
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https://www.chaos-math.org/fr.html
https://fr.wikipedia.org/wiki/Aide:Alphabet_phon%C3%A9tique_fran%C3%A7ais
https://fr.wikipedia.org/wiki/Aide:Alphabet_phon%C3%A9tique_fran%C3%A7ais
https://fr.wikipedia.org/wiki/Aide:Alphabet_phon%C3%A9tique_fran%C3%A7ais


 المحتويات

 1 مقدمة 

5 خارطة طريق 

 11

17 نالد كنوثأ نماط وتبديلات : د  

27 التبدیلات القاب� �لفصل

35 هيپاركوس وشرودر 

 De methodis serierum et fluxionum :43 طريقة نيوتن

 :  De methodis serierum et fluxionum 51  متسلسلات نيوتن

59 بعض من الجبر الشكلي 

69 حول المنحنيات الجبرية سڤاو 

ثبات ادعاء ڤاو  79 ت يا فرد حول الم    س ا 

De seriebus divergentibus  :    87 ن كار ا لر، كوشي و پ و وي  أ

95 التقارب : كوشي 

111 موبيوس وشريطه 

 viiمقدمة الترجمة العربیة

ڥيتش ٻ نتس  كثيرات الحدود المتقاطعة : ماكس يم كو 



 x 

121 قلادات موبيوس 

133 ت ياحل المفرد

143  كرة وتلييف هوپف - 3الـ 

157  وريقاتوثلاثية ال قرنةال

 ! 169

177 ميلنور وتلييفه جاك 

    191

 199

 211

 221

229 : المنحنيات في المس توي   سويعود ڤاو 

243 خوارزمية   المخططات الوترية التحليلية :

257  شابكةالمخططات الوترية التحليلية : البيانات المت 

275 والربط  سڤاو 

 285

 293 خاتمة 

 295 شكر 

 297  ت الصورداعتماا

299   مصطلحات

َ
فردة   المعمولات ال

  -تاماري  -شرودر  -اركوس پالسطوح لـ هي  يع يتجم 

 

 ( ات رادٻپ )أ   عَمولات ال

 فٻ ش  سطا 

وفضاءات الحلقات فٻش  جيم سطا

: اللا متغيرات الكونية   ڥيتشٻ نتس  كو  ويعود

ايرخ أ ز ۆ  يوپروتك ڥي



مقدمة 

ة  حدود  مبرهن كثيرات  عة  رب أ   .1P ،  2P ،  3P ،4P      ذات المتغير الحقيقيx     ل يمكن أ ن

 تحقق 

•1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( )P x P x P x P x     من أ جلx      ،0.صغير x  

•2 4 1 3( ) ( ) ( ) ( )P x P x P x P x    من أ جلx     ،0.صغير x

ا: نتيجة أ ولية جديدة على أ ربع     !2009كثيرات حدود في عام  ةمنبهرا

أ كثر عَومية، لدراسة الموقف عندما يكون  في وقت لحق، حاولت وضع هذا في س ياق 

أ كثر من أ ربعة كثيرات حدود وما ا لى ذلك. وكانت النتيجة رحلة ممتعة، مع الكثير من  لدينا  

من مختلفة  فترات  في  مدهش،  بشكل  مختلفة  رياضياتية  مجالت  في  تاريخ    الالتفافات، 

ل جزئياا  .الرياضيات  . كالعادة، أ دى هذا ا لى مشكلات مفتوحة لم أ تمكن من حلها ا 

هذه ا لى  القارئ  دعوة  هو  الصغير  الكتاب  هذا  من  الرياضي  الغرض  أ ختر   اتية.النزهة   لم 

محددا  الطريقة هدف  ا لى  للوصول  فاعلية  النص  ،ل كثر  لهذا  هدف  يوجد  ل  الواقع  . وفي 

©

 

داريًً وكان الزميل  2009في مارس   الجالس بجواري يشعر بالملل أ كثر مما ، حضرت اجتماعاً ا 

عليه. أ ن  كنت  الواضح  ذهنه   يدوركان    من  أ خر  في  وفجأ ة،    .شيء 

واحدةمر   وكلمة  خربشة  على  تحتوي  پاريس ية  مترو  تذكرة  لي  "مس تحيل  ر  هذه    .":  كانت 

دقائق وبعض الهمس  اس تغرق ال مر بضع     !أ ن يطلعني عليهاهي المبرهنة الجديدة التي أ راد  

 .هنا البيان  .ثباتقبل أ ن أ تمكن من تخمين بيان المبرهنة وبضع دقائق أ خرى للعثور على ال  

حدود   كثيرات  ل ربعة  للرسوم البيانية  الموضع النس بي  كنت   حقيقية لبعض القيود.يخضع  لقد 

ڥيتشٻ نتس  كو  مكس يم  



نزهة رياضياتية فريدة   2

دائرة صغيرة تقطع

.منحنيا في نقطتين

 منحن بثلاثة فروع 

.ABACCBالكلمة الدورية المرتبطة

خمسة فروع مس�تحی�.

A A
B

B

C

C

A A
B

B

C

C

D

D E

E

رنية ق  نفطة 

   

منحن ألمس  .

. 

. 

ويمكنكم أ ساسي  بشكل  مس تقلة  تقريبًا  الفصول  تريد  جميع  عدد  أ كبر  ذا   .منهاه  ونتخطي  ا 

مسطحًا    وجدتم أ و  جدًا  شاقاً  بسهولة  فيمكنكم  جدًا،قسمًا  بزيارة س    .تجاوزه  نقوم 

مع    نتعاملنحن   .المعاصرين  يينلعديد من الرياضيات ا، ولكن أ يضًا  ساو  ڤوس ونيوتن و ك ار پهي 

( , ) 0F x y حدود   F حيث  = حقيقية.  بم x،  yلـ  كثير  في  ي عاملات  أ نه    جوار تضح 

والتي   للاختزال،من القطع غير القابلة    نتههو اتحاد عدد م  ل حدى نقطه، مثل هذا المنحني

في   الجدل  من  الكثير  موضوع  الفروع  هذه  طبيعة  كانت  الفروع.  عادةً    الماضي،تسمى 

الرئيس  س و  والنتيجة  بالتفصيل.  الموضوع  هذا  الفروع  ينناقش  أ ن  هي  ولوجيا!  پطو  ملساءة 

لى   وّلهي    مس تويمحلي لل  مستشاكل()  تشاكل  يوجد  فرع،كل من أ جل بتعبير أ دق  ا 

 . في نقطتين بالضبط  p  مس تقيم. يتقاطع كل فرع مع دائرة صغيرة متمركزة في

للمنحني  العديدة  للفروع  النس بي  الوضع  دقة  يعتبر  يتم    مفردة،لنقطة    جوارفي    .أ كثر 

ال دائرةطوپولوجيا  وصف  على  النقط  من  زوجي  مثنىمقترنة    ،بعدد  عطاء  مثنى  ا  يتم   :

الفروع بواسطة  على    .الاقتران  في  2nنحصل  مجمعة  دائرة  على  كل  ل  ،ثنائية n نقطة 

 . لون أ و حرف ثنائية

أ ذكر   أ ن  الآن  وج   مبرهنةيمكنني  أ و  ال  تناس تكون  بشكل  آخر،نهائية  الم ك   با من  نارة  نوع 

 ما  هايظهر اتجا 

، A   فروعكون من خمسة  م  يلمنحن جبري حقيقي في المس تو   يةفردموجد  تل   .مبرهنة

B ،C،D،E تتقاطع مع دائرة صغيرة كما في الصورة في الهامش . 

 

من   وعلوم    ات،ي ق ي ف اوالتو   ،ب رك  الموالتحليل    والهندسة،  ولوجيا،پوالطو  الجبر،القليل 

 .الريًضياتنزهة في عالم  .اسوبالح

ثباتها في أ حد الفصول ال خيرة   نيو دع  تمامًا،عشوائية   ربما تكون هذه    .أ قتبس نتيجة سيتم ا 

    .العملهي النتيجة الجديدة الوحيدة في هذا 

 . C مس تو   على منحن   نقطة p لتكن

ذا كان     .فا ن الصورة المحلية ليست مثيرة للاهتمام ،أ ملس   C ا 

كان ذا  نقطة  p  في  امفرد C ا  المثال  سبيل  على  تعقيدًا،  أ كثر  الصورة  تكون  فقد  ق رنية، 
2 3. x y=  على  دراس   لنقتصر الم تنا  الجبرية  معادلة   عرفةالمنحنيات  بواسطة 

هذ  ذلك،ومع   تحويل  وليس  الهدف  من  نوع  لى  ا  الوصول  أ جل  نزهة   نزهةال  ه من  لى  ا 

 .

يو   هوم 
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وسوف   يروا ا لى ال مام ...س  "

"ال يمان  يلحق بكم . 

 .

 ؟ اتيقتراح للعالم الرياضي ا

آ   لمشاهد.بعض هذه اب الجامعيين المتحمسين اليوم   ارسينمل أ ن يس تمتع بعض الد أ

 .يمكننا الآن الشروع في رحلتنا 

 

 

كاملًا لجميع التكوينات الطو  مبرهنةسأ ثبت    الواقع،في   تقدم وصفاً  دقة بكثير  ولوجية  پأ كثر 

هذا  .الممكنة لفروع منحن تحليل  كتبت  الصغير" لقد  قارئ  اأ خذ  "الكتاب  الاعتبار    ا بعين 

 صرت المتطلبات ال ساس ية على خلفيتي الشخصية عندما اجتزت امتحانت ق ا  فقد  للغاية،

بالضبط"التبريز" عامًا  أ ربعين  قبل  أ واجه(  ☺،  زلت  )وما  واجهت  أ نني  بوضوح  أ تذكر   !

رياضي  أ طروحات  قراءة  في  كبيرة  بالتفاصيل    طويلة،ة  اتيصعوبات  وأ نني    التقنية،مليئة 

من   كثير  في  ضرورية  والتفاصيل  الدقة  أ ن  الآن  تعلمت  لقد  الصور.  لى  ا  النظر  فضلت 

في   مغر   الرياضيات،ال حيان  زلت  ما  ما  لكنني  أ تخيل  أ ن  حاولت  لقد  بالنزهات.  جدًا  مًا 

أ ن   هذا    عليه  كونتيمكن  تجاه  أ فعالي  بين     .كمبتدئ  الكتاب،ردود  "المحادثة"  هذه 

مني  وذكر م "  أ نا  "نسختين  للاهتمام  القصيرةتثيرة  بالقصة   "El Otro" ني 

عادة بناء الماضي؟  (Borges)لبورجس   . هل كان حلما؟ ا 

محله  في  تحذير  بهيكل  اكلمة  مكتملًا  مدرس يًا  كتابًا  ليس  هذا  .  برهان   -  مبرهنة  -  تعريف: 

وقت    تيهلل   ينمس تعدً   تكونواأ ن    عليكم آخر،  لىا  من  من    أ العديد  في  الحال  هو  كما 

وفي الواقع سيتعين    دقيقة،مني بسبب عدم وجود تعريفات    ون ستتذمر   أ علم أ نكم .النزهات

...    عليكم المخبوزة  نصف  التعريفات  ضرورية    ،بالطبعقبول  المدرس ية   أ قدمسو الكتب 

ومع   الهوامش.  في  المراجع  من  الرياضي  ذلك،العديد  وال مثلة  ال فكار  بأ ن  مقتنع  ة اتيأ نا 

دالمب  قال  كما  البراهين والتعاريف الرسمية.  اس تمر ٻتس بق  "فقط  ذات مرة:  ... وسوف    وار 

بكم تر   يلحق  قد  والآخر    ونال يمان!".  الحين  مثل   انوراماپبين  الضباب،  من  تنبثق  جميلة 

 يد فريدريش ڥ ار دي پبقلم كاس   المقال،تلك الموجودة في مقدمة هذا 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

كنت  بذاتي  أ نا:  ا واحد عندما  التدرججامعيًا    دارسا،  دون  ما  مرحلة  محددًا  في  ل كون   ...

(Der Wanderer über dem Nebelmeer (1818))  :
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 تفصيل من 

“Essai d’une distribution généalogique des sciences et des arts 

principaux” (Chrétien Fréderic Guillaume Roth, 1769). 

دراج قع  ت  .ردالمبـ   و ديدرو لـالشهيرة   Encyclopédie ة لموسوعةيكواجة رئيس    اوقد تم ا 

هل   .و "نظرية المنحنيات" في الزاوية اليمنى العليا  "الرياضيات" في الزاوية اليسرى السفلى

©المعرفة البشرية منظمة كشجرة؟ 

https://encyclopedie.uchicago.edu/
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المنحنيات  ا لى  الحدود  لكثيرات  البيانية  الرسوم  من  المشكلة  تعميم  ذلك  بعد  نحاول 

بواسطة    فةعر  الم  المس توية، )  حقيقيةالحدود    كثيرة    عادلةمضمنيًا  , ) 0F x y وهذا    .=

طو فهم  المنحن پيتطلب  في    ولوجيا  التحليلي(  )أ و  تعود    .فردةملـنقطة    جوار  الجبري 

س تثنائية بعنوان  ،1669النتائج المهمة ال ولى ا لى نيوتن في عام    Tractatusفي ورقة 

de methodis serierum et fluxionum ، فصلي  مدى درسها علىس ن .

.كثيرات الحدود  5تبديلة معرفة بـ 

©لنيوتن  " de methodis " من 

تعني،  إلى "ورقة" والتي  ب�ساطة  �لك�اب،  أ�صلیة  ��لغة  ٔ�سوة   ،"Paper" الس�یاق، تمت �رجمة كلمة    في هذا 
بداهة، ورقة بحثیة، إلخ. (المترجم)

ا



ال    ال ولى  ال ربعة  الفصول  لعائلة    وضاعتناقش  البيانية  للرسوم  كثيراتالنسبية   من 

من  التي ذكرتها في المقدمة.    مبرهنةبروح    P  ،... ،nP 1الحدود الحقيقية  

)  قيملقارنة  خلال م )iP x  أ جل ا لـالقيم  لقيم الموجبة الصغيرة و من     x السالبة الصغيرة 

تبديلةنت  ت     لـ  ج  1, ..., n  سأ عطي توصيفًا   .0جوار  صف الصورة المحلية في  ت   تي لوا

بالفعل في تمويه مختلف من    اأ نه قد تم اعتباره  تبي  .  تهذه التبديلال دقيقاً ا لى حد ما  

"التبديلا  ،اتيييفيق اتو ال قبل   اسم  مجموعات   القابلة  تتحت  بفحص  نقوم  ثم  للفصل". 

وال     عدد   أ يضًا  نحسب .  اسوبالح   برمجة  فن  في  كنوث  دونالد  قدمها  كما  ،خراجالدفع 

ال    ،للفصل  القابلة  تيلاالتبد هذه  أ ن  لكتشاف  فرصة  هذه  تم    عدادوس تكون  قد 

 .، منذ أ كثر من أ لفي عاماركوسپ هي  قبلاعتبارها بالفعل من 

 
طريقاً    لىا  نظرًا   نتبع  لن  بالتأ كيد  لىو   مباشًرا،أ ننا  ا  تكون  نظرا  أ ن  يجب    ين مس تعدً   واأ نه 

هو    الاختيارية،  الانعطافاتلبعض   كما  مفيدًا،  الرحلة  لمسار  تقريبًي  مخططً  يكون  فقد 

 . الرحلاتم ل منظ  ب  ق  الحال في العرض الترويجي لحزمة س ياحية من 

تش  ي ڥ ٻ نتس  كو 
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من ٔ�طرو�ة ڤاوس ��كتورا

 تفجير قرص ثلاث مرات 

أ لياف هوپف 

©

©

©

ل يجاد   الشهيرة  نيوتن  لطريقة  تفصيلي  الورقة على عرض  هذه  تقريبية لجذور    قيمتحتوي 

لم  للكلمة،بالمعنى الدقيق  .لمضلعات نيوتن قدم الفكرة ذات الصلة ت اكما أ ن   .كثيرات الحدود

نيوتن   المنحن   البراهي،يقدم  أ ن  فهم  م   لكنه  عدد  من  يتكون  محليًا  من    نتهالتحليلي 

لم   الفروع، بيانية"  "رسوم  القو ت وهي  ال    شكلية ال   ى سلسلة  فصل  اسذات  المنطقية.  س 

ال أ سميته    -ا ضافي   ويقدم    -  شكليالجبر  الحديثة  المصطلحات  في  نيوتن  نتائج  يشرح 

   .البراهي 

هذه   ثم    النقطة،حتى  بحتة.  جبرية  المناقشة  ة  مبرهنلل  ساو  ڤل  برهان أ ول  راجع  نس تكون 

باس تخدام حجج ذات طبيعة   -  1799عام    )هكذا(  لدكتورال   تهأ طروح   -  لجبرلال ساس ية  

يعتمد هذا على الادعاء غير المثبت بأ ن    .والتي كانت ثورية في ذلك الوقت   ولوجية،پطو

ن منه  يدخل القرص يجب أ ن يخرج  جبريا   يامنحن   أ كثر دقة مما   على هذا الادعاء برهانال. ا 

رياضيا   له،تخي  يمكن   يتمكن  القرن    نتيا ولم  في  ثبات ذلك  ا  من  نفس الاسم  في  يشتركان 

 .التاسع عشر

و  لروي  أ  كان   في    ېكارن  و  پ  وكوشي  عظماء  يتناولن   ت.سلسلات الم   معالجةأ ساتذة  فصلان 

ناية   . اكتشافاتهم لكوشي باس تخدام  الثاني،في  النهايات  على  حساب  أ خيًرا  حصلنا   ،

ثبات من  يمك    .نيوتن   تسلسلامت تقارب  ل   ا  هذا  حول    تبيانننا  صغيرة  دائرة  مفردية أ ن 

ا في عدد زوجي من النقط وتحدد مخطط  منحن تحليلي حقيقي مس تو تتقاطع مع المنحن 

 .  عة في أ زواجدوريًا على دائرة ومجم   ةمرتب  ةنقط 2nأ ي  ،ياوتر

ا الثلاثة  بطو ل تيالفصول  معنية  التحليلية   مفرديةولوجيا  پة  المس توية   نفس    .المنحنيات 

الم   التفجير،طريقة   من  نوع  الميمك    هروهي  في  بعمق  النظر  من  الناحية  .  يةردفننا  من 

2ل ـ أ ن  لىا  نظرًا    .الزيارة  وتس تحقجميلة    بةرك  الصور المحلية لمنحنيات مس توية م
C  ا ب عد

ننا  ،4يساوي    احقيقي من    .ديةفر صغيرة ثلاثية ال بعاد حول الم   بـكرات  نحن الم طع  س نق  فا 

 .فپ هو تلييفمثل  ،رائعة أ ش ياءتنتج  تحتى المس تقيم   هذه،وجهة النظر 

ذا تم اس تخدام المهر عدة    وبيوسلمقلادات أ و  ،وبيوسلم اشريط هذا  مقد  ي   ولوجية،پالطو ا 

 . تيافردحل المس تصبح عملية التفجير أ داة قوية في  .مرات
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تجميعيّ السطوح

©

©

وريقات ثلاثية ال عقدةم 

3ة  لقرنامثل    تعقيدًا،ت ال كثر  يافردالم   2 0x y− موصوفة بالعقد والروابط. من أ جل   =

نجًا جديدًا تمامًا  1850الذي اقترح في عام    ،ۆپويز ڥكتور  نقوم بزيارة    العامة،فهم الحالة  

عام  لم  في  نيوتن.  ميلنوراس تخدم    ،1968سلسلة  صورة    جاك  ل عطاء  ال فكار  هذه 

أ ننا نكتشف   للاهتمام،ومن المثير    .ولكن ل تزال على ال عداد المركبة   كاملة،ولوجية  پطو

 متعددات الرؤوس . هذه عائلة منتجميعي  السطوحو للفصل    القابلة  تصلة بين التبديلا

قدمهاالمح "الت   تاماري دبة  معنى  فهم  أ جل  مقرب  جميعيةمن  ".  بترادف 

هذه  باس تخدام الرؤوس  كانمتعددات  توصيف    ،  ا عطاء  على  قادرًا 

ولوجية. اتضح أ ن هذه كانت نقطة  پالطو  لزمرمثل ا الترادف  ات التي لها نفس نوعفضاء لل 

  الع مولتنظرية  ل البداية  

الع  پ والطو  ةالحديث الجبرية.  ولة(    تلو مولوجيا  عم  وهي    بنى هي  )جمع  جدًا  عامة  جبرية 

عطاء أ مثلة نموذجية عن طريق ال شجار والضفائر و   فضاءات تتكيف تمامًا مع وضعنا. يتم ا 

يمكن   ،ا لى هوميوتشأكل مقرب  ت،يافردالموما ا لى ذلك. سنرى أ ن مجموعة كل    ليشك الت 

 ل جمالية. وهذا يساعد على فهم الصورة ا  فردةم عمولةاعتبارها  

المف  ا لى هدفنا  أ خيًرا  التم قودوصلنا  المرتبطة  ل  فصلين،الكامل، في    ييز:  الوترية  لمخططات 

 . المنحنيات المس توية التحليلية الحقيقية  بمفرديات

الكتاب بفصلين   تتم  ، نائي  رخأ  و   ل عداد الارتباط  ساو ڤ  تقريب حول  واحد   .ا ضافيينيخ 

الكوني  حول  ،برهاندون   الرئيس .  تشي ڥ  ــكونتسلللعقد    اللامتغير  هذا    الغرض  من 

 . س تكشافالفصل ال خير هو تشجيع القارئ على مواصلة الا

فٻش  طاسو  

 

  ادف التي تلعب دورًا أأساس يًا في نظرية التر  ،دات(راٻ پ الأ )نظرية   

مغلقة    )أأو عمرًى( ، بخصوص حلقاتسڤاو  ملاحظة قصيرة منبفحص    نقوم  فقط،للمتعة  

روة )  الحلقةحول    مع السير  .عادية  مضاعفةذات نقط    لس تويفي ا تتم زيارة كل   ،(أأو العم

هل يمكننا وصف هذا النوع من    .ما   ياوتر  اذلك مخطط  ددبحيث يح  مرتين،  ضاعفةنقطة م

 الرسوم البيانية؟ 

 

 
 
 
 
 
 

فٻش  سطاجيم  
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 ال لوان )ال خضر وال زرق وال حمر وال سود(  

حول الصعوبة.  تعطي فكرة غير موضوعية للغاية

    طریقة نیو�ن طریقة نیو�ن طریقة نیو�ن طریقة نیو�ن 

    م�سلس� نیو�ن م�سلس� نیو�ن م�سلس� نیو�ن م�سلس� نیو�ن 

    الجبر الشكلي الجبر الشكلي الجبر الشكلي الجبر الشكلي 

    التقارب التقارب التقارب التقارب 

   

    هیپار0وس وشرودر هیپار0وس وشرودر هیپار0وس وشرودر هیپار0وس وشرودر 

    التبدیلات القاب� 6لفصل التبدیلات القاب� 6لفصل التبدیلات القاب� 6لفصل التبدیلات القاب� 6لفصل 

ٔ�نماط وتبدیلات  

الم�سلسلات المتبا�دة كثيرات الحدود المتقاطعة 

 ڤاوس حول المنحنیات الجبریة 

ثبات ادعاء ڤاوس   ا 

ȵ;Ή̆;ͨ ȬȨȱӯ͚  

شریط موبیوس
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منظر طبيعي للفصول ال ربعة  

 (،  نڨ )ثمانية مناظر لنهري ش ياو وش يا

©.رسمها سوامي، أ وائل القرن السادس عشر 

 ـف  اش 

 المخطط الوتري التحليل 

 حل المفرديات 

ۆ ويز پ    

تجمیعي السطوح 

 ڤاوس والروابط  

     لا م�غير �وني 

القرنة   وثلاثیة الوریقات 

الـ 3- �رة

  Ȭ̃Ή̧ͮͮ‼Ȩو ȵɅ̃п 

﮳﮳﮳﮳فضاءات الحلقات لسطاش�یف 

 العمولات المفردة

تلییفات م�لنور 

العمولات 

https://www.metmuseum.org/art/collection/search/42344
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.  " Nature Microbiology 1, (2016) ”من "نظرة جديدة لشجرة الحياة،

ا بيانية لكثيرات الحدود؟  © هل يمكن أ ن تصنع هذه الفروع رسوما

http://www.nature.com/articles/nmicrobiol201648


 المتقاطعة كثيرات الحدود 

 

الحدود  ة  كثير  بادلت  ت 

ثبات   ا  بـملاحظة      مبرهنةقبل  أ بدأ   أ ن  لي  اسمحوا   عتبر لن    للغاية.  أ ولية ، 

البياني    يةوضع  غير    لكثيرالرسم  حقيقي  واحد  )  منعدمحدود  )P x  محور  با ا لى  لنس بة 

ما أ ن يكون الرسم البياني لـ  .هناك احتمالن  .0بجوار      xفواصل ال يتقاطع مع محور   P   ا 

ما    ،0  في  فواصلال أ قدم التعريف    الحالتين،للتمييز بين هاتين    .يبقى على نفس الجانب   نأ  وا 

 تي. ال  

2ليكن   .تعريف
0 1 2( )P x a a x a x= + + شكلية(سلسلة  مت حدود )أ و    كثير   +

) ويمالتق )v P لـ   P   (صحيح  0  في عدد  أ صغر  هو   )k  يكو .نبحيث  0ka 

 . هو المنعدميم كثير الحدود وفا ن تق الاصطلاح،حسب  

ذا كان التق  0  في الفواصل يتقاطع مع محور P من الواضح أ ن الرسم البياني لـ ذا وفقط ا   يموا 

 ( )v P  1من كثيرات الحدود    مختلفين اثنين    من أ جل  .فرديا  اصحيح   اعددP،  2P،   فا ن

شارة  1ا  2( ) ( )P x P x−   ذا كان 0 في تغيرت ذا وفقط ا  1 ا  2( )v P P− فرضلن .فرديا

الممكنة   رسومنظرة على ال  لنلقو  1P،  2P،  3P  كثيرات الحدود  من  ال ن أ ن لدينا ثلاثةا 

المبدأ  في   جميع     .جوار  تحقيق  يمكن  أ نه  الهامش  في  الموجودة  الس تة  ال شكال  توضح 

الست لـ   ديلاتالتب 1,2,3   ًذا اخترن . الحدود بشكل ملائم كثيراتا 

x+x4

x3+x4

x2+x4

x4+x5

1

2

3

1

2

3

1

2

3

1

2

3

1

2

3

1

2
3

1

2

3

1

2

3

1

2

3

1

2

3

1

2

3

1

2

3

ڥيتش ٻ نتس  كو ماكس يم

ڥيتشٻ نتس  كو 
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على سبيل المثال : 

2 2
1 2 3

2 2
1 2 3

2 2
1 2 3

2 3 2 3
1 2 3

1 2 3
2 3 2 3

1 2 3

( )  ;  ( ) 0 ;  ( )
( )  ;  ( )  ;  ( )
( )  ;  ( )  ;  ( )

( )  ;  ( )  ;  ( ) 0
( )  ;  ( ) 0 ;  ( )
( ) 0 ;  ( )  ;  ( ) .

P x x P x P x x
P x x P x x P x x
P x x P x x P x x

P x x x P x x x P x
P x x P x P x x
P x P x x x P x x x

= − = =

= − = = −

= = − =

= − + = − − =
= = = −

= = + = −

 أ س تخدم الرمز   .في ناية ال ثبات  

 . هل س يخمن القارئ الذكي لماذا أ ضع 
. : فكر بالفرنس يةا رشاد ؟في 

اذا؟ لم

1

2

3

4

2

4

1

3

1 1

2

2

3

34

4

كثيرات الحدود  

( ) ( )2 2
1 ,,... nx P x x P x

)مرتبة مثل  ) ( )1 .., . , nP x P x
x.0وتنعدم جميعها في  = 

 
 

 

ذن   معادلات    ا  الصور    وا لاحظ.  الحدود   كثيرةبأ ربع  جميع  أ ن 

 

رئيس  بشكل  يناقش  الكتاب  هذا  أ ن  نقطة    جوارفي    المحلية،  لخصائصا  بسبب حقيقة 

  (0,0). واحدة

ثبات ي   . قدمةالمتذكرة المترو المذكورة في  مبرهنةكننا الآن ا 
 بحيث :  1P   ،2P  ،3P   ،4Pنفترض وجود أ ربعة كثيرات حدود  بالتناقض،

1 .1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) P x P x P x P x    من أ جلx  .صغير سالب 

2.2 4 1 3 ( ) ( ) ( ) ( ) P x P x P x P x     من أ جلx  موجب. صغير 

1iP ستبدالبا P− 1  بـP 1 ، يكننا أ ن نفترض أ ن 0P   4P و  2Pونظرا ا لى أ ن   .=

شارتا )2فا ن تقوييهما  لمبدأ  في ا هماتتغير ا  )v P  ،4( )v P  فرديان. 

2 من  3 40 ( ) ( ) ( )P x P x P x   ة السالبة لـ  صغير ال   من أ جل القيمx نس تنتج ،

2  أ ن 3 4. ( ) ( ) ( )v P v P v P   

4 من  وبالمثل، 2( ) ( )P x P x ة الموجبة لـ  صغير ال   من أ جل القيمxنس تنتج أ ن  ، 

 4 2. ( ) ( )v P v P 
جبار التق   والثالث    نفرديا  ا اثنين منه  لكني   التساوي،يات الثلاثة على  و س يؤدي ذلك ا لى ا 

 . زوجي

 . تناقضوهذا 

  لدوال ق على االتحليلية الحقيقية ولكن لا يطبي   والق على الدطب  ي    الا ثباتأ ن نفس    والاحظ 

أ ربع    الواقع،في    .الملساء القارئ بسهولة  Cمن صنف    iPدوال  س يجد      تتقاطع في

  ".ة"المحظور تبديلةوفقاً لل  لمبدأ  ا

 

 

   

 

(0)أ ن أ فترض أ ن  لي ا   أ وحت السابقة ربما   0iP هذا فقط  .ضرورياً ولكن هذا ليس   =

شارتهغير تتلا  3P أ ن نظرا ا لى )3 يهو فا ن تق  ،ا  )v P ًيكون زوجيا. 
 

 

ڥيتشٻ نتس  كو ظاهرة  تبدأ   
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كتمرين، .أ يضًا  ةمحظور  ة العكس ي  نرى أ ن التبديلة  ،فواصلال ور  محغير الاتجاه على  عندما ن

ب   التبديلا  ثباتأ وصي  لـ    22الـ    تأ ن  المتبقية  1,2,3,4      الا تحدث ختيارات وفق 

iP،  المناس بة لـ . 1,2,3,4i 

 .حاول الآن تحليل الوضع بأ ي عدد من كثيرات الحدودلن

صحيحًا  nليكن     .تعريف يساوي   عددًا  أ و  من  لـ  تبديلة    لتكن و   2أ كبر 

 . 1,2,...,n     نا  نقول   ذا    كثيرر   تبادل جد  الحدود ا  1P،...،nPد  كثير حدو   nور
بحيث يكون:

• ( ) ( ) ( )1 2 ... nP x P x P x    ة السالبة لـ صغير ال  من أ جل القيمx .

•  ( ) ( ) ( )(1) (2) ( )... nP x P x P x      من أ جل قيمx ة الموجبة.  صغير ال

لى حد ما للتبادلات  عطاء وصف دقيق ا  . الحدود كثيرةهدفنا هو ا 

التبديلات القابلة للفصل 

n،2يكن  ل  .تعريف n،  عددًا صحيحًا و    لـ    تبديلة . 1,2,...,n     نا  نقول 

  للفصل ذا    قابلة  على  تح "  لاكانت  ا  لم    ،ةالمحظور  لاتالتبدي  ىحدا  توي"  ذا  كن  تأ ي ا 

أ ربعة   ki  ،1دلائل  هناك  2 3 41 i i i i n     يكون بحيث   ،

3 1 4 2 ( ) ( ) ( ) ( )i i i i       2أ و 4 1 3( ) ( ) ( ) ( )i i i i     . 

للفصل  أ خرى،بعبارة   قابلة  تبديلة  ذا    تكون  ت تبديلا  ىحدا  على    يو تحت  لا كانت  ا 

تبادلا    .فو حر   ةأ ربع  على   أ ن  واضًحا  يكون  أ ن  قابل   كثير  يجب  الحدود 

 . نثبت العكس زءفي هذا الج  لزوما.للفصل 

 .1ياتق ي ف اتبدو وك نها "فولكلور" في أ دب التو  توطئةب لنبدأ  

  من  تبديلة قابلة للفصل   تكنل  .توطئة  1, ..., n،.(3 )n    مناسب    يوجد مجال

 , 1,...,I k k k l= + 1)مع  (   + k k l n  + ،   1  طولهl +،

 2 1l مجال.  هي    بـ صورتهو ، +

أ ن نفترض  أ ن  (1) (يمكننا  (2)  استبد يمكننا  ذلك  بخلاف  التبديلة   لال نه 

)  ة"ي"العكس   ) 1 ( )k n k = + .بلتبديلة   −

كان   ذا  (2)ا  (1) 1 = الا    + أ نهينا  قد  صورة    ثباتنكون  ل ن  1,2  ا لمجال هي 

 (1), (2) .  ومن ثم نفترض أ ن. (2) (1) 1  +

التبدیلتان المحظور�ن.

للفصل"   "قابل  المصطلح  سبب 

آتي .سيتضح في الفصل ال

and Buss, F. J. Bose, P. 1
A. Lubiw. Pattern 
matching for 
permutations.  Inform. 
Process. Lett., 65(5):277–
283, 1998.

ذا كان  كثير   تبادلا   لاحظوا أ نه ا 

بلنس بة   كذلك  ال مر  فا ن  الحدود، 

لى   كثيرات    ا  كل  )تضرب 

في  من  (.  −xالحدود  وبلمثل، 

القابلة   التبديلات  تعريف  خلال 

للفصل    و   للفصل،   قابلان 

.في نفس الوقت 

  ڥيتش ٻ نتس  كو 
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صحيح    kليكن   عدد  ,...,2})  يحتوي  بحيث  أ صغر  })k   مجال بين   Jعلى 

(1) 1 .و + (2) أ ن والاحظ ( )k فيJ بحيث أ ن  . (1) ( ) (2)k     

الصورة كانت  ذا  ,...,2})  ا  })k   تمامًا ننا  Jال  المجتساوي  فا  تافه ،  غير  مجالا  س نجد 

 مجالا.   تكون صورته بواسطة

  بواسطةصورته   kو  2ين  ب  l    اعنصً   وار ااخت  ذلك،خلاف  في  

)لدينا   ) (1)l   أ و. ( ) (2)l   

ذا كان )  ا  ) (1)l   2، 1  فا ن العناصر ال ربعة ،l ،k   1تحقق 2 l k   

.و  ( ) (1) ( ) (2)l k      

"تبديلة أ نها  على  ترتيبها  تم  أ مر  ةظورم   لذلك  وهو  ال   مس تحيل،"  تعريف  خلال  تبديلةمن 

. للفصل القابلة

ذن )  يمكننا أ ن نفترض أ ن جميع عناصر  ا  ){2,..., }k   ساوي ت هي أ كبر من أ و. (1)

)   يمكننا أ يضًا أ ن نفترض أ ن ){2,..., }k   أ نهينانكون  ذلك    ل نه في خلاف  مجالاليست 

)هناك "فجوة" واحدة على ال قل في   وعليه العمل.   ){2,..., }k والتي يجب أ ن تكون ،

.منأ كبر   (2)   يوجد kبحيث   mلذلك  m    وl    2بحيث l k    و

. ( ) ( )m l   ال ربعة ,2  العناصر  , ,l k m    2تحقق l k m     و

( ) (2) ( ) ( )k m l        مثل ترتيبها  يتم  ال خرى  "  ظورةالم   بديلةالت "بحيث 

 . مس تحيل ذاوه

ثبات ال   .توطئةومنه ا 

 لتوطئة امن السهل تحسين  

أ ن   .توطئة  في    لنفترض  للفصل  قابلة  تبديلة  . 1,2,...,n    صحيحان عددان  يوجد 

 . متتابعان صورتاهما متتابعتان 

بالاس تقراء    الا ثبات تام  أ ي    ل نواضح  صورمجال  للفصل    قابلة  لةيتبد   ف عر   ي    مجالا  تهتكون 

أ صغر    ىخر أ   عنص   ،n  لـبقيمة  على  بالتالي  تحتوي  متتابعتان  ابعينمتت   ينوالتي     . صورتاهما 


 ن

ذا كان  كثير  تكون تبديلة تبادلا مبرهنة. ذا وفقط ا   .للفصل  قابلة ت الحدود ا 

J

1
2

l

k

π

1
2

l

m

k
J

π

  . " J"خارج  هي

لقد

 

ثبات النتيجة الرئيس ية لهذا الفصل هو بطريقة ما  ڥيتشٻ نتس  كو المثال المضاد لـ    .يمكننا ال ن ا 

. المثال الوحيد

 . ڥيتشٻ نتس  كو للفصل: هذه ملاحظة  الحدود قابلة كثيرة لحظنا بالفعل أ ن التبادلت 
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على الاس تقراء  خلال  من  أ خرى  تبديلة  نبين،  nمرة  كل  هي  قابلة  أ ن  تبادل    للفصل 

تبديلة  .الحدود  كثير   فيللفصل    قابلة  لتكن  . 1, 2, ..., n  ين عدد  وجودنحن نعلم  

1iو  i   متتابعين  ينصحيح )تين متتابعتين  ، مع صور+ )iو( 1)i +. 

"طي تم  ذا    "ا  , 1i i   و+ ( ), ( 1)i i  نقط  + لى  ننتج   ،واحدة  ةا  ننا  فا 

  تبديلة  1 علىn تبادل فهيي ، وبالتالي قابلة للفصل وضوح هي بكلمن ال ش ياء −

1nد ويترتب على ذلك وجو .الاس تقراء الحدود عن طريق  كثير  كثير الحدود من  −

1 1, ..., nP P −

تتقاطع  وا لـ  بدأ  الم   فيلتي    .وفقاً  .  يتعين يزال  لا  الذي  الوحيد  به   يناعل الشيء  القيام 

نتاجiP أ ي  ي i  الـ الحدود كثيرتقس يمهو    دودالح اتكثير من  nمن أ جل ا 

1 1 1 1,..., , , , ,...,i i i i nP P P P P P− + − 

 . والتي تتقاطع وفق  

 يكفي وضع  

( ) ( ) ; ( ) ( ) ( )N
i i i iP x P x P x P x x = = + −

لـ   الكفاية  فيه  بما  كبيرة  قيمة  أ جل  فردية  ، Nمن  أ و  لـ   ، زوجية  تبعا  

( 1) ( )i i +   أ و. ( 1) ( )i i +  

حددنا   وقد  افا ن    الحدود،كثيرة    التبادلاتالآن  تلك    لآتيواجبنا  هيكل  فهم  هو 

.القابلة للفصلت التبديلا
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 " لـشجرة الحياة"  

(1879) Ernst Haeckel

©؟  ال نسان في أ على شجرة الحياة هل 

https://en.wikipedia.org/wiki/Tree_of_life_(biology)


ٔ� نماط وتبدیلات

 دُ�� كنوث  

تبديلات 

ذإ تم تدريب قرإئي رياضيا ببعض الانزعاج   مفربما شعر إلعديد منه ،ن بالنس بة ليكما ك   تياإ 

إلفصل   أ ي .إلسابق في  إلتبديلا  ،حال  ة على  تعريف  يتم  ما  أ نها    تعادةً  من    تقابلعلى 

تشكل    فيمجموعة   أ نها  هو  وجودها  وسبب  من  ب  .زمرةنفسها  بم  ذلك،دلًا   ة الجعقمنا 

"إل   تإلتبديلا تعبير  إس تخدمنا  عندما  غريبة  تي إلتبديل ى  حد إ  وي  تح  تبديلة  بطريقة 

أ ربعة    أ نعلى  للدلالة   "    ـل  تيإلمحظور ، 1i،  2i ،  3i،  4iدلائل  هناك 

4 3 2 1 1n i i i i     ، بحيث يكون

2 4 1 3( ) ( ) ( ) ( )i i i i       3أ و 1 4 2. ( ) ( ) ( ) ( )i i i i      

إلمجموعة أ ن  بالتأ كيد  هذإ  يعني  1 لا  2 3 4{ , , , }i i i i   بوإسطة   صامدة. نأ خذ لا  نحن 

،  تماما " من منظور مختلف  بديلةسنس تخدم كلمة "إلت صامدة.   قتصار على مجموعة جزئيةالا

إلح علوم  لى  إ  د    .اسوبأ قرب  لى  إ  منه  كبير  جزء  في  يرجع  إلنهج  كتابه هذإ  في  كنوث  نالد 

 إظهر أ ن هذللمعلومات وي    جيد    مصدر    3  إلكتاب إل حدث .2"اسوببرمجة إلحفن  "  رإئعإل

 .  زدهر حاليًا ي الإلمج

م   لتكن كل مجهزة   E  نتهيةمجموعة  ترتيب  عناصرهلن     .و      يبعلاقتي  اتب 

 :باس تخدإم إلترتيب إل ول 

1 2 .... nx x x

  نالد كنوثد  

2 D. E. Knuth.  The art of
computer programming. Vol. 
1: Fundamental algorithms. 
Second printing. Addison- 
Wesley Publishing Co., 
Reading, Mass.-London-Don 
Mills, Ont, 1969. 

3 S. Kitaev.  Patterns in 
permutations and words. 
Monographs in Theoretical 
Computer Science. An 
EATCS Series. Springer, 
Heidelberg, 2011. With 
a foreword by Jeffrey B. 
Remmel. 

©

ڥيتش ٻ نتس  كو 

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Knuth/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Knuth/
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بـ  واانظر  ترتيبها  بها  يتم  التي  الطريقة  ا لى  الت   .  ال ن  يعرّف  في   بديلة  هذا 

{1,2,..., }n بحيث 

(1) (2) ( ) .... nx x x  

.ترتيبين كليينقارنة بين م  هي أ ي تبديلة:  س نتبنى وجة النظر هذه

1بالترتيبين   {1,2,3,4}يمكن تجهيز المجموعة    المثال،على سبيل   2 3 و  4

2 4 1 .ذلكة ب المرتبط لتبديلةا لىا   {2,4,1,3}ـ سنشير ب ؛ 3

م  مجموعة  أ ي  ترتيب  الحقيقية   ةينته يمكن  الحدود  كثيرات  من  ( )iP x على بطريقتين 

.  لـالسالبة أ و الموجبة  صغيرة  ال   من أ جل القيم x( iP( ال قل: بمقارنة قيم x   هذا يؤدي

 . كثيرة الحدود بادلتا لى ت 

وهذا ما يدد مفهوم احتواء    جزئيةعلى مجموعات    لترتيب ااقتصار علاقات  يمكننا بالتأ كيد  

 ت. التبديلا

أ ن .تعريف  في    تبديلة  لنفترض  1,...,n    كلرتبطة  م ترتيب  و    يبعلاقتي 

مجموعة   ا.  عنصر   pذات  ية  جزئ مجموعة     Fكن  تل .  عنصرا  nذات    Eعلى 

يعرفان تبديلة   Fعلى    و   اقتصارا    : 1,..., 1,...,p p في مثل .→

.ونكتب   في محتواة   نا  س نقول  الوضع،هذا  p 

  

  

قاعدة   نمط  موقع  تجنب  بيانًت 

كبير    التبديلات يتوي على عدد 

.من ال مثلة 

مبرهنة  واحاول ثبات  Erdös-  ا 

 Szekeres   :  تبديلة  كل

هذا   رين. حذ  وانو ك الشكل، في 

1 2 3 و   4

2 4 1 و    3

( )(1), (2), (3), (4)   

،(2, 4,1,3)=
يكون  معكوس    بحيث  الواقع  في 

تر تيال  تبديلةال  الحواف،   تباع با  ونا 

ع  من الموجودة  ا لى    ن النقط  اليسار 

 .اليمين ن النقط الموجودة ع

تختلف   تبديلة  كل  المثال  سبيل  على 

)عن الوحدة تحتوي على   )2,1.

    

       ا

   

       n  

)مع    1)( 1)n p q − ويتح  −

(1, 2,3,..., )p أ و

( , 1,..., 2,1). q q −

( )(1, 2,3)Av  يتكون من تلك

تحاد بين  كاالتي يمكن كتابتها    تالتبديلا

.ليتين متناقصتينتتام 

التبديلا  nلتكن  ك   تمجموعة  ليها  ا  ينظر  ف (  زمرة)لا  1, 2, ..., n   و   الاتحاد

أ جل n للـالمنفصل   1.من  n   جزئيًا ترتيباً  يعرّف  هذا فهْ .على  هذا  م 

يكون    عندما  نمط ف  هي  نا  قول أ يضًا  نالترتيب يسمى التعرف على ال نماط، كما  

.   
 

  

 
 

  
مجموعة    تبديلة  من    يةجزئ تسمى  كانت   صنف  ذا   ا   و   

.تس تلزمان        لى صنف  بالنس بة    ، يمكننا اعتبار أ ن أ ساسهااهذ   التبديلةا 

التبديلا تلك  من  ف  تيتكون  ليست  بحيث    التي  أ ي تولكن    ، كون 

   ، عن ت و فتلف  الت   لذا،.   ،  لى     بديلةفا ن  ا  ذا تنتمي  ذا    ا  ا  وفقط 

) كتب ن ، س  من  كانت لا تحتوي على عنصر   )Av=  ننو تتكون من   قول ا 

 . بجنّ تت  تي ال  تالتبديلا

)  Interعلى سبيل المثال، من الواضح أ ن المجموعة   )Inter    كثيرة للتبادلات 

تبديلة. صنف  هي  عنصرين    الحدود  من  يتكون  أ ساسها  أ ن  رأ ينا   (2,4,1,3)لقد 

.(3,1,4,2) 

   

  

                                                                        

https://math.depaul.edu/bridget/patterns.html
https://math.depaul.edu/bridget/patterns.html
http://www.numdam.org/item/?id=CM_1935__2__463_0
http://www.numdam.org/item/?id=CM_1935__2__463_0
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   ©الحاسوب فن برمجة

  

  

 

 بديلة: ت  صنف ليكن  .نموذجية في النظرية أ س ئلة يأ تيفيما 

 ؟ نتهيةمتى تكون م  هل يمكننا تحديد أ ساسها؟    •

يمكننا   ؟nهل يمكننا حساب عدد العناصر في     • هل  ال قل،  على  أ و 

 ؟ عددتقدير هذا ال

بطريقة     • نقرر  أ ن  يمكننا  كان   خوارزميةهل  ذا  ا  فيما  تبديلة  ت ما  ما   ؟  هي 

 مدى تعقيد مثل هذه الخوارزمية؟  

المناسب    كل   )عن(س نجيب   الوقت  في  ال س ئلة  لى  هذه  ا  التبادلات  نص بالنس بة  ف 

. للفصل القابلة  تالحدود / التبديلا كثيرة

 بالتكديس للفرز قابلةال تتبديلاال 
أ نماط الت  من    بديلاتتلقت نظرية  المجلد ال ول  في  تمرين واحد  قويا من  فن برمجة  "زخما 

د    ت كان".   اسوبالح فكرة  لدى  كنوث  ي  نالد  لى    دس ن  أ ن  ا  الصعوبة  من  ين ر تمك  درجة 

   .كتابهفي 

''0عني أ ن القارئ يجب أ ن يكون قادرًا على حله على الفور ي.

''10 دقيقة واحدة التمرين  تطلب ي .

''20 لخ. ساعات،يتطلب عدة  ا 

 ... 50 وارب ما اريتمي ويبدو أ نه يحتوي على قطب  ڤالمقياس هو في الواقع لو 

ي  مناقش ته  أ ريد  الذي   ــالتمرين  ب ليه  ا  شار  . M28  ال ـM    القراء يس تهدف  أ نه  يعني 

الرياضي الميول  و اتيذوي  )في   28ة  لحله  المطلوب  الوقت  على  مؤشر  المقياس    هو 

شرحه  اريتميڤاللو  س بق  الصعب  ليس    هذا  اليوم،(.  الذي  هذا  بال مر  أ ن  اتضح  ولكن 

 .قياتي اف التمرين كان له تأ ثير دائم على التو 

 . لتكديس يتم تحديده با  تبديلة صنفصف نس  

ليهاالم   ءش يامن ال    n  واتخيل بهذا    أ فقي،  مس تقيم  على  مصطفة  ، n  ،، 2  ،1  بـ  شار ا 

اليمين:   لى  ا  اليسار  من  1الترتيب  2 ... n  . يمين س.  كد  م    يوجد،  nعن 

   .ر حيث يمكن تكديس ال ش ياء فوق بعضها البعضباهذا نوع من ال  

 . خياران لديناكدس. في الم هدفعنو nشيءدد ال نحكدس فارغ. ثم  الم البداية،في 
لى أ على  ما أ ن ندفع العنصر ال خير في السطر ا   من  العلوي  العنصر  رجأ و نخ.المكدسا 

لى لمكدسا    .اليمين ا 

ذجدوا   تبديلة  لصنف  ال مثلة    ي بعض 

. أ ساس غير منته
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وتطو   الهامش،  في  الموجود  الشكل  ا لى  ضمن  انظروا  الأش ياء    دفع،   ،دفعتسلسلر 

خراج ،ا خراج دفع، ،ا خراج . ا خراج ،ا خراج ،ا خراج دفع، دفع، دفع، ،ا 

ما على أأنه تبديلة 1ن: ا ترتيبأأنه  أأو    يمكن النظر ا لى هذا ا  2 3 4 5 6 

3اليسار( و    ن)ع 2 1 6 4 . (اليمي  نع) 5

ذا كانيكدبالتفرز  ل ل  قابلةتبديلةكون  ت. تعريف  عمليات  عن سلسلة من  ةناتج   ت س ا 

خراج   "و"دفع" ,...,1,2}.مطبقة على  "ا  }n 

:تي، هو ال   [M28]يمه على أأنهو الذي تم تق و من كتاب كنوث2من الفصل   5التمرين 

ذا  يكدت ل بالفرز  ل   قابلة  تبديلةتكون  .مبرهنة ذا وفقط ا  (2,3,1).على  ي تو تح  كانت لاس ا 

.هذا التمرين نحل  ل 

المثال  ،بتبديلةبدأأ  لن  سبيل  هو    (3,2,1,6,4,5).  ،على  الأخير  أأردنا 5العنصر  ذا  ا   .

القائمة   بديلةالت   هفرز هذ باس تخدام مكدس، لا يوجد خيار: علينا دفع جميع العناصر في 

خراجهنتمكن من    كيأأعلى المكدس،  موجودا في    5  يكونحتى    (1,2,3,4,5,6)   ث   ا 

  ، 4أأي    الأخير،. ث نبحث عن الثاني ا لى  ناتة قائمة ال ال في نهاية    المناسب،  هكانموضعه في  

ذا أأردنا فرز  لذا،. هكذافي أأعلى المكدس و   4ونس تمر في الدفع حتى يصبح الرقم   ، التبديلةا 

   .دة للقيام بذلكيفهناك طريقة وح 

الفرز قد يحدث خطأأ في  نفهم متى  أأن  فقط  عندما يحي    .علينا  بالضبط  هذا  س يحدث 

  على،في الأ وهو للأسف موجود بالفعل في المكدس ولكن ليس    aشيء   خراجلا  الوقت  

عنصر b،.bأأسفل  aدفع تم  ذا  اضط  bا  لأننا  فذلك  المكدس،  في  رنا ر  بالفعل 

c،  .cأ خر  شيءسابقجا ا لى ا خراج  b a 

aينالد c ا خراجتم    هنلأ  c    ونحن لدينا   وبالمثل،  a.  ا خراجاول  نحبالفعل 

نريد     لا  نما b  ا خراجلأننا  }زئية الج  المجموعة.  a  وا  , , }c b a   في محتواة 

{1,2,..., }n، (2,3,1)  ؤدي ا لى الاحتواءيوهذا   .كما كان علينا أأن نبي 

.كنوث جميع تمارين كتابل على القيام بح قوةأأشجع القارئ ب

ل ا لىد  ق  (1,2,3,4,5,6)  في نهاية العملية يكون التسلسل (3,2,1,6,4,5).  تحو 

b a
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التبديلانت  ي   فرز  مكانية  ا  الهامش  في  القطار  مسار  من    .سي كدتل با  تج  يتكون  قطار 

,...,1,2)  عربات )n  ويجب على كل    عرباتيمكن بعد ذلك تفكيك ال  .يصل من اليسار

ال سهم تحدده  الذي  الاتجاه  في  المسار  اتباع  على   .واحدة  أ خرى  مرة  القطار  تجميع  يتم 

    .الصورةيمين   نع الخروج،جانب  

ب ـن ع  التعبيرتم  التي    " deques"كلمة  أ يضًا ثكنو  يعرّف هنا   تركيب وهي  )  رصطفالا 

عليهايتم  .  ( اصطفاف"  queue"و  رصيف  "deck"من القطار    الحصول  مسار  بواسطة 

 .الصورة أ دناه  توضحهكما ال كثر تعقيدًا 

؟  (Deque-Sortable) فرصطبـالت القابلة للفرز ما هي التبديلا

على نحصل  مغلقاً،  ال حمر  الباب  كان  ذا  هي   .ج الخرومقيد   رصطف ا  المرتبطة  التبديلات 

على   تحتوي  لا  التي  تلك  من    (4,1,3,2).،  (4,2,3,1)بالضبط  نقترب   تمييزنحن 

  (3,1,4,2).و  (2,4,1,3)والتي تتجنب   ،ة الحدودكثير التبادلات  

المجال   هذا  حول  المعلومات  من  تأ ليف    الرائع،لمزيد  من  أ علاه  المذكور  بـالكتاب  أ وصي 

لان في كل مكانتك 

التمرين  تم   كتاب  4تصنيف  من  الفصل  نفس   ذلك، ومع  .   [M34] أ نه  على كنوث  في 

.5حل التمرين  ما يتمسهل بعدأ  يكون  حله نا  ف

 n.لها  طو والتي  بالتكديس تكمن المشكلة في حساب عدد التبديلات القابلة للفرز 

.  الذي يظهر تقريبا أ ينما كان في الرياضيات nرقم  nC  كَتلَانعدد هذا هو 

 : ال ولى هي هقيم

 1،  2،  5 ،  14،  42 ،  132،  429،  1430،  4862،  16796،  58786،  208012 ،

لخ،  35357670  ،9694845  ،2674440  ،742900 في    A000108المتتالية  ).   ا 

OEIS .)

ن ې ـج ۆ أ    تلا ك  ن 

حينا بروج،في  1814ولد في عام 

لى الا مبراطورية الفرنس ية   نتمي ت  ا 

© .ليونيةپ النا

ی��ج مسار القطار ال�س�یط هذا 
تبدیلات قاب� �لفرز �لتكد�س. 

ف  طفاصا -  رصيف ا هوهذ

رصطف = 

تكون  !حذار قد  السؤال  هذا  صعوبة 

!60حوالي 

  

 

 خروج  دخول 

 مكدس 

 خروج  دخول  

ٕإلى الرصطف  من الرصطف

رصطف 

ٻڥ. ياتيك

https://www.google.fr/search?q=prononcer+catalan&ei=qMuEYYLgFI-QlwT-3bagDQ&oq=prononcer+catalan&gs_lcp=Cgxnd3Mtd2l6LXNlcnAQDDIGCAAQFhAeOgUIABCABDoICAAQFhAKEB46BQghEKABSgQIQRgBUOYNWOk8YO1haAJwAHgAgAGoAYgB7waSAQMwLjaYAQCgAQHAAQE&sclient=gws-wiz-serp&ved=0ahUKEwiC1MXkyID0AhUPyIUKHf6uDdQQ4dUDCA0
https://oeis.org/A000108
https://oeis.org/A000108
https://fr.wikipedia.org/wiki/Eug%C3%A8ne_Charles_Catalan
https://fr.wikipedia.org/wiki/Eug%C3%A8ne_Charles_Catalan
https://fr.wikipedia.org/wiki/Eug%C3%A8ne_Charles_Catalan
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ك ظال ل عداد  ال ول  في كتاب   لان ت هور 

الطريقة السريعة للحصول على  "

 دائرة" حوالي   النس بة الدقيقة لتقس يم

© 1730م عا

. 

ڤنتون مي 

والثر   )ڥ كان  ديك  (  1934-1856ون 

من   ريا"أ ول  زمرة    ياتيةض عرّف 

الحديث ال قل    اهذ."بالمعنى  على  هو 

ويكي في  عليه  العثور  يمكن  .  دياېـپما 

ذكر   ويجب  دقة  أ كثر  هو  السؤال 

ال سماء من  كان    ذلك،ومع    . العديد 

من   أ وائل  من  عروض  عالج  بالفعل 

.والعلاقاتالمولدات    مع   الزمر

 2nمن خلال سلسلة من   وحيدلتكديس بشكل  بافرز  لل  القابلة  تيتم وصف التبديلا

خراج.عملية   وا  من  دفع  العكس  سلسلة  ذلك،على  الدفعفا ن  عمليات    عملياتو من 

مكدس  من    خراجال  مجبرين على     نكونأ ننا ل  وهو  ،بشرط وحيد  دد تبديلةت ال خراج

عمليات  على عدد من  يجب أ ن يحتوي كل مقطع ابتدائي من سلسلة  ،بتعبير أ خر.فارغ

ل يمكن أ يضًا وصف ذلك من خلال النظر  لعمليات ال خراج.  ثلاممعلى ال قل  الدفع   ا 

، يتغير بمقدار 2n  الوقت و  0المكدس فارغ في الوقت  .المكدستطور عدد العناصر في 

خراج.    لكل  خطوة1–أ و+1 وا  يسمىدفع  ما  ال"  ديككلمة  "هذا    طول ذات 

2n .24بطول يكلدمثال على كلمة أ تيفيما ي . 

 

بدلً من    n.من الترتيب  تلانك   عددهذه هو أ حد التعريفات العديدة لديكعدد كلمات

في  ،ذلك التفكير  مفتوحًاالدفعيمكننا  قوسًا    قامغل   اقوسه  عتبار باال خراجو  ")"باعتباره 

ل اليمين. ماز من الشنج  ت   في هذا الشأ ن أ ن الكتابة نلاحظ.  "("  ل ا 

تسلسل ال قواس    كونن الشرط المتمثل في عدم ظهور مكدس فارغ مطلقاً يعادل ال ن  ا  

" مغلق  (" مفتوح يقترن بـ "(أ ن كل "  ارتداديبشكل صحيح. هذا يعني بشكل    متوازنا

سبيل    ةمتوازن   سلسلةب معًا    انيحيط   انل وال على  ال قواس.  من  صحيح    المثال، بشكل 

ل بالنس بة  3nا  3، هناك = 5C  ة يتال مت =

 . (() ())؛ )( )( )( ؛ ((()))؛ (()) ()؛ () (())

تفسير   أ يضًا  لسبب    .المس توية  المجذرة  ال شجار  بمفرداتهناك  كلمة.  أ لف  تساوي  صورة 

الح  يونالرياضيات   يميل  غريب، رسم    اسوبوعلماء  ل  الجذر    بشكلال شجار  ا  في مقلوب: 

 في ال سفل.  وال وراق  ال على

 4و عقد داخلية    3  ،جذر واحد  اهل هذه الشجرة.  مثل  الصورة في الهامش هي مثال على  

اليمين ل  ا  اليسار  من  مرتبة  العقد  أ بناء  ل ن  مس توية  الشجرة  متكافئة   .أ وراق.  ، بطريقة 

أ وراقها  ا  نقول   كانت  ذا  ا  مس توية  الشجرة  كلياتم    قدن  ترتيبا  أ حفاد    ترتيبها  تجعل  بطريقة 

مجال. ونفعرّ ي  أ ي عقدة 

.

http://www.math.ucla.edu/~pak/papers/cathist4.pdf
http://www.math.ucla.edu/~pak/papers/cathist4.pdf
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الشجرة خارجيا، عكس    واتبعوامن الجذر    وايك. فقط ابدأ  لدكلمة    عرّفهذه الشجرة ت  

عقارب (  اتجاه  ْ عقربَم خطوة    )أ و  كل  في  أ  الساعة.  أ و  أ بعد  من س تكونون  أ كثر  قرب 

خراج  "و "عفد "أ و 1– و +1 متتالية منالجذر: هذا يعطي  ."ا 

 تتالية    هذا المثال نحصل على الم في

            + + + − − + − − + − + + −−.

. ا لى شجرة مس توية مجذرة لديك يمكن تحويل كلمة ، المقابلفي

  بين،بشكل عام، توجد تقابلات 

من ال ش ياء. nت تبديلال تكديس بال فرز  •

2n.ذات الطول  كلمات ديك  •
قوسا مغلقا( nا مفتوحا و وس ق nمع  ) قوسا 2nتقويس متوازن بـ   •

 .افةح nس توية ذات مجذرة م أ شجار  •

يالـ   تلانك عدد  ل ي من هذه المجموعات هو صليالعدد ال   n nC.

ال خير    واانظر   س،ي كدتل بالفرز  ل  قابلة  بديلةت   لتكن العنصر  ال     nا لى  قائمة   ش ياءمن 

 لوّ بديلة تح  بعد عَلية الفرز. الت  kباللون ال سود في الصورة( وفي موضعها  اليسار،  ن)ع

})ال حمر(    الالمج ,..., 1}k n− ا لى{ 1,... }k n+    1,2}وال صفر,..., 1}k لى ا    −

. ومن ثم نحصل على الينين المج ذعلى هبالتكديس  للفرز    قابلة  تبديلة  لذلك، تنتجنفسه.  

:تراجع  علاقة ال

1
1

.
n

n k n k
k

C C C− −
=

=

 

 

    

 

بـ  أ     5 مجذرة  مس توية  3شجار 

.حواف

التر   واانظر  علاقة  من    اجعا لى  هذه 

كلمات وال قواس   ديك  حيث 

 ذرةوال شجار المس توية المج

.حواف 4 ذرة ب ـمس توية مجأ شجار  5 

kn1

.

 . مختلفة ةن: فهو موجود في س ياقات كثير لاهذا هو التوقيع المميز لكت

المثال،   سبيل  المس توية  لتكن  على  الثنائية  المؤلفين    بآ راء  اتعريفه  تعلق ي المجذرة.ال شجار 

بحيث لا تحتوي كل عقدة على   مجذرةأ شجار مس توية    اعلى أ ن   اولكن اسمحوا لي أ ن أ عرّفه

أ و   "ع على  أ طفال  أ حدهما  "ع   نطفلين،  وال خر  كانت  ".اليمين  ناليسار"  ذا  هذه  مثل  ا 

عدد على  تحتوي  العقد  nالشجرة  لها  الداخلية،من  2nفس يكون  و   ،ة ورق+

2 2n قمتم.  ةحاف  + ذا  زالة    ا  مس توي   ونفس تحصل   جذرها،با  ثنائيتين  شجرتين    تين على 

ثنائيتين مس توي   ، يمكنكمفي المقابل  .مجذرتين شجرتين  لى  جذر مشترك ا  ضافة    تينذر مج  تينا 

ثنائية   شجرة  لحظة من    ،يّن يبهذا    .أ كبرمجذرة  مس توية  لا نتاج  أ ن    التفكير،بعد    عدد على 

1n ذات ةذر المجال شجار الثنائية المس توية   .التراجعية نلا علاقة كت ققيحةورق +

.
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أ مام الجذر   − لاذا اخترت علامة

 ؟ التربيعي

 

 

 

 

بأ عداد    المجذرةس توية ال ثنائية  ال شجار من ال    5 ،2 ،1 ، 1يمكن للمرء أ ن يتحقق من وجود 

أ ن   ،4  ، 3  ،2  ،1  ال وراقمن  متتابعة   على  الاس تقراء  طريق   nC   وبالتالي نحصل عن 

    ة.ورق +1n بـ المجذرةأ يضًا عدد ال شجار الثنائية الس توية  وه

ال هذا  يشير   بعض  هناك  يكون  أ ن  يجب  أ نه  لى  الس توية    تطابقا  ال شجار  المجذرة بين 

الس توية الثنائية  اختلافاً    المجذرة.  وال شجار  أ قدم  أ ن  لي  اسمحوا  بالفعل.  الحال  هو  هذا 

حول   ال ولطفيفاً  الطفل  تمثيل  أ و  كنوث  بتحويل  يسمى  ال خ )  خال    -ما    . تيال    (ت أ و 

ثنائية    (،ال ولى  الصورة) ةحاف  nذات    Tة  ذر مجس توية  م شجرة  ب بدءًا   شجرة  ببناء  نقوم 

 قوم أ ولًا ببناء شجرة مساعدةن)الصورة ال خيرة(.  ةورق +1nذات  binT ذرةمس توية مج

 T  عقد  تان)الصور مجموعة  والثالثة(.  Tالثانية   عقد مجموعة  نفس  ا T  هي  هو .  لجذر 

T  من v ة  كل عقدل نفسه.      ـ  الابن ال كبر لطفلان على ال كثر. ال ول هو v   في  T، 

ن و   ن  م أ ي ال كبر بين ال شقاء ال صغر    ، T  في v لـ  أ و ال خت ال تية  جد. الثاني هو ال خا 

v،    .موجودًا كان  ذا  بتحويلنثم    ا  Tقوم   لى مج  ا  مس توية  ثنائية  بالطريقة   binTذرةشجرة 

ال كبر  هو الطفل   binT   تخرج منه. الجذر الجديد لـالتي  ذف الجذر والحافة  نح تية. أ ولًا  ال  

كل.  T  لجذر لى  ا  Tعقدة من   بالنس بة    ،طفل  ن ضافة  ال قوم با  يكن لهذه  عن  لم  ذا  ا  يسار 

في أ طفال  أ صغر.    عن اليمينوطفل   T العقدة  شقيق  يكن لهذه العقدة  لم  ذا  ذا    وبالتالي،ا  ا 

العقدة   منكانت  T ورقة     أ خ  )أ ولا  أ طفال  لديها  ليس  في)ت(  ي  ن ف  ،(T  أ صغر  نا ا 

فين  طفلين  لىانظر ) binT ضيف  ا  الرابعة  وا  الصورة  في  الخضراء  أ ن   واتحقق  (.النقط  من 

يعطي   المج تقابلا  هذا  الس توية  ال شجار  الس توية  حافة  nذات    ةذر بين  الثنائية  وال شجار 

 قةور +1n  ذات ةذر لمجا ( ). 15M   

في  ا  جرتما  مثل  هذ  قيات،ي ف االتو لعادة  ترميز  ) تتاليةال   هيتم  )nC   تهاسلسلمت بواسطة  

 الشكلية  ةولّد ال  

 

0
( ) n

n
n

C t C t


= 

 التراجع يصبح و 
2 .( ) ( ) 1C t tC t= + 

 

لى  با  نحصل علي الثانوي،  تعليمالعادلات التربيعية في ال لعودة ا 

 

1 1 4
2

tC t
t

− −
= 
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تقارب قطر  نصف  أ ن  الصيغة  هذه  )ويترتب على  )C t  1  وه خلال  منو   ،لذلك     4

 : nC هادامار، يمكن تقدير نمو  -كوشي مبرهنة

1 .limsup log log 4n
n

C
n→

=

لـ أ نيق  تعبير  على  للحصول  الصيغة  هذه  اس تخدام  ا  أ يضا فقط  وااس تخدم .  nC  يمكن 

 نيوتن ذات الحدين  تسلسلامت 

( )1 2

0
.1 4 ( 4 )n

n
n

t t


=

− = −

نجد  ntبمقارنة معاملات  

( )1 2 1
1

1 .( 4)
2

n
n nC +

+= − −

: التنظيف قليل من نقوم ال ن ب 

1 2( 1)1 1 1 11 ... ( 1) 2 ...
2 ( 1)! 2 2

n n
nC n

n
+ +   = − − − − =   +    

أ و

( )21 .
1

n
n nC

n
=

+

يڤور پاك، هو مصدر رائع للمعلومنلاأ عداد كت   Flajolet يقدم كتاب  .ات، الذي يديره ا 

)   Sedgewick  6  و أ وسع  ا  الخصوص    عودوامنظورا وجه  عن    6الفصل  ا لى  على 

 .ال شجار(

 Enumerative Stanley. P. R.4

combinatorics. Vol. I.  The 
Wadsworth & Brooks/Cole 
Mathematics Series.
Wadsworth & Brooks/Cole 
Advanced Books & Software, 

5
 R. P. Stanley. Catalan

numbers. Cambridge 
University Press, New York, 
2015. 

يعني أ نه يتم تشجيعكم  ةالثاني  " . . ."

!فسكمبأ ن  أ نتم سابلح على القيام با 

6 R. S. P. Flajolet.  An intro- 
duction to the analysis of 
algorithms.  Addison-Wesley, 
2nd ed edition, 2013 

4 هناك 14C طريقة =
.مثلثات  ا لىلتقس يم سداسي 

 لانوقع كت م. 5،  4 س تانلي ماكتب   لذانال نبااكتال  ماه ن لاكت   أ عدادموضوع  في نيلا نج ال  

http://www.math.ucla.edu/~pak/lectures/Cat/pakcat.htm
http://www.math.ucla.edu/~pak/lectures/Cat/pakcat.htm
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 شجرة مس توية في ڤوادلوپ،  

معروفة بشكل شائع باسم نخلة 

.المسافرين 
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من كثيرات الحدود ا لى ال شجار 

كثيرات الحدود ] حلقة  ]K x ذات المعاملات في حقل K يموبتق   زوّدةم    0  مميزته   v،
فة  مترية، ومسافة فوق منعدمعطى بدرجة أ ول معامل غير ي   عر   :  vبدللة  طبيعية، م 

( ).( , ) exp ( )dist P Q v P Q= − −

متقاربيكون    واضحة،بكلمات   حدود  مش تقاتهما    ينكثيرا  كانت  ذا   0  في ال ولى  kالـا 

لمسافة تعني على وجه التحديد أ نه   تريةالخاصية فوق الم.  kقيمة كبيرة ل ـمن أ جل    ،ةتطابقم 

0  كل من أ جل    العلاقة تكون

( , )dist P Q  

ويكون تقاطعها    ، تصبح علاقات التكافؤ هذه أ دق  قيمة  خفض  عندما تن  .تكافؤعلاقة  

 .تافهاا

تم تسمية الجذر  ت  .يةت بالطريقة ال    عرف شجرةن   .كثيرات الحدودمن   نتهية مجموعة م   E  لتكن

)التكافؤ للعلاقة    أ صنافبواسطة    هم أ بناء الجذر يتم تصنيف .  E  بالمجموعة ) 1v P Q− .

)التكافؤ للعلاقة    أ صنافبواسطة  يتم تسمية أ حفاد الجذر   ) 2v P Q− .    عام،وبوجه

الجيل للعلاقة   أ صنافمع   k يتوافق  )التكافؤ  )v P Q k− .    الشجرة غيرهذه  هي 

عند    أ صنافلكن  منتهية   تس تقر  العنصرالتكافؤ  يكون  أ حاديات  لذلك  ا.كبير  k عندما 

أ وراقها بواسطة   وسمة يتم نتهيمن أ جل الحصول على شجرة م   شذيب يمكننا القيام ببعض الت 

 . الشجرةيم من والتق بنية، يمكن استرداد في المقابل.  Eعناصر

المر و كثيرات حدود     9 بها  فقالشجرة  ة 

معادلت؟  9اقتراح  هل يمكنكم . أ دنًه

.تداخلة معلاقات تكافؤ 

. الشجرة المرفقة
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هو مس توى هذا السلف، وي عرّف على أ نه طول    Q  –  P   يموتق    .أ قرب سلف مشترك

 . المسار الذي يربطه بالجذر

أ ننل  ال ن  الحقيقية  حقلهو   K فترض  س بق  .ال عداد  مجموعة ا    نا،لحظ   أ ن  كما  أ ي  ن 

 xمن أ جل قيم  قيم  ال ، مع مقارنة  بترتيبين كلييْن من كثيرات الحدود الحقيقية مجهزة  نتهية  م 
السالبة والموجبة.صغير ال يقدم    ة  الشجرة    ترتيباكلاهما  أ وراق  .  يم والتق  يعطيهعلى مجموعة 

أ حفاد    والحظ  تحدد    صنفأ ي    العقدة،أ ن  ما،  مس توى  في  من    مجالالتكافؤ  كل  في 

 . لذلك فا ن شجرتنا هي شجرة مس توية بطريقتينترتيبين. ال ينهذ

)أ ي  ل   الاصطلاح،حسب   ال ول  الترتيب  أ جل  نختر  نربط  لو  سالب( صغير    xمن 

المقابلة   المس توية  الحدود. تحدد     Eا   موعتنلمجالشجرة  كثيرات  امن  بين   لترتيبين المقارنة 

الحدود.  كثير   التبادل  اسم   يهاطلق علن   تبديلة

،  بـ  يرمز لهو   ال ول،.  بترتيبين قانونيين  مجذرةمجموعة أ وراق أ ي شجرة مس توية    ت زوّد

ببساطة   تعريف    المعطى ترتيب  الهو  ف  ي عرّ ،  بـ    يرمز له و   الثاني،.  الاس توائية من 

ال   النحو  بـ  ،  bو  aن  اورقت  لتكن.  تيعلى  aلنشر  b  أ قرب سلف مشترك.   ا لى

aن  ذا   b      وa b كان  ن  صحيحا ذا  ا  وفقط  ذا  ا  واحد  وقت   س توىم في 

a b  ي    يمكن.  ازوجي ي حقّ تم أ ن  هذا  أ ن  من  أ خر  ،ترتيبا  بالفعل    فعرّ ق   ،بمعنى 

a b c a  افتر نس تطيع  ممكن.  أ ناغير  a ض  b c أ و 

c b a   ت و الثانية  ال ولى    تحولالحالة  الحالة  لديناباا لى  كان  ذا  ا  لتناظر. 

a b c a  أ ن يجب  a  ياس توم م كون  ي ،  b    و b c ينزوجي، 

c ويجب أ ن يكون مس توى a  ظهر الصور في الهامش أ ن هذا غير ممكنت    .فردياا .

 . لخصلن

ا  من كثيرات الحدود الحقيقية شجرة  نتهيةج مجموعة م نت  ت   •  ة. مجذر  ةمس توي

 . ال وراق في تبديلة، وبالتالي أ وراقها ةترتيبين في مجموع مجذرةس توية م تحدد شجرة  •

ن الت   • من كثيرات الحدود هي   نتهيةبالشجرة المس توية المرتبطة بمجموعة م   ةالمرتبط  بديلةا 

  .الحدود المقابل كثيرتبادل  ال ببساطة 

ا. حوافه شذيب تحتوي أ شجارنً على الكثير من المعلومات وس نقوم بت 

x

-x2

x2 x

-x2

x2

<
<

<
<

<
<
<

<
<
<

{-x2,x2,x}

{ -x2,x2,x}

{x}{x} {-x2,x2} {-x2,x2}

{x,-x2,x2}

{x,-x2,x2}

{-x2} {-x2}{x2} {x2}

x << -x2
 << x2 -x2

 <<< x2
<<< x

a b c a b c

a   b c

  

 
  نالشجرتان المستويتان المرتبطتا

  دكث�ات الحدو ب
2 2{ , , }x x x ، النظر إلى  ب

عن  (  السالبة ةالصغ�  قيمال

  الصغ�ة القيمو  ≫)يسار ال

 x. ـل ⋙)م+ يعن ال( الموجبة

)إذا كان  ) ( ) ( )P x R x Q x 
 

  و�ٔ  xلـ   صغيرة موج�ة  ٔ��ل قيممن 
فإن  ، x  لـ ةسالب  ةصغير (قيم 

. ( ) ( )val P Q val R Q  
صناف  كل ف م}هو    ؤالتكاف ٔ�

 val P Q k  مجالات هي
ٔ�شجارV مسBتویة    :ترتی�ينفي � ال

  .�لفعل

 
أ نهماE منن  ي عنص   P   ،Q  ليكن على  ليهما  إ  ينُظر  عن ورقتان،    ،  إلشجرة  في  نبحث 
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بين    أ ولا، فقط  واحدة  ورقة  الداخلية  للعقدة  كان  ذا  جميع    أ حفادها،ا  حذف  فيمكننا 

الت  تغيير  دون  الهامش   بديلةأ حفادها  في  ال خضر  عقدتين لن .()المسار  أ ن  ال ن  فترض 

 

ذا      .ة، أ ي لديها طفل واحد فقط )المسارات الحمراء والزرقاء(فرعغير مت  Q و  P بين ا 

المسار   هذا  في  الحواف  عدد  علي   ،زوجياكان  حذفه    نافما  النهاية    مطابقةو سوى  نقطتي 

المسار    .كعقدة واحدة  عدد الحواف في هذا  ذا كان  ،ا  علي   فردياا ل   نافما  حذفه وتوصيل    ا 

النهاية بحافة واحدة ينتج شجرة    .نقطتي  يات  تغيرت مس توم   العملية،في هذه   .جديدةهذا 

ب   العقد،بعض   فقط  التق  لذلك، .زوجي  عددولكن  بحساب  قمنا  ذا  الشجرة وا  في  يم 

فا ن   التبادل   ةالمعلوم  هي  شفعيةال   هتغير وهذ ت لم  الشفعية  الجديدة،  لبناء  المهمة  الوحيدة 

الداخلية طفل لجم أ ن    هي  خاصية  المشذبةلشجرة  ل أ ن    والحظ .الحدود  كثير ين يع عقدها 

 .على ال قل

بحيث :  ةذر مج م ببناء شجرة مس توية و قنالحدود،  اتكثير من  n ليكن باختصار،

ل. عدد من ال طفاكن أ ن يكون للجذر أ ي يم •

ل.كل عقدة داخلية طفلان على ال قل •

  .كثير الحدود n ـلـبا موسومةبالضبط،  ةورق n  ناكه  •

ذا كانت تح شذيبها  ت تم  قد  ن شجرة مس توية  ا    نفول الخصائص  ققا  يكون   .هذه  أ ن  يجب 

ا أ نه بالنس بة   كثيرات  من   n يمكن للمرء أ ن يجد   ،(أ و مقلمّة)  بةمشذّ أ ي شجرة  ا لى  واضحا

أ نه بالنس بة  .المعطاة المرتبطة هي الشجرة    شذبةالحدود بحيث تكون الشجرة الم  لقد رأ ينا 

الحدود المرتبط بها من    كثيريمكن قراءة التبادل    الحدود،من كثيرات  نتهية  أ ي مجموعة م ا لى  

أ    كثيرة  بادلتيكون عدد الت   الخصوص،على وجه    .الشجرة من أ و يساوي    صغرالحدود 

 . شذبة عدد ال شجار الم 

ا لى شجرة   تبديلةمن 

التبادلت    بينن  أ ن عدد  تكمن المشكلة  .شذبةالم ة الحدود يساوي عدد ال شجار  كثير ال ن 

ثبات أ ن شجرتين    . تينف مختل  ينتمختلفتين تنتجان تبديل   شذبتينم في ا 

1  بأ وراقهاشذبة،  م شجرة    Tكن  تل  2 ... n،     ولتكن  اليمين،من اليسار ا لى

  2)  بها ةالمرتبط بديلةالت )n.

شجرة قبل التلقيم 

إزا� حواف 

عادة التصال  ا 

با  P  ،Q   داخليتين مامتصلتان  مسار  خلال  من  الرؤوس    ،لشجرة  جميع  تكون  بحيث 
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ذا  بعتينمتتا  نتكونً  +i  ،1 iين بع لعددين صحيحين متتا   بواسطة  تانصورال  توطئة.   ا 

ذا كانت الورق  ا مشتركاا ماأ ي أ ن له شقيقتين، +i  ،1 iتان المقابل  تانوفقط ا  . والدا

من  ،بالفعل لكل  كان  ذا  1i و i ا  لد  مشترك،والد   + ينافس يكون 

( 1)i j i j = +     كل أ جل  i.من  j    يأ تي 1i أ نومنه  j i+  و

1i j i+ بشكل  ي   .مس تحيلة ن    مختلفقال  i  ،1i  ا  متتا  ماه + ا  بعانأ يضا

.بالنس بة ا لى  

المقابل أ نلن ،  في  ) فترض  )1i i ذنليس   + ا  يربط    أ با.  المسار الذي  و  iيبلغ طول 
1i الشجرة  + ال قل  3  ، في  داخليةو    ،على  عقدة  على  يتوي  يكون بحيث   x لذلك 

)و    x يامس توم  )1i i ،i تلف عن وتخ   xلـ   لة سلي  تكون j ختر ورقة نل   مختلفين.   +
1i +)j  كون  ةموجود  T   أ ن (.ةشذبم يأ تي  1iو i قع بينت  j  ومنه  ا لى + بالنس بة 

                                                                            .الترتيب

ين  بعصحيحين متتا  عددين الحدود يتوي على  كثير  دليلاا أ خر على أ ن أ ي تبادل    ناهذا يعطي 

: T   يكفي اعتبار عقدة داخلية ذات أ على مس توى فيتان متتابعتان.   صورلهما    ، ال قلعلى  

 ين. تشقيق  ، وبالتاليتينلديها طفلان على ال قل يجب أ ن يكونً ورق 

أ ن   ال ن  على   نثبت،يمكننا  الاس تقراء  طريق  2عن  n،  شجرة ال كثر  على  يوجد  أ نه 

. من أ جل  بديهييهذا بالطبع    .  بديلةنتج ت ت    شذبةواحدة م  2n ذا كا =  2T و  1T ن  ا 

الت   فانتعرّ و   ةورق   n  لهما ال بديلة  نفس  فا ن  أ ن هناك زوج   توطئة،  أ و    االسابقة توضح 

1iو  iين متتابعت  ينتورق  ذف الورقة. نح2T  و   1T ن م  ان بالنس بة ا لى كل تيق شق   ماه +

1i 1T تين، ما ينتج الشجر 2T  و 1T من+  2  وT  1ـ  بn−   أ ن  من الواضح ة.  رقو

1T   2وT     ّالت فان  تعر  بديلةنفس     1الـ  علىn−   مع  .ةرقو أ ن نكون حذرين  يجب 

1Tتكون  قد ل    ذلك،  2 أ وT   دث هذا على وجه التحديد عندما يكونة. ي شذبم i و 

1i لعقدة  يالوحيد  ينبنالا  + فين  أ نت  .   2Tأ و  1T داخلية  الاس تقراء  فرضية  ظهر 

1T   شذبتينالم   تينالشجر   2 وT  شجرة  نتساوياT     .1 ناتي يتم الحصول على شجر ماT و 

 2T منT    طار ا حدى العمليتين ال Tمن   يةiـ  يتين: ا ضافة طفلين ا لى الورقة الت في ا   ،

Tمن  يةiـ  الأ و ا ضافة شقيق ا لى الورقة   1 نتجت    الافتراض،ن خلال  .  مT 2 وT   نفس

1iو i بحيث يكون لوالديْ   بديلةالت  منهو   .لشفعية من نفس ا   نمس تويا 2T و 1T في +

يتميأ تي   T من   2T و  1T   الحصول على  أ نه    العملية. ومن ثم نفس  جراء  ا  عن طريق 

1 2T T= ،وهو المطلوب.                                                              

ذات ة  شذبالم يساوي عدد ال شجار    n  الحدود ذات الحجم  كثيرةلذلك فا ن عدد التبادلت  

n ةورق.

الشجر�ن المقلمتان ذوا� ورق�ين،  
تحددان النق� والوَحدة. 

i i+1 j

i

i+1j

x

i v i+1

i i+1

T''

i
i+1

T''
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 وتبديلة قابلة للفصل   ا لى تبادل كثير الحدود   شذبة من شجرة م 

لـ   تبديلتين 2و   1لتكن   .للفصل القابلة   تهذا يقودنً ا لى التعريف ال صلي للتبديلا

1n   2 وn 1تبديلة لل ش ياء الـ  طريقتين ل نتاج  بيمكننا التفكير    ،ارتب م  شيئا 2.n n+
ال    1nالـ  بترقيم  نقوم   ,1}1  ولىشيئا  2,..., }n   2والـn   ال خرى

1 1 1 2.{ 1, 2,..., }n n n n+ + 1لنرمز بـ   + 2  ا لى التبديلة المعرفة بـ

1 2 1( ) ( )k k   1من أ جل  = 1n k 

و

1 2 1 2 1( ) ( )k n k n   = + 1 من أ جل − 2 1. 1n n k n+   +

ثم نعرف  

1 2 2 1( ) ( )k k n  = 2من أ جل  + 1n k 

و

1 2 1 2( ) ( )k k n  = 2من أ جل − 1 2. 1n n k n+   +

ذا تم الحصول عليه قابلة للفصل    بديلةن ت وكت،  19987في تعريف   من عدة نسخ من    ا ا 

لدينا بالفعل فهم جيد لهذه   .و    متتابعة  عمليات  ب   واحد  شيءعلى    بديلة تافهةت 

 .8 تالتبديلا

,...,1}في   تبديلة   تكنل . مبرهنة }n.    ذن . متكافئة  تيةالشروط ال  ا 

1.  بالـ  الحدود مرتبط  كثيرتبادل   هيn   1 تلفةكثيرات الحدود المخP، ...،. nP

2.  ل تحتوي على( )2, 4,1, (3,1,4,2). أ و 3

3. شذبة م  ةبشجر  معرفة بديلةت  هي .

4.  تاليعَ واحد من خلال  شيء  على    تافهةال   بديلةت ال من    كثيرة  من نسخ  تنتج

. و    متتابعة لـ

. على أ نا قابلة للفصل  تتم بالفعل تعريف هذه التبديلا

أ ثبتنا   نثبت هذا التكافؤ عن طريق  ل .  4و    3  كل شيء باس تثناء التكافؤ بين  فعليالقد 

 . الاس تقراء 

ذا   .فريدجذر هذه الشجرة قد يكون له طفل    .T   شذبةم بشجرة  موصوفة     لتكن   ا 

يكون   Tأ خرى  شذبةالفريد يددون شجرة م فا ن أ حفاد هذا الطفل    الحال هكذا،كان  

 .ديد العديد من ال طفالالج جذر لل فيها 

7 P. Bose, J. F. Buss, and 
A. Lubiw. Pattern matching 
for permutations. Inform. 
Process. Lett., 65(5):277–283, 
1998.

8 É. Ghys. Intersecting curves
(variation on an observation 
of Maxim Kontsevich). Amer. 
Math. Monthly, 120(3):232– 

242, 2013.

غرار   على  كالدر أ ل متحرك،  . كس ندر 

بالطبع، هده المتحركات ليس من المفترض 

من  اثنين  أ ي  ولكن  مس توية  تكون  أ ن 

المس توي قابلة يخ   ةتمثيلاتها  بتبديلة  تلفان 

©  للفصل على أ وراقها.

π1 ⊕π2

π1 ⊖π2

ذا كان قابلة   تبديلة   ت لحظوا أ نه ا 

للفصل، فا ن الحال كذلك بالنس بة ا لى 

التبديلة العكس ية 

( ) 1 ( ).k n k = + −
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إضافة وا� ٔ�و �د لوصل العدید من
  أ�شجار. 

لاتيْ دمخططات الطوابق والب    ،لتكديسا، مسارات القطارات

  

 

 

 

©.دوارة منضدة  

9 E. Ackerman, G. Barequet, 
and R. Y. Pinter. A bijection 
between permutations 
and floorplans, and its 
applications.  Discrete Appl. 
Math., 154(12):1674–1684, 
2006. 

أ ن والاحظ . ةيعكس  ال   التبديلة هيTبـ ةالمرتبط بديلةالت 

.1 2 1 2   = 

عدة  لذ للجذر  أ ن  نفترض  أ ن  يمكننا  ال طفال    فيعر    .أ طفاللك  شذبة م   اشجار أ  هؤلاء 

طريق  .  هو   بـ  اوعهمجم  ت ال1،2،...  ،k الحدود  كثيرة  تبادلاتو  عن 

 بديلة التافهة تم الحصول عليها من الت ي1،  2،...  ،kت  جميع التبديلا  الاس تقراء،

لىيكون الشيء نفسه صحيحًا بالنس بة   وهكذا  و من خلال عمليات    .ا 

ين ت ين مرتبط تل ي تبد ل       و    ينموعالمجأ ن    بينعلينا أ ن ن   .نفس السهولةب العكس هو  

مرتبط   شذبتينم   تينبشجر  أ يضا  م   انتهما  علي   .شذبةبشجرة  جذري    وصلسوى    ناما 

ت  تم  جد،    شذيبهماشجرتين  ضافة  ا  أ و  المشتركين،  الوالدين  أ حد  ة.         شار الا    حسببواسطة 



)رياضيا  واتخيل عددتيا قطارًا  من  يتكون   )n ال  ةار دو    منضدة  واأ دخل .  عرباتمن 

تيح ت   والت أ حد هذه ال جهزة الت يراها المرء أ حيانًً في السكك الحديدية،  أ ي    ،اتيةرياضي 

بمقدار   الم   180دورانًً  أ ن    ال ن   اتيةرياضي  ةار الدو    نضدةدرجة.  عدد ت يمكن  أ ي  تناسب مع 

ال  نالمتتالية  عرباتمن  ال .  من  جزء  عكس  بمجرد  أ نه  أ يضًا  هذه  عرباتفترض  ربط  يتم   ،

يم  عرباتال لا  دائمة:  المس تقبل.  بطريقة  في  فصلها  في  ي لقطار  ا   دعواكن  مرات  عدة  تحرك 

 . بالتعريفللفصل، تقريبًا  ت قابلةعربالل ةالنهائي بديلة. الت ةار الدو   نضدةالم 

باس تخدام   أ يضًا التعبير عن نفس الفكرة  في كان  كما    ،بتسلسل الا خراج  التكديسيمكن 

تخيل  من ال    تسلسلا   واالفصل السابق.  ، 1يمين التسلسل    ن ع  صطفة الم  كداس غير محدد 

2،  ...،  .n  في كل خطوة، ي سمح  .   تختلف قواعد لعبة الفرز عن حالة المكدس الفردي

المكدس   أ على  القائمة  من  عنصر  بدفع  ن  ال ول،لنا  لم  قلأ و  الكامل  لى المحتوى  ا  كدس 

  .لآتيا كدسالم

آخر للتبديلا  هورظ هنا   لى  زئهن س تطيل و بم بدأ   ن للفصل.    القابلة  تأ عدة غرف مس تطيلة    ا 

المتتا  ال فقي  أ و  الرأ سي  التقطيع  طريق  أ رضية  بععن  مخطط  هذا  الهامش.    ،تقطيع .  في  كما 

الم   واابحث  التقطيع  لمخططات  جيد  تعريف  ال   وجدواكافئة  ت عن  مع  قابلة ال  تتبديلاتقابلا 

.9للفصل

http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X0600117X
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X0600117X
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X0600117X
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X0600117X
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10 F. Bassino, M. Bouvel, 
V. Féray, L. Gerin, and 
A. Pierrot.  The Brownian
limit of separable permuta- 
tions. 2016. 

© 

 

 

of Combinatorics Bóna. M. 12

permutations. Discrete Math- 
ematics and its Applications 
Boca Raton). CRC Press, 
Boca Raton, FL, second edi- 
tion, 2012. With a foreword
by Richard Stanley.

 تصف السلوك الاحتمالي للتبديلات   10  ةحديث  ةأ ولي  ة طبعب ر  ذك  لن   الفصل،في ختام هذا  

,...,1}في تبديلة    لتكن .  ي منت ا لى اللا nيؤولللفصل عندما    القابلة  }n،     نظر ا لى  ن ل

ب  الخاص  البياني  هذا  الرسم  ال   وهال خير    ا :  )  زئية المجموعة  ) , ( )i i   في
2.{1,..., }n

رسمها في مربع الوحدة كي نقياس هذه الصورة    عدلن   
، قياس   كل تبديلةبنرفق  .  20,1

كتل    الاحتمال وهو مجموع  المربع  الـ   في  1ا  وزن التي   nديراك  n   في  تموضعة الم و

( ). 1 , ( )n i n  لفضاء  ا( )2Prob المربع  اتاسيلق   [0,1] على   متراص    ،الاحتمال 

ا ا لى  الضعيفة(  پ لطو)بالنس بة  تراكم  بحيثولوجيا  نقط  دراسة  من  في  الـ   نتمكن 

( )2.Prob تراكم  [0,1] نقطة  أ ي  أ ن  نرى  أ ن  السهل  ب ديلْة  هي    من 

(Permuton)  :هامشا يمثل  الذي  المربع  على  احتمال  المحور  هقياس  على  سقاطاه  ( ين)ا 

على  (  Lebesgue)  ڨـې ـبۆ ـل قياس . وأ خرون  0,1 باسينو  كتبها  التي  ال ولية   النسخة 

للفصل   القابلة  بديلةالت   وار ا، اختnن أ جل كلم للفصل.    القابلة  تالتبديلا  ناياتصف  ت

للفصل(. ينتج عن هذا توزيع احتمالي   القابلة  تبين جميع التبديلا  نتظامبا  عةوزمعشوائيًا ) 

) عشوائي على )2Prob الاحتمالات    متتاليةيثبت المؤلفون أ ن  .n كل من أ جل ، [0,1]

)جيدًا في الفضاء    فعر  احتمال م  ا لى  تؤول  ههذ )2Prob احتمال    هي  نهايةال  ه. هذ[0,1]

فضاء على  في  العشوائية    الب ديلْة  وهي  التبديلات  عشوائي  الصورتان  للفصل.  القابلة 

لتبديلة ة  نموذجيبيانية    ارسوم هران  ظ ت   ال ولية،  نسخةال   همن هذ  تانالمس تخرج و   الهامش،

أ جل  للفصل    قابلة لـال قيم  المن  تواف  n. كبيرة  المزيد عن  القابلة   تالتبديلاات  يق ي لمعرفة 

 . اسمحوا لي أ ن أ قترح تمريناً واحدًا ذلك،. ومع 12أ و  11 عودوا ا لىللفصل، 

ذا كان   واتب ث أ   ,...,1}في  تبديلة  ت أ ن هناك خوارزمية تقرر ما ا  }n  قابلة للفصل في الوقت

 أ و لا.    n))فيالخط  

في    والاحظ  واضحة  خوارزمية  هناك  أ جل   :الحدودكثير    الزمنأ ن  رباعية  كل  من 

1 2 3 41 i i i i n      التبد   واتحقق كواحدة من  ذا كانت صورها مرتبة  ا  ين  تل ي مما 

logل ن    أ هم  ط الخ  الزمنكثير الحدود ا لى    الزمنقد يكون الانتقال من    .ينت المحظور !n 

.  ڨس تيرلين علاقة، ولكنه أ بطأ  من دالة تربيعية، بواسطة  nينمو أ سرع من دالة خطية في 

تمكنتم  لذلك،  ذا  فأ نتم  ا  خطية،  زمنية  خوارزمية  على  العثور  وجه   ونتثبت  من  على 

التبديلا عدد  أ ن  بـ  القابلة  تالخصوص  مقارنته  عند  صغير  . للفصل  !n   لهذا    رشادكا

ثبات    واالتمرين، اقرأ   .شذبة للفصل وال شجار الم   القابلة  تبين التبديلا  التقابلمرة أ خرى ا 

11 S. Kitaev. Patterns in
permutations and words.
Monographs in Theoretical
Computer Science. An
EATCS Series. Springer,
Heidelberg, 2011. With
a foreword by Jeffrey B.
Remmel.

https://arxiv.org/abs/1602.04960
https://arxiv.org/abs/1602.04960
https://arxiv.org/abs/1602.04960
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( ) .

هيپاركوس وشرودر 

ال شجار   لنعدّ 

ال )  عددس نقوم بحساب  )a n      التبديلا  كثيرةللتبادلت )أ و  للفصل(  القابلة  تالحدود 

   .ش ياءمن ال   n على عدد

) لنفترض أ ن )b n   ذات  هو عدد ال شجارn التي تم تقليمها بحيث يكون للجذرة و ورق

(1) 1b ا ورقتها ال= ة.وحيد: شجرة صغيرة جذرها هو أ يضا

(2) 1b : شجرة صغيرة ذات فرعين وورقتين.=

(3) 3b =.

نشاء علاقة ت ا ا  .  لـ راجعيةمن المغري جدا ( )b n
بشجرة مشذبة  نب ذا حذفنا   ةورق  nذات  دأ   ا  ال قل.  للجذر طفلان على  يكون  بحيث 

والفروع   من    المجاورة،الجذر  معين  عدد  من   nا جمالي  عدد  ب  ال شجار،فس نحصل على 

على ال قل بهما عدد    شذبتينمن مجموعة مرتبة من شجرتين م   انطلاقا  ،في المقابلال وراق.  

من أ جل بناء    السابقة،يمكننا ا ضافة جذر جديد وربطه بالجذور    من ال وراق،  n  ا جمالي

  ة. ورق nذاتشجرة مشذبة 

 صحيحة  تيةن العلاقة ال  أ   ومنه يأ تي

1 2 1

1 2
, ,..., ; ... 1

( ) ( ) ( )
k k

k
i i i i i

b n b i b i b i
+ + =

= 

ت المولدة.  ية للمتسلسلاتقليد الطريقة ال ال ن  نحن نس تخدم 

a(n)ـ القيم ال ولى ل  

    1 1 

2 2 

3 6 

4 22 

5 90 

6 394 

7 1806 

8 8558 

9 41586 

10 206098 

11 1037718 

12 5293446 

13 27297738 

14 142078746 

15 745387038 

16 3937603038 

17 20927156706 

18 111818026018 

19 600318853926 

20 3236724317174 

21 17518619320890 

22 95149655201962 

23 518431875418926 

24 2832923350929742 

25  15521467648875090 

26  85249942588971314 

27  469286147871837366 

      28 2588758890960637798 

  29 14308406109097843626 

  30 79228031819993134650 

كانطفلا ذا  ا  الأقل  على  2n ن   (  له كان   أأطفال،وليس  ذا  ). ا  1n ل ا  بالنس بة    =

هذه   ال  الشجرة،مثل  ابنه  هو  الأصلي  الجذر  يكون  جديد  جذر  نشاء  ا  .  وحيديمكننا 

) ويترتب على ذلك أأن ) 2 ( )a n b n=  2من أأجلn  . القيم الأول لـ b هي: 

https://oeis.org/A006318/b006318.txt
https://oeis.org/A006318/b006318.txt
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بـ   H شكليةال  ىسلسلة القو مت  فنعر  

2 3

1
( ) ( ) 3n

n
H t b n t t t t



=

= = + + +

 H   عب  لنُ 
2 2 3 4( ) 2 7H t t t t= + + +

ال  ntمعامل هذه  هوت في  الجديدة  سلسلة 
1 2

1 2( ) ( )
i i n

b i b i
+ =
  عدد يساوي  وهو   ،

الشذ   ذاتالأشجار  طفلا ةورق  n  بة  للجذر  يكون  باس تخدام  .بالضبط ن  بحيث 
3( )H tنحسب عدد الأشجار التي يكون لجذرها ثلاثة أأطفال، ا لخ ، . 

 ية ت ن ال غير سلسلة ت ال 
2 3( ) ( )H t H t+ +

ذن جميع   فا ن    ثم،ومن    .ما عدا الشجرة الوحيدة التي لها ورقة واحدة   الأشجار،تحسب ا 

. هو غير النتي  موعهذا المج ( )H t t−  

 وبالتال 
2 3( ) ( ) ( ) .H t t H t H t− = + +

 سلسلة الهندس ية، نحصل عل ت ل ا بتجميع 
2( )( )

1 ( )
H tH t t

H t
− =

−
أأو 

22 ( ) (1 ) ( ) 0H t t H t t− + + =،

 :من حيث يأأتي

( )2

1
( ) ( ) 1 1 6 4.n

n
H t b n t t t t



=

= = + − − +

)  ،ب رك  كدالة لتغير م )21 1 6 4t t t t+ − − ةشأكلمتوهولودافة جي  معر   +

الذالفي  (  هولومورفية )أأو مقرص  قطره)عاعه  شُ الذي  و   0  هركز ي  أأصغرهو(نصف 

21العادلة   جذري   6 0t t− + . أأي  ،= 3 2 2t =  تقارب  شعاعفا ن    ،منهو  −

( )H t  3.هو 2  أ خر بتعبير −2

( )1
n

b n
n→

= + 

أأنه يمكن استبدابين  س ي  )الـ   ا ن limsup.بـ      limل   القارئ بسهولة  )a n  هي

رنست   ا  كارل  فيلهلم  فريدريش 

ل   كان  (1902-1841)شرودر  

ركوب    : عديدة رياضية  هوايات  

طويلة   لسافات  والشي  الدراجات 

الجليد   عل  التزحلق  والس باحة، 

والبستنة الخيل  كان     .وركوب  لأنه 

دراجة   يركب  وهو  دائماً  ليه  ا  ينظر 

محليًا    كارلسروه،حول   معروفاً  كان 

الدراجة"باسم   وا ظر )ان  "أأس تاذ 

MacTutor    أأرش يف  تاريخ

 (الرياضيات

      هيپاركوس

 ق.م.(  120حوال  – 190)حوال 
©

©

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Schroder/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hipparchus/
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 V. I. Arnold. On teaching 

mathematics

هو هذا  مختلف،  س ياق  ما  في 

أ يضًا   الا سم يسمى  لـ  ستيڤلر  .قانون 

A. N. Whiteheadن ورد ع 

" كل شيء من ال همية قيل من   أ نه قال  

." قِبل شخص ما لم يكتشفها 
14

 V. Peckhaus. 19th century 
logic between philosophy 
and mathematics. Bull. 
Symbolic Logic, 5(4):433–450, 
1999.

15 E. Schröder. Vier combi-
natorische probleme. Bull. 
Symbolic Logic, 15:361–376, 
1870. 

.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

و  الكبيرة،  شرودر  )الـ  أ عداد  )b n  الص شرودر  أ عداد  أ ن غهي  تنسوا  لا  يرة. 

( ) 2 ( )a n b n=  من أ جل. 2n  

ين  ات مخصصة لهصفحات اليات الصحيحة المدهشة على الا نترنت لها عدة  تن موسوعة المت ا  

من    تتاليتينالم  الكثير  على  تحتوي  وربما  ال خرى(  الصفحات  من  العديد  بين  )من 

 : المقاربيجد المرء التقدير  المثال،على سبيل  !المعلومات

( )3 2 2
( ) .

9 2 242 2 3 2 4 1 ...
32

n

a n
n n

n


+

 +
− − + 

 

هيپاركوس وشرودر 

 يؤكد مبدأ  أ رنولد أ نه

ذا كان  .فهذا ليس اسم المكتشف شخصيًا،مل اسًما ي  مفهوما 

 :ي ر  ېـبمبدأ   ومكمله،

 .13ينطبق مبدأ  أ رنولد على نفسه 

أ عداد    هذاينطبق   اكتشاف  على  خاص  شرودر  شرودر.بشكل  رنست  ا  مِنطيقا  كان 

:14أ وضح أ ن هدفه كان  وقدأ لمانيًا مهمًا  (منطقياً )

الدقيقة   المعالجة  لى  ا  الوصول  لا تاحة  س يما  لا  حسابي،  كنظام  المنطق  تصميم 

الحين    النسبية،للمفاهيم   ذلك  الادعاءات    فصاعدًا،ومن  من  التحرر  طريق  عن 

للغة   من  الطبيعية،الروتينية  خصبة  تربة  أ ي   مجال  (cliché)  'وْسم ر  '  سحب 

واسع للغة عالمية علمية تختلف بشكل    رضية  يجب أ ن يمهد هذا ال     .أ يضا   الفلسفة

رانتو، كانت  پ]لغة عالمية مثل الا س (  Volapükڥُلاپوُك )عن الجهود اللغوية مثل 

أ لمانيا   في  جدًا  من كونها لغة    فيشائعة  أ كثر  شارة  تبدو وك نها لغة ا  الوقت[،  ذلك 

  صوتية.

لى  نظرًا   حول  ا  نظره  طبيعيًا    المنطق،وجهة  سؤالًا  كان  ليه    جدافقد  ا  ليحسب  بالنس بة 

n.كلمة ذات طول  فيعدد ال قواس الصحيحة 

.15 1870عام ل هذا هو الغرض من بحثه 

لى كلمة طول   :مكانيتان، هناك ا2 هابالنس بة ا 

 ab و.( )ab

https://www.uni-muenster.de/Physik.TP/~munsteg/arnold.html
https://www.uni-muenster.de/Physik.TP/~munsteg/arnold.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Stigler%27s_law_of_eponymy
https://en.wikipedia.org/wiki/Stigler%27s_law_of_eponymy
https://en.wikipedia.org/wiki/Stigler%27s_law_of_eponymy
https://en.wikipedia.org/wiki/Stigler%27s_law_of_eponymy
https://en.wikipedia.org/wiki/Stigler%27s_law_of_eponymy
https://en.wikipedia.org/wiki/Stigler%27s_law_of_eponymy
https://oeis.org/A000108/a000108_9.pdf
https://oeis.org/A000108/a000108_9.pdf
https://oeis.org/A006318
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16 R. P. Stanley. Enumerative
combinatorics. Vol. I.  The 
Wadsworth & Brooks/Cole 
Mathematics Series. 
Wadsworth & Brooks/Cole 
Advanced Books & Software, 
Monterey, CA, 1986. With 
a foreword by Gian-Carlo 
Rota. 

((a          b)c              d)
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( ) ( ( ))
(( ) )  ((( ) ) )
( ( ))  (( ( )) )

(( )  ( (( ) )
( ( ( )) (( ( ( )))

abcd abcd
ab cd ab cd

a bc d a bc d
ab cd ab cd
ab cd ab cd
abc d ab cd

a bcd a bcd
ab c d ab c d

a bc d a bc d
a bc d a bc d
a b cd a b cd

 

 

 

  

©

مكانيات بالنس بة إ لى كلمة طولها وهناك  :  3ست إ 

               
.  )  

( ) ( )
( ) (( ) ) ( ) (

abc ab c a bc
abc ab c a bc

مثل   قوسين  بين  وإحد  وضع حرف  يمكن  لا  أ نه  إللعبة هي  )قوإعد  )a    أ لا ويجب 

)).ر أ حد إل قوإس مثل  كر  ي   ))abكن أ ن تكون إلكلمة إلكاملة دإخل زوج وإحد يم

.(شرودر إلكبيرة زوجية  عدإد)وهذإ هو إلسبب في أ ن أ    تكون  لا  ومن إل قوإس أ  

  .أ ن زوجًا من إل قوإس يمكن أ ن يش تمل على أ كثر من حرفين وإلاحظ 

 . 4 هالكلمة طول  مكانيةإ    22 وجدت

قائمة  أ خر سوىشيئا  ليست    22  إلـ  يجب أ ن يكون وإضحا للقارئ أ ن هذه إلتعبيرإت

إلكلمات    ،بالفعل  .أ ورإق  4  ذإتبة  شذ  إل شجرة    22  إلـ بين  إليمكن وصف  وضوعة 

إلهامش  إل قوإس في  موضح  هو  كما  إلشذبة،  يع    .  بال شجار  ببساطة   د  كان شرودر 

أ يضا   إلحدود،  كثيرةلتبادلات  با  إلعروفةو   ،شذبةإل إل شجار   ت لتبديلابا  وإلعروفة 

 .إلوصوفة أ علاه ةولدإل  إلدإلةو  إجعتحتوي ورقته على علاقة إلت .للفصل إلقابلة

د    ،1994في عام   عليا في جامعة جورج وإش نطن    دإرس  ،  ڨيد هوڥ ي  كان  درإسات 

:16كتاب س تانلي  من 1.45يقرأ  إلتمرين  (،ريكيةٻ ـ)إلولايات إلتحدة إل م 

إل   من  تيالاقتباس  يقول  ' Plutarch's Table Talk VIII.9.732مأ خوذ 

إلإ  وس  پ كريس   عدد  إ جرإؤها من عشرة    قضايان  يمكن  إلتي  بس يطة   قضايا إلركبة 

دحض ذلك من   قديتأ كد،  ، كي  وسكار پمن إلؤكد أ ن هي    .'ن فقط تتجاوز مليو

أ نه على إلجانب إلا يجابي يوجد   ظهار  وعلى إلجانب    ا،مركب  بيانً    103049خلال إ 

ص  ،2إلمجلد    .إليوننية، تاريخ إلرياضيات  لـ ي. هيلثوفقا  .  310952إلسلبي  

إل  "  ؛245 هذه  من  أ ي شيء  صنع  إلس تحيل  من  أ نه  ظلاحي[  ".شكاليبدو 

لـ   إلقرإءة إلتغيرة  أ ن  أ يضًا  إلوإقع    .]101049هي    103049هيث  ل يمكن ه في 

   بأ ي معنى؟ وسلوتارخپ  إلتعبير عن بيان 



 

 
 

  پ لوتارخوس 

 © ب م(  120  –ب م 60)حوالي 
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Schröder, and Hough. 
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19 K. Brown.  Hipparchus 
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ab cd ab c d
a bcd a bc d
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هي  يكون  إلقديمةكار پربما  إلعصور  في  فلكي  أ هم  الاعتدإل  يش تهر    .وس  لبادرة  باكتشافه 

إلكوإكب  لبناء وصف علمي متماسك لحركة  بعد    طليموس،پ   ه،خلف    .ولكن قبل كل شيء 

م طلمي إلذي أ صبح إلعقيدة إلفلكية حتى قد  پثلاثمائة عام، إش تهر بنظام مركزية إل رض إل 

ولا  وس  كار پطليموس بالكثير لهي پ يدين    .رنيكوس نظام مركزية إلشمس، بعد عدة قرون پكو

 .لكن هذإ لا علاقة له بقصتنا  .نهي  يعتف دإئماً بد  

من    وس،ك ار پهي   ،ڨهول وفقا    لذلك، إ رسال  يع  وسلوتارخ پ  تحت  كان  بين   د  ،  إلكلمات 

كتابة إلعديد من إل ورإق إلتاريخية حول هذإ الاكتشاف    ت ت    .10طول  إل  ذإت  سإقو إل  

 .18  17وسكار پهي  شرودر بوإسط عدإدل  

في مقال  تفصيلًا    MathPages  19  يقدم  أ كثر  ماشرحًا  إلروإقي   بمفردإت   نوعا  إلنطق 

في) قبل  منطق  كريسي   سر   د   إل رسطوية- ما  قبل  من  خاص  وإنتقده  پبشكل  وس، 

   .(وسك ار پهي 

على طريقتان    وجدت  ،1a،  2a، . . .  ،ka   إلنطقية  "إلتأ كيدإت" عدد معين من    ليكن

  :لفصل باأ و  وصلإل قل للجمع بينهما بال

1 2OR OR OR na a a وهي دإلة   n - 1  إية( ,..., )nOR a a، 

• 1 2AND AND AND na a a   وهي دإلةn- 1  إية( ,..., )nAND a a. 

ونقطة، أ و   ORلـ    +نس تخدم    إلحديث،  (جورج ب ول  بولياني )نس بة إ لىإل   ميزفي إلت 
   

   

 

 

 

ولا يمكن أ ن يكون      b(10)شرودر الصغير العاشر عدد  هو    103049أ ن    ڨهولاحظ  

 . ذلك من قبيل الصدفة

وكاتب    وسلوتارخ پ  ن  كا عادة    ،ايوناني  يّر س    مؤرخًا  ا  على  يقتصر  قصتنا(  )في  دوره  وكان 

هي  بواسطة  الاقتباس  عامك ار پنسخ  مائتي  قبل  الرقم   .وس  هذا  أ ن  تخيل  الصعب  من 

كتاب    103049 في  حفظه  يتم  أ ن  دون  الطويل  الوقت  هذا  مثل  خلال  تذكره  يمكن  كان 

 وس. لوتارخپ  بحوزة 

F. Acerbi. On the 

shoulders of Hipparchus: a 

reappraisal of ancient Greek 

combinatorics. Arch. Hist. 
Exact Sci., 57(6):465–502, 

2003. 

 

ن  مabcdثال يل إل على سب )nها  عتبر كلمة طول ن ل ن ،  إ   AND .لـ  إلتعاقب فقط  

).أ جل   4n 1nن إلـ  كل ممن أ جل  = "اروإ  إخت  ف،ور إلحبين    رإغاف− . "."أ و +"

12nيوجد    . (في مثالنا 8) إمكانية −

•

https://en.wikipedia.org/wiki/Plutarch
https://en.wikipedia.org/wiki/Plutarch
https://en.wikipedia.org/wiki/Plutarch
http://www-math.mit.edu/~rstan/papers/hip.ps
http://www-math.mit.edu/~rstan/papers/hip.ps
http://www-math.mit.edu/~rstan/papers/hip.ps
http://www-math.mit.edu/~rstan/papers/hip.ps
http://www.mathpages.com/home/kmath397/kmath397.htm


ذا أ ردنا تحديد ترتيب لتق  علىنحن معتادون على ا عطاء ال ولوية للضرب   يم و الجمع ولكن ا 

 ة.  ال قواس ضروريف ،ةالمنطقي  ه الدالةهذ

بشجرة   ذلك  وصف  فردي  ب  ORالرمز   وااربط .مشذبةيمكن  مس توى  ذات  عقدة 

هؤلاء    أ بنائها،تعمل كل عقدة وفقاً لمجموعة من  .   عقدة ذات مس توى زوجيب  ANDو

ذا كان للجذر   .قوسينبين    ميتم احتضان   بناءل  ا فليس من الضروري تسميته    واحد،  ابن ا 

 . مجموعة أ حادية )العنصر(ل نه يعمل على  AND بـ

القارئ تشجيع  ظهار    ،كتمرين  ،يتم  ا  مختلفينير بتع   أ نعلى  شجرت  ،ين  مشذبت ينأ ي   ين 

تينمختلفت {0,1} مختلفتين  يتين بوليان دالتين    عرفان،  {0,1}n → 

0ia 1iaأ و = صحيح(  ئ طاخ )  = هناك   هيپاركوس كان   لذلك،.   أ و  حق:  على 

2 103 04) 9(10a =     تأ كيدات، باس تخدام  10طريقة للجمع بينOR  أ وAND  ،

أ ن يتساءل لماذا ذكر  يم    .بالمعنى الموصوف للتو .وليس    b(10)كن للمرء  (10)a   بما ر
ال  بين  الطبيعي  الالتفاف  ي   قضايالاحظ  والذي  النفي،  يقدمها  التي  بشكل    بادلالمركبة 

؟ORو AND بينأ ساسي 

يسمى   صلة،  ذو  مفتوح  سؤال  22هناك هناك 
n

)أ و  دالة     بوليانية 

من    بوليانية دالة . من السهل أ ن نرى أ ن أ ي  {0,1} فيn{0,1}من    دوالأ ي  ،منطقية(

 لدوال لك ا.  تNOTوAND و OR هذا القبيل يمكن كتابتها ببعض الصيغ باس تخدام

الرتيبة    بوليانيةال تسمى الدوال   NOT التي يمكن وصفها بالصيغ التي هي لا تتضمن الدالة

لاحظ في    وا)لكن  واحدة  مرة  يظهر  متغير  كل  أ ن  نفرض  لا  حالة   الصيغة،أ ننا  في   كما 

8.من أ جل  الرتيبة مفتوح  بوليانيةالدوال ال حساب عدد  حول  السؤال   هيپاركوس(.  n 

أ يضًا تفسير طو  العددهذا   المپله  نه عدد  ا  البس يطة التي رؤوسها    اتكبّ ر ولوجي لطيف: 

,...,1}.هي  }n   

الرياضيات  نعتقد  يينمعظم  اليونانية.  الرياضيات  ساذجة حول  فكرة  أ نا، لديهم  فيهم  بمن   ،

هي ت   اأ ن  مثال حساب  يكون  قد  قليدس.  ا  بروح  الهندسة  من  فقط  لك ار پتكون  عدد وس 

ال  أ ن  ا لى  تلميحًا  العاشر  طوّ   يونانيينشرودر  قد  ما  القدماء  حد  ا لى  مفصلًا  فهمًا  روا 

.: هذا هو موضوع مقالة أ كربي المقتبسة أ علاهياتق ي ف اللتو 

 
( ) ( )

 ( )
( ) ( )

 ( )
( ) 

( )  ( )
 ( )( )

( )  ( )
( )  

( )  

abcd abc d
ab c d a bc d
ab cd a b c d
a b cd ab c d
ab c d a b c d
a b c d a bcd
a b cd a bc d

a bc d a b c d
a b c d a b c d

a b c d a b cd
a b c d a b c d

+
+ +

+ +
+ +
+ + + +
+ + +
+ +
+ + + +
+ + + +
+ + + +
+ + + + +

 

رؤوس   بركّ م   مجموعة  مع    بس يط 

{1,..., 6}V التي تربط  الة  الد  =

ذا     VمنX جزئية  بمجموعة    0 ا 

خلاف  في      1، و  ابس يط  X   كانت 

 . رتيبة بوليانيةذلك، هي دالة  

AND

OR

1 2

6
5

4
3
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تق  في  مايمهو عند 

.كيند ٻ د ٻ د مشكلة    

https://en.wikipedia.org/wiki/Dedekind_number
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قيات  ي التواف يناقش الفصل الأول    .جديدة حول هذا التاري   اتر و نظم   20نيتز  كتابيقدم  

يهتم العثور عل   قييتواف   لغزيحتوي أأيضًا على وصف ل   .103049  عدداليونانية ولا س يما ال 

  .(قصة بوليس ية   قراءة  مثل  21في طرس أأرخميدس الشهير )يتم حث القارئ على القراءة

 .  أأو لعبة القطع الس بع طانڤرام عبةل  قطعة متعددة الأضلاع ويش به 14يتكون هذا من 

في  طلب  "نيتز   زميله  في    قياتيي تواف وهو    رسي،پ  س تانفورد،من  مساعدته  مشهور، 

معًا؟ المربع  لتجميع  المتاحة  الطرق  عدد  كم  بس يط:  سؤال  أأنه  افترض  ما   [...]  حل 

دياكونيس من  الأمر  عدد    اس تغرق  لى  ا  للتوصل  زملاء  ثلاثة  مع  تعاوني  وعمل  شهرين 

  ." 17142الحلول: 

 أأرخميدس الجواب؟ عرف يهل 

20 R. Netz.  Ludic proof.
Cambridge University 
Press, Cambridge, 2009. 
Greek mathematics and the 
Alexandrian aesthetic.

21 R. Netz and W. Noel. The 
Archimedes codex.  Phoenix, 
London, 2008. Revealing 
the secrets of the world’s 
greatest palimpsest. 

.معدة أأرخميدس 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Tangram
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De methodis serierum et fluxionum

طريقة نيوتن 

 المنحنيات الجبرية 

 Mathematics Stillwell. J. 22

and its history.  
Undergraduate Texts in 
Mathematics.  
Springer, New York, third 
edition, 2010. 

23  W. W. R. Ball. On Newton’s 
Classification of Cubic 
Curves.  Proc. London Math. 
Soc., S1-22(1):104–143, 1890. 

مفردتين منحن جبري بنقطتين 

ر  بواسطة  الإحداثيات  دخال  اإ المس توية،  أ صبحت  كارت،  ېد  ېنـۆمنذ  المنحنيات  دراسة 

المس توية   الجبرية  المنحنيات  )الحدود   كثيرةعادلت  بم  )المعرّفةوخاصة  ( , ) 0P x y =  ،

مأ لوفة    س تقيمات)الم  الرياضيات   .جداوالمخروطات(  نظر  عشر   يون عندما  السابع  القرن  في 

المنحنيات   لى  أ علىمن  اإ التي  درجة  المختلفة  ال شكال  من  العديد  من  تتكون  غابة  وجدوا   ،

سحاق نيوتن مذكرات طويلة عن المنحنيات من    كتب    المثال،على سبيل    .حاولوا ترويضها  اإ

ياها  مفكّ  الثالثة،الدرجة  لىكا اإ  . 23أ و في  22المناقشة في   واانظر ." عدد كبير من "ال نواع اإ

الم   كبيرة،وبسرعة   النقط  أ ن  بوضوح  دورظهر  تلعب  هذه    مركزيا  افردة  هندسة  فهم  في 

0  قطةن تكون  .  المنحنيات 0( ,  )x y    كانت ذا  اإ لىمفردة  اإ ذا المنحن   تنتمي  اإ أ ي  كان    ، 

0 0( , ) 0P x y و = Pان الجزئي  انالمش تق كان  ،  x  و P y   في   نعدمان ي

0 0.( ,  )x y 

حداثي  الةالد  مبرهنةتطبيق   اإ في  يكون   ينمناس ب   ينملس أ    ينالضمنية:  النقطة،  هذه  حول 

   .مس تقيماً  المنحن 

.وقتاً طويلً   اس تغرق فك رموز طبيعت ي فردة أ كثر تعقيدًا و قد تكون النقط الم  ذلك،ومع  

صعوبة في   معاصر  ل يجد رياضياتي  (،ر لنقطة عادية )أ ي غير مفردةا و في ج 

كذلكت في الرياضيات ول    مركزياموضوعاً   2و  1  ينتكانت معادلت الدرج   لطبع،با   .زال 
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هذا   كتاب  نس    الفصل،في  باتباع  الفهم،  هذا  نحو  الرئيس ية  الخطوات  حدى  ا  صف 

 فُّقات(. د)طريقة المتسلسلات والت  De methodis serierum et fluxionumتننيو 

حول  نلا   تاريخية  تفاصيل  أ ي  في  الخوض  ولاريد  نيوتن  بين  يتعلق  ي  التنافس  فيما  بنيز 

والتكامل التفاضل  حساب  ل   .باختراع  لغرضنا  نأ ن    نااسمحوا  خصيصًا  نيوتن  ب وصي  سيرة 

  
 : (25  وا)انظر   mirabilis Annus لـبنفسه هذا هو الوصف الذي قدمه نيوتن 

عام   بداية  المتسلسلا  وجدت    ،1665في  أ ي   يةالتقريب   تطريقة  تقليص  وقاعدة 

وَة ظ  لى مثل هذه الم   ح  في نفس العام في مايو، وجدت   .سلسلةت ل ي ذي حدين ا 

 

بعد ذلك في يناير كان لدي نظرية ال لوان وفي مايو    الدي تلاهوفي العام    للتدفق

العكس ية التدفقات  طريقة  لى  ا  امتداد    .دخلت  في  أ فكر  بدأ ت  العام  نفس  وفي 

لى مدار القمر ل نني    .1666-1665كل هذا حدث في سنتي الطاعون    .الجاذبية ا 

الرياضي والعقلية  الاختراع  أ جل  من  عمري  ريعان  في  كنت  ال يام  تلك  ة  اتي في 

 .والفلسفة أ كثر من أ ي وقت منذ ذلك الحين

لى أ فكاره لعام  ،1669في يوليو  كتب نيوتن  ،1665استنادًا ا 

aequationes numero terminorum infinitas.  De Analysi per 
عام   لم   De methodis serierum et fluxionum كتب   ،1671في  اذه  ينشرلكنه 

. العمل 

espistola prior and epistola posterior 
    

 

   

  

    

24 R. S. Westfall.  Never at 
rest.  Cambridge University 
Press, Cambridge, 1980.  A 
biography of Isaac Newton.

25
 R. S. Westfall. Newton’s 

marvelous years of discovery 
and their aftermath: myth 
versus manuscript. Isis, 
71(256):109–121, 1980. 

يقبل   لم  كولسون  أ ن  ي  يبدو  هر ظأ ن 

وقت   ندرس    لاحق، في  حالة  سوف 

وكذلك    المعاملات  P الدوالالحقيقية 

فقط تحليلية  أ نها  يفترض  .التي 

لـ  الم  طريقة مباشرة    وسلوزيوس،ڤ رٻڤ ري  ماسات  طريقة  لدي  كان  نوفمبر  وفي 

 1736في عام  De methodisل ـ(Colson)سونول ك  بواسطة  ليزيةڤالترجمة الا نظهرت  

  لوي جورج  كتبها    ليزية،ڤ الا ن ترجمة  لل   فرنس يةترجمة    .س نوات من وفاة نيوتن(  9ي بعد  أ  )

 . 1740ظهرت في  ،(de Buffon) رٻك ۆلـ

دقيق   وصف  على  تحتوي  ال وراق  هذه  الجبرية،  لل   ةلمفردانقط  لل كل  ما    بتعبيرمنحنيات 

 . أ رنولد مرة أ خرى، باتباع مبدأ  ۆپويز سلسلةمت يسمى اليوم 

) نريد دراسة المنحني , ) 0P x y  مركبة. عاملات بمحدود كثيرPحيث ، =

كدالة:   ولكن  منحن،  أ نه  على  هذا  في  يفكر  لا  نيوتن  أ ن  أ ولًا  نفهم  أ ن  كان يجب  ذا  xا 

نه يريد حل المعامعطى )دلة  ، فا  0),P x y يجاد، = .كدالةyوا  ( )y x

   .24س تفالٻ ولـ ةالذاتية الممتاز 

 . 

عام   لى   ،1676في  ا  مشهورتين  رسالتين    (: طكوس ي   ،ڨرۆ أ ولدنب  )عبر لايبنيز كتب 

 

           
     .ف  ۈ ب  ۆد   لـ المخطوط اللاتيني 
 

https://www.newtonproject.ox.ac.uk/view/texts/normalized/NATP00204
https://en.wikipedia.org/wiki/John_Colson
https://en.wikipedia.org/wiki/John_Colson
https://en.wikipedia.org/wiki/John_Colson
https://archive.org/details/lamethodedesflux00newt
https://fr.wikipedia.org/wiki/Georges-Louis_Leclerc_de_Buffon
https://fr.wikipedia.org/wiki/Georges-Louis_Leclerc_de_Buffon
https://www.jstor.org/stable/pdf/230315.pdf
https://www.jstor.org/stable/pdf/230315.pdf
https://www.jstor.org/stable/pdf/230315.pdf
https://www.jstor.org/stable/pdf/230315.pdf
https://fr.howtopronounce.com/french/buffon
https://fr.howtopronounce.com/french/buffon
https://fr.howtopronounce.com/french/buffon
https://archive.org/details/lamethodedesflux00newt
https://archive.org/details/methodoffluxions00newt
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Newton in 1689, by Godfrey
Kneller. © 

 ©  De methodisصفحة من  

ممكن   أ نه  هي  الرئيس ية  لاعتبار  بالفعل،نتيجته  اس تعداد  على  المرء  يكون  أ ن  بمجرد 

( )y x  سيتم توضيحها   بمبرهنة  لنذكرّ الآن.      نطقية لـم قوى  ب   غير منتهيةسلسلة  مت

." لاحقاً، والتي أ ثبتها نيوتن "تقريبًا

)  معادلة كثيرة الحدود  ك   .مبرهنة , ) 0P x y للقسمة على   ليس قابلا P ث )حي    =

(x  يكون (0,0)  بحيث  0P جوار،  ةكافئتم  ،  = م (0,0)  في  لعدد  من    نته، 

) يات المساو   )iy f x= )1  مع,...,i n=(   حيث if  من   ۆپويز  لـ  سلسلةمت

الشك 

,
1

( ) i

k
m

i i k
k

f x a x


=

=

i,ةركبمعاملات م من أ جل ka  صحيحة موجبةوأ عداد . im 

  أآخر،  بمعنً  0  P . سلسلةمت من الرسوم البيانية لل   نتهاتحاد عدد م   هو  = if   نحن

وس يكون من الطبيعي أ ن نسأ ل   تشي ڥ  ــكونتس لـ السؤال ال صلي لوضع مشابهفي وضع 

الطو  عنأ نفس نا   البيانيةپالطبيعة  الرسوم  لهذه  هذا    ذلك،ومع    .ولوجية  دراسة  قبل 

 دوال  ليست  ifـ  ن هذه الل  ها، تحديدالسؤال، هناك العديد من التفاصيل التي يجب  

 . على سبيل المثال في "الرسم البياني" للجذر التربيعي  وافكر  .حقاً 

  .De methodis serierum et fluxionum  من  سننظر عن كثب في الجزء ال ول
الفصل هذا  من  ال ولى  الصفحة  في  المهم  الكتاب  هذا  صدر  واجهة  أ جل    .توجد  من 

 .ليزيةڤ تبع الترجمة الاإنن س   القراء،تبس يط مهمة 

طريقة نيوتن 

. دعونا نبدأ  في قراءة نيوتن 

العادية؛ نظرًا لوجود توافق كبير بين العمليات في ال نواع ونفس العمليات في ال عداد  

، ةوغير محدد  ةعام  ولىال    ،ولا يبدو أ نها تختلف، اإلا في ال حرف التي يتم تمثيلها بها

لا أ ن أ تعجب من أ نهخرى محددة وخاصة:  ال  و  ر في استيعاب  لا أ حد فكّ   لا يسعني اإ

نواععقيدة الكسور العشرية المكتشفة مؤخرًا بطريقة مماثلة   ] لل  قد    اخاصة أ نه  [

 .المجردة كتشافاتال لمزيد من  اطريق ت كون قد فتحت

© 

x

نيوتن عام 1689،  بريشة ڤودفري 
.  ك  نٻ لرّ
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مركَّبا. ا  عددما نسميه اليوم    أ ي،  عاديا  اعدد   . . .عاديةال   عدادالتفسير: يعني نيوتن بال  

عداد  ال  في ذلك الوقت كانوا يعتبرون هذه    يينالرياضيات   أ ن عددًا قليلًا جدًا من  والاحظ 

، أ و ما يسمى اليوم صحيحةسلسلة  مت ، أ و  xحدود في  كثيرفهو يعني    ل نواع،با ."عادية"

ربما    ،(  Laurent)لورًا  لورَن سلسلةمت  أ ي  ۆپويز  سلسلةمت أ و  لقوى  باسلسلة  مت ، 

.والفا ن ال نواع حسب تعبير نيوتن هي نوع من الد حال، ةلى أ يع  x. لـ ناطقةال 

نظرًا   نفسَ ل أ ن  ا لى  ولكن  ال نواع هذه  ل   العلاقة بالجبر، مثل  عقيدة  ال عداد  ما  عقيدة 

واس تخراج  عاديال بالحسابالعشرية   والقسمة  والضرب  والطرح  الجمع  عمليات  ؛ 

من  م  تعل    يمكن  ،الجذور بسهولة  كان  تلكها  ذا  ا  الحساب ل ،  في  مهارة  مجرد  لمتعلم 

ا  ،العشري العشرية  لبديهي والجبر  الكسور  بين  يحصل  الذي  التطابق  ويلاحظ   ،

 .بلا حدودالمس تمرة ومصطلحات الجبر 

 ،عدادال  معالجتها بنفس طريقة معالجة    من الممكنالتفسير: يلاحظ نيوتن أ ن المتسلسلة  

أ ربع عمليات   أ جلها  يلاحظ   الحديثة،. في المصطلحات  /)،  ،−،+(والتي لدينا من 

   .ينحقل تشك  ن لورَ  تسلسلامت و  عاديةال عداد أ ن ال  

أ و   ة نس بة عشريفي  تتناقص ال ماكن باتجاه اليمين باس تمرار    ،عدادال  كما هو الحال في  

لذلك فهي  في ال نواع على التوالي، عندما يتم التخلص من الشروط،   مضاعف؛ش به  

ال حيان فيما ي كثير من  بشك   ةمس تمر   نتظمةم   متوالية( في  أ ت )كما هو مطلوب في 

 .ي بسط أ و مقامل  بعاد ال  ، وفقاً لترتيب غير منته

التاريخية   أ خرى في المصطلحات غير  ولوجيا  پنيوتن يخبرنا عن طو  الحديثة،التفسير: مرة 

الح يكون  قلينهذين  اتفق    عددان.  ذا  ا  متقاربين  رتبة    نالعشريا  نشراهماحقيقيان  حتى 

0  بجوارمتقاربان  سلسلتين،  مت ، أ و  xوبالمثل، فا ن اثنين من كثيرات الحدود في  ،كبيرة

ذا كان تق    .يم فرقهما كبيًراوا 

هذه   س ي    المرحلة،في  نيوتن.  استراتيجية  تخمين  كثيرة  المعادلات    لحل    طريقةً   نام عل  يمكننا 

) الحدود ) 0P y ماعاملات في  بمكثير حدود      P    حيث  = أ ن ، والذحقل  ي يمكن 

ال ي ال عداد  من  ما  ا  ذات    عاديةكون  المعادلات  على  هذا  سينطبق  ال نواع. لذلك  من  أ و 

)الشك  , ) 0P x y حيث =  ،   P     أ نه    تغيرين،بم دود  حكثير على  ليه  ا  كثير ي نظر 

))الحدود  ))P x y   تغير واحدبم y طقةاالن  والالد  حقلعاملات في  بم ( )C x   في  أ و

))ن ت لورَ سلسلات م  حقل ))C x.

© Buffon لاف الترجمة الفر�س�یة لـ�

https://fr.forvo.com/word/laurent/
https://fr.forvo.com/word/laurent/
https://fr.forvo.com/word/laurent/
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©

©

©

تربوي   عرض  ال نواع    للغاية،في  بين  التشابه  توضح  أ مثلة  عدة  نيوتن  عداد  وال  يعطي 

كيفية فك.  لعاديةا يوضح  2 أ ولا  ( )a b x−  سلسلة في ت كم. x   المدرسةوضح  يثلما  م  في 

0.9على   1الابتدائية أ ن قسمة  1 0.1= هذا سهل 1.11111111.ينتج عنها   −

ا على قرائه  .  ويجب أ ن يكون سهلاا أ يضا

ا لمعظم قرائه  ةا كون مأ لوفتطقة التي يجب أ ن  اس الناسثم يشرح معنى ال   كنه بعد  . يم أ يضا

التربيعي   الجذر  مثال  خلال  من  الحدين  ذات  الشهيرة  صيغته  تقديم  2لـذلك  2a x+،

:  x  ية فيته ن غير م سلسلة ت كم 

( )
2 4 6

2 2
3 5 .

2 8 16
x x xa x a
a a a

+ = + − +

   

    

  

        

C y.  [ ] من

دودحيرثك P ث  يح، =P y ( ) 0 كشلانم العادية  دادعألا في   العادية  المعادلات 

لبحأأدبيسهنأأنلعيةياغللةيوبرتةقيرطبىرخأأةرم = =P x y P x y. ( ,  ) ( )( ) 0

تلاداعلمايأأ،عاونألااتهلاماعمدودلحا ةيرثك معادلات   وهي  ". ةرثأأتلما

تلاداعلما"هيمسياملحدوي ةب سنلبامتماهلالةرثا اثركألاءزلجالى ان لاتيأأن الينا.
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.في التحليلجدا من ال دوات ال ساس ية   واحدة هي  هذه هي طريقة نيوتن الشهيرة والتي 

©

من الدرجة الثالثةمثاله هو المعادلة  .ا لى الطريقة التي يعرض بها الحسابات واانظر 

3 .2 5 0y y− − =

نه  ا  والخطأ ،بالتجربة  يلاحظ،ا  . 2يختلف كثيراا عن  لأ ن هناك جذرا

2y  كـ y لذلك فهو يبحث عن p= يجد في المعادلة ال صلية  لتعويضد ا بعو   .صغير p مع +
3 2 .6 10 1 0p p p+ + − =

لغاءيمكنه ال ن " 3 ا  26p p+  للحصول على هبسبب صغر "

10 1 0p− = 
1.قريبة من   pبحيث تكون 0.1p وضعيمكنه بعد ذلك  10 q= والتعويض في المعادلة للحصول على +

3 26.3 11.23 0.061 0q q q+ + + = 

.0.061 11.23 0.0054− −

11.23العلاقة    كانت   اولم" 0.061 0q+ ال   = من  أأنصحةقريبة  يعلم  فهو   "q 
من  قريب 

.
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وبالتالي يعرف    الملكية،( )زميل الجمعية  1715-1648نشر رافسون )  ،1690في عام  

في المعادلت  لحل  طريقة  ا(  جيدا . Analysis aequationum universalisنيوتن 

)  لـ 0y بحل تقريبي  بدأ  ن  ) 0P y ) لمتتاليةعتبر ان و  = ) 0k k
y


ـ ب عرفةالم 

1
( )
( )

k
k k

k

P yy y
P y+ = −


ذا كان كل شيء يعمل بشكل    والتي، رافسون نيوتن.  تقارب ا لى حل. لم يذكر  ت   جيد،ا 

ا. في حالةيدّ  ، يتفظ المرء بنفس رافسون  عي بعض المؤرخين أ ن الطريقتين مختلفتان تماما

ويسب   . المتتاليةالمعادلة  ky معادلة المرء  يسب  خطوة  كل  في  نيوتن،  حالة  في 

ا وهما متطابقتان   ، ولكن من الواضح أ نه شكلياجديدة. تعطي الطريقتان نفس النتيجة تماما

ذا تم الحساب   ،ا  ن  ا  فا ن عرض نيوتن س يكون أ كثر كفاءة. يمكن للمرء أ ن يقول    يدوياا

يين . يدعي بعض الرياضيات 26  رتدادن نيوتن يس تخدم الاا  رافسون يس تخدم التكرار و 

من    حس ناا،.  ةخطي   فقط المعادلةيجعل  كان نيوتن    بينما P أ ن رافسون فهم دور مش تق

نه  يس تطيع أ ن يقول   مكان نيوتن، مخترع  ا  أ ن الجزء الخطي    ةملاحظ  المش تقات،لم يكن با 

، سأ س تمر في الحديث عن طريقة نيوتن وليس طريقة طالما أ نً مهتم بذلكهو المش تق؟  

نيوتن    أ خير،كتعليق  .  رافسون  -نيوتن ن  ا  للقول  أ ي   يناقشلم  ل داعي  على ال طلاق 

لحظ  التقارب.  حول  لكثيرات    واسؤال  الحقيقية  الجذور  فقط  يتضمن  مثاله  أ ن  ا  أ يضا

 . الحدود الحقيقية

©

26 C. Christensen. Newton’s 
method for resolving 
affected equations.  College 
Math. J., 27(5):330–340, 1996. 

ل يجاد   نيوتن  طريقة  اس تخدام  يمكن 

الحدود كثيرات  ) جذور  )P z

، ما  initz  منابتداء   مركبة.بمعاملات  
نأ مل أ ن يتقارب تكرار خوارزمية نيوتن  

)أ و على    ين المس تو فا  لذلك    .جذر  ا لى

ال مجموعة  من    initz ـال قل  تعمل  التي 

الطريقة(   عدة    ا لى  تحليله يمكن  أ جلها 

  .نهيي، وفقاا للجذر الم  ميادين

كم   ،1880في عام   لهذا  يْ طلب  لي وصفاا 

في    .لي التحل  سهل  السؤال  أ ن      كتب 

0.0054q  كتابةب  r= − ، يمكنه التعويض كما كان من قبل ومتابعة العملية "بقدر  +

    2.09455148.أ خيًرا على الحل بالقرب من قد حصل ل  .ما أ ريد

ا الفقرة  لزم  لآت توضح  ذا  ا  ي    ال مر، ية،  لا  بشكل  موهوبًا  كان  نيوتن  لا جراء  صد  أ ن  ق 

شرح ما )يجب( على  ي   .بالفعليمكن اختصار العمل بشكل كبير"  "ة.   العمليات الحسابي

ال  التدرج  ارسينجميع  دون  ما  مرحلة  عدد  ا  معرفته:    في  مضاعفة  يتم  خطوة  كل  في  نه 

و   رتب ال أ ساسي،  بشكل  الصحيحة  نهالعشرية  حساب  ا  الضروري  من   ،p،  qليس 

r  ،s السبب هو  وهذا  لخ.  ا  ليس    شطب تم    ،جدولهفي    أ ن،  هذا  ال رقام:  بعض 

 .ذكيهذا تبس يط  فادحًا،خطأ  

لـ  2الرجة     لى ا  وبالنس بة    لقارئ()تمرين 

لا"  و فه  3لرجة  ا ا  شيء   ."واضح ال  أ ي 

هذا    الواقع،في   أ ن  اليوم  المعروف  من 

كسوريةي التحل  طبيعة  له  هذا  ي    .ل  عرف 

.باسم أ رنب نيوتن

"

http://www.maa.org/programs/maa-awards/writing-awards/newtons-method-for-resolving-affected-equations
http://www.maa.org/programs/maa-awards/writing-awards/newtons-method-for-resolving-affected-equations
http://www.maa.org/programs/maa-awards/writing-awards/newtons-method-for-resolving-affected-equations
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كلية    ةتفاحشجرة   في  اسطورة  . نيت ي تر نيوتن 

يتم تداولها في بعض الأحيان أأن هذه الشجرة  

سقطتتال  هي ا سحاق    منها    على  التفاحة 

  لم يكن في كامبريدج خلالأأنه  قيقة،  الح  .نيوتن

Annusكتابته  mirabilis..



De methodis serierum et fluxionum 

نيوتن   متسلسلات 

 ةتأ ثر ت الم عادلاالم

. لـ  دوالهي  اعاملاتهميمكن لنيوتن الآن حل "المعادلات المتأ ثرة" التي   x هو الآتي مثاله

( )6 5 3 4 2 2 2 3 3 2 45 7 6 0.y xy x a y a x y a x b x− + − + + =

هذه   معادلات   والاحظ   .وس يطان  ماه  a ،bالمعادلة،في  بكتابة  كثيًرا  يهتم  نيوتن  أ ن 

التبس يط  .متجانسة  أ جل  أ قل حرصًا و ن، س  من  1aر  ا تن كون  b= نيوتن  = يبحث   .

تقريبي   الشكل  أ ولًا عن حل  yمن  ux=  حيث u   مو ل غير معو   منعدمثابت غير،

  د يجالاستبدال بعد  .م و ل غير مع ناطقعدد 

6 6 5 1 5 4 3 4 2 2 2 3 45 7 6 0.u x u x u x u x x x   + + +− + − + + =
.  ناطقة لـال   بالقوى "وحيدات الحد "هذا تعبير يتضمن x  6س هي اسالآ ،1 5+، 

3 4+،2 2+  ،3  ،4  ذا درس نا الموقف في وافق  تتال كبر    دودفا ن الح  ،0وار  ج. ا 

.  س الس تة مختلفةاسفا ن الآ   ،  ختيار العام لـ الالىا  بالنس بة   .ساسالآ مع أ صغر هذه  

ذا كنا نرغبهي  هذه    هنا فا ن هذا   ،هيمنالم   دالح  انعدامفي التعبير عن حقيقة    الحالة، وا 

0u ينايفرض عل   .هذا بالتأ كيد ليس ما نريد القيام به :=

، ينمتساويس تة  الآساس ال ن على ال قل من  ا اثن  يكون   بحيث   علينا أ ن نتار    لذلك،

ذلك على  باس تخدام   رين.غصال    نيكونا  بحيث   ،علاوة  الشرط  هذا  عن  نيوتن  يعبر 

© 

لا تنسوا أ ن نيوتن كان أ يضا فيزيائيا 
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j ساسومقارنة الآ  ختيارمع ا  i+   فسرهيمكن تفسيره بطريقة هندس ية، وهو ما 

بوضو  ال   واضع   .حنيوتن  لوحة  على  النجوم  و وحرك  شطرنجمسطرة  تلامس  حتى  ها 

ضع معادلة،  أ ي  اقتراح  عند  ذلك،  بما   وابعد  ال ضلاع  متوازيات  على  علامة 

أ كثر، من    وا، ودعحدودهايتوافق مع جميع   أ و ربما  اثنين،  تنطبق على  المسطرة 

د  عن في العمود ال يسر    دنى، بحيث يكون أ حدهما هو ال  هذه  ال ضلاع  تمتوازيا

AB  يقع    سطرةلا يمس الم الذي  الباقي  ك  و   ؛يناليمالآخر المسطرة باتجاه  ، يلامس

الحدود  اختارواثم   .فوقها متوازيامن    تلكم  بواسطة  تمثيلها  يتم  التي   تالمعادلة 

 .المسطرة ال ضلاع التي تمس

  

المعامل   ،هذه  حالتهفي    لذلك، اختيار  لـ    تم  مساويًا  1ليكون  )ميل    2

2 و 3x الثلاثة المهيمنة وحيدات الحدويتم اختيار  (DEالمس تقي  2x y 6 و. y بالفعل ،

1ى لـا  بالنس بة  2  x:لـ   حسب القوى المتزايدةالترتيب بعد  المعادلة،، تصبح =

( )6 2 3 5 7 2 4 4 57   6 5  0.u u x u x x u x− + − + + =

ننا مضطرون ا لى اختيار للمعادلة  حلا u لذلك فا 

6 27 6 0u u− + =

jxوحيد الحد لسبب ما يضع نيوتن  
المحور و  على  على   iy العمودي 

©  .المحور ال فقي

A

D

B

E
C

.   مةعل  الم

ال   .الشهير  مضلعّه لوحة  من  نوعاً  يرسم  نه  )  شطرنجا  مربعات  لى  ا  يسميها  و مقسمة  التي 

أأجل    .الأضلاع(   تمتوازيا حد ك من  jمنعدم  غير   وحيد  i
ija x y ،0 )i،

(0 j    المعادلة ب  الأصلية،في  المربع  وضعيقوم  في  ).  نجمة  ),i j    مثاله السابق في 

.ست نجوم
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ثلاثة  ت   تيال على  الحتوي  ثلاث    ل ن  دوحيدات  تلامس  س تة    .نجومالمسطرة  هناك 

حلول

1u =   ،2u = ،. 3u =  −

بالحلول الحقيقية    امعنيهو  كون  يقد    .ينير خال    تخيليينال لين  الحيبدو أ ن نيوتن يتجاهل  

 زء. كما سنرى لاحقاً في هذا الج خطأ ،فقط ولكن حتى لو كان هذا هو الحال، فهذا 

y كتابةيمكنه   .ال ولثم يختار الحل   x p= .  عادية ، كما في طريقته مع ال عداد ال  +

"في ذلك ةرغبكانت الس تمر طالما الا"ثم يكفي 

ومع ذلك، ومن دون أ ي تفسير، يتخلى نيوتن فجأ ة عن مثاله ال ول وينتقل ا لى حالات 

  ."موضًحا كيف تعمل طريقته في الممارسة العملية"  أ خرى،عددية 

لن أ ن  اسمحوا  ال ول   نوضحا  نيوتن  مثال  متابعة  ال   .كيفية  أ جل  بتغيير    نقومط،  ي بس  ت من 

 .عرضه قليلاً 

y  التقريبي ال ولبدلًا من تسين الحل  x   بواسطة مجهولp،    لنضع

2
1 1 1; (1 ).x x y x y= = +

6على   تصرون نعوض بهذه القي في المعادلة ال صلية  
1x   لنجد

2 4 4
1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 4 2 3
1 1 1 1 1 1

3 4 3 4 4
1 1 1 1 1 1 1
4 4 5 5 6
1 1 1 1 1 1

5   8 25   4
8 50  6  20

50  4  15 25
 6 5  0.

x x x y x y x y
y x y x y y
x y x y y x y
x y y x y y

− + + − − +

+ − + +

− + + −

+ + − + =
ذن، منعدمين.  ليسا   y 1و 1x معاملا  الجديدة،في هذه المعادلة    فا ن مسطرة نيوتن    ا 

)تمر الآن عبر   ن المعادلة الجديدة ليست ا  طريقة أ خرى للقول    ههذ   (1,0).و  0,1(

 خطية  هيمنةالم   دودلذا فا ن الح المبدأ . مفردة في 

1 15 8x y− −
يس تلزم يالذ  

1 1
5 .
8

y x−  

:  لمواصلة العملية نضع

1 2 1 2 2
8; (1 )
5

x x y x y= = − +

 

5accd10e f f h11i4l3m9n6oqq 
r8s11t9y3x: 11ab3cdd10eg1 
0ill4m7n6o3p3q6r5s11t8vx, 
3ac4egh5i4l4m5n8oq4r3s6t4v,  
aaddcecceiijmmnnooprrrss 

sssttuu.

أ نه كان  !سكينالم   يزلايبن ن أ    عليه  لا بد 

يكافح للعثور على معنى الجناس الناقص.  

أ عطيت   سكين!الم قارئ  ال  لو  حتى 

ن  الحل، من    تتحتم   ه فا  الترجمة  )ـا(  عليه 

وبعد   الخاصة،  )ـا(  لغته  ا لى  اللاتينية 

ذلك سوف يفهم أ ن المحتوى ليس واضحا  

!بما فيه الكفاية
“Una methodus consistit in 
extractione fluentis quantitatis 
ex aequatione simul involvente 
fluxionem ejus: altera tantum 
in assumptione seriei pro 
quantitate qualibet incognita ex 
qua caetera commode derivari 
possunt, et in collatione 
terminorum homologorum 
aequationis resultantis, as 
eruendos terminos assumptae 
seriei”. 

نيوتن    أأرسل   ، 1676أأكتوبر    24في  

لى ا  مساهمته  "  ،يزلايبنخطابًا  واصفا" 

ح  والتكامل في  التفاضل  نهاية    .ساب  في 

 تالمشكلا]...." [يكتب   الرسالة،

لل و    مماساتالعكس ية  قوتنا،  حدود  في 

، ولحلها أأنا  هذهأأكثر صعوبة من    خرىالأ 

شقين ذات  طريقة  جزء    ،اس تخدمت 

عمومية أأكثر  الآخر  تقانًا،  ا  أأكثر  في   .منها 

أأنه    الحاضر، الم اعتقدت  ناسب  من 

كل في يهتسجيل  ،  "…منقولة   حروف   ما 

:ثم هو يخفي طريقته في الجناس الناقص

. 
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يجاد    وهكذا، ا  لـيمكننا  ضرب   y نشر  حاصل  قوى  بـتسلسلة  ل و   xلـ  باعتباره 

  حاسوبي، يجد (Mathematicaماثماتيكا )بمساعدة  x. لـ صحيحة

1 2 3 5 3 2 10 2

15 5 2 18 3

22 7 2 25 4

( ) 5.2 79.2 14185.2
3118083.2 189696965.2
24625187405.2 1670815928565.2

y x x x x x
x x

x x

− − −

− −

− −

= − + −

+ −

+ − +

لى الحل الآخر 2u  بالنس بة ا  ، نفس الحاسوب يدعي أ ن  =

1 2 2 4 3 2 2 2

5 3 5 2 1 4 3

7 5 7 2 6 4

( ) 2 2 13 2.2 5 3825

267229 2.2 5 903813.2 5

1661176381 2.2 5 777992628.5

y x x x x x

x x

x x

− − −

− − − −

− − −

= + − +

− +

− − +

 خطأ  نيوتن؟  

نه ل مر مدهش أ ن ندرك أ ن نيوتن قد فاته جذر  لمعادلة لا 

 .6 27 6 0u u− + =

كتب   2016في  خطأ   اكتشاف   مهمة  عام   نيوتن  ا في ورقة  مثيرة    1669حوالي  هي تجربة 

المخطوطة   .للاهتمام لى  ا  فادح   ال صلية،بالنظر  خطأ   صلاح  ا  نيوتن  على  كان  أ نه  نرى 

أ على الصفحة   الورق  من  قطعة  توافق   .ال صليةولصق  ترينيتي لن  كلية  أ ن مكتبة  أ ظن 

 X.يجب على الرء اس تخدام أ شعة  .على نزع المخطوطة الثمينة لعرفة ما هو تحتها
نيوتن على وجه الدقة لحظة الخطأ ؟  

 ©(. ڤوتليب )تقديرل ـ

م   .تعليق أ خير على دوافع نيوتن )  "دالةأ ثبت" أ ن أ ي ""كان قد  ا  ل )y x   معرفة بعلاقة

)  ضمنية , ) 0P x y اس تخدام  x لـ  ىقو   سلسلةت ك   نشرها يمكن    = حساب  )على 

آ  و ناطقةس  اسأ لى(  ا  مش تق    بالطبع،  أ نه،  نظرا  جيدًا  قوةيعرف  دالتها  و    x  أ ي 

   . سلسلةت م ي  ل    ال صليةلدوال  لحساب الش تقات وا  اس تخدام تقنيته   فبا مكانه ،  ال صلية

على حساب الش تق والد  أ خرى،بعبارة   قادر  ال صلية "هو  تم تخصيص    .دالة  "ل يالة 

 .للعديد من تطبيقات هذه الطريقة De methodis serierum et fluxionumة بقي

 

أ نه  ن ظيقد   ال ا   الرء  الجذور  أ ن  3  تخيليةعتقد  ل ـتس     − تخيلية  حلول  لى  ا  ؤدي 

. ( )y x  كن ال مر ليس كذلك وأ عتقد أ ن هذا خطأ  بالفعلل.   

https://fr.wikipedia.org/wiki/Gotlib
https://fr.wikipedia.org/wiki/Gotlib
https://fr.wikipedia.org/wiki/Gotlib
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 ©خطأ ؟ 

أآخرفي   تفسير  هناك  يكون  أ ن  يمكن  تعليقه    .الواقع،  ، Epistola posteriorلـ   في 

قوله،  يذكر(  159الصفحة    ،68  )الملاحظة  27رنبولۆ ت حسب  أآخر:   ""سقف  "خطأ " 

.بدلًا من   2xعلامة الجذر التربيعي ليست طويلة بما يكفي وكتب نيوتن بالخطأ    2x 

2تأ تيان من   ينلتال   تخيليتينال   ينثم يعلق قائلًا: "نيوتن يرفض الحالت  3 0v + بالفعل      ."=

قد   نيوتن  يكون  أ ن  الممكن  في يرتفكال   ا لى قاده  والذي    2xفي  خطأ   ارتكب  من   

3x−    لغاؤه   ثمَ   ومن  يلي،تخ على أ نه يرى من الممكن أ ن  كان  ل  −3xو كان كتب  ل  .ا 

0. كونييًا على الا طلاق عندما ل ي تخ أ ن هذا الحل ليس  x  ًبد  

3  ،بالفعل 3yتقريبية  ال   الةالدتخيلي لكن    − x ذا كان  حقيقية    − عددًا    x ا 

   .التخلص منهيتم  أ لا كان من الممكن بحيث  سالبًا،حقيقياً 

1uلجذر الحقيقي بالنس بة ا لى ا وضع، قمنا ب=
2
1 1 1; (1 ).x x y x y= = +

نضع ، −3لي  الجذر التخي  بالنس بة ا لى 
2
1 1 1; 3 (1 )x x y x y= − = +

صل على حل حقيقي ثالثنحأ خيًرا  .قبلكما كان من  ضي قدماونم

27 I. Newton. The 
correspondence 
of Isaac Newton, Vol. II: 
1676–1687. Published for 
the Royal Society. 
Cambridge University 
Press, New York, 1960.
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1 2 1 2 3 6 1 1 2 3 2

10 2 2 15 3 2 3 5 2

18 4 3 22

5 2 5 7 2 25 6 4

( ) 3 ( ) 9.2 ( ) 721.2 5 3 ( )
36543.2 5 ( ) 27986569.2 3 5 ( )
96025589.2 5 ( ) 169264391911.2

3 5 ( ) 1398151100829.2 5 ( )

y x x x x
x x

x
x x

− − − −

− − − − −

− − −

− − − −

= − − − − − −

− − − −

− − +

− + − +

6 27 6 0u u− + = 
حلول    المت  .بالفعلس تة  الجذور  ل ن  ببساطة  هو  نفس    ناظرةهذا  لى  ا  لا   .الحلتؤدي 

يعتبر  واتنس نيوتن  بحيث   x أ ن  قيمتين،  ذات  ليهبالنس بة   كونيدالة   و x  ا 

x−  الشيء نفس  على   "."  xالكتابة    أ ن  أ وافق  x= ا لى تقد   − ؤدي 

أ جل   x لـ  لموجب ا رئيسي    واختيار  ،موجب و حقيقي    xمن  ا لى تديد  بالنس بة 

.x −C \ R     ،المصطلحات الحديثة )الموسّطان  انيالمنحنم في  )2 ,t t  و( )2 ,t t− 

 .ينمختلف  بتوس يطين المنحني،هما نفس 

نيوتن  هما لم يثبت

تشير حساباته العددية ا لى أ ن    ذلك،ومع   .نيوتنلم يكن تعريف "التقارب" تت تصرف  

يس تخدم  سلسلامت  نه  ا  بل  بالفعل،  متقاربة  نكون    .المتقاربةصطلح  م ته  صادقين، لكي 

أ ن   أ ن  نيمكن  فقط  يظهر  نه  ا  تقدم  سلسلامت قول  العملية،   .مقاربة   نشوراته  في الممارسة 

 سلسلة ت فا ن الم 
1 2

1 2a x a x + +
1 )حيث  2 ...     هي مقاربة لدالةناطقةس  اسأآ هي ) ( )f x ذا كان  من أ جل  ا 

1 ك  k 

( )
1

( ) .i k

k

i
i

f x a x o x 

=

− =

أ ن  هذا لا يعني 
1

( ) i

k

k i
i

f x a x
=

=  نحوتقارب  تf مفيدًا،    كثيًرا ما يكون  ه، ولكن

  .من التقارب المعتاد فائدة،وأ حيانًا أ كثر 

في   .سلسلتهمت التي تظهر في    الآساس الناطقةبيعة  ق بط يتعل وهو  جانب أآخر لم يناقشه  

تتقارب  متتالية الآساس هذهجديد وليس من الواضح أ ن    عدد ناطقيظهر    خطوة،ك  

منتهيي.   اللاا لى 

نصب نيوتن التذكاري في  
Westminster Abbey. 

على   اليمنى  رئيس ية  ال  هكتب يده 

.ربعةال  

اليد اليسرى مشيرة ا لى اثنين  

 من الملائكة يعرضان...

© .متسلسلة ذات الحدين 

هو الجذر    xأ ن    تلاميذنامن الحكمة أ ن نعلم    . تناقضات، ولكن ليس تحت قلم نيوتن

 أ ن للمعادلة حيث قد يتساءل المرء لماذا وجدنا ثلاثة حلول وليس س تة 
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لاحظ نيوتن أ ن طريقته    ذلك،ودة. ومع  دمح  قاماتوال قل وضوحًا هو حقيقة أ ن جميع الم

المعادلات   على  تقتصر  )0  لحدودا  كثيرةلا  ),P x y مع = مثالي  بشكل  تعمل              ولكنها 

دود "   من الح  غير منتهالمعادلات بعدد "

(aequationes numero terminorum infinitas )

من الشكل 
, 0

i j
ij

i j
a x y



 00ع )م( 0a .التحليليةما يسمى اليوم بالدوال  ةتضمنم ، =

نيوتن ال صلي  منحني نلقي نظرة على ل  هيا بنا الفصل،لاختتام هذا  

6 5 3 4 2 2 3 4( ,  ) 5 7 6 0.P x y y xy x y x y x x= − + − + + =

من   طلبت  ذا  أ نحاسوبي ا  المنحنيي    هذا  س تطيل الم في    رسم 

[ 50, 20] [ 50, 50] − +  − ال+ أ حصل على  هامش. قد يبدو هذا  في ال   ال ول  رسم، 

في   فقط  فرعين  نرى  ل ننا  المبدأ  مفاجئاً  في  جوار  وننظر  نكبر  دعونا  أ صغر    مس تطيل. 

[ 1,1] [ 2,2]−  في   (،الثاني  رسم)ال  − أ كثر  تكبير  أآخر.  فرع  تخمين  يمكننا 

[ .1,.1] [ .4,.4] −  أ سهل للرؤية. الوضع    (،الثالث   رسم)ال    − امًا   تمواضحالمحلي  هذا 

]في .01,.01] [ .2,.2] −  في   أ خيًرا، . (الرابع   رسم)ال   −

][ .001,.001] .05 5[ ,.0−  مقارب− فروع  ثلاثة  نرى  ، x،  2xلـ    ة، 

3x لا أ نه نسي  )كما تنبأ  نيوتن    − ).بالنس بة ا لى  الثالث، ا  0x   

),كثير الحدود )P x y لاثنين من كثيرات   ا لى جداءبشكل غير تافه  لهي تل كن أ ولي: لا يم

ومع   قو كت   ذلك،الحدود.  ا لى    ىسلسلة  جوار    ةمتقارب  x ،yبالنس بة  نه ف  ،لمبدأ  ا في  ا 

 . لثلاثةا  فروعلل قابلةمثلاثة عوامل،  جداءا لى   لهيتل كن يم
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أأولدنب من  نيوتن  طلب  رسال (Oldenbourg)  ڨرۆ عندما  توجيه  عادة   Epistola  تها 

Posterior  لايبنيز ل  أأضافا  في   نعم،  .ةلاحظالم  هذه  ،  أأخرى  أأش ياء  بالفعل  لديه  كان 

 .رأأسه
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©.المنحنيات حول مر ا لوحة من كتاب كر 



بعض من الجبر الشكلي

.شكيةالمتسلسلات ال عتبر " ل ننا س ن شكياس يكون الجبر في هذا الفصل "

يجاد حل واحد   ا 

ا ن عزو ك   .حداثةمعبراً عنها بمصطلحات جبرية أ كثر    نيوتن،اسمحوا لي أ ن أ كرر حجج  

سوف أ ؤكد مع ذلك على مساهمة    .هذا ا لى نيوتن يتطلب خيالًا واس تنباطًا لا حصر لهما

هذا سيتطلب على  ، لكن  ۆپوْيز  ا لى  أ تيعادةً ما ينُسب جزء كبير مما ي  .ة من كرامر مهم

هناك  .  في الوقت المناسب ۆپوْيز  سوف أ صف مساهمة  .ال قل قدرًا كبيًرا من الاس تقراء 

29 كنورر  و بريسكورن و28 والكر أ وصي بشكل خاص بـ .الموضوعكتب ممتازة في هذا 

 . 31روېـأ لڥ -كاساس و  30 وال و

المثال الرئيسي الذي يدور في ذهني هو بالطبع   ته صفر. جبريًا مميز   امغلق   قلاح K ليكن

 .  لل عداد المركبة C الحقل

 لرموز، اعض ب

[ ] –K x  لـحلقة كثيرات الحدود هي x  في  املاتهمعا التي وK. 

( ) –K x   الناطقةهو الدوال  هو   .Kفي   امعاملاته  التيو  x لـ  حقل   حقل هذا 

.لـ   قسمةال حاصل  [ ]K x 

[[ ]]–K x  ـب  شكيةال   تسلال س ت هي حلقة الم  x : شكلال   منرات  اعب 
0

i
i

i
a x



=


شارة ا لى مسأ لة التقارب، Kتنتمي ا لى  iaحيث    . دون أ ي ا 

 Algebraic  Walker. J. R. 28

curves.  Springer-Verlag, 
New York-Heidelberg, 1978.

Reprint of the 1950 edition.

29 E. Brieskorn and 
H. Knörrer.  Plane alge- 
braic curves.   Modern 
Birkhäuser Classics. 
Birkhäuser/Springer Basel 
AG, Basel, 1986. 

30 C. T. C. Wall.  Singu- 
lar points of plane curves, 
volume 63 of London Mathe- 
matical Society Student Texts. 
Cambridge University Press, 
Cambridge, 2004. 

31 E. Casas-Alvero. Singular- 
ities of plane curves. London 
Mathematical Society Lec- 
ture Note Series. Cambridge 
University Press, 1 edition, 

2000.

https://archive.org/details/in.ernet.dli.2015.84243
https://archive.org/details/in.ernet.dli.2015.84243
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], فعرّ ن  متغيرين،  حالة  بطريقة مماثلة، في− ]K x y   ) الحدود  اتكثير( ،,( )K x y
] ( والدوال الناطقة) ][ , ]K x y  .)المتسلسلات الشكية(

 .نيوتن بشكل دقيق مبرهنةيمكننا الآن صياغة  

ثبات .لقد رأ ينا بالفعل الهيكل العام للا 

أ كتب  أ ن  لي  0  اسمحوا  0 0( , )F x y  من )  بدلًا  , )F x y،   نشاء ا  سأ صف  ل نني 

بعضي   تكراريا ذلك،.  kyو kx  ال عداد تضمن  أ جل  لتكن    من 

0 0 0 0 0
,

( , ) i j
ij

i j
F x y a x y=   00)مع( 0a شكية. = ك    متسلسلة  أ جل  من 

( , )i j    0بحيثija   ، يالمس تو ربع  عتبر  لن  i x،  . j y    مضلع نيوتن هو

المس توي هذه.  المحدب لاتاد    غلافال الهامش مضلع    أ رباع  الصورة في  نيوتن  تظُهر 

 بالنس بة ا لى 
7 2 3 2 6 3 2 4 4 6 5 4 7 7

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 .F y x y x y x y x y x y x y x x y= − + + + + + + +

باس تطاعتنا حيث   0x أ و على 0y لا تقبل القسمة على 0F يمكننا دائماً افتراض أ ن

0 وحيدات الحدالقسمة على  
jy 0 أ و

ix   يتقاطع ك    أآخر،بمعنى   .المشكةدون تغيير

من    نته، من عدد م ينبعيدًا عن المحور  المضلع،تكون حد هذا  ي   .محور مع مضلع نيوتن

حاممس تقيمافي    المحتواة   ،المس تقيمة  القطع iشكل ال   منمعادلاتها    لة ت  j  + =

( )
0 0

0 0 0 0, .i j
dom ij

i j
F x y a x y

  + =

= 

0  نبحث عن حل تقريبي لمعادلتنال  0 0( ,  ) 0F x y الشكل من  =
0 0

0 0; .x t y ut = =
من معادلتنا  هيمنل الجزء الم نها تعني أ  نبكمة "تقريبي"،  

( )0 0, 0.domF t ut  =

ذات  سلسلة  ت في الم   حدود  .مضلع نيوتن 

منعدمة ija معاملات تمثيل  غير  ها  تم 

ثلاثة   بنقط.   حاملة.  هناك  مس تقيمات 

 ةغريب النيوتن  فكرة  اتبع    لمأ ني    والاحظ

لمصلحة   .عمودي على محور   i الـ كتابة  ب

واس تخدمبأ ت   لقارئ،ا التقليد   و x ع 

y ال فقي والعمودي ين لمحورلـ.

املالح  لمس تقيتار ان مثال: 

2 7i j+ ، بحيث   =

( , , ) (2,1,7) .   = 
7 2 3

0 0 0 0 0( , )domF x y y x y= −
هو  pد  وكثير الحدو 

7 3( ) .p u u u= −

0 رات ن  1u بحيث يكون الحل   =

2التقريبي 
0 0. ;  x t y t= = 

أ ن .مر( ا كر   -  )نيوتن  مبرهنة )لنفترض  , )F x y   في   شكليةسلسلة  مت[ ][ , ]K x y
على  المبدأ  في    تنعدم للقسمة  قابلة  . وليست  x يوجد ذن  صحيح  ا  1 عدد  m

)  شكلية  قوىسلسلة  مت و  )f t،( ) [[ ]]f t K t  ، تكون بحيث    0  في  نعدمت

( ), ( )mF t f t   تطابقيا )  معادلةلل فا ن    أ خرى،بعبارة     .منعدمة  , ) 0F x y =

)من الشكل على ال قل  ا" واحد"حلا )1. my f x= 

افتراضه  انموجب  انصحيح  انعدد  ،    حيث بينهما.  مايمكننا  ما   أ وليين في 

الم  هذه  0 س تقيماتأ حد  0 0 i j  + المنتهي الحدد  لنو  = ija المعاملات   من   عدد 
)ينتم   بحيث  ),  i j ف  .س تقيمهذا الم  ا ل ”هيمنكثير الحدود الم  " ذلكيعر 

ختر نل 
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: uنحصل على معادلة كثيرة الحدود في  

0 0 0

( ) .j
ij

i j
p u a u

  + =

= 

ن  ف  جبريًً،مغلق   K أ ن  لىا  نظرًا   حلاا  ال قل  على  نعود  .u.0 منعدمغير    هناك  ثم 

ال صلية   المعادلة  لى  0ا  0 0( ,  ) 0F x y 0 ستبدلن و   ،=
1  x 0 بـx و

0
0 1 1 (1 )u x y .0بـ+ y  هذا  تن عن  ب ـجديدة    شكليةسلسلة  مت تج 

1 1( , )x y  ،نشائهاوفق  والتي 0قابلة للقسمة على ،ا 
1.x  0بالقسمة على

1x نحصل ،

1  على معادلة أ خرى مكافئة 1 1( ,  ) 0F x y =

تس تمر  العملية  و   . . . أ ن  نريد"يمكن  ما  لى  نيوتن(،  ا  )بكلمات  من    ةيمتتال   ةنتجم " 

)  المعادلات )1k  ( ,  ) 0k k kF x y .، k  ،kوال عداد الصحيحة  = k 

من   نته أ نه بعد عدد م بيّ ن  علينا أ ن    .خاصية واحدة مهمة مفقودة ولم يناقشها نيوتن

دائماً   ka  المعامِلات  تكون  الخطوات، أ ن  ،  1تساوي  يعني  جميع    ميول ما 

هذا مهم   ناطقة.    أ عدادافقط    ت هي مقلوب أ عداد صحيحة وليس   املةالح  س تقيماتالم 

جذر دخال  ا  تتضمن  خطوة  كل  1ل ن 
1

k
k kx x 

+ ذا   = ا  مشكلة  في  وس نقع 

لى القيام بذلك عدد    .المراتمن  هتغير من  ااضطررنا ا 

nIntroductio مر الممتاز "ا تم تحليل هذا بالتفصيل في الفصل السابع من كتاب كر 

32 des lignes courbes algébriques à l’analyse   "،    1750الذي ن شر في عام  .

 :يعطي المؤلف الفضل الكامل لنيوتن ولكنه يوضح أ ن

La vraye Méthode des Séries est fondée sur le Parallélogramme 
de Mr. Newton, invention excellente, mais dont l’Auteur n’a pas 
donné la Démonstration, dont il semble même n’avoir pas senti 
tout le prix. 

ذا كانت   .تعريف ]] في  شكليةسلسلة قوى  مت  F ا  , ]]K x y   على لا تقبل القسمة

x  ،  لي   ،التعدديةفا ن )  بـ  االمشار ا  )mult F0)  يموتق  ، هي,  )F y   سلسلة  ت ك

.في y هذا أ يضًا هو أ صغر ارتفاع لنقطة في مضلع نيوتن لـ F  عموديعلى المحور ال.

خلال    والاحظ  من  أ ي    التحدب،أ نه  حامليتقاطع  المحور  مس تقيم   أ سفل j مع 

. ( )mult F    الحدود كثير  درجة  الخصوص  وجه  )على  )p u  ال كثر على   هي 

. ( )mult F

.1.  توطئة ( ) ( )mult F mult F 

32     G. Cramer. Introduction à 
l’Analyse des lignes courbes 
algébriques. Frères Cramer et 
  Cl. Philibert, 1750.  

©

يتم الاستبدال 0Fفي   .الخطوة ال ولى
2

0 1 0 1 1;  (1 ).x x y x y→ → +

7ثم القسمة على 
1. x    نحصل على

2

1 1 1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1

3 2 2 4

1 1 1 1

2 3 5 2 4 6

1 1 1 1 1 1

7 2 5 7 8 7

1 1 1 1 1 1 1

8 7 2 7 3

1 1 1 1 1 1

7 4 7 5 7 6

1 1 1 1 1 1

( ,  )  4 2

 2 18 6

 34 10  35

10 21 5 7

3 10

 21 24

 16 6

F x y x y x

x y y x y x y

y x y y

x y y x y y

x x y y x x y

x y x y x y

x y x y x y

= + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ + +

+ + +

في   التحليل   المنحنيات،كتابه  جانب  لى  ا 

في   نظريةً   نيوتن، سلسلة  لمت الجاد  

في   الخطية  )  nالمعادلات  قاعدة  مجهول 

نظرية  ة الشهير كرامر   من  وعناصر   )

الملحق     .الا قصاء عنوان  أ حب   :1أ نا 

“De l’évanouissement des 

inconnues "    غراء    الذي يبدو أ كثر ا 

"ا قصاء"من 

له   يث ب 1yفي   تافه غير    خطي   حد الذي 
 

في  قوىسلسلة  مت   شكلعلى  1yنشريمكن  

 

 
يحتوي  .   (1752-1704)كرامر   لٻ ري ابڤ

1.x 

https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
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 حسب التعريف
0 0

1 1 1 1 1 0 1
,

( , ) (1 ) .i j j j
ij

i j
F x y x a x u y  +−= +

على الحصول  أ جل  )  من  1mult Fن 1 ضع،  0x تق = ا لى  يمووننظر 

( )0 1(1 )p u y+ 1 حدود في ككثيرy

1( ) deg( ) ( ).mult F p mult F 



خوارزمية    ،لذلك ظل  )  تعددياتال   متتالية  نيوتن،في  )kmult F  متزاي ه هذ  .دةغير 

 .  شكل خاص جدا نقوم بتحليله الآن  0F ـما لم يكن ل لمتباينة تامةا

  

. ( )kmult F هذا يعني على وجه الخصوص أ ن درجة p تساوي. ( )kmult F 

1 ذرالجعلى نحو مختلف، يجب أ ن يكون    0y )   لـ = )0 1(1 ) 0p u y+ ضاعفا م  =

.لـترتيب   ( )kmult F هذا يعني أ ن p الشكل  من

0
( )( ) ( ) .mult Fp u C u u= −

.ا لى    0ك درجة من    نم  منعدمةله معاملات غير  هذا  كثير الحدود   ( )kmult F  ومن

من  j ك قيمةأ جل    مننقط  توي على  ت   احد مضلع نيوتن الذي اخترناه  قطعةفا ن    ،ثمَ 

0j .ا لى    = ( )j mult F=   ن  فقط )الآخر م   اواحد   اضلع نيوتن جانب لم هذا يعني أ ن

.0( وأ ن ينمقطع المحور 1a = 

  .نلخصل 

التعدديات الخوارزمية،  طول  ) على  )kmult F  تكون أ ن  يجب  وبالتالي  متزايدة  غير 

1kaفي هذه المرحلة، يكون لجميع مضلعات نيوتن      .ثابتة بعد مرور وقت ما )علاوة    =

لديبا .( لها بنية خاصة جدًا تم وصفها للتو ،ذلكعلى 
0 0 1 0 1 1

0 1 2 ... ...k
kx x x x      −= = = = =

مقتطف من الا ثبات لكرامر  

.(200)صفحة 

©

)

ذا كان  تكون ذا وفقط ا  )المساواة ا  )0 1(1 )p u y+   ته درج واحد    حد  ديتوي على وح ي
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و

( )1 1 2
0 0 1 1 0 1 1 2 2(1  ) 1 (1  ) . . .y u x y u x u x y  = + = + + =

أ ن الـنظرًا   أ جل القي الكبرى    1تساوي   ka ا لى  m الا شارة بـ  ، يمكننا  kـ لمن 
 .kة لـكبير القي ال من أ جل  kx قيمة tنسميو  kaالمعاملات   ليكون حاصل ضرب ك 

0 لدينا
mx t=  ك  عام،وبشكل kx  لـ  ةقو هو t   وجبصحيح ممع أ س .

العلاقة �س�تقرائیة
1

1 1(1 )k
k k k ky u x y +

+ += +

الحدود   متتاليةعرّف  ت كثيرات  ) من  )ky t لمتغيربا.t  الم  تقارب"  ت "  تتاليةهذه 

)ة  اينه سلسلة  مت  )f t ،( ) [[ ]]f t K tه تق  اذ .   أ ن  ) يمويعني  ) ( )kf t y t−

لى   kيؤول  عندما منتهيي  الاا لى  ؤولي  . منتهيي  الاا 

لم الا ثباتكتمل  ي لكي   حل  بالفعل  هو  هذا  أ ن  من  نتحقق  أ ن  أ ن، يجب  أ ي   شكتنا، 

( ),  ( )mF t f t  تطابقيا من ينعدم  التحقق  على  القارئ  نشجع  حا.  ذلك  .  أ ية   ، لعلى 

يجاد لكان    .حللخوارزمية هدف واحد فقط: ا 

ثباتهذا   من    لمبرهنة  ا  معادلة  ك  ) الشكلنيوتن:  ,  ) 0F x y بمعنى  حلاتقبل   =  ،

.صحيح محدد بشكل 

©

م   ةبريالج قةغل  الم
 

من  شكل ال  الشكل  ية 
0

i m
i

i i
a x





  (  0حيثi  يكون صحيحًا   قد  الحقل  (.سالبًا عددًا 

0ia يكون فيها التي    تسلسلا المت الذي يتكون من    زئيالج قابلة   iتكون  عندما ل    =

]]1ـ  يمرمز بآ ساس ناطقة.  سلسلة ب ت حان الوقت ل عطاء تعريف دقيق لم  ]][ ]K x x− لى ا 

لورَن متسلسلات  الشكل ة  الشكليرات  اعبال أ ي    ،الشكلية  حقل  من 
0

i
i

i i
a x





)  حيث

0i القسمة للحلقة حاصل حقلهذا هو   (.سالبًا عددًا صحيحًا  قد يكون . [[ ]]K x 

كانب  ذا  ا  عام،  غي   m شكل  موجبًا  صحيحًا  ب  ،منعدمعددًا  نشي  ننا  ـفا 
1 1[[ ]][ ]m mK x x−    لى رات االعب  :mx 1لمتغي ن الشكلية باحقل متسلسلات لورَ ا 

 2Fللحقل 2F ةالجبري  لمغلقةا  نعتبر

في    واجرب   ين. عنص ذي   الخوارزمية 

كثي الحدود 
2 2 2F y x y x= + +

في المعاملات  ناأ ن   بينواو  2Fمع 

نحصل على الحل  
1

1
2

1

1 .k

k

y x x
−



= +
 
 
 



 ۆپويز  تسلسلامت من هذه ليست 

1اس سال    ل ن 2 k−−  لها ليس 

ت حتى  ول  مشترك  لى    ؤولقاسم  ا 

 حدث؟ماذا اللامنتهيي.   

“Un spectacle dont on ne se 
lasse jamais”.

."ل منه أ بدًان عرض ل "

يزو m على للقسمة تقابليا )  ك متشآ ا  قانوني    (متشآك  .1ع  م بشكل  [[ ]][ ]K x x−

1يمكننا رؤية   بحيث  1[[ ]][ ]m mK x x−   1 امتداد لـكحقل. [[ ]][ ]K x x−     من السهل

.واحد  للعدد يةmالـ   هذا الامتداد: فهيي تتكون من الجذورل  واال  ڤ زمرةوصف 

 ونح
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 عل  عمل مثل هذا الجذر  

0

i m
i

i i
a x







 نتج ي  

.
0

i i m
i

i i
a x





 

1عناصر:  واال  ڤهذا امتداد لـ 1[[ ]][ ]m mK x x طار عمل    لا متغيرةوالتي هي  − زمرةفي ا 

.1موجودة فيواال  ڤ [[ ]][ ] K x x − 

ذا   1، فا ن الحقل2mقسم  ي 1m  كانبنفس الطريقة ا  11 1[[ ]][ ]m mK x x   جزئ حقل  −

2من 21 1. [[ ]][ ]m mK x x ]]1لجميع امتدادات  النهاية المباشرةا لى    رمزي  − ]][ ]K x x − 

.1ـ  بهذه  [[ ]][ ]K x x − 

قاسم مشترك  ،ناطقةس  اسآ  ذات    تسلسلات م   ،پويزۆت  سلسلامت   حقلهو  هذا     في   .لها 

ن    الواقع، صيغة من ال   شكلية  ةر اهي عبپويزۆسلسلةمت ا 
0

i m
i

i i
a x





  صحيح    من آ جل عدد

00حيث  ،  پويزۆ  تسلسلامت تشكل    m.  منعدمموجب غير   i،  ب ليها  ا  ـحلقة، نشير 

. [[ ]]K x 

]]1  پويزۆحقل متسلسلاتر(.  ام كر   -  )نيوتن  مبرهنة ]][ ]K x x −   هذا هو . مغلق جبرياا

]]1 نلحقل متسلسلات لور   ةالجبري لمغلقةا ]][ ]K x x −. 

عادة صياغة لل  برهنةهذه الم  .الرئيس ية من هذا الفصل مبرهنةليست سوى ا 

آ ن ]]1حقيقة  ]][ ]K x x −لـ ]]1امتداد جبري  ]][ ]K x x آ ي    ،بالفعلواضحة.  − تقع 

1فيپويزۆتسلسلامت سلسلة من  مت  1[[ ]][ ]m mK x x   عل   ةبالتالي فهي  جبريو  ،ما−
1[[ ]][ ]K x x − . 

]]1ة الحدود )غير ثابتة( ذات معاملات فيكثير عتبر معادلة  لن  ]][ ]K x x −ومتغير  . y 

1واضعين mx x=آ جل للقسمة  ،  ماmمن  قوة    عالياقابل  المعاملات في  وضرب جميع 

.لدينا هي في الذي  يمكننا آ ن نفترض آ ن معاملات كثير الحدود  xعالية لـ [[ ]]K x لذلك

)الشكل منفا ن معادلتنا  ,  ) 0F x y  .  شكلية سلسلة قوى مت هي Fحيث  =

آ ن   نعلم  1بـ  سلسلة  ت ك   ثل هذه المعادلة حلا لم نحن  mxآ جل وجه وهو عل    ،ماmمن 

.1  الخصوص في [[ ]][ ]K x x −    ،عاملات في ب غير ثابت    آ ي كثير حدودفمن آ جل  لذلك 
1[[ ]][ ]K x x −ا في وجدنا جذرا

1. [[ ]][ ]K x x −
               
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يجاد كل الحلول  ا 
في فكرنا  ذا  )  ا  , ) 0F x y المجهول    ،= يكون  حيث  ) سلسلةمت كمعادلة  )y x   من

1[[ ]][ ]K x x −  يمكننا الحدود    المحاولة،،  كثيرة  معادلة  مع  نفعل  تحليلل   عتادة،م كما 

F لى جداء ةالجبري  غلقةفي المخطية عوامل  ا 

1 2( ,  )( ( ))(  ( )) ( ( ))nF A x y y f x y f x y f x= − − −

(0,0)   حيث  0A       والـn  حلا ( )if x لى .1  تنتمي ا  [[ ]][ ]K x x −  س يكون

ليس من  شكلية.  سلسلة  مت لكنها مجرد    ،yلمتغيرباكثيرة حدود   Fكانت   لوهذا واضًحا  

ذا كان    .الحلولمن  نتهم  لمعادلتنا عدد  الواضح حتى ما ا 

واقع   متعددة   الأمر،في  معادلات  كونها  من  بالفعل  جدًا  قريبة  ومعادلاتنا  محقاً  نيوتن  كان 

 . كما أأشرح الآن "،الحدود "معيارية

.اسمحوا لي أأن أأبدأأ ببعض الملاحظات الأولية

نتوطئة أأن  .  )شكلية سلسلة  مت فترض  )y f x= ، ( ) [[ ]]f x K x،  حل   هي

)  للمعادلة , ) 0F x y لى    Fحيث  ،  = .تنتمي ا  [[ , ]]K x y  ذن قابلة للقسمة     Fا 

)  على )y f x− في . [[ , ]]K x y 

ذا كان . هذا واضح ا  ( ) 0f x شكلي ل ال يالآن التحو  =

( , ) ( , ( ))x y x y f x−

لى   ا  ذاتي(  طوتشاكل و أأ يؤدي  ]] لـ  )تشاكل  , ]]K x y يحوّل y  لى .ا  ( )y f x−


]]في fمن أأجل   توطئة. ]] K x ، نعرّف

1 2( , ) ( ( ))( ( )) ( ( ))mf x y y f x y f x y f x= − − −

.لـ ڤالوا مرافقاتهي    1f،  ...  ،mf  حيث  f   ذن )ا  , )f x y   لى ا  تنتمي 

. [[ , ]]K x y

أأن  واضح،هذا   )  حيث  , )f x y   في الحدود   زمرة تحت  صامدة    معاملاته y كثير 

هذا    والاحظ.  ڤالوا الحدود  كثير  الحدود  ك   هوأأن  من   f لـ الأصغريثير 
1[[ ]][ ]K x x − 1 باعتباره التمديد الجبري لـ. [[ ]][ ]K x x−



) يةشكل ال  پويزۆ  سلسلة مت فترض أأن  ن .  توطئة )y f x=  من[[ ]] K x  ،  هي حل

)  معادلةلل  , ) 0F x y لى    F  حيث    = ا  .تنتمي  [[ , ]]K x y    ذن المتسلسلة  فا 

)المرتبطة بها  , )f x y  في[[ , ]]K x y  تقسم( , )F x y  في الحلقة[[ , ]]K x y .
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 ن 

)ليكن. مبرهنة , )F x y في. [[ , ]]K x y   نفترض أ نF  قبل القسمة على ي لا. x

ذن  )  يمكن كتابته كجداء Fا  , ) ( , )A x y P x y ث  حيA، P   في[[ , ]]K x y و

•  (0,0) 0A     بحيث يكونA  .عنصرا قابلا للقلب

• ( ,  )P x y  كثير حدود بالنس بة ا لى. y 

يتم على    الا ثبات  .يةتعدد ال بالاس تقراء  ( ) mult F تق  والاحظ الجوأ ن  مجموع   داءيم  هو 

وأ نو التق ) يمات  ) 0mult F أ ن = التحديد  . تعني على وجه  0,( 0) 0F   ذا كانت ا 

( ) 1mult F نعلم أ ن ،F   لديه حل واحد على ال قل( )y f x=  في [[ ]]K x

) قابل للقسمة على Fوأ ن ,  )f x y  من. [[ , ]]K x y  أ قلحاصل القسمة ية  تعدد .

ون  الآن، نحصد  أ ن  المت طبيعيتين    تيننتيج   ؤسسيمكننا  من  بسهولة  .السابقة  برهنةتبعان 

 . حقول علىالحدود  كثيراتلحلقات  تقليديةالبراهين هي نفسها كما في الحالة ال 

]]من  F منعدمأ ي عنصر غير   ليليمكن ت  .مبرهنة , ]]K x y  تيلآ كا

1 2( ,  ) ( ( ))( ( )) ( ( ))r
nF A x y x y f x y f x y f x= − − −

]]من   Aحيث   , ]]K x y  (0,0)  يحقق 0A   ،  الـn حلا ( )if x   ا لى تنتمي 

[[ ]]K x 0.و  r 

]] الحلقة.  مبرهنة , ]]K x y   وحيدتليل   يدانهي م.

.من ifالـ    هيالعوامل غير القابلة للاختزال  [[ , ]]K x y  

 . نتتم هذا الفصل بتمرينين

الحلولتمرين.   نيوتن  خوارزمية  . تنتج  ( )y x   ك أ حد    ،وةخطفي  اختيار  علينا  يتعين 

وجذر    املةالح  س تقيماتالم  المضلع  الحدودالم  فيعلى حد  كثيرة  هذه   ثبتواأ  .  المقابلة  عادلة  أ ن 

) الحلول ك   عطيالخوارزمية ت  )if x للمعادلة . ( , ) 0F x y =  

©

 

           

 

أ ن لى  ا  والمعادلة f  نظرا  متغيرة  حل  أ يضًا    المرافقاتجميع  فا ن  ،  ڤالوا زمرةتحت    لا  هي 

ال  باس تخدام    ذلك،بعد    بيّ ن .  حلول عل لل   بلةاق Fأ ن  مرة m ولىالتوطئة  قسمة 

( ,  )f x y   1في. [[ ,  ]]mK x y   قسمةال الآن حاصل F f   بحيث   ،ڤالوا لا متغيرهو

. في بالفعليكون  [[ , ]]K x y                                                                      

يسمى   ما  ثبات  ا  الآن  ڥايرشتراس)عدادالا    مبرهنةيمكننا  سلسلة  ت م لل   (Weierstraßلـ 

. الشكلية
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Il est fâcheux que Mr. Newton se soit contenté d’étaler ses découvertes sans
y joindre de démonstrations et qu’il ait préféré le plaisir de se faire admirer 
à celui d’instruire.

a
t
i
o
n

i
s

 من مقدمة كرامر 

  

 

ما أ دى في  ،  القطعاتبعنا خوارزمية نيوتن باس تخدام بعض اختيارات  لنفترض أ ننا  تمرين.  

حل لى  ا  .النهاية  ( )y f x=  العملية ا  متتاليةتنتج  المتسلسلات   لشكلية من 

. ( , )k k kF x y  أ ن  ل أ ثبتنا  )  ياتتعددال قد  )kmult FلـkF  في   ةثابتتكون

لجذر، أ ي عدد العوامل التي  ا  يةمجرد تعدد  " هيةالنهائي   ية"التعدد  ه أ ن هذ  بينوا.  النهاية

)تساوي  )( )y f x−  ل أ علاه لـيفي التحلFجداء ك 

 .1 2( ,  ) ( ( ))( ( )) ( ( ))r
nF A x y x y f x y f x y f x= − − −

!الجبر في الوقت الحاضر نا منيكفي 

أ ي   رفاق  دون ا  اكتشافاته  كان راضياً عن عرض  أ ن الس يد نيوتن  المؤسف    براهينمن 

.متعة التدريسعلى  به  وأ نه فضل متعة ال عجاب

المنحنيات أ حد  هو  التي السداس يةهذا 

 مر، معادلته ادرسها كر 
6 2 2 2( )( ) 0.4y y x y x− =− −

  .فروع  3النقطة المفردة لها 

 رسم هذه الفروع؟ ون هل تس تطيع
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ة في اتياكتشافاته الرياضي  ساو ڤعامًا( سجل    19)عندما كان عمره    1796بدءًا من عام  

الشه مثير   .Tagebuch يركتابه  نتائج  كلاين    واانظر   .للا عجاب  ةقائمة   34و  33شروح 

نڤليزية. بالنس بة ا لى ترجمة    .1797من أ غسطس ا لى أ كتوبر  بالفترة  تتعلق هذه الصفحة   ا 

 ال خير عو وضالم
“Aequationes habere radices imaginarias methodo genuina 

demonstratum”
ثباته   ا  هذا    ة.ال ساس ي الجبر  لمبرهنةيوضح  أ خيرة   ا ضافة  مختلف،بحبر    ،لسطراأ سفل 

 -wis Gauß’Klein.  .F 33

senschaftliches Tagebuch 
1796–1814.  Math. Ann.,

57(1):1–34, 1903. 

34 J. J. Gray.  A commentary 
on Gauss’s mathematical 
diary, 1796–1814, with 
an English translation. 
Exposition. Math., 2(2):97–130, 
1984. 

“Prom[ulgatum] in dissert[atione] pecul[iari] mense Aug. 1799”.

تعلن ٔ�ن هذا كان موضوع ٔ�طرو�ة دكتوراهُ: 

©

http://webdoc.sub.gwdg.de/ebook/e/2005/gausscd/html/kapitel_tagebuch.htm
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/?PID=GDZPPN002259079
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/?PID=GDZPPN002259079
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/?PID=GDZPPN002259079


Curuam algebraicam 

neque alicubi subito abrumpi posse: 

حول المنحنيات الجبرية  سڤاو 

 المبرهنة ال ساس ية للجبر

. هذا  1799أ طروحته عام    قدمعامًا عندما    22يبلغ من العمر    ساو ڤكان كارل فريدريش  

.ال ساس يةالجبر  برهنة" ال ول لمثباتتوي على ما يمكن اعتباره "الا  يح  35 عمل رائع

 .له جذر واحد على ال قل ركبةمعاملات م  يأ ي كثير حدود غير ثابت ذ

مختلفة   الكمات    قليلًا،بمصطلحات  اس تخدام  "ركبة م"وعدم  أ و  كانت    "،تخيلية"  والتي 

ذلك   في  أ ي  الوقت،مش بوهة  أ ن  أ ثبت  حقيق   لقد  حدود  هو  كثير  من عوامل    جداءي 

  س او ڤ س تويتذكاري لم بريدي طابع 

© ركب. الم

35 C. F. Gauß.  Werke. Band 
III.  Georg Olms Verlag, 
Hildesheim, 1973. Reprint of 
the 1866 original. 

من   س ڤاو  حصل شهادته  على 

كان مستشاره    .جامعة هيلمستيدت

فريدريش   يوهان  فاف  پالرسمي 

بعناية ومع ذلك،    .الذي قرأ  الرسالة 

غ   فقد الدكتورا  يكن  يابياكانت  لم   :

تذكر المخطوطة   .شفويهناك عرض  

على   الحصول  تم  النتيجة أ نه 

أ كتوبر   الترجمة    . 1797الرئيس ية في 

.متاحة على الخط ير افاندر 

 :هو ه  دكتورايكون عنوان  مختلفة،. في لغة 2أأو  1الدرجة 

DEMONSTRATIO NOVA THEOREMATIS OMNEM FVNC- 

TIONEM ALGEBRAICAM RATIONALEM INTEGRAM VNIVS 

VARIABILIS IN FACTORES REALES PRIMI VEL SECUNDI 

GRADVS RESOLVI POSSE 

لمعايير   وفقاً  دليلًا  ليس  سأأقدم    اليوم،هذا  وهو   اطفيف  تغييرالكنني  الموضوع  نفس  حول 

ثبات .والعشرينالقرن الحادي    ي مقبول تمامًا من قبل رياضيات  من    .لم تكن المحاولة الأولى للا 

دالم   ،سڤاو   سابقيبين   يذكر  أأن  للمرء  وأ  ې ـبـيمكن  هذه  يلم    ،رانجڤول  ويلْرر  من  أأي  كن 

بناء برهان    الوقت،، حتى في ذلك  متينا"البراهين" السابقة   عادة  ا  ر ېـدالمبـلكنني سأأحاول 

. اس تخدم مضلع نيوتن هنلأ 
ن رنست  ې ا  لـ  لأطروحة  لليزية  ڤال 

https://archive.org/details/bub_gb_BDdbpjy3BnEC/page/n17/mode/2up?view=theater
https://archive.org/details/werkecarlf03gausrich
http://www.quantresearch.info/gauss_phd_dissertation.pdf
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أأطروحة    زءيتعامل الج نقد    ساو ڤالأول من  لماذا   سابقيه.مع  بعناية  براهين  كانت  يشرح 

يدافع عن    يافعمشابه اليوم لشاب    وضعمن الصعب تخيل   ة.عيبم   ولاڤرانج  ويلْرأ  ر و ې ـدالمبـ

عامًا    ين ر ومحترما كبلأس ياد  تدمير منهجي  ب   ويبدأأ الدكتورا   قبل خمسة عشر  المنية  وافتهم 

 

يتم   .معينة الجبري لا يمكن أأن يتوقف عند نقطة    أأن المنحن   ساو ڤيدعي    أأخرى،بعبارة  

ثبات عن طريق التخويف" في حاش ية س  لا ثباتتقديم "ا نه مثال نموذجي لا   :فلية: ا 

ثباته بما يكفي من اليقين   ا  أأنه قد تم  الجبري فجأأة في أأي   يمكن كسر المنحن  أألا يبدو 

يحدث) مكان المثال  ،كما  سبيل  المنحن  ،على   معادلته  الذي  تسام الم   مع 

( 1 log  y x=    التعبير،  ضيعي ولا ذا جاز  ا  ،ا  العديد من  نقطة ما بعد  لفات لفي 

لم يثر أأحد أأي شكوك حول    علمي،  على حد    .اريتمي(ڤ)مثل اللولب اللو   غير المنتهية

ذا طلب أأحد    ذلك،ومع   .الموضوعهذا   ثبات لا يقبل    ذلك،ا   الشك، فسأألتزم بتقديم ا 

 .أأخرى ةفي مناس ب

لم يثبت هذه الحقيقة  هو    الواقع،في    !  " ☺ىخر أأ مناس بة    في  هوس يثبت  لم يثر أأحد شكوكا"

الأساس ية في الجبر، كما   مبرهنةأأخرى لل   براهينأأبدًا )على الرغم من أأنه نشر لاحقاً ثلثة  

غير   نفسه  هو  كان  )ورائع( .مقتنع(لو  مغرور  شاب  من  له  مثالين   سڤاو   يعطي   !يا 

البياني     .للمنحنيات الرسم  هو  1لـ  الأول  log  y x=   اللو الثاني  و للولب  اريتمي ڤهو 

exp( )r =  ية. القطب الا حداثيات في

لا علقة لها   س او ڤحقائق غير مؤكدة ل

على أأي    :پ الحقائق البديلة" لترام"به 

 .حال فهيي صحيحة
“Iam ex geometria sublimori 
constat, quamuis curuam 
algebraicam, (siue singulas 
cuiusuis curuae algebraicae 
partes, si forte e pluribus 
composita sit) aut in se 
redientem aut vtrimque in 
infinitum excurrentem 
esse, adeoque si ramus 
aliquis curuae algebraicae 
in spatium definitum intret, 
eundem necessario ex hoc 
spatio rursus alicubi exire 
debere.” 

“Satis bene certe demonstratum 
esse videtur, curuam 
algebraicam neque alicubi 
subito abrumpi posse (vti e. g. 
euenit in curua transscendente, 
cuius aequatio y = 1~ log x), 
neque post spiras infinitas in 
aliquo puncto se quasi perdere 
(vt spiralis logarithmica), 
quantumque scio nemo dubium 
contra rem mouit. Attamen si 
quis postulat, demonstrationem 
nullis dubiis obnoxiam alia 
occasione tradere suscipiam.” 

ثم، في جزء ثان، قدم    .رانج(ڤفقط، أأو حتى أأنهم ما زالوا على قيد الحياة )كما في حالة لا

ثباته  ساو ڤ ثبات  .ا  .  "ولكن ليس مس تثنى تمامًا من "الحقائق غير المثبتة  الواقع،جميل، في    ا 

لبنية المحلية  ل وصفه لاحقًا، فهو يحتاج ا لى وصف دقيق ا لى حد ما    حاسمة، سيتمفي لحظة  

 أأن  برهانثم يؤكد دون .حقيقي   لمنحن جبري  
 

للرياضيات   وفقاً  هذا    ،علياال ولكن  لمثل  الفردية  الأجزاء  )أأو  منحن جبري  أأي  فا ن 

ذا كان يتكون من عدة أأجزاء(    المنحن  لى اللاالجبري ا  يي.  ته من يعود ا لى نفسه أأو يمتد ا 

ذلك من  في  أأ   ينتج  يدخل  جبري  منحن  أأي  من  فرع  أأي  يجب    محدود،  فضاءن 

 .من هذا الفضاء في مكان ما أأن يخرج بالضرورة
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)  ما بمعادلةي يمكن تعريف كل , ) 0F x y ذا   .التوقفمن نقطة    انوع يملكان  وكلاهما     = ا 

هذه   حول  صغيًرا  قرصًا  المنحن   النقطة،رسمنا  يخرج   فا ن  لا  ولكنه  القرص  هذا    يدخل 

المت  س ڤاو  ادعاء منه. الطبيعة  لى  ا  يرجع  هذا  أ ن  هو  المنحنيات  م ا س)الصحيح(  لهذه  ية 

يكون  التي  الجبرية  للمنحنيات  يحدث  لا  هذا  )وأ ن  , )P x yليا ا  بالنس بة   كثير،  ، 

 . حدود

 

عادة بناء الا    ساو ڤ  قِبل ثباتا 
 

س يكون هناك الكثير   .ة تاريخيوجهة نظر  من    ثباتتحليل هذا الا    ليس  بالتأ كيد  يقصد

الطولمنحن ل الاس تمرار    مفهوم   :للمناقشة والحجج  و پ ،  شيء    فوقولوجية،  كل 

المرك   لل عداد  الهندسي  في  الاس تخدام  كنقط  دومبر  .مس توبة  بكتب  س  ې أ وصي 

د  36زېارڥوأ ل عبر  .   37ڥاردنر  ېوڥان  واضحة  نظر  وجهة  فقط  أ ذكر  أ ن  لي  عنها اسمحوا   

عامًا  ساو ڤ عشرين  من  أ كثر  قبل  ما    .الواڤو   لبِ أ  من  ،  معادلة    ،أ تييفي  يسميه   بحتة ما 

.  من الشكلمعادلة  هيو nx a=  

لم يبق سوى أ مل   ،كبارال   يون بعد الكثير من العمل الذي قام به الرياضيات  [...]

الجبرية للمعادلات  عام  حل  لى  ا  للتوصل  للغاية  أ ن ربما  يبدو  .  ضئيل  فأ كثر  أ كثر 

حلا  الا طلاق، عادةً  يسمى  ما  أ ن  اختزالهل   حيث  سوى  الواقع  في  ليس    ا لمعادلة 

لى معادلات   تدريسه ولكنه    .بحتةا  حل المعادلات البحتة هنا لم يتم    مفترض؛ ل ن 

ذا قمتم mx بالتعبير عن جذور المعادلة  وا  H= بواسطة  m H قد    وا ، فلن تكون

ذا كنتمونبأ كثر مما تفعل  وموابحلها بأ ي شكل من ال شكال، ولم تق قمتم   قد ابتكرت  ه ا 

المعادلة جذر  على  للدلالة  الرموز  1 بعض  0h hx Ax −+ + الجذر    وضعو  =

 . هذال  يامساو 

حديثة   بناء  عادة  ا  اقتراح  هو  المتواضع  ثبات،ل هدفي  سبب    لا  لى    ساو ڤ  حاجةيوضح  ا 

) لنفترض أ ن .الجبريةيات  لطبيعة المحلية للمنحنِ ل بعض الفهم   )P z   واحدي كثير حدود  

الدرجة 1 من  n مبم هي    .بةرك  عاملات  الرئيس ية  فيالفكرة  zالتفكير  x iy= + 

المس تو  في  )و   يكنقطة  )P x iy+ أ نه )  على  , ) ( , )p x y iq x y+  ،اثنين    ينفِ عر  م

في الحقيقية  الحدود  كثيرات  ).من  , )x y     ن وجودا  ثبات  م  ا   كافئي P لـ  ركب جذر 

) لمنحنيين الجبريينل ن أ ن اتبي , ) 0p x y )و  = , ) 0q x y  تقاطعا غير خال.  =

 

 

 

 
) المنحن )exp 1 1x y− أ ي) =

( 1 logy x= نقطة    يحتوي على

   .(0,0) "في  في نهايةنهاية 

 
 

اللو  المعادلة    ذو اريتمي  ڤ الحلزون 
2 2log tan( ) 0y x x y− + = 

)exp)أ ي   )r = في    −

القطبية عدد   (الا حداثيات  على  يحتوي 

منته اللفات    غير    من ب  تر يق  عندما من 

 .بدأ  الم 
36 J. Dhombres and C. Alvarez. Une 

histoire de l’invention  
mathématique : les 
démonstrations du théorème 
fondamental de l’algèbre dans 
le cadre de l’analyse réelle et de 
l’analyse complexe de Gauss à 
Liouville. Hermann, 2013 
 
37 P. D. B. L. van der Waerden. 

A History of Algebra: 
From al-Khwarizmi to Emmy 
Noether. Springer-Verlag 
Berlin Heidelberg, 1 edition, 
1985 

 

أ ن "الفكرة البس يطة" للتفكير   والاحظ

لى   مس تو من  تطبيقفي كثير الحدود ك  ا 

كانت فكرة جديدة في عام   مس تو أ خر

1797.

من  

تمامًا ومتناقض  مس تحيل  الحل  هذا  ي    . مثل  أ لا  هذا  يجب  على    قيامفار  عتبر 

https://www.howtopronounce.com/norwegian/abel
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الوحيد من أ طروحة  سمهو الرهذا 

© .ساو ڤ

38 J. W. Milnor. Topology from 
the differentiable viewpoint. 
Princeton Landmarks in 
Mathematics. Princeton 
University Press, Princeton, 
NJ, 1997. 

39 V. Guillemin and A. Pol- 
lack.  Differential topology. 
AMS Chelsea Publishing, 
Providence, RI, 2010. Reprint
of the 1974 original. 

مرتبطة.   وغيرمرتبطة 

   .منتهييس نقوم بتحليل السلوك النوعي لهذين المنحنيين في جوار الل 

م  يكون  ) يكون  كبيًرا، z )أ و طويلة( قياسعندما  )P z وnz نعتبر كافئينمت ، لذلك 

   ينالمنحني ك ول تقريب 

( ) 0 ;  ( ) 0.n nx iy x iy + =  + =
عاعيةالخطوط الش   عرفهذه المعادلات سهلة الحل: فهيي ت 

(2 1) 2arg (0 2 1); arg  (0 2 1)
2 2

k kz k n z k n
n n
 +

=   − =   − 

z كل دائرة  2nالـ  تقطع هذه الخطوط    .لمبدأ  التي تتقاطع في ا R= 4فيn  نقطة  .

 أ تي: يكما   وه سڤاو  ال ولى لـ دعاءالا

كلا  اكبير  R كونيعندما     توطئة. ن  فا  الكفاية،  يه  ف الجبريين   بما  المنحنيين  من 

( , ) 0p x y )و = , ) 0q x y z  يتقاطع مع الدائرة    = R=   2فيn    ة  قريب   ةنقط

 .السابقةمن 

)ـ  ل  لجزء التخيليالجزء الحقيقي وا )1 exp( )n P R i
R

     من الدرجة   ن ياكثيرا حدود مثلث

n  لمتغيربا  وهما قريبان من  cos( )n و .sin( )n  2  ينعدمكل واحد  فلذلكn 

القيمة الوس يطة. التفاصيل ال ولية   مبرهنة   حسب  ةمر     2nهما ينعدمان  على ال كثر و مرة  

ثبات متروكة للقارئ.   .تام سڤاو  النقطة من قبل هذه ا 

الطو الجزء  يأ تي  البرهان  ولوج پالآن  المنحني ن  . من  أ ن  أ ولًا  ين الجبري   ينفترض 

( , ) 0p x y )و  = , ) 0q x y  أ ملسان.،  حمروال    زرقال    ين المنحني  يهماسمن س   ينلذال،  =

بال حمر والنقطتان ال خريان باللون   تاناثنتان منها ملون يزة على الدائرة،  تم ط م أ ربع نق  نعتبر

النظر   وجهة  من  غير    ولوجية،پالطوال زرق.  أ و  مرتبطة  تكون  أ ن  يمكن  احتملان.  هناك 

أ حمر" في  أ زرق، أ حمر، أ زرق، ، مثل "متبادلةنقرأ  أ لوانًا  الدائرة، حول طوافبال مرتبطة.

القرص z داخل  R  ي عدد    نتكوناهما  منها   منتهمن  ال قواس، كل   مع   كلتفأم   من 

الحلقات،    [0,1] من  معين  منها  وعدد  تصنيف  يأ تي  دائرة.    مع  ةكلتفأم كل  من  هذا 

 4n(. هناك  39أ و    38  ا لى  على سبيل المثال  واة ذات البعد واحد )انظر تراصالم  نوعاتالم 

اللون( ت )من نفس  نقطتين    ن ا  بأ لوان متبادلة. س نقول    وحمراء،نقطة على دائرة، زرقاء  

قران  القرص  ماا  داخل  أ و الحمراء  الزرقاء  ال قواس  ل حد هذه  نقطتين حدوديتين  كانتا  ذا  .  ا 

    .زوجًا 2nتتكون من   ةنقط 4nلذا فا ن مجموعتنا المكونة من 

©
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 هي الآتية:  ،والبديهية الحاسمةولوجية پ الطو  طئةالتو  

  

  

   

 لم يكن متاحًا رسميًا لـلذلك  ) الجبرية ولوجياپطوال ال ولى في   برهناتا حدى الم  أ تي منهذا ي

 عدد زوجي من نقط التقاطع  ماعرضيًا له  انتقاطعم   يفي المس تو   انغلق م  ننحنيا. م (سڤاو 

ذا كان من الممكن وجود أ قواس منفصلة تربط   .ميلنور(على سبيل المثال كتاب    وا)انظر  ا 

داخل   والحمراء  الزرقاء  المس تو   القرص،النقطتين  في  مغلقتين  حلقتين  بناء    ي فيمكننا 

    .الهامش(  الشكل في  واتتقاطعان في نقطة واحدة بالضبط )انظر 

أ ن توطئة. وي   اشخص  2kلنفترض  طاولة  حول  اثنت يجلسون  اثنين،  صافحون  دون  ين 

ذن !الذراعينتشابك   ان. ران على ال قل يتصافح اج ،ا 

ا لى  2kبالنس بة  ال = هذه هي  هما  ا صافحيت شخصين    نعتبر .السابقة  توطئة،    زئان يجن. 

ال أ حده  مجالين.  ا لى  طاولةحدود  ذا كان    ذلك، خلاف  في    .البرهان  نهيناأ  فقد    ا،خالي  ماا 

         .                                                 قراءعن طريق الاس ت  نواصل

)  مع اس تمرار افتراض أ ن المنحنيين , ) 0p x y )و = , ) 0q x y ، ال زرق وال حمر  =

 ينفترض أ ن القوسن  بالتناقض،  .ساو ڤبعين  ال ساس ية للجبر، متّ   برهنة، نثبت المأ ملسان

علب  عان.تقاطي لا    رحم وال    زرقال   الدائرة  ةالسابق التوطئة ناء  على  جارتين  قران  ا    .يتم 

 ن.                            نفس اللوماليس له تينمتتالي  تينهذا مس تحيل ل ن نقط و 

ذا كان هناك منحن  ." "لا أ حد لديه أ ثار لشكوك  بسببا   نحن نفهم الصعوبة التي   الآن، ا 

القرص ويتوقف ه لقوس  نهاية، يمكن    نقطةجبري مع   داخل  دون من  ،  ناكأ ن يخترق 

ثبات فادحاخروج وس يكون ذلك   . دقيقاً ساو ڤدعونا نجعل ادعاء  .للا 

0تكنل   .مبرهنة 0( , )x y    ـ  ب  عرفم منحن جبري حقيقيمن  نقطة( , ) 0F x y =  ،

. كثير حدود حقيقي في Fحيث  [ , ]x yR 

في 0متمركز  0( , )x y  من   يحوّل زوجي  عدد  اتاد  )ا لى  ال قطارال شعة    (أ نصاف 

. تلفة المخ 

 

 

 

أ ن منحن  في    ينمغلق  يينعرض   يني حقيقة 

من    انتقاطعي   يالمس تو  عدد زوجي  في 

ما النقط   حد  ا لى  مبرهنة  تكافئ 

  
"ردَ جو  سغطّ ممغلق  منحن    متممةن: 

  
المس تو    اله  يفي 

 

مترابطتان مركبتان 

  
   ."بالضبط

كانبالفعل ذا  ا   ، 1c 2وc   

 

منحنيين

 
تعديل  ،عرضيينو   ينمغلق أ ولًا  فيمكن 

 
 1c  طفيف،بشكل  

  

تقاطعه تغيير  دون 

يصبح   ،2c  مع  1c بحيث 

 

تغميسا

  
1c ل يعدتثم   .ةي عرض ذاتية    بتقاطعات

 
الصورة   في    أ دناه،كما 

  

دون أ خرى  مرة 

 2cتغيير التقاطع مع

  

، من أ جل استبدال

المنحنيات   من  منفصل  المغلقة  اتاد 

لم به.    غطسةالم  وفقًا  برهنةالآن 

  
مرة  جو  ك  في   2c دخليردن، 

  

مركبة

 عليه ،(ل )المعدّ   1c تممةمن م  مترابطة

  

أ ن

رجيخ

  

، بحيث يوجد بالفعل عدد زوجي

مبرهنة  وا أ ن تثبت  واحاول  .من التقاطعات

  
 .التقاطع شفعيةردن من جو 

 

  

 
 
 

عدد   واثبتأ   غير    قرانات"الا    أ ن 

من  زوجي  عدد  لالمتقاطعة"  

  

النقط على

 لـ كتلان  عدد الدائرة هو 

.

? 

"  المرتبطة،الحالة   المرتبطة.   أ حمر،  أ زرق،  أ زرق،  و  غير  الحالة  في  أ حمر" 

 

تكون  0b،  1b،  0r  ،1r  لتكن.  توطئة بحيث  الدائرة  على  نقط  0أ ربع  1{ , }b bو

0 1 { , }r r يكن ل   .ينت مرتبطb   على التوال((r    0في القرص يربط بين  أ ملسقوسًاb و  

1b 0)على التوالr 1و.(r  ذن .تافهبشكل غير عان يتقاط rو  bا 

ذن يوجد   بين قرص صغير   وتشأك يهوم   ا 
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تضطر  حتى    ونسوف  الانتظار  ا لى 

 !الفصل 
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ثباتهذا الادعاء صحيح بالفعل و "سوف أ تعهد بتقديم     ة ناس بم في  شك،لا يخضع ل ي  ا 

 ."أ خرى

نهاء   ذا افترضنا أ ن هذا صحيح، فمن السهل ا  ذا كان  .الا ثباتا     ال زرق وال حمر نايالمنحن  ا 

( , ) 0p x y )و  = , ) 0q x y  بشكل طفيف، كما مايكفي تعديله ،نفصلينوم  ينمفرد =

في  محل    الهامش،في   منفصل يًا  صغيرة  و   لكل  جوارات  المفردة،  في    ال شعة  ربط النقط 

           . قد رأ ينا أ ن هذا غير ممكنل  .أ زواج، بحيث تصبح أ قواسًا غير مفردة منفصل

                    

 تعليقات على هذا الا ثبات

ال ساس ية  برهنةل هذا الا ثبات في ورقة تتناول الا صدارات الفعالة من الميْ سْ  ڥيـقدم س ت 

 ثبت: الم غير  ساو ڤ. وشدد على ادعاء 40للجبر

لى فجوة هائل احتوا  الحالي،لكن في الوقت   ثبات  ها أ ود أ ن أ شير ا  نها نقطة  ساو ڤ  ا  . ا 

منحن  أ ن  اليوم  حتى  دون    احقيقي  جبريا  ياس تو م   يادقيقة  قرصًا  يدخل  أ ن  يمكن  لا 

 ته. مغادر 

  ."ال ول  المقبول " لا ثباتكما يعلق على النقاش اللامتنهيي حول من أ عطى ا
 

.  41ر لاكاتوس  يمربما من وجهة نظر ا  يمكن للمرء أ ن يفهم الوضع التاريخي بشكل أ فضل  

الرياضيات    أ ن  يرى  من ناحية أ خرى،  ر،پوپو  ناحية،من    ل،ڤهيلاكاتوس في تقليد  

. "ضو البراهين والدح  سلسل من "ت تطور يس تمر على شكل 
 

" عديدة  طرق  "  هناك  وملء  البرهان  اا  لا صلاح"  ".  لفجوة  أ ذكر    أ ولًا،لهائل  أ ن  يجب 

ل المفصل  الطويل  في    سكي،ڥ أ وستروـ  الورقة  لا ثبات   ،1920المؤرخة  بالكامل  والمخصصة 

)ن . المنحنيا42ساو ڤادعاء   , ) 0p x y )و   = , ) 0q x y ساو ڤبواسطة  انالمس تخدم  =

منحنيا  ماه منحنيامالكنه  ،نجبريا  نبالفعل  المصطلحات   انخاص  نجبريا  ن  في  جدًا. 

الحدود    الحديثة، الح   انهذكثيرا  الجزءان  و هما  هولوم لدخيلي  الت قيقي  ) تشاكلةالة  )P z
فه حدود  ماوبالتالي  أ وسترو  ثباتالا    توافقيان.    كثيرا  قدمه  الذي  يتعامل  ڥ التفصيلي  سكي 

كثيرات الحدود التوافقي أ ولية حول    فاهيمم. مع  تنا الحاليةلمشك ، وهو ما يكفي  ةبالفعل مع 

 . الآن ين بن س  من السهل بالفعل ملء التفاصيل، كما  س يكونف  ،ركب المالتحليل  

http://www.math.lsa.umich.edu/~pboland/euclid.bams.1183547848.pdf
http://www.math.lsa.umich.edu/~pboland/euclid.bams.1183547848.pdf
http://www.math.lsa.umich.edu/~pboland/euclid.bams.1183547848.pdf
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN252457811_1920
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN252457811_1920
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN252457811_1920
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN252457811_1920
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN252457811_1920
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)في  وار فك   ) ( ) ( , ) ( , )P z P x iy p x y iq x y= + = 2من   تطبيقك  +
C R  في 

من   أ خرى  هذ .نفسهنسخة  0 نقطة  في Pتطبيقال   اتفاضل  0 0z x iy= يمكن  +

ما مصفوفة حقيقية  .0 امركب  اعددأ و  2×   2اعتباره ا  ( )P z    فا ن النقط الحرجة  ،ثَ ومن

الم  العدد  ببساطة  أ صفار    نتهي هي  هال زرق    نالمنحنيا  P.ش تق الم من   ماوال حمر 

 .Pبواسطة   لمس تقيم عكس يةال صورة الل ل  نح ل  .للمحورين تانالعكسي  تانالصور

 . مفيدًا في فهم هذه الصور 43يمكن أ ن يكون الكتاب  ،ضرورةال في حالة

 ، لدينا  0zفي جوار لنقطة 

1
0 0 0( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) .

k

kkk
k

k

cP z P z z z c z z z
c

+
 

− = − + − + =  
 

 

k هنا،
kc  لجذر اختيار  أ ي  الترتيب هو  الترتيبالثاني   ذر الجو  kمن   و ه k  من 

ليس    لـ 0z فيالتفاضل   .الحديننيوتن ذات    مبرهنةسلسلة قوى متقاربة حسب  مت 

)  باختصار،.  محلي  ك تفا  لذا فا ن  ،منعدما )P z  وللتطبيق  اك فتمحلي ل تركيب    وه 

 0 0. ( ) ( )kz P z z z+  P ة بواسطةيالعكس  واضح أ ن الصورة  ال  نف   وبالتالي−

)0  بـيمر   أ ملسلمنحن  )P z اتحاد هي k  0بـ   ريم  أ ملسمنحن. z  

الخصوص  وجه  هناك  على  محليًا   ،2k    يثبت    ،مس تقيمنصف ڤاو وهذا  في  سادعاء 

  kالـ  هذه الحالة الخاصة هي في الواقع خاصة جدًا ل ن   .يحتاجهاكان  الحالة الخاصة التي  
                                                                           .زوايا متساوية نشئ هذه ت  ال ملسَ  يامنحن 

 . ميتهاع بكل ساو ڤادعاء   بعد لكن لا تنسوا أ ننا لم نثبت 

الهائلة"   "الفجوة  لملء  أ خرى  طريقة  يمكننا   بزاوية  ينالمحور  بتدوير .س او ڤلهناك   ،

)exp استبدال ) ( )i P z بـ  . ( )P z  المنحن ( , ) 0p x y =( , ) 0)q x y على   =

ذا كان (التوالي ذا وفقط ا  المحور الحقيق     تنتم  ا لى P من القيم الحرجة لـ  ة  واحد  ت مفرد ا 

بحيث    ذلك،ب  لتجن    مناسب     يكف  التدوير بواسطةومن ثَ   .)التخيلي على التوالي(

ب أ ن  ڤاو يمكن  بد  سكون  المنحن   أ  قد  أ ن  بافتراض  وال  ال    ينيأ يضًا  لم    أ ملسان. ر  حمزرق 

 .  1797في عام  تكن هذه الحجة السهلة سهلة

  44ة أ يسرمانقورأ وصي بـ  .جبرلل ال ساس ية    برهنةلم الىع هناك العديد من البراهين    اليوم،

 .للحصول على نظرة عامة واضحة 

 
 
 
 
 
 
 

 

 
44 M. Eisermann.  The 
fundamental theorem of 
algebra made effective: an 
elementary real-algebraic 
proof via Sturm chains. Amer. 
Math. Monthly, 119(9):715– 
752, 2012. 

 بـ  لعمودي الصورة العكس ية للمحور ا

 3 22  3  1. z z i− + +
0,1zالنقط الحرجة هي   =    

1والقيم الحرجة هي   i+    و: i
ة منهما على المحور العمودي. دواح 

 الصورة العكس ية للمحور ال فق  بـ
3 22  3  1. z z i− + +

ور. حرجة على هذا المحلا توجد قيمة 

43 T. Needham. Visual complex
analysis. The Clarendon Press,
Oxford University Press,

https://arxiv.org/abs/0808.0097
https://arxiv.org/abs/0808.0097
https://arxiv.org/abs/0808.0097
https://arxiv.org/abs/0808.0097
https://arxiv.org/abs/0808.0097
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ثباتياسمحوا لي أ ن أ قدم   ثبات ڤبروح    المفضل،  ا  يمكن العثور    جي،ولوپ طوال  ساو ا 

ر نقطة ا تن .  45بسط  ال  هذا هو    لي،المذكورة أ علاه. بالنس بة    سْميْل   ةورق عليه في

0z   تكونبطريقة )0 بـ    0ربط  ت  تيال  ةالقطع  بحيث  )P z  على تتوي  لا 

ذا لم يكن    لكذ  يكون P. لـ  ددة الع نتهيواحدة من القي الحرجة الم  قيمة     0ممكناً ا 

الحالة،    ،حرجة ذا كانت هذه هي  ا  لـ    0  فا نولكن  يكون  جذر.   P قيمة بحيث 

ملساء  تراصةم نوعةم  خيرةال   هذه P. بواسطة  ا لى الصورة العكس ية لـ واانظر 

من الواضح أ ن    .ةدواح  بةكّ ر لم  يةهي نقطة حد 0z حد. النقطة  ذات،  1من البعد  

 P.لـ  هي جذر   ركبةالم هال خرى لهذ يةنقطة الحدال 
    ! و ك شيءهها 

 الحرجة،عطي في الواقع أ كثر من ذلك بكثير. بعيدا عن القي  البس يط يُ   ثباتهذا الا  

الخلف"  سحب "ال يمكننا   عاعي   للحقل(  pull back)  ا لى  عاعي الش    الشُّ

x x y y−   −    تفاضل حقل   P. بواسطة  على  في    عاعيشُ نحصل 

ا  ويس تالم  هذا  مسارات  الحرجة.  النقط  عن  الصور    هي  لحقلبعيدًا  بالضبط 

لل يالعكس   عاعيةة  الش  ومن  مس تقيمات  و با  ،ثمَ .  نقطة  من  هذبحلبدء  المعادلة    هل 

جذور  ،يةالتفاضل  ا لى  نصل  أ ن  واحدة   P.يجب  معادلة حلول    لتقريب طريقة 

ثبات رـدالمب  ا 

ثباتًا قدمه   جبر لل ال ساس ية    برهنةال ول هو أ ن الم  .لس ببين  46ردالمب ـأ صف أ يضًا ا 

اطًا وثيقاً  والثاني هو أ ن هذا يرتبط ارتب   .  ر دالمبـ  مبرهنةفي فرنسا  تسمى غالبًا  

لم    .ثباتللمزيد حول هذا الا    48و  47  واانظر  .سابقاً تي حللناها  بمضلعات نيوتن ال 

ن  .نيوتن   ردالمبـيذكر   ليزي؟ ڤ كيف يمكن لفرنسي أ ن يعترف بمساهمة رجل ا 

ب أ عني  ل  "أ بسط"؟  ـماذا  يس ربما 

يحتوي على    ثباتقصر ل ن هذا الا  ال  

الكثير من الحقائق الضمنية التي يجب  

دقيق   . باتهاث ا   مفهوم  هي  البساطة 

في   للغاية  في   .الرياضياتوشخصي 

أ ود أ ن أ قول هذا    الخاصة،هذه الحالة  

أ س تطيع   لا  أ نني  أ عتقد  ل نني  بس يط 

.أ ن أ نساه 
45 É. Ghys.  Inner simplicity
vs. outer simplicity.  In 
R. Kossak and P. Ording, 
editors, Simplicity: Ideals of 
Practice in Mathematics and 
the Arts Conferences (CUNY 
New York, 2013). Springer 
Verlag, 2017. 

الشعاعي  للحقل  ال طوار  لوحة 

( ) ( )P z P z−  ا لى بالنس بة 
3( ) 1.P z z=  تتحول  −

بواسطة ا لى  P المسارات 
 .شَعاعية مس تقيمات

46 J. D’Alembert. Recherches 
sur le calcul intégral. Histoire 
de l’Acad. Royale Berlin, pages 
182–224, 1748. 

C. Baltus.  D’Alembert’s 
proof of the fundamental 
theorem of algebra. Historia 
Math., 31(4):414–428, 2004. 
48 C. Gilain. Sur l’histoire du 
théorème fondamental de 
l’algèbre: théorie des équa- 
tions et calcul intégral. Arch. 
Hist. Exact Sci., 42(2):91–136, 
1991. 
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عادية اس تخدام   تفاضلية  مخطط  قد  .  نموذجيةال   ويلْرأ  طريقة  هي  أ ن  ويلْر أ  اتضح 

!معًا ويلْرأ  و  ساو ڤالتكراري يتطابق مع طريقة نيوتن. نيوتن و 

©

ا قبل  لإثباتهذا  ول  سڤاو من  مباشرة  الأكثر  بالتأأكيد  يتطلب  الأ ليس  سهل. 

نحصل على مكافأ ت س    ناولكن في طريق   ،ولوجية الدقيقةپ تنظيفه بعض الحجج الطو

   .تطبيقاتك  ركبةكثيرات الحدود المأأفضل  بصورةكثيرة، كما نفهم  

http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086003001083
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086003001083
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086003001083
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k62550m/f5.item.r=d'alembert
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k62550m/f5.item.r=d'alembert
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اسمحوا لي ب�نٔ ٔ�قدم �س�ة م�سطة من "�رهانه".  نفترض ٔ�ننا �رید ٔ�ن نحل المعاد�
1

1 0 0.n n
nz a z a−
−+ + + =

zنضع   y =.  نحصل على معادلة مكافئة تمامًا
1

1 0 0.n n n
ny a y a −
−+ + + =

0y  بالطبع،  0ن أ جل  مهو حل    = .من أ جلنريد حلًا  نحن  و   ،= 0   عتبر ن

كعادلة   أ علاه  ال المعادلة  .  شكلمن  ( , ) 0F x y وكر   = نيوتن  توجد  ر،  امبواسطة  لا 

)غير تافهة    حلول )y لقي الصغيرة لـ  من أ جل ا  ، على ال قل  تسلسلةا عنها ك ، معبر 

.وجدنا جذرًا لمعادلتنا فقد "،وبالتالي" . في ۆلـ پويز 

النقاش تخ   ةالسابق"بالتالي"   نيوت  ةواحد  .ضع لكثير من  أ نه لا  الرئيس ية  ن  من الصعوبات 

م خوارزمية نيوتن التي  اس تخداالاسوأ ،   .سلسلة ت الم تقارب  أ ثبت  ر  ـمر ولا دالمباولا كر 

 . حلقة مفرغة .جبرلل ال ساس ية  مبرهنةلل ۆپويز  سلسلةمت تبني 

أ ن   للدهشة  المثير  من    رـدالمبمن  نسخة  أ يضًا  مذكر   ثباتالا  هذا  نشر  مع   ةفي  تتعامل 

 . 49سبب الرياح

واانظر  .تسينپ ـكليكتور  ڤ رين اقترحه تلميذي السابق  فصل بتمهذا ال  ختماسمحوا لي أ ن أ  

ة للمحور الحقيقي )باللون ال حمر( والمحور التخيلي )باللون ال زرق(  يالعكس    ةا لى الصور

. ركبةعض كثيرات الحدود المبب  ( )P z ك حافة    .قرص كبيرفي    ينتج عن هذا رسم بياني

ال زرق   باللون  الم .ال حمر أ و  ملونة  على  النقط  )ال حمر  ال زرق  البياني  الرسم  من  فردة 

(:  على التواليها ا لى المحور الحقيقي )التخيلي  ويل تم ت  التي و  P لـالتوالي( هي نقط حرجة  

عدد تقدم  )الحمراء    ازوجي  اهي  الزرقاء  الحواف  التواليمن  رأ سعلى  من  الخارجة   )  .

الم   عام،بشكل   النقطة  هذه  مثل  توجد  الرسمين    .فردةلا  تقاطع  حول  المحلية  الصورة 

.تخرج من الرأ س، بالتناوب دوريًا ازرق واحمر  ةفاح  4kأ علاه:    قد تم وصفها  البيانيين

بالفعل   موجودة  التقاطعات  الدوائر    .جبرلل   ةال ساس يالمبرهنة    حسب هذه   الكبيرة،في 

   .حمر وال زرقوب بين ال  لدينا تنا

النوعية  الميزات  في قرص يعرض ك    ملونا  فترض أ ن لدينا بيانان  .بالعكسالسؤال يتعلق  

ظروف   .السابقة أ ي  ظل  ) حدود  كثيروجد  يفي  )P z  البياني الرسم  يكون  بحيث 

للقرص؟ وتشأك مي هو في ظل  المعطى،مع الرسم البياني  هوميومتشأكلاالملون المرتبط به 

.(1783–1717) ردالمبـج.  

49 J. D’Alembert. Réflexions 
sur la cause genérale des vents. 

David l’ainé, Paris, 1747. 

الحقيقي   للمحور  العكس ية  الصورة 

بواسطة   روالمحو  التخيلي 
3 3 2. z z− قيم   + تان هناك 

. 4و  0تان:  رجح

©

https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k62565n
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k62565n
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/DAlembert/
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  (1819–1885) ©  
 
أ لفر ٻجوز ېر  ٻس د  ٻف 

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Serret.html


 

 
 
 
 
 
 

 

 حول مفرديات المنحنِيات الجبرية: سادعاء ڤاو 

  ر ٻس من ثنين  لاورقتان 

 

تأ كيد   لاإثبات  الوقت  جبري  ساو ڤحان  منحن  لنقطة  "الجوار  مس توٍ   حقيقي    : 

 ." في القرص ال شعةمع عدد زوجي من   هوميومتشأك 
 
 

 البراهين غير كافية 

(1827-1898) . 

        

                     

      

               

                   

          

الشاب   لدى  تواضعاا ف  ٻجوزول  پكان  أ كثر  مهنية  مؤلفاته  .حياة  على   في   رۆ ـدكت" وقع 

 والتعلم   العلوم، عضو في الجمعية الفيلوماتية )محبو العلوم

. اريسپسانت بارب في  يةعمل اس تاذا في كل 
 
لم أ تمكن من العثور على

 
ا من د ٻ ف أ لفرٻجوزكتب  ،1847في عام   : نيوتنورقة بحثية "يثبت" فيها تأ كيدا

ا مقارب لفرع أ خر  ذا كان مس تقيم مقارباا لفرع منحن جبري، فهو أ يضا  .اإ

 

 

 

 

 

 صورة محلية لمنحن جبري 
 
 
 
 

50 J. A. Serret.  Théorème 
sur les courbes algébriques 
asymptotiques.  Nouvelles 
annales de mathématiques, 
journal des candidats aux 

écoles polytechnique et normale, 
6:217–218, 1847. 

 
 
 
 

   ،  دٻف أ لفرٻجوز حسب

“Ce théorème est dû à Newton, 
et est énoncé, si je ne me 
trompe, dans son Enumeratio 
Linearum tertio ordains”.  

وقد ورد   نيوتن،تعود هذه النظرية اإلى "

ذا لم أ كن مخطئاا، في    ذكرها، اإ
Enumeratio Linearum tertio 

ordains”.

. العلوم في پاريس

ةيكلو فرانس( ٻج دۆ ةيكل لوك)اسنرف فيذات س أ،لوطلاطوطخبتكمودهعلمافيوضع "

سمباهبتكعقو   . ةعئارةنهبمعتتمي ٻد  رفل أف كان جوزٻ

فضاء. -3 الـ فيتاينحنملل

معلم ئ شنم نمااضي أوهو ڤالوا.  ةنه بر  لمةيجنهلما ضورعلالىو أنمدحاو

لىعنياوتيحنيلدمجفي على"   ةياغللاارثؤمابااتكشرن لايرلجافيسورد" في عام  1849،

"

 " ).

ې 

بين   الخلط  ينبغي  أ لفرٻجوزلا  و1885-1819)  ېرّ ٻس د  ٻ ف   ېرّ ٻس ف  ٻجوزول  پ( 

  ې رّ ٻس   -ېن ٻ رف

 .  صورته

http://www.numdam.org/item?id=NAM_1847_1_6__217_0
http://www.numdam.org/item?id=NAM_1847_1_6__217_0
http://www.numdam.org/item?id=NAM_1847_1_6__217_0
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اإلى    واانظر   بس يط،كمثال    .أ ن ما يسميه نيوتن هنا فرعاا هو نصف ما نسميه فرعاا  والاحظ 

  3 3. 3x y xy+  x ؤولمن خطه المقارب عندما ي يقترب المنحن  =

واحد في   −. و     +اإلى   وفرع  نيوتن  فرعين في مصطلحات  مع  هذا  اللا  يتوافق 

  .في المصطلحات الخاصة بنا  منتهيي

)لتكن    .أ تيمما ي   , ) 0F x y في   معادلة المنحن   =

حداثيات بحيث  اإ 0yيكون  نظام  1 نضعل  .قاربالم  المس تقيمهو    = x  بدلا عن.x 

ثانٍ   نمنح  ذلكينتج عن   )1جبري  , ) 0F x y ذا كان   .= اإ فرع   للمنحن ال ن  ال صلي 

لـ مقارب  0y  واحد  المنحن= فاإن  )1  الجبري  ،  , ) 0F x y "نقطة     = س يكون له 

يعتبر   للدهشة،بشكل مثير    .، وهو مس تحيل"طريق مسدود"، أ ي  (0,0)  فيتوقف"  

ا به أ ن نقطة  د  ٻف أ لفرٻجوز ا مسلما من الواضح أ ن هذا ليس    .التوقف هذه مس تحيلةأ مرا

ثباتا   كلمة.بأ ي معنى لل   اإ

ينتقد   أ نه  المفارقات  اإلى    ويلْرأ  ومن  البحثية   .الصرامةلافتقاره  ورقته  نهاية    القصيرة، في 

الفصل    ،2)المجلد    Introductio in analysin infinitorum  ويلْرأ  يقتبس بالفعل مقدمة  

 :(174القسم  ،7

Quam ob rem Linea curva duos habebit ramos in infinitum 

excurrentes inter se oppositos. . . 

:ه د ٻف أ لفرٻجوز الجملة ال خيرة من أ وراق 
 

"
 
quam ob rem  ثباتهذا بحاجة اإلى ".  اإ

 

أ ن حقاا  يعتقد  كان  المتغيراتويلْرأ    هل  تغيير  في  التفكير  مكانه  باإ يكن  لم  نيوتن،  أ و   ،
 

1x x؟   

ا،بعد ثمانية عشر   ا    المجلة،في نفس    ، 51ورقة أ خرى قصيرة    فٻجوزول  پكتب    عاما منتقدا

والم   ورقةال المرموق  لزميله  فيالسابقة  له  مساهمة    .الاسم  شارك  أ ن  بتأ كيد  ف ٻجوزيبدأ  

المقاربة لمشكلة نقط توقف المنحنيات الجبرية، لكن   اختصاره    دٻأ لفر مشكلة الخطوط 

مس بقا  هذا كان "بديهياا
 
ا:    —  فٻجوزول  پيصر    —ال ن  ." يظل السؤال الرئيسي مفتوحا

ثبات أ ن المنحن  يقترح   .الجبري لا يمكن أ ن يكون له نقطة توقف  لا يزال يتعين على المرء اإ

ا الاإ     .تيال   ثباتأ خيرا

نقطة على منحن جبري   (0,0)لنفترض أ ن  
 

. ( ,  ) 0F x y =
 
مع   يتقاطع  المنحن ندع    

2 المبدأ  متمركزة في دائرة صغيرة  2 2.x y r+  المعروف  التوس يطنس تخدم  =

( )2

2 2

12 ; .
1 1

t rrtx y
t t

−
= =

+ +
 

 

 

 
كارتٻدقة يرقيم المقارب لوُ ت المس  

3 3  3 0x y xy+ − =  

 
“ce qui ne peut arriver pour 
une courbe algébrique”. 

 " ما لا يمكن أ ن يحدث لمنحن جبري"
 
 
 

المنحن" يحتوي  السبب،  على    لهذا 

معاكسين   ييتهمناللا  في فرعين   يكونان 

 " . . .لبعضهما البعض

 
 
 
 
 

51 P. J. Serret. Note sur 
les courbes algébriques. 
Nouvelles annales de 
mathématiques, 
journal des candidats 
aux écoles polytechnique et 

normale, 4:311–313, 1865. 

 

 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

.
 

 

 

 

 

(2t/(1+t2), (1-t2)/(1+t2))

(t,0)

ثباتيتكون   ېرّ ٻس د  ٻ ف أ لفرٻجوز  ا 

ريقْة كارتٻد و 

http://www.numdam.org/item/?id=NAM_1865_2_4__311_1
http://www.numdam.org/item/?id=NAM_1865_2_4__311_1


".
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)  بالتعويض في , ) 0F x y 1)2والضرب في = )dt+  حيث d ه درجةF ،
على   2  المعادلةنحصل  ( ) 0d t حيث =  ، 2d حدود   2d.الدرجة    من  كثير 

ذا كانت النقطة   سيتقاطع مع دائرة صغيرة    نقطة توقف، فاإن المنحن   (0,0)ال ن، اإ

 جذر واحد،  2dمن الدرجة الزوجية   t في نقطة واحدة، بحيث يكون للمعادلة في

 وهو أ مر سخيف"

أ ن   فٻجوزول  پل كيف يمكن    .مدهش الثانية و   2tأ لا يعرف    ا له جذر أ ن  من الدرجة 

مضاعف  ؟ اواحد الجذر  مشكلتنا    ،هذا  هذه ه  منحن   .بالضبط لكن  تخيل  يمكننا 

ا نفس المسار    .جبري يذهب اإلى نقطة ما ويعود متبعا

ثباته     .هناك شيء يجب اإ

 لي  ي حقيقتان مهمتان في الجبر التبد

هنا   اإصلاح  مبرهن أ جمع  من  تمكننا  الحدود  كثيرات  حول  أ ساس يتين  ثباتتين  ول  پ  اإ

سيتم افتراض    .لمعرفة المزيد عن الجبر   54أ و    53أ و    52على سبيل المثال    واانظر  .فٻجوز

 . توجد بعض التعريفات المفيدة في الهوامش .ليةي قات تبدأ ن جميع الحلْ 

عاملية(   وحيد تحليل    ميدان  ليكن  .مبرهنة ذن    .)حلقة   الحدود  كثيراتحلقة  اإ

 [ ]x  ا  ه  وحيد.  تحليل  ميدانأ يضا

كثير حدود فياإ   نقول ] ن  ]x   ذا كانت معاملاته اإ  ما  في)أ ولية    نسبياأ ولية  بدائي 

 . ساو ڤ ـ ... توطئةه ما يسمى ب  المفتاحالنقطة   بينها(. 

]في ينحدود بدائي  يكثير  جداء . توطئة ]x بدائي  كثير حدود . 

ذا كان .( البرهان )الحديث( سهل )لكنه غير مباشر اإلى حد ما فاإن  ،  فيأ وليا   p اإ

أ و  )حلقة    متكامل  ميدان p الحلقة كان  (.صحيحة متكاملة  ذا  )1 اإ )P x  و

2 ( )P x     1 جميع معاملات  فاإنحدود حاصل ضربهما ليس بدائياا،    يكثير 2P P قابلة 

أ ولي عدد  على  .للقسمة  p    المعاملات  اختصارنس تطيع  p مقياس)ترديد( جميع 

] في تيةصل على المساواة ال  نحو  ]p x : 

1 2( ) ( ) 0.P x P x = 
ا    متكامل، نس تنتج أ ن ميدانمتكامل ه    ميدانالحدود على  كثيراتقة حلْ  اإلى أ ننظرا

 1( )P x 2 أ و ( )P x في  منعدم[ ]p x .                                  

                                                                         

 

الكبرىالقيمة  ،  Fبدرجةأ عن  

i j+    يتغير iعندما  jx y   بين

سوف   .بمعامل غير تافه وحيدات الحد

أ ن   من  لاحقاا    ف ٻجوزول  پنتحقق 

الدرجة ه بالفعل    أ نكان على حق و 

2d   أ و    فقط   ت وليس من  أ صغر 

 . 2dتساوي

 
 

     
     

  
     

 
     

    
  
    
    

   
  

  

  

 

 

 

 

 

  
52  S. Lang.  Algebra, volume 
211 of Graduate Texts in
Mathematics. Springer-Verlag, 
New York, third edition, 2002.

53  M. Artin. Algebra. Prentice 
Hall, Inc., Englewood Cliffs, 
NJ, 1991. 

54  N. Bourbaki.  Commuta- 
tive algebra. Chapters 1–7. 
Elements of Mathematics 
(Berlin). Springer-Verlag, 
Berlin, 1998. 

ثباته بواسطة  42 قالةفي المسڤاو تم ا 

 DisquisitionesArithmeticaeمن 

عام   بعد    ، 1801في  س نوات  ثلاث 

 . دكتوراه  

حلقة  )  متكامل   ميدان هو    (صحيحةأ و 

غير    ين عنص   جداء فيها  يكون  حلقة  

وحدة في حلقة هي  غير منعدم. منعدمين

ن عنص   ا  نقول  مقلوبا.  ن  ي عنص يقبل 

a،b      حلقة ونكتب  ،  متشاركانفي 

a b      ذا ا   uوحدة    وجدت، 
b.بحيث ua=   



    دكت   فضّل أ روان،  و دكتورا، 

،  كدكتوراهلتجنُّب    دكتوروات

دكتوراهها،  دكتوراه دامت    ...، ه،  ما 

أ عجمية )المترجم(الكلمة   .
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)  توىالم   نعرف  )cont P   الحدودل )  كثير  )P x  من [ ]x أ نه القاسم    على 

)  كل كثير حدود  بوضوح،المشترك ال كبر لمعاملاته.   )P x   لى الشكلع  تهيمكن كتاب 

( ) ( )cont P P x   حيث ( )P x   .ڤاو بدائي محتوى  ت  ستوطئة  أ ن  ببساطة  عني 

   .المتويات جداءهو  الجداء

ثبات الم ] العناصر ال ولية في أ ن. س نظهر برهنةيمكننا الآن ا  ]x هي:  

 
    

   

الحدود   كثيرات  ينطبق    علىحلقة  هذا  قليدية.  ا  )  علىحقل  )[ ]Quot x   بحيث

أ ي   كتابة  ) عنصريمكن  )P x من [ ]x أ وليةل   كجداء حدود    في  كثيرات 

. ( )[ ]Quot x  منب التخلص  كتابة  عد  يمكننا  من  لعناصر    جداءك P المقامات، 

 :  كالآت . 2و  .1 ينالنوع 

.1 1( ) . . ( ) ( )k lP x u r r P x P x= 

في  uهنا،  في   ir  الـ،    وحدة  قابلةبدائية    iPوالـ  أ ولية  في   وغير  للاختزال 

( )[ ]Quot x  .1  الجداء،  سڤاو توطئة   بواسطة kr r  محتوى وبالتالي   Pهو 

  P.بواسطة  وحيديتم تعريفه بشكل 

نوحيدتحليل    يدانم   أ ن  لىا  نظرًا   فا  بوحدانيةم  irالـ   ،  لى P بواسطة  عرفة   )ا 

لى تبديلة مقربة(.  وحدات   وا 

 

  

   

 

حقل ل ي  بالنس بة  أ نه  هي  المباشرة  الطبيعية    ات كثير حلقات  فا ن    ،K  والنتيجة 

]1الحدود   , ,  ]nK x x الحالة  وحيدتحليل    ميادين هذه  في  تعني    الخاصة،. 

ثابت    برهنةالم غير  حدود  كثير  أ ي  ]1  فيأ ن  , ,  ]nK x x  كجداء كتابته    يمكن 

لى تبديلة،  وحيدةلعوامل غير قابلة للاختزال، بطريقة    ثابتةوضرب بواسطة عوامل    ا 

  K).في )مقربة 

بال  تتعلق  الثانية  الجبرية  ل ناتجالنتيجة  )1يكن .  )P x  ،2 ( )P x   حلقة   يكثير في  حدود 

] الحدود  كثيرات ]x   1اهمادرجت  ،  تكاملم   ميدانعلىd،  2d    من أ و  أ كبر 

 الواحد.  يساويان
 

 

 

 

   متكامل   ميدان  في  p بدائيعنصر  

عنصر     حلقةهو  تكون    بحيث 

 .  متكاملة p قسمةال حاصل 

متكامل   من     a  عنصريكون     ميدان 

ذا   ا  للاختزال  قابل  يكن  غير    جداء لم 

ال ولية  ين.وحدت  ليساعنصرين   العناصر 

للاختزال قابلة  على  العكس    .غير  ليس 

صحيحا. تحليل العموم    وحيد   ميدان 

أ حيانًً  ) عاملية(تسمى    حلقة   هي  حلقة 

عنصر    افيه عناصر  ل   جداء  يساويكل 

مقرب   وحيدةأ ولية   ترتيب  لى    ة ووحد  ا 

ال   .  ةمقرب والحلقات    ةقليديالحلقات 

المثال    -  الرئيس ية سبيل   حلقةعلى 

  ميادين   هي   -  كثيرات الحدود على حقل 

وحيد.   هذه  تحليل    يكون   الحالة،في 

و   لعنصرا  هوما مف غير    العنصرال ولي 

للاختزال ال  قواسمالو   متطابقين  قابل 

. جيدًا  عرفةم ال كبر شتركة الم 
   

ليها على أ نها كثيرات حدود   العناصر ال ولية لـ. 1  ثابتة، ، ينُظر ا 

في.2 البدائية  الحدود  ]كثيرات  ]xعند أ ولية  تكون  ليها  يُ   ماوالتي  ا    أ نهانظر 

)القسمة  حاصلكثيرات حدود على حقل  )Quotلـ.

)  أ ن  لىا  نظرًا   )[ ]Quot x أ يضًا م ن  ،وحيدتحليل    يدانهو  تعريف   هفا  أ يضًا  يتم 

)العوامل )iP xلى ت   بطريقة وحيدة .  ، فيمقربه  داتح  وو    بديلةا  ( )[ ]Quot x 

)  ساواةالم   الآن، ) ( )Q x aP x=  ، حيث  ( )P x  و( )Q x  في   انبدائي 

[ ]x  وa  في ( )Quot ،  تس تلزم أ ن a   حدة فيو.           
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الحدود  مرتبطة    iF   ،jF كثيرا  غير 

iما يكون   عند jF F بالنس بة ا لى 

i j  :ثابت يوجد  بحيث   c لا 

j .يكون  iF cF=

 

 
 

عطاء ا سقاط تقاطع منحنيين  يتم ا 

( , ) 0P x y =،( , ) 0Q x y = 

أ صفار   بواسطة الفواصل  ورمحعلى 

 .الناتج
 
 

Q(x)(y)=0 

P(x)(y)=0 

Res(P(x),Q(x))=0 

بيرشن  ]ـ    ]d x  لى الأكثرمقياس    -ا  على  درجة  من  الحدود  ، dكثيرات 

.1ال يزومتشاكل مع   d  نعتبر التطبيق  +

2 1 1 21 2 1 1 1 1 2 2 1: ( , ) [ ] [ ] [ ].d d d dA A x x A P A P x− − + −   − 

ك  1خطي من   تطبيقيمكن اعتبار هذا  2d d+1تجيسمى نا  همحدد  .في نفسهP2  وP،  

1  بـله    رمزوي 2. ( ,  )Res P P  من العنصر  مع  كونيةالحدود    كثيرة  عبارةهو  هذا   ،

.2Pو 1P، في معاملاتZمعاملات في 

1الناتج  .وحيدتحليل    ميدان  أأن    ترضنف  .مبرهنة 2, )(Res P P  ذا  صفر  اليساوي ا 

ذا كان لو  ]قاسم مشترك غير تافه في 2Pو1Pـ  فقط ا  ]x . 

كان  ،بالفعل ذا  1ا  1P QQ=2و 2 P QQ=العنصر يكون   ،2 1( , )Q Qنواة في   ، 

   ينعدم الناتج. بحيث 

ذا    ،في المقابل  ينغير تافه  انوجد عنصر يليست تافهة بحيث  فا ن نواة  ،م الناتجدانعا 

1A،  2A  في
1 1[ ]d x−و

2 1[ ]d x−يكون 1بحيث  1 2 2.   A P A P=لخاتمةا 

أأنت  ]تبع من حقيقة  ]x  1كان  لو:  وحيدتحليل    ميدانهوP2وPنسبياً،   ينأأولي

P            .1أأقل من درجة2Aمس تحيل لأن درجة ذاوه2A لـ سمااق1Pلكان

  
من

 
زوجي

 
عدد

 
من

 
يتكون

 
جبري

 
منحن

 
على

 
ما

 
نقطة

 
جوار

 
أأن

 
ثبات ا 

 
الآن

 
 يمكننا

فقط
 

تتقاطع
 

التي
 

فيالأقواس
 

نقطة ا 
 

لمبدأأ.
 

لتكن
  

( , ) 0F x y =
   

المنحن
 

معادلة
  

عبر
 

يمر
 

الذي
 

الحقيقي
 

الجبري
 
(0,0).المبدأأ

  

 
ن

 
جداءكFكتب

 
لعوامل غير قابلة للاختزال

 

1( ,  ) ( ,  ) ( ,  ).nF x y F x y F x y=
 

  
تغيير

 
المحلدون

  
Fلـ  ريالصف

  
جوارفي  

  
(0,0)

 
و

 
العوامل

 
بعض

 
حذف

 
يمكننا

 
ض افتر ا،  

جميع
 

فيiFالـأأن
 

تنعدم
  

(0,0) ،
 

مرتبطة
 

غير
 

عوامل
 

.غير قابلة للاختزال و وهي
  

يوضع الصفر الم
 

جوارفي Fلـ
  

(0,0)
 

يةصفر المحلات الهو اتحاد 
 

للـ
  

. iF
 

 
ادعاء

 
ثبات ا 

 
أأجل

 
،ساو ڤمن

 
و ق ن

 
ثبات با 

 
. توطئتينم

 

 

  

  

 
ا 

 
ڤاو

 
ادعاء

 
سثبات
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P)( لنفترض أ ن  (.1)  توطئة   x     ينتمي ا لى  كثير حدود غير قابل للاختزال][ ,x yR

),و )Q x y   ا لى    دودحكثير ينتمي  ][كيفي  ,x yR. أ ن  نف ين منحنيلل ترض 

0( , )P x y )0و= , )Q x y منته   اعدد = في    غير  التقاطع  نقط  صمن  ير غجوار 

][  في Q يقسم P للمبدأ . ا ذن ,x yR.   ذا كان    الخصوص،على وجه غير   Qو Pا 

وغير   للاختزال  المقابلان  مرتبطين،قابلين  المنحنيان  يتقاطع  أ ن  نقط   فيمكن  في  فقط 

م�عز�.

ذا كان  .(2) توطئة ), ا  )P x y   لمبدأ  الصفري في جوار ا  محلهغير قابل للاختزال، فا ن 

 (0,0). نحواس المتقاربة  يتكون من عدد زوجي من ال قو 

  متبعينالثانية  التوطئةنثبت الآن 

,
.( , ) i j

ij
i j

F x y a x y=

i لـ  كبرىالتي هي بالتعريف القيمة ال) F ا لى درجة dبـ    لنرمز j+   أ جلهاوالتي من 

.( 0ija   أ ن  لىا  أ نه نظرًا    والاحظF   القسمة على   فهو لا يقبلللاختزال،  غير قابل

x  (ل ـ ثابتًا  يكن مضاعفاً  لم  لات  x)ما  المعامم أ حد  يكون  لا  . وعند  منعدما  ja 0بحيث 

 باس تثناء r شعاعهالدائرة  t بواسطة  توس يط، نحصل على r تثبيت  (0, )r− :

ذا كان   والاحظ )أ نه ا  , )F x y x=
ة. واضح فا ن التوطئة

©

كانولىال    بالتوطئةنبدأ   ل  ذا  ا   .  ( , ) 0P x y منته  اعدد  شملي    = على   غير  النقط  من 

ال المحور  0x  يعمودنفس  x=  ،الحدود  فا ن ),  كثير  )P x y   على للقسمة  قابل 

0x x−   لى أ ن ف ،  المبدأ  في    نعدمفترض أ نه غير قابل للاختزال وي نأ ننا    حيث و هذا يشير ا 

,( )P x y ل ـ ثابت  مضاعف  والذي  xهو  ليه،،  ا  لذلك  ةواضح  التوطئة  بالنس بة  يمكننا . 

)أ ن    ضادون فقدان العمومية افتر  , ) 0P x y  منته  عددعمودي في    مس تقيمقطع كل  ي =

 . النقط من

كان ذا  0 ا  0 0 0( , ) ( , ) 0P x y Q x y= )0  الحدود  لكثيريفا ن   = , )P x y ،

0( , )Q x y  ، عنص و نظم أ نهما  على  ليهما  ا  من  ر  ]ان  ]yR جذر وبالتالي   0y مشتركا  ا، 

R.الناتج، كعنص من   ينعدم

أ ن  ن )ي  يلمنحن  ل فترض  , ) 0P x y )و = , ) 0Q x y من عدد   = غير  نقط    هتا  من 

]من    P  ،Qالعنصين   نلق نظرة على ناتجل .  للمبدأ  صغير    جوارالتقاطع في   ][ ]x yR 

من . كعنص  [ ]xR منتهعدد  في    ينعدمتج  االن  اهذ القيم  غير  ينعدم وبالتالي   0x من 

أ ن  تطابقيا. يعني  هذا  أ ن  .  في  مشتركا  عاملا   P  ،Qلـ    لقد رأ ينا  [ , ]x yR    م و   ن كاا  لم

P  فهذا يدل على أ ن للاختزال،غير قابلP يقسم .Q    

لنضع  جوزٻف.  فكرة پول
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2

2 2

2 1;
1 1

t tx r y r
t t

−
= =

+ +
 

)في عوّض ن ,  )F x y  ـب  ةجتيضرب الن نو ( )21
d

t+  لنجد 

2 2
2 ,

,
.(2 ) (1 ) (1 )i j i j d i j

d r ij
i j

a r t t t + − −= − + 

 حده ذو الدرجة الاعلى هو t هذا كثير حدود في

2
0

,
( 1) j j d

j
i j

a r t− 

ليس    ووه أ جل   امنعدم بالتأ كيد  0r من     ومن جوز  فا ن  ،ثمَ صغير.  محق ف  ٻ پول 

2 ودرجة , ( )d r t   2.تساويd     ثبات، لا يزال يتعين علينا  أ ن جذور   تبيانلا كمال الا 

2 , ( ) 0d r t 0r من أ جلبس يطة   =  عدد زوجي من الجذور.   يوجد، بحيث  صغير

الحدود  0t  زدوجمجذر    في كثير   ،2 , ( )d r t الوقت.    ينعدم نفس  في  ومش تقاته 

الدائرة    هذا،  هندس يا مماس  أ ن  المنحني   فييعني  مماس  أ يضًا  هو  النقطة  هذه 

ثبات   ا  من  أ ساسي  بشكل  الانتهاء  Fقتصارلا.  ساو ڤ  ادعاءتم 

 

دائرة   لىع   ك 
2 2 2

 

x y r+ =

 

أ جل   منعدمصغير غير      rمن 

 

عدد زوجي من ال صفار التي تكون  

نس تنتج أ ن هذه   للغاية،الضمنية في هذه الحالة ال ولية    الدالةمبرهنة    بس يطة. باس تخدام

المنفصلة   المنحنيات  عددًا زوجيًا من  يقول  بدأ  الم   صوبقاربة  المت و ال صفار تدد  لا  . هذا 

دون   المبدأ    منبشكل مس بق    قاربفقد تت  :المنحنياتلهذه    نهايةأ ي شيء عن اتجاهات ال

                                                                   .مماس نهاية أ ن يكون لها 

 

 

 
 

 
© 

 

 

 

 

 

 

 

 

نحن جبري  م منفرع ي ل  سنرى أ ن 

.مماسا

 

. ( ,  ) 0F x y  التي نريد استبعادها تتوافق مع تقاطع  ة المضاعفالنقط  مختلف،    بتعبير  =

( ,  ) 0F x y . والمنحني  = 0y F x x F y  −    F أ ننا نفترض أ ن حيث و  =

    

 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

  منته ال ولى تعني أ ن هذين المنحنيين يتقاطعان في عدد    التوطئةغير قابل للاختزال، فا ن  

تقسم لم  ما  النقط،  F ،  y  من  F x x F y  −  .   لدرجة، بايتعلق    سبب ل  

ذا   ا  فقط  هذا  يحدث  أ ن  yكان  يمكن  F x x F y  −     ل ـ  اثابت  امضاعفF  ،

الذي الدوائر  Fأ ن   بدوره  يعني   ال مر  على  يعني   .ثابت  جديد   وهذا  كثير  Fأ ن  من 

2 حدود في 2.x y+ 

.على حق ېرّ ٻس ف ٻول جوزپ و ساو ڤكان كارل فريدريش 
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كان هذا الكتاب في مكتبة   .Oculina Hirtella، تمثل 1821، مؤرخة عام J. Lamourouxلوحة من كتاب بقلم 

HMS Beagle،  ت.  مقصورة داروين لمدة خمس س نوا والتي كانت أ يضًاRamis sparsis divergentibus!© 



 

 
 
 
 
 
 

 

 لر، كوشي و پوانكاروي  : أ   المتسلسلات المتباعدة 

 
 

   (Euler’s seriebus divergentibus)  المتباعدة لروي  أ  متسلسلات 
 
 

يق  نيوتن  تلم  المتسلسلات  في  صر  المنتهيةاس تخدام  الشكل  غير  من  المعادلات  على 

. ( , ) 0F x y كانت    مقاربته .التفاضليةطريقة منهجية لحل المعادلات  باس تخدمها    فقد  =

سب اس تقرائيًا عددًا كبيًرا من  ي و    شكلية تسلسل ك يبحث عن حل    .عملية في الأساس

"ت الم   حدود بعض  على  للحصول  هناك     ".  الدقة  سلسل  يكن  دراكلم  لمفهوم   ا  منهجي 

   .سلسل متقاربة بالفعلت التقارب، ولكن في جميع الحالات التي عالجها كانت الم 

وقت   الم   وي لرأ  أأصبح    لاحق،في  نه   كبير.ال   تسلسلات س يد   لدى   مشترك  رأأيا 

أأن    يينالرياضيات  الم غير  كان    وي لر أ  المعاصرين  مع  وأأنه  ت مبال  تلاعب سلسلات 

 55صيغته  المثال،على سبيل  ".سلسلات التي "لا معنى لهات بالم 

 3 3 3 3 3 11 2 3 4 5 6 ...
8

− + − + − + = −  

 

هذا الفصل مس تقل تمامًا عن   .نهاية

  .                     بقية الكتاب

 
 
 

 

 
 

©   )1707-1783( لروي  أأ ارد ونه ېـ ـل

لل  صادم  التدرج  في   الجامعيين  ارسينأأمر  فبل  ما  تعريف  و   مرحل  تدريسهم  تم  الذين 

 ليس .  عتبار بعين الاالفظائع  أأخذ هذه    ونرفض يسلسل متقاربة في وقت مبكر جدا و مت 

ما    وي لرأ   !كذلك  الأمر لا س ناد   .يفعلهيعرف  المختلفة  الا جراءات  يناقش    مجموعهو 

كانت    سلسل،لمت  لو  الا جراءاتيو   ة، عدمتباحتى  هذه  مقارنة  ليست مت   .اول  سلسلته 

 .تاريخية ضمنيًا بواسطة نوع من الخوارزمية، لاس تخدام مفارقة    عرفةالأكثر عمومية: فهيي م  

الم  بأأن  مقتنع  نه  مرتبطًا  عدالمتبا  تلالس س ت ا  "شيئاً"  تمثل  المتسلسلة  .بطبيعة 

 
55 L. Euler. Remarques sur un 
beau rapport entre les séries 
des puissances tant directes 
que réciproques.  Mémoires 
de l’académie des sciences de 
Berlin, 17:83–106, 1768. See 
the Euler Archive for English 
translations and comments. 

©

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Euler.html
https://math.dartmouth.edu/~euler/pages/E352.html
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وأأنا أأوصي بها أأي    صرفة  جوهرة  divergentibus De seriebus  56  تعتبر ورقته

    .رياضياتي

 الشهيرة تهمن أأمثل د حاو 

1 1! 2! 3! 4! 5! .= − + − + − + 

أأنه   وي لر أ  باس تخدام خمس طرق مختلفة للجمع، يصل   أأن ت   ا على قيم يبدو  شير ا لى 

قناعاً     .0.5963473621237يجب أأن يكون قريبًا من     واحدة من أأكثر الطرق ا 

 شكليةال سلسل  المت تس تخدم حقيقة أأن 
2 3ˆ( ) 1! 2!f x x x x= − + − 

 التفاضلية الخطية لمعادلة لحل 
2  .x y y x+ = 

الذي يساوي   الحل الصريح  أأجلها  المرء من  أأولية جدًا يجد  أأجل   0هذه معادلة  من 

0x = : 

0

1 1 1( ) exp exp .
x

f x dt
x t t

   = −   
   

 

   

. هي القيمة   0.596347362123  وي لرأ  العددية التي وجدها  (1)f  

   حاسوبكمفي  أأتيما ي   وافقط اكتب 

[Exp[1] Integrate[Exp[ 1/ ] / , ,0,1],100]N t t t − 

 على على الفور  لتحصلوا

0.5963473623231940743410784993692793760741778601525 

487815734849104823272191148744174  

 . لر وييس في اتفاق كامل على الرغم من النتيجة العددية لأ ل 

 المتباعدة.  تسلسلاالمت ثم جاءت فترة الاستياء من 

أأو  الجديد  الس يد  الذي    (Augustin Louis Cauchy)  كوشيل وي    ناس تي ڤ كان 

و عر   التقارب  مفهوم  بوضوح  الرياض   الذيف  بالصرامة  عادة  ليس  يات يرتبط  هذا  ية. 

تمامًا ولكن فيه. من ناحية، كانت الصرامة موجودة   دون  هخاطئاً  تبس يط مبالغ  شك 

الم   قبل كوشي ومن أأخرى لم يرفض كوشي  الأسف.  57  تباعدةسلسل الم ت ناحية   ،مع 

الد   اليوم،حتى   من  العديد  يزال  بأأن    ارسينلا  متبامت مقتنعين  من  تة  عدسلسل  أأتي 

 .. . الش يطان

 seriebus De   Euler. L. 56

divergentibus.  Novi Com- 
mentarii academiae scientiarum 
Petropolitanae, 5:205–237, 1760. 
See the Euler Archive for 
English translations and 
comments. 

 
 

 

أأن     ين! حذر   وانو ك أأحب  لا  بالتأأكيد 

القارئ الخاطئ    الشاب  أأعطي  الشعور 

  معرفا   وعا ة مجمعد سلسل متبامت ي  لأ أأن  

ة هي  عدالمتبا  تسلسلات بعض الم   .جيدًا

الواقع   للجمع  في  طرق  قابل  باس تخدام 

كثال   . مختلفة  مجاميع  عطي وتمختلفة  

فكر  في    وا سهل، 

.1 1 1 1− + − +  
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

57 A. Cauchy.   Sur un emploi 
légitime des séries 
divergentes.   Comptes 
Rendus Académie des Sciences, 
XVII:18–25, 1843. 

 
 
 
 
 

 

 

القول   )نا  بطريقة ما، يمكننا  )f x الم قيمة  ال ت تمثل  .ˆ  شكليةسلسلة  ( )f x القيمة

https://math.dartmouth.edu/~euler/pages/E247.html
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k90188b/f24
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k90188b/f24
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k90188b/f24
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عام   كتابه  ،1821في  مقدمة  في  كوشي  على   Cours d’analyseكتب  أُجبر  أ نه   ،

 ! ةعدمتباسلسلة مت التخلي عن  

على   .الصعب قبولها لقد أُجبرت على قبول بعض المقترحات التي ربما يبدو من  

  .سلسلة متباعدة مجموعت لم  ليس المثال،سبيل 

لى    :1826في عام  لب  أ   كتب هولمبو،في رسالة مشهورة ا 

شيء    بشكل  باعدةالمت المتسلسلات   أ ن  فادحعام  العار  ومن  أ ي   بن ي  ،  عليها 

ثبات.   ا 

 پوانكارې 
 

التالي   العظيم  ذكرهمالس يد  س بق  بوضوح    پوانكارېكان    لمن  فهم  هذه أ ن  الذي 

ة ليست مفيدة فقط ولكنها ضرورية أ يضًا لحل ال س ئلة الطبيعية  عدالمتبا  تسلسلات الم 

الميكانيكا   أ متنع   .السماويةمن  الجوانب  ع أ نا  هذه  تقديم  من   الديناميكية،ن  الرغم  على 

  .الحاليأ نها رائعة ومرتبطة بنشاط البحث 

 ".طرق جديدة للميكانيكا السماوية"ن اسمحوا لي أ ن أ قتبس من المجلد الثاني م

 

 

1000
!

n

n
و   

!.
1000n

n
 

الم يس   الم   ونهندسقول  ال ولى  ت أ ن  بسرعة   وأ نها بل    تتقارب،سلسلة  تتقارب 

الم   ]...[؛ ن  ا  ]...[ت وس يقولون  تتباعد  الثانية  ذلك،    .سلسلة  من  العكس  على 

الم  الفلك  علماء  متباعدة،  ت س يعتبر  ال ولى  الثانية  ت والم   ]...[،سلسلة  سلسلة 

. متقاربة
 

النظرية ال بحاث  في  ال ولى  شرعيتان:  التطبيقات    ةالثاني  . القاعدتان  في 

 .العددية

 

 
 

الاعتراف  " على  أ جبرت  قترحات بملقد 

قاس ية  بدو  ت قد    ةمختلف على    .قليلاربما 

  ا ليس له  ةتباعد م سلسلة  مت سبيل المثال أ ن  

 " ...مجموع

 

العموم  تباعدة  الم المتسلسلات  " على  هي 

عار    فادحة وهو  العثور  الاجدا  على  نجرؤ   

  بل أ   من أ وراق 2 المجلد ".لها على أ ي برهان 

 .المجمعة

 
 
 
 

 
 

كم  .   (1912-1854) وانكارپهنري  

الرياضيات  كانوا عدد  الذين    يين 

يكفي   ينمشهور حياتهم    بما  خلال 

أ ن   طباع  هم صورحتى  على تمت    تها 

   شوكولاته؟ قطع

بين   الفهم  سوء  من  نوع  وعلماء   تريين( ٻم و ٻالج )  الرياضياتيين  المهندسينهناك 

ن بالصرامة المطلقة لا  وعنيالم المهندسون و   .التقاربالفلك فيما يتعلق بمعن كلمة  

بالمقاييس   يتصورونها   وينزعجونيهتمون  التي  المنفصلة  غير  الحسابات  طول  من 

الم  ن  ا  يقولون  قد  صريح،  بشكل  جرائها  ا  محاولة  دون  ممكنة  سلسلة  ت لتكون 

عندما   متقاربة  ا   يؤولتكون  لى    لحدودمجموع  ت   ،ددةمح  نهاية ا  لو    ناقصتحتى 

فا ن علماء الفلك لديهم عادة    ذلك،على العكس من  .شديدال ولى ببطء    دودالح

تتقاربمت ن  ا  القول   سبيل  سلسلة  على  الح  المثال،،  تتناقص   دود عندما 

لو كانت الح  كبيرة،ن ال ولى بسرعة  و العش  لى    دودحتى  .ال بدالمتبقية ستنمو ا 

الم   بناهيا    وبالتالي، في  ونفكر  بس يطًا  مثالًا  اللتين  ت نأ خذ  هما  حداسلسلتين 

  انعامال

https://archive.org/details/coursdanalysedel00cauc
https://www.howtopronounce.com/norwegian/abel
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Il y a entre les géomètres et les astronomes une sorte de malentendu 

 au sujet de la signification du mot convergence. Les  géomètres,  

préoccupés  de la parfaite rigueur et souvent trop indifférents  à la 

longueur de calculs inextricables dont ils conçoivent  la possibilité, sans 

songer à les entreprendre effectivement, disent  qu’une série est 

convergente quand la somme des termes tend  vers une limite 

déterminée, quand même les premiers termes  diminueraient très 

lentement. Les astronomes, au contraire, ont  coutume de dire qu’une 

série converge quand les vingt premiers  termes, par exemple, 

diminuent très rapidement, quand même  les termes suivants devraient 

croître indéfiniment. Ainsi, pour  prendre un exemple simple, 

considérons les deux séries qui ont  pour terme général  
!

1000n

n
et

1000
!

n

n
Les géomètres diront que la  première série converge, et même 

qu’elle converge rapidement,  [...] mais ils regarderont la seconde 

comme divergente [...]. Les  astronomes, au contraire, regarderont la 

première série comme  divergente, [...] et la seconde comme 

convergente [...] Les deux  règles sont légitimes : la première, dans les 

recherches théoriques ; la seconde, dans les applications numériques. 

  ا لى قي  وا: انظر مثالي  وانكارپ مثال  
!

1000
n

n

n
x  و

1000

!

n
nx

n
100xمن أ جل   =

.و  على التوالي،   .01و 1,  ...,  20n = 

عقدة السرج ومعاد� ��ویلْر

يوجد اختيارات: من أ جل فهم   نلقي نظرة على مثال بس يط للغاية يوضح أ نه لال  هيا بنا 

مع   حتى  العادية،  التفاضلية  مع    الحدود،  كثيرةعاملات  مالمعادلات  التعامل  علينا 

 تي: الآ النظام البس يط  ليكن .ةعدالمتباالمتسلسلات 

2. ;dx dyx y x
dt dt

= = − +

عليه   السرج  اسم  يطلق  يش به  ل نه  السرج  أ جلعقدة  0 من  x أ جل ة  وعقد  من 

.0 x   للغاية ولكنه يظهر في ، لمبدأ   ا : في 1تمام البعد  قد يبدو هذا موقفاً متدهورًا 

السرج  منعدمة.  واحدة   ذاتية قيمة  الشعاعيقل  الح لجزء الخطي من  ل تظهر عقد  لذلك 

 . حد عاماو وس يط  ذات يفي المس تو  أ شعةفي عائلات لحقول  تشابهةالم 

!

10n

n
,...,1}من أ جل   20}.n 

10
!

n

n
,...,1}من أ جل   20}.n 
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. حل لعقدة السرجاصورة المر 

 !تغييرات خطيرة في المتغيراتتحذير: 
©

 

58  G. H. Hardy. Divergent 
series. Éditions Jacques Gabay, 
Sceaux, 1992. With a preface 
by J. E. Littlewood and a 
note by L. S. Bosanquet, 
Reprint of the revised (1963) 
edition.  

ثبات المبرهنات، وعلى  " على الش باب ا 

  ." الكتب تأأليفالكبار 

© ( .(1947-1877 هاردي

kسلسل  مت ذكر أأن ن
k

k

a x مقاربة

)  الةلد )x f x   ذا كان لدينا من  ا 

 nأأجل كل

1

( ) ( ).
n

k n
k

k

f x a x o x
=

− = 

الهامش   في  الصورة  نرى  .هذا   شعاعيال حقل  لل   لوحة الاطوارتظُهر  أ ننا  الواضح  من 

ى يسم   ال خير  هذا محور الفواصل(.  تلف عن  ي و بالمبدأ  )يمر    غير متغير  أ ملس  يامنحن 

  باعتباره التمثيل البيانيخلال البحث عن هذا المنحني    ة.المركزي  عةنو  الم  ( , ( ))x y x 

.2ويلْر أ  معادلة  على  على الفور   نحصل dyx y x
dx

+ ذن معادلة    = ه   يةالمركز المنوعة  ا 

Cمن الصنف   الةالد     المعرفة بـ

0

1 1 1( ) exp exp
x

y f x dt
x t t

−
= = 

.ˆالشكلية المتباعدة  سلسلة  المت بـ الةوعلينا أ ن نفهم كيف ترتبط هذه الد f

 .ا لخ س توكس،لر، ظاهرة ويْ دالة أ  

.58هاردي  أ تبع العرض الذي قدمه

1)   نبدل المتغير ونضع )t x xw= بحيث يكون   +

0
( ) exp( ) .

1
xf x w dw
xw



= −
+

( )2 3 2 1 1

0

1

0

2 3 1

( ) exp( ) ( 1)

exp( )( 1)
1

1! 2! ( 1) ( 1)! ( ).

n n n

n
n n

n n
n

f x w x x w x w x w dw

w wx dw
xw

x x x n x R x

 − −

+

−

= − − + − + −

−
+ −

+
= − + − + − − +





ال على nR الحد من  للحد  كان   قابل  ذا  ا  0بسهولة.   x،0  w  فا ن

1 1 xw  بحيث يكون   +
2 3 1 1( ) ( 1! 2! ( 1) ( 1)! ! .n n nf x x x x n x n x− +− − + − + − − 

Cمقاربة للدالة  f̂ لشكليةسلسلة ا ت فا ن الم  أ خرى،بعبارة   . f 

 ا. حقيقياً سالبً عدد مركب وليس عددًا   x فترض الآن أ نن .الكثيريمكن قول   الواقع،في 

ذن، تحددا  ا  التي  تم fلصيغة  تكون  امًا،منطقية  في  هولومتشاكلةدالة   fبحيث 

. −C \ R أ ن الآن  تكون   x لنفترض  حيث  قطاع  ا لى  المجال   في  عمدتهينتمي 

[ , ]   − + أ جل،  − تماما.  من  موجب  هذا   ما  1  القطاع،في  xw+

تباينة عددًا حقيقياً موجباً( حتى نحصل على م  w مصغور)لا يزال

( ) 12 3 1( ) 1! 2! ( 1) ( 1)! ( ) ! nn nf x x x x n x C n x
+−− − + − + − − 

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hardy/
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k26766p.image
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k26766p.image
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 مقاربة للدالة  f ˆ شكيةسلسلة ال ت فا ن الم   ،أآخر  تعبيروب   .في هذا القطاع x من أ جل

 الب. الحقيقي الس  نصف المس تقيتوي يح في أ ي قطاع لا  f متشأكلةهولو ال 

( )
10

exp 11 1 exp( )( ) exp exp

1 1exp li exp

x

x

t uf x dt du
x t x u

x x

− −   = =   
   

    = − −    
    

 

0ف من أ جل يرمز ا لى اللوڤاريتم التكاملي المعرّ  liحيث   1v   بـ

10 log

exp( )li
log

v

v

du uv du
u u

 −
= = −  .

لدينا  

( )
1

1 0

1 0

2 3

exp( )li exp( )

exp( ) 1 exp( )

1 exp( )

1 1log
2.2! 3.3!

y

y y

uy du
u

u udu du
u u

du u du
u u

y y y y





−
− − =

− − −
= −

− −
− +

= − − + − + −



 

 

1 1( ) exp logf x x
x x

 = +  
 

حيث

2 31 1 .( ) exp( )
2.2! 3.3!

y y y y y
 = − − + + − 
 

)  أ ن  والاحظ  )y   دالة أ ي  صحيحهي  القيمة()منتظمة  و   كلةمتشأ هولو ة،  في    وحيدة 

امتداد  .كله  ركب الم  يالمس تو  هذا   لـ  الكوني  ء االغطعلى   f لـ  كلامتشأهولو   ايوفر 

. {0}C\ ـب الةتتغير الد  ، بدأ  الم مرة واحدة حول   دورعندما ن 
1.2 expi
x



پاكمان 

. ويلْر أ   عالجاتلمنواصل عرض هاردي ل  .المزيدقول  بالا مكانلا يزال 

. ومنه يأ تي ويلْرأ  ت ب هو ... ثا   حيث 

 

أ ن  لاحظوا 

أ يضا أ جل    معرف  1من   x 

   التكامل الوسعبـ

1

0 10
lim

log log
dx dx

x x




− 

+→
+

 
 
 
 

نظرية   في  مشهور  نه    ل نه   ال عداد   ا 

) عددلل  ةدقيق  مقربةعطي قيمة  ي )x 

ال صغر من أ و تساوي    ةولي ال   ل عدادل

 اللامنتهيي. ا لى    xعندما يؤ و

 على الخصوص  لدينا 

( ) li
(log )N

x
x x o

x
 − =

 
 
 

1.من أ جل كل   N  

ا لى  الفصل    أ ن  نظرا    يخص  هذا 

قد تكون فكرة    ،التباعدة  تسلسلاالت 

القارب  أ ذكر  أ ن  جيدة   التباعد النشر 

0

!
li

log (log )k
k

x k
x

x x



=

=
 
 
 
 

ثبات  ين قادر  وايجب أ ن تكونالذي     ه على ا 

 بالكاملة بال جزاء.  ،نفسكمبا  
 

.

xل

 
0

li
log

x dt
x

t
= 
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  f. نلخص خصائصل 
 

نها     • ، أ و بشكل أ كثر دقة  يالمس تو كل  في    معرفةوهي  متعددة القيم  هولومتشاكلة    دالةا 

 .اريتمڤعلى سطح ريمان للو  هولومتشاكلة دالةهي 

قطاع     • أ ي  من  زاوي )قياس(  في  أ صغر  الدالة2ته  تكون   ، f   سلسلةللمت مقاربة 

 الشكلية

2 3ˆ .( ) 1! 2!f x x x x= − + − 

•

لىيتوافق مع خاصية "متعددة القيم   f ˆ شكليةسلسلة ال ت الم   تباعد " مقربة   دالة مسطحة  ا 

في المجال الحقيقي من   f. الةللد ظاهرة  تفسير  فيها  التي يتم  هذه هي المرة ال ولى  ليست 

الم المجال  في  أ خرى  ظاهرة  في  ركب خلال  اكتشافها  )تم  س توكس  ظاهرة  يسمى  ما  وهذا   .

  .( صباحًا 3 الساعةعلى  1857مارس  19

تم  قد    هي أ ن هذا المثال مهم وأ ن نظرية جميلة  ةالرائعمجرد مثال. الحقيقة    أُويلْربالطبع مثال  

  تمتسلسلاهي  . قد يكون للمعادلات التفاضلية التحليلية أ و حتى الجبرية حلول  ها تطوير 

جيدًا   محددًا  معنى  يعطي  أ ن  للمرء  يمكن  ولكن  القيم   لمجموعها،متباعدة،  متعددة    كدوال 

 .ةهولومتشاكل

 

 ات. من الاتجاه اتجاهلا بحار نحو ايد من الج حتى في النزهات 

التاريخي   للتطور  رائع  وصف  على  بشدة  لنظرية،ل للحصول  على 59  بـ  أ وصي  للحصول   .

أ كثر   الوصول    انتظامًا،وصف  يسهل  مس توى  ليه،على  ملاحظات    ا   هذهس تكون 

 . مفيدة 60المحاضرة

الورقة تقديمي  هي  61هذه  ل   عرض  الذكرى   عدةتباالم   تسلسلالمت حديث  بمناس بة  نشُرت 

 .ويلْرأُ ارد ونهې ـلميلاد ل 300

 

   

 

 
 
 
 
 
 
 

59 J.-P. Ramis. Poincaré et les 
développements asympto- 
tiques (première partie). Gaz. 
Math., 133:33–72, 2012.; and 
J.-P. Ramis.  Les développe- 
ments asymptotiques après 
Poincaré: continuité et diver- 
gences. Gaz. Math., 134:17–36, 
2012. 

 
 
 
 

60 M. Loday-Richaud. Diver- 
gent series and differen- 
tial equations.  Part of a 
book. Submitted. 2014, 
hal-01011050. 

 
 
 

61 V. S. Varadarajan.  Euler 
and his work on infinite 
series. Bull. Amer. Math. Soc. 
(N.S.), 44(4):515–539, 2007. 

ال وحد قيمة الامتداد  في  التغير  أ ي   ، ( )f x تدور الم  x عندما  هبدأ  حول  و ، 

12 expi
x

 و زاوي   حمسط    وه،  قطاع  أ ي  من    تهفي  يعن   2.أ صغر  أ ي    هذا  أ ن 

 f . ˆالمقارب نشرفي قطاع لهما نفس ال  f تحديدين أ حاديي القيمة لـ

"دالة   ن  سطح    هولومتشاكلة ا  على 

للو  قديمة ڤريمان  طريقة  هي  اريتم" 

)للتحدث عن  )log z حيث

     على  عرفة  م   هولومتشاكلة دالة

  ال خيرة   ههذ  .المركب  يالمس تو 

تعريف   لانهالقيم  ة  متعدد  يتم 

log z "  2بتقريبi" .

الاتجاه  ن  هذا  في  الاس تمرار  عن  حيث  تلن    تنانزه   نل  تنع  لى  ا  نطط  ن ذهب  ذهب. أ ن 

https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01011050
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01011050
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01011050
http://www.ams.org/journals/bull/2007-44-04/S0273-0979-07-01175-5/S0273-0979-07-01175-5.pdf
http://www.ams.org/journals/bull/2007-44-04/S0273-0979-07-01175-5/S0273-0979-07-01175-5.pdf
http://www.ams.org/journals/bull/2007-44-04/S0273-0979-07-01175-5/S0273-0979-07-01175-5.pdf
https://smf.emath.fr/system/files/filepdf/gaz-133.pdf
https://smf.emath.fr/system/files/filepdf/gaz-133.pdf
https://smf.emath.fr/system/files/filepdf/gaz-133.pdf
https://smf.emath.fr/system/files/filepdf/gaz-134.pdf
https://smf.emath.fr/system/files/filepdf/gaz-134.pdf
https://smf.emath.fr/system/files/filepdf/gaz-134.pdf
https://smf.emath.fr/system/files/filepdf/gaz-134.pdf
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  ن كوشياس تڤيو و أ  

(1789 –1857) . © 

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cauchy/


 التقارب 

كوشيلـ  حساب النهايات

جوار في    ركب نحن جبري ملم   امحلي  توس يطاعطي  ت  التي   ۆويز پ  مبرهنةثبت الآن ما يسمى  ن 

 ذلك، بدلًا من   .ال صلي ۆويز پ جلن نتبع نه  .تقاربة م   قوىسلسلة  مت   بواسطةلنقطة مفردة،  

 . 62حساب النهايات ضل اس تخدام طريقة قدمها كوشي تت اسمنف

62 A. Cauchy. 
Œuvres complètes, volume 12.
Gauthier Villars, 1882. 

 .على أ نها حد  نهاية أ ن تفُهم كلمة يجب

الحاد من  المصطلح الحالي هو "طريقة 

."ال على

مبرهنة الدالة الضمنية 

 
63 S. G. Krantz and H. R.
Parks.  The implicit func- 
tion theorem.  Birkhäuser 
Boston, Inc., Boston, MA, 
2002.  History, theory, and
applications. 

على   ان  ذلك،علاوة  أ ن   لنظيفترض 

ه والذ  نظيال   وليس  بالنس بة التافه  ي 

لي  1xه  ا  ك  = أ جل  العناصر    من 

.نعدمةغير الم  x 

ثبات   بإ ال   مبرهنةأأبدأأ  الضمنية  للدالة  الاإ   .ة تقليديكوشي  هو  هذا  في   نموذج ال   ثباتكان 

قوة   أأكثر  أأساليب  واستبدال  اليوم  تجاهله  يتم  ما  كثيًرا  ولكن  القديمة  الدرس ية  ،  بهالكتب 

لى   فه  فاإن له  ذلك،ومع    .ات النقطة الثابتةمبرهنتستند اإ كاد  يللغاية و   أأولي  وبعض الزايا: 

  .للاهتمام ةمثير   ةتاريخي قاربةل 63أأوصي بهذا الكتاب .بلكامل فيقيااتو كون ي

بواسطةل  حقل   K نشر  لى  ب ـ0  مميزتهاإ مجهز  وهنظيم،  x  تطبيق  و،  x   منK  في

+R      كونيبحيث xy x y= و. x y x y+  0x فترض أأنن  + ذا   = اإ

ذا كان 0x وفقط اإ  . فيه  قاربكوشي تت   متتاليات  أأي أأن  ملكا . هز بـالم  K وأأن =

حالةت أأساسي  بشكل  ذهني  في  الأخرى  ولكن و  دور  الأمثلة  من  العديد   هناك 

(. على وجه الخصوص  (adic-p) رتابية -pـ  لل اقو )الح

R C

https://archive.org/stream/oeuvresdaugusti212caucrich%23page/n59/mode/2up
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}لنرمز بـ   }K x  ا لى حلقة المتسلسلات

0
( ) k

k
k

f x u x


=

كل وتقق متباينة من الش Kفي   kuالتي من أ جلها تكون  

lukl ≤ Crk k
ku Cr

أ جل   تماما.  rو   Cمن  فا ن   K أ نا لى  نظرًا   موجبين  مع    ذلككامل،  يتوافق 

 

}نرمز بـ   وبالمثل، , }K x y  تسلسلات ا لى حلقة الم 

, 0
( , ) i j

ij
i j

F x y a x y


= 

تكون   ت  متقاربة،التي  التي   rو   C  يوجدبحيث  و  K في   ijaلـ  ا  افيه   كون أ ي 
i ،j  ك لىا  بالنس بة  يكون بحيث   تماما نا موجب

i j
i ja C r + .

ا لى    Fتكنل   .الضمنية(  الةالد  مبرهنة)  مبرهنة }تنتمي  , }K x y   كون ي بحيث

(0,0) 0F .و = (0,0) 0F y    متقاربةمت   توجد ) سلسلة  )f x  من

{ }K x  (0)بحيث يكون 0f .و = ( , ( )) 0F x f x )الحلول   = , )x y     للمعادلة

( , ) 0F x y )في جوار   = ). الثنائيات  بالضبط هي 2Kفي 0,0( ,  ( ))x f x 

الآ   لا ثباتا استبدلن  .تيهو  ذا  سلسلة  ا  شكية ا 
1

k
k

k
y u x



=  الم سلسلة  ت في 

الشكية
, 0

i j
ij

i j
a x y



  ( 00مع( 0a شكيةسلسلة  مت النتيجة  فا ن    ،=
1

l
l

l
v x





.الـ  و   kuـ لبامعاملاتها   تعلقت  ija   ال ولى في  دودسب الحنح ل

, 1 1
.

j
i k l

ij k l
i j k l

a x u x v x
 

  = 
 

  

نجد 

1 10 01 1
2

2 20 11 1 02 1 01 2
2 3

3 30 21 1 12 1 03 1 11 2 02 1 2 01 3
3 4 2

4 40 31 1 13 1 04 1 21 2 12 1 2 03 1 2
2

02 2 11 3 02 1 3 01 4

+ 2
  2 3

 2
...

v a a u
v a a u a u a u
v a a u a u a u a u a u u a u
v a a u a u a u a u a u u a u u

a u a u a u u a u

= +

= + + +

= + + + + +

= + + + + + +

+ + + +

  لدالة منتظمة يةسو ت منحنيات ال 

),(.F x y  

جو   مطلقاتقاربة  إلم   تسلسلاإلمت  ،C  لىإ  بالنس بة  إلتحليلية    وإلإلد  برإعم)  للصفرر  إ في 

.(R ،ن عناصرإ  س نقول   للتبس يط{ }K x متقاربة تسلسلامت هي. 
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الا  معقدًا،حتى لو كان هذا   كتب على ي  lv أ ن   س تقراءيمكننا أ ن نثبت فورًا عن طريق 

 هذا النحو  

( )1 01( ) , ( )l l ij i j l k k l lv G a u a u+   −= +

تتضمن  صحيحةعاملات  بمالحدود    كثيرة  عبارة lG حيث   i الـ موجبة  ja  أ جل من 

i j l+  ،الـ و ku 1من أ جلk l −. 

 

     

     

01  فرضيتنا،من خلال   0a   ،  ،ضربعد  ب بحيثF   011في/ a−    افتراض ، يمكننا 

.01أ ن 1a = أ ن   ثابتة،بمضاعفات    x ،y  بتغيير  الطريقة،بنفس     − نفترض  أ ن  يمكننا 

1C .و = 1r أ ن = نفترض  أ خرى،  1ija وبعبارة    ك أ جل  0 من  i  و 

.0 j

1lمن أ جل     ku يعتمد فقط على lG أ ن  لىا  نظرًا   k−   والـ(  ( ijaعلاقات ، فا ن ال

)تتعلق بالـ  ) lu وحيدةسلسلة مت عن طريق الاس تقراء  فعرّ السابقة ت   ija :

( )

1 10
2 2

2 20 11 1 02 1 20 11 10 02 10

1

     
. . .

  ( ) ,  ( ) .l l ij i j l k k l

u a
u a a u a u a a a a a

u G a u+   −

=

= + + = + +

=

ظهار أ ن هذه ال  lسلسلة ت مهمتنا هي ا 
l

l
u x  متقاربة .

سنتحقق   .(للحصول على التفاصيل    64وا  الآن تأ تي فكرة كوشي البس يطة والجميلة )انظر 

واحد    البرهنةمن   مثال  واحدة  نوعيفي  مرة  تتبعها  العامة  الحالة  أ ن  نوضح  هذا    .ثم  في 

01 بحيث تكون F نختار الثال، 1a = : 1تساوي  خرىال   ija  الـ وك  −
2 2 3 2 2 3( , ) .F x y y x x xy y x x y xy y= − + + + + + + + + +

   

( 1, 2,  ...).k =( )1(1), ( )l l k k lu G u  −=

1 1 2 0
(1 )(1 )

y
x y

− − =
− −

اقرأ   الا    وا تمرين:  بعناية    ثبات هذا 

حدةأ  نسخة    واوقدم لبرهنة  كثر 

 F أ ن  واافترض .الضمنية  الةالد

  متقاربة في قرص ثنائ 

64 U. Bottazzini and J. Gray. 
Hidden harmony—geometric 
fantasies.  Sources and 
Studies in the History of 
Mathematics and Physical 
Sciences. Springer, New 
York, 2013.  The rise of 
complex function theory. 

 وهو 01a تضمنت لا   lG أ نوا  لاحظ

يساوي    ijaالـ   لا  الذي  .1الوحيد 

  ;  x y  

01

،  في  F (x,  y)  M وأ ن  

القرص ا لثنائ هذا.  

الكبر ى   القيمة  هي  ما 

 ،  ( ,  , ,M a )  0

أ ن بالا مكان   ضمان  بحيث  يكون 

الفتوح   القرص  على  f  متقاربة 
 ؟  الذي شعاعه  

) من السهل حل ,  ) 0F x y  أ ن العادلة  حيث  =

متقاربة  متسلسلة    توجد، Fسلسلة متقاربة مت أ نه في ظل وجود  تبيانتتمثل مشكلتنا في 

)فريدة   .بحيث يكون( ( ,  ( )) 0F x f x حيث ijaلدينا الـبعبارة أ خرى،  =
i j

ija Cr +  0معادلاتلل أ ن    بيّ ونريد أ ن نlv   وحيدا   حلا  luذات المجهول=

    .متقاربا

 والعرفة بـ   Fل ـختيارلهذا الا القابلة ةالرتبط التتاليةluكنتل 
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)تكافئ  )1. 1 (1 9 ) (1 )
4

y x x=  − الا شارةتار  ن أ ن    علينا  يجب   0  جوارفي     −

يد  وح حل تليلي  وهناك –

( )
2

1 2
2 3 6

1( ) 1 (1 9 ) (1 )
4

3 13 71 441 2955

y f x x x

u x u x
x x x x x x

= = − − −

= + +

= + + + + + +
kمتباينة  تقق   ku من الواضح أ ن المعاملات

ku c  (9) مع  ل ن f ة تليلي 

   .للصفر جوارفي 

( )
( )
( )

1 1

1

( ) , ( )

(1), ( )

(1), ( )

.

l l ij i j l k k l

l k k l

l k k l

l

u G a u

G u

G u

u

+ +  + 





+

=







kالخصوص،على وجه  
ku c  سلسلةت والم ( )  k

k
k

f x u x= تقريبًا  تم   .متقاربة

ثبات   ) لقد وجدنا حلًا متقارباً   .  المبرهنةالانتهاء من ا  )y f x=   ولا يزال يتعين علينا

) ك حلول أ ن تبيان , ) 0F x y ).شكل هي من ال   لمبدأ  في جوار ا = ,  ( ))x f x   

الحلْ  }  قةفي  ,  }K x y  ، العنصر أ ن  الواضح  ) من  ,  )F x y   للقسمة ذا   yعلىقابل  ا 

ا ذا  ا  يتم عند   نعدموفقط  التحويل   نتجي   .  y  بـ  0استبدال    ما 

( , ) ( ,  ( ))x y x y f x−      لـ    طوتشأكلاو أ{ ,  }K x y  يحوّل  y  ا لى

. ( )y f x−  أ ن )نعلم  )y f x=  ـ  لل  ح( , ) 0F x y الملاحظة   = تشير  بحيث 

) يقبل القسمة على  Fالسابقة ا لى أ ن  )y f x− في . { ,  }K x y   حاصل القسمة غير

ل ن  (0,0)في منعدم

10( , )F x y y a x= − + .10و + ( )f x a x= +

)  ا ذن ,  ) ( ,  )( ( ))F x y x y y f x= }المنتمي ا لى      ثحي  − ,  }K x y   يحقق

. (0,0) 0    في )  المعادلةفا ن    ،(0,0)جواروبال خص  , ) 0F x y تكافئ   =

.المعادلة   بالفعل ( )y f x= ثبات  .مبرهنة الدالة الضمنية تم ا 

 �لحصول �لى وصف ج�د لحساب ا�نها�ت، ٔ�نصح �ك�اب هیل 65.

Kيكون  عندما  = C  عندما أ ي   ،

دالة هولومتشأكلة معرفة في   F تكون

2في (0,0)جوار لـ  
C،   كوشي يعطي

 :صيغة تكاملية للدالة الضمنية

1
( )

2 ( , )C

F
y

y
f x dy

i F x y



= 

المبدأ .    Cحيث   حول  صغيرة  دائرة 

 أ ثبتوا ذلك. 

65 E. Hille. Ordinary differential 
equations in the complex 
domain.  Dover Publications, 
Inc., Mineola, NY, 1997. 

Reprint of the 1976 original. 

.

بنا حالة  هيا  ندرس  لها  العامة، Fالآن  افترضنا  1. والتي  ija   لى اإ  كثيرات ل   أ ننظرا 

.   لس تقراء أ نباموجبة، يتبع  صحيحةمعاملات  lG   الحدود l lu u بالفعل: 
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تعريف   خمن  قد  القارئ  يكون  أ ن  آمل  أ

المتقاربة   ۆپويز  تسلسلامت حلقة  

عتبار  ضع في الاالو فقط  يكفي  تغيرين:  بم 

 ــالمتقاربة    قوىال  تسلسلامت  ب

( ,  )x y و ـ  ب yو   xتعويض  ، 
1 mx  1و my  أ جل 1. من  m 

 

 مبرهنة پويزۆ

الضمنية    واتذكر  المعادلات  بحل  بالفعل  قمنا  الشكل  أ ننا  )من  , ) 0F x y عندما  =  ،

]]  غير تافهة في  شكليةسلسلة  مت  F تكون ,  ]]K x y حيث ، K   حقل مغلق جبريًا

  .0 مميزته

أ ي عنصر غير    بيناّ أ ن  نيوتن وكرامر(  ) منعدم  )بمساعدة  , )F x y   في[[ ,  ]]K x y
   ليله ا لى جداءيمكن ت 

1 2( , ) ( , ) (  ( ))( ( )) (  ( ))r
nF x y A x y x y f x y f x y f x= − − − 

(0,0) حيث 0A   الـو  n  حلا ( )if x   لـ   تسلسلا مت هي  في   ۆپويز شكلية 

 . [[ ]]K x 
ذا كانت   تبيانهدفنا الآن هو   ) أ نه ا  ,  )F x y   ،بالنس بة كذلك  فالحال  متسلسلة متقاربة

. الـ  ا لى ( )if x  

   .كامل بنظيمحقل مغلق جبريًا ومجهز  Kنفترض أ ن

ا   )  أ ن كل عنصر  لىا  نظرا )f x من  [[ ]]K x 1   يقع في حلقة[[ ]]mK x  من أ جل  

m  1 لمتغيرباسلسلة  مت ، أ ي  1من أ و يساوي    ما، أ كبر mx   ،  نه لا توجد صعوبة في فا 

ب  .المتقاربة  ۆپويز  تسلسلامت   عريفت } ـيرُمز  }K x و{ , }K x y    حلقات ا لى 

    .تغيرينبم تغير واحد و بم المتقاربة  ۆپويز  تسلسلامت 

المتسلسلا أ ن  من  الرغم  } في  تعلى  }K x   بحكم أ ن    التعريف،متقاربة  لا  أ ن   عليناا 

فعلية   ليست دوال  فهي   القيم    جوارفي    معرفةنكون حذرين:  متعددة  نها دوال  ا  للصفر. 

. بالمتغير x  

}من  Fمنعدم أ ي عنصر غير "(. ۆپويز  مبرهنة)"  مبرهنة , }K x y  ليله كجداء  يمكن ت 

1 2( , ) ( , ) (  ( ))( ( )) (  ( ))r
nF x y A x y x y f x y f x y f x= − − − 

(0,0) حيث  0A   الـو  n  حلا ( )if x   پويز  تسلسلا مت هي لـ  في   ۆشكلية 

. { }K x  
 

مرهقاا بعض الشيء ولكن يجب على القارئ أ ن يضع في اعتباره أ ن هذه   الا ثبات قد يبدو

 .الضمنية برهنة الدالةهي مجرد تعميم بس يط لم برهنةالم

 

كمال ا   قل لح ةالجبري لمغلقةيعد ا 

ارتابية  – pالـ  ال عداد  .مثالاا جيدا
 

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Puiseux/
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:  ر بالحقائق الآتيةذكّ لنُ 

ذا    .1 ) ۆشكية لـ پويز  كانت متسلسلةا  )y f x= لـ    حلا( , ) 0F x y نه  ،  = يتم فا 

اختيار جانب من مضلع نيوتن في ك   معل تطبيق خوارزمية نيوتن  الحصول عليها من خلا

 .خطوة

 ف  عر ن الخوارزمية،في ك خطوة من خطوات . 2

1
k

k kx x+= 1)1و )k
k k k ky u x y

+= +

أ جل موجبة  من  صحيحة  نستبدل  k و k أ عداد  و 

1 1 1 1( ,  )  ( ,  )k
k k k k k k kF x y x F x y−
+ + + )بـ    =+ ,  )k k kF x y  عدد صحيح    )من أ جل

). موجب  k  لل ) سلسلةمت لذلك يمكن  )f x   تأ يضًا بأ ن  ت سلسلا ت الم واسطة  وصف 

.(1  ) ( )k kk y x  أ ن الواضح  تقاربكافئ  ي  هذا  من  ثبات  ) ا  )f x   أ ي الـ    من أ و 

. ( )k ky x
من   .3 معين  عدد  )  تعددياتتظل    الخطوات،بعد  ,  )k k kF x y تق يمات و أ ي 

( (0,  )k kF y تعددية نهائية " ـمساوية ل"   mult ،1  mult (. كرامر )مبرهنة

النهائي"    .4 ) المرتبط بجذر  multهذا "الثابت  )y f x=   لـ ( , ) 0F x y هو  =

)  عدد العوامل المتساويةهو    ىخر أ  كمات  بالجذر،    يةأ يضًا تعدد )y f x−  التي تظهر

 F.تليل في 

ثبات  تمكننا أ ن نيم    .ۆپويز  مبرهنةا 

}سلسلة متقاربة فيمت  Fلنفترض أ ن ,  }K x y  وليكن

1 2( , ) ( , ) (  ( ))( ( )) (  ( ))r
nF x y A x y x y f x y f x y f x= − − −

)الـ   بحيث تنتمي جميع Nرات ن   .ۆپويز   سلسلةلمت  (ا مس بق  شكي)  جداءك  لهاي تل  )if x

]]1 ا لى ]]NK x  1نضع و Nx x=  رؤية أ يضًا  يمكن  من F بحيث  كعنصر 

{ , }K x yالـ   ، وجميع  if   من    كعناصر. [[ ]]K x  حالة  لىا    عملنا  اختصار يتم F

}في , }K x y  الـ  ك    تكون، بحيث( )if x   في  شكية  تسلسلا مت [[ ]]K x   وعلينا

ثبات أ ن هذه   . متقاربة، أ ي تنتمي ا لى تسلسلامت  بالفعلهي  ifالـ  ا  { }K x  

ذا كانت "التعددية النهائية"   ) ذرلج  multا  )y f x=   المسار الذي تتبعه ف  ،1تساوي

الحل ا لى  ويؤدي  نيوتن  ) خوارزمية  )f x   ا لى النهاية  )س يؤدي في  , )k k kF x y  ما ،

تطبيق  1تساوي   يةتعددب  على  الةالد  مبرهنة .  الحل يوضحالمتقاربة    kF  الضمنية  أ ن 

( )f xمتقارب أ يضًا.   

ذا كان  س ياق،هذا ال في  .ش تقهالم كثير حدود جذر متعدد، فهذا الجذر هو أ يضًا جذر ل ا 

 .

نقطة مفردة ب�رٔبعة فروع من نوع  
پويزۆ
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يعني   ذا كانت هذا  ا  ) أ نه  )f x  سلسلة شكلية فيمتK [[x]]  لـ   حل  وهي( , ) 0F x y = 

2ية تعددب   mult ، لـ  سلسلة حلت نفس ال فا ن( , )F y x y   أ صغر  يةتعددب.   

ذا كانت   بالطبع، ) ا  , )F x y   ،مش تقاتها الجزئية بالنس بة ا لىبالنس بة ا لى  كذلك  فالحال  متقاربة 

. y بس يط ينهي  ال ثبات اس تقراء.                                                              
                                                                   

 نتائ 
 

  .عُقْبةحان وقت ال  .لقد قمنا بمعظم العمل

النتائ    أ ولً، نفس  على  لدينا  كانحصل  كانت  التي  ا لى  ال ت ل بالنس بة  بنفس  شكليةسلسلات   ،

   .البراهي 

 . كامل  نظيمب  ومجهز 0 مميزتهمغلق جبريًً،  K ما زلنا نفترض أ ن

)لتكن    .(ڥايرشتراسلـ   عدادال    )مبرهنة ة هنمبر  ,  )F x y الحلقة في  متقاربة  متسلسلة 

{ ,  }K x y  ، علىالتي ل تقبل القسمة  و . x يمكن كتابة   ا ذنF جداءك  ( ,  ) ( ,  )A x y P x y 

} في A ،P  حيث  ,  }K x y  و 

• (0,0) 0A   بحيث يكون A  قلب عنصًرا قابلًا لل . 

• ( ,  )P x y    كثير حدود بالنس بة ا لى. y                                                    

  

} الحلقة .مبرهنة ,  }K x y   وحيدتحليل   يدانم هي.                                                                              
 

)لتكن  (.ۆ )توس يط پويز  مبرهنة  ,  )F x y  متقاربة في الحلقة   غير منعدمة  متسلسلة{ ,  }K x y ،

. تقبل القسمة على  ولالبدأ  تنعدم في  x توجد  ا ذن 

1أ عداد صحيحة   .1 im، 

مفتوحة  .2 i،iمجموعات  K  ا لى)  0  تشمل بواسطة  ولوجياپلطوا بالنس بة   المحددة 

 النظيم(  

}  من ig تسلسلامت  .3 }K x   متقاربة علىi، 

)بحيث يكون تقاطع النحني ,  ) 0F x y هو اتحاد صور    2Kفي   (0 ,0)لـ  صغير  جوار مع  =

 تطبيقات ال 

 .( )2: ; , ( )im
i i iK t t g t → 

ل في ا متباينة  i تطبيقاتعلاوة على ذلك، فا ن هذه ال   .لبدأ  ول تتقاطع صورها ا 

 .عنها بالتوس يطات يعبر ۆپويز  برهنةهناك صياغة مفيدة جدًا ل
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الجذور  والاحظ  مجموعة  أ ن  )1  أ ولًا  )f x،    ،( )nf x    من  { }K xعادلتنالم 

( , ) 0F x y )  جذر  من أ جل ك   زمرة ڤالوا.تت    لا متغيرة  = )if x  ،ليكن im 

.1بحيثأ صغر عدد صحيح   ( ) { }im
if x K x    ن )  لـا  )if x  ،  الخصوصعلى وجه ،

im    مختلفا ڤالوا عادة   .مرافقا  ا  أ ن   الترتيب،من خلال  افتراض  )1يمكننا  )f x،   ،

1
( )mf x   1الـهيm لـ .1ـمرافقا  f هذه  واحدة  ولا )الـ   من  )if x

1( 1, , )i m=، دالة لـ"  هي x"    .1جذر    اختيار  ذلك،ومع    بالمعنى المعتادm  ّي  ا 

)الـ  محددة لكل منيمة  ف ق عرّ يُ  x لـ ما )if x  1( 1, , )i m=.  لـ  تغيير جذرx
تبديل    ببساطة  يؤدي )لـ   قيالا لى  )if x1( 1, , )i m= .  وجد يمختلف،    تعبيرب

)1عنصر  )g t      من{ }K t   1الـ   قيال تكون    بحيث ب  متقارm   1 لـ( )f x   الـ   قيال هي

1mلـ( )1
ng x 1الـ  للخياراتm لـ الممكنة . n x   في   طةسّ وَ مُ ك هذه النقط

 :ر للصفر بواسطة اجو 

( )1

2
1

1

:

, ( ) .m

K

t t g t

 →

الوا على  ڤ  زمرة، واحد لـكل مدار من  المبرهنةكما في     iالـ   من  نتهياهذا عددًا م   عرفي

 للمبدأ (.   جواردائماً في ) Fلـ   يالصفر  المحلتغطي   iالـ   مجموعة الجذور. صور

  لمبدأ .اتتقاطع فقط في  هاوأ ن صور متباينة  iالـ  أ ن  بينيبقى أ ن ن 

تليلية دالة  ي .  منعزلة  أ صفار  ما  نفسه   التوطئة تنص  أ تيفي  الشيء  أ ن  على  ببساطة 

} في صحيح }K x  ا لى  بالنس بةK أ ترك الا ثبات كتمرين للقارئ .عام . 

متقاربةمت  h لتكن.  توطئة . من سلسلة  { }K x   ذا )0متتالية   وُجدتا  )k kx    من

}\{0K يكونبحيث  0 نحو متقاربة( ) 0kh x .فا ن، = 0h =       

المثال، ليس1  أ نفترض الآن  ن متباينة، على سبيل  أ ن 0  لـفي جوار    ت  . هذا يعني 

1لـ   لوللحابحيث تتراكم   لوحدةل 1   يااm 1ا  هناك جذر  1 1( ) ( )g t g t . 0ا لى     =

1 ، فا نتوطئةوفقاً لل  1( )g t 1 و( )g t وهذا يتعارض مع حقيقة  تطابقيا،    ،نمتساويا

11 يحققأ صغر عدد صحيح  1m أ ن
1 }. ) {( mf x K x

نفس الح�ة تبينّ ٔ�ن تقاطع صورتي 

( )1

2
1 1

1

:

, ( )m

K

t t g t

 →
)  و )2

2
2 2

2

:

, ( )m

K

t t g t

 →
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تافه ذا  بدأ  ال في    تراكمي)أ ي    غير  ا  وفقط  ذا  ا  1كان  (  2m m m= جذر   m-ويوجد     =

  2بحيث لوحدةل 1( ) ( )g t g t=  ،.هذه   تطابقيا الصورتان    تتطابق  الحالة،في 

    بدأ .                                                                  ال في جوار  بالفعل

.فروع النحن  iر الـ  عادة ما تسمى صو  ( ,  ) 0F x y   ۆپويز  فرع من نوع  توس يط =

لى   وحيد  ڤالوا مقرب.  عملا 

الخصوص،   وجه  ن  على  } في  للمبدأ    اجوار ا  ( ,  ) 0}F x y اتحاد    هوميومتشاك    = مع 

في  نتهعدد م  في نقطة واحدة. لاحظ  K من الكرات  في   مجال" هي   كرة أ ن "  واتتقاطع 

R  قرص في ،C   لى ال عداد الـ -ومجموعة كانتور بالنس بة ا  p .رتابية 

 

 ال عداد الحقيقية 

 

.   K افترضنا أ ن الحقل  الآن،حتى     التي، ندرس حالة ال عداد الحقيقية    هيا بنامغلق جبريًا

اَيةَفي  .  نات ، هي أ صل نزه  النّه

 

 ـ  ب طةسه الوَ ر هذه هي اتحاد الفروع  ا صفمجموعة ال   الركبة،على ال عداد 
 

( )
2:

, ( ) .i

i i

m
it t g t

 →C
 

 

ا لى أ ن نظرا )لـ  ا  ,  )F x y   2ها الصفري فيل معاملات حقيقية، فا ن م
C  جماليا   لا متغير ا 

ا  ركبةال  لرافقةا  تحت  نظرا منفصل    لىا  .  الفروع  ابعيدا  أ ن  نقطة  لبدأ  عن  تنتمي  أ ن  يجب   ،

عن   مختلفة  يت  لبدأ  احقيقية  فرع  لى  امرافقيه مع    طابقا  هو  i لصورة  ركبال  رافقل. 

  صورة
 

( )
2:

, ( ) .i

i i

m
it t g t

 →C
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

  

 

أ ن  )لنفترض  ,  )F x y ،( ,  ) { ,  }F x y x yR   غير    سلسلةمت منعدمة  متقاربة 

لى مجموعة  لن   وتنعدم في البدأ . )}ها  ر اصفأ  نظر ا  , ) | ( , ) 0}x y F x y ما كمنحن    = ا 

2   في  ركب م
C  2أ و كمنحن حقيقي في

R،    نحن مهتمون بشكل    هنا،  (0 ,0).  جوارفي

   .الحقيقي وصف النحن بأ ساسي 
لى  بالنس بة   )ا  ,  )F x y  من  ما

{ ,  }x yR  ،  أ ن يحدث    يكون قد 

الحقيقي   تصرا  مخ ر  ا صفال  موعة  لمجالجزء 

  أ وضح مثال على ذلك هو  البدأ .    على
2 2 0.x y+ ال عداد    = على 

النحن  الركبة هذا  فرعين    يتكون  من 

y  تخيليين ix=  و  y ix= − ،

 .(0 ,0)في  فقط    ان تقاطعي   اللذين

فقط  ين مهتم  كوننابالطبع،   الحقيقي    بالجزء 

ال   مجموعة  لـا صفمن  ننا  ،  F  ر  فا 

غير   العوامل  جميع  ببساطة  نتجاهل 

من  للاختزال  تخ Fالقابلة    تصر التي 

البدأ    هار اصفأ  مجموعات   على  )  على 

.ة(الحقيقي  ال عداد
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هي بحيث بدأ  حقيقية مختلفة عن الم   انقط  تشملالفروع التي فا ن  لذلك،

( ) ( )i ig t g t=
كتابة ب للوحدة.   ايّ   imمن أ جل جذر  

1
( ) k

i k
k

g t a t


=

هذا الشرط يعني  فا ن 

.k
k ka a =

tsلنضع  و   لـ ينالتربيعي ينأ حد الجذر   ليكن ذن   .= ا 
i i i im m m mt s s= = 

و 

1 1 1
( ) .k k k k

i k k k
k k k

g t a t a s b s
  

= = =  

ل ن حقيقية  kb المعاملات الآن، 

 .k k k
k k k k k kb a a a b   −= = = =

. نا نلخص هذه المناقشةهيا ب 

أ نةنه بر م لنفترض   . ( ,  )F x y  في  سلسلة  مت{ ,  }x yR    غير منعدمةمتقاربة 

. ولا تقبل القسمة على  لمبدأ  ا في  نعدمت  حقيقية،عاملات وبم x ي الصفر المحل فترض أ ن ن

2في    (0 ,0)ر  ا في جو  F لـ
R   ذن .  بدأ  لى الم ع  صرتمخ   غير الصفري هو   لهذا المح  ا 

من الشكل من منحنيات   نتهاتاد عدد م 

( )
2: ] , [

, ( )i

i i i

m
it t g t

  − + →



R

الـمت  ig حيث   حقيقية.  معاملات  ذات  متقاربة  تتقاطع    متباينة iسلسلة  ولا 

لا في الم  .بدأ  صورها ا 

.  لمبدأ  متمركزة في اصغيرة  دوائر    مع عرضية    iنحنيات  رى أ ن هذه الم نمن السهل أ ن  

انعدام مع    تماستتوافق نقط ال ،بالفعل

( )2 12 ( ) 2 2 ( ) ( )i im m
i i i i

d t g t m t g t g t
dt

− + = +

هذ  والاحظ.  عزلةمن أ صفارها  التي   أ ن    ةر االعب  هأ ن  يمكن  لا   تطابقيا منعدمة  كونتلا  وا 

.دائرة فس يكون المنحني 
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ادعاء   أ كثر من  ما هو  أ ثبتنا  يتكون منحن تحليلي حقيقي من ساو ڤلقد  : محليًا 

 تية محققة. الخصائص ال   كونمن الفروع بحيث ت  نتهعدد م 

[مع    هوميومتشاكل كل فرع    •  , [ − لدوائر صغيرة متمركزة    عرض وهو    +

0بالنس بة ا ل ويتقاطع مع هذه الدوائر في نقطتين بالضبط )واحدة    لمبدأ  في ا t 

0).نس بة ا ل ل باوال خرى  t

لا ان مختلف ا لا يتقاطع فرع•   بدأ .الم  فين ا 

yيتقارب  ما،    على طول فرع  • x    في    نهايةا ل. { }R    يؤول  عندماt 
 . 0ا ل 

 بدأ .الم جيدًا في  عرفام  مماساكل فرع لهذا يعني أ ن 

{ ,  }x yR   ،في هذه  بدأ  في الم   ركب يتقاطع فقط مع مرافق م   ركب كل فرع مف .

من    الحالة، زوجي  عدد  هناك  يكون  أ ن  ، مثنى  مثنى  ةمترافق  الفروع،يجب 

كثير    .  ة زوجي  F  وتعددية أ ن كل  لحقيقة  مماثلة  بس يطة،  طبيعية  نتيجة  هذه 

 . حقيقيحدود حقيقي بدرجة فردية له جذر  

أ ن  ) لنفترض  ,  )F x y  غير  مت متقاربة  معاملات  و   منعدمةسلسلة  ذات 

المبدأ    نعدمت   حقيقية، للقسمة علىفي  قابلة  وليست   ،xوبتعدد ذن  ة. فردي  ية،   ا 

) الحقيقي  المنحني ,  ) 0F x y المبدأ   = على  مختصر  ا.  غير  ا ل  لقيم  بالنس بة 

.   ، يوجد حل حقيقي واحد على ال قل لـx  الحقيقية الصغيرة لـ ( ,  ) 0F x y =
ا الذي اس تخدم   يوانكار پ تم تحويل هذه الحقيقة البس يطة ا ل أ داة قوية بواسطة  

لا ثبات وجود مدارات دورية في مشكلة  المثال  عديدة، على سبيل  في مواقف 

  .ةس تمراريالا ته(. هذه هي طريق 70صفحة    66 وا)انظر   ةم الثلاثاجسال  

يةوتر الططات المخ

جو   ةالمحلي  طوپولوجيا ال في  تحليلي  نقطة  ا لمنحن  التعريف    مفردةر   ، تيال  تقترح 

 .في بقية هذا الكتاب والذي س يكون مما

لا    لتفافباعلى دائرة مجهزة    ةنقط  2nهو مجموعة من    يطط الوتر المخ.  1.  تعريف

مثنى مثنى.  نقطة مقترنة 2nمجموعة من   ،بتعبير أ خرثابتة.  انقط يقبل

لمنحن  يمكن  لا  الخصوص  و�ه  �لى 
�بري بلوغ المبدٔ� �لى شكل �لزون 

�ير م�ته.    

66 H. Poincaré. Les méthodes
nouvelles de la mécanique céleste. 
Tome I.  Les Grands Classiques 
Gauthier-Villars. Librairie 
Scientifique et Technique Albert 
Blanchard, Paris, 1987.  Reprint 
of the 1892 original.

ذا كانت    والاحظ  في  عزن نقطة م   (0 ,0)أ نه ا  )  ي لـصفر   محللة  ,  )F x y   في 

https://archive.org/details/lesmthodesnouv001poin
https://archive.org/details/lesmthodesnouv001poin
https://archive.org/details/lesmthodesnouv001poin
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مخططان بثلاثة اوتار 

من  " خالية  ليست  الهندسة  حتى 

على   الظاهرة،  والتناقضات  الخلافات 

بخلاف   يحقال  ما  غالبًا  أ نه  من  الرغم 

".ذلك

“Même la géométrie n’est pas 
exemte [sic] de controverses, & 
des contradictions apparentes, 
quoi qu’on soutienne souvent le 

contraire.” 

على   أ مثلة  أ عطي  أ ن  يجب  هل 

الخلافات الحديثة؟
67  L. Euler. Sur le point de 
rebroussement de la seconde 
espèce de M. le Marquis de 
l’Hôpital. Mémoires de l’académie 
des sciences de Berlin, 5:203–221, 
1751. See the Euler archive for 
English translations and comments 

 

 

  

وتر يكون  .  2 متكافئيامخططان  ذإ  ي ن  إ  للدإئرة  هوميوتشاكل  على   فظايح  ،وجد 

وّل  ،  تجاهالا نحن نعتبر   أأخرى،كلمات  ب  .  الالتفاف   معيتبادل  و إلأول إ لى إلثاني،  يحح

دورية   بالضبط  احرف2nتذإكلمة  مرتي  يظهر كل حرف  أأيضًا    .حيث  يمكننا 

أأو أأحيانًً كلمة  .لأزوإجتربط إ  تاررسم  أأو  سڤاو يسمى هذإ   ،إقترإنًأأو    ،وإءمةم، 

ي. طط إلوتر إلمخ  ناإ لى الاختيار وإخترت  نًإضطرر.  إلس ياقحسب  

إلذي    يطط إلوتر إلمخ  و( هةإلمرتبط بمنحن تحليلي في نقطة )مفرد  يطط إلوتر إلمخ   .3

  أأزوإج إلنقط مع دإئرة صغيرة حول إلنقطة، حيث    يتم إلحصول عليه بتقاطع إلمنحن 

.تحليلي يطط إلوتر إلمخ قال إ ن هذإي.إلفروعتتوإفق مع 

 . إلحقيقيةولوجيا إلمنحنيات إلتحليلية  پإلتحليلية وطو يةططات إلوتر إلمخنود أأن نفهم 

إ لى هناك. نحن س نصل  !تحلوّإ بالصبر

  جدل حول شكل مناقير إلطيور؟

يات  مقالًً مثيًرإ للاهتمام )بالفرنس ية( حول شكل إلمنحن    ويلْر أ  كتب    ،1751في عام  

 يذكر في إلمقدمة أأن  .إلتحليلية 

على إلرغم    إلظاهرة،حتى إلهندسة ليست مس تثناة من إلخلافات وإلتناقضات  

 .من أأننا في كثير من إلأحيان نحافظ على عكس ذلك

كان هناك خلاف      .67  ةيقرن نقط إل إل توضيحه يتعلق بشكل    ويلْرأ  إلجدل إلذي أأرإد  

كقاض وبدد    ويلْرأ  ف  تصّ مالڥ.    ۆڤوإ د  وإلس يدطاليلوپ   ۆإلمركيز دبي إلس يد

    .إلتناقضات إلظاهرة بطريقة رإئعة

 .ولوجيا إلفروع بالقرب من نقطة مفردةپ حتى إلآن، كانت مناقشتنا تتعلق فقط بطو

حول   إلكثير  نقل  أأن  .  اهندس ت لم  فقط  مفرد  في  مماسالفرع  لذكرنً  كتاب    .ةنقطة 

نشره عام لذكاء إلخطوط إلمنحنية وتم    منتي  في إلصغرتحليل إللا إل   هعنوإن  لوپيطال

يحتوي على تصنيف للفروع  . إلتفاضلأأول كتاب مدرسي في حساب    . هو1696

.إلمفردة للمنحنيات إلتحليلية في أأربع فئات

 

http://eulerarchive.maa.org/
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k205444w
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أ عبر عن هذا في المصطلحات الحديثة أ ن  ر الا حداثيات بحيث يكون ات ن   .اسمحوا لي 

.ممثلا بـ   المماس 0y التين لد  انبياني   نوهما رسما  ينفرع  يفرعنا هو اتاد نصف   ،محليًا =

1( )h x ،2 ( )h x من النموذج ينصغير  مجالين في تين، معرّف] ,  0] −  0].أ و,  [
.بدأ  عن الم  ا، بعيد ملساوان التانالد  اتانه

 :الحالات ال ربع هي

الخيط   المنحنيال  زائدطول  على  طول   

 .ا ثابت المنحني يساوي  طول

3 

2 

1 

- 1 0 1 2 3 

- 1 

1 

- 1 0 1 2 3 

- 1 

- 1 0 1 2 3

- 1

1

2

3

والطو الهندسة  بين  غي  پالحدود  ولوجيا 

ولوجيا تتعامل مع  پن الطواإ ل  و أ ق  .واضحة

متغية   الخصائص -الهوميو تحت    اللا 

الهندس ية تحت   اللامتغياتو   تشأكلات

زمر  التقايسات  أ صغر،    ...  مثل 

المثال  ،الإقليدية سبيل  ، عل 

أ و ةسقاطي الإ   تكالأشوطوت وال    ،

سبيل    .تفأكلاتال ببساطة   المثال، عل 

خاصية   لمنحن  مماس  وجود  سأ عتبر 

.هندس ية

 ملفئة الرابعة، قدّ  ا لىاإ بالنس بة   .ال ولىمن السهل جدًا العثور عل أ مثلة للفئات الثلاث  

ال   لوپيطال  ب  .تيالمثال  عل    لفّ نقوم  انعطاف،  م خيط  بنقطة  نقطة    ربطهبو نحن  في 

بقائه    هفكّ ن. عندما  أ خرى عل المنحن  )يسمى    ياس تصف نقطة النهاية منحن   مشدودًا،باإ

س ي  ناشرا منقار  نا  عطي (  3yببساطة    اخترت.  هذا  ر ائطال مثل  x=  انعطاف    كمنحن

 النتيجة في الهامش.   لوپيطال.  سم منحني يل حاسوبيوسأ لت 

1. 1h  عل [معرفة  ,  0] −  2 وh 0]  عل,  [   الثانيانمش تقا و نفس  ماله  هما   

( وهو عل جانب واحد من  ا )أ و مقعر   محدبا  يكون المنحن   الحالة،. في هذه  شارةالإ 

.ماسهم  

ل س بقكما نقطة انعطاف. نفس الشيء    .2 شارت  ينالثاني ينلمش تقل أ ن  اإ  . ينتمختلف   يناإ

نفس   تانعرف م 2hو 1h  هنا،قياس ية.    قرنيةنقطة   .3  بدأ  الم   من  انب الجعل 

متناظرتان لهما    انالثاني  ماومش تقاه شارتان  فاإن  اإ لذلك   ين تحدب   الفرعين  لنصفي. 

 ناظرين. مت 

4.  

 

نفس    ين الثاني  ينمش تق لل   يكون  حيث  ("نقطة رجوع ذات منقار طي")   طيمنقار  

عين. الفر  يعلى نصف الإشارة
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أ حمر يمثل منقار طائر عندما يكون الخيط مماسًا   يا، تصف نقطة نهاية الخيط منحن بالفعل

ز    في كما  الانعطاف،  نصف نقطة  "ميكانيكياً"  ماله  ينالفرع  اعم.  واضح  هذا  التقعر.  نفس   

 .لوپيطال بالنس بة لـ

كان الغرض منه تجنب تقنيات     68  كتابًا رائعًا مارڥ  ۆڤوا د  نشر الس يد  ،1740في عام  

واس تخدام   ن ٻدنيوتن  الإ بين  الجدل  أ ذكر  أ ن  يجب  فقط.  والفرنس ي ڤكارت  خلال    ينليز 

 . ونيوتن  كارتٻدالقرن الثامن عشر حول 

ال ن  الحرب  لهذه  بـ    -لوڤكتوضيح  أ وصي  حول  فرنس ية،  ونيوتنٻدرسائل  بقلم  كارت   ،

  .ر ٻولت ڥ

لى لندن س يجد الفلسفة كثيًا    ةغي مت  ،مثل كل شيء أ خر  ،الفرنسي الذي يصل اإ

اريس، ي رى الكون مؤلفًا  پ، وهو ال ن يجده فراغاً. في  ممتلئالعالم  ا هناك. لقد ترك  

في   لندن.  في  مثله  شيء  يوجد  ل  لكن  الرقيقة.  المادة  من  دوامات   فرنسا،من 

في   لكن  والجزر.  المد  يسبب  الذي  هو  القمر  نضغط  الذي   لترا،ڤ اإ هو  البحر 

ا نحو  تعتقد ينجذب  عندما  لذلك  عاليًا،   ونلقمر.  مدًا  يجعله  أ ن  يجب  القمر  أ ن 

مدًا   يكون  أ ن  يجب  أ نه  السادة  هؤلء  ثباته   منخفضًا،يتخيل  اإ يمكن  ل  أ مر  وهو 

تكون لكي  الحظ.  الاس تفسار    ينر قاد  والسوء  الضروري  من  بذلك،  القيام  على 

  .عن القمر والمد والجزر في لحظة الخلق

أ ي   كتاب  حال،على  حتى    حول ڤوا يدور  نشطًا  يزال  ل  أ ن   هل  :اليوم نقاش،  يجب 

" برهناتالم  من الهندسة التفاضلية؟ من بين "  ميةاستس تخدم الهندسة الجبرية أ دوات مت 

بأ ن الادعاء  المرء  الكتاب، يجد  هذا  غي موجودة مخ لوپيطال في  . طئ وأ ن مناقي الطيور 

ينتقده   لوپيطال مثال ڤوا دركي ال  بالكنه  قطعين    نظرتم  أ نكم  وافترضاة.  تيلطريقة  لى  اإ

2y مكافئين x= 22وy x=    فقط أ جلولكن  0. من  x  ينصفعلى    ونتحصل  

اتحاده  ئين مكاف   قطعين يبدو  طائر.    مامحدبين  ل  لذلك،كمنقار  مثالڤوا   ـوفقا    لوپيطال  ، 

أ ملس التحليلي    المنحن مصطنع:    الطائر  لمنقار فرعين  على  يحتوي  مثال  ينالكامل  في  كما   ،

الإ   ،ينالمكافئ  ينالقطع المنحن   نشاءويفقد  نصف  الخيط  باس تخدام  مقنع؟  الميكانيكي   .

 .  "يثبت" أ ن مناقي الطيور مس تحيلة لمنحن تحليليو ڤوا يواصل

"الإ  أ و  "  ثباتيذهب  السط  بأ خرىبصورة  طول  ال  و على  الشكلليكون  .  تية ر  فرع 

( )p q p qy ax o x= عددين  + أ جل   مع  p،q  نسبياً  ينأ ولي  ينصحيح  من 

q p   0 ذا كاناإy ذا كان هناك . 0 في المماس هو  =  q فيجب أ ن يكون منقار،اإ
، سواء كانت موجبة  xقيم كل   من أ جل  اعرفم yكونيخلاف ذلك س  في  نه  ل  زوجيا  

 .أ و سالبة

  
 

 
 

 
68 J.-P. Gua de Malves. Usages 
de l’analyse de Descartes pour 
découvrir, sans le secours du 
Calcul Différentiel, les Propri- 
etés, ou affectations principales 
des lignes géométriques de tous 
les ordres. Briasson, 1740. 

 

 

 

 

 

 
“Un Français qui arrive à 
Londres trouve les choses bien 
changées en philosophie comme 
dans tout le reste. Il a laissé 
le monde plein ; il le trouve 
vide. À Paris, on voit l’univers 
composé de tourbillons de 
matière subtile ; à Londres, on 
ne voit rien de cela. Chez nous, 
c’est la pression de la lune qui 
cause le flux de la mer chez 
les Anglais, c’est la mer qui 
gravite vers la lune, de façon 
que, quand vous croyez que la 
lune devrait nous donner marée 
haute, ces Messieurs croient 
qu’on doit avoir marée basse ; 
ce qui malheureusement ne peut 
se vérifier, car il aurait fallu, 
pour s’en éclaircir, examiner la 
lune et les marées au premier 
instant de la création.” 

 

 
 
 

https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/lettresphilosoph02volt
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
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مناقير   العصافير  أ شكال 

    © 

من رتبة   ووه  الثاني،التقعر ناتج عن علامة المش تق  
2

. 1
p q

qp pa x
q q

−
  

−  
  

نظرًا  

2p أ ن  لىا   q− و الثاني    زوجي، qفردي  المش تق  هذا  لتحديدي  شارتين فا ن   ا 

 .  منقار طائر هذا  : ليس امعاكس تدبا  يني الفرعولنصف تينمختلف 

 كان مقتنعًا بحجة  البداية،. في  ا ريب فيه   ولا. ورقته واضحة جدا  كبيرال   ويلْرأ  الآن يأ تي  

بعنوان. في  1744لكنه وجد خطأ  في عام   ڤوا مر"، اكر   اعدةقيثبت    ويلْرأ  "هل    عمود 

    .الموضوعبهذا  تتعلق  مر اوكر  ويلْرأ  بين  رسالةيذكر روب برادلي 

  ا. بحرية لا تثير أ ي شك بشأ ن تقاربه ۆپويز  تسلسلامت ال  پيط وا ولوڤو   ويلْرأ  يس تخدم  

وصف دور ال عداد المركبة لفهم المنحنيات الجبرية  هو    ويلْرأ  ما هو لافت للنظر في ورقة  

    .  (1751) الحقيقية

  :ويلْر أ  أ حد أ مثلة  ها هو

1 2 3 4 .y x x=  

يبدو الرسم البياني في الهامش وك نه منقار نسر. كيف يمكن للمرء أ ن يعرف أ ن هذين 

كمالهبعلامات    البيانيين،الرسمين   كما في   ما، ينتميان بالفعل ا لى نفس الفرع ولا يمكن ا 

يقدم   قطعين مكافئين؟  مع  ال عداد    ويلْرأ  مثالنا  باس تخدام  مقنعة  أ شجع  حجة  أ نا  المركبة. 

ثبات  القارئ بشدة على العثور على الخطأ  في "  ڤوا.    "ا 

بعاد علامات الجذر    ويلْرأ   د. يجيتم ا 

4 2 2 3 22 4 0y xy x x yx− + − − = 

 .لمبدأ  في ا اواحد اهناك بالفعل فرع أ نرسم مضلع نيوتن والتحقق من  وعليكم

كتب   في  مذكورة  اليوم  الطيور  مناقير  تعد  الآن   .الرياضياتلم  النقط  هذه  تسمى 

ال   قرناتال أ كثر حيادية. في بعض    الثانية،  رتبةمن  يزال المرء يرى   ال حيان،بطريقة  لا 

اليونانية)منقارية(  رامفوئيد نحني الم اسم   من   ، "rampho"   الملتوية بالمناقير  المرتبطة 

   .الطيور الجارحةلدى  التي 

 

 
 

.

  
جزر     من 

اكتشاف   في  مهمة  كانت  ڤالاپاڤوس 

    
داروين للتطور.   

 

قوموا  قراءة هذا الكتاب و   وا عن في ختام هذا الفصل، لديّ نصيحة واحدة فقط: توقف

  !. حالياويلْرأ  )بعض( أ وراق   بقراءة

file:///C:/Users/KHELIF/AppData/Roaming/Microsoft/Word/eulerarchive.maa.org/hedi/HEDI-2009-11.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Darwin%27s_finches
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 ، IMPAـ  في القاعة الرئيس ية ل شريط موبيوس

 .دة ال ولى لهذا الكتابوّ حيث تمت كتابة المسَ  



 ڤوست فرديناند موبيوسأأو 

(1825–1884).© 

69  R. F. John Fauvel,
Robin Wilson.  Moebius and 
his Band: Mathematics and 
Astronomy in Nineteenth- 
Century Germany.  OUP, 
1993.

موبيوس وشريطه 

ال حداثيات القطبية 

س توي من الأسطوانة ا لى الم  تيالمأألوف ال   تطبيقا لى ال  واانظر 

2: 2
( , ) ( cos , sin )



     

  →R R Z R

:ال تيةصائص ل با قيب التط   اذهع يتمت  

2عل    راصتق ا. 1

+ R R Z 2المثقوب ي عل المس تو  أك فت. \{(0,0)}R 

2 . "   {0} " الدائرةضقو  ي 2R Z لمبدأأ. ا لى ا 

من    ،نقطتين بالتحديد  تشمل  بدأأ لنقطة مختلفة عن الم   العكس ية بواسطة  الصورة.  3

)الشكل   , )  و.( , )  − + 

طفيف   لتعديل. ليست ملائمة جدًا لنظام ال حداثيات وهذا هو السبب الرئيسي  3لاصية  ا

+2عل    تم اقتصاري   الأحيان،في بعض     .قليل  بعد لـ   R R Z  لكن هذا

 ا مصطنعا.  يقدم حد  

زالة الم  .2الاصية    −1   ، يتصرفللمبدأأ صغير    جوارفي    .فرديةمثيرة للاهتمام في س ياق ا 

2الدوائر الصغيرة  ويلمجهر. يتم ت  مثل 2 2  x y + بواسطة  2  هامحيط   الت ،  =
1− ا لى دائرتين كبيرتين  {  2}  R Z،  2. ماهمحيط 

 الفصل،في هذا    .للرياضيات الألمانية في القرن التاسع عشر  صمخص    69هذا هو عنوان كتاب

زالةنناقش الهيكل المرتبط بعملية   لى    الشيء الذي  التحليلية،المنحنيات    في  ةالمفردي  ا  يؤدي ا 

.بعض القلائد الجميلة المصنوعة من شرائط موبيوس

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Mobius/
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©

 من  27اللوحة 

Instruction en la science de 

perspective,

© .(1625)ه. هونديوس لـ 

© 

) 1. تتكون صورته العكس يةيشمل المبدأأ  D مس تقيم   نعتبر  أأول،كمثال ساذج   )D− 

  "مس تقيمين  "من = و  = الدائرة + ا لى  {0}.  بال ضافة  2R Z

ذا   ان تصبح   تينما العكس ي تي فا ن صور  ،لمبدأأ افي   2Dو  1Dمختلفان  مس تقيمنتقاطع  لذلك، ا 

ا لى  رجع  الأخيرة ت"    بطريقة ما  نقطة التقاطع. " −1 بطريقة ما. أأزالت العملية  نفصلتينم 

)1حقيقة أأن ) D−
 1  تشمل 0)(0,− ن  ان العكسيت الصورتا  أأن تكون  بحيث ل يمكن

 منفصلتين.  متقاطعينس تقيمين لم 

)1ـ  شر بلن   ،لمس تويامن   ية جزئ مجموعة    Xلتكن .  أأتيما ي ا جراء أأفضل هو   )X−   ا لى

غل   )1  قةم  \{(0,0)})X−  في . 2R R Z 1 مع هذا التعريف، فا ن
1( )D−

1و
2( )D−  1 نا  قول ن ان بالفعل. تمنفصل−  تامتويل.  

2في   سغط  الم  ا لى السطح   وا، انظر من أأجل تصور 2R R Z   بـ  فالمعر  و.

 . sin cosx y =   حلزوني مزدوج. تمثل الصورة في الهامش سلمًا    ل  س  هذا مشابه ل

في .2  بس يطًا  [0, 2 [R   أأملس  أأن  والحظ مع    تطبيقناتوافق  ي   .سطح 

عل 2  الأفقي   يالمس تو   ال سقاط 
R (0,0)1و− ةعموديالالمجموعة    هي 

. 2 {(0,0)} R Z

3المس توي   المنحن  ليكن بس يط،كمثال ثانٍ  2x y= قرنية ، الذي يحتوي عل نقطة مفردة

2 المعادلةتمثله    له التاممحو    .بدأأ الم   في 3sin cos  = ( تينب رك  ب،   )كما ينبغي أأن يكون

. للدائرة ساا ممو  أأملسأأصبح ال ن  .ولم يعد مفردًا 2 {(0,0)} R Z      

لالفكرة العامة هي أأن المح تكرار  ب .  بدأأ الأصلي في الم  من المنحن   "  أأقل    لمنحن " مفرد    تامال  و 

لى  ،المفرد  المنحن   يتحولمن المرات، س   امعين  ا عدد  العملية  .  لسأأممنحن    مفعما بالأمل، ا 

  بواسطة عكس يةال الصور  أأن الت تكمن في قدمًا، يجب أأن نصلح المشكلة قبل المض  

نقطة وهذا أأمر يصعب التعامل     2nمرة، نحصل عل   n نقطتين. بتكرار العملية  تشمل

 .معه

موبيوس   شريط

أأن الالتفاف الذي يرسل )  لحظوا  , )   ا لى  ( , )  − .ليس له نقط ثابتة    +

)  تينالنقط   هي مطابقة  المزدوجة لـ    عكس يةص من الصور ال طريقة سهلة للتخل   , )   

)و , )  − . في + 2R R Z

أأملس المقابل هو سطح  القسمة  اليعقوب   عكس الاتجاه لأن محددهلتفاف يالا   .حاصل 

.يساوي   1− 

https://archive.org/details/instrvctionenlas00hond
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 La Pampu. -Popescu P. 70

bande que tout le monde 
connaît. Images des Mathéma- 

tiques, 2010. 

مذكراته   عام  في  صدرت  1895الت 

هنري   ، لم يذكر Analysis Situs   بعنوان

  ولكن شريط موبيوس  پوانكار

"La Surface unilatère que 

tout le monde connaît" 

الأحادي ) الذي    الجانب   السطح 

 (. يعرفه الجميع

هي مس تقيم   مقياس   دائرة الزوايا

 .ا سقاطي حقيقي

(1,t)

cos

sin

(1,t)

 .70هذا هو شريط موبيوس الشهير  للتوجيه:سطح حاصل القسمة ليس قابلا 

 هي  بدأأ الم   تشملالت    تمجموعة المس تقيم  ال تية.يمكن التعبير عن نفس الشيء بالطريقة  

 توس يطها  دائرة، ويمكن 

ما – .1ال سقاطي الحقيقي    المس تقيموهو عنصر من  t ابيله ا  { }P R R

ماو  –  .مقياس  حاليا ة، المعرف  بزاويتها ا 
)فضاء الثنائيات    ليكن  , )p D    حيث p   س توي و الم نقطة فيD  يمر    مس تقيم

ما عل أأنه p.لنقطة باو ،بدأأ لم با  يمكن رؤيته ا 

 2(( , ), ) ( { }) |x y t y tx=    =R R

وإما

 2(( , ), ) | sin cos .x y x y   =   =R R Z

ظهار  يتمثل في  يتميز التقديم الأول بوجود معادلة بس يطة للغاية وعيب   كسطح      عدم ا 

t. أأملس بالقرب من =   1 ستبدالبا  ثانية،في فكرة    ذلك، ومعt t تصبح    ،t  بـ =

x المعادلة t y=   يوضح التقديم الثاني أأن هذا هو بالفعل حاصل قسمة  .العيبويختفي  

2R R Z 0أأن   والحظ .أأعلاهالالتفاف المذكور    علx =  ،0y  فان عر  ت  =

 . يسمى القاسم الاس تثنائيما ذا هو : ه في غطسةم  E دائرة

 ف التطبيق نعر  

2:
(( , ), ) ( , ).x y t x y
 →R

نه يح  تين:المطلوب  يتينص ابالضبط ال ققا 

1 .  المس توي. في  أأ دبالم  متممةعل  ك فأ تالقاسم الاس تثنائي  متممةقتصر عل م

2 .  "لى المبدأأ " القاسم الاس تثنائي قوضي  .ا 

2  هي  أ يض ا الزوايا مقياس   دائرة 

سقاطي حقيقي  . مس تقيم ا 

يا تي مصطلح  القاسم  من الهندسة الجبرية  

وهو أ مر م ربك  ل ن القاسم الاس تثنائي  

دائرة م غطسة  في  الذي  ل  ي قسم  

عكس  نوا ة لى  مركبتين،  على  ا  السطح 

 . ( أ و الطوق) الحلقة

http://images.math.cnrs.fr/La-bande-que-tout-le-monde-connait.html
http://images.math.cnrs.fr/La-bande-que-tout-le-monde-connait.html
http://images.math.cnrs.fr/La-bande-que-tout-le-monde-connait.html
http://analysis-situs.math.cnrs.fr/
http://analysis-situs.math.cnrs.fr/
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. عل مبدأأ لل   صاعد  بتفجير  س تويقد تم الحصول عليه من الم       نا  لهذا السبب نقول  

 . هابطتفجير  هو تطبيق   ذلك،العكس من 

  حدذي  تراصالسطح الم الاقتصار علأأننا نريد العمل محليًا، فمن المفيد عادةً ا لى نظرًا 

  ( )2 2(( , ), ) | 1 .x y x y= +  

.( , )t −   متقابلين    ضلعين  مطابقةتم  تهذا هو شريط موبيوس المأألوف: مس تطيل حيث

   .مرة واحدة  ل  ابعد  

 بعض الصور 

ة المشهورة  اتيالرياضي  لأش ياءمن عدد قليل جدًا من ا  اموبيوس بلا شك واحد   شريطعتبر  ي   

 . الفلسفة وما ا لى ذلكفي  ،الفنفي  ،الخيالفي عل   .الرياضيات عالم خارج

في    71اسمحوا ل أأن أأقتبس بضع جمل من المحلل النفسي الشهير جاك لكان    فقط،للمتعة  

 :  1972، في عام  "l’Étourdit"ندوته 

Le non-enseignable, je l’ai fait mathème de l’assurer de la fixion  

de l’opinion vraie, fixion écrite avec un x mais non sans 

ressource  d’équivoque. Ainsi un objet aussi facile à fabriquer 

que la bande  de Moebius en tant qu’elle s’imagine, met à portée 

de toutes  mains ce qui est inimaginable dès que son dire à 

s’oublier, fait  le dit s’endurer. D’où a procédé ma fixion de ce 

point doxa que 

اس تثنائي   من  ي المصطلح  أأيضًا  أأتي 

الجبر    . شرحه  كثيرا   ويصعب   يةالهندسة 

سطح    مركبان  يانعرض   نمنحنيا في 

عدد  ركب م موجب  لهما  يتقاطع  ؤدي  . 

م نقطة في سطح  نتاج    ركبتفجير  ا  ا لى 

ا سقاطي    مس تقيم   ال ن   هوقاسم اس تثنائي  

علينا  تقاطعه الذاتي،    عدد لحساب   ركب. م

تشأكلة. هولوم الاس تخدام التشوهات غير  

 −1يساوي    الذاتي  التقاطعا  هذتبين أأن  
من قبل    ا واس تثنائي   ئامفاج  اعتبروالذي  

 .الماضي في ينبريالمهندسين الج

. 

يمكنكم من    Impact Earth الموقع      

©        تفجير كوكبنا في أأي نقطة.   

71 J. Lacan. L’Etourdit. Seuil, 1973.

الحصول    بوضوح،  من      علىتم    1,  1 0 − +   ،لصق  بعد  ( ,0)t  و 

 

نڤليزية   لى الا  أ نا غير قادر على الترجمة ا 

لى فرنس ية مفهومة(.   )أ و حتى ا 

  لى حد ا    هوميوتشأكليا ويلهأ نه يتم تح لى ا  نظرًا  ،مترابط   ب أ ن يكون واضًحا أ ن حديج

بواسطة أ ن   . قرص  القدر  بنفس  واضًحا  يكون  أ ن  الاس تثنائي  متممةيجب  في    القاسم 

ذا قمنا بفتح الشريط على طول الدائرة  ا  . هذه طريقة معقدة للقول  مترابطة     الوسطى،نه ا 

لقرص  ا  هوميومتشأكلة مع E متممة،  بالفعلحقيقية.    )أ و طوقا( فا ن النتيجة تكون حلقة

2 لنقل  لدائرة،الصورة العكس ية    أ خيًرا، .الثقوب 2 1 2x y+ في   غطسةهي دائرة م ،  =

لى قسمين. ال ول حلقة غير   لىتم تح  ،لويةم، والتي تفصلها ا  2  ويلها ا  2 1 2x y+  

موبيوس  والآخر      بواسطة تح   ،أ صغرشريط  2لى ا    ويلهتم  2 1 2x y+   بواسطة   

. 

 

https://impact.ese.ic.ac.uk/ImpactEarth/
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je n’ai pas dit, je ne le sais pas et ne peux donc - pas plus que 

FREUD - en rendre compte de ce que j’enseigne, sinon à suivre 

ses  effets dans le discours analytique, effet de sa mathématisation 

qui  ne vient pas d’une machine, mais qui s’avère tenir du machin 

une fois qu’il l’a produite. 

 
 "ل لقاء نظرة"موبيوس، أأحث القارئ    شريطللحصول عل تعليقات رائعة )وجادة( عل  

   .72سكوت كارتر  .عل كتاب ج 

.  لم يكن الأول  -كالعادة    -، لكن  1865الذي نشره عام    موبيوس  اسممن  الشريط أأخذ اسمه  

 .  1862وصف نفس الكائن في عام  ڨليس تينـ

نتاج كتاب مليء ب اسمحوا ل   ا لخ. موبيوس، بأأشكال وأألوان مختلفة  أأشرطةيمكنن بسهولة ا 

 . فقطأأن أأقدم هنا عينة صغيرة 

في    الذي  عل شيء مثل  تحصلون س    .هو وشدعقدة بس يطة بشريط من الورق    وا اصنع 

 .موبيوس شريط  جتمأأنت قدتكونون  نتظمالم   خماسي الأضلاع ونعندما تغلق .أأدناهالشكل 

 

 

لقاء نظرة" هو أأنسب من   "اقرأأوا"  "ا 

 . هذه الحالة  في
 

 
72 J. S. Carter.  How surfaces 
intersect in space: an introduc- 
tion to topology. K & E series 
on knots and everything 
2. World Scientific, 2nd ed 
edition, 1993. 

  

كتاب   من  الرابع  ل   73  ةولوجيپالطو  الأشكالالفصل  مكرس  الأعمدة الجميل    ثلاثي 

 . المس تحيل

ولوجيا  پالخارجي طوللجزء    .ي قرصًا أأو الجزء الداخلي من القطع الناقص في المس تو عتبر  ن 

ال سقاطي الحقيقي حيث يتعين   ير هذا القطع الناقص في المس تو نتصو   ال ن،.   حلقة

ا ضافة   اللامنتهييعلينا  والذالمس تقيم في  ه،  لكل پدائرة طو  وي  واحدة  نقطة  ولوجياً: 

 . نقطة واحدة بالضبط  منتهيي فيال سقاطي مع اللا   يفي المس تو   مس تقيميتقاطع كل  .  اتجاه 

 .موبيوس  شريطال سقاطي هي   المس تويالقرص في  متممةأأن هذا يعن أأن  وانبي  

73 G. K. Francis. A topological 
picturebook.  Springer-Verlag, 
2006 

 

تخلط المس تو   وال  ال سقاطي    يبين 

الذي   من  يالحقيقي،  عليه  الحصول  تم 

2المس توى 
R    ا ضافة طريق  عن 

في  حقيقي )أأي دائرة(    ي ا سقاط  مس تقيم

  ،ركبالم  يال سقاطوالمس تقيم    ،اللامنتهيي

ضافة   C تم الحصول عليه منيالذي   با 

.اللامنتهيي فينقطة 
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تأأليف    موبيوس،كاريكاتير   من 

Étienne Lecroart  .قراءة    يمكنكم

القصة والعودة ا لى البداية رأأسا عل 

جديتبدأأ  ل عقب   من      !دالقصة 
©

من  تكريم   لـ J. Leys هذا 

J.S.Bach Bach crab cannon

  ل ـ  ،(1747عل شريط موبيوس )

J. Leys ©

 

هذا   يبدو  من   .مضللًا قد  هل 

تجعله   بطريقة  ذلك  تقيق  الممكن 

ثلاثة   من  منحرف  ا ش ب أأ مصنوعاً  ه 

ذا    مس توية كما يبدو في الصورة؟  ا 

يصف    ملتوية،كانت القطع الثلاث  

الكائن   في    شريط هذا  موبيوس 

دائرة، كما ينبغي أأن    ها ن حد  .الفضاء

كون، لكن هذه الدائرة معقودة في  ي

نهاالفضاء:   .وريقاتعقدة ثلاثية ال  ا 

هذا يختلف عن الصورة المعتادة الت  

 .كون فيا الحد غير معقودي

http://e.lecroart.free.fr/
https://www.youtube.com/watch?v=xUHQ2ybTejU
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 © شيء مس تحيل 

ه حتى  يلتشو نقوم باو  المعتاد، موبيوس  من شريط  نبدأأ 

حلزون ي  عل  نحصل  مس تديرة،  دائرة  الحد   صبح 

   ©                     موبيوس.                        

التدوير    لحظتم هل   عادة  ا  رمز  شريط  هوأأن 

 ©                                      موبيوس؟

https://en.wikipedia.org/wiki/Impossible_object
https://en.wikipedia.org/wiki/Impossible_object
https://en.wikipedia.org/wiki/Impossible_object
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من أأن هذا يمثل  واتأأكد .كثيرة قطعهذا هو اتاد ف  ثم،ومن  .أأربعة أأذرعفصلة تمل كل م  

ظهر الرسومات ت  .الهامشكما في    ،ةالمشترك   نواتهمايتقاطعان عل طول    لموبيوسشريطين  

.وبيوسشريط لمالاس تثنائي في  تقويض القاسم تيةال  

Anthony Howلـ  ركي  حنحت  

© 

الكرة النهائية هي مخروط فوق حلقة مغلقة مغموسة في  بنقطتين مزدوجتين.   ،الصورة 

 .  الهابط التفجير  تطبيقكان متوقعًا من  كما قرص،مخروط فوق دائرة هو 

،"تخفيض "موبيوس

crayons de couleur sur 

ardoises, bois, métal, by 

Sylvie Pic.                                                     © 

لى المرجل الخاص بأ ولم   واانظر  تكون من دائرة كبيرة مكونة من  ي   .2016ياد ريو  پ بعناية ا 

 .فصلات دوارةعدة م  
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3 3 3 0x y xyz+ − = 

كما في نماذج الأسلاك ال تية. 

©      .ث ال ثمخروط من الترتيب ال 

مجهرنا  اختبار

.1 نختبر كفاءة مجهرنا هيا بنا − 

ذا كان 2من   مجموعةأأي   Xتا 
R،       1  غلقةم  هو    تامها ال ل و  محفا ن( \{(0,0)})X− في 

2 متقاطعين  مس تقيميننحاول أأولً باس تخدام  ل   . 2.  0x y− yنضع لذا ،   = x t=

نقطة   عن  2 قرنيةماذا  3 0y x− يعطي = هذا  2  ؟  2 3 0t x x− يمكن  = والذي   ،

.2 بحيث    2x  بواسطة  اختصاره x t= ،ين حداثي ال  في    لذلك( , )x t ل و  ، يكون المح  لـ

). سم الاس تثنائيا للق اس، مماسأأمل امكافئ اقطع تامال  0)x =  

2 نعتبرل ن، ا 5. 0y x− 2 ام هوتل ال و  المح = 3t x= قرنية. نقطة  ووبالتال فه 

طريقة    مثل  بالضبطأأن نفجر مرة أأخرى.    وعلينا  اكون كافييلن    اواحد   تفجيرامن الواضح أأن  

 .الخطوة الأولى فيل تنتهيي دائماً  الت  نيوتن خوارزمية 

y  والتي مع x=  تعطي .  tx x=  فنحن نعمل   تامسب التحويل ال ن أأننا    نظرا ا لى ،

. ونصل على  بدأأ خارج ال  1t =  أأن  وا لاحظ t =   يمكن أأن ، كما  تامال   محولهاليس في

. الخريطةبسهولة في    ي رى 1t t 1t غلقةم  الآن،   = =  يين  تكون من منحن  ت     في

ين ينتج منحني  بدأأ في ال   يتقاطعان عرضيا  أأملسينلنحنين    تامل ال و  ثم فا ن المح  منفصلين. ومن

 نفصلين. م  أأملسين

هي طورلمخالةداعمنوكتثيبح دٻ كارت ةقيرودنج،وت سبم بقطع المخروط 
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هل   .اولو، البرازيلپ، ساو  MAC / USP، نحت، 1949- 1948لاثية "،  ثال  الوحدة"  ،ماكس بيل 

سقاطية مطروحًا منه قرص؟لثلاثة مس تو   ابطتر المموع المجيشير "الثلاثي" ا لى حقيقة أأن هذا هو   ©يات ا 

https://en.wikipedia.org/wiki/Max_Bill
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التفجير عدة مرات

p
S

p

Ep
p1

S

1

E

Sp,p

p1

أ ن   الرء  على  يجب  الصور  هذه  في 

شريط   اهذ  .ل القاب م االسهيلصق  

  . سموبيو 

تان. راعد مصتفجير 

 

نف ال  س توي.  نقطة في ال   رج  لقد رأ ينا كيف  تعميم  سطح   من  نقطة  pلتكن   .ء نشايمكن 

 فجيرت   تطبيقو  p سطح أ ملس أ خر  ذاه  ج عنينت    ،p  في  قوم بتفجيرن،  أ ملس 

p:  هابط  p هي القاسم الاس تثنائ  p الصورة العكس ية لـ  .قبلكما كان من     →

pE:    هي الماس  عناصره  ا  مطابقتهاتم  تو  pفي  ة الس تقيمات  ي ال سقاط  لس تقيممع 
1( ( ))pP T   نشاؤه من الس تو ) الماس يالذي تم ا  )pT في  لـ. p 

.على  اك فت pخارج القاسم الاس تثنائ،   \{ }p 

نقطة  اتن  .العمليةر  اكر بت  لنقم القاسم الاس تثنائ  1pر  )1 في  )p pE p−=  رفج  ون  

p  1 في.p والنتيجة هي سطح أ ملس 
1,p p  الهابط تفجيرال   تطبيقو 

1p من  p  

  في
1,p p   اس تثنائ  قاسممع  

1pE ،
1 1,. p p pE     العكس ة  يالصورة 

( )1

1
( )p p p

−
    ن من اتحادكو  تت 

1pE   ل ـ ل التامالمحو  و pE بواسطة 
1

. p 

يب  ك ى هذا الاتحاد القاسم الاس تثنائ للت يسم  
1 1,. :p p p p p  خارج هذا      →

 يقب التط سم، قا ال
1p p  على اك فت . \{ }p  

نقطةا تن  )  في   2p  ر  )1

1
 ( )p p p

−
    أ ي  ن و العملية  م   تابع         الرات،من    نتهعدد 

 ".  و لنال كما يح "

 النتيجة النهائية هي 

 ،    سطح أ ملس • 

أ ملس   • :  تطبيق  والذ→ )اكليا  فترسل  يي  ،  )1 \{ }p−     ا ل

. \{ }p 

 

سطح    من نقطة  ل   صاعد من أ جل تفجير  

النقطة، نح  ما، تلك  حول  قرصًا  ذف 

و   نقوم القرص،    صق حد  نلبتفجير هذا 

 .القرص تممةم  على حد   موبيوس  شريط
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 الصورة العكس يةمترابط.       عل وجه الخصوص أأن حد  والحظ 
1
({ })p

−
  هي القاسم

نه اتاد م  .الاس تثنائي أأي اثنتين من هذه الدوائر   . في  غطسةمن الدوائر الملساء الم   نتها 

هي المجهر متعدد العدسات الذي سنس تخدمه والذي    الصاعدالتفجير  هذه التركيبة من عمليات  

 .فردةس يمكننا من تليل جميع النقط الم

المجهر

ذا بدأأنا بقرص .نفحصهدعونا    مجهرنا،قبل أأن نس تخدم    في    وحيدةالخطوة النتيجة  ، فا ن  ا 

نتهفي الحالة العامة لعدد م       ولوجيا پسوف نوضح طوشريط موبيوس.   هي       تفجير

 .  التفجيرمن عمليات 

ن . خطوتين ( من  صاعدبتفجير )نبدأأ  ل  أأن  .  موبيوس  شريطنتيجة تفجير نقطة في    رسمعلينا 

بشريط   القاسم الاس تثنائييح   وبيوس  لملنبدأأ  عل  في فعلنا  كما  له.    كنواة E توي 

.1في  تصاعديا ونفجر E في  1p نقطة نختار السابق، p  ا س تكون النتيجة سطح 

تام ل ال و  هو المح 1E هنا  .في نقطة واحدة  انتتقاطع 2Eو 1E يحتوي عل دائرتين  1

    

©

1

E

E

1

2

M

ما أ ن تكونا .  ثلاث دوائر مختلفة لا تتقاطع  . في نقطة واحدة  عرضيا   ينت متقاطع   ما و   نفصلتين م   ا 

على عكس   ،نفصلةم ية پ الفرق هو أ ن الحلقات ال ولم  .يةپ بشعار ال لعاب ال ولم تذكرنا الصورة 

 .حالتنا حيث تتقاطع بعض الدوائر 

.الثاني تفجير هو القاسم الاس تثنائي لل 2EوEلـ
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©

أ ن سطح  (روةع  )  حلقةلنفترض  بتوجيه  ن .على  لـلبدأ   المماس   فيلفضاء 

(0) تبعه على طولن و. ما هو ال صلي لى أ صلها، يكون الاتجاه ا  عندما تعود الحلقة ا 

ماو  ننس    ذلك،وبناءً على  .عكسهقد تم    ا  ي عرّف    ،شكليا  .ةغير موجأ و    ةوجِّ م  قول ا 

.فيتماثلها ال ول(  من )أ وال ساس ية لـ زمرةمن ال  كلاهذا تشا 2Z Z 

.  غير الموجةا الموجة /  ي ية في ريو دي جانيرو وحلقت پ لق نظرة على شعار ال لعاب ال ولم لن

لى   غير  2Eجه وأ نمو 1Eسنرى أ ن  تفجيره،ي تم  الذ1شريط موبيوسبالعودة ا 

   .موجه

ه واضحة.  2Eيجب أ ن تكون حقيقة أ ن ، قدمنا 1pفي    عندما فجرنا  غير موجِّ

. لـ    Eلنواة  ام ل ت ل ال وّ فهو المح  ،  1E  أ ما بالنس بة ل ـE.2شريطا لموبيوس نواته

أ يضًا.  غير موجه  ماتال   لهوّ محلكن هذا لا يعني أ ن  غير موجه فيEالواضح أ نمن 

. تماما كما سنرىبل على العكس 

حده. نظرًا    علىأ خر  وبيوسلم اونلصق شريط  ال صلي  نحفر حفرة في  ،  1  لا نشاء 

.يمكننا حفر "حفرة مربعة ولوجيا،پ الطوأ ننا نتعامل مع  لىا   " 

ي  حدفي  حلقي  صغير    جواربحذف   المربع  الثقب  أ ن  نتخيل  أ ن  حتى  يمكننا    عب ، 

لى  "   جانب ا  أ ن  )  "خرال  من  أ ن ننسى  دائرة حدية واحدة   وبيوسلمشريطل دون 

هذه  (.  فقط في    متممة  الحالة،في  ببناء  المربع  القيام  يمكن  لذلك  أ خر.  1  مربع 

لصق الجانبين نو  حده،منفصلين على   مجالينر  اتن ويبيوس، لم  شريطبدأ  ب ن بطريقة أ خرى. 

. لا يزال هناك سؤال. يمكن لصق الجانبين بطريقتين: مع  بهذين المجالينالمتقابلين من مربع  

   .هدونمن أ و   التواء

الجانبين العلوي والسفلي   نلصق.  اصليب   لنعتب.  ال تية  طريقةبالاء السابق  نشالا    تمثيليمكن  

لّي  المع  شريط  عمودي ، بحيث يصبح الجزء  هو    عموديوبيوس. المحور اللم  امن الصليب 

  E.2غير الموجه المنحني 

ذا كان ينبغي    وعليناال ن، علينا أ ن نلصق الجانبين ال يسر وال يمن للصليب   أ ن نقرر ما ا 

  .أ م لا ليّه

ل  مع  أ ولًا  حد  واحدة  ةيّ نحاول  مالسطح  .  غير  أ ن  ترابطالناتج  يمكن  لا  سطحنا  يكون: 

 .موجه بالفعل1Eيجب لصق الجانبين دون التواء: فالمنحني  وبالتال،. 1
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لـصحني أأحد الأصدقاء بعرض أأفضل صورة  ن    .1.  لقد حصلنا على صورة جيدة لـ

.باللونين الأحمر والأزرق القاسم الاس تثنائي رسمت    ! ☺1

© 

قلوب متشابكة 

 ة الآتية.  ولوجيپ الطو  يلال شجع القارئ على ممارسة أأ 

السطح الناتج على طول الصليب    واقطع ا.  الجوانب المتقابلة بدون لي   أألصقوابصليب،    واابدأأ 

كنت  هل  مربع.  طار  الدائرتين. والنتيجة هي ا  طول  على  آخر  أ بمعنى  ذلك؟    خمنت   المركزي، 

في    وا تخيل ق  واحفر ا و   فضاء  -   3الـ  طارة  ثم  فيها.  خط    قطعهب   وامو مربعًا  طول  زوال  على 

طول(  ) تبقي  )خط عرض(تواز  خط  و خط  أأن ما  فتحة مربعة: . من الواضح  هو مربع به  ى 

طار مربع   .ا 

هتم بالفعل النظر في  ينقابل م   مطابقة جانبينهذا المثال للصليب مع    للدهشة،بشكل مثير  

 . في ورقته الرائعة(Doppelring:    ڨوپرليندمزدوجة )  حلقةاسم    تحت  ڤاوس من قبل

Gauss als Geometer اوس  ڤيلاحظ   موبيوس.   و ڤاوس محادثة بين 74س تاك  ، يربط

لـ  أأ  هناكابطا مت   احد   Doppelringن  أأن  لاحظ  أأنه  هو  للاهتمام  ثارة  ا  الأكثر  والأمر   .

اس تحالة مثل هذا  قوسين منفصلين يربطان زوجين متصلين من النقط على الد. أأتذكر أأن  

ثباته ل شكلالت  .لجبرلالأساس ية  لمبرهنةفي القرص كانت النقطة الاسمة في ا 

© 

74 Stäckel.  Literaturberichte: 
Materialien für eine wis- 
senschaftliche Biographie 
von Gauß.  Monatsh. Math. 
Phys., 32(1):A5, 1922. Gesam- 
melt von F. Klein, M. Bren- 
del und L. Schlesinger. Heft 
V: C. F. Gauß als Geometer. 
In Kommission bei B. G. 
Teubner in Leipzig, 

https://archive.org/details/s2p4werkehrsgvon10gausuoft
https://archive.org/details/s2p4werkehrsgvon10gausuoft
https://archive.org/details/s2p4werkehrsgvon10gausuoft
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اثنين من الجوانب المتقابلة مع الالتواء  ن  أأخيًرا، الجانبين ال خرين، نحصل عل   دونلصق 

ينالدائرت  عل طولماذا يحدث عندما نقطع    .ابطبحد متر   ،المنتظَر  المنفجر موبيوس شريط

نحصلس    .خارج القاسم الاس تثنائي هوميوتشأكل التفجير  لأنهذا سهل  ؟ينالاس تثنائيت 

طار    الواقع،في    .قرص مثقوب  هوميومتشأكل معشيء    عل أأيضًا،  .مربعنحصل أأيضًا عل ا 

عل هذه    واتدرب   .هذا ال طار في الفضاء تعتمد عل الالتواء   تغطيسالطريقة الت يتم بها  

  !يةپوسحر والحيل الط

تف�يرالمزید من النقط

ولوجيا السطح  پمن السهل وصف طو .النقطصف الموقف عندما يتم تفجير المزيد من  ن ال ن  

ن تفجير نقطة ما يعن حفر حفرة في السطح ولصق شريط   .الناتج  عل   . وبيوس عل الحدلما 

سقاطي مع    ابطالمتر فا ن عملية التفجير تعادل المجموع  مختلف،نحو   .مس تو ا 

هذا   القارئ    الموضوع،حول  عل  يجب 

توكيدا   تاداشي  عرض  عل  نظرة  لقاء  ا 

في  ) عل اليوتوب الأشكال غير المتوقعة

 ©(.                             جزأأين 

السطح    واقطعا  .الجوانب المتقابلة الآن مع التواء  وانفس الصليب مرة أ خرى وأ لصق  واخذ

 .  الناتج على طول الدائرتين

 . . .هي  النتيجة

، ابطتين مت   ركبتين جيدًا: يتكون من م  فعرّ د م كسطح مجرّ  ليّه.هذا يعتمد على كيفية    حس ناً،

في الفضاء  غطيسه بها  فا ن الطريقة التي يتم ت   ذلك،ومع    .حلقة  مع   هوميومتشاكلةكل منهما  

 وا!ب جرّ  .تعتمد على الالتواء 

عجاب تحد   ثارة للا  قد تم  من الصليب المقابلين  كلا الجانبين  نما يكوث عند النتيجة ال كثر ا 

ذا جاز التعبيرليهما،   .نتج هذا قلبين متشابكيني    .ولكن بطريقة مختلفة، اليسار واليمين ا 

https://www.youtube.com/watch?v=wKV0GYvR2X8&amp;feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=wKV0GYvR2X8&amp;feature=youtu.be
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ذا فجرنا قرصًا    لذلك،  kالمترابط لـ   موعالمجتج هو  ا النالسطح  على التوالي، فا ن    ةمر   -kا 

المس تو   الا سقاطيةمن  منه    يات  من   .قرصمطروحًا  سطح  أ ي  أ ن  قابل   تراصذكر  غير 

1  عددال  وأ نثل هذا السطح،  م   مع  هوميومتشأكلا  يكون  ةدي وح   بمركبة حديةللتوجيه   k−   

بميُ  سبيل المثال    واللسطح. انظر   وانكارپ  -أُويلْر  ميزةعرف  لى  على  . ومع  76و  75  ينباالكتا 

علينا  ف   ذلك، يتعين  يزال  لا  حيث  للنتيجة  جزئي  وصف  مجرد  مو و هذا   قاسمال   ضعصف 

 ختيارات النقط المتتاليةباولكن أ يضًا   k بـفقط    تعلقال خير لا ي   هذا.  ته وطبيع   الاس تثنائي

 . التي تم تفجيرها kالـ 

هذا    واانظر  توضح  بيل الجميلة التي  منحوتة ماكس  لى  فقرة من مقالة  .الفصلا  تخصيص  تم 

مارار ال   تبيانل   77تون  هذا  مجموعاً    نحتأ ن  ثلاث  مترابطايمثل  سقاطية    ةمن  ا  مس تويات 

.المس تخرجة من هذه الورقة تيةقرص(. وهذا موضح في الصور ال   محذوفا منه)

دقيق    يوجد توجيه  يمكن   .هناسؤال 

بطريقتين   المثقوبين  السطحين  لصق 

لها   الحدودية  الدائرة  ل ن  مختلفتين 

السط  ذلك،ومع    .اتجاهان ح  و فا ن 

لها   للتوجيه  هوميوتشأكلات  القابلة 

هذا    واتأ كد .تجاهللا  ةكساع أ ن  من 

جيدًا   عرف م ابط يعني أ ن المجموع المتر 

السط بين  المو بالفعل  غير    ترابطةح 

سواء كانت قابلة للتوجيه أ م   الموجهة،

.لا

75 S. Barr.  Experiments in 

topology. Dover Publications, 
Inc., Mineola, NY, 1989.
Reprint of the 1964 original. 

76 V. G. Boltyanskiı̆ and V. A. 
Efremovich. Intuitive combina- 
torial topology.  Universitext. 
Springer-Verlag, New York, 
2001. 

من كتاب فرانسيس  اةمس توح  السطح،تحتوي نفس الورقة على نسخة أ خرى من نفس  

.(101المذكور سابقاً )الصفحة 

 Aspectos   Marar. T. 77

topológicos na arte concreta, 
2004. II Bienal da Sociedade
Brasileira de Matemática, 
Salvador, Universidade Federal 

da Bahia. 

©

ما سطح  يعُطى المترابط،  2Mو  1M ترابطانن  1  مجموعهما  2M M  عل الحصول  يه يتم 

كل منه ولماّ كنا   .حديثاً  ينالمنشأ    ين على طول الحدما ولصقهماعن طريق حذف قرص من 

سقاطي  منلاحظنا بالفعل أ نه عندما نحذف قرصًا   ، وبيوسلم نحصل على شريط  ،مس تو ا 

سقاطي مع  ابطولوجي للتفجير هو المجموع المتر پالتأ ثير الطوفا ن   . مس تو ا 

http://www.bienasbm.ufba.br/M39.pdf
http://www.bienasbm.ufba.br/M39.pdf
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 قلادات القواسم 

طو وصف  علينا  يتعين  يزال  القپل  المس تويات   سما ولوجيا  مجموع  داخل  الاس تثنائي 

 ابطة. ال سقاطية المتر 

 .  موبيوس شريط نواة سم هوا فالقل توجد مفاجأأة:  الأولى،في الخطوة 

حالة الاهتمام هي عندما نفجر   .نقوم بتفجير نقطة من شريط موبيوس  الثانية،في الخطوة  

مناقش ته   1E مننقطة   تمت  قبلكما  اي.  من  الم   ونالجبري  لهندس يونفكر    س تقيم في 

   . . . دائرة هوميومتشأكلا مع، حتى لو كان س تقيمه كم ونرسم ي. . . و س تقيم ال سقاطي كم 

   تقاطع  لأأو ع 2E أأو عل  1E عل  النقطة  نختارقد    الثالث،عندما نأأتي ا لى التفجير  

1E 2و.E   مس توياتثلاثة  ل   ا مترابطامجموع  المتفجرفي جميع الحالت، يكون السطح 

( سقاطية  بيل  (،منه  قرصحذف  ع  م ا  الق  ذلك،ومع    .أأي سطح ماكس  سم  ا فا ن موقع 

(  ذهنيا يجب عل القارئ أأن يحاول )  ،رينكتمالاس تثنائي عل هذا السطح ليس هو نفسه.  

   .نحوترسم ثلاثة قواسم اس تثنائية محتملة، مباشرة عل الم 

العام.   الوضع  وصف  ال ن  السهل  القاسم  توافيقيامن  مكونات  من  العديد  تنظيم  يتم   ،

 . الاس تثنائي عل شكل شجرة

 
 

 

 

 

 

  لمس تقيمذكر أأن ان يجب أأن    امحهم،نسل 

المركبة   الأعداد  عل  ال سقاطي 

و كرة-2  الـ  مع  يومتشأكلهوم مع  ، 

ا لى الأ كانتور  مجموعة ل عداد  بالنس بة 

.رتابية -p  الـ 

 .لقلادة السابقة باجديد  وبيوسلمشريط في كل تفجير، يتم وصل 

  الشريط الذي يتم وصل الشريط الجديد به.   لدى  قابلية التوجيهفاإن هذا يغير    ذلك،ومع  

ما   اغلقم   يا منحن   نعتبر  ذلك،لاإثبات   سطح  قليلاا ن    .  على  لى    شوه  اإ  ،

عدد نقط التقاطع في   عد  ن، و   على عرضي     التقاطع الذاتي هذا    دعىي  .2مقياس

نه   . لـ ذا كان 1أأو   0ساوي ي اإ  غير موجه. أأو  اموجه  وفقاا لما اإ

تار نخ    .فيالمحتوى    من   p ةنقط  الآن، بتفجيرلنقم     ا عبر  الذي  p يمر أأيضا

.ونفجر الصورة في p المحولان التامان  و  لهما بالضبط نقط تقاطع أأقل من  و  

    ا ا نظرا لى  ااإ . في  لمماسينختلاف  p لـ الذاتي  التقاطع  أأن  ذلك  على    ويتتب 

ا   ا،)أأو زائد اناقص   يساوي التقاطع الذاتي لـ   . ا!( واحد2 قياس  م  أأننا نحسب  لىاإ نظرا
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تمثل   .تفجيرتوضح الصورة في الهامش سلسلة متتالية من ست عمليات  .نعمل عل مثال ل 

أأنها في    وا)ل تنس  ة ال سقاطي  لمس تقيمت المس تقيمتتمثل ا .التفجيراتالنقط السميكة مراكز  

وبالتال   .خطوةتمثل القواسم الجديدة الت تظهر في كل  ةالمتقطع . المس تقيمت(الواقع دوائر 

بأأسهم متجهة  ممثلة  التفجير،  فتطبيقات المنقطة ا لى    س تقيمتهذه الم   تقوض  سفل، الأ لىا   

يتكون    العملية،  في نهايةة.  وجه   المتمثل المكونات    ةدوج.  المس تقيمت المز نقط من نفس اللون 

   .القاسم الاس تثنائي من ست دوائر 

أأربعة   من  المكونة  المقابلة،  القلادة  رسم  ال ن    الجوانب  .ين حلقتو وبيوس  لم  أأشرطةيمكننا 

 . كما هو مقترح في الصورة ها س تة يجب لصق ال  قطاعاتل المتقابلة ل 

 

 

الحد    سيروا حول .يكونبالفعل، كما يجب ان    ابطالتحقق من أأن الحد متر   يجب عليكم 

 .1ا لى  واد و ثم ع 12ا لى   1الأرقام من  ينمتبع
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باكة الس    

 .هنا وجهة نظر أأخرى للمثال السابق

باكة العديد من  ن هذا السطح تم الحصول عليه بواسطة س   ا  ولوجي  پ قد يقول الطو

موبيوس  هياتوالحلق شرائط  العملية  هذه  افترض  ةبس يط  .  لديكم  واجدا.   أأن 

ربع  الممن   2i و 1i تغطيسين  وار ا. اختخاليين غير    انما حدله 2و1 سطحين
2[ )تان  الصورفيا    قعتبطريقة   2و1 في  −[1,1 )1 { 1} [ 1,1]i   و    −

( )2 [ 1,1] { 1}i −    من أأجل كل   ال ن،عل التوال.   2و1ي  حد  عل 

( , )x y    2من[ )1قوموا بمطابقة  ،  −[1,1 ,  )i x y   2و. ( ,  )i x y    والنتيجة هي

تمليسها  حد )وزوايا يمكن  لههذا سطح    1i  ،2.iعل طول 2و1باكة  س   

  .ال نشاءحول هذا   متنوعةض وللحصول عل عر  78 عودوا ا لىبسهولة(. 

ا حلقة أأو شريط  واخذ  عقدة،كل  بالنس بة ا لى  لنبدأأ ال ن بشجرة مس توية مجذرة.  

قدمه الشجرة. تمعًا وفقاً للمخطط الذي    لأشرطةهذه ا  كل س بكوا  ا  ال ن،وبيوس.  لم

كما في الصورة    الشجرة،المرتبطة بأأطفالها في    شرطةبجميع الأ   شريطكل    س بكيتم  

الهامش. لحظ الحلقة وشريط  وافي   هوميوتشأكلات ربعة  أأ   قبلاني  موبيوس أأن 

جيدًا.   لشريطباكة مثل هذا اس     عريفالجوانب المتقابلة من المربع بحيث يتم ت  ت بادل

 . حدله  النتيجة النهائية لهذه الس باكة هي سطح

78 B. Ozbagci and P. Popescu- 
Pampu.   Generalized 
plumbings and Murasugi 
sums.  Arnold Math. J., 
2(1):69–119, 2016. 

موبيوس    أأشرطةالنقط الزرقاء    قابل ت 

.اتلقالحوالنقط البيضاء 

https://arxiv.org/abs/1412.2229
https://arxiv.org/abs/1412.2229
https://arxiv.org/abs/1412.2229
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:أألياف ال سقاط   E →.  

سم اا لى الق  من  بين  وال تخلط

E    التفجير  تطبيقمع   من 

. ا لى E 

المخروط عل دائرتين. 

اتحاد هذه الدوائر    فعر  يهي نواته.  على دائرة   وبيوس(لمشريط  حلقة أ و  )شريط توي كل  ي 

ف  E بيان  تسميته  و   محتوى  يمكننا  أ ن  سم،ابالق الذي  من  الرغم  يتم    هذا  على  لم 

نشاؤه عمليات    ا  من  سلسلة  خلال  من  سقاط   يوجد .التفجيربالضرورة  على من  ا 

E العكس ية الصورة  تتكون  })1 بحيث  })x كانت  − ذا  ا  واحد  قوس  نقطة   x من 

لى الفضاء الطو  Eلنرمز بـ   .  خلاف ذلك  فمتقاطعين  وقوسين   Eعادية من ولوجي پ ا 

لى نقطة واحدة Eتقويضالذي تم الحصول عليه عن طريق   ذا كانت  .ا  نتيجة سلسلة   ا 

Eعلى   من   سقاطال  قرص مغلق وأ ن    Eمن عمليات التفجير، فنحن نعلم أ ن
.تفجير تطبيق

ـ  ي أ ساسه الاتحاد المنفصل لمع المخروط الذ  هوميومتشاكل  E أ ن الفضاء  أ ثبتواتمرين:  

k   حيث ةدائر ، k لحد ابطةالمت  ركباتهو عدد الم .
ذا  مع    هوميومتشاكل  E فضاء حاصل القسمةعلى وجه الخصوص،   ذا وفقط ا  قرص ا 

ابطا.  مت   كان حد

ذا كان حد ما    لتحقق مباشرة من المخططاننا من  معيارًا بس يطًا يمك   تييمنحنا التمرين ال    ا 

يتطلب  هذا أ سهل من رسم الصورة على ورقة واتباع الحد بعناية. حل هذا التمرين  متابطا.  

n    المصفوفة  نعتبر.  ةعقد  nلشجرة  ل فتض أ ن  لنح.  و بعض الفهم لتماثل السط n   ناظرةالمت 

A2  ، ذات المعاملات فZ Z   0نضع .  تيةالمحددة بالطريقة ال  وiia ذا كانت العقدة =  ا 

 i  1وحلقةiia ذا كانت  = ذا كان  شريطا لموبيوس.ا  iا  j  ،1 نضعija ذا كانت   = ا 

حد  أ ثبتواتمرين:   المصفوفة  تابطم     أ ن  كانت  ذا  ا  وفقط  ذا  للعكس A ا  على ) قابلة 

2Z Z).   

رشاد  :ا تي مما ي وا: تحقق ا 

Eالتباين   • ( )E  وال سقاط: E يزوتشاكلين → ين عكس ي  يدثان ا 

)  بين )1 , 2H Z Z  و ( )1. , 2H E Z Z 

عطاء أ ساس • )لـ   يتم ا  )1 , 2H E Z Z  الـ  بواسطة نوىn أ شرطة . 

عطاء شكل التقاطع الم  • ) على  تناظريتم ا  )1 , 2H E Z Z   بواسطة المصفوفة. A
) واة شكل التقاطع هي صورةن • )1 , 2H  Z Z   ف  ( )1. , 2H Z Z 

 . خلاف ذلكف   0 ف الشجرة و ينمتجاورت  jو i نتاالعقد
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 ©.1882في عام مجهر 



حل الم فرديات 

79 M. Noether.  Rationale 
Ausführungen der Opera- 
tionen in der Theorie der 
algebraischen Funktionen. 
Math. Ann., 23:311–358, 1883. 

   ©

الم طبيعة  لتحليل  مجهرنا  الآن  ثبات  يافردنس تخدم  وا  لى  مبرهنةت  ا  أ ساسًا  ماكس   ترجع 

 

 تفجير فرع  

.  بمعادلة  عرفم  حقيقيي   مس تو  نحن تحليلي من م عتبر نقطة مفردة  ن  ( , ) 0F x y فترض ن     =

  من الشك حلاوجدنا أ ي   ،المنحن أ ننا وجدنا فرعاً حقيقياً لهذا 

1
; .m k

k
k

x t y a t


=  =

المجموعة   لنلق على  I،Iنظرة   N Z،   الصحيحة ال عداد  يكون k من    بحيث 

. 0ka   أ ن القاسم المشترك ال كبر لعن افتراض  دائماً  . 1هو   mو جميعها Iص ا يمكننا 

ة Z لـ الزمرة الجزئيةفا ن  أ خرى،وبعبارة   Z. هي  و m بـ المولَّد

1  ليكن    بحيث أ صغر عدد صحيح . 0a   

ذا كانت  m  ا   سلسلةت ، فا ن الم y x" لى اللا  تؤول لى      tعندما تؤول "  منتهييا   ، 0ا 

0x عموديوهو ما يعن هندس يًا أ ن المحور ال    .بدأ  مماسً للفرع في الم   =

mذا كان ا    سلسلة ت ، فا ن المy x"   لى    تؤول لى    tعندما تؤول "  0ا  يعن    ما  ،0ا 

0y هندس يًا أ ن المحور ال فقي    .المبدأ  مماس لـ الفرع في  =

ذا كان m  ا  . لمس تقيمهو ا بدأ  الم  في  ماس، يكون الم= my a x=  

لى نيوتن،حتى الآن، باتباع  .لـ  "على أ نها "دالة y نظرنا ا  x  

I

نۆ تر79. 

 .. )1921–1844( ماكس نۆ تر 

http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002247968
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002247968
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002247968
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002247968
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Noether_Max/
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نه عل  ا   .معقدًا قد يبدو هذا ال جراء  

قليدس غرار خوارزمية  ذا كان لدينا   .ا  ا 

موجبان   صحيحان  عددان 

0b a   ،طرح  نa   من  b 
a  ،.bال ن    ينا بحيث يكون لد a−

ذا كان 0bا  a a−      س تمر  ن :  

a،  2b a−.   العدد    ما دامواصل  ن

أأصغر من   هذا   .الثانيالصحيح الأول 

القسمة ال قليدية   سوى  يئا أ خرش   ليس

العددين  ن ثم،   a. عل b لـ بدل 

تنتهيي     .س تمر في العمليةن الصحيحين و 

م  عدد  بعد  من    نتهالخوارزمية 

العدد    الخطوات، يكون  عندما 

يساوي   الثاني  هذ0الصحيح  في  ه . 

القاسم   الأول هو   عددال  ،ةالنهائي الخطوة  

لـ   الأكبر  عل b. و a المشترك 

سبيل المثال  

(6, 9) (6, 3) (3, 6)
(3, 3) (3, 0).
→ →

→ →
في وضعنا الأكثر تعقيدًا، نتقدم بنفس

حسب    الطريقة، مرات  عدة  ونفجر 

 الضرورة حتى نتمكن من تبديل أأدوار

x وy  س تمرن و    . . . 

80 E. R. Garcí a Barroso, 
P. D. González Pérez, and 
P. Popescu-Pampu.  Varia- 
tions on inversion theorems for 
Newton–Puiseux series. Math. 
Ann., 368(3-4):1359– 1397, 2017. 

©

بالمنحن  أ كثر  مهتمون  )نحن الآن  , ) 0F x y أ دوار= تبديل  .وxلذلك يمكننا  y
m. يمكننا دائماً افتراض أ نمن ثَ و    فعر  أ ن ن  في الواقع، نس تطيعكجذر ي ا 

kلـ 
k

k
y a t



 =   تكون دورنt.في  قوىسلسلة  مت بحيث   و x  عكس 

yليصبح لدينا الآنy =وx ل ـ صحيحةسلسلة قوى مت. 

ذا كان  ذا كان فرعنا مفردًا، أ ي ا  1ا   m ، تي. تابع على النحو الآ ن

 m.ليس من مضاعفات Iأ صغر عدد صحيح في1ليكن.1

ةليس في اIأ صغر عدد صحيح في2ليكن.2 س تمر ن .1وmبواسطة لزمرة المولدد

حتى   الطريقة  فينح بهذه  الصحيحة  ال عداد  من  عائلة  على  ف  Z.تولد ِ Iصل  هذا  يعر 

2  منتهية من ال عداد الصحيحة   متتالية 1. g m      مميزةهذه القائمة هي

ن  م عن هذا التعريف الذي تم تقديمه لاحقاً    ليس مسؤولاۆپويز أ خرى،لفرع. مرة لۆپويز

 . 80وسميث نٻ طرف هالف 

 !ۆمسكين پويز

لى النظر   يعود ذلك، ذكر أ نه في الممارسة العمليةننلق نظرة على تأ ثير التفجير على فرعنا. ل  ا 

الا حداثيات لى  )1ا  ,  )x y 1حيثy y x= الم ميل  الم   س تقيمهو  عبر  و  بدأ  المار 

.( ,  )x y   1في هذه الا حداثيات( ,  )x yلدينا ،

1; .m k m
k

k
x t y a t



−



=  =

mعلى1لـ ةالا قليدية عطي القسمت

1 1mq m = 1   عم + 0m m  ،

ولدينا 

1

( 1)
1 2; .m m q m k m

m m qm k
k

x t y a a t a t a t


− −



=  = + + + +

عادة الم سحب ن  الآن، لى  يةفردمن أ جل ا  2  نضع مختلف،  بقول. المبدأ  ا  1 my y a= −

1

( 1)
2 2; .m m q m k m

m qm k
k

x t y a t a t a t


− −



=  = + + +

 

 

  

  

  

https://arxiv.org/abs/1606.08029
https://arxiv.org/abs/1606.08029
https://arxiv.org/abs/1606.08029
https://arxiv.org/abs/1606.08029
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ذا كان سحب ويمكننا التفجير وال  2. مرة أأخرى ا  q بعد q  عطي هذا ي   ،ةخطو 

1

2; .m k qm
q k

k
x t y a t



−



=  = 

1
2

1
; .m k

q k
k

y x b 


=  = 

m.1يةالجديد تعدد  يكون للمنحن   التفجير،أ خر، بعد عدد معين من عمليات    بتعبير m   

 يأأتي. قد أأثبتنا ما  نكون ذلك وب

) نحن تليلي م فرع من   لنفترض أأن .مبرهنة , ) 0F x y ذن   .بدأأ في جوار الم  = فا ن   ا 

 .أأملس منحن   من خلال تعاقب مناسب لعمليات التفجير    ام لـت ل ال و  المح

 كل الفروع   تفجير

جوار   المنحن   ،بدأأ الم في  )يتكون  , ) 0F x y عدة   = كيفية   .فروعمن  تعلمنا  زالة لقد  ا 

كل من هذه الفروع، لكن المنحنيات العديدة الت نحصل عليا قد تكون في وضع    مفرديات

برهنة  باس تخدام الم  .المزيد من عمليات التفجير ضرورية لفك الخيوط  .نس بي معقد نوعاً ما 

زالة  . لدينا كل الفروع، واحدة تلو الأخرى مفردية السابقة، يمكننا ا 

  ،للمبدأأ  جوار في  من سطح  هابط تفجير تطبيق  –

E س تثنائيالاسم  ا قال  –  بواسطة   المبدأأ ا لى    ويلهتم تتام ول ال ، بحيث يكون المح

الم   ينالمنحن  المنحنيات  اتاد عدد معين من  مع    .لساءهو  المنحنيات  يتقاطع كل من هذه 

 . القاسم الاس تثنائي في نقطة واحدة

النقط   ذا كانت كل هذه  انتهيى:    ،تلفةمخ ا  0Fمنحنينا المفرد  فا ن عملنا قد   ت     تمفد    =

" 

 في p المنحنيات الملساء الت تمر عبر نفس النقطةمن    ام عدد  القيام بها هي التعامل مع  

 .سما للق ةأأن بعض هذه المنحنيات قد تكون مماس والحظ  .الاس تثنائيالقاسم 

الدقيق   فقط    للكلمة،بالمعنى  قمنا 

للسط  تطبيقاتبتعريف   ح و التفجير 

 تطبيقات  عريف يمكن أأيضًا ت   .الحقيقية

المركبة الأعداد  عل  هذه  .  مماثلة  في 

ا تعاقب  نتيجة  هو   لتفجيرالحالة، 

بعد    هولومتشأكل سطح   ذو  )أأي 

قاسم    ،(2ركبم عل  يحتوي 

من   اتاد  ال ن  وهو  اس تثنائي 

الم  س تقيمتالم  ركبة  ال سقاطية 

عرضي  بشكل  يمكن    .المتقاطعة 

في  حتى  تعريف عمليات التفجير هذه  

أأي   فوق  الجبرية  الأسطح  س ياق 

سوف   حقل. الفصل  هذا  معظم 

 .تكيف حرفيا مع هذه الحالة العامةي 

 

البعد   تكون عملية    أأكثر،أأو    3في 

الم زالة  ونقط    فردياتا  دقة  أأكثر 

  هيروناكا أأثبت   . كافيةالتفجير ليست  

  ةجبري  منوعة أأن أأي    1964في عام  

حقل   يمكن    مميزتهعل  زالة  صفر  ا 

لقد قيل ل دائماً أأن هذا    .مفردياتها

من الصعب    معلضربة هو  ثباتال  

في    ذلك،ومع    .استيعابها جدًا  

قدمهامحاضرا عام  ر  كول    .ج  ت 

ت )مطبعة  يافردحول حل الم  2007

برينس تون كتب    (،و.م.أأ.   جامعة 

ثبات الحل صعب  " أأن التصور بأأن ا 

الواقع تباعد تدريجي عن   ... .جدًا 

ثبات   ا  الممكن  في    الحلمن 

بداية   من  الأخيرين  الأس بوعين 

في  الجبرية  دروس    لذا،  ."الهندسة 

ر قراءة ون تاوللماذا ل   ؟ كول 

  

 . سأ مل  المنحن  صيرمن الخطوات، ي  نتهبعد عدد م و  ،في هذا النهجبالس تمرار 

1  أ ن  نظرا ا لى 1qm m m − =   ،فيال خير    مماس لهذا المنحن   عموديالمحور ال  فا ن 

 كما كان من قبل، نبادل دور ال حداثيين بحيث  بدأ . الم 

زالة     المهمة الوحيدة التي ل يزال يتعين علينا      .ملساءنحنيات  لم كاتحاد منفصل      "مفردياته ا 

https://en.wikipedia.org/wiki/Heisuke_Hironaka
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المنحنيات الحمراء والزرقاء والخضراء  

ثلاث عمليات   . سم ال سوداللقمماسة  

سم  اللق  عرضيةتجعلها    تفجير

.)الجديد(

 ©.نعطافاهذا هو 

81 S. Cantat.  The 
Cremonagroup in two 
variables. In European 
Congress of 
Mathematics, pages 211–225.
Eur. Math. Soc., Zürich, 2013. 

أ و هذه    ه المركبة ف هذيض ن E.باترك  ين من مبت ك  ر أ و م  بةرك  ا لى مpقد تنتمي النقطة

.عبرر  تم  التي لساء  ات ا لى قائمة المنحنيات الم برك  الم p     ر ال حداثيات المحلية  ات ن( ,  )x y  

جوار الم pفي  المنحنيات  معادلت  تكون  )لساءبحيث  )iy f x=  الـ  حيثif
 متلفة.  متقاربة  تمتسلسلا

أ خرى، مقدمنثم   سقاطيًا جديدًا. المح  مس تقيما   ينفجر مرة  ال و  ا  تبق   للمنحنيات    تامةلت 

. قد يكون بدأ  في الم ifالـ  مش تقاتقابل  سم في نقطة ت  ا للق  ةالجديد  بةك  ر وس تقطع المملساء  

 ، 0  فيقد يكون لهما نفس المش تق    if    ـأ ي أ ن اثنين من ال  ،بدأ  الم في    ينستم منحنيان م 

بعض من كثيرات  من خلال ifلكننا قد نفجر مرة أ خرى. س تفصل هذه العملية بين الـ

المنفصلة    لساءتكون النتيجة مجموعة من المنحنيات الم   النهاية،. في  المتعلقة بها  تايلور حدود  

سم الاس تثنائي. يمكننا حتى أ ن نفترض أ ن المجموعة النهائية من المنحنيات  ا قعلى الة  يوالعرض 

ل مع الق    .تقاطع دائرتين فيفي نقط منتظمة، أ ي ليس  سمال تتقاطع ا 

 . رتۆ ن مبرهنةهذه هي 
 

ذن،.  بدأ  منحن تحليلً في جوار الم   . لنفترض أ نمبرهنة في م لـتال ال و  فا ن المح  ا 

ة  ي هو اتحاد منفصل من المنحنيات الملساء العرض   تفجيرظل تعاقب مناسب من عمليات ال 

 . لى القاسم الاس تثنائي ع
 

   (الثانيةمن الدرجة التربيعية ) التحويلات

ماكس    العالمي    رتۆ نكان  الس ياق  في  المالجبرية  منحنيات  لل يعمل  المحلية  يافردوليس  ت 

اسمحوا لي أ ن أ قدم .التربيعيللمنحنيات التحليلية. كان مجهره متلفًا قليلًا ويسم  التحويل 

2ال سقاطي    مس تويلل مونا  ٻكر   زمرة ( )P K  حقل ما  على  K  81   .الـ تأ لف منت   هي

K-  تغيرينب   ناطقةلدوال ال ا  أ وطوتشأكلات لحقل  ( ,  )K x y  ال وطوتشأكل  . مثل هذا

)  ناطقتين  دالتينتمامًا من خلال    هيتم تعريف ,  )f x yو( ,  )g x y  تا صور  اللتين هما

x و . y   دالتانf،g  ذا كان التحويل موناٻركزمرةعنصًرا من عرفان ت ا 

( )( ,  ) ( , ),  ( , )x y f x y g x y

    .ناطقا ثنائيا( )أ و تنطيقثنائي ال 

,3)بواسطة عناص  عرفةلات ال سقاطية الم يالتحو  )PGL K ثنائية  أ وطوتشأكلات، هي 

  لتفاف أ كبر بكثير. وخير مثال على ذلك هو الا  موناٻ ر ك  زمرة، لكن  التنطيق في المس توي

 التربيعي 

 

 

https://perso.univ-rennes1.fr/serge.cantat/Articles/ecm.pdf
https://perso.univ-rennes1.fr/serge.cantat/Articles/ecm.pdf
https://perso.univ-rennes1.fr/serge.cantat/Articles/ecm.pdf
https://perso.univ-rennes1.fr/serge.cantat/Articles/ecm.pdf
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( ): ( , ) 1 ,1x y x y 

] ي يمكن رؤيته أأيضًا في ال حداثيات المتجانسةالذ   :   :  ]x y z  كـ 

:[  :   :  ] [  :   :  ].x y z yz zx xy 

نه  الثلاث    يشملالذي    المس تقيم  ضقو  ي    ا  النقط  من  ، [0 : 0 : 1]نقطتين 

في هذه  ليس معرفا    والمجموعة أأحادية العنصر وه  ا لى  [1 : 0 : 0]و      [0 : 1 : 0]

الم  بعيدًا عن  يكون   س تقيمتالنقط.  اتقابلا   الثلاثة،  أأن    وا. لحظ لتفافاوحتى  أأيضًا 

  .بالنس بة ا لى نقطة ثابتة   [1 : 1 : 1]

كان  ذا  } ا  , , , }A B C M سقاطيًا في ا  2 أأساسًا  ( )P K   ثلاثة  ت)ل عل منها  وجد 

سقاطي  (،واحد   مس تقيم ا  تويل  النقط    رسلي  فهناك  و   [0 : 0 : 1]ا لى  هذه 

1  رافقالم  [1 : 1 : 1].و   [1 : 0 : 0]و    [0 : 1 : 0]  −    هو التحويل

} التربيعي المرتبط بالمثلث  , , }A B C  (والنقطة الثابتة .(M  

  

    

  

       

 

 

 

      © 
  

 
   

 
ل حزمة    يحو  التربيعي  الالتفاف 

ا لى   Mتشمل   المس تقيمت الت

تشمل   مخروطيات  ، Aحزمة 

B ،C ،.M   

. (1830–1903)نامو ٻر لويڤي ك

 .  بدلً من عمليات التفجير تطبيقاتر هذه ال تۆ ناس تخدم ماكس 

دخال سطح جديد.    يال سقاطالمس توي  الميزة هي أ ن كل العملية تتم في   دون الحاجة ا لى ا 

نه يالعيب هو أ نو  يفجر  و  قوض المس تقيماتيفجر صعودا وهبوطا في نفس الوقت. ا 

 .  جديدة فهو ينشئ أ خرى ت،يافردالمبحيث أ ثناء حل بعض  نقط،تصاعديا ال 

,3)و أ نادع  )PGL K  صحيح بالفعل لكن  . هذا  هاك   موناٻرك   زمرة، يولدان

 . برهانه لم يكن صحيحًا 

بنحن جبري  ن  الحدود    معادلةبواسطة    معرفبدأ   .كثيرة  ( ,  ) 0P x y نقطة  اتن = ر 

  AB    تتقاطع المس تقيماتوبحيث    المنحن   علىليس تا    B  ،Cين ر نقطتات ن ثم    Aمفردة 

بالطبع(. Aفي التقاطع  الجبري بشكل عرض )باس تثناء    مع المنحن   CA  و  BCو

CوBوAبـ  فقالتحويل التربيعي المر بواسطة  صورة المنحن   نعتبر  ذلك،بعد  

ال خرى تصاعديا. نقط التقاطع      Aتم تفجير النقطة  يصلة(.    اتغير ذ  Mثابتة    ةونقط)

يمكننا التفجير   لذلك،.  اضي تتقاطع عر    فروعا ملساءتنتج    AB  ،BC  ،CAمع   منحن لل 

على حساب تقديم نقط متعددة حيث تتقاطع المنحنيات    الضرورة،عدة مرات حسب  

. ا ضيعر  الملساء 

رتۆ ن 

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cremona/
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كان جميع   عامًا،قبل س تين    .التعاكس :()الحقيقي   يمشهور أ خر في المس تو   التفافهناك  

من  كانت الكتب المدرس ية مليئة بتمارين    .الثانوي عل دراية به   التعليم دارسم   الدارسين في

بتحويلها عن    ومواوق  المس توية،في الهندسة    المفضلة لديكم  برهنةالم  وا: خذتي الأسلوب ال  

 في   Pنقطة   وار ااخت  .جدا التعريف بس يط    .جديدة   مبرهنة   عل  واحصلوا  تعاكسطريق  
رسال كل نقطة  . كسا عتال ال قليدي، تسمى قطب    ي المس تو  كساع تال عن طريق   Q يتم ا 

الجداءبحيث يكون  و   س تقيمعل نفس الم    P  ،Q  ،Q  بحيث تكون Q ا لى النقطة

.  . 1PQ PQ الت ل تشملالدوائر    ليحو  ،  Pفي القطب  فعر  غير م    لتفافهذا الا  =

P   تشملالت    وائرالدا لى دوائر، وP  تشمل ل    تا لى مس تقيم.P ذا كان المبدأأ  P ت ا 

 مجرد التحويلهو فهذا  ،ركب الم  يالمس تو  في

, 1 .z z →C C

والت تنص  شال  الت يسميا جميع الأطفال الفرنس يين علاقة    برهنةعل سبيل المثال، الم

أأنه   أأجلعل  Q  ،R،Sنقط   3  من     يموج    مس تقيمعل ما  فا ن   :صحيح  أأتيه، 

Q R R S Q S     + حو  = العلاقةهذ  لوا .  مبرهنة  ونوس تكتشف  تعاكس  بواسطة  ه 

" مرسومامحدباأأضلاع    رباعي   PQRS ليكنبطليموس:  جدائيمجموع    ا ذن .دائرةفي     

من   A بالنس بة ا لى الرأأس الأول .التربيعية تلاي تحو ال حالة خاصة من  أأن التعاكس اتضح

2  في    [0:0:1]نختار النقطة    ،تاثلث م  ( )P R  ،  2ي المس تو   مبدأأ بعبارة أأخرى
R  ، أأو

 و   Bالثالث،  الرأأس  لرأأس الثاني و  الىا  بالنس بة     C.في    0لنقطة  أأخرى كذلك ا  بعبارة
C  ، لتان، وال ارسينبين الد   تانشهورالم   تانالنقط   : تلكمتينالدوري   تيننختار ما يسمى بالنقط

:1]  هما النقطتان  أأدق،بتعبير    .تخيلتانو   منتهييفي نفس الوقت في اللا   ماه :0]i  و 

 [1: :0]i−  )i  هي  ( يلأن جميع الدوائر في المس تو   ينتدوري   صفة  طلق عليمات  .−1

ر عل سبيل المثال  اتنخ ،  Mلنقطة الثابتة  الىا  بالنس بة   تين. النقط   اتين ال قليدي تمر عبر ه

1:0]النقطة   أأن التحويل التربيعي   تبيان شجع القارئ عل  ن   C.من    1، أأي النقطة  [1:

الحالة هو مجرد   أأو    .تعاكسفي هذه  الأعمى  الحساب  التحقق من ذلك عن طريق  يمكن 

 التقليدية.باس تخدام الهندسة ال سقاطية 

 . 1PQ PQ = . 

. .
. .

QR SP PQ RS
PR QS

+

=

P
Q Q'

P

Q
S

S'

R

R'Q'

 

 

أ ي  )الدوائر    ب كاتر تحدث عن  ن يجب أ ن  

مركبة( هذا    ،جعلها  كان    اكبالتر ولكن 

 النقط الثلاث  . الماضا في ي دائما ضمن 

[0 : 0 :1]،[1: : 0]i 

:1]   و :0]i− 

2في  هي    ( )P C في  ت وليس
2 ( )P R  ال التربيعي    لتفافولكن 

2  في   تعرفه  يالذ ( )P C  فظ  يح
2 ( )P R  ، في    التعاكس  يح دِثو

الذي ي نظر   الحقيقي،ال قليدي    يالمس تو 

ليه على أ نه  منتهيي اللا  المس تقيم في  متممة  ا 

.2في ( )P R  ذلك من واتحقق!

 :تهمبرهن عن  ترۆ التي عبر بها نهذه هي الطريقة 

مناسب ا لى منحن    ناموٻكربواسطة أ وطوتشأكل لـ  كن تحويل أ ي منحن جبري  يم  .مبرهنة

، أ ي أ نه يتكون من بعض الفروع الملساء التي تتقاطع  ةعادي  ةه الوحيدياتفردمكون  تأ خر  

.بشكل عرض 

 

 ."قطريه جداءالضلعين المتقابلين يساوي  زوجَي 
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أأن صورة مس تقيم )عام( عن طريق التحويل التربيعي هي مخروط يمر عبر الرؤوس   والحظ 

النقط   والحظ  .للمثلثالثلاثة   عبر  يمر  أأي مخروط  أأن  دائرة  تينالدوري   تينأأيضًا  . هو 

 ل ثبات. با وااس تمتع

 نعمل عل مثال  هيا بنا

 

4 بالمعادلة  المعرف  المنحن ا لى    واانظر  2 2 2 2 2.  2  0x x y x y xy y+ − − + هذا   =

.  من الدرجة الثانية  قرنة، والت تمت مناقش تها سابقاً، مع  نقاريةلر الم ۆ مثال عل منحنيات أأ 

في كل    لمنحن ا   يا بالنس بة ا لىوعرض   ةالمفرد  النقطة  نختر مثلثاً )أأزرق( برأأس واحد فيل 

ظهر النتيجة في الصورة اليمنى أأعلاه )الت  من الدرجة الثانية. تَ   تويلا  نجريمكان أ خر.  

الم  ناقم  النقطة  تقع  ل بتصغيرها(.  التحو في    ير قاالمن  منحن ل فردة  ل مثل  يالرأأس، يتصرف 

النقطة  جوارفي  صاعد  انفجار   الرأأس  فجير  تيتم    .هذه  المقابل    صعوداهذا  الجانب  ا لى 

 ل يزال المنحن  . الأولىفي الخطوة    اأأعمق من أأن يتم حله  يةفردفا ن الم  ذلك،للمثلث. ومع  

نقطة مفردة   ت   .خر(أ  )  رأأس  فيالجديد يحتوي عل  ا لى    قويضيتم  كل حافة في المثلث 

 . بدأأ نقطة مزدوجة في الم  دثوهذا يح  قابلالرأأس الم

.  تيةفي الصفحة ال    اهرظ، كما هو  ةفردالم نقطة  في ال أأخضر( برأأس    أأكبر مثلثاً أ خر )ر ا تنخ 

  . ل يزال المنحن اليمين  نطبق مرة أأخرى التحويل التربيعي المقابل. يتم عرض النتيجة ع ن 

ط مزدوجة  الأخرى هي نق  رؤوسفردًا في الزاوية اليسرى السفلية في حين أأن الم الجديد 

.عادية
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هي  ةه الوحيدياتردمفيؤدي تويل تربيعي أ خر أأخيًرا ا لى منحن    .ر مثلثاً أ خر )أأرجواني(ا تنخ 

 .ة للمنحنيات الملساءيض التقاطعات العر  

 
على آ ية  ت العادية ليست بهذه البساطة  يافردلكن هذه الم  منازع،  نو در جميلة  تۆ  ـن  مبرهنة

آ ن المنحنيات الملساء التي تتقاطع بشكل عرضي لا تزال تحتوي   تييوضح التمرين ال     حال.

 . على الكثير من المعلومات

السهولة(  بهذه  )ليس  لديكم  وافترضا  .تمرين  م   آ ن  التحليلية    n  نتهياعددًا  المنحنيات  من 

1nمن آ جلآ نه    وابينّ  .نقطة واحدة   فيالتي تتقاطع بشكل عرضي    لساءالم  =  ،2n = ،

3n =  ،4n لى  هايرسل   يلمس تو ا   في   محلّّ   تحليلّ   اك فتيوجد  ،  = في   مس تقيما n ا 

 مختلفة؟   محلية  اكلاتف تتحت  القسمة    حاصل  فضاءآ ي    يا آ ملس،عرض   يامنحن  n لـ  المقاييس

 

 

  

5. من آ جلآ ن هذا ليس صحيحًا بالضرورة    وابتث آ   ي.المس تو  n وصف فضاء   هل يمكنكم
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2(2 1) 1. ( )dP K− )في  جبريا  يامنحن   ليكن   + )dP K  لى اإ النظر  يمكننا   مُغلقة، 

 ينتج عن هذا منحن جبري أ خر .نتظمةالم نقط ال في  ةالمماس مس تقيماتهلمجموعة )زاريسكي( 

سقاطي    فضاءفي    1 لسأ منحصل أ خيًرا على منحن    العملية،بتكرار   d.1 البعد  منخر  أ  اإ

n  سقاطي    فضاء  في غطسم . عال  بعد  ذياإ nd  فيا تن لمنحن  عامًا  سقاطًا  اإ ال ن   ر 

2. ( )P K  من النقط المزدوجة العادية نتهمع عدد م   أ ملسوهو  الناتج هو منحن .

ته الوحيدة هي نقط  يافردم لمنحن أ خر  "تنطيقيا اثنائي"مكافئ هو  . أ ي منحن جبريمبرهنة

 . بشكل عرضي انن أ ملسامزدوجة عادية حيث يتقاطع فرع 

لمنحن    تنطيقيا  امكافئ ثنائي  مس توجبري   منحنيمكن للمرء أ ن يكون متفائلا ويتوقع أ ن أ ي  

من الدرجة  ، ولكن هذا أ بعد ما يكون عن الحقيقة. جنس منحن أ ملس مس توأ ملس  مس تو

d  2 وه( (1) )2d d− ذا كان    أ نه  بحيث  − نحن جبري جنس ليس عددًا صحيحًا لم اإ

   .ةالنقط المزدوجة هي اجباريفاإن من هذا الشكل، 

لىتحويله  اكن م جبري  منحن  أ ي  أ مل أ ن يكون  يكن للمرء أ ن يكون أ قل تفاؤل و يم نحن  م    اإ

 

سقاطية    من البعد  ملساءمنوعة جبرية اإ

k   ت يتم  أ ن  بحكم  غطيسهايمكن   ،

سقاطي   في فضاء  التعريف، بعد    ذي  ،ما  اإ

سقاطه ما. باإ قمنا  ذا  على    ااإ عام  بشكل 

سقاطي    فضاء 2بعده  جزئي  اإ 1k + ،

)  ماسالمء فضاالا هذ  "  

d البعد   dP من  K( ) الإسقاطي  الفضاء  المماس  لـ  لنعتبر  الفضاء  هناك  مقاربة   أ خر ى. 

سقاطيا(   لإنتاج مجموعة متنوعة نجعله اإ K. "   ل ن ؤ س   ق ط على حقل 

سقاطي  ذي بعد أ على d والتي يمكن بالتالي  تغطيسها  في فضاء اإ −2 ،جبرية  من  البعد  1

    

.طيسا غ ت  عرف ي ذلكفاإن  

ه! هذا ليس صحيحا  أ سفا  وا   .مون ٻكرلـ    مزدوجة عادية باس تخدام تحويل  طا ه نقياتفردم تكون  

عن طريق  ل يكون نتجا  أ  يمكن  السابقة    برهنةالذي توفره الم  ثنائي التنطيقالتكافؤ    .  يضاأ  

 . (42صفحة  82 وا)انظر    .مونٻكربعض تحويلات 

3،848  ڥٻش  دولڤاووالبياكت ب للحصول على عرض حديث لجميع هذه المفاهيم، أ وصي  

 .85ل وروث پكتاب س  تقليدية، ولنسخة

https://arxiv.org/abs/math/0508332
https://arxiv.org/abs/math/0508332
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ورد مليئة بما يسمى دوائر طارة كليف  

من هذه الدوائر واجدة  كل    .رسويلا  ڥ 

2في   لمس تقيم ماهي تقاطع  
C  يمر عبر(

مع  بدأأ الم  ال(  3وحدة  كرة 
S  (  ويتم

سقاطها م   فضاء(.                            -  3الـ  ا في  اميجسا 
© 



 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 كرة وتلييف هوپف  -3الـ 

 
 مركب؟ عالم 

 
  

   .غير زائفة  عدادالأعداد المركبة كأ   يونالرياضيات لقد اس تغرق الأمر وقتاً طويلًا قبل أأن يقبل  

صرار أأكثر فأأكثر من    ركبةطالبت الجذور الم  الجبر،مع صعود   للمعادلت الحقيقية با 

 . ابه ف اتر عأأجل الا

الرائع   كتابه  في  كوليدج  كلمات  الم  86هذه  للهندسة  البطيء  الظهور  يصف  في   ركبةالذي 

اوس أأحد أأهم الرواد، حيث فكر في العدد المركب  ڤرأأينا، كان  ق أأن  س بكما    .الرياضيات

2ري كان تصو   .يكنقطة في المس تو 
C  الحقيقية    عدادأأكثر صعوبة لأنه رباعي الأبعاد عل الأ

مكان سوى الحالمين تخيل البعد الرابع خلال القرن التاسع عشر  تم شرح العديد   .ولم يكن با 

 .من المحاولت الفاشلة في كتاب كوليدج

 

  
 

 

، كان عليه "رؤيتها" عل أأنها  سطح ريمان""يسمى ال ن   الذي حتى ريمان بمفهومه الثوري

الفضاء الحقيقي ثلاثي  و سط بعض خطوط  ل   ومس تعرضة Cالأبعاد، منتشرة علح في 

. افتراضية بنوع من طرقالقطع الغريبة حيث يتقاطع السطح مع نفسه، 

 
86 J. L. Coolidge.  Geome- 
try of the complex domain. 
Clarendon Press, Oxford, 
1924. 
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من   ريمان  غرار  على  مجموعة  نموذج 

للنماڤوتيّن والأدوات  ذ ڤن  ج 

https://archive.org/details/geometryofcomple00cool
https://archive.org/details/geometryofcomple00cool
http://modellsammlung.uni-goettingen.de/index.php?lang=en&amp;s=1
http://modellsammlung.uni-goettingen.de/index.php?lang=en&amp;s=1
http://modellsammlung.uni-goettingen.de/index.php?lang=en&amp;s=1
http://modellsammlung.uni-goettingen.de/index.php?lang=en&amp;s=1
http://modellsammlung.uni-goettingen.de/index.php?lang=en&amp;s=1
http://modellsammlung.uni-goettingen.de/index.php?lang=en&amp;s=1
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.من الغموض  ما  اجو  حملت    على ال عداد المركبةقل ما يمكن للمرء أ ن يقوله هو أ ن الهندسة  أ  

على الإطلاق، ركبة  ليست مالمركبة    أ ن الهندسةأ صبح من الواضح بشكل تدريجي    ذلك،ومع  

     

 

يمر المسار ال سهل وال قصر غالبًا عبر المجال    الحقيقي،أ نه بي حقيقتي من المجال    تبي  

 . ب رك  الم

الوقت   الم  الحاضر،في  الهندسة  فهم  أ فضل.    ركبةيتم  عامبشكل  من    ، بشكل  نوعان  هناك 

 .  ال ساليب 

مغلق جبريًا، دون أ ي    كعناصر حقل  ،صوريال ول هو اس تخدام ال عداد المركبة بشكل  

فع   هذا  كان  لقد  لتصورها.  الجبرية  محاولة  الهندسة  في  للغاية  فاإن    وبالفعل،  الحديثة،الً 

القادمة    ال صلية،قوية بشكل مثير للدهشة. العيب هو أ ن ال س ئلة   C الخصائص الجبرية لـ

تنُسى.    قيقية،الح   ال عدادمن   شهير    مهندسعادة ما   المنوعاتيحاضر عن    مرة  كانجبري 

)يبل ال   نهاية  بة المرك  ة  في  حول  طُ   محاضرته،(.  سؤال  تفاجأ     ة يبل ال    المنوعاترح  الحقيقية. 

  :أ ن يجيب بجديةالمتحدث واس تغرق بعض الوقت قبل 

 !قيقي لم أ فكر قط في الح  أ سف،

لى ذلك. وال هم من   ذلك،تتمثل الطريقة الثانية في رسم الصور والإسقاطات والمقاطع وما اإ

بناءً على القياس. لم يعد علماء    ،ذات بعد عال  فضاءاتيحاول المرء تطوير بعض الحدس لل

المو ولوجيا  پالطو في  عاصرونالهندسة  الموجودة  ال ش ياء  2يخشون 
C   يعتبرونها نهم  اإ بل 

وفقاً لخدعة متداولة    .نحاول تطوير بعض من هذا الحدس  الفصل،ملموسة جدًا. في هذا  

  :يكون قد قالسوفوس لي فاإن على الإنترنت، 

.  تخيليلحياة معقدة ل نها تحتوي على جزء حقيقي وجزء ا

مكانه اصارم  يامن الصعب تصديق أ ن رياضيات  . قول مثل هذا الشيءأ ن ي  كهذا كان باإ

 Paul de Œuvres Painlevé. P. 87

Painlevé. Tome I.  Éditions
du Centre National de la 
Recherche Scientifique, Paris, 
1973.  Analyse des travaux 
scientifiques, pages 72–73.

“Il apparut que, entre deux 
vérités du domaine réel, le 
chemin le plus facile et le plus 
court passe bien souvent par le 
domaine complexe.” 

 . ديجلاثم

پٻنل ۆڥې ، عام  871900، هو  لـ  پول تي ل لاسابتقالا.يقيقلحالالمجامهف ةياغللةديفمانه أو
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 كرة المس تديرة  -  3ـ ال 

  

عندما  مس تقيم  المهندسون    يرسمالوقت  معظم   الس بورة  )1 يعنون عل  )P C في 
2 ( )P C  1يعرفون أأن، حتى لو كانوا( )P C   2وأأن  ينعدب  ذات)ريمان(  كرة ( )P C 

 . الكثير المشترك مع الس بورة اوليس له للتقليص الأبعاد غير قابلة ةرباعي منوعة

يرسمون فرعاً  C.2 كرة في  -3الـ  عندما يقصدون    يغالبًا ما يرسمون دائرة في المس تو 

)حقيقياً لمنحن  , ) 0P x y ال  = أأن  أأنهم يعرفون  عل   ةالفعلي  طوپولوجياعل الرغم من 

  .بكثيرالأعداد المركبة أأغنى 

لتقريب المحتمل ل نحن نس تخدم هذه "الصور الخاطئة" لأنها غالبًا ما تكون الصور الوحيدة  

نقطة في    ارهدفنا هو تقديم وصف مرئي قدر ال مكان لجو  ركب.الملـ "الواقع" في العالم  

)منحن تليلي  ,  ) 0F x y 1 عددان مركبان yو  xهنا،   C.2في  = 2x ix+  و 

 1 2y iy+   1  حيثx  ،2x  ،1y  ،2y   في    حقيقية. يتم الحصول عل المنحن   عدادأأ

 الواقع من خلال معادلتين  

1 2 1 2 1 2 1 2( ( ,  )) ( ( ,  )) 0F x ix y iy F x ix y iy + + =  + + = 

4في
R سطح. الفكرة الطبيعية للغاية    ينا هو، لذلك من وجهة نظر الأعداد الحقيقية، منحن

منحنيَ أأن  هي   ثلاثية  تقاطع  ي   ناسطح   /نا  نجعل  كرة صغيرة  قطرها مع   الأبعاد نصف 

   . كرة  -  3الـ    لذلك نبدأأ بوصف  .الحقيقة(الأعداد  ونأأمل أأن نرى شيئاً أأحادي البعد )عل  

  .مع الكرة لحقاً سيتم تصوير تقاطع المنحن 

 ة  يحد االو كرة  -  3الـ هناك عدة طرق لتصور 

 
 

2 23 2

4 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

 = ( ,  )  |  1

= ( ,  ,  ,  )  |  1 .

x y x y

x x y y x x y y

 + =

 + + + =

S C

R

 

 . يمكننا أأولً اس تخدام ال سقاط المجسامي

N(0,0,1,0)  ر عل سبيل المثال النقطةا تنخ  4من   =
R  3ا شماليا لـ  قطب

S  نسقطو  

,0,0)  الجنوبيالقطب  المماس في    يل المس تو ع N من  النقطة R.4من    −(1,0

1 2 1 2( , , , )x x y y   3من
S  ا لى  ويلهايتم ت( , , 1, )u v w−  النقط ، Nبحيث تكون 

1 2 1 2( , , , )x x y y ،( , , 1, )u v w−  .علاقةلبا عن ذلك عبر  ي   عل نفس المس تقيم 

3 3 1 2 2
1 2 1 2

1 1 1

2 2 2: \{ } , ( ,  ,  ,  ) , , .
1 1 1

x x yN x x y y
y y y

 
 →  − − − 

S R 
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سقاط ريمان دبرنهار   صورة  اإ

©                                  مجساميًا. 

88  D. Hilbert and S. Cohn- 
Vossen.   Geometry and 
the imagination.  Chelsea 
Publishing Company, New 
York, N. Y., 1952. Translated 
by P. Neményi. 

لبعض   هذه    المؤرخين،وفقًا  نشاء  اإ تم 

ال بعاد(   ثنائية  الحالة  )في  الخصائص 

به  هيپاركوس بواسطة التقينا  الذي   ،

 .بالفعل في هذا الكتاب

 146   

أ نها   الكرة مطروحًا منها نقطة واحدة على  . ومع فضاء العادي  - 3الـ  وبالتالي يمكن تمثيل 

دة  التناظرات ل ن القطب الشمالي عشوائي تمامًا. هذه فرصة جي  دت بعض  ق  فقد ف    ذلك،

 .أ بعادعن الخيال في الهندسة. أ وص أ يضًا بفيلم  88بالكتاب الشهير  وصي ل  

 ة معروف مياللإسقاط المجس  تيةالخصائص ال  

ه. تشابأ ي نقطة  تفاضله في: امتثالي الإسقاط  •

ال  • دائرة على  الدائرة   فضاء  -3الـ  دائرة في    كرة هي  -3ـ  صورة  ذا كانت  اإ )أ و مس تقيم 

 (. الشمالي القطب عبر  ال صلية تمر  

3 للكرة  الموجبةت  انالدورل  O(4)   زمرةلا
S ذن أ ن ليها على أ نها    يمكن اإ من   زمرةي نظر اإ

.3لـ  المختلفة    الامتثاليةاكلات  فت ال  { }R  ـ  لل   الامتثاليةاكلات  فتال   زمرة- n  هي كرة

)  في الواقع أ كبر بكثير من 1)O n+   زويديمكن ت  المثال،على سبيل    .ةتراص  غير م  ال نه 
2n+

R  التوقيع    ذيالتربيعي    شكلبال( 1,1)n+  باالم لعلقة عطى 
2 2 2
1 1 2 n nq x x x+ += + + -ـ  لا  ن تفسيريمك   بحيث   ،− n  تقاطع المخروط    اأ نه   على كرة

0q تناحيالم  2 فوقيال  يمع المس تو   = 1nx + -ـ اعتبار ال امكانية يكافئ ذلك .= nكرة 

 .تناحيةالم  المس تقيمات فضاءعلى أ نها 
 

http://www.dimensions-math.org/Dim_AR.htm
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؟   تربيع الدائرة

)  تراصةغير الم زمرةث الد  ت   1,1)O n+ـ  العلى  امتثاليا عمل- nكرة .

ن  . للكرات غنية جدًا الامتثاليةالهندسة  اإ

أ ي   أ ن  أ ذكر خاصيتين فقط. يتبين  أ ن  امتثالي بين مجموعتين مفتوحتين    اك فتاسمحوا لي 

يل(.  ڥ ليو  مبرهنةعام )   امتثالي  اك فت ل ـاقتصار  على ال قل هو    3  هابعد  من كرة  ابطتين متر 

البعد    ةقو بهذا  ناقض  ت ي  حالة  تتطابق    2مع  الامتثاليةفت ال حيث  ت اكلافتال مع    اكلات 

ذا كانت   أ قل   اتيالمضادة، وس يكون المشهد الرياضي الهولومتشاكلةأ و الهولومتشاكلة  جمالً اإ

علىس ت    الهولومتشاكلة  لتطبيقاتا موبيوس   تكلاا شوطوت أ    ختصر 

( ) ( )z az b cz d+  . ريمان لكرة  +

ذا كانت ال مع الكرة أ و    امتثالية  نوعةالم   هفاإن هذ  ،ةتراص  مغير    ةريماني  نوعةلم   متثاليةالا  زمرةاإ

   

 

  "عة"المرب  كرة  -  3ـ ال 

 أ ن  لىاإ نظرًا  
2 2 1x y+ اإلى جزأ ين  ،كرة  -   3ـ  العلى   = تقس يمها   1T  ،2T  يمكننا 

معرفين بـ 

   2 23 3
1 2( , ) | 1 2 , ( , ) | 1 2 .T x y x T x y y=   =  S S

الممثلة بالتوس يط ورد ف  هو طارة كلي 2Tو 1T  تقاطع 

3 2 22 2 , ( , ) exp( ), exp( ) .
2 2

i i     
 

 →   
 

R Z R Z S

 وحدة  لقرص  جداءبواسطة    طتان س  موي ،  تانصلب   طارتان  ما، ه2Tو  1Tبالنس بة اإلى 
2D فيC ودائرة 

2
2 3

1

2
2 3

2

22 ( ), ( , ) , 1 exp( )
2 2

22 ( ), ( , ) 1 exp( ), .
2 2

z
D T z z i

z
D T z i z

  

  

 
  →  −
 
 

 
  →  −
 
 

R Z S

R Z S

 ا. ر  ٻف  -ن لُ ۆ لـوأُباطامبرهنةالفضاء الً قليدي. هذه هي 

نزهتنا  عود من  ن ضيع بسهولة ولً  ن   يمكن أ نجم عن الاس تمرار في هذا الاتجاه ل ننا  نح  نحن

.  90الشاسعة    (انوراماپبنظرته الشاملة )وصي  نبمثل ما    89ېرجٻب وصي بكتاب  ن.  يةالرياضيات 

 . يلج  91كوليدجفا ن كتاب القديمة،لقارئ المهتم بالعروض  الىا  بالنس بة 

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Stereographic_projection_of_Paris.jpg
https://archive.org/details/treatiseonthecir033247mbp
https://archive.org/details/treatiseonthecir033247mbp
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ما. خطوط  يه، يتم لصقهما عل طول حدتينصلب  طارتيناتاد  كرة هي -3ـ فا ن ال وبالتال،

 تد ، والت  2Tوازياتبم، ملتصقة  1Tفي  اقرص  د، أأي الدوائر الت ت1Tفي   الطول

 . ، والعكس بالعكس2Tفي اقرص

 " يمكننا أأيضًا اس تخدام "الكرة المربعة

 2 2 2( , ) | 1 1 .D D x y x y =    C

طارتين صلبتين  من  اتكون حده ي 

 1 1, 1T x y =  و  = 2. 1 1T x y = =   

1Tمع ،  1T  ،2Tتين الصلب   رتينا مطابقة الطيتم    عاعي،ش  ال باس تخدام ال سقاط     ،2.T  

لطارةحيث يمكننا رسم الصور في ا  ملاءمة،غالبًا ما يكون اس تخدام الكرة المربعة أأكثر  

تعود هذه الفكرة البس يطة والمفيدة   .المجساميالصلبة دون الحاجة ا لى اس تخدام ال سقاط 

  

  جداكرة مس تديرة -3الـ 

- 3ـ  ن الا  اعتاد القول    للرياضيات،، أأحد أأساتذة الجانب البصري  93ورس تون  يويليام ث 

دور في ذهنه الحقيقة المهمة المتمثلة في  ت   ت الأخرى. كان   كراتكرة "أأكثر اس تدارة" من ال

) لزمرةأأن ا 1)O n+   ذا كانت   زمرةليست ذا وفقط ا  3n بس يطة ا   وبالطبع) =

 

1وعن النم  شكليةهي تعبيرات    رباعياتالم  ذكر أأن  ن 2 1 2q x ix jy ky= + +  حيث   +

1x،2x ،1y،2y   شكلية حقيقية والرموز ال   عدادأأi ،j،k   تققjk kj i= −  ؛=

ij i kj= − ki؛ = ik j= − 2  و   = 2 2.  1i j k= = = ف هذا جبر   − ي عر  

الم   H. تبديليقسمة غير   ف  أأنه q لـ q رافقي عر  1 عل  2 1 2x ix jy ky− − −

)نظيموال  )N q 2الجداء   وه 2 2 2
1 2 1 2.      qq x x y y= + + ال   + ، ضربي  نظيمهذا 

1  أأي 2 1 2( ) ( ) ( )N q q N q N q= غير  م   مقلوبو هو  q  منعدمرباعي 
1.  ( )q q N q− =

ذلك   عل  ة يحدا الو  اترباعي الم   زمرةمع  كرة    -3ـ  ال  ةمطابق   تتمه  أأنيترتب 

.{ |  ( ) 1}q N q =H  نه يتم    اتي أأنلقرن العشرين الرياضيل  حد النجاحات العظيمةلأ ا 

ت يمكن  الت  الكرات  أأن  ثبات  هي پطو  زمرةببنية    زويدهاا  0ولوجية  2S Z Z، 
1 (2)OS 3و.S   94هي أأعداد  انطلاق جيدة لهذا الموضوعنقطة . 

.كرة- 3ـ لكن ليس هذا هو السبب الوحيد وراء اس تدارة ال

92 E. Kähler. über die verzwei- 
gung einer algebraischen 
funktion zweier veränder- 
lichen in der umgebung 
einer singulären stelle. Math. 

93 W. P. Thurston.  How to 
see 3-manifolds.  Classical 
Quantum Gravity, 15(9):2545– 
2571, 1998. Topology of 
the Universe Conference 
(Cleveland, OH, 1997). 

من  شاشة   Knots toلقطة 
Narnia.    ثيورس تون  ويليام 

ظهر أأنه عندما  ي      (2012—1946)

ا لى "مكان  س  يدور حول عقدة،   يصل 

تشاهد  أ خر".  أأن  الفيديو   وا يجب  هذا 

© .                               متازالم 

94 H.-D. Ebbinghaus, 
H. Hermes, F. Hirzebruch, 
M. Koecher, K. Mainzer, 
J. Neukirch, A. Prestel, and 
R. Remmert.  Numbers, vol- 
ume 123 of Graduate Texts in 
Mathematics. Springer-Verlag, 
New York, 1990. 

0n = ،( 1n  . وردهذا مرتبط بما كان يسمى في ال دب القديم توازي كليف   .=

Numbers( )

كٻلر92.  لى اةياغلل

http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002371154
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002371154
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002371154
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002371154
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002371154
https://www.youtube.com/watch?v=IKSrBt2kFD4
https://www.youtube.com/watch?v=IKSrBt2kFD4
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 ين اليم عن عملباس تخدام  ،تبادليتينيمكن اعتبارها متجانسة بطريقتين  ،مرةز تمامًا مثل أ ي 

1التطبيق    ،  1q  ،2q  ني حداو   انرباعيم  ليكنر.  االيسعن  و  2, q q qq→H H   

من عنص   فعر  وي   ،تقايسهو   .ا  (2)O  التشا  تبين هذا  3 من  كلأ ن  3S S  لى    ا 

(4)O (1,1)  شملت   تهوأ ن نوا  غامرمركب كرة  -3ـ  بعبارة أ خرى، كل دوران لل   .فقط

  3لبعد   الىا  . هذا الموقف فريد بالنس بة يتبادلانليمين عن اليسار ودوران عن ادوران  من

.  مع اس تثناء واضح لـ ال خرى بس يطة وراناتالد  مرز حيث أ ن جميع  (2)O  

 تلييف هوپف  

2في  يةالجب ولوجيا المنحنيات  پ يمكننا الآن أ ن نبدأ  وصفنا لطو 
C  بدأ  با بسط منحن ممكن:  ن و

 . س تقي الم 

0x س تقيمينق نظرة على تقاطع الم نلل  0yو =  . الوحدة كرةمع  =

المجس الا سقاط  يمر  مياتحت  0x س تقيالم ، حيث  فا ن صورته هي  با = الشمالي،  لقطب 

0y الآخر  المس تقي  .عموديببساطة مس تقي     س تقي تدور حول الم   ط على دائرة "سق  ي   =

0xالعمودي  = ." 

لىلنا  ي في تحل  0x ، يصبحتينصلب   طارتين  ا    ائرة  الد =  ( )0 2 R Z   نواةوهي 

 1.T  0،  في المقابلy ) تصبح الدائرة    = )  2 0 R Z   2 نواةوهي.T أ ن   لاحظوا

 .  هاتين الدائرتين مرتبطتان

y لمس تقييقطع ا x=   1 في  محتواةالكرة في دائرةT 2 و:T خط زوال ولا موازيً   ت ليس

  T.2 و  1T في كل من (1,1)هو   اهف ترادف نبل ص 

جماليا  ةموصوف  بنيةال   ه كل هذ )ف. كل نقطة  پهوتلييف  من قبل ما يسمى ب   ا  , )x y    من

2  المثقوب  ي المس تو   \{(0,0)}C  ، لىت ، وهذا لمبدأ  يمر عب ا  وحيد  ب مرك    مس تقي نتمي ا 

أ نه ي .1 ا منعنص   فعر  يعني  ( )P C   ،آخر أ عببمعنى  y معادلة  المبدأ    لمس تقي  x= 

لى   حيث ينتمي  }  ا  }C،  2 كرة  - 2الـ    معمع كرة ريمان، أ و    قب  طاالم.S     ف يعر

 تطبيقا ذلك 

3 2: →S S 

 بة مع دائرة. كل ليفتين مرتبطتان. هي تقاطعات مس تقيمات مرك  وأ ليافه دوائر 

 
 

ذا  زمرة  تكون   )غير التافهة( بس يطة ا 

ة.  فعلية  جزئية  زمرةلم تحتو على     مميَّز

ن   ا  نقول  أ ن  المعتاد  لي  لـ    زمرةمن 

كل   كانت  ذا  ا  جزئية  بس يطة  زمرة 

منها  مفتوحة  قطعةتم  مميَّة  هذا    .أ و 

القول   جب  ا  يكافئ  بهن  المرفق    ا لي 

مثالي  على  يحتوي  لا  أ ي    بس يط، 

غير  ا  زمرةال .فعل  المميَّة  لجزئية 

الوحيدة لـ  الفعلية   المناس بة 

( )O n  أ ج 1n )ل )من   

 هي  Id   لى ا     nبالنس بة 

  

 

 
 

Heinz Hopf (1894–1971) 
should not be confused with 
Eberhard Hopf (1902–1983) 
(the only mathematician 
who moved from the US to 
Germany in 1936?). © 

 
و  زوال،  و موازخط   ،- (1,1) 

 © .دائرة على طارة 

كون  تبحيث  زوجي،  

( )O n    كغير زمرة  بس يطة 

لى   ا  لكنها   زوجي،  nبالنس بة 

 كزمرة لـ لي. بس يطة 

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hopf/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hopf_Eberhard/
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.أأبعاد، المس تخرجة من  مياتت ال سقاط المجس ف،پ هو  تلييفبعض الصور من  أأتيفيم ي

)كل نقطة   ,  )x y   2من \{(0,0)}R    ا  عنصر   فعر  وت  ،بالمبدأأ يمر    مس تقيم وحيدتنتمي ا لى

.1من   ( )P R   المس تقيم من الشكل  ثل هذا  م y x=  حيث   ينتمي ا لى{ }R 

 يعرف ذلك التطبيق  S.1 هو كرة ذات بعد واحد، أأي دائرة

1 1: →S S

0أأليافه  لذيا 
S  مجرد عملية الضرب    اهذ  .حقيقية مع دائرة الوحدة   مس تقيمت، تقاطعات

R. في 2في  Z بعد صفر هي زوج من النقطال أأن الكرة ذات  وال تنس . 

ف  پروابط هو 

هذا ليس ا. ف هي مجرد دائرة مس تديرة في الكرة، لذا ل يوجد الكثير ليقال عنه پأألياف هو

     واانظر ة.  فضاء رائع  -3الـ  الدوائر في    فضاءصحيحًا تمامًا: هندسة  

. 96كَ شب لا الحديث أأو كتاب

.ل ـ  هي ليفةف: كل دائرة  پهو  تلييف
هي    بواسطة الصورة العكس ية لدائرة  

كليف ورد والت  طارة  أألياف    هي،  اتاد 

 . ©        (.)من نفس اللون في الصورة 

95 T. E. Cecil.  Lie sphere 
geometry. With applications to 
submanifolds.  Universitext. 
Springer-Verlag, New York, 
1992. 

96 W. Blaschke.  Vorlesungen 
über Differentialgeometrie und 
geometrische Grundlagen von 
Einsteins Relativitätstheorie. 
Band I. Elementare Differential- 
geometrie. Dover Publications, 

New York, N. Y., 1945. 3d ed. 

ن   ف؟پهو  تلييفما هي النسخة الحقيقية من   .  بعض الشيءللآمال    ةمخيب  الكن   ةموجود  ااإ

يخترعه  هوپف !  هذا  التطبيق  لم  بالطبع 

ظهار أ نه ليس مترادف ا مع  مساه ته  كانت اإ

تطبيق ثابت، لكن هذه قصة أ خرى . 

لي س سٻ باتك في

http://www.dimensions-math.org/Dim_AR.htm
https://archive.org/details/vorlesungenberdi00blas
https://archive.org/details/vorlesungenberdi00blas
https://archive.org/details/vorlesungenberdi00blas
https://archive.org/details/vorlesungenberdi00blas
https://archive.org/details/vorlesungenberdi00blas
https://archive.org/details/vorlesungenberdi00blas
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دوران الـ بعد   أأعلاه، كالت الصورة نفس  

تطبيق امتثال  مع  طابق والذي يت ، كرة -3

3عل { } . R                                              ©

                     ©

هو في  پدوائر  مُسقطة   ا،هاحدا    جوار ف 

ال حمر(  س تقيمك  )باللون  الفضاء  .في 

هذ  يرى  أ نه  قرائي  أ حد  الصورة   هأ خبرني 

     ه؟عم  ون فقت ت هل  ".رعبة"م
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وا  لحظ  .أأنهما تددان أأبسط ارتباط غير تافه  لىا  ف أأكثر تشويقًا نظرًا  پتعد دائرتان لهو

ارتباطهما،    أأنه الرغم من  الدائرتين ت فا  عل  انظر بالفعل   .حلقةدان  ن  الصورة   وا،  ا لى 

نها حلقة :نقطتين ال لقوس يربط  فپهو تلييفعن طريق   عكس يةال   . ا 

بتين  رك  هي دائرة وأأي م  بةرك  كل م  .فپهول   اف )أأو أأكثر( تعطي رابطپثلاث دوائر لهو

رابط  ال  مثل هذا  لعثور عل سطح قابل للتوجيه بها  . من السهلن مرة واحدة تامرتبط 

الحدود  وكثير 1 ،  ، n امركب  اعدد n ليكن ،بالفعل .حدك

1 2 n( ,  ) ( )( ) ( ).F x y y x y x y x  = − − −

)الثنائيات  كرة مع مجموعة    -3ـ  تقاطع ال ,  )x y    بحيث يكون( ,  )F x y    ا حقيقي   عددا

كل هذا سيتم تعميمه بشكل كبير في    .لهوپف ةدائر     nهو سطح حده يتكون من    اموجب

 ال تية. الفصول  

 ©دان حلقة. ف ت پ دائرتان لهو 
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 لباقي الكتاب  طبعا ليس ضروريا  ا الجزءهذ

97 M. A. Peterson.  Dante
and the 3-sphere.  American 
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1035, 1979. 

98 M. A. Peterson.  The 
geometry of paradise.  Math. 
Intelligencer, 30(4):14–19, 
2008. 

©.  )Flammarion(    اري .پطلموس -لأر سطو نظام مركزية الأرض (1888) نقش فلام   ©

99 A. Koyré. From the Closed 
World to the Infinite Universe. 
Johns Hopkins University 
Press, 1957. 

لكنهما   ينب ك بالطبع القمر والشمس ليسا كو

يدوران حول الأرض ... في نظام مركزية  

.الأرض
100 Aristotle. On the Heavens,
volume I, 9, 278b–279a. transl.
by J. L. Stocks. 

اسمحوا لي أ ن أ ذك رّ أ ن العالم  المورو ث من ا ليونانيين  القدماء م نته  99.   في  ال ساس،  في نظام 

بها س بع كرات  سماوية،  ك منها   أ رسطو وبطليموس، ال رض ثابتة في مركز الكون وتحيط 

يحمل "  كوك با  ": القمر، عطارد، الزهرة، الشمس، المريخ، المشتري وزحل.   الكرة الثامنة  

 ،)Primum Mobile ( تحمل النجوم الثابتة. أ خيًرا، الكرة التاسعة، و تسمى المحرك ال ول

المحسوس  العالم  ن  الكرات  ال خرى.  وبالتالي،  فاإ حركة  وتولِّد   الكامل  للنظام  كحاوية  تعمل 

هو كرة ثلاثية  ال بعاد،  حدها هو المحرك ال ول. ما وراء هذ ا  الحد يبدأ  عالم ما يسمى  علّ يين 

أ و السماء العليا )Empyrean(  الذي طبيعته ليست واضحة تمامً ا.  وفقاً ل  رِسطو  100  "من  

الواضح أ نه ل ]يحتوي[ على فضاء ول فراغ ول زمن."

 
لهيةيا دٻالكوم  دانتي،    كرة -3ـ وال (La Divina Commedia) الإ

كون    97سون  ت ٻپ مارك    أ كدلقد   الكو   دانتي،بأ ن  في  موصوف  هو   الإلهية،يا  دٻم كما 

بأ نعلى  .كرة  -3الـ    مع  ميومتشأك هو  تمامًا  مقتنعًا  لست  أ نني  من  أ ن   ه الرغم  الواضح  "من 

نها تجيب على ال قل عن  تعجبني   هذه الرؤية الكونية  ، فاإن  98  " المنوعة  مفهوم  اختع دانتي   . اإ

حدود   لى  اإ نصل  عندما  يحدث  ماذا  أ طفالً:  كنا  عندما  والدينا  على  جميعًا  طرحناه  سؤال 

!دون حدمنوعة متاصة   -3هو حس ناً، عالم دانتي  الكون؟

https://www.researchgate.net/publication/252338100_Dante_and_the_3-sphere
https://www.researchgate.net/publication/252338100_Dante_and_the_3-sphere
https://en.wikipedia.org/wiki/Flammarion_engraving
https://en.wikipedia.org/wiki/Geocentric_model
http://sacred-texts.com/astro/cwiu/index.htm
http://sacred-texts.com/astro/cwiu/index.htm
https://en.wikisource.org/wiki/On_the_Heavens/Book_I
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لعل يين عاد ا لى الوراء واكتشف أأن    فجأأة،من حده، مع وجود الأرض الصغيرة في المركز.  

.  ال لهالت تتمركز ال ن في  و   كرات. وهو يتأألف من نفس عدد السوس نفس بنية العالم المح 

ل له )الانتقال من ا   تيةلها الأسماء ال    السماوية،مع الأجرام    ناظرةالمت   الملائكية،هذه الكرات  

المح الش  ركا لى  سيرافيم،  الفضائل،  ير الأول(:  الهيمنة،  العروش،   ، سلطاتال وبيم، 

هو اتاد ثلاث كرات،   دانت فا ن عالم  وبالتال، .الملائكةالملائكة،  ؤساء  ر ،  ئيس ياتالر 

       كرة! -3فهيي  لذلك، المحرك الأول. ملتصقة عل طول

103وللحصول عل مناقشة أأعمق بكثير حول رؤية القرون الوسطى للكون    102  واانظر 

.لمزيد من المعلومات حول الشعر والرياضيات

 Divina Alighieri. Dante 101

Commedia.   الرقمية، جامعة  الطبعة 

الطبعات    .كولومبيا العديد من  هناك 

صدار   .والترجمات با    2017أأوصي 

وتعليقات    هذا،الجميل   ترجمة  مع 

نباللغة   .ليزيةڤال 

102 J. Grzybowski. Cosmologi- 
cal and Philosophical World of 
Dante Alighieri: “The Divine 
Comedy”. Peter Lang GmbH, 

1st new edition, 2015. 

103 R. Osserman.  Poetry of
the universe, From the Divine 
Comedy to Riemann and 
Einstein. Anchor, 1995. 

Rosa Celeste:  
)نقش   عل يينيحدقان في أأعل جنة، 

©                .(دور  .ڨ

“All’alta fantasia qui mancò 
possa ; ma già volgeva il mio 
disiro e il velle, l’amor che move 
il sole e l’altre stelle.” 

؛ " القوة  فشلت  هنا  العالي  الخيال  لى  اإ

-

لكن رغبتي وإارادتي قد تدحرجتا   بالفعل  

  حتى كعجلة تتحرك بالتساوي  -  بالحب  

الذي يحرك الشمس والنجوم الأخرى." 

قدم وصفاً رائعًا للعالم المس يحي تم    1320  عام  كتبت   طويلة  قصيدة  هي  الإلهيةيا  دٻ الكوم 

عشر   عبر  101في القرن الرابع  دانتي عن رحلته  كرمز    والفردوس،المطهر    الجحيم،. يخبرنا 

زيارة تريس على  اٻب   عروس شِعره، تساعده  الفردوس  ال خير،في الجزء    .لخلاص النفوس

لى. عندما يصل  تابععلى الت   الكرات السماوية التسع ، يمكنه التفكير في العالم  المحرك ال ول  اإ

اتريس  ٻ دانتي وب   

:دياٻال بيات ال خيرة للكوم

https://digitaldante.columbia.edu/dante/divine-comedy/
https://digitaldante.columbia.edu/dante/divine-comedy/
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/d/d2/Paradiso_Canto_31.jpg
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صف�ة من كتاب م�لنور المف�وح 
2مرفقة �لمنحنيى  3. 0y x− =     ©



 القرنة وثلاثية الوريقات

.المنحنيات التحليلية الحقيقية   تيافردمولوجيا  پنا هو وصف طوت الغرض الفضفاض من نزه 

لقاء بعض الضوء عل با    يسمحقد    ركب المجال الم  لع  وقت سابق، اختصار    أأوضحنا قيكما  

منأأكثر    بالمسارات الجانبية  مهتمونكتاب نحن  ال في هذا    حال، عل أأي    ".مناقشتنا "الحقيقية 

لطو  .الاهتمام بالختصارات المنحنيات الجبرية ياردمفولوجيا  پللحصول عل وصف كامل  ت 

 : لكن كنوررو  بريسكورنل الممتاز  104صفحة 721 ـالكتاب ذي الـب لحاحأأوصي با   ،ركبةالم

 ( Un petit livre est rassurant) انطمئن يبعث عل الاكتاب صغير 

كتب  ـ كما  طان موجزة   (Jules Tannery)  ري ۆ ج.  مقدمة  لنظرية    105جميلة  و   جدافي 

 .  قتصر عل السمات الأساس ية للنظريةن س   النصيحة،باتباع هذه  .الواڤ

ب  فناهد القارئ  قناع  ا  الفصل هو  لمپ الطو  أأنالوحيد في هذا  في المجال    يةفردولوجيا المحلية 

 .  بشكل ل يصدق ةغني ركب الم

يةفردرابط الم

) ركب فكرة قطع منحن تليلي م , ) 0F x y  كرة صغيرةب =

 2 23 2 2( , ) |x y x y =  + =S C

تالو ،  106  برونر ا لى  ال نشاءتعود الورقة الأولى الت تشرح هذا   .جدًاربما تكون قديمة  

وا . انظر 1905في عام   ڥـيرتينڤر  للدكتورامستشاره قدمها  فكرة    بعد ،1928في عام   تن شر 
 .م للتطور التاريخي لهذه الأفكارله للحصول عل عرض م   107

104 E. Brieskorn and 
H. Knörrer.  Plane alge- 
braic curves.   Modern 
Birkhäuser Classics. 
Birkhäuser/Springer Basel 
AG, Basel, 1986. 

105 H. Vogt.  Leçons sur la
résolution algébrique des 
équations.  Librairie Nony, 
1895. 

106 K. Brauner. Zur Geometrie
der Funktionen zweier kom- 
plexer Veränderliche.  Abh. 
Math. Sem. Univ. Hamburg, 
6(1):1–55, 1928. 

107 M. Epple.  Branch points 
of algebraic functions and 
the beginnings of modern 
knot theory.  Historia Math., 
22(4):371–401, 1995. 

الأعداد    عل   يا من المهم أأن نتذكر أأن منحن 

البعد  وبالتال   C عل  1له بعد    المركبة

ركب الم  المنحن، بحيث يكون  Rعل  2

بين    الثابت هذه التوازن   .حقيقيًاسطحًا  

والسط من  و المنحنيات  واحد  هو  ح 

 .ر النظريةاسحأأ 

https://archive.org/details/leonssurlarsolu00vogtgoog
https://archive.org/details/leonssurlarsolu00vogtgoog
https://archive.org/details/leonssurlarsolu00vogtgoog
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086085710312
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086085710312
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086085710312
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086085710312
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)  نظرنا بالفعل ا لى أأبسط حالةقد  ,  )F x y y x= ف. پتلييف هو لىا   قادت نا، −

2ب ـعرفة الم  ،ية القرنيةفردثال المهم الثاني: المالم ننظر ال ن ا لى   3. ( ,  )F x y y x= − 

؟ شبيه ناقص، مثل  أ خر  فوقي؟ هل يمكننا اس تخدام سطح  الصغير  الشعاع كيف نختار  

الجواب هو أأنه في ظل افتراضات معتدلة للغاية، فا ن كل هذه التقاطعات تدد نفس الكائن  

2 الةا لى هوميوتشأكلات مقربة. الح   ولوجي،پالطو 3 0y x− بس يطة بشكل خاص.  =

2 عل تيالخطي ال   ليكن الس يل
C  : 

( )2 3( , ) , ( ).t t tx y e x e y t = R

2  في  tلمدارات  الفضاء \{(0,0)}C    3هوميومتشأكل مع.S      في الواقع، عل

 يتزايد المعيار  المدار،طول هذا  
2 2x y+   ويتقاطع كل مدار مع الكرة مرة   تامبشكل

تنا كر   ، أأو مع "بدأأ متمركز في الم بيه ناقص  مع ش   جةواحدة بالضبط. يمكن اس تخدام نفس الح

)"   ربعةالم )max ,x y =ح الفوقية الأخرىو ، أأو مع العديد من السط.   

2  تهنا الذي معادل ي يحافظ عل منحن   tس يلال ن أأن ال   والحظ  3 0y x− ، بحيث  =

3  مع  بمطابقة .من K جزئيةبشكل قانوني مجموعة    يحدد المنحن 
S ،ندرك أأنه ،

المنحن   ،مقربةبهوميوتشأكلات   3 مع  تقاطع 
S   عن بالفعل  أأيضًا     مس تقل  ويمكننا 

 .  اس تخدام الكرة المربعة

2دعونا نقطع    لذلك، 3 0y x− )  مع  = )max ,x y = ذا كان 1  ، ا  ا ، فه

3 2exp(2 ) ; exp(3 )x i y i   = =

© عقدة ثلاثية الوريقات

108 A. Sossinsky. Knots. 
Mathematics with a twist. 

Harvard University Press 

Cambridge, MA, 2002. 

109 L. H. Kauffman. On 
knots, volume 115 of Annals 
of Mathematics Studies. 
Princeton University Press, 
Princeton, NJ, 1987.

x3=y2

x=0

)2,3(
). هذه هي  عقدة ثلاثية  إلوريقات،  إلت   y   x و   =  في إلطارة  إلصلبة ) حيث  

ترُى على أ نها عقدة إلطارة  : يتم رسمها على طارة قياس ية دورإنية في إلـ  3 - فضاء 

وتدور ثلاث مرإت حول خط إلزوإل بينم  ت دو ر مرتين  حول  إلوإزي.  

   

   

2  إلقُرني  نحن إل ولوجيا  پطولفهم   3 0y x− صغيرة  جُلةفي    =
2 2 2x y +  يكفي ،

يتبع  .  هإلوريقات هذ  ثلاثية  مثل  في  إلنحن   تقطع  متحدة إلركز  كرإتملاحظة أ ن جميع إل

 صغيرة، فا ن منحنينَا يكون هوميومتشاكلا مع إلمخروط إلطوپولوجي على  ذلك أ نه في جلّة 

 ثلاثية إلوريقات هي دإئرة )مغطسة بطريقة معقودة(.  إلوريقات.عقدة ثلاثية  

 

  ،2  ةبوإسطتوس يط  هو R Z، 

 . نافموكلةياغللئيرلإباتكلإو 108 كيسنيّ سوس

لـ "يرغصلإباتكلإ " ـبصيو أ . دقعلإايجولو پ وطنعةزاتملإبتكلإنمديدعلإكانه
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يكون   ،المركبةعلى الأعداد  .  فضاء  -4الـ  بطريقة مخادعة في    غطسلذا فا ن المخروط قرص م 

أأنه  پطو  أأملس  المنحني أأي  امحليًا    هوميومتشاكلولوجياً،  ت مع  لكن  هذا   غطيس لقرص، 

2القرص في
C   .التي هي  الأعداد المركبة و   لىيمكن اكتشافها عة  وذجينمظاهرة    ههذ  معقود

2الحقيقي   الحقيقية، لأن المنحني  الأعداد رئية على  مغير   3 0y x− ، وفي الواقع كل فرع  =

تحليلي   منحن  المس تو   س تقيمم   معمحليًا    هوميومتشاكل   حقيقي،من  ما  يفي  هذا  سميناه  : 

 ادعاء ڤاوس.   سابقا

تلييف ميلنور 

ميلنور العامة    برهنةحالة خاصة جدًا لم  بينبمزيد من التفصيل ون  قرُنيا ياا نصف منحن هيا بن

 . لاحقا  التي س نقدمها

 ليكن التطبيق 
3 2 3: ; ( , ) .x y y x → −S C

لىنريد أأن ننظر   الوريقات.ثلاثية  عقدة  الصورة العكس ية للصفر هي    الصورة العكس ية  ا 

    معادلتهي  والذ  ،لمبدأأ ا من    طلقين  مس تقيمصف  لن  arg( )z =  حيث

. 2 R Z     ،لى أألياف  نحن  بعبارة أأخرى argالتطبيق  ننظر ا     المعرفة على

.عقدة ثلاثية الوريقات والذي قيمه في   متممة 2R Z 

argأأن   ىمن السهل أأن نر   .س يلال  الواقع،في    غمر

( )2 3( ,  ) ,  s is isx y e x e y =

)arg.العلاقة    ققيحافظ على الكرات ويح ) arg( ) 6s s  = يترتب على ذلك    +

argليس في نواة تفاضل  s المرتبط بـ  شعةأأن حقل الأ    .أأن  والاحظ s  بادل ي

.   الألياف  

لا يزال من الممكن اس تخدام   .جدا  ، الوضع سهل التحليلالوريقات  ثلاثيةعقدة  في جوار  

arg لأن ،المربعة تناكر    تحت لا متغيرt اتالمدار  ونحن في الواقع نعمل في فضاء 

)ات  نائيبالث   قاتي ورال  يةثلاث ل   وارج   نقوم بتوس يط  .  ,  )    2  حيث R Z 

عدد مركب صغير:  و

( )3 2exp(2 ) ; exp(3 ) exp( 3 ) .x i y i i       = = + −

سقاطه في الـ  صورة محلية لفرع ) - 3تم ا 

 © .( ليس مغطسا  حيث الفرع فضاء

دات  عم  مع شَعاعية  أأنصاف مس تقيمات  

 ثابتة.

5
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© 

argفي هذه الإحداثيات،   يساوي arg( )z   ويترتب على ذلك أأنه   .الأول للترتيب

ح تتصرف مثل صفحات كتاب حول  و هي سط  ـ  فاإن ال  ،اتق يالور في جوار لثلاثية  

.ها رابط 

الألياف صفحات   .الدائرةأألياف فوق    تممتهان م اإ أأو    مُليَّفة  وريقاتثلاثية العقدة  ن  اإ سأأقول  

 تمرّ  ة واحدةأأن صفح والحظ مشترك.عقدة كحد الكرة  -3ـ في ال قاتهامُغل   ك   تخّذت  نفصلةم 

ال الشمالي في  القطب  الإسقاط    - 3ـ  عبر  مركز  عند    الصفحة،هذه   .المجساميكرة، وهي 

سقاطها  متراصة.فضاء الإقليدي، ليست  -3ـ ال على اإ

الصفحات   ترتيب  فيه  يتم  غريب  كتاب 

كتاب    .بشكل دوري ودون صفحة أأول 

تقر حلاأأ  الأبد   ونهأأ م  الأقل    .اإل  على 

.الصفحات قابلة للتوجيه
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 ©.بعض الصفحات

الامتداد الأوحد 

)الس يل    )2 3( ,  ) ,  s is isx y e x e y  ليحو   s  أأدق،بتعبير   .كتابنايبدل صفحات    =

.6 ا لى الصفحة  الصفحة s + 2 أأنوا لحظ 3 وأأن وحدةال وه جماليا يحفظ ا 

، وهو ما يسمى 6في كل صفحة من الترتيب    هوميوتشأكل يتم ا حداث  كل صفحة، ومن ثمَ 

 للقرنة.  ( monodromy)  الامتداد الأوحد

  .الامتداد الأوحد عملو ولوجيا الصفحات وپهدفنا ال ن هو وصف ط 

)هي مجموعة  الصفحة التعريف،بحكم  , )x y  3في
S   2العدد المركب  يقعبحيث 3y x−

الموجب   عل سبيل المثال المحور الحقيقي  ،مس تقيمنصف  عل

+R  كجزء من.C    يكنل

2بواسطة    عرفالجبري الم  المنحن    3 1y x− فضاء ك  كرة  -3الـ  في    وافكر   C.2في  =

) الس يل  اتمدار  )2 3( , ) ,t t tx y e x e y ي  = .2عل   عملالذي   \{(0, 0)}C   يحدد

 . مل معا عت، لذلك ن اهذ  فضاء المداراتنفس الكائن في   و  السطحان الحقيقيان

 عمل الامتداد الأوحد يتوافق مع  

2 3; ( , ) ( , )x y x y →

)حيث ) exp 2 6i = 6-  د.  ح للوا بدائيجذر

10

ذا كنتم  تعرفون  شيئاً عن  جنس  )أأو  مُصنِّ ف(  سطوح  من السهل وصف طوپولوج يا    ا 
y2z هو 3 x3− = z ، المنحن   التكعيبي المتجانس  P2

C( ) ريمان / المنحنيات الجبرية. في 

 .[0  :1 : 0 [منحن  ناقصي   أأملس  يتقاطع ثلاث مرات مع  مس تقيم  اللام نت يي  في النقطة  
"ومن ثَ " يكون المنحن   التال في   هوميومتشاكلا  مع طارة مثقوبة مرة واحدة.
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)النقط   1,  0)−

(exp(2 6),0)i    و

( exp(2 6),0)i−     يتم

 تين النقط  تويل  ويتم    0ا لى   تويلها 

,0)و   (1 ,0)   1.  ا لى −(1

© 

©

0 1

أ كثر   للمرء    واقعية،بطريقة  يتصرفيمكن  2  نضع الآتية.  طريقةبال  أ ن  31Y y x= = + 

)التطبيق كون  يبحيث   , ) (( , ) )x y Y x y   غطاء لـ    ست   ا متفرع،   Cمرات 

. 3و  2بترتيب  ،1و 0 في امتفرع 

0Y المركب يربط يقوسًا في المس تو  واارسم .و = 1Y نه  = لى س تة أ قواس فيا   يرتفع ا 

.
0Y فوق فوق    .  2مجموعات من    3حيث تندمج ال قواس الس تة في    نقط،  3، توجد  =

كما هو الحال في الجزء ال يسر من    مزدوجة،  لوحات  3توجد    ،0  فيركز  متمقرص صغير  

1Yفوقتية.  الصورة الآ  حيث تندمج ال قواس    نقطتان،، كما في الشكل الثاني، هناك  =

.3في مجموعتين من 

المس تحيل    لىا  نظرًا   من  2  ال بعاد  رباعيفي   رسمالأ نه 
C،    الصور بيانيًا  تمثل  فهذه  رسًما 

.3خيلي لـ ت الحقيقي وال  أ ينمناس بة للجز   قةيف لتو  1Y Y+ −  

 . اليمين عن هامشال ات ال قواس الس تة في يق ي يتم تمثيل تواف 

لى   −من  أ قواس،  ثلاثةعلى طول   C قطععندما ن لى    0من    ،0ا  لى 1، ومن  1ا  ا 

 
،

،

لى مثلثين حيث يكون  C فنحن نحلل )أ صفر وأ خضر في   الباأ و س موجباالتخيلي  الجزءا 

 في المجمل ج  نت  ي  ، هذا    في .و  1و  0  فيوس  ؤهذه بالفعل مثلثات ذات ر  .الصورة(
12و  قوسًا، 18 6 2=  مثلثا.   
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منتظم    سداسيالجوانب المتقابلة من    نطابق تية.ال  طريقة أأخرى لرؤية نفس الصورة هي  

ف طارة.  الانسحاباتعن طريق   .  ةبو ثقم   طارةحذف المركز، نحصل عل  بعد    . هذا يعر 

ل  عالست الت تتجه ا لى الرؤوس والارتفاعات الس تة    قطعرسم الن  السداسي،من مركز  

طارتنا.  الأضلاع  جمال    12  ا لى ال ن    انقسمت  با  الس تة    18مثلثاً،  الجذور  تعمل  ضلعًا. 

المثلثات تمامًا كما  ترتيب  مما يبدل    (،عل السداسي )المثقوب  تللوحدة من خلال دورانا

  . في حالة
عل النحو    ة بو ثقم   طارةهي    بالقرنة، كل صفحة من صفحات الكتاب المرتبطة  المحصلةفي  

 .من دورة كاملة  1/ 6هو مجرد دوران بنس بة  الأوحد الامتدادوالوارد أأعلاه، 

 

 الطارة عقد 

2 قرنةرؤيته في ال  ت يمتد معظم ما تم 3y x= منحن عام ا لى   . ( , ) 0F x y سيتطلب   =

.  هذا بعض العمل، لكن هناك مجموعة أأمثلة واحدة عل الأقل حيث ل يوجد عمل ا ضافي

أأن  ولننظر    p  ،qلنفترض  نسبيًا،  أأوليان  موجبان  صحيحان  المنحن  ا لىعددان 

. 0p qy x− q. يمكننا افتراض  = p  

 ة. المربعالكرة ننظر ا لى التقاطع مع ل تمامًا كما في السابق، 

 

exp( ) ;  exp( ).q px ip y iq   = = 
 

)هذه  , )p q    طارة عقدة,p qK  تدور  فضاء،  -3الـ  قياس ية في    طارة، مرسومة علp 

qوازي والم  حولرة م
 تكونفوق الدائرة. أأي صفحة    تلييفل كتاب مفتوح و يللسبب نفسه بالضبط، يوجد تل 

1p التأ لفي  بريالج  لمنحن ا  هوميومتشأكلة مع qy x− ه اولوجيپ، الذي يمكن وصف طو =

pY نضعبنفس الطريقة.   y=  عل أأنه منتشر عل  نظر ا لى هذا المنحن ن وY متفرع عل ،

 (، 1  عل  )عل التوال  0عل   ة.نقط pq  توجد  ، 1  ،0مختلفة عن   Y . عل نقطة1و  0

))عل التوال   qل يوجد سوى  p  منهاكل ية  تعدد، ولكن  ةنقط  p   عل التوال(.(q 

-لسداسي  باستبدل  ن  pq    2والوضع هو نفسه. هناك  مضلعاpq    مثلثا)pq  لكل لون  )

   

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3,  © . عقدة طارة  (4

 

 

.

1

0

 . خط الطول حولمرة  

من مربع هو    طارة العرض ال كثر اقتصادا ل

مع    أ كثر   المعتاد العرض  هذا  ولكن 

أ جمل    ال ضلاع أ ن    والاحظ  .السداسي 

أ ن  و   طارةثلاثة أ قواس في ال  تعرّف   الس تة

ت الس تة  هذ  عرّفالرؤوس  في  ه  نقطتين 

. الطارة

 

.منتهييلا الفوق  وواحد 1  فوقqو 0 فوقأ سار  pوجد ي حافة.3pqو
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يساوي   وانكارپ -أُويلْر لـ  عدداهذا يعطي 

( 1)( 1)1 3 2 2 2 .
2

p qp q pq pq − −
+ + − + = −

.2 نسال  منمثقوب  كل صفحة هي الآن سطح    ( )1( ) 1p q− − 

ثباتاالآن    مقد  أ    البري  من المنحن   اكبي   اجزء   س تعيدولوجيا ت وپعلى حقيقة أ ساس ية: الط  ا 

. p qy x=

ذا كان  مبرهنة 1عقدة الطارة    كرة يرسل  -3ـ  لل   تشاكل . ا  1( , )p q  لى 2  ا  2( , )p q  ،فا ن 

1تي المجموع  1{ , }p q 2و 2{ , }p q  تان. متساوي

نقوم    ،ارةالطولوجيا عقد  پولوجيا البرية ال ساس ية. من طوپسيتطلب البرهان بعض الطو 

نشاء عادة   ب  نشاء أ داة جبرية س تمكننا من ا    p ،.qا 

)  ةر اعقدة الط  تمةت  , )p q ال كثر بدائية    لا متغيها.  ة مفتوح  نوعةم   - 3  كرة هي  - 3ـ  في ال

ليهاو   ،و زمرتها ال ساس يةه .,بـ   يرمز ا  p q     هي اس تخراجفي ذلك  النقطة ال ساس ية p 

 . س نثبت أ نالزمرةجبرياا من هذه  q و
1 1,p q   يزومتشاكلة مع ا 

2 2,p q ذا كان  فقط ا 

1 1 2 2.{ , } { , }p q p q=

arg  تطبيقأ ولاا أ ن ال   وا لاحظ  arg( )p qy x = )عقدة الطارة  تممة من م  − , )p q 

لى  كرة -3ـ في ال 2R ا  Z  ُتشاكلا غامرا ث دي

1
, 1: ( )p q  → S Z

ال  الآ   نعتبر  ،بلفعل.  تيال ساس ي   تيزمر بي  الم  كرةفي    تيةالحلقة  أ جل الوحدة  من  عرفة 

[0,1]t    بـ 

2(1 ( )) 2( ) exp(2 ) ; exp(2 ).
2 1 ( ) 2

tx t ip t iq t
t


 



+
=

+

).  ، هذه حلقة صغية تدور حول العقدة  لـ  صغية قيم من أ جل , )p q   عمدة      في

 هذه الحلقة قريبة من 

arg ( ) 2t pqt  + +

) نتمكن من اختيار  بحيث  ) exp( (1 2 ) )t i pqt  = للتا كد من أ ن صورة هذه  −

 . 1هي  طة الحلقة بواس

هذا   أ ن  نظهر  ال ولى،  الخطوة  مقربة  ،كل التشافي  شارة  ا  لى  هو  ا  ل ـ  الغمر ،  p,الوحيد  q

. ولوجيا العقدةپطو بـفقط  تعلقت   ويترتب على ذلك أ ن نواة Z. على

تا ليف  حاولت  أ نن  المقدمة  في  زعمت 

فهم  يكونكتاب   مكاني  شخصياب  لو    ه 

 ا في مرحلة التدرج.جامعي   دارسا   كنت 

أ خشى أ لا يكون هذا هو الحال في نهاية  

ذا كان هذا   . الفصلهذا   ا،   غامضاا  جدا

!يهسوى تخط    فما عليكم

لقاء نظرة   نتشجع المبتدئي بقوة على ا 

سان   ۆ على موقع رائع لهَنري پول د

Analysis Situs ل ـجـرڥـې مكرس 

. 

15

http://analysis-situs.math.cnrs.fr/
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 زمرة  اأ ن   نبين،  نواة  بلية(أ  )أ ي التحويل ا لى    لةمؤاب نقوم بتحليل    الثانية،في الخطوة  

}  مرتبتها. س يمكننا ذلك من استرداد  دن و   ،نتهم بشكل    مولدة  حرة  لأ ب , }p q  لزمرةمن ا  

,p qكما هو مطلوب ، . 

  

على الطريقة   X ةمتمملا يعتمد تماثل    ا ذنعلى سبيل المثال.    3بعد  من ال   ،كرةفي    غطسةم 

  - 3ـ عقدة في ال ة ممتم فا ن تماثل  الخصوص،على وجه  في الكرة.  Xغطيسالتي يتم بها ت 

يزومتشاكل  هو ببساطة    تماثلكرة هو نفسه كما في حالة عقدة تافهة، لذلك فا ن هذا ال     معا 

Z  1في الدرجة. 

3  في  ملساءحلقة    لتكن  .  تيةتقديم نفس الحقيقة بالطريقة ال    اكننيم 
, \ p qKS.   نظرًا

ي قد لا والذ 3D→Sأ ملس  لتطبيقهي حد    ببساطة، فا ن  ترابطةأ ن الكرة ما لى  

p,  ضع هذا القرص في وضع عام معن.  غطيساكون ت ي qKبحيث تكون التقاطعات بين ، 

,p qK  وD  بحساب عدد التقاطعات بين القرص  .  نقومةيعرض D و,p qK   حيث

. الربط  عددهو    عددهذا ال    .مع مراعاة الاتجاهات  جبري،العد   ( )lk    اتضح أ نه يعتمد

3 في  التماثل لـ  صنفعلى  فقط  
,.  \ p qKS من حقيقة أ ن السطح الذي    ا تيهذا ي

3ليس له حد في
S 

 كل الذلك فهو يعرّف تش
 

( )3
1: \ ( , ),lk H K p q → 

 

ذا كانت   ال ن،والذي هو غامر.     ا علامت   كونتأ ن  ، فهذا يعني أ نه يمكن  lk  في نواة  ا 

ربط حدودها ن، حول نقط التقاطع، و Dفي  فر ثقوبا ن   مقترنتين.  التقاطعفي      −و    +

)  ولا يتقاطع مع  حده  يبقىفي أ زواج مع ال نابيب، من أ جل بناء سطح   ,  )K p q 

يزوتشاكل    lk  أ خرمع الصفر. بمعنى    ثلةمتما  lk . لذلك فا ن عناصر نواةمرة أ خرى .  ا 

أ ن  ن أ خيًرا  أ ي   تحليليمكن  بحيث    ال ساس ية،  لزمرةابلة ؤامالتماثل ال ولى هي    زمرةذكر 

) تشاكل  )3
1 \ K →S Z عوامل من خلال ا لى .lk   ويترتب على ذلك على وجه

شارة )يتطابق   lkالخصوص أ ن   . . هذه أ ول خطوةسابقا   المعرفمع (  مقربةا لى ا 

1 ي تطبيق منأ  
S 3 ا لى

S  د ا لى  دتم ي

الوحدة .2 قرص  D   هذا كان  ذا  ا 

.  تافهةعقدة    فا ن  ،تغطيساالامتداد  

  سطح   حدفا ن أ ي عقدة هي    ذلك،ومع  

أ على(م  مغطس جنس  )من  :    وجه 

 .يفرت ايسمى هذا سطح س
 

لاحظوا أ ن متممة دائرة غير معقودة  

الـ   مع    وميومتشاكلةه كرة-3في 
2 1. R S  

 

  الارتباط   عددبتعبير أ دق هذا هو  

.,و   لـ   p qK تم مناقشة هذا  تس

 .الكتاب لاحقًا في هذا 

 

 
 

 ط. بعدد الر 
 

 
زالة نقطتي تقاطع  © .ا 

 

 

 

 

 

 

 

S Z Z

معظمها يعتمد على ما يسمى   تعقيدًا،  أ و أ قل    يمكن شرح الخطوة ال ولى بعدة طرق، أ كثر

أ ن    .تش ٻ فش  ٻ ل   نويةث   المثال  Xللتوجيه   قابلةةمغلقمنوعة لنفترض  سبيل  على   دائرة،، 

 .  مع أ ي منحن مغلق تافهله تقاطع جبري 
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أ وليان في ما    qو   pنذكر أ ن  

 بينهما. 

20

لىننتقل الآن ا لى الخطوة الثانية.   .  بـ  lkنواة  لنرمز ا  ( , )G p q   ذن  فهي الأساس ية   الزمرة  ا 

3لـ  لـ ڤالواتغطيةل   \ ( , )K p qS   منتهيةدورية غير    أأطوتشاكلاتها  زمرةتكون    الت و

,. kerp q lk= Z  داء  ال   هي  تغطيةال   همن الواضح أأن هذR لصفحة معR

 ببساطة بواسطة مولدة تحويلاتال  زمرةو 

( ); ( , ) ( ), 2p t M p t  →  +R R 

)ويترتب على ذلك أأن.  تطبيق الامتداد الأوحدا لى  Mحيث يشير , )G p qلزمرة هي ا  

)  أأن  لىا  ولوجيا الصفحة. نظرًا  پلقد وصفنا بالفعل طو.الأساس ية للصفحة  , )G p q 

آب  ليست   فقد يكون من الأسهل جعلها  أ آ لية،  )  بواسطة  نشيربلية.  أ , )H p q    ه لى هذا 

 . أأكثر من التماثل الأول للصفحة ت ليس  هيت وال  ،بلةؤاالم

) بليةالآ  زمرةنصف هذه ال   هيا بنا , )H p q  علىوالعمل.Mفي ييوجد بيان يحتو  

qيحتوي علىفهو  .  1و  0، تم الحصول عليه برفع القوس الذي يربط بين  قوسا  pqعلى
  ثلث م  م  مغلق  سطح  من  يتم الحصول عليهذكر أأنن.  1فوق  أأسار   pو   0فوق    أأسار 

   يمكن أأن يتشوه السطح المثقوب  لذلك،ثلثات.  الم شترك لجميع  م عن طريق حذف رأأس  

  مع   ناالمقابلة لهذا الرأأس وهو بيان   افاتكل الح   اتحادلى  إpq  عادة ما يسمى هذا  افة.ح

الفرعين(.  الشطْراني  التام    البيان   ذا  ينتج  )أأو  ي يحسب والذ  بس يطا جدا  بامرك    -1هذا 

. ( , )H p q 

i,ية بواسطة الأقواسسلاسل بحر    -1الـ  المكونة من    بليةالآ   الزمرة  توليديتم   jc حيث

i pZ Z و. j qZ Z   نشاؤه   - 0    لل ـ  بليةالزمرة الآ pبواسطة    اسلاسل يتم ا 
iحيث jbنقطqوiaةنقط pZ Zو. j qZ Z    عامل الحد    يرسل

,i jc  ا لى. j ib a−،الامتداد الأوحد  أأخيًرا  pq p qZ Z Z Z Z Z    يعمل 

.، iليلين  بطريقة واضحة على الد j  

)التماثل   , )H p q  تامة ال  تتاليةالم مع يتناسب 

0 ( , ) 0p q p qH p q ⎯⎯→ ⎯⎯→  ⎯⎯→  ⎯⎯→ ⎯⎯→Z Z Z Z Z

p  بالنس بة ا لى أأعمال  المتساوي التغيروهو   qZ Z Z Z   ًى. يرتبط المولد  في كل مس تو

M  بواسطة  بتوتيرر   (1,1).بـعملالأوحدالامتداد  من  R  على  ل فضاء  لحصول 

)أأن بعد  يتبعخطية،    تطبيقاتو   شعاع  , )H p q R  هو( ) 1pq p q− + + ،

).أأي 1)( 1)p q− − 
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)  على M ل ـ M للعمليمكن حساب كثير الحدود المميز   , )H p q  تتالية  الم   باس تخدام

 :تامةال 

( 1)( 1)( ) .
( 1)( 1)

pq

p q

X XP X
X X

− −
=

− −

باس تثناءعدد واحد  لل   يةا   -pqالـ    ذورالج ، هيM   ، القيم الذاتية لـPأ ن جذور   والاحظ 

ضافة يةا -qالـ   الجذورو  يةا -pالـ  ذورالج pيمكن اس تخراج قيم الطيف،. من هذا 1 وا 
  q.و

ثبات الم )  ( العقدةتممةمن )م     ةال ساس ي   الزمرة  . منبرهنةتم ا  , )K p q نشاءم  و قن  زمرتها   با 

1 المش تقة ال ولى [ , ] =  وهي أ يضًا، كما رأ ينا، نواة ، .lk   1 علنجثم   دد  نحو  ةبليأ

1  زمرةال 1 1. [ , ]   اال ن عنص  نعتبر g في مع ( ) 1lk g =  بواسطة  قةلمراف  وا 

g على ( )1 1 1. [ , ]   R  قيم على  الحصول  لهذ p  ،qيمكن  الذاتية  القيم  ا من 

     الخطي.  تطبيقال 

الواقع   في  هي  الجبرية  الحيلة  ولا  تقنية  هذه  للغاية  وقوية  على  ت عامة   لتكن  عقد.  القتص 

عملنن،  زمرة لى  ا  1   مؤابلة  ظر  [ ,  ]ab =   =     ،بلة ؤام  على   بالمراف قة

( )1 1 1. [ , ]   R  أ صنافالتي تكون  و   طوتشاكلات المتبادلةيحدد هذا عائلة من ال و

لا  ل اوهذا أ حد أ كثر   . أ لكس ندر لـ  مقياسعن    نتكلم   .  لا متغيرات الزمرةفيها    المراف قة

. زمرةبدائية في متغيرات 

. André Nachbin   موقع  على  
© 

http://w3.impa.br/~nachbin/AndreNachbin/Art.html
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 ©. قمة پويزۆ

https://en.wikipedia.org/wiki/Mont_Pelvoux
https://en.wikipedia.org/wiki/Mont_Pelvoux
https://en.wikipedia.org/wiki/Mont_Pelvoux


ڥي�ك�ور پو�زۆ، ٔ��يرا!

بالفعل عدة مرات في هذا الكتاب. قد يكون القارئ حريصًا عل معرفة   ۆپويز ظهر اسم

ليه"  جدا  المعروفة  ۆ پويز  مبرهنةفا ن "  الحظ،بالفعل. لسوء    فعلهما   ولكن، كما    ل تعود ا 

مر. يمكن للمرء أأن يجادل بأأنه ل نيوتن  ا مع بعض المساعدة اللاحقة من كر   لنيوتن،  رأأينا،

ثبات هذا التقارب بسهولة،  ت أأثبت تقارب الم قد  ر  امول كر  سلسلة المرتبطة ولكن يمكن ا 

 . كوشيالنهايات لعل سبيل المثال باس تخدام حساب 

لل  ۆپويز ومع ذلك، تعامل البنية المحلية  تمامًا وكانت    تيافردم مع مشكلة  بطريقة مختلفة 

س يكون من   الحظ،وضح وجهة نظره. لسوء  نود أأن  نمساهته أأساس ية. في هذا الفصل  

 .  غير المجدي التمسك بعرضه الأصلي

نه "مشهور" بم قبله بزمن طويل ونحن    ةمعروف  ت كان  برهنةمصير غريب لعالم رياضيات: ا 

.  نيات الت جاءت بعده بوقت طويلاليوم أأفضل بكثير مما فعل، باس تخدام التق   انفهمه 

فا ن الحظ،  الجبال   ۆپويز لحسن  متسلقي  بين    أأكثر شهرة 

9في    هذه القمة. وصل ا لى  ۆپويز  قمة سمى  ت ،   Massif des Écrinsفي    (،م  3946)

 عامًا. الثانية الأبدية؟  18النقيب دوراند أأنه وصل ا لى القمة قبل 

©ڥيكتور پويزۆ  (1820–1883)  

" منذ أ ن ادعى  سابقة كان "  ذلكليس من المؤكد حتى أ ن    الحظ،. لسوء  1848أ غسطس  

پٻلڥو  لبجفيةقملىع أ  ن ل

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Puiseux/
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©

پويزۆ المقاربة الطوپولوجية لـ  

. پويزۆ مبرهنةا يسمى عادة  بمنذكر ل 

)  تكن. ل مبرهنة , )F x y   2 في  المبدأ    جوارة في  عرفم   منعدمةغير  هولومتشاكلة  دالة
C 

.بحيث   (0,0) 0F ذن = عدد م   ا  1g،،  ngومتشاكلة  ل الدوال الهو من    نتهيوجد 
بحيث   1m ،،  nmال عداد الصحيحة الموجبةمن  عدد  و   Cفي     0في جوار    المعرفة

المنحني )يكون  , ) 0F x y أ خرى  = مرة  جوار،  اتحاد(0 ,0)  في   ، n ا فرع

( , ( ))im
it t g t ( {1,  ,  })i n  محورا)زائد ربما،  على   التراتيب(  ،  علاوة 

لا في ا متباينةذلك، هذه الفروع    لمبدأ . ولا تتقاطع ا 

ثباتا ا  بالفعل  ناقش نا  قبلفي    لقد  وهو  پويزۆ ما  ثبات،  يجد    للغاية،بالروح  جبري    ا  حيث 

الم  أ ولًا  ال ت المرء  ثبات ig شكليةسلسلة  اقترحت   أ نها  قبل ا  طو پويزۆ تقارب.  ولوجياً  پنهجًا 
ولوجية  پال وراق العظيمة التي كتبها ريمان لتقديم ال فكار الطو  قبلمباشرة    ،1850في عام    110

لا يس تطيع التعبير عن نفسه   بالطبع،  ل نه،في الهندسة الجبرية. لذلك يجب أ ن "نسامحه"  

. ح ريمانو بلغة سط 

   . (0, )F y   هذه كانت  ذا  ا 

تطابقيا قسمةمنعدمة  فيمكن   ،F قوة لـ   على  أ ن    xما  لذلك يمكننا  تغيير المشكلة.  دون 

,0) تقويمأ ن  نفترض   )F y  0.سمى أ يضًا التعددية( هو عدد صحيح موجب  ي )و m 

الخصوص   وجه  ,0)لـ  على  )F y  م الم ن صفر  في  عددا ر  اتن   m).  تهي تعدد)  بدأ  عزل 

0   0) هو الجذر الوحيد لـ  0 بحيث يكون, )F y في . y    حجة من خلال

0يوجد   بس يطة،اس تمرارية       ل جذر  يوجد  لا  )ـ  بحيث  , ) 0F x y لطارة ا  في  =

 الصلبة . ( , ) |   ;  x y x y   ، نفترض أ نو  على yو x بقسمة =

. 1 = =
 . لتفصيل لاحقًابابعض الافتراضات التي سيتم تحليلها  نضعدعونا الآن 

Fفترض أ ن المش تق الجزئ ن y   على المنحني  نعدملا ي( , ) 0F x y لا    = بدأ .  الم  فيا 

لى لنشر بـ  المثقوب    المنحني  ا 

 2( , )  |   ( ,  ) (0,0) ;  ( , ) 0 ;  1 ;  1 .x y x y F x y x y  =  C 

سقاط  على القرص المثقوب  التا كيد الرئيسي هو أ ن ا     |  1 \ 0D x x =  

  .تغطية تطبيقهو 

.يمكن ربط فرعين

من  للنماذج  يڤوت  مجموعة  نموذجان  نڤن 

  وال دوات الريضياتية

 © 

110 V. Puiseux.  Recherches 
sur les fonctions algébriques. 
Journal de Mathémagiques 
Pures et Appliquées, 15:365– 
480, 1850 

محلي، أ ن كل هذا النقاش  والا تنس

ت  "لا  أ كتب  عندما  "،  نعدملذلك 

."للمبدأ    جوار ما في    نعدم أ عني "لا ت 

Analysis Situsا تو و  فمرة أ خرى لا ت

المتاح على  لهَنري پول دۆ سان  جـرڥـې  

 الخط. 

ا أ رسم  أ ن  لي  أ ولًا   نعتبر.  هذا  ولوجيپ الطو  ثباتلا  اسمحوا 

على  التي  

.بالتا كيد أ ن يزورهاالقارئ 

http://modellsammlung.uni-goettingen.de/index.php?lang=en&amp;s=1
http://modellsammlung.uni-goettingen.de/index.php?lang=en&amp;s=1
http://sites.mathdoc.fr/JMPA/PDF/JMPA_1850_1_15_A24_0.pdf
http://sites.mathdoc.fr/JMPA/PDF/JMPA_1850_1_15_A24_0.pdf
http://analysis-situs.math.cnrs.fr/
http://analysis-situs.math.cnrs.fr/
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تعريف   بسرعة  أأذكر  أأن  ل  عنالت   بيقاتط ت اسمحوا  تختلف  أأنها  وكيف   غطية 

p :  مس تمر  ة. تطبيقالمحلي  الهوميوتشأكلات X Y→ سمى  )ي  محلي  هوميوتشأكل   وه

ذا كان ( (étale)ا خامدا طبيق ت أأحيانًا   بحيث يكون  مفتوح  جوار X كل نقطة فيل ا 

( )p  اقتصاريكون و مفتوحًا  p عل هوميوتشأكلا  لع . ( )p  

p : المس تمر  التطبيق X Y→ ذا كان  تطبيق  وه  مفتوح  جوار Yكل نقطة فيل   تغطية ا 

)1  بحيث يكون  )p−لمجموعات مفتوحةمنفصلا  اداتا i  اقتصاربحيث يكون  

p من ال ـ أأي علi  عل هوميوتشأكلا. 

أأن   أأن    أأمثلة  محلي، لكن  هوميوتشأكل   وتغطية ه   أأي تطبيقمن الواضح  بس يطة تظهر 

المحلي    الهوميوتشأكل يظهر بسهولة أأن  يس تطيع المرء أأن    صحيحًا.    عل العموم  العكس ليس

ذا كان ذلك  فضاءهو    فعليا.تغطية ا 

بنا أأن  هيا  عل  تأأكيدنا  ال ن  ال سقاط  الم قرص  لل   تغطية نظهر  أأن  حقيقة  ثقوب. 

F محلي يتبع مباشرة من افتراضنا أأن  هوميوتشأكل  y    عل  ينعدمل   مبرهنة ومن

ن    الةالد من    تفر النقط عل  متتالية منال سقاط واضحة أأيضًا لأن    فعليةالضمنية. ا 

ذا كان تراصةمجموعة م ذا وفقط ا   المبدأأ. نحوتقارب ت  ت ا 

  ابط )متر  فضاءل  ابطةالتغطية المتر  فضاءاتالرئيس ية لنظرية تغطية الفضاء هي أأن  برهنةالم

يزوا لى    موصوفة،  ابطمتر محليًا ببساطة(    زمرة لل   الزمر الجزئية، من قبل  ةمقرب  تتشأكلاا 

يزو   Dل ـ  ترابطةالتغطية الم  فضاءات  المثال،الأساس ية. عل سبيل     تطبيق مع  تشأكلة  م ا 

mx القوة  x  منD  فيD    1  عدد صحيح  من أأجل m  الأسي    لتطبيق ا  مع، أأو

0. ينصف المس تو  تصر علالمق ركب الم ( )x  

0   ترابطةم مرك  بةر  ا تنخ 
  0 تغطيةل ل أأن    لىا  نظرًا    .    لـ D → ييفه   ،نتهيةم   اأألياف  

يزومتشأكلة مع تغطية mx   ا  x    منD  فيD.   

0: ; (( , ( )).mD x x g x  → 

  نا عل القرص المثقوب ونحن ل يزال يتعين علي   متشأكل هولو    ـ  من الواضح أأن هذا ال 

 ريمان:  ل متداد ة الا مبرهنالقرص. هذا يتبع من   علهولومتشأكلة كدالة أأنه يمتد  تبيان

 .كله القرصمتشأكلة عل هولو محدودة عل القرص المثقوب هي و  متشأكلةهولو  أأي دالة

كلمة تقديم  طرف   étale تم  من 

وهي   ين.الفرنس ي   يينالجبر   المهندسين

وكثيرا ما تس تخدم    "مس تقر  " تعن

يكون    البحر،لوصف سطح   عندما 

 .في حالة سكون

 

 

 .يةغط ت ليس  و تطبيق خامد

 

ذا كانت الصورة    فعليا   تطبيقكون  ي ا 

م لمجموعة  تراصةً.   م  تراصةٍ العكس ية 

وقد   صحيحًا  ليس  العكس  بالطبع 

)عل  فعلي تغطية غير    تطبيقكون  ي

المثال   سبيل 

  1 ; t exp( ). it→(R S

 

  اتغطي ت  ۆ پويز اس تخدم  الواقع،في  

ضمنية عندما وصف بعض الحلقات  

ب ـ ا x متبوعة    ديلةوالتب   لمبدأأ حول 

تقق  yبقيم    ةالمرتبط الت 

( , ) 0.F x y =  
 
 
 

 !مفارقة تاريخية أأخرى

 

 

  

 وجد هوميوتشاكي،  تعبي أآخروب   
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ثبات   F الجزئي  عل افتراض أأن المش تق  ،برهنةالمتم ا  y   المثقوب  عل المنحن   نعدمل ي 

( , ) 0F x y = 

 جذور بس يطة

0y في نقطة ماومش تقها في وقت واحد  y واحد مركبلمتغير  هولومتشأكلةدالة  تنعدم
ذا كان هذا الصفر مضاعفًا. لذلك علينا أأن نبين أأنه في   ذا وفقط ا  ، يمكن للمرء  ۆپويز  مبرهنةا 

، ل توجد جذور  منعدمصغير وغير   0x خاصية أأنه، بالنس بة لـ    Fلـ   دائماً أأن يفترض أأن

.0   متعددة صغيرة لـ ( , ) 0F x y = 

)  دوال هولومتشأكلة عامةلم يعتبر  ۆپويز اتضح أأن , )F x y  لكن كثيرات حدود في x

.و y    المشكلة  ۆپويز من السهل التعامل مع جذور متعددة وفي الواقع يرفض  الحالة،في هذه

 .  نكن أأكثر حذرا منهل صفحة(.   135  من في جملة واحدة )في ورقة

 

)متتالية فترض ال ن أأن هناك  ن ,  )k kx y   0 مع  (0 ,0)تقارب ا لى  تkx  بحيث يكون 

ky    جذرًا متعددًا لـ. ( ,  ) 0kF x y ) مميز كثير الحدود  ا ذن  = ,  )kF x y   0يساوي  .

]كعنصر من   Fيزممفا ن  وعليه   ]xC   من    غير منتهلأنه يحتوي عل عدد    تطابقيا  نعدمي

  

ذا كان  ،ثمَ ومن   ]غير قابل للاختزال في Fا  ][ ]x yC ذا كان ، منعدمو غير    اصغير  x ، وا 

) ا نف ,  ) 0F x y . كمعادلة فيجذر متعدد صغير   اليس له = y   هذا هو المكون الذي كان

. الحدود كثيرة، لمعادلة  ۆپويز مفقودًا ل ثبات نظرية ( ,  ) 0F x y =  

)  عامة  بالنس بة ا لى دالة هولومتشأكلة ,  )F x y     ،ل  (  ۆ پويز هالم يعتبر   ،أأخرىمرة  )والت

 .القيام به علينا  يزال هناك بعض العمل الذي يتعين

ناتج هو  حدود  كثير  كثير    مميز 

 الحدود هذا ومش تقه.

. كعنصر من F عتبر كثير إلحدودن  [ ][ ]x yC   لى  يمكن على أ نه     Fإلـ   هذإأ ن ننظر إ 

وإحد  كثير متغير  في  في  y حدود  معاملات  كتابةعامليةحلقة   مع  يمكننا   . F جدإءك  

)لعوإمل غير قابلة للاختزإل بحيث يكون إلمنحن  , ) 0F x y إتحاد إلمنحنيات إلمرتبطة    =

 . غير قابل للاختزإل Fبهذه إلعوإمل غير إلقابلة للاختزإل. لذلك يمكننا أ ن نفترض أ ن

 لآتية.إ تم مناقش ته في إلفقرة تس  هو ما، و 

ذإ  .  إلجذور  حدود   إنعدمإ  كثير  فا ن  Pمميز  إلحدودل ،  عاملالم و هذإ    كثير  .  مشتركا  ش تقاته 

ذإ كانو   . غير قابل للاختزإلPهذإ مس تحيل إ 
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 مبرهنة ال عداد لـ ڥايرشتراس 

 

بم التقينا بالفعل  لـ  لقد  الم الت    ڥايرشتراس  برهنة ال عداد  أأولً في س ياق  سلسلة  ت أأثبتناها 

ثبات نفس الم  تأأسيسقبل    الشكلية ا  باس تخدام التحليل   برهنةالتقارب. الهدف ال ن هو 

 ب.  رك  الم

 . ذا العرضلن ذك  ر به

)لتكن .  مبرهنة ,  )F x y    للمبدأأ في،  غير منعدمة  ،هولومتشأكلةدالة     معرفة عل جوار 
2.C  توجد    ا ذنm  0  هولومتشأكلة   دالة ( )a x ،  ،1( )ma x−   فة في جو عر   0ر لـ  ام 

)هولومتشأكلة  ، دالة  Cفي ,  )x y    0ح وعدد صحي  ،بدأأ الم في    نعدمل ت r  ،  بحيث

 يكون

( )1
1 1 0( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) .r m m

mF x y x x y y a x y a x y a x−
−= + + + + 

 .(1897–1815)كارل ڥايرشتراس  
 © 

، منعدمة مقربة  غيردوال  ا لى    ، تنص عل أأنهفهيي  هي بالضبط ما هو مطلوب.    برهنةهذه الم

عاملات في بم،  yالمتغيرفي  قيد الدراسة هي كثير حدود   Fيمكننا دائماً افتراض أأن الدالة

}الحلقة }xC  في  تلمتسلسلالx ائماً د  نايمكن   )حيث   ۆپويز السابق لـ  ل ثباتا   .المتقاربة  

  

  

ثبات يذلك بو   . ڥايرشتراس مبرهنةباس تخدام  ۆپويز مبرهنةتم ا 

ثبات قدم ال ن  ن  . التحليلي القياسي ڥايرشتراسا 

       

     

  

  

  

  

مكوشي علاقة الأبسطال ثبات يس تخدم     . لنقو  

1

( , )1( ) .
2 ( , )

k
y

k y

y F x y
s x dy

i F x y =


=  

و

أ ن Fافتراض  y   ال   ،النحن على    ينعدم تطابقيال عادة   اإذنيمكنبدأ (  باس تثناء  اإ

نتاجه كلمة بكلمة x).الحدود في  كثياتلقة  بحتقاربة  ال   تسلسلات ال حلقة  ستبدال  )بااإ

)، أ نماrxعلى Fفترض، بعد قسمةن ,  )F x y  1من أ جل    تنعدملx    و

. 1y 1xبـ  xعند تثبيت   = فاإن الدالة ،( ,  )y F x yنتهيام ا  عدد  تقبل  

)1  من ال صفار )y x ،2 ( )y x  ،    ،( )my x  ة تعدديل معدودة با  ،في قرص الوحدة .  

الد هذه  اختيار  الس تحيل  من  أ نه  في  الرئيس ية  الصعوبة  )والتكمن  )iy x  كدوال  

)    لـعلى وجه التحديد بسبب تعدد القيم    ،س تمرةم ، أ و حتى  x  لـ  هولومتشأكلة )y x
.الضمنية في ( ,  ) 0F x y )  لـ تناظرة أ ن جميع الدوال ال س نبي   ذلك،ومع  = )iy x 

 x.لـ هولومتشأكلةدوال  بالفعلهي 

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Weierstrass/
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)راسب   ,  ) ( ,  )k
yy F x y F x y    كدالة لـ  y  ،أ حد الجذور  في( )iy xالقوة و، ه 

)،  يةا   -kالـ   )k
iy x  يكون ) بحيث  )ks x   الـ   لقوىامجموعk-  ي  اية   بي للجذور. 

) التكامل بوضوح أ ن )ks x   لـ هولومتشاكلةدالة . x  

)لـ    ا ن كل الوال المتناظرة، فالوال المتناظرة  ولّ ي ksالـ   أ ن  ل ا  نظرًا   )iy x  ،  دوال هي

.ال ولية  التناظرية  ، ولا س يما الوال  x  لـ  هولومتشاكلة ( )ia x  

 كثير الحدود  
1 1

1 1 0( )  ( 1) ( ) ( 1) ( )m m m m
my a x y a x y a x− −
−− + + − + − 

 حاصل القسمة  نعدمت، بحيث لا ي يبنفس التعددو  Fمثلتمامًا نفس النقط    ينعدم في 

 ( ,  )x y.  

ثباتهما.                     ۆومبرهنة پويز لـ ڥايرشتراس مبرهنة الا عداد                تم ا 

  ؟ڥايرشتراسلـ  مبرهنة الا عدادمن أ ثبت 

 

يعرف مؤرخو الريضيات جيدًا أ ن أ س ئلة مثل "من أ ثبت هذا   .ڥايرشتراس بالتا كيد ليس

أ ن اثني من الريضيات  في القرن    ييملاحظة   Henri)  اطً كار هنري    العشرين،المهمي 

Cartan)  111  تحاول الكشف عن تطور ال فكار    ا ، كتبا بالتفصيل أ وراق112ل  ڤوكارل س ي

كر  تمامًا. اسمحوا لي فقط أ ن أ ذ   ةليست متقارب فا ن أ وراقهما ذلك،. ومع  برهنةحول هذه الم

 . بعض الخطوات

)تشاكلة  عادلة هولوم لمللجذور    ناظرةالوال المت أ ن  حقيقة    − ,  ) 0F x y  y حيث   =

  1831كوشي عام  ىل ةمعروف ت كان  xبـ   هولوتشاكليا تعلق، ت وس يط xهو المجهول و 

 . هناالذي قدم  لا ثباتمع ا 

ولكنه ذكر في حاش ية أ نه كان يحاضر حول هذه    1886برهانه في عام   ڥايرشتراس نشر −

اس تخدام  .  1860منذ    برهنةالم الا مكان  قدر  تجنب  أ نه  المس تغرب  من  رواسب  ليس 

 . . برهانه جبري جزئيًا فقطتسلسلات ولكن ليس بالكامل، وعمل مع الم  كوشي،

 دون ذكر لكوشي.  ،1879في أ طروحته عام  برهنةالم وانكارپأ ثبت  −

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

111 H. Cartan. Sur le théorème 
de préparation de Weierstrass. 
In Festschr. Gedächtnisfeier 
K. Weierstrass, pages 
155–168. Westdeutscher 
Verlag, Cologne, 1966. 

 
 

112 C. L. Siegel. Zu den 
Beweisen des Vorbereitungssatzes 
von Weierstrass. 
In Number Theory and Analysis 
(Papers in Honor of 
Edmund Landau), pages 
297–306. Plenum, New York, 
1969. 

 

 

 

ع البس يطة  الا جابة  أ ن  بالفعل  خّمن  قد  القارئ  يكون  أ ن  ينبغي  هي    نكان  السؤال  هذا 

،  ت  ٻ ڥي   مبرهنةحسب    

من المثير للاهتمام    ذلك،وغالبًا ما تخطئ الهدف. ومع    للغاية،هي أ س ئلة ساذجة    ؟"أ ولاً  
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وهذا صحيح بشكل    كبيرة،بعناية    وانكار پفي كتابات  ها  ذيجب أ خكلمة "برهان"    كالعادة،

المبكرة الورقة  هذه  في  ذلك     .خاص  كتابه  بكثير،بعد  في  المثال  سبيل  "طرق   على 

ل    ،جديدة" ثباتدون تقديم    أ طروحته،أ شار ا  من المثير    .ڥايرشتراس أ فضل ودون ذكر  ا 

 ورقته. في  وانكار پلم يذكر  لبورباكي،الآباء المؤسسي  ، أ حد  اطً للاهتمام أ ن هنري كار 

جبرية لحلقات    نتائجج  خر برهانًً جبريً كاملًا واس ت   113 لاسكر ، قدم1905في عام    −

   والمتقاربة.تسلسلات الشكلية الم 

لالا ثبات    أ ن ل أ يضًا وفقاً له  ڤيؤكد س ي   −   . 1887في عام   114ڤررستيكنبـ ال قصر يرجع ا 

حديث وأ ولي   على عرض  على      . 115  ڨـبلينېكتاب ا    واانظر   ،مبرهنةلل للحصول  للحصول 

عودوا   الا ضافية،والتعليقات التاريخية    مبرهنةلل   شكال المختلفةال  وصف دقيق للعديد من  

  

لهذا الفصل دون    أ ن أ ختم  لا يمكن  لدوالل  برهنةأ ن هناك نسخة من هذه الم  الا شارة ا 

Cمن الصنف  ، 118كن هذه قصة أ خرى ل  . 117 مالڤرانج  اثبت أ  و  طوم اخّمن    
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“Il était un peu plus de midi, la 
température étant fort 
agréable, je passai là une demi-
heure à contempler le 
magnifique panorama qui 
s’étendait autour de moi. 
L’objet le plus frappant était 
peut-être le pic isolé du Viso ; 
le Mont Blanc était un peu 
voilé par les nuages.” 

لى  .  116 رتٻم  ٻ ور رتٻڤروو ا 

لى جبل   ۆويزپيكتور ڥ من رسالة ل    المشهد : "أ تأ مل و  ڥل ٻ پ يصف رحلته الاس تكشافية ا 

 . "الرائع من حولي

ا لكاس    ۆويزپيكتور  ڥ كان من الممكن أ ن يكون   يد فريدريش عندما رسم  ڥ ار دي  پنموذج 

لكن رحلة    ،(Wanderer above the sea of fog)"الضبابفوق بحر    المتجول"

ا  30حدثت بعد  و  ڥلٻپ                                        !عام 
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جاك ميلنور وتلييفه 

أ و ببساطة عندما    ة،اتيالرياضي  تلّ المج  عبرأ و عندما أ تنقل    ة،اتيرياضيعندما أ دخل مكتبة  

عال    ل،ڤو ڤأ تصفح   اتساع  يغمرني  ما  الرياضياتغالبًا  تبدو    .م  قد  التي  الموضوعات  حتى 

هي  في الواقع مناطق ضخمة  ف ولوجيا المنحنيات الجبرية، پمثل طو العادي،مجهرية للشخص 

أ ن يتطلب اس تكشافها عدة   أ ن يكون هذا الشعور محب   .بسهولة  أ عماريمكن  أ و يمكن  طًا 

مامس أ فضل ما يمكنني فعله هو وصف   الصغير،في هذا الكتاب  .   اعتمادًا على مزاجي  ،مّ 

مثال واحد مهم، لذكر بعض النتائج الرئيس ية، والإشارة اإلى بعض الكتب )الطويلة( التي  

الفن.تقترح مناقشة كاملة   أ ي     لحالة  أ نه    حال،على  التأ كيد على كتاب واحد على  يجب 

وح الفوقية المهتمين بهذا الموضوع: النقط المفردة للسط  ارسينجوهرة ويجب أ ن يقرأ ه جميع الد

 .في فن كتابة الرياضيات كبير، وهو أ س تاذ الذي أ لفه ميلنور  119 المركبة

مثال  

اإلى المنحني واانظر 

10 9 8 6 2 5 3 3 4 6( ,  ) 6 3 2 3   0.F x y x x x y x y x y x y y= − + + − + + − =

0F أ ي معادلة .عشوائيبشكل    Fالة  الد   هلم يتم اختيار هذ يمكن حلها باس تخدام   =

 .  ۆت پويزسلسلمت 

بدأ  من الحل ن غش و ن المثال،في هذا  

3 2 5 3y x x= +

 ©.ن ميلنوروج

ناطقون بلغات أ خرى، غالبًا ما يتفاجأ  ال 

المثال،  لفرنس يةكا سبيل  عندما    على 

الترجمة   .لجونيعلمون أ ن جاك هو لقب 

119 J. Milnor.  Singular points of
complex hypersurfaces. 
Annals of Mathematics Studies, 
No. 61. Princeton University 
Press, Princeton, N.J.; University 
of Tokyo Press, Tokyo, 1968

☺

. سيمج ڤليزية لجاك ه  نإلا

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Milnor/


نزهة رياضياتية فريدة     178

 .F مضلعّ نیو�ن لـ

لدينا بحث عن المعادلة! ن و 

( )33 2 5.y x x− =

بعادرفع ا لى قوة مناس بة من أ جل  نو   ننشر  .طقة، نجد بالفعلاس الناسال    ا  ( ,  ) 0F x y = 

2بوضع  في الواقع،  
1x x=  3 و

1 1(1 )y x y= ، كما يجب على المرء أ ن يفعل باس تخدام   +

امل كما ينبغي و عتحلل ا لى  ، النتيجة نيوتنخوارزمية 

( ) ( )( )2 3 18 3 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, (1 ) 8 12 6 .F x x y x x y x y y y+ = − − − + − − −

 يحتوي على فرع واحد بالضبط   للمبدأ    جوار  في     Fي لـ  الصفر   المحلويترتب على ذلك أ ن  
3

1 1x y= أ و 

6 9 10;x t y t t= = +

     

0F ، تقاطع المنحن يةفردنا نفحص رابط الم هيا ب  .3 مع كرة صغيرة = S  من السهل رؤية

عيار )أ و النظيم( مربع الم  بالفعل،الصغيرة.  كراتمع ال عرضية تقاطع المنحن 

2 26 9 10: ; t t t t +→ + +C R

يكافئ
12t   من أ جل t 2 صغير، والمعادلة( )t =   حلقة مغلقة في  فتعر  C،   قريبة

1من  6t = 0 تقاطع  أ خر،عاعية. بمعنى  الش    لمس تقيمات الىعة  ي، عرضF مع كرة  =

3 صغيرة
S بواسطةهذه الحلقة  وهي صورة  عقدة،أ ي  ،سةغط  م دائرة  هو   . 

أ ش باه يمكننا حتى اس تخدام  .للكرة، هذه العقدة مس تقل عنا لى هوميوتشاكلات مقربة 

)  كرتنا المربعة    أ و حتى   ،لكراتابدلاة من    نواقص ).max x , y =    التفصيلي    البرهان

قليديين ا  ا لى معيارين  للغاية. بالنظر   و 0N تقن وممل ولكن الفكرة ال ساس ية بس يطة 

1N 4في
R  نقطع  ، يمكننا )المنحن أ ن  ,  ) 0F x y 0N تينصغير   كرتينب = = و 

1. N = سبيلكرة. نقوم ال ن ببناء   مع  هوميومتشاكلتين منوعتينفي   تين هذا يعطي عقد 

1،عاييرمن الم 0(1 )N N + −(0 1)   ، س تمرة بحيث يكون لدينا بالفعل عائل م 

."بالتالي "نفس العقدة عرفالتي ت الكرات في غطسةمن الدوائر الم 

العقدة هي ت غطيس  الدائرة في الـ  3-  كر ة.  

لعدد  منته  المنفصل  هو الاتحاد  الرابط 

عقدتان  )ر ابطان  على   العقد.  تعتبر  من 

على   )متكافئين  التوالي(  متكا فئتين 

للكرة   هوميوتشاكل  ذا  وجد  التوالي(  ا 

حافظ   للاتجاه  ،  يرسل ال ولى  ا لى الثان ية 

)ال ول ا لى الثاني على التوالي(.

ثبات هذا يخفي حقيقة أ ساس ية في    الا   ا 

كان  . التفاضليةولوجيا  پالطو ذا  لدينا   تا 

   عائل 

:   (0 1)i X Y


→  

ا ة متراص    متنوعة  من لتغطيسات  من 

X    أ خرى  متنوعةفيY  ، فهناك

من    أ ي  ، (isotopy) صنوية عائل 

اكلاتفالت 


 من   Y   بحيث يكون

0.i i
 
= 

 

3بحيث  2 5 3y x x= كثير   لىا  وحتى بالنس بة    ،ة  عامFكما هو متوقع. بالنس بة ا لى+

نتوقع   أ ن  پويز  سلسلة مت حدود، يجب  المثال    غير منتهية  ۆلـ  أ ولاة في هذا  ولكننا سننظر 

    .لنوعيا
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 -funda The Deloup.  F. 120

mental group of the circle is 
trivial. Amer. Math. Monthly, 
112(5):417–425, 2005.

�ذوا وق�كم ! انظروا إلى الصوّر في 
هذا الفصل بعنایة �بيرة. هذا ل�س 

 ©سهلا.

 ــم  وا ر  ـ  

ذر ـــ ب   

للحصول على توضيح لل خطاء  120 . عودوا ا لى"يمكن اس تخدام حجة مماثل لـ "الكرة المربعة

   .المحتمل التي يمكن أ ن يرتكبها مبتدئ ساذج

)  ةالمناس ب  ةالمربعالكرة  سنس تخدم   .العقدةا لى هذه    FK  لنرمز بـ ).max ,x y =

x في الحلقة الصلبة  يقع التقاطع مع المنحن  = وy   1كون ي، بحيث 6. t = 

X ع نعيد القياس ونض ل   هيا بنا x = و.Y y =   ،تكون على وجه الخصوصX 

ذا كانت  . الوحدةفي قرص  Yفي دائرة الوحدة و 1 ا  6t  =  نحصل علي

6 1 2 9 2 3 10;X Y    = = +

1يتم رسم الحلقة الصلبة  ،تيةال  في جميع الصور    .دائرة الوحدة  تمسح  حيث  2 DS

0,2]2سطوانة  ال    أ نهاعلى   [ D   الوجهين لصق  ويجب   ،2{0} D    و
2.{2 } D 

  تختلف بضرب  بالضبط، Yلـ  على دائرة الوحدة، هناك ست قيم X كل من أ جل  

ننقول     .واحدللعدد    سيافي جذر سد تتقاطع بشكل ضفيرةفي شكل   FK العقدة  ا   :

}.2ين عرضي مع القرص } D     الدائرة، يتم تبديل هذه النقط الست بطريقة    حولل  بالتجو

 . سيتم وصفها ال ن 

2أ ن  والاحظ  3 1 صغير مقارنة بـ 2   من أ جل  ا أ ن  والاحظ  .صغير 1 أ يضة 2 9  

  بـ العقدة المرتبطة   .واحدللعدد  سيا في جذر سد ضرب يا خذ قيمتين فقط عندما ي  

6 1 2 9
0 ;  X Y  = =

3هي ببساطة صديقتنا ثلاثية الوريقات 2. x y= 

http://www.maths.ed.ac.uk/~aar/papers/deloup3.pdf
http://www.maths.ed.ac.uk/~aar/papers/deloup3.pdf
http://www.maths.ed.ac.uk/~aar/papers/deloup3.pdf
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تدور الم X عندما  النقطتين  فاإن  الدائرة،  }2  فيقابلتينحول  }X D بثلثة   انتدور

   .وريقاتأ نصاف لفات، مما ينتج عقدة ثلثية ال

1 كنيل  2 9 2 3 10
0 1Y Y Y   = + = أ ن  والحظ Y.0 فيا صغير  اضطرابا +

6 2 3 10
1 ;  X Y  = =

فاإن    ،ث  على دائرة الوحدة. ومن   Xلـ   لكل قيمة 1Y ثلث قيم )صغيرة جدًا( لـ  انعطي ت 

}2على كل قرص Y النقط الست  } D   أ خر، ، تأ تي في مجموعتين من ثلث نقط. بمعنى 

ال  جوارفي   FK تكمن العقدة وتتقاطع مع ال قراص    وريقاتأ نبوبي رفيع من عقدة ثلثية 

  .ة لثلثية الوريقات في ثلث نقطيالصغيرة العرض 

.ال نبوبي لثلثية الوريقات بالطريقة ال تية لجوارهذا ا وس يطيمكن ت

( )2 1 2 3 2 3 3( , ) , 2X Y       −= = −

1حيث   2.( , ) D   S  

1  الدائرة {0}S  ،ل اإ   ،صلبةال الطارة    ههذ  نواة و  . قد يتساءل  ثلثية الوريقاتلى عقدة  تح 

اختر لماذا  1ناالمرء  2 3 2 3 32    −− مجرد 1وليس  2 3 2 32   + ي  والذ

أ يضًا  يس   أ نه مع اختيار الإحداثيات    .توس يطاكون  الجوار  في هذا    هذا،النقطة المهمة ه 

3  فاإن ال نبوبي، 2x y−  يساوي

3 2 3 2 1 2 3 2 3 3 2( ) ( 2 )       −− −

19  من الترتيب   وهو 64   من أ جل  3   عمدة بحيث تكون    ،صغير 2x y−     قريبة

3 لـ   ميلنور لذلك فاإن أ لياف . عمدة من   2 0x y− في الجوار ال نبوبي قريبة من   =

arg  الصفحات c . ثابت   c  حيث  =

 

 

2أ مام   2المعامل   3 3
 

مهمًا:   − ليس 

كافية   سماكة  اإعطاء  هو  الوحيد  دوره 

   يحوي عقدتنا. لل نبوب حتى 

©

©©

©©
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في هذه الإ�داثیات، يمك�نا ربط العبارتين
1 2 3 2 3 32    1و −− 2 9 2 3 10 +    

3باس تخدام   Y.لـ  =   تكون عقدتناFK التطبيق  صورة

1 1 2 3 191; , .
2

D   
 →  − 
 

S S

طارة.العقدة   -(19,3)الـ  هذه 

1 من الحلقة الصلبة  هوميوتشأكلاأ ن هناك  واغريبًا. لحظ 91 ـالقد يبدو هذا   2DS 

19)الـ  اإلى   طارةالعقدة  -(19,3)الـ   وّليح 3 ,3)k−-  أ جل أ ي منطارة  العقدة   k 

هوميوتشأكلا   عقدة، والتي ه أ بسط بكثير( ولكنّ   -(3 ,1)الـ  )على سبيل المثال اإلى  

كل  اإلى    يدهعلى الحد ول يمكن تمد  المطابق  قي لتطب ا)مترادفا مع(   هذا ل يمكن أ ن يكونك 

الكرة. 

دخال   FK ترتب على ذلك أ نه يتم الحصول علىي في   عقدة طارة   -(19,3)عن طريق اإ

في   امتكررة. يطلق علي   طارةعلى عقدة  نموذجي  . هذا مثال  طارةعقدة    -(2 ,3)  جوار

رة المصنوعة من خيوط ملتوية مضفّ   بالل نها تش به بناء الح   بل عقد الح اسم  بعض ال حيان  

.معا، ٔ�و ٔ�قمارا اصطناعیة تدور حول الكوا�ب التي تدور حول الشمس.  

ميلنور   تلييف

ثلثي حالة  سط  ،وريقاتال  ةفي  3لـ  س توى  الم ح  و تمل   2arg( )x y−  العقدة    متممة

ثلثي تجليده  كتاب  طووريقاتال  ةكصفحات  وصفنا  بأ نهاپ.  الصفحات  تلك  طارة   ولوجيا 

. مثقوبة

التطبيق  ل،بالفع

( , ) ( , )k
    

.الصلبة الطارة  يلوي هوميوتشأكل وه

©
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. لقد أ ثبت بالفعل  عامة حقيقة  هأ ن هذ  1968أ ظهر ميلنور في كتابه ال ساس الصادر عام  

 . ( ركبة)الم 2ال بعاد، لكننا نقتصر على حالة البعد   كل في  مبرهنة

ل مبرهنة )  تكن.  ,  )F x y    في جوار    ةعرفم  ،منعدمةغير    ،مختصرة  ،هولومتشأكلةدالة

2المبدأ  في
C بحيث يكون . (0,0) 0F ذا كان = 0اإ  صغيًرا بدرجة كافية، فاإن :

)  المنحني   − ,  ) 0F x y 3 ةيالصغيرة العرض   كراتيتقاطع مع ال   =
S   رابط على طول

L  ،3L  ما S ،مس تقلة عن هولوجياپالذي تكون طو . 

لتطبيق ا −

3 1\ ; ( , ) arg( ( , ))
( ,

L x y F x y
F x y  → =S S

غل قاتتافه محليا.    تلييف L.   معتطابق  ت جميع حدودها    متراصةح  و سط  هال لياف    م 

محلي لقطعة   حاصل ضربفي جوار أ نبوبي للرابط، تبدو وك نها كتاب مفتوح: ال لياف ه  

.ةوقطع 2Dعاعية فيش  

ل بد لي من    ذلك،ت. ومع  يافردمه ال داة ال ساس ية في الدراسة المحلية لل   برهنةهذه الم

لى    ،طويلةلفترة    أ نني الاعتراف   وكنت مقتنعًا بطريقة ما أ نه يجب أ ن يكون   برهانهلم أ نظر اإ

لإثبات ؟ كنت مخطئا وا تلييفالماذا ل يكون    للدائرة؛طبيع  جدًا    تطبيقأ وليًا ومباشًرا. لدينا  

الكتب التي تتناول هذا السؤال من نوعين. النوع   هو أ ن  ثير للدهشةالم اإلى حد ما.    مرن

الرئيس ية    ال ول، النقطة  اإلى  يصل  ثبات،الذي  سرية    للإ فقط ي   للغاية،بطريقة  كتب 

الفصل    وا"انظر  النوع  2ميلنور،  النقطة    الثاني،".  اإلى نفس  ما    الرئيس ية،الذي يصل 

كلاهما على    ،بالفعل" كلمة بكلمة تقريبًا.  2الفصل    سوى نسخ محتوى "ميلنور،  عليكم

أ فضل   ". هدفي هنا ليس  2"ميلنور، الفصل    مما كتب   حق ومن الصعب القيام بكتابة 

عطاء بعض الحدس حول هذه الم برهنة. الابتكار ولكن اإ

) لتكن .  1صحيحة وأ ولية في البعد    برهنةأ ولً أ ن الم  وا لحظ  )f x   معرفة منعدمة  غير  دالة

.يكون  بحيث  و   Cفي المبدأ    في جوار (0) 0f ) كتب ن    = ) mf x ax= ع  م +

0a    تطبيقظر اإلى ال ننو

1 1 ( ); arg( ( )) .
( )

f xx f x
f x → =S S

متسلسلة   ),تكون  )F x y   مختصرة

ذا لم يكن لها عوامل متعددة في تحليلها   اإ

اإلى جداء عوامل غير قابلة للختزال. 

©

  ( ,  )F x y
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هذا قريب في    الواقع،صغير بما يكف . في    من أ جلتغطية    تطبيق  ا من الواضح أ ن هذ

1 ولوجياپطو
C  التغطية تطبيقمن . arg( ) arg( )mx a x  

.عد هذه الحالة التافهة، دعونا نفكر في المنحني ب ( ,  ) 0F x y   مختصرة  Fفترض أ نن   =

ت  ل  F نعدمبحيث  y  0 علىF ا = الكرة لمبدأ  )باس تثناء  اس تخدام  من  بدلً   .)

)سنس تخدم الكرة المربعة    المس تديرة، ).max ,  x y =   ،فترض  نمن أ جل التبس يط

x المحددة بواسطة 1T الصلبة طارةالنا يتقاطع فقط مع  ي  أ ن منحن  =  ،. y   

أ ن   أ ولً  نوضح  أ ن  )عمدة  نريد  , )F x y ،  على الصلبة  مقتصرة    خارج) غمر  ،الطارة 

.( 0F )لتكنبعبارة أ خرى،   = ,  )x y   1  في نقطةT  ، في  مماسّ    ىعن منحً نبحث    نحن 

 1T    يكون مش تق ل  بحيثarg F  رأ س،  تجربة منحىيمكننا    أ ولى،. كمحاولة  منعدما 

. بتثبيت  x ث تتغير ( ,  )F x y وفقاً للمش تق الجزئي F y   بحيث تكونarg F   

.لـ يالصفر   المحلعلى ال قل خارج  غمرًا،بالفعل  F y   

)الصفري   المحل  ،ل نا ,  ) 0xF y y =  ،0 معتقاطع  ي   لأ خر،  هو منحن    هذاF = 

ل     ، (à la Puiseux)  ۆطريقة پويزعلى  الجديد    هذا المنحني   سّطو  . يمكن أ ن ي  لمبدأ  في ااإ

nx بواسطة t= و . ( )y f t=  ن  ، تافهةال أ حادية البعد  تنامن خلل حال  التطبيق اإ

1
1 1 ; arg ( , ( ))m

mt F t f t


→S S 

لى ابالنس بة    لذلك،تغطية.    تطبيق  وه )  لنقط حيث اإ ,  ) 0xF y y =  منحى ، وجدنا  

   .فيه عمدةمش تق ال   ل ينعدمخر أ  

: هذا ليس خطيًرا ويمكن أ ن واحدة مس تديرةال ول هو أ ننا اس تخدمنا كرة مربعة بدلً من  

 .مع الكرة المس تديرةلة وسهب  جةالحتكيف ت 

على ال لياف.   تراص، دون بعض افتراضات التلييفابالضرورة    يكون  لوالثاني هو أ ن الغمر  

L  ،3.Lعلينا دراسة البنية المحلية لغمرنا بالقرب من الرابط   S    هذا ليس بال مر

ذا كانت  )  الصعب. النقطة ال ساس ية ه أ نه اإ ,  ) 0F x y ذا أ خذنا بعض الم =   س تقيمات ، واإ

2في   ركبةالم
C  تمر عبرو ) التي  ,  )x y   أ حادية   ،للمنحني والعرضية الحالة  تطبيق  فيمكننا 

ال لتحليل  البس يطة  argعمدةالبعد  F   جوارفي( ,  )x y  المحلية الصورة  على  للحصول 

 .حول الرابط 

 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

العدد المركب غير    عمدة يمكن أ ن تكون  

طرق  عرفةمzنعدمالم  يمكن    .بعدة 

من  تأ ن   عنصًرا  ,0]كون  2 [   أ و

2Rمن   Zأ و  ،  z z في  ،

تار دائماً  ن   ،أ تييما    في   .دائرة الوحدة

ملاءمة ال كثر  هذا  ن   .الطريقة  أ ن  عتقد 

.لن يخلق صعوبات 

ثباتا ت بالتأ كيد ليس  الحجةهذه   . ميلنور لعدة أ س باب برهنةلمكاملا   ا 
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بقى صحيحة ميلنور ت   مبرهنة، وأ ن  2  البعدحالة    أ ن عرضنا البس يط يقتصر على  والحظ 

 .  في أ ي بعد

2، الفصل رميلنو  اإلى حيلأ   ممتاز،للحصول على عرض 

لياف ميلنور في مثالناأ  

اإلى مثالنا  لنعد

9 10 8 6 2 5 3 3 4 6 6 3 2 .( , ) 3 0x x x y xF x y y x y x y y= − + − + + − =

 

 

كبيًرا، تتطلب نهاية هذا الفصل اهتمامًا  

أ نه ليس ضروريًا لبقية  على الرغم من 

©. الكتاب

© 

لطارة يتقاطع مع حد اهذا السطح  ه على ال قل أ ن  نوّ ن  .  ادقيق  هذا معقد ويتطلب تحليل

ه أ يضًا    ال صفر،ممثلة باللون    العقدة،منحنيات )باللون ال حمر(.    6الصلبة على طول  

ي    مركب  للتوجيه.  حدي.  أ ن هذا السطح قابل  ظهر اللونان ال زرق وال خضر للوجهين 

 . الصلبة طارةحدية في ال ركباتم  7أ ن هناك  خذوا بعين الاعتبار

ن  الصورة،  كي  هذه  أ ليافل فهم  على  أ ولً  نظرة  )لـ   ميلنور نلق  ,  )p q منحن 

0p qx y− p).أ وليان نسبياً )مع  qو p ، حيث = q 

©.

)يتقاطع المنحني , ) 0F x y عقدة ثلاثية  ل   ةتابع  هيطول عقدة  على  مع كرة صغيرة    =

طووريقاتال وصف  في  نرغب  أ ليافپ .  argميلنور ولوجيا  ( , )F x y c=  )c 
ذا   .ثابت( الآتية. الصورة الناتجة هي  فا ن    ال لياف،هذه    ىحدا  رسم    حاسوبي  طلبت منا 
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ثلثية  لم   ة  ليف عقدة  من  يلنور 

أ نها    منظور   ،وريقاتال على  ليا  اإ

(3, حد  طارة.    عقدة   -(2 

 © 
 

 

 

 

y  المحددة بواسطة 2T ال خرى  طارةعلى ال   نفسه،للسبب   =نور ل ي لم  ة  ، تتطابق ليف

بمعنى أ خر،  . شعاعه  اقرص x صفتو ة  قيم qتأ خذ    y  عمدة  حيث  اقرص  qتقريبًا مع  

p من لميلنور ة  ليف  تقاطع qx y− 1 معT الجنس من  سطح  )هو  1)( 1) 2p q− − 

زالة   ا  تمت  1حيث  q+  ه  .اقرص زالته  ا  تمت  الذي  ال ول  القرص    ، الطارةعقدة    وحد 

  T.1 على حد ةدائر  q هاال خرى حدود اقرص qـ وال  1T الموجودة داخل

لى مثالنا ال كثر تعقيدًا  . المحدد بواسطةو لنعد ال ن ا  ( , ) 0F x y =  

 لنحصل على في مضلع نيوتن  نس تخرج الحدود المهيمنة

3 2 3 10 8 5 3( ,  ) ( )  6 2 .F x y x y x x y x y= − − + + 

  

  

 

 

  

)من الجنس    اح و سطهناك  نحن نعلم أ ن   1)( 1) 2p q− زالة  مع  − نلق نظرة ل قرص.    ا 

لى كر   اعلى موقعه ا  )  المربعة   تنابالنس بة  ).max ,  x y =    لى q أ ن  نظرا ا  p 

0p التقاطع مع  فا ن qx y− . المحددة بواسطة 1T الصلبة  يقع في الطارة = x =  على

x الطارة الحدية = وy =  تكون قيمة ، p qx y− قريبة جدًا منqy    عمدةو    
p qx y−  تقريبًا . عمدة  مرة q تساوي  y ليف أ ن  ذلك  على    منلميلنور  ةً  ويترتب 
p qx y− 1 تتقاطع مع حدT  على طولq جدًا منقريب  منحن  q موازيا. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

مع حد   وتقاطعها عقدة ال والسطح ه

ين.  وازيمالاسطوانة يتكون من 

بنينا    واتذكر  ثلاثية  ل  أ نبوبيًا    جواراأ ننا  )  ـب  اطس  مو   ،وريقاتالعقدة  , ) حيث 
1 2( ,  ) D   S ، 3  حيث و 2x y− 19ترتيب  من ال 6.4  
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من  لم   ةليف عقدة    -(19,3)يلنور 

العقدة )باللون    وحد السطح ه  .طارة

حد   مع  تقاطعها  ويتكون  ال صفر( 

من   )باللون    3ال سطوانة  موازيات 

 ©                      . ال حمر(

الصورة   لفهم  صغيرة  شريحة  هذه 

ظهر اللونان  ي   . أ فضلالسابقة بشكل  

قابل   السطح  أ ن  وال خضر  ال زرق 

© .للتوجيه بالفعل

. 
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1حيث  على حد هذه الطارة الصلبة 3  ، لدينا = 2 3 57 6( ) 64x y −

xو   ،y   3كوني، بحيث 2 3( ,  ) ( )F x y x y−قريب جدًا من   ا، 

)عمدة  ، و 1 ,  )F x y  3 قريبة من.arg( )   ةيفل على وجه الخصوص، تكون كل 

arg قريبة جدًا من ثلاثة موازيات مع  على حد Fمن لميلنور  c حيث   =

c  ثابت .

جدًا   ة قريب  خارج F من لميلنور ة ليف: كل   وهذا ينطبق أ يضًا على خارج 

أ لياف ثلاثة  3 من لميلنور من  2. 0x y− تنس = أ لياف  والا   من ميلنور أ ن 
3 2 0x y− يحتوي    .من قرصين 2T مع  اتتكون تقاطعاته.  مثقوبةهي طارات    =

 هي   ةوالثالث 1T ان منها على حدتاثن   حدودية،  ركباتم  ثلاثعلى   1T مع  اتقاطعه 

ذا أ خفينا ما بداخل هذا في   .العقدة نفسها .الواقع ما يمكن رؤيته ا 

جوار  ، خارج  Fل ـ لميلنور ةيمثل هذا ليف

هذا  وريقات.  ال  ةثلاثي ل أ نبوبي   يتطابق 

مع   تقريبًا  من   لميلنور أ لياف   3السطح 
3 2. x y− 

دخالها في ال نبوب(3 ,19)ـ  هو عالم ال  الداخلي منالجزء  . هيا  عقدة التي يتم ا 

)  مقو  ن  بنا  , ) ( , )F x y F X Y =  يينداخل ال نبوب في الا حداث( ,  ) :  

( )2 3 2 3 5 3 3,  2 .F      −−
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191  على بالضبط ينعدمهذا   
2

 = لى ال−  . الأول يب ت ت ، ا 

3 من لميلنور ة، قريبة من ليف  ، داخلFمن  لميلنور ةفليلذلك فا ن   19. y x=  ن   ا ا 

3)  هسطح جنس 1)(19 1) 2 18− − زالة    =   ،تناعقد  د  أأقراص. أأحد الحدود هو ح  4مع ا 

ن    باختصار، .  الأخرى هي ثلاث موازيات على حد    والثلاثة  كون،يكما ينبغي أأن   ا 

)من لميلنور ةليف , ) 0F x y نس ال سطح مغلق قابل للتوجيه من    هوميومتشاكلة مع   =

زالةأأخيرا  من أأجله يس تطيع المرء  و   ،طارةمع    ابطةمجاميع مت   ةيقوم فيه المرء بثلاث  18 قرص.   ا 

نه سطح من    .. معقد للغاية21نس  ال ا 

عطاء جداس يكون باقي هذا الفصل غامضًا   . من لمحة عن النظرية أأكثر: لا يمكنني ا 

حدى  على طول   FK تممةنقوم بتقس يم م  جداءصل على  نح    ،لتكن  و   ميلنور أأليافا 

[0,1]    بناء عادة  ا  أأجل  لصق  متممةمن  يجب   {1} بـ {0} العقدة، 

جيدًا  اكفالتهذا   . لـ  ما  اك فتباس تخدام   لى صنوية مقربة، المحدد  الامتداد  يسمى    ،ا 

حدود كثير    ووه  ممي ِ حدود  كثير  على التماثل الأول له   الامتداد الأوحد  عملللعقدة.    الأوحد

لى حد   مثالنا،ندر للعقدة. في س  لك أأ    .ما  يمكن وصف ك شيء بطريقة ملموسة ا 

 ، i   على ثلاثة منحنيات مغلقة  النتيجة. يحتوي سطحنا  اسمحوا لي فقط أأن أأعطي  

{1,2,3}i،   بتنفيذ  و طولها  على  قمنا  طول  ن .  المتابطموع  المجالتي  على    ، i   ـالقطع 

أأقراص   4ا  ناقص   18نس  ال سطح من      ، حيث i،  بات رك  نحصل على أأربع مل 

فتل  ووه i   المنحنيات  فظيح تطبيق امتداد أأوحد هو طارة مثقوبة.  iالـ  وك من  

 ) Dehn(   حول هذه المنحنيات. هذا يعني أأن  ،ما حلقة   في   بجوار هذه

 الامتداد الأوحد هذا على أأن عمليدل  بدو مثل الصورة الموجودة في الهامش.  ي المنحنيات  

متماثلة مع الصفر   i المنحنياتالتادف.   على التماثل دوري، لكن هذا لن يكون صحيحًا في

   . مع الصفر ادفةولكنها ليست مت 

قطعنا ذا  طول  ا  نجدiالـ   على  ننا  فا  3لـ   حدو الأ الامتدادات   ،  2 x y− ثلاث  ،

19 لـ  و   مرات، 3 x y−   جداءهو    أألكس ندرحدود    كثيرمرة واحدة. ويتتب على ذلك أأن  

3 مكعب كثير الحدود لـ 2x y−  19 الحدود لـ كثيرو 3.x y− لذلك، نحصل على:  

.
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

3 36 57

3 32 3 19 3

1 1 1 1
  

1 1 1 1  

X X X X

X X X X

− − − −

− − − −
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ن    ،بالفعل   متممةميلنور في    تلييفا 

على    تلييفهو    ةواحد  ةليف

  تافه  فهو تلييف، وبالتالي  [1 ,0]

أأننظرًا   لى  قابل    [1 ,0]  ا 

  .صي للتقل 

 
 

 

 

 

نٻدأأو لي   

الهنٻد   لي   هو  تشاكو ميو .  هذا 

المطابق   الحلقة، التطبيق  حد  على 

ويلويها   المركز،  متحدة  الدوائر  يحفظ 

. كما هو موضح

https://fr.howtopronounce.com/max-dehn
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 والذي يساوي 

2 3 4 6 7 9 10 12

13 15 16 18 20 21 23 24 26

27 29 30 32 33 35 36

(1  )3(1  

).

X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X

X X X X X X X

− + − + − + − + − +

− + − + − + − + −

+ − + − + − +

 

 

 
 الحالة العامة

 

 . اسمحوا لي أ ن أ ذكر فقط أ هم النتائج

 . متكررة طارةمنحن دائماً عقد من  تكون العقد المرتبطة بفرع  

للختزالينبمنحني  تانالمرتبط   تانالعقد قابلين  غير    1( ,  ) 0F x y و     =

2 ( ,  ) 0F x y ذا    -3ـ  لل   هوميوتشأكل ولوجياً من خلل  پطو  تانكافئ تم  = ذا وفقط اإ كرة اإ

قد باس تخدام    الواقع،. في  المميّز   ۆل متغير پويزلفرعين المرتبطين نفس  لكان   يميز المرء هذه الع 

ثبات ذلك منذ زمن طويل في حالة العقد وحتى في حالة س  لك أ  كثيرات حدود   ندر. تم اإ

والتي    للختزال،بالنس بة للمنحنيات غير القابلة    المماثلة،المنحنيات ذات الفرعين. الحقيقة  

 . تم تأ سيسها مؤخرًا منفصلة،تنتج روابط تتكون من عدة عقد  

بل أ ' كامپويل  حد المرتبط بالمنحنيات العامة بشكل جم و ال  الامتداد  تم وصف   . 121من ق 

ن الوضع ال ن مفهوم جيدًا  . أ ود أ ن أ قول اإ

ذا أ ردنا الاس تمرار   يقاف رحلتنا هنا اإ هناك مواقع أ خرى تس تحق    في نزهتنا:من الحكمة اإ

مسار يبدو    عنسأ فهم تمامًا بعض الإحباط من القارئ الم ضطر للعودة    ذلك،الزيارة. ومع  

 . (كذلك  جميلً )وهو
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يجب على    ،تاريخي  منظورمن المعلومات حول هذا الموضوع، مع  )هكذا(  مزيد مزيد  لمزيد  

تم ذكره    يوعلى الذ  122ڥٻبر  من قبلرائع    عرض واف نظرة على ما هو    أ ن يلُقي  القارئ  

.123بالفعل 
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(1514)  (Melencolia by Dürer .)

Guardian Theلر في صحيفة ڤونتر زيڤأ وصي بمقال  K!5ليسمتعدد الرؤوس 
Dürer’s polyhedron: five theories that explain Melencolia’s 
crazy cube. ©

لدورر نكولياٻ ل ٻ م النقش الشهير 

https://www.theguardian.com/science/alexs-adventures-in-numberland/2014/dec/03/durers-polyhedron-5-theories-that-explain-melencolias-crazy-cube
https://www.theguardian.com/science/alexs-adventures-in-numberland/2014/dec/03/durers-polyhedron-5-theories-that-explain-melencolias-crazy-cube
https://www.theguardian.com/science/alexs-adventures-in-numberland/2014/dec/03/durers-polyhedron-5-theories-that-explain-melencolias-crazy-cube
https://www.theguardian.com/science/alexs-adventures-in-numberland/2014/dec/03/durers-polyhedron-5-theories-that-explain-melencolias-crazy-cube


  - ماري تا -شرودر -يپاركوسه  لـالسطوح   عيتجم 
 ف سطاش ې

يوجد   .قياتي س ننسى المنحنيات التحليلية لبعض الوقت ونعود لل شجار والكلمات والتواف 

 ش ياء من ال   تيةقاموس طبيع  بين ال نواع الثلثة ال  

 ورقة.  nمجذرة ذات أ شجار ثنائية مس توية  • 

 n. هاثنائية على كلمة طول  )وضع أ قواس( اتسي قو ت •

)  يمضلع محدب ذ ةتجزئ  • 1)n+ اإلىأ حدها الجذر(  يسمىة )حاف n مثلثا  .

. ح هذا من خلل الصور الموجودة في الهامشيض و تتم 

أ يضًا بال شجار المس توية المج كنا مهتمين  بحيث يكون لكل عقدة    ةورق  nذات    ةذر لقد 

n  هاشرودر على كلمة طول   اتسي قو تترتبط هذه ال شجار ب   .داخلية طفلن على ال قل
)ال قطار على مضلع محدب من    بمفردات  .والتي ليست بالضرورة ثنائية 1)n+  ضلعا ،

متعدد رؤوس مجرد

 تجميعيات  ، تسمى−2n  ، من البعد nKمتعددات الرؤوس من  متتالية س نقوم ببناء  

 السطوح. 

 © K.5نموذج لـ 

a

b c

d

a((bc)d)

a

b c

d

0.تقاطعة، مع  الم غير    راقطالأ من    kمن   تتوافق مع مجموعاتهي   k n      عدد هذه

 (. صغيري )ال- nالـ  شرودر  -وسكار پهي  عددالأش ياء هو 

.
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وجد عقدة تأ طفال ول    3بجذر واحد له    وحيدةال  ةذر لمج شجرة ال با  هوسمم بو ق نو   مجالرسم  ن

نحصل    .أ وراق  3  ب ـ  تينذر المج  تينلشجرتين الثنائيتين المس توي با  تيهسم نهاي وم بو قنأ خرى.  

 مجال.مجرد   : 3K . هذا هوتي على الشكل ال  

ذا   من خلل    ىخر اإلى ال    ةواحد  من   المرءانتقل  من المغري جدًا ربط شجرتين ثنائيتين بحافة اإ

ذا اكتشفتم في بعض ال شجار الثنائية شجرة   انتقال محلي، كما هو مقترح في الصورة السابقة. اإ

نكم 3ذات  جزئية أ وراق: لقد   3ذات ا الشجرة ال خرى ون به ا وتستبدلونه تحذف أ وراق، فاإ

 .السطوح   عيتجم حافة في  حددتم

.بالنس بة اإلى  نرسم صورة    هبا بنا 4n في    اأ وراق. نضعه  4أ شجار ثنائية بـ    5هناك    =

اضعه ن أ طفال.    4أ طفال. هناك شجرة مس توية أ خرى لها جذر واحد له    3وعقدة واحدة من  

K.4 . هذا هوخماس للوجه ثنائي البعد لل  سموك ،اسالخمفي وسط 

للمرء ت  يوحي أ نه يمكن  وسم ي يتم  والذ −2n البعد  من  عريف متعدد رؤوسهذا اإلى 

حوافه بواسطة ال شجار    وسمي تم  ، والذةورق  n  رؤوسه بواسطة ال شجار الثنائية ذات

وحيدوجهه ال  وسم  ي تموالذ  ،وهكذاأ طفال،    3التي تحتوي على عقدة واحدة مكونة من  

ال   البعد  )البعد   من)   علىذي  2n−   و من   nبواسطة شجرة واحدة ذات جذر واحد 

    (.ا ويْج ت  طفال )تسمى عادةً ال  

5n  بالنتقال اإلى مكاننا رسم صورة=  . ، ل يزال باإ

المشكلة   n. جميع قيم من أ جلهذا  متعدد الرؤوس اتضح أ نه من الممكن بالفعل بناء مثل 

عطاء تعريف دقيق لكلمة  .توافيق في س ياق  دد الرؤوسعمت ال ولى ه اإ

أ ضلاع  رؤوس يتم  خماسي  بواسطة    وسم.  الخمس  بأ ربع  5الحواف  مس توية  أ وراق    أ شجار 



   م
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في فضاء   متعدد الرؤوس قد يرغب المرء في تعريف مس توحى من حدس نا الهندسي من 

قليدي، و    ء ما.فضا في غطيسالاعتبار الت  الذي لا يأ خذ بعينا 

 .  ط بشكل عامس  ومثلثات وب    قطع، وجوهه  توافيقيتعدد سطوح  لم هناك مفهوم واضح المعالم  

والتي   V من  زئيةبعض المجموعات الج نختارمن النقط تسمى الرؤوس و  V بدأ  بمجموعةن 

مجموعة   فقط:  واحد  بشرط  الوجوه  كان    جزئيةتسمى  ذا  ا  وجًها.  تكون  أ ن  يجب  وجه  من 

1k وجه يحتوي على نه بس يط ب  ن،  اعنص   + .ه  عدقول ا   k    لى حد ما هذا تعريف سهل ا 

سبيل   على  حالتنا.  يناسب  لا  البعد  تعدد  م يحتوي    المثال،ولكنه  من   5K  ،3الرؤوس 

   .وليست مثلثات اته ثنائية البعد وهي مربعات أ و خماس يو أ علاه على وج

عدة   بالفعل  ال(  ةكافئتم   )غيرتوافيقية    ريفاتعتهناك  لن المج  رؤوس لمتعددات  لكننا  ردة 

ل ن الرؤوس نس تخدمها  ك  متعدد  النهاية  في  سيتحقق  بنا  فضاء    شيءالخاص  في  هندسي 

قليدي. ومع   ، ما  من وجوه لها بعد    مجرد  رؤوسيجب على ال قل أ ن يتكون متعدد    ذلك،ا 

بما يتوافق مع الفكرة البديهية للتجاور.    الوجوه،بين  ما  ويجب أ ن يكون هناك ترتيب جزئي  

جزئيًا  لذلك، مرتبة  مجموعة  بتعريف  . هاارتفاع  nK س نكتفي  2n− للغاية سهل  . هذا 

) ـب  يفي المس تو   1n+  ضلعا محدبام للتبس يط، نختار   1)n+ تيال    نشاء، لكن الا  رأ سا

 ا. واحدًا من المضلع يسمى جذر  ضلعاأ يضًا نختار عن اختيار هذا المضلع.  مس تقل

2nبـ   Fهو بالتعريف مجموعة nK لـ d البعد من  وجه   d− تقاطع فيم غير    اقطر  −

1. n+  تعريفه يتم  الجوار  الا  اعلاقة  وجها    نقولالعكسي:    حتواءباس تخدام  ا رتبطم  ان 

ذا كان 2F لـ  جزئيهو وجه   1F جزئيةبمجموعة   2 ا  1.F F   رؤوس  ،المثالعلى سبيل 

nK 1تجزئة، تتوافق مع 0، ذات البعدn+ لى ) ا  1)n−  2بواسطة مثلثاn−   .قطرا

 . طلوبكما هو م  مس توية،ترتبط هذه الرؤوس بأ شجار ثنائية  الجذر،باس تخدام 

 ةعقد  qلها   ةورق  nذات  بشجرة مس توية مجذرة   nKمن    qتمام بعده    يرتبط وجه  

.  داخلية  ةحاف  qلها    مكافئ،على نحو    أ و،  (،داخلية بالضبط )تختلف عن الجذر وال وراق

ذا    جه و هو   1T ن الوجه المرتبط بشجرةا  قول  ن، يمكن أ ن  "وجهة نظر الشجرة"من  رأ ينا  ا 

وجه  جزئي بـم  من  حصل  2T رتبط  ذا  طريق   1T من 2T على  ناا  بعض    تقويضعن 

. الحواف

عدد    هو ارتفاع مجموعة مرتبة جزئيًا  

مجموعة   مرتبة أ كبرية  جزئية  عناصر 

.1 ا ناقص تماما



195   السطوح    ع ي تجم 

  

 

 

 

   

  

   

. (2006-1911)  تاماري   ڥ دو 

. ماريرسم من أ طروحة تا

124 F. Müller-Hoissen, J. M.
Pallo, and J. Stasheff, edi- 
tors.  Associahedra, Tamari 
lattices and related structures. 
Tamari memorial Festschrift, 
volume 299 of Progress 
in Mathematical Physics. 
Birkhäuser/Springer, Basel, 
2012. 

لن يكون من   .فقط بتعريف بعض المجموعات المرتبة بشكل جزئي ناق  الحالي،في الوقت  

تحدد التي  البديهيات  يلبي  هذا  أ ن  من  التحقق  الرؤوسالصعب     ردةالمجمتعددات 

 .توضيحهاعدم  ناالتي اختر

 . فٻسطاش   -ماري تا -شرودر  -وسكار پهي  السطوح لـ عيي م تج  وه اهذ
 

 التاريخ  من  قليل

عطاء اسم واحد  كالعادة،    .اتيرياضي  شيءل يكاد يكون من المس تحيل ا 

كتلا  نعلم،كما   رؤوس    نقام  عدد  هي   nKبحساب  وجوههك ار پوأ حصى  وشرودر  . وس 

.  في أ طروحته  1951في عام    التوافيقي  شيءماري )برنارد تيتلر سابقًا( ال تا  ڥدو   عرّف

  للحصول   Tamari memorial Festschrift  "  124  "قترح قراءة الفصل ال ول من  ن

)"ن الذاتية  وسيرته  لدوافعه  وصف  أ لمانيازهةعلى  في  البرازيل    ،...،  فرنسا ،  فلسطين،  " 

 أ نهيتعلم المرء على سبيل المثال .(وهولندا وعبر القرن العشرين 
 

عام   تا  1948بعد  عارض  ال قل،  ال سرائيليون  على  ارتكبها  التي  المظالم  ضد ماري 

الشرق    لفلسطينيين،ا دول  من  اليهود  المهاجرين  ضد  التمييز  ولم   ال وسط،وكذلك 

 . تكن هذه الآراء مقبولة على نطاق واسع في تلك ال يام
 

ولكن في س ياق   أ طروحته،أ يضًا في    نفسه،الشيء    فٻ سطاش  ج.    عرّف   ،1963في عام  

تمامًاپطو في الفصل الآ تس   ،ولوجي مختلف  على تيتم مناقش ته ببعض التفصيل  يكن  لم   .

المنحني من    متعدد الرؤوسماري السابق. تظُهِر الصورة الموجودة في الهامش  علم بعمل تا

 .  ورقته ال صلية

نشاء متعدد رؤوسكان   قليدي   ا  فضاء ا  في  للغاية. وفقاً    ما  محدب  طبيعيًا    لحكاية سؤالً 

  K.5لـ  بنموذج من الورق المقوىفٻسطاش  جاء ميلنور لحضور مناقشة دكتورا  ،طريفة

)الاسم  لَيي كا  صاغ السطوح  سأ ل  (Associahedronتجميعي  ذا ما  حايمان  الذي  كان    ا 

رؤوسهناك   في   متعدد  مجرد(  )غير  هندسي  nمحدب 
R يحققو .2الذي  nK قدم −

نشاءً ايمان  ح .لكنه لم ينشره 1984في عام  ا   فٻ سطاش   بل فِ  رسم من 
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 of Realization Loday. L.-J. 125

the Stasheff polytope.  Arch. 
Math. (Basel), 83(3):267–278,
2004.

1

2 3

4

1(3) 2 (3) 1

( ) (3,1, 2)
rv v

M T

= =

=

نشر   نشاءتم  قبل  إ  عام     (Lee)لي من  نشاءإت  1989في  إ  إلمؤلفين  من  إلعديد  وقدم   .

  تاماري.(  Festschrift)  تأ بينلر في ڤوس وزي ل  إلفصل إلمقابل لسيبا وإأ خرى. رإجع

نشا ء لودإ 

نشاإلآن  صف  ن لو    جميلا  ء  إ  جان  لى  إ  عام   125لود  ييرجع  رؤوس   لمتعدد  ،2004في 

قليدي   إ  فضاء  في  ت و محدب  إلتحديد    ققإلذي  وجه  على  إلهندسي(  )بالمعنى  وجوهه 

.بتجميعي إلسطوح لهيپاركوس وشريكيه  ات إلخاصةي ق ي إلتوإف 

ة ك نها   ةورق  n  ب ـ مس تويةة  ذر شجرة ثنائية مج  Tلتكن  .في رأ س  معتبَر nK    سم و م بو قن

لى   1إل ورإق من   لى  nإ  }كل زوج   . من أ جلإليمين، من إليسار إ  ,  }i j  من إل ورإق 

iنرمز بـ   j لى .و i أ صغر سلف مشترك لكل من  إلتي هي T عقدة  إ  j  من أ جل

صحيح   عدد  1  حيث ،  iكل  1i n  ن − )  إلعقدة  عتبَ،  1)i i ـ  ب  نرمزو   +

( )l i  ( ))r i  )إلتوإلي طول  يلةإلسل ورإق  إل  عدد  ل  على  على  منها  فرعها   إلمتفرعة 

إلنقطة  Tلشجرة با فق. نر إل يمن على إلتوإل( ) إل يسر 

( ) ( (1) (1),  (2) (2),  ,  ( 1) ( 1))l r l r l rM T n n     = − −

.1في  n−
R 

  

) نا نظهر أ ولا  أ ن جميع إلنقطودع )M T  1في  قيوإلف  يتقع على إلمس توn−
R   إلذي و

 معادلته  

1 2 1
( 1) .

2n
n nx x x −

−
+ + + =

إلثلاثيات   عدد  حساب  هي  ذلك  ثبات  إ  طرق  حدى  )إ  , , )a b v    حيثa  ،b ،

( )a b  ن مع اورقت .v a b=    أ ن  لى إ  إ  نظر v يتم تديده بوإسطة  a  ،b ،

إل  هذإ  إل زوإج   عددفا ن  عدد  }يساوي  , }a b  ،a b  ،  يساوي وإلذي

. ( 1) 2n n−  إ نفس  مجموع v  ةللعقد  وفق ا  لعددبحساب  على  نحصل  إلـ  ، 

( ) ( )l ri i  1 منi لى = . إ  1i n= .دعاءوهذإ يثبت الا −

)إلمحدب لمجموعة إلنقط  غلاف. إلمبَهنة )M T  ،  تمسححيثT جميع إل شجار إلثنائية

رؤوسه  ،إلمس توية  إلمجذرة متعدد  بالضبط    توإفيقيتهمحدب    و  تجميعي ه    توإفيقية 

 . فٻسطاش   -ماريتا  -شرودر -وس كار پهي  إلسطوح لـ
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.  في  1ذات تمام البعد    الوجوه، نحدد أ ولً  لود  مبرهنةلإثبات   nK    بواسطة    وسمهايتم

صحيحين   عددين  خلل  من  تحديدها  يتم  واحدة.  داخلية  عقدة  لها  ثنائية(  )غير  أ شجار 

1 1p p q n  + −    ويتم الحصول عليا عن طريق تطعيم - q   ت ويجْ في الرأ س الـ

p الـ من  -( 1)n q− p,موعةت ويجْ. المج + qF   لرؤوس هذا الوجه ه مجموعة ال شجار

شجرة ثنائية مس توية ( التي يتم الحصول عليا عن طريق تطعيم أ ي ةذر س توية المج الم الثنائية )

الورقة المرقمة ةورق  qذات    مجذرة أ ي شجرة )ثنائية مس توية   p اإلى  ذات  (  ةذر مج في 

( 1)n q− ة.ورق +

p, اإلى T  عن نفس الشيء بطريقة مختلفة. تنتم  شجرة ثنائيةيمكن للمرء أ ن يعبّر  qF   ذا اإ

ذا   }كانت ال وراق وفقط اإ , ,  1}p p q+ . أ حفاد عقدة واحدة ه −

p,دالة خطية فنعرّ  ql  1 علىn−
R ـ ب

, 1 2 1 1 1( ,  ,  ,  ) .p q n p p p ql x x x x x x− + + −= + + +

,  نحسب ل  ( ( ))p ql M T  كونتعندماT  وجهال في ارأ س ,p qF  نحن   .1الذي تمام بعده

p ـب  المرقمةعلى الورقة   ةورق  q  ذات  1Tذرة  مجس توية  م ثنائية    ةتطعيم لشجر  T نعلم أ ن

1nذات    0Tما   س توية(م   ةذر مج )ثنائية    ةعلى شجر  q−  حداث الإ من الواضح أ ن   ة.  ورق  +

M)(  لـ  iالـ   T،  أ جل 1pمن  i p q  + هو  − )  ل ـا  الإحداث،  )i p−  ،  لـ

1( )M T  1–منq
R بحيث أ ن , ( ) ( 1) 2p ql T q q= . كما رأ ينا سابقاً −

أ نن ال ن  p,  في  ت ليس Tفترض  qF  ،  ورقة  تلذلك ال قل  على  المجال في    iوجد 

{ , ,  1}p p q+ يكون  − )لـ    بحيث  1)i i حساب  + أ ثناء  خارجه.  سليل 

, ( ( ))p ql M T  يحصل ) علىالمرء  ،  1) 2q q أ حفاد − فقط  يحسب  كان  ذا   اإ

( 1)i i }.المجال التي تقع داخل    + ,  , 1}p p q+ المجالأ ي سليل يقع خارج   −

{ ,  , 1}p p q+ ثبات الم   .أ كبرمجموع  ج عنه  نت  ي    − كل    من أ جل  بالفعل،.  برهنةتم اإ

p,  وجه qF     من   1تمام بعده nK  ،  لتأ لفية  الدالة اتكون, ( 1) 2p ql q q− منعدمة   −

) على كل  )M T  رؤوسيع المن أ جل جمT لـ  ,p qF  وموجبة على كل ( )M T     من

p, التي ليست في nK لـ Tالرؤوسأ جل   qF.      داعمة  تأ لفية  وجدنا دوال    أ خرى،بعبارة 

حاملة( ل  )أ و  أ ن  صراحة  )لنقط ا  غلفت ظهر  )M Tمتعدد    توافيقية    ،بالفعل  ،المحدب

 لذي يتعلق ال مر به. االمجرد  الرؤوس

.  126  لخطعلى اموجودة  في ورقة لطيفة    غطيس اكتشاف هذا الت   شرح جان لوي لود

يوم وليام زين  س تعارالم سم الا كثيرا ما اس تخدم  عجابه بـ لياب ڤ   ليبنيز. بسبب اإ

      هذه ه بطاقة التهنئة لموسم

CIRM    والتي تمثل ،2005لعام 

5.K  حتى أ نهم أ نتجوا قميصًا© 

�ان لوي لودې  (2012-1946)
© .محاضرا حول تجميع  السطوح 

126 J.-L. Loday. Comment 
j’aitrouvé l’associaèdre. 

 .

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Loday.html
http://www-irma.u-strasbg.fr/~loday/associaedreHistoire.pdf
http://www-irma.u-strasbg.fr/~loday/associaedreHistoire.pdf
http://www-irma.u-strasbg.fr/~loday/associaedreHistoire.pdf
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شجرة الكرز"   "

 ،  Cherry and Maple من

 طلء ملون من ورق رقائق الذهب

(1592)                      .© 



      

    

  

 

   

© 

127 J. D. Stasheff. Homotopy 
associativity of H-spaces. I, 
II.  Trans. Amer. Math. Soc. 
108 (1963), 275-292; ibid., 
108:293–312, 1963 

  

الدقيق   !افنعطا  للكلمة،بالمعنى 

لبقية  ضروريًا  ليس  الفصل  هذا 

لمفهوم  .  الكتاب دافع  بمثابة  س يكون 

ليس  وهي  ،العَمولات ت أ يضًا 

الضوء  ت  اولكنه  ،ةضروري بعض  لقي 

الا    على يكون    .جماليةالصورة  ربما 

ال كثر   الجزء  هو  في    صعوبةهذا 

 ©                            نزهتنا.

ولوجيا بشكل  پفي الرياضيات بشكل عام والطو  زمر أ همية ال ب  يرلتذك ل ليست هناك حاجة  

أ ن هذا المفهوم دقيق نوعاً ما في نظرية   حدى المشكلات في  كما    الترادف خاص. تتمثل ا 

 . هو موضح في هذا الفصل

أ ن  ذك  ن مس تمرين  تطبيقينر 
0f1  وfمنX ل ذا    مترادفان    Yا   تطبيق   وُجدا 

:مس تمر [0,1]F X Y )0بحيث يكون ترادفا(  سمى)ي   → ,0) ( )F x f x=

.1و ( ,1) ( )F x f x=  ينطوپولوجي   لفضاءينيكون  X  ،Y  الترادفنفس نوع  ،

ذا   f:ا ترادف ؤ وُجد تكافا  X Y→   و:g Y X→  تطبيقان بحيث يكون، أ ي

ال ادفين  متر      المطابقمع  نظريةتطبيق  تدرس  الترادف  فئةالترادف. 

 التطبيقات.  أ صناف ترادف سهامهاولوجية و پ طوالفضاءات ال  هاؤ أ ش ياالتي تكون 

أ ن مجموعة   لا  ولوجية نظرًا  پطو  مع زمرة مترادفا  مغلقمجال  لا يمكن أ ن يكون    تافه،ثال  ك 

على نفسها    متعدتعمل بشكل    زمرةفي حين أ ن أ ي    هوميوتشأك ثابتة تحت أ ي    طرفيه

الا خلال  ومع  نسحاباتمن  للتقل   المجالفا ن    ذلك،.  نوعيقابل  نفس  له  الترادفص: 

)المنشورة في    1961في أ طروحته عام    فٻسطاش  جيم    طرح)تافهة(.    زمرةوهي    كنقطة،

 .  ولوجيةپطو  ترادف زمرةلها نوع  أ ي الفضاءاتتحديد  السؤال حول (،1963127عام 

الرئيس ية   زَمالحُ  ،لطوپولوجيةا زمرال

هذا   الن  ،زءالجفي  دور  عن  جدًا  موجزة  لمحة  التر پالطو  زمرقدم  نظرية  في  .  ادفولوجية 

ل   ناهدف  ال ساس ية  والحقائق  المصطلحات  من  يكفي  ما  تقديم  هو  شرح  ن الوحيد  من  تمكن 

. فٻسطاش   مساهمة

وفضاءات الحلقاتف  ٻسطاش  جيم 

.ف ٻ سطاش  جيم 

f g   وg f  

http://www.ams.org/journals/tran/1963-108-02/S0002-9947-1963-99939-9/S0002-9947-1963-99939-9.pdf
http://www.ams.org/journals/tran/1963-108-02/S0002-9947-1963-99939-9/S0002-9947-1963-99939-9.pdf
http://www.ams.org/journals/tran/1963-108-02/S0002-9947-1963-99939-9/S0002-9947-1963-99939-9.pdf
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أ ن بطو  زمرةأ ي    ولوجية،پطو  زمرة Gلنفترض  تركيب  البطريقة تجعل    ،ولوجياپمجهزة 

مع  Xفضاءعلى  G حر لـ عمله  ةرئيس ي حزمةG-. ينالعكسي مس تمر  والتطبيق

نقطة في B. "جيدقسمة  "حاصل   لها   Xكل  يكون  أ ن  متغير G-جواريجب   ل 

طريق   عملG-الـ  حيث   G الجداءمع    هوميومتشأكل  عن  العمل  مجرد  هو 

على    لحزمةمن ال نسب التفكير في ا  ال حيان،في العامل الثاني. في كثير من    نسحاباتالا

p: الإسقاط  تطبيق  اأ نه  X B→ الفضاء  G-كون  ت  .مداراتG-لل ـ B على 
p:  حزمة X B →  يزومتشأكل ذا   p مع  ةاإ جداإ   متساويG-هوميوتشأكل  و 

Xو X بين التغير    علىالمطابق    التطبيق    ثد  يح .B   الكل   الفضاءن  اإ نقولX 

   .ةمدار، ليفG-، وه  pبواسطة  ن الصورة العكس ية لنقطة  اإ و  B ساسوق ال  ف

هذه   ال   المرحلة،في  من  النوع  هذا  بشأ ن  للغاية  حذرين  نكون  أ ن    فضاءات يجب 

وسدورف ول ينبغ  أ ن تكون اكون هتولوجية التي سيتم اس تخدامها. يجب أ ن  پالطو

وصف اإعطاء    نا ليس في نيت   .مركبّات  -CW الـ   دراسة  بقيد المرء  ت ي   عادة،.  جدا ضية  ر  م  

هو بحكم التعريف  X ذكر فقط أ ن مثل هذا الفضاءن. س  فضاءاتهذه ال ل دقيق    تفصيلي

)لفضاءات جزئية  اتحاد متزايد   )nSk Xـ  ، تسمى هيأكله الn- الحصول على يتم  .  يةا

)ال ـ هيكلال  1)n+- 1  يّ ا( )nSk X+ من ( )nSk X   ت لّ عن طريق لصق بعض الج  
1nB ال بعاد  + ) ذات  1)n+  ال" بعض  طول     "الرابطة  تطبيقاتعلى 

1. : ( )n
nu B Sk X+ ( مرجعًا طعلى الخالمتاح مجانا  )  129هاتشر   يعتبر كتاب  →

 . ممتازًا 

 لتكن   المثال،)التفاضلية(. على سبيل  ولوجيا  پطوالأ ساس ية في    أ ش ياءالرئيس ية ه    لحزما

لى الن ،  m  البعدمن    Mعة الملساء  المنوّ  ) فضاءنظر اإ )Fr M  ثنائياتلل( ,  )x f ،

.  في الفضاء المماسأ ساس    أ ي،  xفي   معلم fو M نقطة من x حيث  ( )xT M 

) الخطية  زمرةحر واضح لل   عمل  يوجد , )GL m R على  ( )Fr M  تطبيق  والp   الذي 

)رسلي ,  )x f من  ( )Fr M    اإلىx   منM  ل ةرئيس ي  حزمة حزمة G-كن  ت. 

p:ةرئيس ي X B→  1  تطبيقو:i B B→ يمكن الخلف   pسحب  ن أ ن    نا،  اإلى 

1 ة رئيس ي حزمةلإنتاج  1 1. :p X B→ 1، شكلياX  1 لـ زئيالج فضاءال   وهB X 

)1ثنائياتال تكون من  ي ي  الذ ,  )b x 1بحيث( ) ( )i b p x=   1و 1 1. ( , )p b x b=    على

ذا كان  المثال،سبيل   )1على "ما هو أ على من   قتصارا  وه 1p فاإن  ،احتواء i اإ )i B  في

X."  

 

 D. J. and Milnor W. J. 128

Stasheff. Characteristic classes. 
Princeton University Press, 
Princeton, N. J.; University of 
Tokyo Press, Tokyo, 1974. 
Annals of Mathematics 
Studies, No. 76. 

 

 

س ياق    تقليديا، الرئيس ية   لحزم ا في 

 .اليمين  نع  تعمل الزمر

 

 
 
 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

129 A. Hatcher. Algebraic topol- 
ogy.  Cambridge University 
Press, Cambridge, 2002. 
 

 
. 

لى الكتب    يدانم   اهذ  أ خرى،مرة    المثال،على سبيل    الممتازة،شاسع ويجب أ ن أ شير ا 

 .المميزة  صنافما يسمى بال   ي يعالجالذ 128 و ميلنور. . .  كتاب

 
 .اوقرص  مجاليننقطة واحدة و  واخذ

 .لنقطةبا  المجالين  تط نايانق  أ لصقوا

ينتج   حد    واأ لصق.  ثمانية  شكل هذا 

با   مركبتيالقرص    .ثمانية  حدى 

بس يط    ونتحصل مثال    ل ـ  جداعلى 

CW   -    .بشكل  مركب بالطبع، 

لصاق    عام،  كون  يقد  التطبيقات  ا 

 . أ كثر تعقيدًا
 

 

فٻسطاش   

https://www.math.cornell.edu/~hatcher/AT/AT.pdf
https://www.math.cornell.edu/~hatcher/AT/ATpage.html
https://www.math.cornell.edu/~hatcher/AT/ATpage.html
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k, كنيل   هنا مثال مهم. nGr ذات البعد  طيةالخ   الجزئية  فضاءاتال  فضاء k في . n
R 

م ت   ،تراصةم  نوعةم الفضاء  هذا   حاصل  حزمةوجد  ت.  ةراسمانيڤ  نوعةً سمى  تحصيل 

( , )GL k R    فوق  ,k nGrليف تتكون  هذا    أ ساساتمن  ما  فوق فضاء جزئي    اته ، 

ذا كان nفي   سةمغمو  k البعد   من  ت منوعة الفضاء الجزئي. اإ
Rس ، فاإن تفاضل هذا الغم

k,في   M من  تطبيقايعط    nGr.    ن لل سحب  ال اإ تحصيل الحاصل   حزمةاإلى الخلف 

( , )GL k R    فوق,k nGr      يزومتشأكل قيقتين هامتين  بح ر  ذكّ لن  M.ل ـ  المعالم  حزمةمع  اإ

 . الرئيس ية زمبالحتتعلقان 

−

ذا كان  − ين اإلى ت  المسحوب تينالرئيس ي   زمتينالح، فاإن  ادفينمتر   B   في   1B  من  i  ،iاإ

يزو i  ،iبواسطة   pلـ  1p   ،1pالخلف   ان. تكل متشأ اإ

على   ةرئيس يال  حزمG-لل ـ  كلاتتشأيزو الإ   أ صنافتوضح هاتان الخاصيتان أ ن مجموعة  

  على فئة الترادف. الّ مخالفا للتغيرد عرّف، وتBترادف  نوعب فقط   تعلقت  B  فضاء ما

 فضاءاتتصنيف ال

:  ةرئيس ي  حزمةG-سمى ت  ( ) ( )Gp E G B G→ ذا    ةكوني حزمةG-كل    ت كان اإ

p: ةرئيس ي X B→ يزو لى الخلفمع  ةكلمتشأاإ تطبيق مابواسطة  Gp السحب اإ

: ( )i B B G→   اإلى ترادف مقرب.  هوي  الذو ثبات س نقوم برسم    لحقًا،  وحيد   اإ

 لل تي. 

أ جل  .  مبرهنة توجد  G  ولوجيةپطو  زمرةكل  من   كونيةأ لياف    حزمة، 

: ( ) ( )Gp E G B G→.

 :طبيع  بين يوجد تقابل أ خر،بمعنى 

يزوتشأكلات( −   B.رئيس ية فوق فضاء  الحزم G-ال ـ )أ صناف اإ
]  .أ صناف ترادف  − ,  ( )]B B G     من  تطبيقاتلل B   في. ( )B G    ننقول )اإ )B G 

المصنّ ف  وه بنا G.لـ   الفضاء  مهمين.  ن  هيا  مثالين  أ ول  نصف  زمرة   G  أ نفترض 

زمرته    ة  تغطي  تطبيق  أ كثر من    حزمة رئيس يةG-  ل تكون  الوضع،  ا. في مثل هذ متقطعة

  G.لڤالوا ه  

130 M. Audin.  Publier sous 
l’Occupation. I. Autour du 
cas de Jacques Feldbau et de 
l’Académie des sciences. Rev. 
Histoire Math., 15(1):7–57, 
2009. 

عمل   ةطيفي  متتاليات ومدارات 

© أ . فومنكو.  لـ، لزمرا

للت   اتذ   حزمة  أ ي كونت قابل  أ ي للتتفيه(  قابل )  ةتافه B صيقل أ ساس   ،

B. مع  ةزومتشاكليا   G لى برهنة. لتاريخ هذه الم 130 عودوا ا 

http://www.numdam.org/item/RHM_2009__15_1_7_0
http://www.numdam.org/item/RHM_2009__15_1_7_0
http://www.numdam.org/item/RHM_2009__15_1_7_0
http://www.numdam.org/item/RHM_2009__15_1_7_0
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xأ ساس ، نحتاج اإلى نقطة Xة ال ساس ية لفضاء زمر ملحظة مهمة. من أ جل تحديد ال 
.من X مثل  رميزت: ( , ) ( , )f X x Y y→ أ ن . يعني  ( )f x y=  عند مناقشة

ذا كان هذا  ن يجب أ ن    ،ترادف التطبيقات على النقط    الترادف يحافظذكر صراحة ما اإ

وكما   وتقنية،! وهذا يعني جملً طويلة  نفعللن    نا. . . ولكن   لناال ساس ية أ م ل. ينبغ   

مل أ ن يغفر القارئ هذا  نأ  فاإن هذا الكتاب ليس موسوعة كاملة.  بالفعل،لحظ القارئ 

 .النقص في الدقة

، يوجد nكل  لمن أ ج  .1لل عداد المركبة ذات الطويلة   (1) زمرةال  نعتبر  ثان،كمثال  

لـ   العلى   (1)عمل  2وحدة  كرة  1n−
S   في . n

C العنصر على   يعمل 

1( , ,  )nz z 1 لإنتاج.( , , )nz z   عرفهذا ي  - حزمة رئيس ية (1)

2 1:  n n
np P− →S C

الإسقاطية متداخلة بشكل    فضاءاتوال   كرات. كل هذه الركبالم    الإسقاط  الفضاءفوق  

سةم   طبيع ، )1 غطّ  , ,  )nz z 1اإلى( , ,  ,0, , 0)nz z   ، نتمكن من    حيث

:  .p P 

 →S C

.ل ـ كونيةالحزمة السنرى أ ن هذه ه  (1)G تية. النقطة الرئيس ية ه ال   =

ذا كان  كونيةً  حزمة  G-كون . تقضية ذا وفقط اإ . ص يللتقل  قابل فضاؤها الكل اإ

ثبات  حزمةG-ـ بدأ  بن .  العوائقهذه الحقيقة ال ساس ية هو مثال نموذجي على نظرية    اإ

: ( ) ( )Gp E G B G→ بحيث تكون ( )E G  كونيةنظهر أ نها ل ص و يقابلة للتقل .

p:أ خرى  حزمةG-نعتبر  E B→    سحب اإلى الخلف لـ أ ن هذا هو  بيّن ن    أ نونريد 

Gp  تطبيقبواسطة . : ( )i B B G→ 

تغطية    أ كثر   للتعرف على نظرية 

كتاب   اإلى  عودوا  الفضاءات، 

موقع التحليل. هاتشر، أ و 

متعددات السطوح وسلسل 

©       . أ . فومنكو.1973بس يطية 

-تعريف  رئيس ية(1) فضا  حزمة  هوالكلها  ؤ يكون  اللاذات  كرة  ال  ي  منتهيي البعد 

  وأأساسها هو الفضاء الا سقاطي اللامتنهيي البعد

وصف   الفضاء  فضاءاتيتم  في  زمر من    جزئية  زمربواسطة  Bتغطية  الأساس ية.  تها 

)هذه الحالة )B Gڨ رٻيلنب أأ فضاء  وه-     ( ,1)K Gالأساس ية ه   : زمرته

Gكونيها الؤ وغطا( )E G الأعلى الترادفزمرجميع    ،تعبير أ خرب )صيقابل للتقل

)لـ ,1)K Gأأي (.  تافهة-G    تغطية ترادف  فئ  تكا  Bما  لفضاء ڤالوا  من  صنف 

.تطبيقات  ال  ( ,1)B K G→  

ما كْٻيْ

https://www.babynamespedia.com/pronounce/Maclane
http://analysis-situs.math.cnrs.fr/
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كما ه)  Bعلى هيأكل    i  ننشئ نحن   عن طريق    ،(مركبات   -CW  دائماً،  والتي، 

أ ن يجب التي المس تمرة  تطبيقاتبعض ال هناك  خطوة،الاس تقراء على أ بعادها. في كل 

)ص  يقابلية تقل د و مدّ ت   )E G  كتاب   وا. راجعلإنشاء بالضبط ما هو مطلوب لهذا ا  ه

مثال ) التصنيف  فضاء (1) في  (1))B وهP 
C ال البعد    كرةل ن  ذات 

 . بالفعلص يللتقل  قابلة اللمنتهي 

نشاء ربط   ميلنور  اإ

ن   نشاءاإ ) ميلنور لـ  اإ )B G   ولوجيةپطو  زمرة. أ ي  131جميل وسهل G  تعمل بحرية

يتعين علينا   لذلك،ص. يقابلة للتقل  لزمرةأ ن تكون ا  طشتر  ولكن بالطبع ل ي  على نفسها 

) حر. لنفترض أ ن  زمرةوالحفاظ على عمل    ص،يللتقل فرض القابلية   )E G   هو البس يط

)من  عنصرأ ي   G.على )E G   التعريف بحكم  منتهية هو  شكلية  مرجحية  توفيقة 

 شكل مجموع أ نه ، أ ي  Gمن   لعناصر

0 0 1 1 k kg g g  + + + 

0 حيث  i و. 1i =   الفضاء قابل    محدب،هذا  هو و   ص،يللتقل وبالتالي 

سقاط   G. عمل حر منبمجهز   )اإ )E G  القسمة  على حاصل  ( )B G فضاء    و اإذنه
 

ح أ كثر  نكون  أ ن  تعريف  ذرا يجب  .  في  ( )E G  لج  م تحاد  با بدأ   ن  داءات  نفصل 
1n

nG +    حيث 

0( , , ) | ( 0) 1n n i i
i

   
 

 =   = 
 

 

 دخل علقة تكافؤ "واضحة" ناتجة عن  ن ذلك،هو البس يط القياس. بعد 

1
1

n n
n nG G+

− ⎯⎯→  

0 1 2 0 2

0 2 0 2

(( , , , , , , ), ( , , , 0, , , )
(( , , , , , ), ( , , , , , ))

i i i n i i n

i i n i i n

g g g g g
g g g g

   

   

+ + +

+ +
 

)  ونعرّف )E G   نشاء ر القسمة. هذا هو    حاصلعلى أ نه فضاء ميلنور. يأ تي الاسم   طباإ

نشاء "من حقيقة أ نه تم    G. نقط فيال  ربطب "،افتراضية  روابطاإ
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131 J. Milnor. Construction of 
universal bundles. II. Ann. of 
Math. (2), 63:430–436, 1956. 

  

 
 

 

 

دون    ،نفسكما  بمن كل شيء    واتحقق

 !فتح الكثير من الكتب الموصى بها

 كرة لماذا ال
S ص؟ي للتقل  قابلة   

 

 !كل شيءا ذ هو تصنيف. 

 .  للحصول على التفاصيل ولإثبات العكس فٻسطاش  ميلنور و 

http://www.jstor.org/stable/pdf/1969609.pdf
http://www.jstor.org/stable/pdf/1969609.pdf
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132 J. Stasheff. H-spaces 
from a homotopy point of 
view. Lecture Notes in 
Mathematics, Vol. 161. 
Springer-Verlag, Berlin-New 
York, 1970. 

هو   .توافيقييالبس يط هو مفهوم    ركبالم

 V مجموعةيتكون من  

  

تسمى عناصرها

من   وعائلة  موعات  المجالرؤوس، 

 

الجزئية

و  Vمن  المنتهية

  

عناصرها تسمى  التي 

 .الوجوه

  

البديهية الوحيدة ه أ ن مجموعة

. من  وجه  وجه همن    خاليةغير    جزئية

مركب  أ ي  فضاء ،   بس يط  أ جل  يوجد 

به    ولوجيپطو تصوره  سمى  ي مرتبط 

نه  .  هندسال  من  اإ دوال  يتكون 

: [0,1]t V   بحيث →

( ) 1
x V

t x


=
}بحيث يكون  و  | ( ) 0}x t x   ا وجه .

  

   

 

 

   

   

     

 

 

   
  

   

    

      

 

   

 

    

  

  

 ركيبها الحلقات وت

سا اتالحلق  فضاء  فيه، نقطة أ ساس  و   فضاء Bليكن    )ةلمؤسَّ ),B فضاء  وه 

الم  ... ال ؤسّسةالحلقات  أ ي  [0,1]:المس تمرة  تطبيقات،  B بحيث →

(0) (1) = المپبالطو  زهّالم و ،  = المفتوحة  حلقتين    1  ،2  لتكن.  تراصةولوجيا 

يمكن  مؤ  متعاقب تأ ن  سس تين،  هو  ينتكونا  الممكنة  التعريفات  أ حد  وضع. 

1 2 1• ( ) (2 )t t  =    1  أ جلمن 2 0t    1و 2 1• ( ) (2 1)t t  = من    −

1.أ جل   1 2t   ا  هذ التطبيقات  تركيب 

( , ) ( , ) ( , )B B B  →

1  . في التركيبميعيا بالتأ كيد ليس ت   وه 2 3• •  ( يكون عندما 1  على طول  سيرن   (

[0,1 4]t 2، ثم على طول1]  يكونعندما 4,1 2]t    3وأ خيراً على طول

.يكون  عندما [1 2,1]t   المسار هو نفس  هذا  1  ليس  2 3• ( • )    على الرغم

  .مترادفتان من أ ن هاتين الحلقتين  

لىو ،  تميعي فعليا  اتحلق  فضاءعند تغيير التعريفات قليلًا، نحصل على   ترادف  ليس فقط ا 

0هذه الحلقة من عدد  مثل  حلقات مور. تتكون  ما يسمى  نس تخدم    هيا بنامقرب. l
ليه)ي   :ر  مس تم  تطبيق  من( و ما   نه طولك  و   نظر ا  B + →R (0)  بحيث و   =

 ( )t l.جل  أ  من    = t  طو على  پتوجد  طبيعية  الحلقات    فضاءولوجيا  هذه 

)بـ   , )M Bمثلالترادفي له نفس نوع، والذ. ( , )B 

1يكن  ل  1( , )l    2و 2( , )l  تركيبه تعريف  يتم  أ نهما،  على   1 2( , )l l + حيث 

1( ) ( )t t =  أ جل 1lمن  t  2و 1( ) ( )t t l = أ جل− l.1من  t  من

 ميعي.  الواضح أ ن هذا ت 

مثل الترادف   نفس نوع  نم  يبقىخر،  أ    فضاءللحصول على    شهرة،هناك حيلة أ خرى، أ قل  

( , )B  ال ن لىيرجع  ولوجية.  پطو  زمرةوهو  ا  و encore lui!) ميلنورهذا   هو( 

الهندسي    لتصورهو اB  :جدًا . نفترض افتراضًا بس يطًا  فٻسطاش  ل   132  موصوف في كتاب  

) زمرة    نعرفمن الوجوه.    قابل للعدمع عدد    يلمركب بس يط )G B    بدأ  ن ية.  ت بالطريقة ال

0.من أ جلnBتلّا لج  بالاتحاد المنفصل ل n  من في عنصر  نفكرnB  
1b،  ،nbمعn  تقفز  الخطوات،من من   حيث  بدلًا  أ خرى  لى  ا  نقطة  من  نقطة 

 علاقة التكافؤ  لنعتبراتباع مسار مس تمر. 

  

 
  

  

  

  

ذا كان 1iا  ib b .1أ و  =+ i ib b− = 

☺

ليهالم     ،الفاخرة   شار ا 

1 1 1 1 1 1( , ,  ,  ,  ,  ,  )  ( , ,  ,  ,  ,  )i i i n i i nb b b b b b b b b− + − +

ع    قطّ تكمسار م   



"
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حاصل فضاء  ) نعرف   ،القسمة  في  )G B ممثل  صنافلل    الجزئي  لفضاءكا لها   التي 

1( , , )nb b   1 كوني بحيث nb b= ib   أ ي عنصرين متتاليين وبحيث يكون =
1ib و )بحيث  + البس يط  نفس  وصلهماي  في  بقطعةذهن ،  كننا  مجرد    هي  لزمرةا  بنية  .(يًا، 

هذه  التعاقب أ ن  من  للتحقق  بس يط  تمرين  نه  ا  نوع پطو  زمرة.  نفس  لها  بالفعل،  ولوجية 

. اتالحلق فضاءمثل   ادفالت  )( ,B  

التي  الزمرة  أ ن    الحس بان ضع في  ن  أ ن، ولكن يجب  بهذا التعقيدليس    نشاءهذا ال    حس ناً،

لى حد ما نتاجها ضخمة ا   زمرةجدا. نادرا ما تس تخدم هذه ال  ابس يط  Bحتى لو كان    ،تم ا 

    الفعلية "في الممارسة

)  الفضاءيجب أ ن نتذكر أ ن    حال،  ةعلى أ ي , )B  دد  يح( , )B  تطبيق  ب   امجهز ا  مفيد

لى قانون ت   ميعياليس ت   ،تعاقب  لى   ميعيولكن يكن تحويله ا   ولوجية، پطوزمرة  أ و حتى ا 

  .ولوجيةپ الطوعلى حساب بعض الالتواءات 

  :زء ملاحظة أ خيرة في هذا الج

 . فصن   الم   افضائ ل  اتالحلق   فضاءمثل   التادف نفس نوع G ولوجيةپطو  زمرةي  ل  .  قضية

دراج  ن با  فقط  ال قوم  من  نوع  لتوضيح  ال ثبات  في  الرئيس ية  في   ةالمطلوب  رياضاتالكلمات 

الطو من  الجزء  كانپهذا  ذا  ا  )ولوجيا.  , )X x    م تعليقه  ،طانق  فضاء  على  الحصول  يتم 

( , )X x  [0,1]  منX     طريق X{0}تقويض  عن  ،  {1}X    و 

{ } [0,1]x     لى نقطة )  ما من   يكافئ تطبيق  .واحدةا  , )X x في فضاء أ خر  ( , )Y y 

)  من  تطبيقا , )X x  فضاء الحلقات في  . ( , )Y y كافئة.القضايا ال تية مت   

)من  صنف ترادف التطبيقات − , )X x في( ( ), )B G e )e  حدةو  هو (G، 

)من  صنف ترادف التطبيقات − , )X x في( ( ), )B G e ، 

X[0,1]  فوق حزمةG-ـ  ل  تصنف ال يزوتشاكلا −   {0}   تتفيهها فوقتمX 

X{1}و  و{ } [0,1]x    

 مع الحزمة التافهة  1p و    0p  بين  يزوتشاكلاتوال   Xعلى tp حزمG-مسار   −

 . X G 

Xهة تف  م    حزمةأ جل  من  أ نه    والحظ  G X عطا  التتفيهات  ، فا ن→   ؤهاال خرى يتم ا 

. تطبيقاتببساطة عن طريق ال  X G→ ،من  ال يزوتشاك  بالفعل  X G X →  

)نفسه يرسل    في ,  )b g    لى )ا  ,  ( ) )b u g g   من أ جل:u B G→     .لذلك فا ن  ما

التطبيقات   ترادف  ) منأ صناف  , )X x  في( ( ),  )B G e  قياس ية تقابلات  مع    في 

)  منأ صناف ترادف التطبيقات  , )X x  في  .( ,  )G e                              

 

 

 
 

 © لـ أ . فومنكو.       فضاء أ لياف 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

الانسحابات  أ ن  حقيقة  أ ن  لحظوا 

عن اليمين وعن اليسار تتبادل ليست  

 .أ كثر من كونها خاصية التجميعية

.
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 فضاءات H- حول الـ فٻسطاش  مبرهنة 
 

على الفضاء ) يطُلق  , )X   اسم الـ-H ه    فضاء شئنا(  -)أ و الـ  ن  ذا   فضاءات ا  ا 

 كانت مزودة بـ "ضرب" 

2 :  m X X X → 

2بحيث يكون  2. ( , ) ( , )m x m x x= =  

درسه   الذي  منعر  تال مشكلة  يسمى    فٻسطاش  السؤال  أ ن نقرر  من الممكن  هل     ف. 

X 2 وm  ذا كان هناك )  من  ماترادف  وتكافؤ Y  فضاء ماما ا  , )X x فضاء   في

)حلقات   , )Y y    2 ولي ي  الذوm الحلقات تعاقب  لى  )   ا  , )Y y   هذا ؟ 

لى ترادف مقرب. ، فضاءات H-ـ  ولوجية بين الپالطوب  زمرعلى ال التعرف   كافئي  ا 

 : أ ساسيهذا بالفعل سؤال 

  ؟الترادف  في فئة زمرةما هو المفهوم الصحيح لل

قدمها    بالتأ كيد، خمن    قد  القارئيكون  كما   التي  تجميعي   شملت س  فٻسطاش  ال جابة 

 .  الذي تم تقديمه في الفصل السابق  السطوح

)  لـ  أ نفترض  ن , )X x    ات  حلق  فضاء ترادف بالفعل نوع( , )Y y    2 أ نوm  ادفمتر  

)فضاء حلقات مور من الملائم اس تخدام     عاقب.مع الت  , )M Y y    تعاقبه التجميعيمع

.   تطبيقان ال كون ييجب أ ن 

3
1 2 3 2 2 1 2 3; ( ,  ,  ) ( ( ,  ),  )X X x x x m m x x x→ 

3
1 2 3 2 1 2 2 3; ( ,  ,  ) ( , ( , ))X X x x x m x m x x→ 

ذا حدث    . محققا. هذا الشرط ليس بالضرورة  تجميعية  حيث أ ن ادفينمتر   فا ن  هذا،ا 

لى ترادف مقرب  ميعياكون تج ي فضاء H-الـ   )2 فضاء H-  الـ  نا  ونقول   ا  , )X m 

1- A    .هو    ادفالتر فضاء الحالة  هذه  3   من  تطبيقفي  [0,1]X     فيX    ويجب

  تطبيقات  ةتحدد خمس  حدودأ ربعة   K.3 تجميعي السطوحعلى أ نه    [0,1]اعتبار العامل  
4X X→   بأ ربع أ وراق. يمكن رؤية   لمجذرةس توية االم ثنائية  ال   الخمسشجار  بال  مرتبطة

خماسي رؤوس  أ نها  على  الخمس  ال شجار  الخطوة   K.4 هذه  ة خمس  اعتبرنا  السابقة،في 

[0,1].4تطبيقات  X X →  

4تطبيقا  عرفتتفق على حدودها وت التطبيقاتهذه 
4. K X X  →   

 
 

 
 
 

 
 H  تكريما ل ـ هذه Heinz Hopf   وليس

 .)الترادف(  Homotopy لـ

 

 

 

 
 

 
 

 Anti-Dürer  -    حوار مع    -من الدورة

، من  1975مؤلفي القرن السادس عشر 

© .                   قبل أ . فومنكو   
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ذا   )  حلقات فضاء   ترادف نوع  X  لـ كانا  )M Y  التجميعي الفعل ، مع الضرب  ،

لى الخمدتمي أ ن    فا ن على هذا التطبيق  4  اسي كلهد ا 
4.  K X X ذا حدث    →  هذا،ا 

ننا نقول   فضاء.  X ،2-Aن ا  فا 

  .بعاد ال  كل في س تمر ت يجب أ ن يكون واضحا أ ن هذه الصورة 

 .فٻ سطاش   مبرهنة  تأ سيسيمكننا أ خيًرا 

 

 

2 فضاء  H-يكون .  مبرهنة :m X X X ذا    حلقات ما  فضاءل  ا ترادفيامكافئ → ا 

كان ذا  ا  - وفقط  A هناك  فضاء كانت  ذا  ا  أ ي   متماسكة  تطبيقات ، 

: n
n nm K X X nK  .(1تجميعي السطوح  مع وجوه  لائمةمت → )n  

 

 

ثارة  زء  الجواضح الآن.    لازمالشرط ال   الكافي،هو بالطبع الشرط    برهنةللاهتمام من المال كثر ا 

   . من الفصل  زء القادمفي الج هثبتن لن  والذي

- ـ  دأ  بلنب A فضاء  X  تطبيقات متلائمة، مع : n
n nm K X X ، وهدفنا   →

نتاج   ا  حلقات Y فضاءهو  فضاء  نوع  من  له  أ ن X. لـ الترادف نفس  نعلم    لـ نحن 

( , )Y y      ولوجيةپطو  زمرة ترادف نوع  له نفس G ترادف   نوع  ها، والتي بدورها، ل ما

. ( ( ), )B G   لذلك، من المغري اختيار( )Y B G=  ف، لكننا لا نعر .G  

:تطبيقاتف فقط مجموعة ال نحن نعر   n
n nm K X X   بديلال والتي هي نوع من   →

زمرة.  ل  تكييف    فا ن  وبالتالي،بنية  علينا  يتعين  واضحة.  نشاءاستراتيجيتنا  ميلنوربر  ا  ـ  ل ط 

( )B G  لى -ا  A  ًفٻسطاش   أ كثر عمومية. تم تنفيذ هذا المشروع من قبل بن. 

ل ـ المنفصل  بالاتحاد  البدء  من  1n بدلًا 
nG +  ل  ومطابقة وفقًا  تكافؤ   علاقةالنقط 

باتحاد  ن ،  "ة"واضح لـم بدأ   n نفصل 
nK X  هذا  ف  نعر  و في  "واضحة"  تكافؤ  علاقة 

) فضاءً   اهذنتج  ي  الاتحاد المنفصل. س   )B X لـالتصنيف ل  فضاء  ووه- A  فضاء.X    

  فا ن فضاء الحلقات   متوقع،" هو أ نه، كما هو  تبيانهالشيء الوحيد الذي لا يزال يتعين علينا  "

)لـ   )B X   لمشكلتنا:    وه فك  حل  لـ    أ ي  وقد  X.حلقات  السهل  بال مر  ليس  هذا 

  X. ولوجياپذلك ببعض الفرضيات الا ضافية )الثانوية( حول طو فٻسطاش  أ ثبت 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

كيل ينـ فضاءات  الطوپولوجيا طريقة  في  ڨ 

©  الترادفية لـ أ . فومنكو. 
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شجار الكرز  أ  

)الـ   من أ جل الحصول على بعض الحدس وراء هذا )B X  ،يجاز أ شجار ن  دعونا صف باإ

ورقة.   n  ذاتشجرة ثنائية مس توية مجذرة    نعتير.  133وڥوت بوردمان الكرز التي قدمها

ذا كانت   فضاء ترية.  ، نحصل على شجرة م  [0,1]مجهزة بطول في   الداخلية  ةفاح  −2nالـ  اإ

 . كل شجرة ثنائية لمن أ ج  n[0,1]2-مكعبًا    فا يعرّ ال شجار المترية هذ

ذا كان طول واحد تقويضها أ ي ، فاإن هذه الحواف يمكن  0أ و أ كثر من الحواف الداخلية    ةاإ

الداخلية    اوافهلحزال  يولكن ل    ،ةثنائيعد  تطيا والنتيجة ه شجرة مس توية مجذرة، والتي لم  

الم ينتج عن هذا بعض  على طول حد تلك المكعبات. تحدد مجموعة هذه    طابقاتطول. 

.لـ    مكعبا  تحليلال شجار المترية   nK    لذلك يمكن اعتبار nK  ًمن ال شجار المترية.   فضاء

لىيتحلل    المثال،على سبيل   فضاءكهذا   nK مربعات. يتيح لنا عرض  ةخمس  الخماس اإ

 التطعيم تطبيقاتمن ال شجار المترية تحديد 
1 ,..., nk ki 

1 2 1
( ) .

n nn k k k k kK K K K K + +    →

رفاق ال شجار المترية بأ وراق شجرة    ناما علي  .نريد تصوير  ال ن،ما.    تريةمسوى اإ n
nK X 

ا أ نه ،  Xا من عنصر تحمل  أ وراق أ شجارنا المترية    من  ةأ ن كل واحد  واببساطة تخيل معتبر 

 .  كرز هاأ وراق  . هذه شجرة كرز: شجرة مترية علىةكرز

)التصنيف   فضاءيمكن وصف   )B X   فترض أ ن شجرة كرزلن .المصطلحباس تخدام هذا 

T  تحتوي على حافة e   قطع على طولعندما ن.  1وه نمت بالكامل بطول  e ّل ، تتحل

أ حفاد نقطة  اإلى   1Tـ  ب  نشرْ ل شجرتين متريتين.  اإلى   T الشجرة الجزء الذي يتكون من 

nـ  هذه شجرة كرز ب  :e  نهاية  k   .0ال خرى،الشجرة  ورقةTالتي تحتوي على جذر ، 

T  نشاؤها حديثاً، في ، غير  e  نقطة بداية، ليست شجرة كرز تمامًا ل ن الورقة التي تم اإ

يداع النتيجة ككرز 1T على شجرة الكرز km يمو. يمكننا ال ن تقةبكرز زودةم ة جديد ة واإ

 .نتج عن هذا شجرة كرز جديدة ت التي كانت تنتظر كرزها.   0T على ورقة

)التصنيف   فضاءبحكم التعريف، فاإن   )B X أ شجار الكرز من    فضاءحاصل قسمة    وه

. كما هو موضح km بالكامل وتطبيق النامية حوافلل خلل عملية القطع هذه 

133 J. M. Boardman and 
R. M. Vogt.  Homotopy 
invariant algebraic structures 
on topological spaces. Lecture 
Notes in Mathematics, 

Vol. 347. Springer-Verlag, 
Berlin-New York, 1973. 
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)  لفضاء الحلقاتأ ن    نبينلن   )B X    ترادف  نوع  . X  من الاعتراف أ ن    نال بد ل

ثباتاتها تحتوي على ناالمراجع التي قدم    . ولكنها بالتأ كيد ليست سهلة القراءة اإ

 .134الذي أ عرفه هو  و المرجع ال كثر قراءة 

 
 134 E. Hoefel, M. Livernet, 

and J. Stasheff.  A∞-actions 
and recognition of relative 
loop spaces. 2013. 
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،رةضف  شجرة م  

ولةوضح ت هل ؟ عم 



العَمولات

بعض البديهيات. توجد   يحققضرب   بتطبيق زودةهي أ كثر بكثير من مجرد مجموعة م  زمرةال

توجد   نفسها،"لشيء ما". بالطريقة    أ وطوتشأكلاتمن خلال تمثيلاتها باعتبارها    زمر فقطال

 . فقط من خلال تمثيلاتها ولن نقضي الكثير من الوقت في التعريفات المجردة العمولات

من  مولاتعَ تكون الت 

0من أ جل  n وعات  مجم  •  n  ليها ينظر ية. ا -nكعمليات اإ

سمى الوحدة،ي  1 في 1 عنص     •

 تطبيق ، أ ي ولةعََ ، عَلية  n  ،1k،... ،nk  كل من أ جل  • 

1 2 1 2
( )

n nn k k k k k k+ + +    →O O O O O

يحقق بعض البديهيات. 

The name ‘operad’ is a word 
that I coined myself, spending a  
week thinking about nothing 
else. Besides having a nice ring  
to it, the name is meant to bring 
to mind both operations and  
monads. [...] What I did not 
foresee was just how flexible 
the  notion would be, how many 
essentially different mathema -
tical  contexts there are in which 
it would play a natural role, 
how  many philosophically 
different ways it could be 
exploited. 

 135 J. P. May. Operads, algebras 
and modules. In Operads: 
Proceedings of Renaissance 
Conferences (Hartford, 
CT/Luminy, 1995), volume 202 
of Contemp.Math., pages 15–31. 
Amer. Math. Soc., Providence, 
RI, 1997.

136 J. Stasheff.  The pre- history 
of operads.  In Operads: 
Proceedings of Renaissance 
Conferences (Hartford, 
CT/Luminy, 1995), volume 202 

of Contemp. Math., pages 9–14. 
Amer. Math. Soc., Providence, 
RI, 1997. 

الرياضياتعن    محاضرةفي   ،  تدريس 

البديهية  ينتقد   المقاربة  بشدة  أ رنولد  ڥ. 

الزمر كما  لنظرية  في  هي  ،  عادة  تدرس 

. وأ نا أ تفق معه تمامافرنسا.  

  . 135ي   ٻ م پيتر   اسمحوا لي أ ن أ بدأ  هذا الفصل باقتباس من
 

أ فكر   لا  نفسي، وأ نا أ قضي ال س بوعب الكلمة التي صغتها   هي  (Operad)  "عََولةاسم " 

هو    همنقصد  ال فاإن    الاسم،  ذاه   في  جميلة  نبرةفي أ ي شيء أ خر. بالاإضافة اإلى وجود  

ما لم    .[... ]  )عَلية بعامل واحد(   ومونادعَليات  كلمتي  من    أ ن يجلب اإلى الذهن كلا

مدى   هو  الرياضياتية  كم    ،فهومالم   عليها كون  يس    التي رونة  المأ توقعه  الس ياقات  من 

مختلفة فلسفيا    ةقيطر   كمدورًا طبيعيًا،    فيها  عب يل التي من شأ نها أ ن    ساس ية المختلفةال  

   .يمكن اس تغلالها

را. تقريبا  پكانت مغنية أ و ي   ٻ م والدة   أ ن، هناك سبب أ خر لهذا الاسم هو  يا دٻ يپ ويك   وفقاً لـ

بكثير   تهاولاد"موجودة" قبل    مولاتعكانت ال   ال ن،كل المفاهيم التي التقينا بها حتى  مثل  
اإلى تغليف العديد من أ نواع    ي   ٻ م . يهدف تعريف  هادمي ع تم ت ، قبل أ ن يأ فضلقول  ب، أ و  136

 . بالفعل واجهنامعظمها بتطعيم ال شجار الذي يذكرنا العمليات، 

https://en.wikipedia.org/wiki/Operad_theory
http://pauli.uni-muenster.de/~munsteg/arnold.html
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الح علماء  بعض    اسوبعلمنا  أ ن 

للحساب  التقابلت  القابلة 

→N N  ولها  و تق  يسه ل يمها 

عادة    .معقدة للغاية  تقابلت عكس ية

وقد   سهلة  الصيغة  كتابة  تكون  ما 

. يكون فهمها معقدًا بشكل رهيب

O3

O2 O1 O3 O6

لن أأتمكن من قراءة الصيغ  شخصيا    لا أأريد تدوين الصيغ التي تعبر عن هذه البديهيات لأنن 

أ   كتبتها.  مثالأأولًا  ل  فض  التي  عطاء  وصف   ا  قبل  بالفعل(  خمنه  قد  القارئ  يكون  )ربما 

 .لكلماتباالبديهيات 

المس توية الثنائية  الأشجار  خلال  من  المثال  ا عطاء  بـ  .  المجذرة  يتم  مجموعة   ا لى  nنرمز 

بورقة واحدة والتي    1  لتكنو   ،ةورق nذات    المجذرة  تويةالمس  الثنائية  الأشجار   الشجرة 

ت الجذر.  الوقت  نفس  فتكون في  مرات    عر  عدة  اس تخدمناها  التي  التطعيم  ثال  الم عملية 

 .تالع مولاعلى  سهل  الأ 

ذا    ة ماعلى شجر   1؟ تطعيم  مولة عامةلع  ما هي البديهيات    الآن، كنا قد لا يغير الشجرة. ا 

يمكننا أأيضًا تطعيم كان    النتيجة،على   C تطعيم  ثمما،    A   شجرة  على  ما  Bقمنا بتطعيم  

C علىB  وتطعيم النتيجة على . A   ستبدل تُ ،  ليست أأكثر من ذلكالعمولة  بديهيات 

 جميعية. من الت  ونوع   ما حدةو   شرطُ . عمولةكلمة التطعيم عملية الب

المج  بالطبع، المس توية  الأشجار  تطعيم  أأيضًا  ثنائي  ت ليسالتي    ذرةيمكننا  على  ةبالضرورة   .

بحيث يكون   المجذرة تويةأأي الأشجار المس   بة،المشذ  يمكننا اس تخدام الأشجار  المثال،سبيل 

طف داخلية  عقدة  يُ لكل  الأقل.  على  هذا  لان  -ماري  ت   -شرودر  -وسكار پهي   عمولةنتج 

.فٻسطاش   
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  صفحة،   27  على عرض من.  137  واانظر   ،العمولتللحصول على مقدمة من صفحتين عن  

 .139  واانظر   الموضوع،صفحة حول نفس    634  من . للحصول على أ حدث كتاب138  واانظر 

 لتطبيقاتمجموعة ا  اعلى أ نه  n عرفنو   Eر مجموعة  اتن ساذجة.    عمولةهنا مثال أ خر ل

. nE E→    ببساطة بواسطة   لعمولةويتم تقديم عمليات ا  ،وحدةال   وه  1  المثال،في هذا

ذا كان لديكم اإ : تطبيق  الاستبدال.  nf E E→ وn تطبيقا  : ik
if E E→ ما ،

استبدال  عليكم )1  في ix بـ if سوى  ,  ,  )nf x x    على تطبيق للحصول 
1. nk kE E+ + ل العمولة . . . هذه هذا البديهيات التي لم نكتبها ققيح →   يا يتم الإشارة اإ

. ـب ( )End E  

  تطبيق عملية عمولةو  E مجموعة  وه تمثيل(وتسمى أ يضًا  )  ولةعلى عم)بنية جبر(    جبر  

.  في من ( )End E  كل عنصر من عناصر  ،بتعبير أ خر n يتم تجس يده كعملية 

 n- يةا  nE E→ لئمة. بطريقة م 

 ضاءاتيمكننا اس تخدام الف   المجموعات،يمكننا العمل في العديد من الفئات المختلفة. بدل من 

 .وما اإلى ذلك الشعاعية الفضاءاتالترادف،  أ نواع، ولوجيةپالطو

ثارة للهتمام.  تلعمولل صف أ مثلةنال ن   قادمة.  في الفصول التأ تي أ كثر أ مثلة أ كثر اإ

 

  تالتبديل

ف على  تتعلق بالتعرّ   التوافيقية التي س ئلة  ال  ذكر من بداية هذا الكتاب أ ننا درس نا بعض  ن

 تية. ال   عمولةال نماط. هذا يتناسب بشكل جيد مع ال

n  1}.لـ    ته مجموعة التبديل, ,  }n   ل ننا لن  زمرة"    نكتب ولم"مجموعة"    ناكتب "

التبديل  ركّب ن في  ت.  هذه  نفكر  ذلك،  من  أ نه   التبديلةبدلً  على   كل ترتيب    اعلى 

.{1, ,  }n كليةال تراتيب  ال  لتكن  ،1    ،...  ،n    1}على, ,  }n   و

1{1, ,  }k  ،  ،.{1, ,  }nk   1}1 كتب ن,  ,  }nk k + كاتحاد  +

.،  . . .،  1k   ،2k ة من ال حجامبعتتاالم   من المجالت nـ  منفصل ل nk   الت تب هذه المجنر 

. رتب العناصر وفقا للترتيب ن،  iالمجال الـ  وداخل     وفقاً لـ i ينتج عن هذا ترتيب  

في  كل  ,1}.1طبيع    ,  }nk k + على   + هذه  التطعيم  عمليات  أ ن  الواضح  من 

 .لعمولةتلبي بديهيات ا تراتيب ال

 
137 J. Stasheff. What is . . . an 
operad? Notices Amer. Math. 
Soc., 51(6):630–631, 2004. 

 
 
 

 
138 F. Chapoton. Operads and 
algebraic combinatorics of 
trees, journal = Sém. Lothar. 
Combin.  58:Art. B58c, 27, 
2007/08. 

 
 
 
 

139 J.-L. Loday and B. Vallette. 
Algebraic operads, volume  346 
of Grundlehren der Math- 
ematischen Wissenschaften 
[Fundamental Principles of 
Mathematical Sciences]. 
Springer,  Heidelberg, 2012. 
 

 
 

 
 

  

http://www.ams.org/notices/200406/what-is.pdf
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ة ذر مجأ ن أ ي شجرة مس توية    ناللفصل لحظ   القابلة  تفي الفصل الذي يتعامل مع التبديل 

 .  ال وراق على بديلةت  تعرّف مشذبة

شرودر مرة أ خرى   -وسكار پ: هي ةالحر  لعمولةا

متتالية المجموعات  نعتبر  )1 من  )n nE   ّالحرةولنعر العمولة  .الـ    بواسطة  ف  nE  علينا

نشاء مجموعات طار عمليات ال و nاإ نتاج عناصرها في اإ عناصر من    انطلقا  عمولةالتي يتم اإ

.  الـ nE   نريد    لىاإ نظرًا الجديدة  عمولة حرةأ ننا  العناصر  هذه  أ ن كل  افتراض  ، يجب 

ي   مختلفة، البديهيات  اس تخدام  بعض  ذا كان  اإ ل  من    تكزن  أ ن  س تلزماإ ليس  متساوية. 

نشاء ه  ذه العمولة الحرة. الصعب اإ

طفل   iها  ل أ ن كل عقدة    بحيث   ،ةورق nذات  هو شجرة مس توية مجذرة   n من عنصر

. تنتم  اإلى   لوسوم التي ببعض ا  مزودة   iE مرة أ خرى بواسطة    عمولتيتم تحديد عمليات ال

 .التطعيم

التي تحتوي على  2E باس تثناء  خالية nE الـالحالة التي تكون فيا جميع    نعتبر  كمثال،

ال شجار    عمولة  " ه 2الحرة على عنصر واحد "من الدرجة    العمولةفاإن    اإذن،عنصر واحد.  

 . عملية ثنائية معهو مجرد مجموعة  لةو العم ههذ على. الجبر المجذرةالثنائية 

من  يحتوي على عنصر واحد  nE ننظر في الحالة التي يكون فيا كل   هيا بناكمثال أ خر،  

2. أ  n أ ننا  ،  ةبالضرورة ثنائي  ت نحصل على أ شجار مس توية مجذرة، ليس حيث 

 هو مجرد مجموعة مع عملية  ه العمولة. جبر على هذشرودر  -هيپاركوس  تقويس    اإلى  عدنا

 n- أ جل كل من يةا.n  

ناظرة وغير متناظرة مت  

. في  ناظرةغير المت   عمولتبالمعنى الدقيق للكلمة، لقد تعاملنا حتى ال ن مع ما يسمى بال 

عمليات  والتي تتوافق مع    n  على nللزمر المتناظرة   أ عمالتوجد    الحالت،كثير من  

عمولة ال

( )1 2 1
.

n nn k k k k k+ +    →

أ نا مدرك لحقيقة أ ن هذا ليس تعريفًا  

ذلك   تحديد  في  متردد  ولكني  دقيقًا 

ال   في    ش ياءباس تخدام  ال ولية 

 .الفئات

أ ول رسم تخطيط  لتشارلز داروين  

من    تطورية،لشجرة    1837عام  

©                    .   أ حد دفاتره 

جل  

عمولةهذا    فرّ عي  أ خرى،بعبارة      - ماري تا  -شرودر  -وسك ار پهي   عمولةمن    تطبيقَ 

لى   د اعأ ن ي    يمكن  ه نا    يث ح   ،غطيست أ ثبتنا أ يضًا أ ن هذا   .التبديلت  عمولة ا 

نشا  بديلة. من الت الشجرة   ءا 

فٻسطاش  
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ن  الحالة،في هذه   ".  تناظريةيتم حذف صفة "   الأحيان،. في كثير من  العمولة متناظرة  نقول ا 

 .تناظريمن الأمثلة السابقة  ي   أأدعو القارئ ا لى تحديد أأ 
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 مرة أأخرى  فٻطاش  مكعبات صغيرة وس

من الأشجار المترية، حيث يكون    فضاءات  اعلى أأن     nKتجميعيات السطوح  تفسير  ب ر  ذك  ن

 تطبيقات تطعيم هذه الأشجار ينتج  [0,1].لكل حافة داخلية طول في

( )1 2 1
.

n nn k k k k kK K K K K + +    → 

:  عمولةهي تلك الخاصة بnKتتالية متعددات الرؤوسبعبارة أأخرى، فا ن الطبيعة الحقيقية لم 

عمولةفٻسطاش  عمولة   نا  ا  ا لى   ةولوجيپطو  .  ينُظر  فضاء  n  حيث  أأنه  على  الآن 

 . ولوجيپطو

nمن   تطبيقاتمن ال  عائلةهو بالتعريف nKعلى جبر 
nK X فيX ف الذي يو عر 

بطريقة  عمولة.  هوميوتشاكل  التعريفات  جميع  عداد  ا  تم  فيها  بوضوح،  عمولة   شرط  يكون 

-ـ  المع تعريف    امتطابق  هوميوتشاك ال  A ذن  يمكن.فضاء عادة صياغة    ا   .فٻسطاش    مبهنةا 

2فضاء H-يكافئ  .  مبهنة :  m X X X ذا    اتحلق  فضاء  ترادفيا  → ذا وفقط ا  ا 

   .فٻسطاش  عمولة  علىامتد كجب 

 

المكعبات الصغيرة.  وأأدخلوا عمولات  أأخرى  طريقة  ب  دعاءوت هذا الاڥبوردمان و  أأيضال  حو  

1ا ما ر بعدا تن   d فو  تية. بالطريقة الآ dCubةولوجيپطو عمولة نعر 

•  ( )dCub n    الـ  هو 1  قوائم  -nفضاء  2( , , ,  )nc c cالتغطيسات من 

[0,1] [0,1]d d→      الـ. يجب أأن يكونلصور منفصلةااخل  و د  كونتبحيثic تا لفيا  

   شكلال من  ،وباأكثر دقة

 لعمولةعمليات ا  •

.المكعبات كما في الشكل وا"واضحة". ببساطة أأدخل  

 

1 1 1 1( ,  ,  ) ( ,  ,  ) ( 0).i d i i di d di ijc x x x x     = +  +  

( )1 1( ) ( ) ( ) ( )d d d n d nCub n Cub k Cub k Cub k k   → + + 
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كان  ذإ  )إ  , )Y إلوإقع،  ) اولوجي پطو  ضاءف فا ن مرك    -  CW  كالعادة،في  فضاء  d-با( 

) إلحلقات , )d Y إلـ  ( من  طة إلنق  س تمرة )إلتطبيقات إل   فضاء  وه-d  إ لى كرة .Y 

)يمكننا أ يضًا تعريف , )d Y   [0,1]لتطبيقات  إ  فضاءعلى أ نهd Y→    إلتي ترسل حد  

   .إلكعب إ لى نقطة إل ساس

 صغيرة. إل كعبات إل  ولةع  بشكل طبيعي كجبر فوق  Yلـ  فضاء إلحلقاتd-ظهر  ي  

 إلعمولة عليات 

( ) ( , ) ( , )d n d
dCub n Y Y → 

1  إمكعبا صغير  n نعتبروإضحة".  " 2( , , , )nc c c   وn  [0,1]:إص عنd
i Y →  

)من  , )d Y  [0,1]من   ف تطبيقا، نعرd   إ لى .Y دإخل صورة  ic  ، ب مرك  س تخدم  ن   

ic و i  رسل كل شيء إ لى نقطة إل ساسإلتي تس تخدم إلدإلة إلثابتة  ن  اوخارج . 

  

 

 

ذإ كان مبرهنة نه يكافئ ، dCubإلكعبات إلصغيرة   ولةعلى ع    إجبر  X فضاء مترإبط. إ  فا 

)لـ   فضاء إلحلقاتd-  ترإدفيا )d Y لفضاء ما .Y  
 

   إلعمولات إلزيد من 

ث في كل مكان تقريبًا في إلرياضيات،  د  ت    مولاتلع  قد فهم أ ن إ  شابإل   أ عتقد أ ن قارئي

على    ما  زيادة شيئا  إلنظرية مجردة  كبيرةربما تجعل هذه إلعمومية إل     .على مس توى تأ سيس 

 ؟ إللزوم

وأ نها    زمرةلتكون  بما يكفي  إلحرة هي أ يضًا مجردة    إلزمرةمن أ ن    يينيشكو بعض إلرياضيات 

 !مجرد حفنة من إلكلمات

140 M. Markl, S. Shnider, 
and J. Stasheff.  Operads in 
algebra, topology and physics, 
volume 96 of Mathematical 
Surveys and Monographs. 
American Mathematical 
Society, Providence, RI, 2002. 

141 J. M. Boardman and R. M.
Vogt.  Homotopy-everything 
H-spaces.  Bull. Amer. Math. 
Soc., 74:1117–1122, 1968. 

142 J. P. May. The geometry of
iterated loop spaces. Springer 
Verlag, Berlin-New York, 
1972.  Lectures Notes in 
Mathematics, Vol. 271 

، يشرح جون بايز أ حد  140  تحول إلعمولا  فٻسطاش  در و نيلكتاب ماركل وش   ة  في مرإجع

 عمولات.  دوإفع إل 

منظري  لـإلترإدفمعظم  أ روإحهم  سرور  بكل  يبيعون  يتمكنوإ سوف  حساب   من   كي 

 إلترإدف لفضاء كيفي. زمر

. فٻطاش  سلـ ف إلتعر   مبرهنةبتعميم  142يي  ٻ م و  141بوردمان، ڥوتمن، قام كل بالفعل

https://projecteuclid.org/euclid.bams/1183530111
https://projecteuclid.org/euclid.bams/1183530111
https://projecteuclid.org/euclid.bams/1183530111
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في برنامج    علقةدخل  ن .مثلة من ال  اسمحوا لي أ ن أ قدم المزيد    المفاهيم ،لإنهاء هذا الفصل  

 .ماثماتيكافي  تيةال   العلقة  ،ثالعلى سبيل الم  ،اتيرياضي 

ذا كنتم سوى كتابة ما    فما عليكم  ،علقةالهذه    كمبحاسو كيف "يفهم"    واأ ن تعرف  ونتريد   اإ

 .يأ تي

.تحصلون على شجرة 

من أ جل كل يةا  -nوالتي يمكن أ ن تكون  التشغيل،العقد بواسطة عوامل    وسميتم  

.n   عمولة.ه في الواقع   ماثماتيكا لذلك فاإن لغة برنامج مثل ".  "ذرات  ه  ال وراق

الشكل الشجري لـ   المثال،على سبيل   .حرة  ت ليس   لعمولةا همع ذلك أ ن هذ والحظ 

sin (x + y)   الشجرة الموجودة في الهامش وه.
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ذإ إس  a و x بـ a تبدلت  إ  ذإ طلبت   y بـ − :مرة أ خرى إلشجرة إلمقابلة وإ 

م أ   فقط  وإحدة  عقدة  مع  إلتافهة  إلشجرة  على  ماثماتيكا0بـ    وسومةحصل   " "تعرف  أ ن   " . 

sin( ) 0 بعبارة   = إلشجرة.  تنهار  تعريف    أ خرى،بحيث  خلال   ماثماتيكا عمولةيتم  من 

ضافة إلقوإعد  . ي سم  أ ي مبنية دإخل إلجهاز   يَّتةب وإلتي هي م  إت وعلاقات  مولّ  ح للمس تخدم ب 

 للعمولة.  إلمحلية وإلعمل في حاصل إلقسمة إلمقابل

 2و 1 ريمان  سطحي    أ ن ليكم  وإ. إفترضتعمولاجيدًإ أ خر لل ح ريمان مصدرًإ  و ر سطتوفّ 

.  على إلحدّ   ث توجيهاد ي  هذإ    أ نبشكل قانوني و   موجه   لريمان  سطح أ ي  أ ن    وإحظ. لا حدّ ي  ذو  

2ودإئرة 1 في إلحد  محتوإة 1 ةبين دإئر   f  اكلا عاكسا للاتجاهفت  أ ن ليكم  وإإفترض

. سطحًا جديدًإ )موجًها!(  وننتجس ت و  f إلسطحين على طول وإأ لصق  .2 في محتوإة

هو  ي  إلجديد  إلسطح  هذإ  أ ن  لتضح  بشكل  سطح  ب جهّم  أ نه  أ ي    قانوني،ريمان  منوعةز  بنية 

معرفة  1  إلبعد   نم  هولومتشاكلة إلسهل  من  كان  هذإ.  ذإ  هذه   f إ  في  ل نه  حقيقياً  تحليليًا 

يمتدّ  أ ن  يمكن  لى    إلحالة  هو فتإ  إس تخدإمها    ومتشاكل ل اكل  يمكن  وإلتي  إلصغيرة،  إلحلقات  بين 

على طول   ريمان حو أ يضًا لصق سط   صق. يمكنكملعلى إلسطح إلم  تشاكلةبنية هولوم   عريفلت

 . غير تحليلية، لكن هذإ ليس مهمًا في س ياقنا اكلاتفت

يزوتشاكل   صنف  وه  nمن  . عنصر  عمولة  ف عرّ ت  هذه،صق  لإس تخدإم عملية إل لسطح    إ 

) مع  ترإصريمان مل 1)n+ إلـ  و   خلةإ د  ت دعىها  إحد إ  ،  موسومة  حدودية  ركبةمn    ىخر إل 

ح و مع إلإئرة. يعطي لصق إلسط   اكلفت ب   ةهز م   ةحدودي  مركبةكل    ذلك،. علاوة على  ةرجاخ

 . عمولة، مثالًا على ڤوـإلل  على طول حدودها، كما هو إلحال في لعبة

نتاج إلمزيد من إل  إلعمولاتعلى    ()من دإلّ    دوإليمكن تطبيق إلعديد من إل   .  عمولاتمن أ جل إ 

لى إ  إوإنظر   إلمثال،على سبيل   2. يتوي ةإلصغير   مربعاتلل   2Cubلعمولة  إ  ( )Cub n    على

فضاء نوع تسمى    متمايزة  ةنقط n ترإدف  مربع.  إل ساس يةزمر في  ر ائ ضف إل  زمرة nPB   تها 

فة  . إلصّرر

©. لصق سطوح ريمان
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في   n،  ...  ،2  ،1من المربعات الصغيرة المرقمة   n من عدد nPBمن  يتكون عنصر

. في ال خرىقاطع بعضها مع  ت  دون  ةحلق n تحرك على طولوالتي ت مربع )أ و قرص(  

ةعادت المربعات ا لى مواضعها ال ولية وهذه الخاصية ال خيرة هي المقصود  الحلقات،نهاية  

فةكلمة  من   .صِر

تطبيقات ال ساس ية، نحصل على ال  زمرباس تخدام ال  

( )1 1n nn k k k kPB PB PB PB + +   →

ا لى ظهور  nPBمن   جدا. يؤدي عنصر  ا. هذا ليس معقد زمرة عمولاتونحصل على  

[0,1].2سطوانة  ال    من ال نابيب في n عدد  [0,1]    دخال    لعمولةا   بنيةتكون  ت من ا 

 . ال نابيب في ال نابيب 

اولوجيپطو  فضاء  Xليكن ال ساس ية.    زمرالعلى  و   2  لا يوجد سبب لنقتصر على البعد

] شكلالت   فضاء، ما يسمى ب اصحيح  ا عدد  nو ]nX   ف بأ نه من   قوائ   -nفضاء الـ  يعُرَّ

.فيتمايزة  لنقط الما X ذا كان لـهذا   كون تضح أ ن الغلاف الي   عد،بال ثنائي    اقرص X ا 

هي فقط    وجهة نظر الترادف،، من  ال ساس ية  زمرته  تكون  ص بحيث يالفضاء قابل للتقل 

ذا كان  ذلك،التي قدمناها للتو. ومع    زمرة الضفائر الصرفة  هي  هثيرة للاهتمام: هذالم  Xا 

بعد عال ]فا ن ،  جلة ذات  ]nX   اه ولوجيپببساطة ونشعر بالا غراء لوصف طو  ابطمتر  .

ذا كان المثال،على سبيل  3X ا  = R 2وn يتم تحديد نقطتين  ، فا ن الا جابة سهلة: =

) يهمافي الفضاء من خلال منتصف تمامًا   x ،y  متمايزتين ) 2x y+ نعدمغير الم   لشعاعوا 

. x y− 3لـ    فا ن لذلك [2]( )R  الوضع أ كثر تعقيدًا بالنس بة   كرة.  -  2الـ   ترادف نفس نوع

:ا لى  3n  ...  في الفضاءالثلاثة جسام ال   =

 ، من أ جلىداليس فر ل  بالمقاتماثلها  أ و    فضاءاتهذه ال  رادفالنهج الجيد هو دراسة ت

 . الصغيرالمكعب عمولة ل  التماثل المقابل ا جمالي:، ولكن بشكل nكل  

يمكن أ ن تكون بمثابة  والتي    143  جيدا  فهمهاالقارئ على قراءة الورقة التي يسهل    ث  نح

عمولة الـ أ ن "تماثل    ،على سبيل المثال  ،ون. سوف تتعلمعمولاتبوابة دخول لنظرية ال 

-dهو   مكعبات معنى  )  d  الدرجةمن  (  Poisson)  س  واپ  عمولة  الصغيرة  مهما كان 

.(ذلك

ال ساس ية    لزمرة يتطلب تعريف ا

 لتعريف  لذلك،  . أ ساسنقطة  

nPB  أ ن المرء  على  يجب   ،

مجموعة  ا يات  - nمن    يختار 

"كنقطة    المربع،يزة في  تماالنقط الم

لضفائرنا.  يجد  ن  بداية"  أ ن  قترح 

النقط  بنفسه  القارئ   هذه 

تحديد   أ جل  من  ال ساس ية 

العمولات بشكل    تطبيقات 

. صحيح

 ©.ثلاثة مربعات صغيرة تتبع حلقة

143 D. P. Sinha.  The (non- 
equivariant) homology of 
the little disks operad.  In 
OPERADS 2009, volume 26 
of Sémin. Congr., pages 253– 
279. Soc. Math. France, Paris, 
2013. 

©.س  واپ   لةعمو

https://arxiv.org/abs/math/0610236
https://arxiv.org/abs/math/0610236
https://arxiv.org/abs/math/0610236
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لـ  ڤاوس متمركز في  محلي،هذا منظر    ،

"حيث يربط المرء    ييّنشجرة رياضيات   "

رياضي  أ حدهما  يْن اتي بين  كان  ذا  اإ  

 ©                     .مستشارًا لل خر



العمولات المفردة 

لى مناقشتنا الأولية حول  . عائلة من كثيرات الحدود تلبياناالنس بي وضع المنعود ا 

ة الحدود الحقيقي كثيرات عمولة

1لتكن  2( ,  ,  ,  )nP P P    1و 2( , , , )nQ Q Q  n-  كثيرات الحدود من  قائمتين

] يزة فيالمتم  ]xR  تنعدم في المبدأأ  . 

طوا  قول  ن متكافئة  كانت پنها  ذا  ا  الحقيقية    قائمتان  -n  الـ  ولوجياً  الأعداد  من 

1 2( ( ),  ( ),  ,  ( ))nP P Px x x    1و 2( ( ), ( ), , ( ))nxQ Qx xQ  أأجل من   ،

الم  غير  الصغيرة  الطريقة.  مرتبتين  ،  xل ـ  نعدمةالقيم  ) كنتل   بنفس  )Pol nR  موعة الم

للغاية    ةبس يط  عمولة   بنية  نشئ ن   . هيا بناقوائم  -n  الـ هذه ثل  التكافؤ لم   صنافلأ (  ية نت )الم 

.على ( )Pol nR 

لدينا  فترض أأنن

• 1 2( ,  ,  ,  )nP P P   ممثل لـ( عنصر من(( )Pol nR،

,i  ،{1ك من أأجل     • , }i n   ، من  اعنصر  ( )iPol kR ( صنف معطى بواسطة) 

;1 ,.( , ,  )
ii i kP P

i;الـ  نريد تطعيم jP  على الـiP 1الـ   كثيرات الحدود. نعتبر فقط nk k+ +

2
;( ) ( ) (1 1 )N

i i j iP x x P x i n j k+     

)  لـ عجميلمالترتيب اوفق   , )i j  حيث ،N  لى كبيرعدد صحيح  . حد ما ا 

ضافتا    دودتأأكد من أأن الحلل هو   2Nxقد تكون بعض التفسيرات مفيدة. دور التي تمت ا 

لى ).من الفروق   هي أأصغر بكثير iP ا  ) i ji j P P −

  ؟فروع و جذور أأ 
(Rio Preguiças, Brazil).  

(. ڨ ـكون ڨ ـ)هون  جذور وفروع



هذه   اختيار   الخاصية،لضمان  ك    2Nيكفي  من  )الـ   أأكبر  ).( ) i ji j v P P −

2 الحدود اتكثير  تبيانا تكون ،iتحديد ب 
;( ) ( )N

i i jP x x P x+ لـا ik   قريبة جدًا من

.بيان   iP   الزوج   س تلزمي تحديد  أأنه،   2Nالأس  بين   يكون،  i  مع  الـ   الترتيب 
2

;( ) ( )N
i i jP x x P x+  بين الترتيب  نفس  ;الـ    هو  ( )i jP x  . تحويل  پطو تم  ولوجياً، 

. لـا تبيانا iP دراج لى بعض الأوتاد الرقيقة التي تم فيها ا  ;الـ   ا  ( )i jP x .

)الـ   على  بنية عمولةجيدًا ويعطي    عرّفيجب أأن يكون واضًحا أأن هذا م  )Pol nR. ه هذ

جراء يمكن  لأنه عمولة متناظرة 1 كثيرات الحدود ت علىتبديلاا  2.( ,  ,  ,  )nP P P  

ه العمولة أأن هذ  كتاب، ال يجب أأن يكون واضًحا بنفس القدر، من الفصول الأولى من هذا  

المتناظرة(. ت القابلة للفصل )غير التبديلا عمولةجدًا من  ةقريب

 بةركّ الحدود الم عمولة كثيرات

ذا كانت بةركّ نلعب لعبة مماثلة مع كثيرات الحدود الم  هيا بنا 1  . ا  2( ,  ,  ,  )nP P P  ،n 

]  يزة فيمن كثيرات الحدود المتم   قائمة  - ]xC  ، لى  تنعدم في المبدأأ ننا ننظر ا  الحلقات  ، فا 

))من أأجل  C فيتية ال   1n i  :

: 2 ; ( exp( 1 ).i iP    → −R Z C

ك  جدًا.    اصغير     ر  ا تن  أأجل  من  ذن  النقط   ا  )1  تكون  )   ،2 ( )  ...  ،

ا ، أأي عنصر ييزة في المس تو المتم نقط  ال من    قوائم  -n  الـفضاء  حلقة في    فعرّ يزة. هذا ي متم 

. فةزمرة الضفائر الصّرِ من  nPB   لمرافقةاصنف  تحدث عن  ن ، يجب أأن  ينون دقيقنكلكي 

لى  ، نظرًا  فةصِ لضفيرة   يمكن أأن تكون في أأي مكان ويتطلب   i(0) بتدائيةأأن النقط ال ا 

   مس تقل عن اختيار  صنف المرافقة هذانقطة أأساس ية.    زمرة الضفائر الصرفةتعريف  

 . الصغير

ن  1نقول ا  2( ,  ,  ,  )nP P P    1و 2( , , , )nQ Q Q   ذا كانت پطومتكافئتان ولوجياً ا 

.  الضفائر المقابلة مترافقة في  nPB   نرمز بـ( )Pol nC  لى مجموعة ر  ذكّ . نالتكافؤ أأصناف ا 

دخال  ، حيث تتكون العمليات من للعمولاتنا ت أأمثل أأحد  عرّف تزمر الضفائر الصرفة أأن  ا 

لى  هذا  يوحيمعينة.    ضفيرةالأنبوبية من خيوط    لجواراتالضفائر في ا )أأن  ا  )Pol nC  

.من    جزئيةلة ويمكن أأن تكون عم nPB ال ن اأأعرضه التي  الحالة  هيبالفعل  ههذ. 

) ر أأنذكّ ن )v P  يمولى تقا    شيري . P 

علاقة واضحة بين    واأأن تجد  هل يمكنكم

  ؟العمولات

هوميوتشأك هل هذا مكافئ لوجود  

2 محلي لـ
C  يرسل    بدأأ في جوار الم

م منحن  0iP بركّ ك  لى   = ا 

0iQ بركّ المنحنى الم   ؟ =
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  اوس يبدأ  فيهڤمخطوط غي منشور ل

.لوجية للضفائرپو طوالراسة الد



)exp نحن نعلم أ ن ( ))i jv P P− }1على    مترية مسافة فوق    تعرف − ,  ,  }nP P    التي

الكاملة المجموعة  مع  يتوافق  الجذر  مجذرة.  شجرة  بواسطة  ترميزها   يمكن 

1 2.{ ,  ,  ,  }nP P P   التكافؤ للعلقة  أ صناف هم    طفالهأ ( ) 2i jv P P−    لخ. حتى اإ

} المجموعات ال حاديةنصل اإلى  }iP   2، 1 ـب  الموسومةوه ال وراق، ... ،.n 

 . الحدود الحقيقيةهناك نوعان من الاختلفات الرئيس ية في حالة كثيرات 

على أ ية ليست مس توية )  تناشجر فاإن  ل توجد بنية ترتيب طبيعية على العقد، لذلك   −

 .، معظم ال شجار في الطبيعة ليست مس توية(حال

فعلنا ذلك  الة الحقيقيةفي الح − التقليم على الشجرة. نحن  على سبيل    ل نه، قمنا ببعض 

,0)ان الثنائيت  المثال،  )x  0)3و,  )x   الحقيقية  ال عدادولوجياً على  پ طو  تانمتكافئ:   x

المرتبطة    الضفيرة:  ب ركّ هذا لم يعد صحيحًا بعد ال ن في المجال الم   . لكنّ شارةلهما نفس الإ  3xو

,0)3بـ  )x   0)مرات على عكس   3تدور,  )x   يصف  عندماالتي تدور مرة واحدة فقط 

 x  0 فيحد قرص صغير متمركز   . 

.لـ  وصفًا دقيقاً  تية( ال  البس يطة تعط  النتيجة ) ( )Pol nC 

-تكون  .  مبرهنة nالم  قائمتان الحدود  كثيرات  1 ةركبمن  2( ,  ,  ,  )nP P P و

1 2( , , , )nQ Q Q   ذا ذا وفقط اإ عرّفتا نفس الشجرة المجذرة،   متكافئتين طوپولوجيا اإ

ذا كان  ، مكافئةأ و بطريقة  )اإ ) ( )i j i jv P P v Q Q− = .، iمن أ جل كل  − j 

صل اإلى العقدة  ن حتى    ةفاح p نزلنبدأ  من الجذر و ن .  لضفيرةنظهر أ ولً أ ن الشجرة تحدد ا ل 

2 ذاتال ولى   q الـ   رل  يْ ت   . هذا يعني أ ن كثيرات حدودطفلp-  الـ   لجميعية  اiP 

)لت يْل ر   حدود  كثير    q  متساوية وأ ن هناك 1)p+-  ذا كان   .مختلفا ياا    pt اإ

ننا نطرح  ي هذاا  -pالـ    ت يْل ر كثير حدود   ضفيرةدون تغيير ال  iP الـ   من جميع   pt، فاإ

1فاإن    لذلك،المقابلة.   2( ,  , ,  )nP P P   تأ تي فيq حيث نضع في نفس المجموعة    ،ةمجموع

)الترتيب    من  ت يْل ر كثير حدودنفس  ب    iPمن الـ   اثنين 1)p+  1الشكل  ، منpa x

+

1من أ حل   =،...  ،q  . عندما يصفتمايزةأ عداد مركبة م   aالـ  ، حيث جميع  =

x    شعاعها  دائرةـ  ، تصف هذه الq  1 ة نقطpa x

نفس الدوران  دوائر صغيرة تحت   +

 تعلق ت  qPB في  الضفيرة  هذه(  ـل  صنف المرافقةكاملة. )  ةلف +1p الصلب وتدور بمقدار

كتل ت والتي تدور ببساطة في   ةنقط  qلدينا   :  aالـ   وضعبموليس   pو q بـ  فقط  

 .كاملة دورة  +1p وتصف

في  مس توية  غير  شجرة 

بريطاني بحري  تلغراف  هولندي    -كابل 

©       .العرضي ومقطعه  1858من عام 

Jardim Botânico, Rio dethe

Janeiro.
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لىي  شير ا 



كل  1 حول  exp( 1( 1) )pa p + − كل ن + على  يحتوي  صغيًرا  قرصًا  الـ   رسم 

( exp( 1 ))iP  − الـ   ت يْل ر كثيرات حدود مع( 1)p+-  1ة ايpa x

.  نواصل  +

كّل   داخل  ال قراص،    العملية  هذه  وفق  عممن  أ خرى  مرة  كثيرات    تقس يم كل مجموعة 

ال على. لترتيب ت يْل ر من ا حدود

ال أ ن  تتحرك على طول  ضفيرةالاس تنتاج هو  الشمسي  النظام  أ و مثل  التدوير   أ فلك 

لبتدور بشكل ص  اصغير   اقرص  qمجموعة من تكون من  ت وس.  ك ار پ ، على غرار هيب ريو التدا

.الـ   حتى نصل اإلى  وهكذا،الصورة متشابهة.    قرص،دورة. داخل كل    +1pـ  ب ( )i 

ال   هذه  كل  عطاء  اإ جم ،  p  ،qعداد  يتم  اإلى  خلل  بالنس بة  من  ال قراص،  هذه  يع 

ال   الشجرة،  افيقياتتو  تحديد  يتم  مقربةاإلى  )دائماً    ضفيرة بحيث  بواسطة فعل  (  مرافقة 

. الشجرة، بطريقة ملموسة للغاية

نشاءأ شرح ال ن كيفية   الضفيرة. شجرة من  اإ

i،j،.1ر عددين صحيحين  ا تن   i j n    في  فةصر    ضفيرة nPB   صنف  ه

)1يزةتما م  ةنقط  nحلقة من   ترادف , , )nx x  كل النقط باس تثناء  سى ن . ن يفي المس تو 

ix وjx  :   ّتشأكلايعر أ جل كل  ،  2PBفي   nPB من  ف ذلك  بنيةi،jمن   . 

i شعاع، يكون ال ينما ال صليي اإلى موقع  jx x−  المثقوب وله مؤشر   يحلقة في المس تو

اإلى  بال  )هذا  يعرّف    Z.و  2PBبينالإيزوتشأكل  . هذا هو  0نس بة  1) 2n n−
,تشأكلا    : i j nlk PB →Z  دوراتيي  والذ عدد  عن  ببساطة  . عبر  i jx x−  ن اإ

,بواسطةة الصور نفس   تينمترافق   تينير لضف  . i jlk   

.بالـ    المعرفة  ضفيرتنانعد اإلى  ل  i    مقوّ عندما ن,i jlk  ننا  ،ضفيرةال  هعلى هذ نحسب عدد   فاإ

)دورات   ) ( )i jP x P x−   دوريعندما x  من بدأ  في الم  كزر متمحول حد قرص صغير .

. يموالواضح أ ن هذا هو التق ( )i jv P P−   يمات و يمكن قراءة التق  ث، ومن( )i jv P P−
حسب الرغبة.  للضفيرة، ترافقال صنفمن 

نشاء  ، من السهل  ةورق  nذات  شجرة مجذرة    نعتبر  ذلك،على العكس من   كثير    nاإ

 المعطاة.  الشجرة  بها ه التي ترتبطبحيث تكون الشجرة حدود 

يمكن تطعيمها بمجرد   ةذر فاإن ال شجار غير المس توية المج  ذلك،أ شجارنا غير مس توية. ومع  

...،   ،1يـ    موسومة  ،ةورق  nذات   شجرة مجذرة    Tلتكن n. لىاإ   1أ وراقها من  وسم  

n وn   1ة  شجرT... ،  ،nTيمكننا تطعيم ، iT على الورقة المرقمة i من .T  وهذا

الموسومة.  غير المس توية ةذر المج لة ال شجار  وعميعرّف  

 

وعطارد   للشمس  الظاهرة  الحركة 

   ©       .والزهرة من ال رض

فة بثلثة خيوط  ©.ضفيرة صر 

!أأخرىمرة  هو

2PB   يزومتشاكل  ي : فه جدا  ةبس يط عندما تتحرك نقطتان مختلفتان وتعودان    Z.مع    ةا 

224    نزهة رياضياتية فريدة 



−1 = 0=

  

 

 

  

 

  

  

 

      

    

 

هذه عمولة متناظرة ل نه يمكن تبديل  

  .كثيرات الحدود

i   هو المس توى الذي يتم عنده

. بالشجرة  iP ربط الورقة

يحقق    أ كدوات التعريف  هذا  أ ن  من 

كما  المرتبطة،    الموسومةتطعيم ال شجار  

  هو مطلوب.

هذا   من  ال خيران  الفصلن  يتناول 

من    عددالكتاب   بمزيد  الربط 

 ل.التفصي 

�دد الربط هنا هو
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.1

.طبيعية على  بِنية عمولةعملية التطعيم هذه    عرّفت  لذلك، ( )Pol nC  ذلك،علاوة على  

)ظهر المناقشة السابقة أ نت   )Pol nCفةالضفائر من عمولة  عمولة جزئية  .  الصِّّ

هذ وصف  الحدود.    بمفرداتمباشرة    ،علاقاتلبا  بنية ال   هيمكننا  لتكن  كثيرات 

1( , , )nP P n - فنعرّ ، قائمة 

max ( ).i i jj i
v P P


= −

عمل   تعريف  )1عمولةيتم  , , )nP P  عائلة );على  )i jP  ،1)n i    و

( 1ik j   1بـ( )nk k+  (  معجمي بترتيب دود )من كثيرات الح  قائمة -+

;( ) ( )i
i i jP x x P x+1)n i   و( 1ik j  . 

نفي الخلاصة )، ا  )Pol nCيزومتشاكلة مع   ةمو س و غير المس توية المرة  ذالمجال شجار    عمولة  ا 

فة    كعمولة جزئيةظهر ت  و  .من عمولة الضفائر الصِّّ nPB  

 

 مرتبطة بمنحنيات مفردة معقدة   عمولة

)بةركّ بالنس بة لاثنين من كثيرات الحدود الم  )iP xو( )jP xي طلق على   ،0 تنعدم في  

)التقويم   )i jv P P−    ال ملسينتقاطع المنحنيين    يةتعدد  اسمأ يضًا( )iy P x=و

( )jy P x=  بالمعنى   ،بالفعل الحاصل  لا عجب في هذا المصطلح ل ن هذا هوالمبدأ .  في

).  لـ  0ذر الج  تعددية ،المعتاد للكلمة )( ) 0j iP P x− عادة تفسير الفقرة = يمكن أ يضًا ا 

 . السابقة بالطريقة الآتية

)المنحنيات ) 0iy P x− صغيرةC.2فيملساء  = كرة  عرضيًا  3تقطع 
Sعقدة    في

لى هذه العقد في الكرة المربعة   )تافهة. نظرنا ا  )max ,  x y =  ليها ب ـ وقد أ شرنا ا 

. i   ربطعدد  أ ن    تبيّنiوj تعدد من  أ كثر  ليس  تفسير تقاطعهما  يةهو  هذا   .

 . للتعدديةولوجي پطو

عقد بين  الربط  3في  1k  ،2kتين موج   تينعدد 
S  عرّف الآ م  سطحًا  ا تن .  تيةبالطريقة  ر 

 k.2ع التقاطع )الجبري( لهذا السطح م عدد عدّ نو  1kالموجه    هحدموجا يكون  غطسام 

 

 

 



)ملس ال    المنحني   رابطنعتبر  البس يطة،  في حالتنا   ) 0iy P x− كحد  كرة    -  3ـ  الفي      =

أ ليافل   ) حيث ،  فياميلنور   حد  )iy P x−  أ جل حساب  موجبحقيق  و  عدد. من 

) الربط بين المنحنيين ) 0iy P x− )و = ) 0jy P x− كرة، علينا حساب    -3ـ  في ال =

)  التقاطع )الجبري( للعقدة ) 0jy P x− )ة ميلنور مع ليف  = )iy P x−،   اإلى    نتم ت   التي

. +R    ال ن  ( - )( )( ) i jv P P
j iP P x ax− =  ة، بحيث تتقاطع العقدة الثانية مع ليف+

) بالضبط  ميلنور )i jv P P−  يجب على المرء التحقق من أ ن التقاطعات موجبة(.    ةمر(

.ية  تعددال  بالفعلهو  j و i الربط بين  عددويترتب على ذلك أ ن  ( )i jv P P− 

قيل صحيح   ما  أ ن معظم  اإلى  اتضح  أ نبالنس بة  لنفترض  الملساء.  المنحنيات غير   فروع 

( , ) 0F x y أ نه مخ ي    ،ب ركّ ممفرد تحليلي    منحن  =  كتب ن  ا.فرع  n  وله،  تصرفترض 

1 nF F F= 0 عوامل غير قابلة للختزال. كل فرع  اإلىل  ي، تحلiF توس يطا    قبلي  =

ۆ لـ پويز 

 ( ,  ( )), .im
it t g t tC

، وه ikهو ترتيب الفرع. تقاطع كل فرع مع كرة صغيرة هو عقدة   im العدد الصحيح

الفرع   يكن  لم  ذا  اإ تافهة  تعدد jkو ik لـ ijm الربط  عدد.  أ ملسليست  تقاطع   ية هو 

ذا كان عقله موجًها طو  كتعريف،هذا   نظر اإلىالفرعين. يمكن للقارئ أ ن ي  ذا كان ولوجيًا. پاإ اإ

دراج  تيدمًا بالطريقة ال  ق    يمكنه المضيي فضل الجبر،  ي نظر  ل فرع في معادلة ال خر وا  توس يطة. اإ

0t الصفرية اإلى تعدد   لـ   =

( ,  ( )), .im
j it F t g t tC

.  تينو" عدد ربط " عقد  "تقاطع فرعينل   ةالجبري  يةالتعريفين: "التعدد  بين  شابهالت   والحظ 

 ناظريان.  لكنهما في الحقيقة ت  تناظريكلاهما يبدو غير 

ناها بالنس بة  حظ الخصائص الهامة التي لدائما  بين الفروع لها    ijmالتقاطع    يةتضح أ ن تعددي 

 .الملساءنحنيات الم  اإلى

• ijm هو عدد صحيح موجب. هذا سهل.

2 1 1. = + =  عدد الربط 

4.عدد الربط = 

يحدد   يمكنكمهل   الفرع  أ ن  ثبات  اإ

ذا كان الفرع  ذا وفقط اإ عقدة تافهة اإ

ijالـ •  ؟أ ملس i jm m m  الم  المتباينةمن  نوعاً  تحقق أ خرى،  تريةفوق  بعبارة  كان أ ياً .   0   ،

ij  تكون العلاقة i jm m m   1}علاقة تكافؤ في,  ,  }n  نشاء كي نتمكن من ا 
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 أ عداد   اصحيحة ولكنه   اأ عداد  ت ل الحواف ليس اطو أ  أ ن  كما كان من قبل )باس تثناء    شجرة،

   ناطقة(.

وتطبيق و  حديث لعرض  145 عودوا اإلى. 1985في عام     144پلوسكي البند الثاني يرجع اإلى
    .مسهب لتعميم  146

اإلى    ال ن  نحتاج  قبل،كما كان من    الواقع،في  .  ةركبالمفردة  المنحنيات  الم   عمولةيمكننا ال ن بناء  

)1  اينعلى فروع منحن   وسوموضع   )y P x= ،  ،( )ny P x=  (  الـ  حيثiP   ه

).1 ۆپويز  سلسلةمت ال ن   ( )im
ig x   نعتبر مجموعة  أ خرى،بعبارة من    قوائم  -nالـ    نحن 

ليا  والمشار المتمايزة  ۆمتسلسلت پويز  .  وسومةة ذات فروع م ركب، كمنحنيات مnCurvبـ   اإ

ال عداد   فنعرّ تمامًا كما فعلنا مع كثيرات الحدود.  ، nCurvعمولة على الـ ال ن بنية  عرّفن

)1  ، المرتبطة بـ1 ،  ،n الموجبة لناطقةا ,  ,  )nP P  منnCurv واسطةب 

max ( )i i jj i
v P P


= −

 .ۆ پويز  سلسلةمن مت غير تافه  لحدال دنى   ناطقهو ال س ال   حاليا v حيث 

 ۆلمعرفة بمتسلسلت پويز او ،  1Curvk    ،... ،nCurvkمنالمعطاة  العناصر  لتكن  

;i jP    1من أ جلn i    1وik j يمكننا بناء عنصر ، 
1 nk kCurv +  على أ نه +

)1الـ  )nk k+ قائمة -+

;( ) ( ) (1   1 )i
i i j iP x x P x i n j k+     

 . (تناظرة)م  عمولة  بذلك  عرّفنعجم . الم  الترتيب  فقو  

) عتقاط   تمرين. ,  ) 0F x y x مع = = فة  ضفيرة  لن تكونالتي  و ،  ضفيرة  عرفي صر 

x يقطع كل فرع    ،بالفعلبعد ال ن.   = عددًا من المرات يساوي ترتيبها الخاص . im 

 . على عكس الحالة السابقة، فاإن العقدة التي يحددها كل فرع ليست تافهة

علقة تكافؤ طبيعية    واأ خرى، جدكلمات  ب.  ةالسابق  عمولةولوجية من ال پعن نسخة طو  واابحث 

)بين المنحنيات   ,  ) 0F x y . فها تعرّ التي    ةالمرتبطالضفائر    بمفردات(  موسومةمع فروع  )   =

 .بالفعل على فئات التكافؤ لةوالعمعمل  تيجب أ ن تكون علقة التكافؤ هذه بحيث 

144 A. Płoski. Remarque sur 
la multiplicité d’intersection 
des branches planes.  Bull. 
Polish Acad. Sci. Math., 33(11- 
12):601–605 (1985), 1985. 

145 I. Abío, M. Alberich- 
Carramiñana, and V. González-
Alonso.  The 
ultrametric space of plane 
branches. Comm. Algebra, 
39(11):4206–4220, 2011 

146 E. García Barroso P. González 
Pérez, and P. Popescu-Pampu.  
Ultra-on arborescent 
singularities. 2016 

©ضفيرة "�ير صرِفة" بثلاثة خ�وط.

http://www.iri.upc.edu/files/scidoc/1313-The-ultrametric-space-of-plane-branches.pdf
http://www.iri.upc.edu/files/scidoc/1313-The-ultrametric-space-of-plane-branches.pdf
http://www.iri.upc.edu/files/scidoc/1313-The-ultrametric-space-of-plane-branches.pdf
https://arxiv.org/abs/1605.02229v1
https://arxiv.org/abs/1605.02229v1
https://arxiv.org/abs/1605.02229v1
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ويعود ڤاوس : المنحن يات في المس توي 

1 2 

3 4 

5 6 

.تيةالصفحة ال  في الحل: 

هذا    !انعطاف الفصل،أ حب 

باقي   عن  تمامًا  مس تقل  لكنه 

 .أ جزاء الكتاب

اس تمتع العديد من الرياضيا تيين  ا لكبار،  في الماضي   أ و  في  الحاضر،  برسم المنحنيات أ و 

ن   يس تمتعون  بها.  كاختبار  موجز،   أ رفق  هنا  بعض الصور ويجب على القارئ أ ن يخم  

مؤلفيها. 
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الصورة   رسمها ڤاوس    1 في كتابه  Nachlass  حول المشكلة التي نوقشت في هذا الفصل   .

الصورة   منحن  هي 2 ت  كع  ي  رسمه نيوتن في كتاب ب  ه   

Enumaratio Linearum tertii Ordinis (1667).
في المصطلحات   الحديثة، يحاول نيوتن تصنيف هذه المنحنيات الجبرية     ا لى  تحويلات ا سقاطية

مقربة . يتحدث عن "توليد المنحنيات بالظلال ،" وهو تعريف رائع للهندسة ال سقاطية     .

الصورة   رسم من قبل  هي  3 ث  ۆ  رستن في ملاحظاته حول طو  پ ولوجيا   الـ   منوعات    -3 وهندس  تها  

Notes on the topology and geometry of 3-manifolds والتي كانت مؤثرة للغاية   .

تمثل هذه الصورة مسار  قطار، وهو مفهوم مهم مفيد في وصف حد   فضاء تايشمولر.    

الصورة   ا سقاط عقدة    هي  4 لـ تـَ يتْ ) 1884 Tait : )   في سلسلة من الأوراق التي تمثل أأول

محاولة جادة لتصنيف العقد   .  

الصورة   مأأخوذة من ورقة نقدية سويسرية تكريماً لأ   5 ويْ  لر. في كتابه )رسائل ا لى  أأميرة لألمانيا   

Lettres à une princesse d’Allemagne شَ   ،( ح المنطقَ  ال    بولياني )نس بة ا لى ب     ول( 

لأميرة أألمانية   شابة، باس تخدام رسوم بيانية تحدها     قطوع ناقصة . لقد اكتشف جميع الت  شكلات

الممكنة لتقاطعات أأربعة أأشكال  ناقصية والعديد من الحالت المحتملة موجودة في خلفية الورقة  

النقدية   .  

الصورة   من قِبَل  6 پ   وانكار في محاولة ل ثبات "   مبرهن  ته الأخيرة"، حول عدد النقط الثابتة  

ب  ف ت أكل   حلقة   يح   افظ على المساحة   . في   الواقع، لم يثبت ذلك لأنه وافته المنية بعد بضعة أأشهر.   

تم ا ثبات هذه الم برهنة بعد وقت قصير من وفاة    پ وانكار على يد    ـب ركوف .

توقيع  ڤ اوس عام   1794   ( كان عمره  17  .)

©
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 وس  اڤكلمات 

 

ر  ذكّ ن .  يالمس تو حول المنحنيات في   ڤاوسطرحه    جميل  في هذا الفصل سنراجع سؤالا

ثباتأ ن أ ول   لمنحنيات داخل ل الكيف   سلوك  ال   اإلىستند  ي ال ساس ية للجبر    هنةبر للم  له  اإ

    .قرص

- 282و  272)صفحة    147على بضع صفحات    Gauss’s Werkeمن  8يحتوي المجلد  

 . يجب أ ن نكون حذرين: هذه ه ما يسمىيفي المس تو  سة( على منحنيات مغمو 286

Nachlasse  ،حياةم خلل  منشورة  غير  ظلت  تنس .ڤاوس  لحظات   شعاره  وال 

Pauca sed matura   ينبغ  اعتبار هذه الصفحات منشورا  )قليل ، لكنه ناضج(. ل 

 .  دة خاصةسوّ فعليًا ولكن يجب اعتبارها أ ش به بم  

1  سامغمو  امغلق  اعام  اموجه  يامنحن   واارسم 2:i →S R  عني أ ن  تعام  كلمة  .  في المس توي

المتعددة ه   م    ة عفاضمنقط  النقط  المزدوجة وم بو ق نماسين مختلفين.  فقط مع  النقط  سم 

عقدة(. باللتفاف  أ ي    Knotenاسم    اوسڤ  ا أ طلق علي تي )ال  1a ،،na  رموزلبا

  كلمة دورية بطول   عرّفوهذا ي  iaالـ   نقوم بالمرور مرتين في كل من هذه  المنحنى،حول 

2n الـ   يظهر فيا كل منia مع    ياوتر  امخطط  عرّفالمغلق ي   لذلك فاإن المنحني  .مرتين

  .iaوتر واحد لكل  

طرحه   الذي  التعرّ ڤالسؤال  هو  أ ي  اوس  على  بعض    يةوتر الالمخططات  ف  من  تنشأ  

8من أ جل  المنحنيات المس توية. يسرد أ ولً كل الاحتمالت   n   ا باليد! ث يجد شرط  

لبعضكتابة الكلمة على دائرة بين  لزما.   أ ن يكون هناك عدد  ia  الـ  تكررين  ، يجب 

في   المثال  في  ال حرف.  من  الوتر   الهامش،زوجي    مجالين لى  اإ الدائرة    حليلبت dيقوم 

   .أ حرف على التوالي 8و 6  شملني 

ثبات ذلك.  ڤع  بعض المؤلفين المعاصرين أ ن هذا كان تخميناً لـ  يدّ  اوس وأ نه ل يس تطيع اإ

أ ن يثبت ذلك ولم يأ خذ   س تطيعي  ڤاوس يا له من عدم احترام! يبدو واضًحا بالنس بة لي أ ن

 . الوقت لتدوينه في دفتر ملحظاته الخاص

اوس في رسالة الدكتورا، كما لحظنا  ڤالتي عرفها    ولوجيا،پالطوال ولى في  برهنات  اإحدى الم

عدد زوجي    لهمايكون    ،ياعرض   ينمتقاطعو بالفعل، ه أ ن منحنيين مغلقين في المس توي  

 عام  سبيلخلل  من، ال ول  أ حد البراهين الممكنة هو تحريك المنحني   من نقط التقاطع.

  

 

 

 

 
147 C. F. Gauß.  Werke. Band 
VIII.  Georg Olms Verlag, 
Hildesheim, 1973. Reprint of 
the 1900 original. 
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رى بشكل عام ن العامة. ليس من الصعب أ ن    وضعياتتظهر نقط التقاطع أ و تختف  في ال

 .أ ن النقط تظهر أ و تختف  في أ زواج

عابثة   اتشعار وهم يرسمون  ملحظتها من قبل جميع التلميذ    ت هناك حقيقة وثيقة الصلة تم

ذا قمتم ات فاإن المركب  ،يالمس تو عام مغلق في  منحن  برسم    أ ثناء دروس الرياضيات المملة. اإ

. ما  رقعة الشطرنجباللونين ال سود وال بيض كما هو الحال في    ايمكن تلوينهللمتممة    ةالمترابط

اللون ال بيض    عليكم اس تخدام  اإلى مركبة  و  للمركبة الموجودة في اللمنتهي سوى  بالنس بة 

ذا تقاطع هذا القوس مع    للمنتهي با  اله وص ب  وا مو ق  أ خرى، بواسطة قوس عام ولون أ بيض اإ

بسبب    المنحني  هذا متماسك  وال سود بخلف ذلك.  النقط،  من  عدد زوجي  المغلق في 

 .الملحظة السابقة

لى  وتر  هو نتيجة طبيعية سهلة. أ ي    لزماوس ال ڤشرط    ال ن،  و 1I مجالين يقسم الدائرة اإ

2I   1،  على سبيل المثال  ،يالمس تو يحددان منحنيين مغلقين في  2و  ،من    ينطلقان

يساوي  1I ين. عدد ال حرف فييرك هذين المنحنيين قليلً لجعلهما عرض نحنفس النقطة.  

لذلك  .1 عف عدد التقاطع الذاتي لـبالإضافة اإلى ض    2 و 1 عدد نقط التقاطع بين

   

  

ةاوس المڤكلمات  ؤشر 

ة مختلفة، بشكل  اتيعدة مرات، بطرق مختلفة، في مجتمعات رياضي  اوسڤتم حل مشكلة  

وانكارپ . يتوافق هذا مع اقتباس توافيق  ولوجي أ و پأ ساس طو
 

[...] il n’y a plus des problèmes résolus et d’autres qui ne le sont
 

      pas, il y a seulement des problèmes plus ou moins résolus.

 

 بمزج  ولوجية،پطو  حجةقدم أ ولً حلً لمشكلة أ بسط، باس تخدام  لن   .صف حلين فقط نس  
ذا كان المس تو 150و  149  ،148 اإ نقطة مزدوجة في المنحني   ي.  فاإن كل  العام تحدد    موجًها، 

 .بحيث يكون أ حدهما "ال ول" وال خر "الثاني ،شعاعين مماسين

148 N. Chaves and C. Weber. 
Plombages de rubans et 
problème des mots de Gauss. 
Exposition. Math., 12(1):53–77, 
1994. 

149 G. Cairns and D. M. Elton.
The planarity problem for 
signed Gauss words.  J. 
Knot Theory Ramifications, 
2(4):359–367, 1993. 

150 G. Cairns and D. M. Elton.
The planarity problem. II. 
J. Knot Theory Ramifications, 
5(2):137–144, 1996. 
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نهاية    أ نهبحيث    نسحابات  امن   تقاطع. ثم ندرس كيف    كونت  نل  لحركة،افي  هناك نقطة 

حدى الحلقتين من   ت تم  الهامش،. في الصورة الموجودة في  زوجي  هوف  زاحة ا  لىbا  bا 
م   زرقاء  كحلقة  وتظهر  ال  .طة نق  قليلًا  الشرط  يعرف    لازمهذا  كان  كما  كافياً  اوس  ڤليس 

. جيدا

"

  محلولة  كلات شم فقط    توجد  حلها،وأ خرى لم يتم    ولةل مح  كلاتشم لم تعد هناك     [...]

  .أ كثر أ و أ قل
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151 A. Fomenko.  Visual 
geometry and topology. 
Springer-Verlag, Berlin, 
1994.  Translated from the 
Russian by Marianna V. 
Tsaplina. 
 

152 W. S. Massey.  A basic 
course in algebraic topology, 
volume 127 of Graduate Texts 
in Mathematics.  Springer- 
Verlag, New York, 1991 
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حول   ننا    عندما  ،المنحن بالالتفاف  فا  مزدوجة،  مررنا      +بعلامة    نؤشرنلتقي بنقطة  ذا  ا 

لعلامات  بانة الآن  زي  فا ن الكلمة الدورية م    ،ثَ بخلاف ذلك. ومن    −عبر الفرع الأول وعلامة  

.س  اسأأو الآ   1    يمكننا   ،طريقة مكافئة. بالا شاراتمع اختلاف    مرتين،كل حرف يتكرر

لى      +  طرفهمن    المثال،موجه حيث ينتقل كل وتر، على سبيل    يالتفكير في مخطط وتر  ا 

ذا  الآتية.هي  ڤاوس(  التي لم يدرسها)  ةؤشَر المڤاوسمشكلة    −.طرفه مثل    أأعطي المرءا 

ذا كان   ه، هل يمكنةؤشر  هذه الكلمة الم ؟  يفي المس تو   ما  نحن عامب   ةمرتبط  ت أأن يقرر ما ا 

  ن كل صليب جانبا ل.الهامش رسم صليبًا، كما في  ن  1a  ،2a،...  ،na  كل رمز  لمن أأج

 −.و  +وسومان بـ  م  ن،اذراعكل صليب ل ج. و خر لل  نوجانبا خولللد

م دورية  كلمة  ل  وحيدةبطريقة  wةؤشَر تحدد  جانب  لطريقة  كل  كل  لل صق  من  خروج 

لى جانب   آخر. نتيجة عملية اللصق هذه هي سطح    خولللد صليب ا  مع  وجهملصليب أ

  ةؤشر  نقرأأ بدقة الكلمة الم  ،المنحن بالالتفاف حول هذا  .اسمغمو   اموجه  ياوي منحن يححد  

.w    ذا كان قد حلت  مشكلتنا    تكون  ،يالمس تو في    غطيسهبحيث يمكن ت   مس توياا 

 ي. ا في المس تو يلأننا أأنشأأنا منحن 

ذا كانت الكلمة تأأتي من منحن مغمو   ،في المقابل   جوارا مان الواضح أأن ف   ،س تويالم في    سا 

 .من صورته هو اتحاد الصلبان المجمعة كما في

ذا كان م من خلال منحن wيمكن تحقيق لك،لذ ذا وفقط ا     .مس توياً س تو مغمور ا 

السطوح ضرورية. هذه    اثلبعض الا لمام بأأساس يات نظرية تم  الفصل،بقية هذا    لىا  بالنس بة  

س يفهم القارئ    الكتاب،عند فتح هذا  .  151فومنكوفرصة جيدة للتوصية بالكتاب المرئي ل

ليهالوصول ، ېس  لـ ماأأحبه. كتاب قياسي أأكثر  لماذا أأناعلى الفور   . 152 جدا سهل ا 

السطح الذي تم الحصول    هوˆلنفترض أأن    .حد   باترك  هو عدد مkلنفترض أأن

ترادف نوعالسطح  تلك. يم هات حدب ك ر من م   عن طريق لصق قرص بكل ل    عليه من 

ثَ   ة.فاح  2nو اسأأ ر   n  ذي  نبيا  فا ن  ومن  هي ˆلـ  ېرپوانكا   -  أوُيلْرمميزة  ، 

. 2n n k− السط  + تصنيف  حد  المتراصة  الموجهة    حو يتم   -  أُويلْر  مميزة  وفقدون 

ذا كانيكون طبيعية،كنتيجة  .ېر پوانكا ذا وفقط ا  .مس تويًا ا  2k n− = 

ذا كان    .تحقيقال  ةكنمم wت هذا يعطي خوارزمية بس يطة جدا لتقرير ما ا 
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. كونيالحد: يجب أ ن    مركبات  نحسب عددو   صليبين لصق ال نو  w بدأ  ب ـن  2n+  يرجع

    . 153 كارتر أ ساسًا اإلىهذا 

نه    ،1أ كبر من أ و يساوي  ، بمجرد أ ن يكون جنس السطح  بالفعلزوجي من النقط.   فاإ

في نقطة واحدة. ومن    بالضبطيحتوي على طارة مثقوبة تحتوي على منحنيين يتقاطعان  

ذا كان جنس  ،ث   )1  ، يكف  اإيجاد أ ساس لتماثله0هو    للتحقق مما اإ ; 2 )H Z Z 

   . ، وحساب التقاطع2مقياس  

.1 توجد طريقة سهلة للعثور على أ ساس ( ; 2 )H Z Z أ ن    والحظة أ ولية، لحظ كم

)  ثنائية ,  )a a+ نسافر في   عندما،  امفتوح   مجالمن النقط على الدائرة الموجهة تحدد    −

ومع    −a.و +aبين  الالمج  اعناصر هذ  اإنول  نقس   −a.اإلى +aمن  وجب الاتجاه الم

ذا تم تبديل النقطتين  تممتهاإلى م  اللمجا : يتم تغيير هذا ينحذر  وانو كذلك   . اإ

].صنف تماثل   فيعرّ فهو وبالتالي   مرسوم على  ال صلي  المنحني  ]  علوة على

,i  ،{1كل    لمن أ ج،  ذلك  ,  }i n،  من  المجال  يحدد ia+ اإلى ia−  على الدائرة

]  تماثل  صنفو  على i حلقة ]i  1 في. ( ; 2 )H Z Z  أ نه عندما    والحظ

نه ل يغير الاتجاه باس تثناء ال صليب في   i يدخل ر و ، حيث يد iaالمسمى   صليب ، فاإ

ما   iaمختلف عن المسمى   صليب مع   i تقاطعيكون    مختلف،  بتعبيرليمين.  ا  عن ،  ياخال اإ

ما مامس تقيم، و  قطعة واإ  . ينت متعامد  قطعتين اإ

]صناف ال   عرّف. تتوطئة ]  ،1[ ]i i n   1 ا لـ  أ ساس. ( ; 2 )H Z Z 

   n−   1 ناقص رتبة  1وتساوي. ( ; 2 )H Z Z   وبالتالي هذه الرتبة

).ه   1)n+   ثبات ال ]أ ن    بيانفقط ت علينا    توطئةمن أ جل اإ ]  ،1[ ]i i n     مس تقلة

.1خطيًا في   ( ; 2 )H Z Z 

قوس   شكلا عرّ ي    حد  على  هطرفي  ات نقط   في  أ ي   في  اخطي  ف 

 1( ; 2 )H Z Z    :سوى حساب نقط التقاطع مع    ما عليكم  (ً2مقياس دائما .)

 في الهامش.هو  ما ، مثلمافي صليب   وار اعلى سبيل المثال، اخت

153 J. S. Carter.  Classifying
immersed curves. Proc. Amer. 
Math. Soc., 111(1):281–287,
1991. 
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أُويلْرمميزة  ة.فاح 2nو اسأأ ر   nمترابط ذي   ن بيا ترادف على نوع يحتوي السطح

بحيث  حد    ذات  تراصةالم  وجهةح المو من تصنيف السط   تيتأ  قدم الآن وجهة نظر أ خرى.  ن

ذا تقاطع أ ي منحن  ذا وفقط ا  ي في عدد  يعرض مغلقي  ي  ييكون هذا السطح مس تويًا ا 

هي  ېر پوانكا  -

http://www.ams.org/journals/proc/1991-111-01/S0002-9939-1991-1043406-7/
http://www.ams.org/journals/proc/1991-111-01/S0002-9939-1991-1043406-7/
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] في نقطة واحدة فقط بحيث ل تكون  تتقاطع مع  من الواضح أ ن ] في   .تافهة

بالحرف   صليب ال  أ نiaالمرتبط  لنفترض   ، i   في  هو الموضحين  المنحنيين  مجموع 

ذا كانت   0يساوي    j  مع i تقاطع  .الهامش i اإ j ذا كانت   1و i. اإ j= تقاطع   

 وi   للمرء اس تخدام0هو  و  i اخطي  شكلا   +1nالـ   . لذلك يمكن 

]  أ ن بيانلت  ] ،1[ ]i i n   تكون التوطئة قد أ ثبتت.      خطيًا و   مس تقلة      

ذا كان   0يساوي    جنس    لسطح يكون ل   ال ن، ذا وفقط اإ  تقاطع الحلقات  ت أ عداداإ

 ،i  2مقياس  ،0 تساويكلها . 

  فوق) 0ي منحن مغلق على أ ي سطح قابل للتوجيه هو  ل  اتي  الذ تقاطع  ال نلحظ أ ن  

Z  وبالتالي فوق.( 2Z Z  

ليه بiو  تقاطع  عددنحسب    هيا بنا . ـ ، المشار اإ . i  ركنح،  يين عرض مالجعله  

 للحصول على منحن   ايمينه  عنقليلً    يا مع  عرض   يكون. i أ ن السطح  وال تنس  

هو عدد ال حرف    iو      تقاطع  عدد. ويترتب على ذلك أ ن  ةموجه iوالحلقات 

.و +ia بين ia−  لزم. ال  ڤاوس شرطنس تعيد 

  محقق.فترض من ال ن فصاعدًا أ نه ن

ليه بـنوالذي  jو i لـ 2مقياس   التقاطع  عددا نحسب هيا بن .  رمز اإ .i j  

ذا في الدائرة  Jو I منفصلن  مجالن  يوجدغير مرتبطة،   jaو ia كانت ال حرف  اإ

اإلى  . نظرًا  على التوالي −jaو +jaو −iaو +iaه طرفيما)أ و في الكلمة الدورية( نقط  

مكانية i استبدال  اإ −   بـi    نه يترتب على    التقاطع،  عددفي حساب في   ذلك،فاإ

i.أ ن  هذه الحالة غير المرتبطة،   j    واحد في  تكرارهو عدد ال حرف في الكلمة مع  

I والثاني في .J  ذنوهذا هو   w. لإمكانية تحقيق لزم ،ثان شفعيةشرط  اإ

ذا كانت ال حرف    مال نه   يتينعرض   ا ليس ت  jو i تينفاإن الحلق   مرتبطة، ja و iaاإ

iاإلى اليمين قليلً، لإنتاج   i ركنح  .تافهةغير    على مجال  تتطابقان  رك نح، و j  اإلى

jاليسار، للحصول على     .نالمنحنيا  i     وj    هذا الجزء   على  متوازيان  ال نهما

i  تقاطع عددالمشترك. نحسب ال ن   وj  . الى الصورة واانظر . 

.ول شيء في الصليب ja صليب ال هناك تقاطع واحد في   ia    تتوافق  التقاطعات ال خرى
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بين ال حرف  يقع  و  −iaو +ia مع  بين  هاتكرار التي  . و   +ja   الثاني  ja−  َث   ، ومن 
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i.   التقاطع  عدد يكون  مرتبطة    jaو ia تكونعندما  ف  j    ليه    1   لـساويا م مضافا اإ

.و +jaها ال خر بين تكرار التي يكون  −iaو +iaعدد ال حرف بين   ja−

ذا    سمن خلل منحن مس تو  مغمو   ة لڤاوس قابلة للتحققتكون كلمة مؤشر  .  مبرهنة اإ

ذا تم استيفاء الشروط ال    تية. وفقط اإ

)شرط    −iaو  +ia ، يوجد عدد زوجي من ال حرف بينia  كل حرف  لمن أ ج   .1

 الشفعية لڤاوس(.  

I ،Jليكن ،  ةبطت ر م  jaو  ia ال حرف  تكونبحيث ل    i  ،j  كل   لمن أ ج.   2
نقط    ن يلذال  ينالمنفصل  ينال المج هذه −ja+،jaو   −ia+ ،iaافهما  أ طر تكون  )باس تثناء 

. هو عدد زوجي Jوال خر في Iال ول في تكرار  النقط(. عدد ال حرف في الكلمة ذات ال 

أ ج  .  3 عدد ةبطت ر م    jaو ia ال حرف  تكون بحيث    i  ،j  كل   لمن  يكون   ،

.فردياً  −jaو  +jaال خر بين هاتكرار  يكون تي ال −iaو  +iaال حرف بين

اوس  ڤمشكلة 

 2nالـ    يمكننا الغش وتجربة كل   بالطبع،.  ةؤشر  اإلى المشكلة ال صلية: الكلمات غير الم  دلنع  

على الكلمة. قد يس تغرق ذلك وقتاً طويلً للغاية. حتى القوة    شاراتلختيار الإ   ةقيطر 

علوة على ذلك، لن يكون   2n.ـ  اوس كان من الممكن أ ن تتعرض للهزيمة بڤ الحسابية ل

راهذا  نوّ   . جدًا م 

في حالة عدم    الثاني،الشرط   شارات.الإ اوس مس تقل عن  ڤل  شفعيةأ ن معيار ال   والحظ 

الإشارات. أ يضًا مس تقل عن  هو، jaو ia ارتباط

 w. ةؤشر  كلمة غير م بالنس بة اإلى محققما ي لذلك نفترض أ ن كل

.  اسمحوا لي أ ن أ قدم ما يسمى البيان المتشابك  ( )G w    رؤوسه ه ال عداد الصحيحة

1،... ، n ال وتار  أ وia ذا ي، وهناك حافة بين وتر . تقاطعا هما ن اإ

1 2 3 4 5 1 6 3 2 5 4 6.w a a a a a a a a a a a a=

مكافئة أ ن  بطريقة  يمكن  عن  ب عّبر  ، 

ال ولين  الشرطين  اللزمين 

   بالمخططات الوترية

زوجي  /  1 عدد  مع  يتقاطع  وتر  كل 

 . من ال وتار

اإلى /2 غير  يوتر   بالنس بة  ن 

ال وتار    متقاطعين، عدد  التي  يكون 

. زوجيًا تقطعهما

a1

a5

a6

a2

a2

a5

a4

a6

a4

a3

a3

a1

جابة بس يطة جدًا ع لذلك،  . ة ؤشَّ مشكلة ڤاوس الم ننحصل على ا 
 

لتونې وا   سن ر ېك  ورقةمثال من  هوا ه

https://justpronounce.com/fr/english/cairns
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وكذلك الشرط الثاني في الحالة غير   شفعية لڤاوسيتحقق المرء بسهولة من استيفاء شرط ال 

 . المرتبطة

 . في الهامش ممثل البيان المتشابك 

 ، على سبيل المثال  wالمرتبطة بها  ؤشرة  غير المالتي تكون الكلمة  و  w ةمؤشر    ةر كلما تن 

1 2 3 4 5 1 6 3 2 5 4 6 .w a a a a a a a a a a a a+ + + + + − + − − − − −= 

i. التقاطع عداد، فنحن نعرف كيفية حساب أ  ةؤشّر عدنا اإلى الكلمات المأ ننا    لىاإ نظرًا   j  

)ا  هذا عنصر   عرّفللحلقات المرتبطة. ي  )f e    2منZ Z  لكل حافة e  من. ( )G w 

1a+ 1 اإلىa−   3 ال خر بين   هتكرار ط( الذي يكون  نقّ )باللون ال خضر المa+ 3 وa−   باللون(

1 فاإن   ط(. لذلكال زرق المنقّ  3.    0يساوي على الحافة التي    1ونكتب    2مقياس  +1

الحواف في مثالنا، فاإن هذه  على بعض    1أ ننا نرى    لىاإ في البيان. نظرًا   3aو 1a تربط

 ي. في المس تو  سل يمكن تحقيقها من خلل منحن مغمو  ةؤشّر الكلمة الم

ذا كان يمكن أ ن يكون هناك تغيير ذكي في الإ قرّ علينا ال ن أ ن ن   الموجودة في   شاراتر ما اإ

 . 0 ـجميع الحواف ب وسمال حرف بحيث يمكن 

) وسميمكن اعتبار هذا ال )f e  مقابلة سلسلة   -1  بمثابةf  (  في  هاقيم ( 2Z Z البيان،   في

نفحص كيف تتغير هذه  ل في البيان(.    وهوج  -2)نظرًا لعدم وجود  مقابلة    دورة  -1  ومن ث  

تعديل الإ المقابلة  الدورة   تغيير   w.الموجودة على  شاراتعندما يتم   شاراتلإ ليتم تحديد 

,1}من    u  دالةبواسطة   ,  }n    2فيZ Z  ، سلسلة    -0  اعلى أ نه   ايمكننا التفكير في

fة  الجديدالمقابلة  دورة    -1الـ  ع  أ ن  دّ نفي بياننا.  مقابلة   على( )G w شارات ، بعد تغيير الإ 

f  ، تساوي ببساطةuبـ  ةالمرتبط du+ حيث  ،du لـ  الحدو  ه   duالـ    u.  المقابل 

المجموع ل ننا نعمل   )أ و  لفرقا  ،هو من خلل التعريف e يمه على حافةو تم تقي الذي    ،هذا

  e. لـ نهايةال نقطتي  في u تي قيمبين ( 2  مقياس

شارةنبدأ  بتغيير  ل  . حرف واحد فقط، على سبيل المثال  اإ ka   كل من أ جل  i  ،j    بحيث

)  كل حافة من البيان  لأ ي من أ ج ،   ja و ia يتم ربط ال حرف  )G w  ،  قارنة معلينا

شاراته تينل ال  w ،w  ؤشرتينتقاطع، للكلمتين الم عددي  k.  فقط في الحرفماتختلف اإ

ذا كانت   نمتساويا  ين التقاطع هذ  ن عدديمن الواضح أ   . و i مختلفة عن  k اإ j  اتضح

kيكون   ، عندما (2)مقياس  1  ـأ نهما يختلفان ب i=   أ و .k j=  ذا على سبيل المثال، اإ

kكان  i=  قارنة م، فعلينا: 
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   من  لمجاللا يوجد حرف في ا  الهامش،في صورة    3و  1على سبيل المثال، يتقاطع الوتران  
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 و  −ja و +ja الآخر بين اهتكرار   يقعالذي  −iaو +ia ف بينو ر عدد الح/ 1
   

 . −jaو  +jaالآخر بينها تكرار يقع التي   +ia و −ia الحروف بين عدد /2
 

الح   فرقهذا ال،  2مقياس    عدد  . تختلف عنالتي  ،  −jaو  +ja ف بينور هو  ia   هذا

شرط    عددال أأن  افترضنا  لأننا  ڤاوسفردي  ومن  ةمرتبط jaو iaو شفعية  فا ن   ،ثَ . 

ال   تغيير  وح   شاراتتأأثير  حرف  تغيير ka ديعلى  حواف   1بمقدار   وسومال  هو     على 

( )G w مع  ka ،نهاية ت   كنقطة  ذن،الأخرى.    وسومال  غيير وليس  ال  ا  علاقة فا ن 

f f du = البس يطة.   + الحالة  هذه  في  تأأتي  و صحيحة  يمكننا  منه  حيث  العامة  الحالة 

 . واحدة تلو الأخرى شاراتتغيير ال  

فا ن ال لذلك،  النظر عن    شيءنتيجة  جيدًا، بصرف  التماثل   صنفهو    ،شاراتال  المحدد 

.1 في f لـالمقابل   ( ( ); 2 )H G w Z Z ذا  ي   صنفال   اهذ ا  وفقط  ذا  ا  صفرًا  ساوي 

شارات  اختيار    من أأجلتساوي صفرًا  المقابلة  كانت الدورة   ذا كانت  للا  ذا وفقط ا  ، أأي ا 

 ي.  في المس تو  سللتحقيق من خلال منحن عام مغمو  قابلةً  w ؤشرةالم الكلمة غيرر 

ن    أأخيًرا، مقابلتم  صنفا  ذا    اثل  ا  وفقط  ذا  ا  تافه  بيان  تق   اصفر   كانفي  على و عند  يمه 

هذا يعطي خوارزميةالد كلمة ما تن .  فعالة جدا  ورات.  أأي    - 1الـ  سب  ن ،  wة  ؤشّر ر 

   .شابكورات في البيان المت الدقيمها على  نجمع، و دورة المقابلة

1  تعطي الدورة  مثالنا،في   3 5 1a a a a→ → ) في → )G w   جماليمجموعا   يساوي   اا 

غير الم  1 مغمو  بواسطة w ؤشرةبحيث ل يمكن تحقيق الكلمة  ي.  في المس تو   سمنحن 

 .لكتاب أأحدث  155و 1972لتاريخ المشكلة حتى عام   154 واانظر 

 

 

  يجنس مخطط وتر 

 وفقاً لـ  اعلى حده شريطا n نلصقخذ حلقة و نأأ . اوتر  n يحتوي على  مخططا w  يكنل 

w صل على سطحن  تية.، كما في شكل الصفحة الآ ( )w ي له جنس  حد، والذ ذي

)وهو حسب التعريف جنس السطح المغلق الذي تم الحصول عليه بعد لصق أأقراص على 

) نسال (: هذا هو يةحد مركبةكل  )g w ي. مخطط الوتر لل 

النس،   هذا  لحساب  لطيفة  طريقة  مورانتهناك  لى  ا  نعتبر156عود  n   المصفوفة  .  n 
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 انعطاف في انعطاف. 
 
 

 
156 G. Moran.  Chords in a 
circle and linear algebra over 
GF(2).  J. Combin. Theory Ser. 
A, 37(3):239–247, 1984. 
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2Zفي     ija التي تكون معاملاتها Z    ذا كان    1مساوية لـ مرتبطين   ia لـ  انتكرار ا 

 .المتشابكلبيان ل  2مقياس  وقوعمصفوفة ال خلاف ذلك. هذه هي  في  0و ja تكراريب 
 

 . لبيان المتشابكل  2 مقياس الوقوعهو نصف رتبة مصفوفة  يمخطط وتر  . جنسمبرهنة
 

لى حد ما ولكن يمكن تقديمه بطريقة أأبسط  ملتو  الذي قدمه موران  ال ثبات  . ا 

.كأقواس في  وتاريمكن رؤية الأ  ( )w   

 . قرص -2ـ رؤية هذه الأوتار كأقواس في الكن أأيضًا يم

) لصق القرص ون )w   على طول الدائرة الخارجية للحصول على سطح. ( )w  

الحلقاتال تحدد   وتر  كل  من  .لتماثل    ةالمولّدِ   1b،  ،nb  نسختان  ( )w هذا   في

ذا كان  0هو  jb و ib   الأساس، يكون تقاطع ذا 1و  انبط ت ل ير  j و i ا   ارتبطا.   ا 

) الحدية لـ  ركباتعلى طول الم صاقر من الأ   kنقوم الآن بلصق  )w   نتاج من أأجل ا 

موجه مغلق  .ˆسطح  ( )w  غطيست   جنتِ ير( )w فيˆ( )w ول الأ   التماثل  في  غمرا

بالفعل2مقياس   يمكن  .  في  ترديف،  حلقة  )ˆ أأي  )w   تمت التي  الأقراص  عن  بعيدًا 

ضافتها. ومع   عندما نلصق    الواقع،. في  ثلفي التما  تبايناث  دل يح  غطيسفا ن هذا الت   ذلك،ا 

. . . حدود الأقراص.   الآن  لأنها  ثلالحد في التما   مركبات  تغيب   الحد،أأقراصًا على طول  

) على  فا ن أأي عنصر في النواة موجود في نواة شكل تقاطع  ذلك،ومع   )w   متماثل  لأنه

)مجموعة من المنحنيات الموازية للحد. يترتب على ذلك أأن شكل التقاطع على   مع )w  

نواته يزومتشأكل   ،مقياس  تقاطع   مع  ا  .ˆشكل  ( )w    لى  بالنس بة مغلق ا  موجه    سطح 

       2g                          .  من الرتبة حلّ ن يكون شكل التقاطع غير م ،g هجنس

 

 وماركس   ساڥلولـ  مبرهنة  

اسب بشكل جيد جدا مع وصفنا للتبديلات القابلة  تن اوس. ت ڤهناك حل مختلف لمشكلة 

  برهنة أأن هذه الم  للاهتمام،. ومن المثير  2413و   3142نمطين ال للفصل كتلك التي تتجنب  

ثبات  آمل أأن يس تمتع  .157تم نشرها بدون ا     .ل ثبات بنفسهعلى ا  بالعثور القارئأ
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https://projecteuclid.org/euclid.bams/1183537624
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wبدءاً من كلمة  − aUaV=  ،ذفنح a  1 كلمةالعتبر  ن وUV تتم كتابة جميع  ) −

 . (الكلمات دورياً 

wبدءًا من كلمة  − aUaV= ،ذفنح a  تظهر فيالحروف التي  كل  و .V 

ظهر الصور في الهامش  بعض الكلمات ال خرى بأ قل حروف. ت   w كل كلمةنتج  ت  لذلك،  

ذا كانت ال ولىي أ ن الكلمات الجديدة قابلة للتحق  نتج كلمات جديدة ن س تمر و ن .  كذلك  ق اإ

ن هذه الكلمات ال قصر    w. في الكلمة ال ولى محتواةأ قصر. يقال اإ

قابلة.  مبرهنة لڤاوس  الكلمةلل   تكون كلمة  ذا كانت ل تحتوي على  اإ ذا وفقط  اإ  تحقيق 

1 2 1 2n na a a a a a  من أ جلn  .زوجي

لـ  والحظ  المتشابك  البيان  1 أ ن  2 1 2n na a a a a a الكامل البيان  n  على  هو 
  ا.سأ  ر 

ةوس يڤا عمولة

عامة  تعامل مع منحنيات  ن سوف    أ دق،اوس. بتعبير  ڤعلى مجموعة كلمات  عمولة  عرّف بنية  ن

R.2ي في المس تو   ةسمغمو   ةمعل  وم  موجهة   C    عامة كما كان من قبل أ ن كلمة    تعني

تعني    فهي  مة  عل  أ ما كلمة م  .مختلفين  مماسين النقط المتعددة ه فقط نقط مزدوجة ذات  

ة  مو سمو أ ننا اخترنا اإحدى النقط المزدوجة كنقطة "بداية" وأ ن النقط المزدوجة المتبقية ه  

   n.اإلى   1 من

ذا تم اإرسال نقطة البداية الم كس، نحصل على صورة ا عتعن طريق ال   منتهي ل  الاإلى    عل مةاإ

طويلين   منحنيين  من  2في    R  من b،r  موجهين،مكونة 
R    )وأ حمر )أ زرق 

 . تيةبالخصائص ال  

تانهناك طريقتان لحذف نقطة مزدوجة معينة، موض   ،سامغمو   اعام   يامس تو  يامنحن   نعتبر

 . همااحد ا  حتى نتمكن من اختيار   ،ركبتينم ا لى  ينقسم المنحن  ،الأولىفي الهامش. في 

 تية.  بالطريقة ال  ما، هاتان العمليتان يمكن التعبير عن توافيقيةمن وجهة نظر 

لناأأن المس توي ومنحن   نظرا ا لى دد وردة بوصلة: يمكن  تحأأي نقطة مزدوجة  فا ن  موجهان،    ي

 .النقطة بالاتجاهات الأساس يةدائرة صغيرة حول مع   نقط التقاطع الأربع وسم



241   المنحنيات في المس توي   ڤاوس:   
 

 
 
 

 
التوالي(  b)r  المنحن   • )الأحمر    على  التواليالأزرق  لى  (على  ا  الجنوب  من  ينتقل 

لى الشمال  الشرق )  أأدقمن الغرب ا  بتعبير  ) على التوالي(.  )b t   يساويit    أأجل من 

  و  t (t لـ  الكبيرة   لموجبةلقيم اا  من أأجل t و t لـ)بالقيمة المطلقة(  القيم السالبة الكبيرة  

it   )على التوالي 

•  b   وr   وسومة ة مينقط مزدوجة عرض   همااتحادفي  والنقط المتعددة الوحيدة   سانمغمو 

 n.،   ،1 بـ

لى مجموعة أأزواج المنحنيات التي ت  n ـب  نرمز   ة نقط  n  مالهتكون  و   تين ص اال   اتينه  س توفيا 

لى مزدوجة،   ه مقرب، في المس توي. ااكل حافظ للاتجفتا 

.الـ  طبيعية على اتحاد عمولةهناك بنية   n  

) ثنائية خذ  ناأ  ,  )b r   من المنحنيات ذات اللون الأزرق والأحمر على النحو الوارد أأعلاه

   .زدوجةم ةنقط n مع

والأحمر  نائيةث   n  را تن  الأزرق  اللون  ذات  المنحنيات  , من  , ,(  )b i r i    جل أأ )من 

1i =،    ،(i n=  ،1  لهاk  ،2k،    ،nk أأقراصنحمزدوجة.    ةنقط صغيرة    افر 

).لـ  زدوجة  المنقط  ال حول   ,  )b r   دخال   ريدن ,الـ   ا  , ,(  )b i r i     ذي الوسمفي القرص  

i  نحفر  ف   ذلك،ومع   .الأساس ية، مع احترام الاتجاهات ممكن. عندما  غير  فا ن   حفرة،هذا 

لى ت زرقاء  النحنيات  الم  تنتقل من الغرب ا  لى الشمال والمنحنيات الحمراء  نتقل من الجنوب ا 

شمال للمنحنيات   -شرق وغرب  -سلوك جنوبال الشرق، بحيث لا يكون هذا متماسكًا مع  

والحمراء , الزرقاء  , ,(  )b i r i   قبل المشكلة.  هذه  تجاوز  السهل  من  دراجها.  ا  نريد  التي 

دخال   ,ا  , ,(  )b i r i     دخال حلقة قياس ية تحتوي على أأقواس موجهة نحو الشمال أأولاا  يكفي ا   

 

 

 
 
158 S. Chmutov, S. Duzhin, 
and J. Mostovoy. Introduction 
to Vassiliev knot invariants. 
Cambridge University Press, 
Cambridge, 2012. 
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 .6عنصر من  

 . والشرق

ب المنحنيات  من  زوج  هذه  واللصق  القص  عملية  1ـ  نتيجة  nk k+  .مزدوجة  ةنقط  +

يجاد  (. هل يمكنكمتناظرية )ال   ةاوس يالڤ   العمولة  هي  ههذ ات؟ ؟ علاقات بين المولِّ ولِّ منظام    ا 

أأوصي   الافتتاحيات الواسعة،  الفصل ببعض  هذا  وهو مقدمة رائعة    158لكتاب  بالاختتام 

ا حاسماا  يةططات الوتر الم ، حيث تلعب  ڥٻي اس يل ڥعقد    )لا متغيرات(  ومفهومة لثوابت  .دورا

https://arxiv.org/abs/1103.5628
https://arxiv.org/abs/1103.5628
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  : التحليلية الوترية المخططات

 خوارزمية 

هذا   أ هدافنا:    الفصل،في  أ حد  ا لى  الوت لل الخوارزمي  وصف  النصل  التي   يةر مخططات 

 .  لنقطة مفردة لمنحن تحليلي حقيقي مس تو   ر  ا تحدث في جو 

عدد زوجي من    فييتقاطع مع دائرة صغيرة حول نقطة مفردة    أ ن مثل هذا المنحن   واتذكر 

   .النقط التي تأ تي في أ زواج، كل زوج مرتبط بفرع حقيقي 

كل حرف  فيها  يظهر    2nر في هذه البنية على أ نها كلمة دورية بطول  يمكن للمرء أ ن يفك  

أ سماء الح أ كثر حذرا )ودقةنكي  غير ذات صلة(.    روفمرتين بالضبط )حيث   ،(كون 

2nZ خالية من النقط الثابتة على  التفافاتنناقش  س  Z بة  ا لى عن طريق    مرافقة مقر 

  .في دائرة اوتر  n. يمكننا أ يضًا رسم ةالدوري تالتبديلا

تمت دراس تها في العديد من ال وراق.   2nهذه بطول    يةلمخططات الوتر لالعدد ال جمالي  

ذا من نظرية العقد. س تكون المشكلة سهلة قوية  دوافع  مع 159على سبيل المثال   واانظر  ا 

يظهر    2nقياس ية )غير دورية( بطول    تنبحث عن كلما  الدورية،بدلً من الكلمة    ،كنا

،  بالفعلفيها كل حرف مرتين بالضبط والتي تكون فيها أ سماء الحروف غير ذات صلة.  

2الـ  واقع  المأ يًً من    وار االحرف ال ول من الكلمة ثم اخت  وااكتب 1n−   للحرف المتبقية 

متاح    غير مشغول في أ ول مكان  الحرف الثاني  واالآخر المطابق للحرف ال ول، ثم اكتب

2الـ  الحرف الآخر المتطابق في أ ي من المواقع    وار اواخت 3n−    لذلك وهكذا المتبقية .

2).فا ن العدد ال جمالي لهذه الكلمات هو   1) . (2 3) 3 . 1n n− هذه  كل من    −

2).ويرمز له بـ  العاملي المزدوج  في بعض ال حيانعداد يسمى ال   1)!!n−  

 .منحن بثلاثة فروع 

 
منكلمة "الوتري"  حذفأ حيانًً أ  

 " ."المخطط الوتري 

159 A. Stoimenow.  On the
number of chord diagrams. 
Discrete Math., 218(1-3):209– 

233, 2000 

a a
b

bc

c

http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0012365X99003477
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0012365X99003477
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أ ن نقسم .  قد يكون  قيةي للحصول على عرض لخصائصه التواف  160انظروا   من المغري 

(2 1)!!n−  2  علىn   بعض  يكون ل   ربما، لكن  ةالدوري  ت التبديلا  ان س بال أ خذ في  نل

س تنتج ي    حال،  ة قيات أ كثر دقة. على أ يي التواف وهذا هو السبب في أ ن    الكلمات تناظرات  

أُسّي   -بشكل فوقينمو   2nذات الطول    يةططات الوتر الم من هذه الاعتبارات أ ن عدد  

  n. بالنس بة ا لى

أ ن هناك نس بة  س ا من    نرى  أ نها مرتبطة ، بمعنى  ةتحليليال   يةططات الوتر المضئيلة جد 

 . تحليلي مس تو    لمنحن  ما  ية  فردبم

 

   لازمشرط 

  للفصل،  قابلة   تبديلة  من أ جل كل  هأ نفي الفصل ال ول من هذا الكتاب  أ ظهرنا    نا أ ن   واتذكر 

. كانت هذه هي النقطة ال ساس ية  بعتينمتتا   تينان مع صوربع عددان صحيحان متتا يوجد 

نتاج خوارزمية  التي مكي  ذا كانتحدي  نتنا من ا  ثبت الآن وجود ن   .للفصل  قابلة    تبديلة    ت د ما ا 

 ة. التحليلي  يةمخططات الوتر لخاصية مماثلة ل

ذا كان    عزل  نم   مخططفي    اقول ا ن وتر ن كما في الصورة    المطط  من  بعتين متتا يننقطت   يصلا 

ذا كانا  (  ينوازي تم   ضد  ، )على التواليينوتران متوازي   كون. يراليسا  نع  الموجودة أ دناه ا 

ذا كان الرف  (،ةثالثال   ،كما في الصورة الثانية )على التوالي   ان ظهر ي   a  ،bقابلان الم  انأ ي ا 

abعلى المنوال في الكلمة الدورية   ba   ،على التوالي(.( ab ab 

).) مذراة   ،كما في الصورة الرابعة ،يشكل وتران أ خير ا، a bab   

 

أ ي مخطط وتر .   ☺أ ساس يةتوطئة   زوج من  على  ،  عزلنم تحليلي على وتر    ييحتوي 

 .مذراة على ، أ ومتوازأ و ضد  ينمتوازي  ينوتر 

 

160 D. Callan. A combinatorial 
survey of identities for the 
double factorial. 2009. 
 

2)  زدوج الم  العاملي  !راحذ 1)!!n − 

العامليلا   عاملي  علامة  هو  ولا    هو 

    !تعجب

2)ن    أ   1)!!n  كافئي     −

( ) log2 2 n n ne e    ؤول يعندما   

n ذن    .منتهي ا لى اللا 2)ا  1)!!n − 

فوق بالفعل  ينمو   ولكن    ،أ سّ-بشكل 

أ سرع   سبيل    .أ كثر ليس   المثال،على 

ب ـ مقارنته  عند  ا  صغير  يكون 
1nC




+

 

 موجب تماما أ ي    من أ جل أ ي  

   1.أ كبر تماما من  

 

أ و   ☺ المبرهنات  التوطئات   بعض 

حدي مشهورة   محظورا    ا لى  يبدو  أ نه 

 "A،  Bاس تخدام كلمات مثل"مبرهنة  

(Cartan) أ و "التوطئة ال ساس ية ،" 

. (Ngo)  

 
 

" لا ثبات    ڨـني "س تيرل   علاقة  وااس تخدم

https://arxiv.org/abs/0906.1317
https://arxiv.org/abs/0906.1317
https://arxiv.org/abs/0906.1317
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 . في المقدمة التي أ سس ناها برهنةالمعلى الفور   س تلزمنلاحظ أ ن هذا ي ل 

ن من خمسة فروع تتقاطع مع دائرة يتكو    يفي المس تو   مفرد ل يوجد منحن تحليلي   .  مبرهنة

  .صغيرة كما في الصورة في الهامش

 

  صعودا رنفج  ل 
  

 .خمسة فروع مس تحيلة  

 
 
 

 

قَد(  ذات  أ و    Quipu)كويپو   :  جميلة الع 

معقودو ي ب جهاز   اس تخدامه   ة ط  تم 

المعلومات   لتسجيل  ال نكا  بواسطة 

 لمس تقيم  )صاعد(  تفجير مثل  .  ال حصائية

 اسقاطي؟
   (Centro Mallqui,  

Leymebamba, Peru)      
© 

 
 
 
 
 

 .أ ول مرةصعودا  رها  فج  ن . ()الحقيقي  يمنحن تحليلي في المس تو   ما من بدأ  بنقطة مفردة  ن 

في   منحن  هي  ما والنتيجة  الم لم  شريط  نقطها  تكون  والتي  على  وبيوس،  سم  اقالفردة 

ذا سارت ال مور على ما   الشريط.نواة    ووه  الاس تثنائي،   فلق فا ن النقطة المفردة تن  يرام،ا 

أ نها  فتَ وي    فردة،ما لى عدة نقط   الآن .أ بسطض  أ ن   ا.  كل من ل  صاعد  يرفجبت   لنقم  يمكن 

أ نه بعد انفجار   عندئذ  م  و قالقاسم. ن على    وحيدة ل تزال هناك نقطة مفردة    واحد،يحدث 

نحن نعلم أ نه   .عدة مرات حسب الضرورة  الصاعد   عملية التفجيرنواصل  .ثانية بتفجيرها مرة  

ال ولي    للمنحن   فعليهذا يعن أ ن التحويل ال ية.  فردسيتم حل الم  الوقت،بعد مرور بعض  

التي تقطع بشكل عرضي  و المنفصلة    لساءمن المنحنيات التحليلية الم   nلـ  هو الآن مجموعة  

 . الاس تثنائي القاسم

A A
B

B

C

C

D

D E

E
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سقاط   س تقيماتلم   هذا القاسم الاس تثنائي هو اتحادة  هي دوائر تتقاطع بشكل التي  حقيقية و   يةا 

 ال سقاطية وحيث تربط حافةة   س تقيماتهذه الم   ي تكون رؤوسهالبيان الذ  واعرضي. تأ مل 

ذا تقاطع الم  يمكن رؤيتها بسهولة عن  كما  شجرة    هو. هذا البيان  انال سقاطي   س تقيمانرأ سين ا 

العملية الاس تقرائية ل زالة  بالفعلطريق الاس تقراء.   نقوم  في كل خطوة    ،فرديًتالم، في 

سقاطيين. في الحالة   يتم تقس يم    الثانية،يتم تطعيم ورقة جديدة بشجرة وفي الحالة    ال ولى،ا 

،  الصاعد ال ول  يرفج ت من ال   تيال سقاطي ال ول، الآ   المس تقيمحافة ا لى حافتين. يمكن اختيار  

 . ليكون جذر هذه الشجرة

الملائم   من  أ خرى  صاعد  تفجير  ا جراء  س يكون  منلمرة  القاسم    ةنقط   n  الـ كل  على 

ذا لزم ال مر،  الاس تثنائي، دخال  يتم  ا  سقاط   مس تقيمات  ا  ، من أ جل التأ كد من أ نه  ةجديد  يةا 

نهاية   سقاط  مس تقيمكل  يحتوي    ،عالجةالمفي  من    يا  ال كثر  على  واحدة  نقطة  ل  و  المحعلى 

فعلي هي ل الو  ي المح تلتق  تيالو   لقاسممن ا  رك بات. يمكننا حتى أ ن نفتض أ ن تلك المالفعلي

زالة الم   . فرديًتأ وراق شجرة ا 

ف اتحليلي  يامنحن        ليكننلخص.  ل  لـ  في    امعر  2  في    (0 ,0)جوار 
R  عادلة لمبا ممثلا

( , ) 0F x y نشاء، =  تية. الآ  ال ش ياء نس تطيع ا 

•  

E  ،Eقاسم اس تثنائي   •   ،  معين من الدوائر التي تتقاطع بشكل   عدديتكون من

رة. تقاطع المرتبط هو شجرة مجذ  ال . بيان  مرة واحدةعلى ال كثر    تتقاطعان  اثنتينعرضي، كل 

Eغطيست ال    ترادفهو تكافؤ .

تقطع    في  1،    ،n  لساءل قواس التحليلية الم من ا ˆ نتهم   نفصلاتحاد م   •

E  ًلـ  مرك بة   مع ˆ ع  تقاط   .ايعرضE   لم  يكون خاليا ذا  ورقة من    بةك  ر الم   هكن هذتا 

ذا كانت ورقة. نس تطيع    الشجرة، نفتض علاوة  أ ن  وتحتوي على نقطة واحدة على ال كثر ا 

.يتقاطع مع الحد في نقطتين iوأ ن كل قوس    حد  علىعرضي ˆ على ذلك أ ن

•
  

β1

β2

:2  تحليليهابط    تفجير تطبيق   →R  ،يقوّضE  أكل فتهو  الذي  ، و بدأ  ا لى ال  

  . نا الفردي منحن  ا لى  ˆقوّض  ، والذي ي مثقوبقرص صغير في   E من
 

 

ما نقطة  ل   صاعد   يرفجبت  مس تقيمين سم الاس تثنائي، أ و تقاطع  اللق   ملساءنقطة يمكن أ ن تكون ا 

 . هموجه  ابطمتر حد ذو سطح
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امغلق   يامنحن    ليكن   .ةموجه   غير  ة أ و  يمكن أ ن تكون موجه    ر أ ن كل حلقة فيذك  ن

نقطة    سامغمو  .في سطح، ويمر مرة واحدة من خلال  x    بتفجير صاعد  نقومعندما 

جر )في السطح المنف  لـ  فعليل الحو  ملل   2مقياس، فا ن التقاطع الذاتي  xفي لسطح  ل 

لـصعودا الذاتي  التقاطع  يساوي   )   زائد ال صلي(  السطح  ال  1  ا)في  في  نشاء . 

سقاطي ل ول مرة في الق  مس تقيمعندما يظهر    الاس تقرائي،  نواة هو  ف   الاس تثنائي،سم  اا 

. كل من هذه  صعودا   قد يتم تفجير بعض نقطه  لحقاً،.  1الذاتي    هتقاطعشريط لموبيوس  

الصور السابقة  .  سماق لا  باتك  ر م   ىحدل    توجيه المغايرالتفجيرات تبدل حالة التوجيه / ال 

دوائر( يتوافق مع نفس المثال ، شجرة بس تة رؤوس وست  مس تقيماتفي الهامش )س تة  

الذي تم تحليله في الفصل المتعلق بالقلائد: تم الحصول عليه بعد ست عمليات تفجير 

 .موبيوس   شرائطالتي تتوافق مع  باتك ر الم  ا لى باللون ال زرق نً. أ شرصاعد

زالة المفرديًت  تتقاطع مع منحن  E باتك  ر م بعض   نها  : ˆ ا  ف ب   ا  عض ال وراق في  تعر 

زالة الم  نة. لملو  باتلك ال وراق  لنسم  . فرديًتشجرة ا 

.  نةأ ن بعض ال وراق قد تكون غير ملو   والحظ 

ذا اختنً توجيها  والحظ  الشجرة المقابلة مس توية بحيث    فا ن،  Eمن   بةرك  لكل م  ما  أ نه ا 

 . خطيًا. يؤدي تغيير الاتجاه ا لى عكس هذا التتيب بون مرت  أ ي عقدة  طفالأ   أ ن

مثال  

ي تمت مناقش ته بالفعل في  نفس الشيء الذ  هي  ه ا لى القلادة في الهامش. هذ  واانظر 

اثنان  ،  شرائطس تة  صاعد  نتجت ست عمليات تفجير  . أ  الفصل الخاص بقلائد موبيوس

ست  وى ال الن  يتكون القاسم الاس تثنائي من    .للتوجيه وأ ربعة غير قابلة للتوجيه  نقابلا

بـ    موسومة  ،اء حمر أ قواس  من ثلاثة    المفرديًت  الم زال  الس تة. يتكون المنحن   لل شرطة

a  ،b  ،cلمحور   فعليل الو  نرى المح  ال على،. في  تينفي نقط  د  ، كل منا يقطع ح 

y   نقرأ  يمكننا   د  باللتفاف حول ح   .باللون ال سود الوتر المخ  أ ن  التحليلي    يطط 

عتف أ نه ليس من السهل اتباع نيجب أ ن   abacbc. قرأ  نتبع السهم و ن المقابل. فقط 

  !ال سهم



نزهة ريًضياتية فريدة  248

ثبات التوطئة ال ساس ية  ا 

لى  تحليلي تحو    مخطط أ ول ملاحظة تافهة هي أ ن عملية حذف وتر في   طط تحليلي  مخله ا 

 . فرعيتوافق مع حذف هذا  أآخر. 

.    فرديةبممرتبط   wي بدأ  بمخطط وتر ن   زالة    نعتبر شجرةمنحن تحليلي مس تو   المفرديًتا 

سقاط تكافؤ وهو  E على القاسم الاس تثنائي  للسطح  كما كان من قبل. يوجد ا 

)1 ةليفل ، ا Eمن     x  نقطة  كل من أ جل  .  ترادف )x تين من قوس يربط نقط   هي −

ذا كانت  الحد   ذا كانت  صليب مة، و نقطة منتظَ  x ا  . تقاطع دائرتين x ا 

الم   Lلتكن  أ حد  أ ي  الشجرة،  من  القاسم    س تقيماتعقدة  تشكل  التي  ال سقاطية 

تنتقل من  E. الاس تثنائي العقد  م بقص  و ق نا لى الجذر.     Lهناك سلسلة فريدة من 

تعمل نقط   .عن الجذر في L فصل بغرضكما في الشكل،   قوسين منفصلين في

 ا. اثنان منمجالت ةربعا لى أ    في يةدالحائرة الدل ي الناية ال ربع لهذه ال قواس على تحل 

في الشجرة. باللتفاف    "Lأ و أ سفل   L)باللون ال حمر( يتوافقان مع "ما هو موجود في 

 منفصلين من ال حرف، أ سفل مجالين، نجد بالتالي يطط الوتر المخوقراءة   حول حد

L يرسل كل تكرارات حرف ا لى التكرار   لتفاف الذي، يكون اتحادهما مس تقرًا تحت الا

أ ن    المجالين  ينأ ن هذ  واالآخر. لحظ ذا لم تكن هناك ورقة ملونة    خاليين  كونًي يمكن  ا 

ذا كانت هناك ورقة ملونة أ سفل L. أ سفل على ال قل يكون    المجالينفا ن أ حد     ،Lا 

خال.  يكون غيرفقط  ا، ولكن يمكن أ ن تكون الحالة أ ن واحدخالغير 

)يً وتر   افي الشجرة تحدد مخطط   L   ، كل عقدةفي المحصلة )w L   من    جزئيوهو مخطط

  w. في  مجالينأ و  مجال" بمعنى أ ن أ حرفه تشكل ابطوهو "مت  w ال صليلمخطط ا

العضو المؤسس لل سرة. كل    هو  في شجرة مجذرة على أ نها شجرة أ نساب، الجذر  وافكر 

ملونة  من  معينعدد  عقدة لديها   أ وراق  وبعضهم  أ فراد    L  ليكن  .ال حفاد  أ صغر  أ حد 

، ،1Lكنتل ،  Lأ طفال . بين  ينديورقتان ملونتان على ال قل كحف والذي له  ال سرة  

kL  بة بهذه الطريقة على طول مرت  ) قائمة أ ولئك الذين لهم سليل ملون واحد على ال قل

.(L 2لدينا k حد أ طفالل  س يكون  ه في خلاف ذلكل ن L  على  سليلان ملونًن

.وحيدن سليل ملو   iLلكل   نفسه،ال قل. للسبب 

تخلط .أ لياف   من   بين  وال 

الق   من )  مع  Eسم  اا لى 

ر هبوطا  يوالذ(  قرصا لى    يفج 

E  نقطة.ا لى 

!ال وراق الملونة خضراء

to the 
root

L

to the 
root

L

L1 L2
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L

L1L1

L2
L2

توازية.  الم ضد المتوازية أأو   وتارأأو زوج من الأ  مذراة،أأو  منعزل،هناك وتر  حالة،في كل 

ثبات التوطئةهذه نهاية  .        الأساس ية  ا 

غير التحليلية  المخططاتالمزيد من 

آخرتحليلي ي    يلقد لاحظنا أأن حذف بعض الحروف في مخطط وتر  قللن  .نتج مخططًا تحليليًا أ

ذا كان غير تحليلي ولكنه يصبح تحليليًا بمجرد حذف وتر واحد غير   اطط مخن ا   .  تحليلي أأساسي ا 

ذا لم يحتو على مخطط وتر   ياوتر   ا من الواضح أأن مخطط ذا وفقط ا  غير تحليلي    ييكون تحليليًا ا 

 

سوى  (2 ,4 ,1 ,3)  ةالعكس ي  لتهاي تبدأأو   (3 ,1 ,4 ,2) هذه الحالة لا يوجد  في  ، بحيث 

ية. ططات الوتر المخالوضع أأكثر تعقيدًا في حالة  . للفصل تينغير قابل  ينتأأساس ي  تبديلتين

 .التحليليةالأساس ية غير ية ططات الوتر المخ من  غير منتهيوجد عدد  .مبرهنة

السطحنالآن    في    قطع  بينل  فاص  الهامش،  في  شكل  ال كما  ومن   2Lو  1L  ين  الجذر  من 

الملونة   الأوراق  من  كما   .الأخرىجميع  هذا  يحد    ،قبلكان  حد  ينخض أأ )  مجاليند  على   )  

مرتبطة ب   مايحتوي اتحاده بالضبط من مخططنا الأولي،  أأربع نقط   في مجالينوتران    .ترينو على 

.ةلآتيا  ةبالطرق الخمس عش  تنظيمهمايمكن 

أأن  ذك  ن  .أأساسي لم  للفصل    قابلة  تكون  تبديلةر  ذا  ا  وفقط  ذا  على  تح ا  تشي ڥ ٻ نتس  كو تبديلة  تو 
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ليه بواسطةتمثال س   ها هو هنا n .(5 تم ال شارة ا  )n 2الـ  النقط    لنعتبرn  من 

 2nZ Z   .2 ني قر    يطط الوتر المخمرتبة بطريقة طبيعية على دائرةk    2و 3k من    +

1kأ جل   =،    ،.k n=  5  بالنس بة ا لىn مخطط، هذا هو مثالنا السابق على  =

n (5 المخططغير تحليلي بمسة أ وتار. هذا   )n  ليس تحليليًا لنفس السبب كما في

. الحالة 5n ذا تم حذف حرف واحد، فا ن    تبيانل يزال يتعين علينا   = المتبقي    المخطط أ نه ا 

. سيتم توفير ذلك من خلال    ة  نحتاج ا لى شرط تحليلي  ،من أ جل ذلكيكون تحليليًا.   كاف 

ذا كان مخطط وتر  . تحليليًا يخوارزمية بس يطة للغاية تحدد ما ا 

ذا كان مخطط وتر  تية. تقرر الخوارزمية الآ مبرهنة  : تحليليًا يما ا 

ذا لم يكن هناك وتر    .1 ضد المتوازية، أ و    ةوازيتالم   ال وتارول زوج من    مذراة،ول    ،عزلمن ا 

 . ليس تحليليًا  المخططفا ن 

ذا كان هناك وترً  .  2 ذا كان ن ذفه و نقوم بح  ،عزلمن ا  ا  "الوتر    نحذف  مذراة،هناك    ت تابع. 

ذف  نح  ضد المتوازية،تفظ بالمقبض. ا ن كان هناك زوج من ال وتار المتوازية أ و  نح الصغير" و 

 . تابعن أ حدهما و 

ذا انتهيى ب . 3  .ال صلي كان تحليليًا طط فا ن المخ ،لخالياطط المخ  ا لىال مر  ناا 

ذا كان  ل ثباتا ذا كان  مخططا w سهل. علينا أ ن نبين أ نه ا  بوتر  الجديد  المخططهو   w وا 

ذا    اكون تحليليي w فا نالذي تم الحصول عليه بعد خطوة واحدة من الخوارزمية،  أ قل  و  ا 

ذا كانا.  تحليلي w كان نه يتوافق مع  ل  أ يضًا تحليلي   w تحليليًا، فا ن w العكس سهل: ا 

   )هكذا(. حذف فرع. علينا الآن ا ضافة فرع ا ضافي

زالة  ا تن  )باللون    وتر مع قوس أ ملس  يتوافق   .على سطحما  نقطة مفردة    مفرديةر ا 

نقطتين على الحد، عرضي يربط بين  الهامش(  ال ال زرق في  ما    فيسم  ا ق على  .نقطة  x 
أ ملس )أ حمر(  ياتحليل   ايمنحن ف  يض ن   جديدًا    ا سم، قريبا لق الىعأ يضًا    يا، عرض في

نقطة مفردة جديدة   ،    الداخلي لـ  التفجيرنتج  ي    . /1، كما في  يا علىوعرض   منجدًا  

أآخر    واحد ا ضافي الجديد يحتوي على وتر    طط أآخر. من الواضح أ ن المخ  ا ضافي واحد    بفرع

ر الآن ا تن على الحد.    ينيه ج و اعتمادًا على الت  ضد مواز له،مواز  للوتر ال ولي أ و       كما في

     

11

4

3

2

. ال خر ضد الموازيحصل على الوضع الموازي أ و نوس  xفيتماس تربيعي معب   ./2
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ذا كنتم نشاء مذراة بمقبض معين، فقط أ ض   ونترغب  ا  لسأ م  يامنحن   وافيفي ا   من  اقريب  

  . /3سم كما في ا مع تماس تربيعي مع الق

ذا كنتم أ خيًرا، . /4كما في  صر فوامعين، ت حرفبعد  مباشرةً  عزلا ضافة وتر من  ونتريد ا 

n.(5 السابق على  المخطط على    تنانتبر خوارزمي   هيا بنا  )n   بحذف وتر واحد، نحصل

يحددان مذراة، لذلك يمكننا   u  ،vن ال ولالوتران . وترا −1nعلى سلسلة غير دورية من

ذن  طط  فقط. هذا المخ  متبقيكون هناك وتر واحد    ا لى أ نس تمر  ن حذف الوتر ال ول و  هو ا 

.ال ساس يةغير التحليلية من المخططات  غير منتهتحليلي. يوجد بالفعل عدد 

بحاسوب 

من أ جل لاختبار  حاسوبا لا نس تخدم  هيا بن التحليلية،    يةططات الوتر المخمن أ جل حساب  

2nجميع الكلمات الممكنة ذات الطول    تسجيلهذا سهل. نقوم أ ولً ب  n. القيم الصغيرة لـ
ظهر فيها كل حرف مرتين. الدقة الوحيدة هي مراعاة الطابع الدوري للكلمة قيد الدراسة.  ي والتي  

7.من أ جل نتيجةال ها هي  n    الآتي: في الجدول 

n 2 3 4 5 6 7 

 135135 10395 945 105 15 3 الكلمات 

 9749 902 105 18 5 2 المخططات الوترية 

تناظر مقرب ا لى   2 5 17 79 554 5283 

فيها كل حرف مرتين". عدد هذه   تكرري التي  2nالكلمات تعن "الكلمات ذات الطول   −

2.لـ  زدوجالم  الكلمات هو العاملي 1n− 

بة.دوري ت، كما حددنًها، هي كلمات ا لى تبديلايةططات الوتر المخ −  ة مقر 

− 
أ  نفس المخ ب  تناظر  ا لى"  تفردا. الميكون ل  وطط  ا لى بتقريب  سب عدد الكلمات  تح "  مقر 

. هذه  ثنائية السطوح بديلاتالت 

u

u

v

v



لى مس تقيم  بتناظر    يصورة مخطط وتر   آخر، والذي قد يكون  مخ  ما هي بالنس بة ا  طط أ
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هذا ليس صعبًا، باس تخدام الخوارزمية التي تم    ئيابدم ثم نحسب عدد المخططات التحليلية.  

 . سابقا وصفها 

 :هي  ةالنتيج

على  الصحيحة  المتتاليات  موسوعة 

 ,A007769, A054499 ,الخط

A279207, A279208. 

أ ضاف نيل سلون أآخر متتاليتين   

هذا   من  أ ولية  نسخة  على  بناءً 

.الكتاب

4  يتتب على ذلك أ نه بالنس بة ا لى nتحليلية ططات، تكون جميع المخ  . 

هي  فقط  ال مثلة الثلاثة الموجودة في الهامش    أ وتار،  5ذات    105من بين المخططات الـ  

 . ليست تحليليةالتي 

و    .     بواسطة ىخر ا لى ال   نرمزل .5 ال ول مأ لوف بالفعل، تحت الاسم المخطط

 ال ول ولكن يجب أ ن أ عتف أ نن لم أ جد الثنين ينم تخلم يكن من الصعب بالنس بة لي  

  .حاسوبالآخرين باليد ولكن باس تخدام 

فا ن عدم   ذلك،ومع    مخططًا غير تحليلي.    85  يوجدأ وتار،    6  ذاتمخططًا    902الـ  من بين  

من بين المخططات  ليس تحليليًا.    زئيةالج   اططاتهمخيرجع ا لى حقيقة أ ن أ حد    اتحليلية معظمه 

 . تحليلية   زئيةالج  ا: وهما غير تحليليين وجميع مخططاتهانأ ساس ي  فقط اثنان  يوجدأ وتار    6  ذات

.اللامنتهية  من عائلة المخططات ال ساس ية 6العضو  هوأ ن ال ول    والحظ  n     هو يقابل

12Z Z    زوجي   عددحيث كلk (12مقياس) 3 بـ  مرتبطk   (12)مقياس +

ال شارة ا لى الثاني بواسطة

ليست تحليلية. المثال ال ساسّ الوحيد    2108  أ وتار،  7ططا ذات  مخ  9749لـ  من بين ا

.7 غير التحليلي هو

. المخططات ال ساس ية غير التحليلية  وجد كل  حاسوبيأ ن  بين  سأ   ،قادمالفي الفصل 

المعل مة يةوتر الططات المخ

أ ن أ صف    عمومية،أ كثر    س ياقلختتام هذا الفصل ووضعه في    موجودة   عَمولة  بنيةأ ود 

المناسب   الس تارة. س يكون من  لمفهوم  أ ول  خلف  تعزيز طفيف  ية الوتر   المخططاتتقديم 

 ة. التحليلي

أ ثبتنا أ ن خوارزمي  ذا كان    تناعندما  كانت النقطة ال ساس ية هي    ،اتحليليطط  مخ تقرر ما ا 

دخال فرع جديد  مكانية ا   .ا 

التحليلية  غير  الوترية  المخططات 

. أ وتار  5ال ساس ية الثلاثة ذات 

التحليلي   يًنلوتراالمخططان    ين غير 

. أ وتار 6 ذواال ساس يان  

n 2 3 4 5 6 7 
 7641 817 102 18 5 2 المخططات التحليلية 

ب ا لى  تناظر مقر   2 5 17 76 499 4132 

C5

C6

.

تم  تس   .

https://oeis.org/A007769
https://oeis.org/A054499
https://oeis.org/A279207
https://oeis.org/A279208
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دراجها، كما  أ ن  ت ال كثر تعقيدًا يمكن أ يضًا  يًفرداتضح أ ن الم لنفتضشرح الآن.  سن يتم ا 

زالة   سم ا، قفي السابق، بحيث يكون لدينا سطحكان  كما    من منحن  مفرديًتا 

E  1  يات الملساء، ومجموعة من المنحن ،  ،n  تقطع E  نته عرضيًا في عدد م

ر ا حدى هذه  ا تن عدد الفروع الحقيقية.  هو   n ، حيث 1p ،  ،npمن النقط  

.1 النقط، على سبيل المثال p  آ   ا فردمر الآن منحنيا  ات ن ، احقيقي   افرع  1nذا    1  خرأ

.الـ   توي على محوريح فتض أ نه ل  نو  y  1 ذفنح  في  1 نسخة من  به  ستبدلن و

ويتم  Eسم  ا الق  ا لى 1بالنس بة ا لى   yالـ   محور فيها تحويليتم  طريقةب ، السطح 

.1 ا لى 1 النقطة المفردة لـ  ويلتح p   تحاد هذه النسخة ل  القيام بتفجير هابطيمكننا الآن

.،  ، 1و1 من n  1 النتيجة هي نقطة مفردة جديدة، مع 1n n+ :  افرع −

.1 بنسخة من تعويضهتم   أ حد فروع

النوع من العمليات على المخططات الوترية المرتبطة. ل  تأ ثير هذا  ا لى  نفحص  ذا نظرنً   ا 

 ا لى  12nل الكلمة ذات الطول  يحل   yالـ    ، نرى أ ن محور1المرتبط بـ  المخطط الوتري

)12الجديد المكون من    يطط الوتر المخ في   .يمينو  يسار  ،رك بتينم 1)n n+ ، احرف  −

طط القديم  واحد من ال حرف المتطابقة من المخزوج  مجالين هما يسار ويمين بتم استبدال  

يجب أ ن يكون    العملية،ومع ذلك، يجب أ ن نتوخى الحذر، في هذه   ا.حرف  2nذي  

1 مع الموجه حد  ا، تقاطعبالفعل  .يمينو  يسار تم عكس ترتيب ال حرف في قد

شارتينمن  يجب أ ن يكونً   دخال  ذلك،. علاوة على  تين مختلف   ا  بأ ربع    في  1يمكن ا 

 . غير موجه Eغير قابل للتوجيه و  طرق ل ن

، باس تخدام منحنيات ال خرى  يمكننا المضي قدمًا بنفس الطريقة مع فروع  بالطبع،

.، ،2  مفردة أ خرى n 

.تيكل هذه الملاحظات توحي بالتعريف الآ  

1  فةتلمخ   ةنقط  2nمجموعة من    معلم  هو  ي. مخطط وتر تعريف
1a ،  ،1

na  في اتحاد

لمربع   متقابلين  }ضلعين  1,1} [ 1,1]−  لكل  لاتجاه  ل   ا لى هوميوتشأكلات حافظة)  −

   (.ةضلع، مقرب

ذا ما قورنت    وا لحظ  جزء    عل مةلمخططات المل .  بالمخططات القياس يةالميزات ال ضافية ا 

 ا لى  1  من   iموسوم بعدد  الآن    هو  iaكل وتر    ذلك،أ يمن وجزء أ يسر. علاوة على  

n  1وجه منم هوو
ia− 1 ا لى

ia+. 

a1 a2 a3 a3 = يسار ,a1 a2 = يمين 

أ ن اليسار أ و اليمين قد يكونً والحظ

خاليين.

معادلة  )  في  ,  ) 0F x y يمكننا =  ،

)  استبدال ,  )x y−   أ و  ( , )x y−
)أ و   ,  )x xy   بـ( ,  ). x y    

)ل  يالتحو  ,  ) ( ,  )x y x xy  

يقو ض عمودي،    مس تقيميحافظ على كل  

0x المحور ا = ويعكس لمبدأ  ا لى   ،

.0بالنس بة ا لى   تجاهالا x  

هذ  اهذ مفاجأ ة:   تفجير  تطبيق  اليس 

التحو   هابط. هذا  على  يمربع  يحافظ  ل 

)من   عمودي  مس تقيمكل  على  الاتجاه  

)أ جل  0. x    

β2

β1

β

a1

a1

a2
a2

a3

a3
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أ شير بواسطة أ ن  الوتر تلك المخ ا لى مجموعة    اسمحوا لي  عل مة التي  الم   يةططات 

) نحن تحليليم التي تنشأ  من  تلك  تحليلية، أ ي    تكون ,  ) 0F x y والتي ل تحتوي   =

.الـ  على محور y  بالتوس يم.  تجاه ال وتار ول با تتعل قل  معلم   مخطط يةأ ن تحليل  والحظ 

 يًوتر   مخططا  wكن  يل  . على  عمولةال  بنيةمل أ ن يكون القارئ قد خمن  نأ    الآن،

ذا    اتحليلي  وتريً  1w  ،  ،nw ،  nليكن   وترا.  nمعل ما        ذاتمعل ما    اتحليلي  مخططا 

1k  ،  ،nk    ،ف  وترا )1على  w لـ عملا  نعر  , , )nw w   .رسمنبالطريقة الآتيةw

1الـ   س تخدمن مس تطيلات.    منش ئين،  wمن   iaكل وتر  ك  سم   ون  
ia−   1الـ  و

ia+    كجوانب

،  ، 1wدخلن    الآن، من هذه المس تطيلات الجديدة.  يناليم  عن  اليسار وجوانب عن  

nw    1، من  ل وتارتسمية ا  نعيدات.  يهوالتوج  ومسو ال مع احتام  س تطيلات  الم في هذه

1 ا لى 2 nk k k+ + تحليلي    يالنتيجة هي مخطط وتر   .باس تخدام التتيب المعجمي  +

دخال    عملية العملية تتوافق مع  ل ن هذه  علم  أآخرم . بقاً اس  ةالموصوفتحليلية  ال نحنيات  الم ا 

نلاحظ أ ن ل   ،لتماميةا  بالنس بة ا لىطبيعية.    عمولة  بالفعل بنيةَ   لـ   ، فا نومن ثمَ 

لل  عملال المتناظرةالطبيعي  تبدل وسوم،  زمر  ي ظه   التي  أ ن هذال وتار،  الواقع   هي  هر  في 

 عمولة متناظرة.

يةططات الوتر المخعدد  نحد  ل 

الرائع الحصول على بعض المعلومات الدقيقة عن   لمخططات  ل    na  عدد ال س يكون من 

nة  ولد   مسلسلة  ت صريحة لم   علاقةعلى سبيل المثال،  ا.  وتر   n  التحليلية ذات
na t   من

على حساب    الم أ كن قادر  الحظ،. لسوء naلـ   النمو ال سّ الدقيقشأ نها أ ن تعطي معدل 

وفر على ال قل حدًا تال ساس ية  التوطئة  ظهر أ ن  س ن   ،زءالج. في هذا  ☺  سلسلةت هذه الم 

. معقولً 

الداخلية )بما في ذلك الجذر(    هامن عقد  ز كلاه نج .  نتهيةم   ةر ذ  مجشجرة ثنائية مس توية    نعتبر

من خلال  .  مثلة في الهامش الم و   ينوتر   ذاتمة  لمخططات المعل  لال مثلة الس تة    بواحد من

دخال  عمليات   ، علم  م تحليلي    مخططج  م، ينت  يهوالد   مخططلمخططات ال شقاء في    رداديةت  ا 

 .المربع  ي  ضلعَ والتوجيهات و  وسومليلي، متناسين التح   مخططوبالتالي  

ال هو  يهوالتوج  وسومدور  ات 

ذات   المعلومات  ا عطاء  ببساطة 

أ ي مخطط معلم  قد الصلة   تم    حول 

دخاله في كل وتر، وبأ ي طريقة.   ا 

a1
+1

a1
-1

a2
+1

a2
-1

a3
+1

a3
-1

1

2

1

1

1

1

1

2

2

2

2

2
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نتاج جميع المخططات التحليلية ذاتأ   بهذه الوصفة. هذا صحيح بالنس بة   اوتر   n  دعي أ نه تم ا 

2n لىا   عندما ينسى   رانظهي غير مرتبطين(  أ و ينن )مرتبطيل ن كلا الشكلين مع وتر  =

الت الس تة.    عليمالمرء  ال مثلة  و وترا +1n ذا  ياتحليل   مخططا  wكنيل   الآن،في    قطب  لن ، 

aa  ،ab  نجد  لذلك، .ال ساس ية  توطئةال  ba، ab ab أ و 

 b aba  المخ قبل bنسمي  ،  aa  . في حالةططفي  يأ تي  الذي   a الحرف 

يمكننا من    ،وترا  nذا    wنتج مخططًا تحليليًا  وت    a  تنا بالتتيب الدوري. تحذف خوارزمي 

وتوجيهات بطريقة    وسومب  "كسى ي    "أ ن  يمكن    wأ جله تطبيق الاس تقراء. هذا يعن أ ن  

نتاجها بواسطة شجرة ثنائية، على النحو الوارد أ علاه.       من w مخططنا   الحصول علىتمييتم ا 

w    نا الس تة كافية لتحقيق  ت وتر واحد. من السهل التحقق من أ ن أ مثل بوترين  باستبدال

دخال    ضاعفةهذه الم نشاءعمولةفي ال  باس تخدام ا  ذات من شجرة ثنائية   w . ومن ثم يتم ا 

1n+ بنفس الوصفة ةورق . 

)بما في ذلك الجذر(   داخلية  ةعقد  −1nعلى   ةورق  nذات  تحتوي شجرة ثنائية مجذرة  

على العقد الداخلية. عدد ال شجار الثنائية المس توية    كنامم   وسما  −16nبحيث يكون هناك  

ي عطىورق  nذات   )  رقم  كتلانعدد    بواسطة ة  )1n التقدير   لذلك،.  − على  نحصل 

  تي.الآ التقريبي 

 مرة  −16nأ قل من   هو  اوتر   nلمخططات الوترية التحليلية ذات  ل    naعدد  ال.  مبرهنة

1nC  نكتلا عدد )رقم  − )1n −.  

أ ن  واتذكر 
1 log nC
n
 .  منتهييا لى اللا  nيؤول عندما   log4 ا لى يتقارب 

 لذلك

1limsup log log(24).na
n

 

بحيث تربط كل    ،وترا  n  ذامخططًا    ايمكن اعتباره احرف  nعلى    أ ن أ ي تبديلة  والحظ 

 للفصل مخططات    القابلة  تج التبديلانت  ت    الخصوص،المربع. على وجه    ضلعيأ وتاره نقطًا على  

أ  . هذا  عل مة م  تحليليةً  أ ننا قمنا بالفعل بحساب التبديلا na لنمو  دن يعطي حدًا   ت حيث 

  .للفصل القابلة

1liminf log log(3 2 2).na
n

 + 

 

 

 
 
 
 

1
2

1

1

1

1

22

2

2
2

2

i

π(i)
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62الـ السداس ية الصينية  ططاتتتكون المخ  أ و I Ching− ڨـينج يي  في ظهرت .فصلها من س تة أ شرطة أ فقية يمكن توصيلها أ و  =64

Yi Jing   بطريقة    ترتيبها تم    ال صل،في  .رافة بشكل شائع ك داة للع    ت س تخدمهي اعام و  2500المكتوب منذ أ كثر من      −التغييرات    أ ي كتاب

.في دائرة وفي مربع   الصورة، كما هو موضح في    ڨـشاو يون  ارتبهمنذ أ لف عام،    .ها ن، ولا يزال العلماء يحاولون فك  ېغامضة، تنُسب عادةً ا لى الملك و

الثنائية وكتب أ حد العروض   نشور الذي شرحه من حيث ال لايبنيزا لى شكل  نسخة من هذا الت  ې ڥجواش يم بواليسوعي أ رسل ،1701في عام 

الـ  )هذه(    اهذسأ ناقش    .الغربية. وهذا مثال مثير للاهتمام للتفاعل بين الفلسفة الشرقية والعلو  2  ال ساسالمنهجية ال ولى في علم الحساب في  

.ال خير من هذا الفصل  لجزء قليلًا في اأ كثر  (الييجينڤات)ڨجينـ  يي

م

https://en.wikipedia.org/wiki/I_Ching
https://en.wikipedia.org/wiki/I_Ching


 

 
 
 
 
 
 

 

 المخططات الوترية التحليلية : 

  البيانًت المتشابكة

 
 
 

 

آت. كريس توفر لويد س يمون   ةالعشوائي  نزهاتأ حد الجوانب الممتعة لل  هي أ نها مليئة بالمفاجأ

العليا  دارس المدرسة  ووافق    (معل مين)لل  جامعي في  ليون  قراءة بصدر رحب  في  على 

كانت له فكرة   السابق،دة ال ولى لهذا الكتاب. بينما كان يقرأ  نسخة أ ولية من الفصل  المسو  

س بق  المتشابكة المرتبطة بها. لقد    تا لى البيانً  يةططات الوتر المخ ل المناقشة من  رائعة لنق  

اوس المرتبطة بالمنحنيات العامة  ڤهذا المفهوم بالفعل في دراستنا لكلمات    لنا أ ن صادفتا

ال وتار، والحواف المر   تصل  مجموعة  بيان من  ت ال وتار  يأ تي كل  ل  المتقاطعة(.  )أ ي  بطة 

المتداخلة القادمة    ت أ ن البيانًتبين    ذلك،. ومع  مخططاتبيان من عدة    طط وقد يأ تيمخ

التحليل.    المخططاتمن   سهلة  فوقالتحليلية  فوق    وضع  )أ والكعكة    التثليج  الكرزة 

أ ن  كمن  يالكعكة(   أ ربعين عامًا في س ياق مختلف تمامًا    هذه البيانياتفي  تم تقديمها منذ 

المنظور   هذا  بفضل  جيدًا.  مفهومة  الكاملة    الجديد،وهي  القائمة  على  نحصل  سوف 

  .ةال ساس ي  ةغير التحليلي يةمخططات الوتر ل ل

  

 للفصل   القابلة تالعودة ا لى التبديلا

الحدود    كثيرة    لتبادلت  ل الموقف ال بسط    زيًرةبسرعة  نعيد  ل   هيا بنا  ،أ تييمن أ جل تحفيز ما  

 .للفصل( الذي درس ناه في الفصول ال ولى  القابلة تالتبديلا يعن )

 

 
 

 .كريس توفر لويد س يمون 

 

 

 

 

 

 

 

ن مجموعة رؤوس بيان  ،ياوتر  امخطط  لنعتبر.  ي في المس تو   ةسالمغمو  المتشابك هي ببساطة   ها 
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,1}.  في  تبديلة  لتكن , }n   بديلةبيان الت  ( )G  المرتبط بـ  1}  له, , }n 

ذا عكس  jو i ربطتكرؤوس، وحافة   ).  ترتيب   ت ا  ,  )i j   البيان أ يضا  هذا هو 

 . على كل جانب  احرف nالمرتبط، مع   المعلم   يمخطط الوتر ل ل تشابك الم 

ذا كان أ نه ا  على ال قل  فا ن لعددين صحيحين متتابعين  الحدود،    كثير  تبادل  نحن نعلم 

فا ن  بعتينمتتا   تينصور وبالتالي  أ حدهما .  مع  يتقاطع  وتر  أ ي  أ ن  خاصية  المقابلة  لل وتار 

   .يتقاطع مع الآخر

)البيان   بتعبير )G  َى رأ سانسم  ي  تي.  الآ   ، يقتح هذا التعريف x وy أ مينتو   في بيان 

ذا كان لهما خاطئين  أ و    أ مين صحيحينتو   يانسم  ي   y).أ و x عنينتلف مخ ) نفس الجيران  ا 

) لذلك فا ن البيان  )G    الحدود  كثير    تبادل  من  الذي يأ تي    يحتوي على توأ مين على

متتا صحيحين  عددين  مع  يتوافقان  1iو  i بعينال قل،  يكون بحيث    +

. ( 1) ( ) 1i i + =      يرقى ا لى دمج العنصرينالبيان  دمج التوائم في i و. 1i+
بديلة ة الحدود بحقيقة أ ن تكرار ا جراء الدمج هذا يؤدي في الناية ا لى الت كثير تتميز التبادلت  

. بـ التافهة 1n = 

ذا  مقابل  بيان  اسم  منته. ي طلق على بيان  تعريف لى بيان تافه    ا  ذيكان من الممكن اختزاله ا 

ذا كان بيان    كثيرَ   تبادل  تكون تبديلة .  قضية ذا وفقط ا   بها بيانً   رتبطالم  لتبديلةاالحدود ا 

 . مقابلا 

تبديلة وبيانها 

  
 

 

 

)مت  صحيحان  توأ ما  أ و    شابهان توأ مان 

 .( البيضة الواحدة 

يأ تي من حقيقة  "بيان مقابل"  المصطلح

مقابل  أ ن   بيان  أ يضا متممة  بيان   هي 

ما نفس له  Gتممتهوم  G بيانة   .مقابل

 فيين  متجاوريكون رأ سان  الرؤوس و 

G   ذا لم ذا وفقط ا  يكونً متجاورين  ا 

.Gفي  

1
2
3
4

1 2

3 4

 . تابععن طريق دمج التوائم على الت واحد رأ س 

 

الت   نالقد شرح  بيان  لماذا  العكس  بيان مقابلالحدود هو    ثيرر ك   لتبادل    بديلةللتو  . لا ثبات 

ذا كان بيانت  كفيي )أ نه ا  )G  تينصور او  ذ  ان بعمتتا انصحيح ناعدد، فهناك بيان مقابل  

ذا كان  n.هو عن طريق الاس تقراء على  الا ثبات.  بعتينمتتا  )i،j  ا  )j i    توأ مين

}صورة المجال    فا ن   التوالي( خاطئين )صحيحين على   , 1, ,  }i i j+     بواسطة  هي

{ ( ), ( 1), , ( )}i i j  +{ ( ), ( 1), , ( )})p j p j p i+التوالي(.   على 

ذا كان  2iا  j+ فا ن الصورة ، ({ , , 1})i j أ يضًا   − ونطبق فرضية    مجالهي 

}لىع  اقتصارالاس تقراء على   , , 1}i j ين  بع صحيحين متتا   ينعددبحيث يجد المرء   −

                                                                                  .بعتين متتا  تينصورب

                                                                      

ج عنه بيان  ما ينت  رأ س واحد،  . يمكن دمج توأ مين في بيان في  حسب وجود حافة تربطهما

   .برأ س واحد أ قلأ صغر 

أ ن اثنين من    والاحظ  زائقان.التوائم ال

أ ن  ان.زائف  أ مانتو هما  لة  عزن الم   رؤوسال

المصطلح   عن  مسؤولًا  ي  الذلست 

  ت وأَميوأ كثر ملءمة من  تقليدي    وه

كما  . (ينال خويالتوأ مين  )أ و    ضتينالبي 

الفرنس ية الكلمة  ا لى  أ قرب       أ نه 
faux jumeaux ".  " 
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161 A. Brandstädt, V. B. Le,
and J. P. Spinrad.  Graph 
classes: a survey.  SIAM 
Monographs on Discrete 
Mathematics and Applica- 
tions. Society for Industrial 
and Applied Mathematics 
(SIAM), Philadelphia, PA, 
1999. 

. بيان مقابل

4P

. رأ س متدل     

  

  

D-)الـ  تحت مختلف الأسماء  1970نوات  في الس  البيانات المقابلةتم تقديم     ،بيانات

للمراجع(. ليس من الصعب    161  وا: انظر شفعية  -2بيانات الـ  الوراثية و   س ي  ٻ دوبيانات

 . الابتدائية( للقارئ)  وأأترك البراهين ،خصائصهاوصفها. اسمحوا لي أأن أأدرج بعض 

البيانا  ،أأتييفيما   ي  من ،  نتهيةم   تجميع  متعددة.  حواف  ولا  حلقات  بيان    عرّفدون 

لتعريف، طول  ل   وفقا. المسافة بين رأأسين هي،  رؤوسعلى مجموعة ال  متريا  فضاء   مترابط

 . أأقصر طريق يربط بينهما

ذا كانت أأي حافة  مُحدَث  Gنبيا  منHجزئيا ن بياناا   تيقول منظرو البيانا   فيا 

G  فيتربط رأأسينHفيهي أأيضًا حافة.H 

 . متكافئةمنته G  نلبيا تية. الخصائص ال  مبرهنة

1.G .بيان مقابل 

2 .G  الحدود كثير  لتبادل   تبديلةهو بيان. 

 . على الأكثر 2 متصلان بمسار طولهGمن ركبة المترابطةأأي رأأسين في نفس الم. 3

 . بأأربعة رؤوس كما في الهامش4Pثدم  جزئيلا يوجد بيان .4

من  أأن    والاحظ    تين المحظورڥيتشٻ س  كونت بتبديلت    ينالمرتبط  التبديلة  بيانَ  كلا 

يزومتشأكلا (2 ,4 ,1 ,3)و  (3 ,1 ,4 ,2)  P.4مع نا 

 تقويضالقابلة لل  تالبيانا

حتى يتم تجريد الشجرة من    من جديدنزع أأوراقها والقيام بذلك   يمكنكم  شجرة،بدءًا من 

ذا كان مجاورًا ل  متدلّ  )رأأس(  بيان    في  ان رأأسا  تمامًا. نقول    أأوراقها . يمكن  رأأس وحيدا 

ضافات متتا  نشاء أأي شجرة ب   فقط.  من شجرة برأأس واحد ءابد متدلية،رؤوس ل بعةا 

ذا أأمكن    تقويضلل   قابلا  منتهبيان    يكون.  تعريف لى بيان    اختصارها  من  واحد  رأأس  با 

التوائم. ودمج  رأأس متدلّ حذف  :خلال تطبيق نوعين من العمليات الأولية
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ذا كنتم ام  ئينبنا  ا   بالبيان   ؤواابدنفس الشيء بطريقة أ خرى.    عن  التعبير  ، يمكنكمينأ كثر من هد 

ضافة رأ س   وارأ س واحد وطبق ب تافهال  نشاء زوج من التوائم.   متدل  نوعين من العمليات: ا  أ و ا 

حديثاً ببقية البيان   ينالمولود  ينوربط التوأ م  رأ س  مضاعفةتتكون العملية الثانية ببساطة من  

ذا كنتم واكما كان الرأ س ال صلي. ثم قرر  . و توأ ما زائفاأ   اصحيح   امأ  تو  ونتريد ما ا 

 . ةتيالنقطة ال ساس ية هي الآ 

ذا كان بيان ي. يكون مخطط وتر قضية ذا وفقط ا  تقويض. المتشابك قابلًا لل   هتحليليًا ا 

 .  الوارد في الفصل السابقمخططات التحليلية لل  وارزميع ذلك من الوصف الخيتبَ 

 كفاتحة للشهية.  أ ولية،قبل ال ثبات، اسمحوا لي أ ن أ بدي ملاحظة 

A نا  قول نعلى دائرة.  2nالـ  أ حرفه  مجموعة من  جزئيةمجموعة  A لتكنو  بيانً w  يكنل 
ذا كان  w مس تقر تحت  ا لى منتميا طرفه الآخر كوني A  ا لىما  وتر أ حد طرفي ما انتمى كل  ا 

A .أآخر بتعبير  A جزئي  يوتر   مخططهيAw من  .w 

أ ن  ن  مجالفتض  و w  تحت   امس تقر   A  هناك  أ ن  متممته Bلتكن،  الواضح  من  البيان. 

) المتشابك )G w لـ w   ين لبيانل هو الاتحاد المنفصل( )AG w و( )BG w لـ Aw و 

. Bw  ويتتب على ذلك أ ن( )G w  ذا كان  تقويضقابل لل ذا وفقط ا  )ا  )AG w و( )BG w 

ذا كان تنا. توضح خوارزمي تقويضلل  ينابل ق  w.يكون كذلك ف ينتحليلي Bwو  Aw أ نه ا 

ذا كان ،في المقابل .و Aw ين الجزئيين المخطط لك بالنس بة ا لىذفالحال ك ، اتحليلي w ا  Bw 

 القضية. نثبت  هيا بنا الآن

تحليلي  ن  بمخطط  من  w.بدأ   وتران  كان  ذا  أ و  ينمتوازي wا  فا ن    متوازيين   أ سين الر ضد 

في البيان  متدليا امذراة رأ س  عطيت تدمجهما. في البيان المتشابك توأ مان وخوارزميتنا  ينالمرتبط

فوالخوارزمية تحذف الوتر القصير وتحافظ على المقبض. ي  ي  والذ  ،عزلنم   ارأ س  منعزلوتر    عر 

أ ن  ت زالته بواسطة الخوارزمية. ويتتب على ذلك  ا  ببيان تحليلي  تم  البيان المتشابك المرتبط 

 تقويض. قابل لل 

)  شابكالمت   هيكون بيان w أ ن كل مخطط  بين  لعكس، ن ا لى ابالنس بة   )G w   تقويضقابلًا لل

 .المتوازية  دأ و زوج من ال وتار المتوازية أ و ض مذراة،أ و  ،عزلمن يحتوي على وتر 

A B
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.في الكلمة الدورية aa ينمتطابقمتتابعين    ينطط مع حرف مخفي    عزلمنيتوافق وتر  

.من الشكل جزئيةمذراة مع كلمة توافق ت  aba  

abعلى التوالي( مع  ضد المتوازية  من ال وتار المتوازية ) زوج  يتوافق   ba   على(

).التوالي   ab ab  

بالتناقض.   ثباتنا  ا  محتملاً   wليكن س يكون  مضادًا  من   مثالً  عدد  بأ قل  السابق  للتأ كيد 

ن ) ال وتار. لذا فا  )G w  ول يحتوي   تقويضقابل لل w   ول يوجد زوج    ،عزلمن على وتر

 .  وجد مذراةتمن ال وتار المتوازية أ و ضد المتوازية، ول 

) بالطبع )G w  جزئيةكلمة   على يحتويفهو  ،صغريةال   نظرا ا لى ،بحيث   تقويضقابل لل 

aaأ و aba أ و ab ba أ و. ab ab   

توي أ يضًا على نسختين  يح ي  الذ  wمن  وليس  wمن  جزئيةالمشكلة هي أ ن هذه كلمات  

لى الكلمات الجي ي يمكن أ ن الذ  من الحرف  . أ علاه زئيةتسلل ا 

ما  هو   w تحت   مس تقر  مجالأ ي    فا ن   نظرا ا لى ال صغرية،أ نه    والحظ  ما    خالا  كل وا 

 :يهيابد. شيء

 ،زئيةتسلل في الكلمة الجت يمكن أ ن  حرفمن ال   2أ و  1 ،0 −

زوج    مع  أ و  مذراة، مع  أ و  ،نعزلالم يمكن أ ن تتوافق مع الوتر     wمن   زئيةالكلمة الج −

ال ثباتهذ   ا ليس ممتع  حالة  بعد حالة    ا 

كنتم   يمكنكم  .خاصبشكل   ذا  ا    تخطيه 

ذا قمتم  ونترغب    بذلك،  في ذلك، ولكن ا 

عليكم تت أ    فيجب  أ نً  معي،    واعاطفن 

سرد جميع الحالت  أ  أ ن    الذي كان علي  

 ال خرى. واحدة تلو 

 للدللة على وجود  مز أ س تعمل الر 

 ض". ق" تنا

 ، المتوازية دمن الأوتار المتوازية أأو ض

. ، فيزائفاأأو  ا، صحيح توأأماأأو  ايأأو متدل   منعزلً  كونييمكن أأن  − ( )G w  

3ذا  هنتِج  ي   4 4   يمكن دراسة العديد من الحالًت في   الحظ،للفحص! لحسن    حالة

 . وقت واحد

 
 

ذا لم يتسلل حرف  /1 لى الكلمات الج  ا  وتر ل ليكون  وجد مشكلة:  ت أأعله، فل    زئيةا 

في   الخاصيةنفس     wضد المتوازية في  أأو    ةوازيتالم   الأوتارأأو زوج    ذراة،المأأو    نعزللم ا

w  . 

ذا  /  2 )في  منعزلً    كانا  )G w  أأن لً وتر   ل. لذلك يحل  يقطع    ، فهذا يعني 

لى مجالينالدائرة   . خاليين  كوناييجب أأن  لذينال  ا 

ذا  /  3 لى      تسلل حرفانا  أأن    الداخل،ا  كحرفين متتابعين فل يمكن  ذلك    يظهرا  لأن 

 .w  في  منعزلًعلى أأن يكون    الوتربِ من شأأنه أأن يج  

م  )ن كاا  لم )G w رأأس  ثمَةف   ،تقويضلل   قابل    ما أأو جزء من    ،متدلم أأو    ،نعزلم وهو ا 

  w. من  بحذف  يهتم الحصول عل   البيان الذي  wليكن زوج من التوائم. 
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  أ ن ننظر ا لى دائمافي هذه الحالة، علينا  لذلك،

a b a   أ وa b b a  أ وa b a b . 

)مذراة  على التوالي  نتج هذا  ي   , )bال وتار المتوازيةمن    ا، زوج  ( , )b  ،  ال وتار أ و

)  ضد المتوازية , )b في w  . 

دخال  /  4 a  س تلزمي   عزلفي وتر من واحد  ا  a الذي ينتج مذراة فيw  ض بمقب

 . 

أ ن    الآن،تى  ح نس تخدم حقيقة  اس تخدام    متدل     لم  توأ م. سيتم  في الحالت    اهذ أ و 

 من   ةتوازيلم افي مذراة أ و زوج من ال وتار المتوازية أ و ضد    دة يوح   المتبقية، عندما يدخل 
 .w 

ذا كان ذا كان ل  .الذي يتقاطع مع  w الوتر الوحيد في  ، فليكنيامتدل    ا    ـ  ا 

تو  فلن ائمأ شقاء  الوتران   ا لى  بـ    شر،  في الدائرة،    مجالت  ةأ ربع  و  أ حدهم. يحدد 

ذا كانو ،  و  باس تثناء   ، فا ن اتحاد قطاعين على يامتدل    التي سأ سميها قطاعات. ا 

ذا كان  نفس الجانب من   ين قابل ت م  ينفا ن اتحاد قطاع ،ينتوأ م و يكون مس تقرًا. ا 

 ا. يكون مس تقرً 

واحدًا  ن /5 حرفاً  أ ن  الآن  ab أ و aba يدخل  فتض  ba أ و 

 ab abالحرفين أ حد  ذن . يساوي bو a وأ ن  الحرفان ا   ،  و 

 خال. هذا يعن أ ن أ حد القطاعات  w. ن فيبعامتتا 

مجال ،  على نفس الجانب من   الآخر،هذا يعن أ ن القطاع    ،لتدلي  ا في حالة  /  5-1

ذن،.  خال، وبالتالي أ يضًا مس تقر  .  بمقبض wمذراة في   ا 

ذن،.  خالمس تقر، وبالتالي    مجالهذا يعن أ ن القطاع المقابل    ،توأ مال في حالة  /  5-2   ا 

، في  المتوازية  زوج من ال وتار المتوازية أ و ضدw . 

أ ن حرفاً واحدًا  ن  أ خيًرا،/  6 ab أ و aba يدخل  فتض  ba أ و 

ab ab الحرفل أ ن و  a  ول الحرف  b  يساوي.  

)فتض أ ن  / ن 6-1 , )a b   في  د متوازيينأ و ض  نمتوازيً  انوتر .w   دخال يؤدي ا 

  في د  واح ab نتاج a ا لى ا  b ba أ و . a b ab  ينمن الحرف 

التكرارين    ab)أ و )  ba  بعينالمتتا أ ن هذين  الوتر يأ تي  من   .على نفس الجانب من 

a  بعينالمتتا   ينالحرف b    في  wيتبع لـ  هذين    أ ن  ،  الآخرين   على   bو  aالتكرارين 

  a ،.bالوترين مع واحد فقط من    يتقاطع الوتر ومن ثمَ  . من  ينمختلف  جانبين

ذا كان  /6-1-1  .  أ ن يساوي bأ و  aعلى، فهذا يفرض يامتدل   ا 

  

  
 

α

α

β β

α

αβ

β

. ي  أ
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ذا /6-1-2  .   فهذا غير ممكن ،ينتوأ م  ،كان  ا 

ن 6-2  أ ن  /  )فتض  , )a b    في دخال    w.مذراة   ينتج aba في  حرف ا 

 a baأ و ab a   الوتر تقاطع ي يجب أ ن بحيث  وتر المع.a  

ذا كان/ 6-2-1 aض ، فهذا يفر يامتدل   ا  =  . 

ذا كان /  6-2-2 )ا  , )   ةبعر ال حرف المتتاظه ت    ،ينتوأ م a ba   أ ن الحرفينa 
جانب   يقعان قطاعمن   ينمتقابل   ينفي  في  وبالتالي  أ نينمتقابل   ين،  ذلك  على  ويتتب   . 

 b =  .   

                                                                 ! ف  أ  هذا ينيي البرهان. و 

 تقويض. القابلة لل  تأ ن نفهم طبيعة البيانً الآن،علينا 

 

 ةسافالم  وراثيقابل للتقويض، 

بدوافع  و   مختلفة، بأ سماء  عاماأ ربعين  منذ  من قبل عدة مؤلفين    تقويضالقابلة لل   تالبيانً  عريفتم ت

 

فع 162ركا و ڥهو  . 1977في عام  ةلمسافا وراثية  تبيانًال  ر 

ليست كذلك.    5ل يقل عن    هادورة طول أ ي  سافة و الم وراثية  شجرة  أ ي  المثال،  لى سبيل  ع

طوله أ كبر من   ،بواسطة مسار داخل الدورة  معر فث  دمح  جزئيبيان  ك  Hيكفي اختيار

  .نصف طول الدورة )باللون ال زرق في الصورة(

حقيقي موجب.   عددكون أ ي يي يمكن أ ن لكل حافة، والذ  مار طول ا تن و  نتهيابيانً م   نعتبر

ف بين رأ سين ك صغر طول لمسار يربط بينما.    مسار كمجموع أ طوال حوافه والمسافةَ   طولَ   نغر 

 . عن بيان متي عندئذتحدث ن 

ال شجار المتية( الناش ئة بهذه الطريقة من  عادةً  المتية )تسمى    فضاءاتلل   ييزنحن نبحث عن تم 

)  يكن. ل ة جابال    ال شجار. ها هي , )E d  1ر أ ربع نقط  ا تن .  نتهيام   متيً  فضاءx ،2x،3x  ،

4x في E  سب مجاميع أ طوال أ زواج ال قطار الثلاثةنح و:  

1 2 3 4 1 3 2 4 1 4 2 3( , ) ( , ) ;  ( , ) ( , ) ;  ( , ) ( , ).d x x d x x d x x d x x d x x d x x+ + + 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
162 E. Howorka. A characteri- 
zation of distance-hereditary 
graphs. Quart. J. Math. Oxford 
Ser. (2), 28(112):417–420, 
1977. 
 

 

  5 أ كبر من أ و يساويدورة طولها 

 المسافة.  ليست وراثية

 
 
 
 
 
 

ذإ كان من أ جل    إلمسافة ورإثيي  G منته    بيان    يسمى.  تعريف مترإبط محدث   جزئ كل بيان  إ 

H  فيG،  ين من  سأ  إلمسافة بين ر   تكونH   في H   أ سين ر هذين إلتساوي إلمسافة بين 

  G. في

 
 
 
 
 

 ا. قريبة جدًا من كونها أ شجارً  تسنرى أ ن هذه البيانا.جدًامختلفة 
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163 P. Buneman. A note on the 
metric properties of trees. J. 
Combinatorial Theory Ser. B, 
17:48–50, 1974. 
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164 F. Harary. A characteriza- 
tion of block-graphs. Canad. 
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x1

x2

x3

x4

x

z

y

  :الثلاثة  عداد( هذه ال  ب  أ ك   ،وسط أ  )على التوال    أ صغر    m،(lعلى التوال )  sليكن  

.l m s   ّمن شجرة مترية    جزئيةمجموعة    مع  اقايسمت يكون    منتهيا  متريا  فضاءأ ن    تبي

كان ذا  ا  وفقط  ذا  m ا  l=   أ جل ثباته   باعيةر كل  من  ا  الصعب  من  ليس  هذا  نقط. 

كتم يس تطيعM25  رينوأ تركه  الكسول    .  يالقارئ  علىأ ن  الورقة   ال ثبات  طّلع  هذه  في 

 . 163القصيرة 

نّ يجب ان نكون حذرين.     قايسا كون متي، يمكن أ ن  1  لحوافّ طول جميع افيه  يكون    بيانا  ا 

أ ن    جزئية مجموعة    مع دون  مترية  شجرة  انظر يمن  في حد ذاته شجرة.  لى المثال    واكون  ا 

 . الموجود في الهامش

نظرية   البيانا  ،تالبيانافي  هذه  نشائها.  ة يل ت  لك  ا  تالبيانا  ،تتسمى  ا  أ جل  بدأ  ن   ،من 

ص  ا به ستبدلن ذف بعض رؤوسها و نح بشجرة، حيث كل أ زواج    منتهية  ت، أ ي بياناباع 

 تمييز ثبت أ ن هذا هو بالفعل  ي  أ ن  القارئ    على  الرؤوس متجاورة، كما في الشكل. أ قترح

   .( 164 واوفي حالة الطوارئ انظر   M15)  ك ت ليةال  تلبيانال 

  

  

 

  

 

  

 

 

 

طوّ 1980الس نوات  في   لل   ڥروموڤ ر  ،  هندس ية  الزائد نظرية  لها    ةيفضاءات  كان  التي 

. نا( ت الهندس ية )لل سف ليست جزءًا من نزه و   التوافيقية  مرلزّ تأ ثير قوي جدًا على نظرية ا

)متري  يسمى فضاء.  تيالتعريف هو ال   , )E d  ذا    يازائد جدا  0و  بحيث يكون ، 

أ ج مذكور    ةرباعيكل    لمن  هو  كما  أ ي"  lو   m  أ علاه،نقط  تقريبًا"،  متساويي 

. l m  كبير    من أ جل)   يزائد فضاء    وه  نتهمتري م   فضاء أ ن أ ي    والحظ−

   .واسعة النطاقلهندسة ابما فيه الكفاية( بحيث يكون هذا المفهوم مناس بًا فقط في 

لهذه   المكافئة  الصيغ  من  العديد  )لل  وال كثر  الخاصية،هناك  المترية    فضاءاتش يوعاً 

هيزية ٻود ٻال  ال   (  المثلثات  جميع  نقط   نعتب  ضئيلة.  زيةٻودٻأ ن   x  ،y  ،zثلاث 

]  تزياٻودٻ ج ر ثلاث  ا تن و  , ]x y  ،[ , ]x z  ،[ , ]y z  تربط بينها. يجب أ ن تكون

في نقطة  ]  كل  , ]x y  مسافة الاتحاد   ،بانتظامدة  و محد  ،ماعلى    من 

[ , ] [ , ]x z y z اختيار عن  النظر   (.الصورة  وا انظر ) x ،y  ،zبغض 

تراصة  م  ةريماني  لمنوعة  ةالكوني  تغطيةال   المثال،هذا المفهوم قوي بشكل ملحوظ. على سبيل  

.ية زائد لب هياس ذات انحناء

متري يك فضاء  )ون  ),E d  دٻزيا  و ٻج

ذا نقطية    تحقق  ا  ثنائية  كل  أ جل  من 

( ,  )x y  متقايس و وج تغطيس  د 

: [0, ( , )]i d x y E→ 
 كون ي بحيث 

(0)i x=  و. ( ( , ))i d x y y=
 

∩

http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0095895674900471
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0095895674900471
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X09003771
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X09003771
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لمزيد من    .المتية بشكل جيد من خلال ال شجار، بطريقة كمية  فضاءاتيتم تقريب هذه ال 

ن  النظرية،المعلومات حول هذه    .165القارئ على قراءة  شجعن  نافا 

  

1شجر� إذا كان من ٔ��ل كل 4- قائمة من الرؤوس  G  ،x2  ،x منته   بيانة ي دعى   .تعريف

3x ،4x ويين: سات م  تيةالثلاثة الآ  عداداثنان من ال   يكون

1 2 3 4 1 3 2 4 1 4 2 3( , ) ( , );  ( , ) ( , );  ( , ) ( , ).d x x d x x d x x d x x d x x d x x+ + +

متكافئة.  هي في النايةكل هذه التعريفات  ه يتضح أ نربما خم ن القارئ أ ن

 .متكافئة تيةالخصائص الآ  نتهيا.م  بيانً G ليكن .مبرهنة

1 /G  تحليلي،   يهو بيان متشابك لمخطط وتر 

2/ G  تقويضلل قابل، 

3/ G سافة،الم  وراثي 

4/ G   يشجر، 

5/  G   حجر أ و    جوهرة،أ و    منزل،أ و    ال قل،ل يحتوي على دورة طولها خمسة على

 . ثدمح جزئيبيان ك  دومينو،

.أ دنًه الدومينوحجر و تم تصوير المنزل والجوهرة 

165 É. Ghys and P. de la
Harpe, editors.  Sur les 
groupes hyperboliques d’après 
Mikhael Gromov, volume 83 
of Progress in Mathematics. 
Birkhäuser Boston, Inc., 
Boston, MA, 1990. 

166 H.-J. Bandelt and H. M.
Mulder.  Distance-hereditary 
graphs. J. Combin. Theory Ser. 
B, 41(2):182–208, 1986. 

لكنا ليست   يةهي شجر  4دورة طولها 

  شجرة.

زائديً يكون    يً بينوا أ ن بيانً شجر   تمرين: 

.2بمعنى ڤروموڥ مع   =   

وراثية   تلبيانال مترية بحتة    ييزاتتقترح ت   166ورقة  ومولدرلت  ٻدباننشر  ،1986في عام  

 .  الزائدية ڥ روموڤ شروطمن  قريبة، ةلمسافا

 .

 .

 .

 .

 .

http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0095895686900432
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0095895686900432
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باس تثناء البند ال ول( مثبتة في ال وراق  بالطبع  السابقة )  برهنةفي الم  تكافؤات الواردةجميع ال 

   .سأ قتح قريبًا بعض البراهين ال ولية ذلك،المذكورة أ علاه. ومع 

ية مخططات الوتر لالوقت لجن ثمار عملنا والحصول على وصف بس يط للغاية لالآن  حان  

 ة.  التحليلي

هي المنزل والجوهرة             ،       ،     شابكة لـ  المت   تمن أ ن البيانً   ؤواتتفاجل ينبغي أ ن  

 . والدومينو 

هي    تها المتشابكةهي المخططات الوترية الوحيدة التي بيانً        ،         ،       أ ن    بينواتمرين:  

 الجوهرة. المنزل، الدومينو و 

وصفنا   أ ن  س بق  الطريقة  التحليلي  يوتر ال طط  المخبنفس   بواسطةف  عر  الم  nغير 

(5 ) 2n n Z Z  ،2ربط وتري  حيث يوجدk  2و 3k 1kمن أ جل)  + = ،،

.(k n=  المتشابك دورة طولها  هبيان .n 

n. المتشابك دورة طولها  هالوحيد الذي بيان يطط الوتر المخهو  n أ ن ثبتواتمرين: أ  

ف بيانً جزئيا يًوتر اأ ن مخطط  واخيًرا، لحظأ   حدَثا   جزئيا يعر   لذلك، في البيان المتشابك. م 

باللون    تيةالآ   هنةبر الم  كتب . أ  ةالتحليلي  يةمخططات الوتر ل رض  للغاية ل نحصل على وصف م  

 . نات لضوء على نزه اط ال زرق ل نها تسل  

ذا  ي. يكون مخطط وتر مبرهنة ذا وفقط ا  ،      ،علىي يحتو  كان لتحليليًا ا 

5) وأ   ) nn  جزئي يكمخطط وتر. 

.المنزل

.الجوهرة

 

.الدومينو

للفصل،قابلة  التبديلات  ال الحدود على أ نها    كثيرة    للتبادلت    تمييزنًالتشابه الكامل مع    والحظ 

ل  التي  التبديلات  تلك  بالضبط  هي  بدورها  والتي 

 (2 ,4 ,1 ,3).و (3 ,1 ,4 ,2)
n  وبيانه المتشابك: الـ- n 

. دورة

Cn

على   تحتوي    ڥيتش ٻ تس  كون   مثالَي   



( ثد

267   المخططات الوترية التحليلية   
 
 

بعض البراهين  

 

 مح  جزئي بيان هو      ل )    سافةالم  وراثية

                   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
≥5

≥5

0

n-3

n-2

n-1

1

xn-1

xn-2

xn-3

x1 y1

yn-3

xn=yn-2

x0=y0

c1 c2

0

n-3

n-2

n-1

1

xn-1

xn-2

xn-3

x1 y1

yn-3

yn-2

xn=yn-1

x0=y0

 

 

ر و قن G. البيان  من   ثاد  حم    جزئيا   بيانا H ليكن بوصل  على  H من  qو p ينسأ  م 

0 بواسطة مسار H في n مسافة 1( ,  , ,  )nc x x x= (0 معp x= و( nq x= 

ذا كانيمتجاور jxو ix رأ سانيكون   H. في ذا وفقط ا  ل نه بخلاف   ،بعينمتتا   jو  i  ن ا 

آخر،ذلك س يكون هناك اختصار. بمعنى   ويترتب على ذلك   G. فيمدثا   c المسار  كوني  أ

نهاية أ ي   ت ، يجب أ ن نثبت أ ن المسافة بين نقط سافةالم أ ن البيان وراثي    تبيانأ نه من أ جل  

 .  تساوي طول المسار G ث فيدمسار م

1ا مدثا  ر مسار ات ن  G. في  ثدم  أ نه لا  نفترض 0 1( ,  , ,  )nc x x x=   

  n. هي بالضبط nxو 0x بين G، أ ن المسافة فيn، من خلال الاس تقراء على ونبيّن 

2 بأ قصر مسار nx بـ 0x م بوصلو قن 0 1( ,  , ,  )lc y y y=  فيG (0 مع 0y x= 

).و l ny x=   ،نّ بالطبع )0و  هو أ يضا مدث  2c  ا  ,  )id y y j=    من أ جل. 0l i   

)0  ،س تقراءبالا ,  )id x x i=    من أ جل. 1 0n i−      ويترتب على ذلك أ ن l يساوي   

2n− 1أ وn− أ و.n  2   وليين غير ممكنتين. لنفترض أ نأ ن الحالتين الأ   بيننl n= − 

.أ و 1l n= المسارين  − أ ن  نفترض  أ ن  يمكننا  الاس تقراء،  خلال  يتقاطعان  2cو  1c  من 

لمسار   فيفقط   كنقطة بداية  أ خرى  تقاطع  أ ي نقطة    أ قصر  يننقطت النهاية: يمكن اس تخدام 

1c 2و.c  

المس تو ن في  صورة  رأ س  يرسم  ارتفاع  يكون  من 2cأ و 1c في بحيث  المسافة  .0 هو  x 

2l انالحالت  n= 1l و − n= رؤوس  تانم و سر م − الهامش.  ورؤوس 1c في     حمراء 

2c 1 زرقاء. اتحادc 2وc دورة  عرّف ي c في .G طول c  لا يمكن     5.هو على ال قل

ا  مدثة   c الدورة  أ ن تكون  .5أ كبر من أ و يساوي   هاثة طول دعدم وجود دورة م  لىا  نظر 

  c.2برؤوس من 1c ا منوجد أ قطار تربط رؤوسأ ن تلذلك يجب 

بين    ،يةالمثلث تباينة  الم من   الارتفاع  قطر  فرق  أ ن  طرفي    1.  ،0،   −1  فقطكون  ييمكن 

ا بأ لوان مختلفةتربط  ال قطار فعلاوة على ذلك،   .نقط 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

وأ قترح أ ن يحاول   السابق. معظمها ابتدائي  زءالتعاريف في الج  تكافؤاتأ قدم الآن البراهين على  

ثباتها بمفرده. من المهم رسم الصور. في هذه الحالة   ربما كان العثور على   المحددة،القارئ المهتم ا 

ثبات تكاف تعريفات مهمة    . ائ أ كثر صعوبة من ا 
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) ال قطار بنا نرتبهيا   , )i jx y    من أ على ا لى أ سفل، أ ي( , )i jx y  قبل ( , )i jx y    ذا ا 

j  كان j  أ و j j= و .i i   

نشاءالآن    واحاول متتالية  رسم    . عليكمتيةالآ   اللعبة هي  قاعدة  واحد في كل مرة.    قطرة   ،سلم    ا 

نشاء أ ي محمع    ،1 ،2ل قطارمن ا  مرتبة  ثداحتام الشروط المذكورة أ علاه ودون ا 

                . 

فالذي فوقه ي c مع جزء   k قطر ال   أ ن  وا لحظ  دورة. يجب أ ن يكون أ ي وتر في هذه    عر 

.1، ،1 الدورة أ حد ال وتار المختارة سابقًا k − 

1l  في الحالة n= 1  كونييمكن أ ن   .1 ل ولا قطر لل، هناك احتمالن فقط  − 2( ,  )n nx y− −

2 أ و 2.( ,  )n nx y− 2l في الحالة − n= .1 هناك احتمال واحد فقط لـ −

واحد فقط من     اختيارة ب تجن  مع  ،  2القطر الثاني  اختيار  واعد ذلك، حاولب

 .القيام بذلكلكم ي تيح  1 يارات الثلاثة لـت خ الا

ل يمكن    1  ،2.رسم   في الحالة الوحيدة حيث يمكنكم  الثالث،رسم القطر    وا حاول  أ خيًرا،

نشاء          .ظورةالمح تالبيانً واحد منالاس تمرار دون ا 

المسافة   وراثي   لتقويضقابل ل 

. اسمحوا لي أ ول أ ن أ بدي ملاحظة أ ولية 

kبحيث تكون الكرة  k نظر ا لى أ كبرن و   ابطسافة مت وراثي الم   Gبيان  في   x ار رأ سا تن 

ذا     .kل ـ  بة متابطةمرك    لتكن  .  خاليةغير   x فيركزة  تموالم  k التي شعاعها G في ا 

 G. في متدل   توي على عنصر واحد فقط، فهو رأ س تح   ت كان 

، على yمجاورة ل ـ z ر نقطة مااتن  .متجاورين فييكونًن   في yو y ر رأ سينا تن 

1k مسافة . من − x  ر سلسلةاتن c  1 هاطولk  السلسلة  cنسميو  z ا لى x من −

1k هاطول  التي  ضافة الحافة بينيالتي و  +    ا لى yومن  yو z تم الحصول عليها عن طريق ا 

وجه الخصوص على زوج  توي على  يح ، و بيان مقابل  فا نومن ثمَ   .مسافةوراثية  وهي ليست  

G .هما توأ مان في  توأ مان في أ علاه،من خلال الملاحظة   .من التوائم  

δ1δ1
δ2

δ1

x

y

y'z

Sk

Sk-1

≥5.

≥5

. y   ّ أأن تكون لا يمكن  ا ن هذه السلسلة  بالضبط، ف k تساوي yو x المسافة بين  ت ن كاا  لم

. مجاورة لـ y ويجب أأن تكون  مُحدثة z متجاورتان في نفس    هذا يعني أأن نقطتين في

1k على مسافة z  مع أأي نقطةتينتجاورم   ليس تاالوقت أأو   . من − x  ويترتب على ذلك

، Gنتج جوهرة في ت ، س  z، لأنه مع3 طوله 4P ثدلا يمكن أأن تتوي على مسار مح  أأن
َ
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أ و   يامتدل    ارأ س  واواحذف  البيان،أ ربع نقط في    واسهل عن طريق الاس تقراء. خذهذا  

ذا كانت هذه  أ دمجوا زالته. ا  توأ مين. قد تكون ا حدى النقط ال ربع هي الرأ س الذي تمت ا 

زالتها. انظر وا بهفاستبدل  الحالة،هي   ا  ا لى النقط   واا الطرف الآخر من الحافة التي تمت 

د )مع ال خذ في الاعتبار على سبيل المثال حقيقة أ ن اثنتين من  المقابلة في البيان المجر  

فرضية الاس تقراء.  واكونً التوأ مين اللذين تم دمجهما(. طبق تن أ ن ال ربع يمك نانقط 

    شجري                غير محدث



ت فقط هي ال شجار. البيانً  يةالرؤوس المتدل  بحذف    نقطةالتي يمكن تجريدها ا لى    تالبيانً

   البيانًت المقابلة.دمج أ زواج التوائم فقط هيب  نقطةالتي يمكن تجريدها ا لى 

ل ينبغي أ ن تكون بعيدة عن ال شجار. هذا    تقويضالقابلة لل   تالبيانً  أ نربما خم ن القارئ  

 .شرح الآنسأ   ماصحيح بالفعل مثل 

.2 و  1A فتض أ ن رؤوسه تم تقس يمها ا لى جزأ ينن.  يا متابطاته من بيانً   G ليكن A 

   1  ،1 1B A ،  ( التوالي 2 ،2على  2(B A رؤوس على  ) 1A مجموعة 

التوالي) 2A المجاورة لرؤوس في A)2التوالي ).1 على  A أ ن كل عنصر من  ن فتض 

1B   2مجاور لكل عنصر من.B  ذا كان أ و  1A يتم استيفاء هذا الشرط بشكل تافه ا 

2A 1 كلا من  يحتويًن على عنصر واحد فقط )أ و صفر!(، لذلك نفتض أ نA 2 وA
 التجزئة ل و ي للتحل   قابلا G يسمى البيان   الحالة،يحتوي على عنصرين على ال قل. في هذه  

1A  ،2A  ننشئ بيانين  هيا بنا  ،من أ جل البقاء على اتصال مع هذا التحليل.  تقس يم   هي 

1G 2وG  الآ رؤوستيةبالطريقة  مجموعة   . 1G (التوالي 1Aاتحاد    هي G)2 على 
المكونةو  ا ضافي واحد  من  المجموعة  التوالي) 1x رأ س  التحكم.  x)2 على  يسمى رأ س 

الحواف ال ضافية   مع G ر حوافاتن ،  G)2على التوالي) 1G بالنس بة ا لى حواف

B).2 على التوالي) 1B بجميع عناصر x)2 على التوالي) 1xالتي تربط 
عادة   نشاءيمكن ا  1من  G البيان  ا  1( ,  )G x 2و 2( ,  )G x    نشاء من خلال .  بس يط  ضم  ا 

نقط   والحظ  لتحديد   تانمفيد  ماه G: لـ  أ سين ر   ا ليس ت 2xو 1x التحكم  تي أ ن  فقط 

. الحواف التي تربط بين الجزأ ين

انعطاف أآخر. الهدف الوحيد من هذا  

القابلة   البيانًت  بنية  وصف  هو  الجزء 

  للتقويض.

للتحل  "قابل  المصطلح  على  ي أ فضل  ل" 

فصل" وهو شائع أ يضًا في هذا  قابل لل"

نظرًا   بالفعل    لى ا  المجال،  اس تخدمنا  أ ننا 

للفصل"   "قابل  ا لى ل باكلمة  نس بة 

ت.لتبديلاا

A1

A2

B1 B2

x1 x2

G1 G2

x1 x2

G

BB لتكن

                                                                            
                                                                               

   تقويضقابل لل    شجري

ن  حيث واضح  هذا   هذه    تمن أ مثلة البيانا  لا أ حد أ ن  ن  محقق بسهولة  التلمرء  ل   ه بمكنا 

                                                                               .ير شج

 تماما ل يالقابلة للتحل  تالبيانا
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يكون    .التشابه مع ال شجار  والحظ

ذا    منته  متابطبيان   ذا وفقط ا  شجرة ا 

ث يحتوي  دمح   جزئي  بيان كان كل  

ق  حافة  حافة  اعلى  أ ي  عله  تجطعة، 

 . غير متابط

167 P. L. Hammer and F. Maf- 
fray.  Completely separable 
graphs. Discrete Appl. Math., 
27(1-2):85–99, 1990. Computa- 
tional algorithms, operations 
research and computer 
science (Burnaby, BC, 1987). 

      

     

  

   

 

 

يحتوي على    Gفا ن البيان   الهامش،على عنصرين، كما في  2Aأ نه عندما يحتوي  والاحظ 

   .أ و زوج من التوائم متدل   رأ س 

ر ومافقدم  .  1987تعريفًا أ خر في عام 167ير هام 

ذا كان  ي للتحل   قابلا  منته    بيان    يكون.  تعريف بأ ربعة    مترابط  ثد جزئي م   نبيا  ك ل تمامًا ا 

 . ليللتحل  رؤوس على ال قل قابلا

ثبات أ ن البيانا وجه التحديد ( هي على ترابطة )المتماما ل يالقابلة للتحل  ت ليس من الصعب ا 

   .(ابطة)المتر  تقويضالقابلة لل  تالبيانا

نشاءفي    بالفعل، ذا كانالضم  ا  ينطبق  الشيء نفسه  فا ن    ،تقويضلل قابلين  2Gو1G، ا 

 . عن طريق الاس تقراء  ،تقويضلل ل تمامًا قابلة  يالقابلة للتحل   ت، بحيث تكون البياناGعلى

 ت فا ن البيانا  لذلك،ل.  يا لى التحل يؤدي  من التوائم    اأ و زوج  يامتدل    االمقابل، رأ ينا أ ن رأ سفي  

  من   ثادم    جزئياأ ن بيانا   لىا  ل تمامًا، نظرًا  يل وحتى قابلة للتحل يقابلة للتحل   تقويضالقابلة لل 

 تقويض.قابل لل هو أ يضا  تقويضبيان قابل لل 

  مبرهنة ل تمامًا، اسمحوا لي أ ولًا أ ن أ ذكر  يالقابلة للتحل   تمن أ جل ا عطاء وصف دقيق للبيانا 

 ابطة.  المتر المنتهية و  العامة تل الانقسام المهمة للبيانايتحل 

ذا كان بيان   كما كان من قبل. 2Gو1Gلـ  ض أ نه    عتبرن ل،  يقابلًا للتحل Gمنته  مترابطا 

 . ليالناتجة غير قابلة للتحل  تحتى تصبح البياناا لخ. 2Gو1Gاول تحليلنحثم 

  ملائم بواسطة شجرة بيان ل ا لى "قطع أ ولية" بشكل  ييمكن وصف النتيجة النهائية لهذا التحل 

   .، كما هو موضح أ دناهموسوم

.منته مترابطبيان  ب   زودةمxحيث ك عقدة داخليةTيتكون من شجرةهو   xG
فيxوالحواف الخارجة من العقدةxGبين رؤوس تقابل ما علاوة على ذلك تم اختيار

.Tأ ن تكافؤ ك عقدة  ن ذا  على ال قل.    3هو  )أ و تواتر الحواف التي تقع عليها(  فترض  ا 

نشاء نقوم    ،بنيةال مثل هذا    عطيناأ   )بيان  با  )G T" البيانات    ركيب ت  وهوxG    يتم التي

.بواسطةاالتحكم فيه  T  ال هو   تي. التعريف 

 

"



E. Gioan and C. Paul. Split
decomposition and graph-
labelled trees: characteri-
zations and fully dynamic
algorithms for totally decom-
posable graphs. Discrete Appl.
Math., 160(6):708–733, 2012.
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يمكن   أ نه  تكون  يبدو   ت البيانًأ ن 

( ال(  labeledموسومة  أ .  ـ  في  م.  و. 

) و  أ خرى  (  labelledموسومة  بلدان  في 

. ليزيةڤل نبانًطقة 

168

169

 

   

     

 

 

 x ك عقدة  لمن أ جم بتوصيلهما بأ قصر مسار في الشجرة.  و قنو  Tر ورقتين منا تن 

حافة   هناك  المسار،  هذا  وحافة  ل يزورها  في  للدخول  الحافتان   المقابل، لخروج.  هاتان 

. فيرأ سين    انتحدد xG   رأ سان منيكون  ( )G T أ ي ورقتان من ،Tن فيي ، متجاور 

( )G T   ذا كان    فيالرأ سان المقابلان يكون  زارها هذا المسار،   x عقدة  من أ جل ك ا 

xG  ن فيي متجاور. xG   البيانات   م رؤوسعم  تxG    رأ سي التحكم، كما في الحالة البس يطة

 . على حافة واحدة فقط Tتويتح حيث  

  

 

  

 
 
 
 

 

)رؤوس )G Tأ وراق .هي  Tحواف نفهم  )  لكي  )G T برسم فقط  لي  اسمحوا   ،

بيان الموسوم.مفهوم شجرة ال   اين قدملذال 168پول  وواني  ج  صورة، مس توحاة من ورقة

  رأ سًا،  16، ذو  فق البيان المر   .عقد داخلية باللون الوردي  6وورقة    16نرى شجرة ذات  

 . اليمين  نمرسوم ع

دموندز  ڤ ن ي ن  النتيجة الرئيس ية، التي أ ثبتها ك     انو ي  ج  د صياغتها  ا)وأ ع  1980في عام    169هام وا 

الذي    نشاءمن خلال مثل هذا ال    يهيتم الحصول عل بيان مترابط منته  هي أ ن أ ي    (،ولپو

بشكل أ ساسي. وجود هذا    وحيدةل، بطريقة  ي غير قابلة للتحل xGالبيانات  تكون فيه

 .ا ل نني لن أ حتاجه  فهاعر  أ    لن  تي " ال ةال ساس ي  وحدانيةالانقسام سهل. الجزء الصعب هو "ال 

البيانات  يجب أ ن تحتوي  ههذاصة  الخالة  الحل تمامًا. في  يالقابلة للتحل   تنعد ا لى البيانال 

xG  من   جزئية  تهي  بياناف ،  بالفعلرؤوس على ال كثر.    3علىG  ،ثة وغير قابلة دمح

التحليل التام.من تعريف قابلية  دعاءل، بحيث يتبع الايللتحل 

https://arxiv.org/abs/0810.1823
https://arxiv.org/abs/0810.1823
https://arxiv.org/abs/0810.1823
https://cms.math.ca/openaccess/cjm/v32/cjm1980v32.0734-0765.pdf
https://cms.math.ca/openaccess/cjm/v32/cjm1980v32.0734-0765.pdf
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كل    تكافؤ  حيث شجرة    وال. خذيالقابلة للتحل   توصفاً هندس يًا دقيقاً تمامًا للبيانً  ذلك  يعطي

رؤوس )ليس هناك الكثير    3بطًا بـ  ا ت بيانً م  وار ااخت  عقدة،كل   لمن أ ج.  3 يساويعقدة 

وأ نش ئت خ من الا بيان  وايارات!(،  البيانً  موسوم  شجرة  نتاج جميع  ا  يتم  الهامش.  ت كما في 

 . ل تمامًا بهذه الطريقةيالقابلة للتحل 

مفاجأ ة على ال طلاق.   الهامش،    ةالثالثصورة  ال ا لى    واانظر بالفعل،  هذه ليست  التي في 

)زرقاء( من    ة مابورق   اه احدا    ونصغيرة بها ثلاث أ وراق. عندما تربط  تر ثلاثة بيانًظه ت  

Tأ خرىموسوم    نبياعلى شجرة    ون، تحصل Tبيان موسوم شجرة     مضافة  مع ورقة أ خرى .

ذا قمتم )فقبفحص التأ ثير على البيان المر   ا  )G T رأ سًا ا لى زوج من    قسمتم  أ نكم  ون، فست

نشاء رأ س    ( أ و قمتمزائفأ و    صحيحالتوائم )  . لقد عدنً ا لى التعريف  الحالة  حسب ،  متدل  با 

نشاؤها من نقطة عن طريق    تبيانًك   تقويض القابلة لل   تلبيانًل ال صلي   دراجيمكن ا   بع تتام   ا 

  !اعطف نم . كان هذا بالفعل مولتلعَ ية. لقد عدنً أ يضًا ا لى التوائم أ و رؤوس متدل  

ية ب و سحَ 

ذا كان بيان حجم n) في)  تربيعيهناك خوارزمية تقرر في وقت  . تم متشابكابيانً  n هما ا 

ثبات ذلك في   في   ،خوارزمية  9nبدءًا من )  بعد فتة طويلة من التحسينات المتتالية  170ا 

 (.  1987عام 

نشاء  يتطلب ،  اوتر  n ذا  اطط مخ  وافتضا ا لى  تربيعيًا    وقتاً  ه المتشابكبيان  ا  n.بالنس بة 
في وقت تربيعي ما   واتقرر  كيمرة   n العملية  واتوائم وكررال و ية  المتدل  رؤوس  العن    واابحث 

ذا كان تحليليًا   .ا 
170 J. Spinrad. Recognition of 
circle graphs.  J. Algorithms, 
16(2):264–282, 1994. 

11

7

6
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3

2

8
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7

6

54

3

2
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(صر على فئة معينةتمق ) حصريتمرين 

زوجًا    32تقليديًا في    هاتم تجميع مططًا سداس يًا في الصفحة ال ولى من هذا الفصل    64الـ  

طط لمخ  وين  ث ِ ال   طالمخط . للحصول على  ڨـويان  ڨـيينالـ  في    وافكر .  تامةت الم من السداس يات  

، ناظرامت السداسي    ططرأ سا على عقب. في الحالة التي يكون فيها المخ   أقلبوهسداسي، فقط  

 .بالعكسالعكس خط متصل و   بك  متصلغير  اخط وااستبدل
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في ما ی�تئ م�الان ٔ�زواج ثِنویة. 

 

   

  

 

171 G.-G. Leibniz. Explication
de l’arithmétique binaire, qui 
se sert des seuls caractères 0 
et 1 avec des remarques sur 
son utilité et sur ce qu’elle 
donne le sens des anciennes 
figures chinoises de Fohy. 

“Ces figures sont peut-être le 
plus ancien monument de 
science qui soit au monde”. 

These figures are perhaps the 
most ancient monument of 
science  which exists in the 
world.

172 D. Lach.  Leibniz andChina.
Journal of the History of Ideas, 
6(4):436–455, 1945

27 383728

© 

و)28-27)  عدادال   ب37-38(  مرتبطة  رسم    .نٻوالملك  ترتيب (  الخبراء  من  العديد  يحب 

ج الدائري، ينت  ڨشاو يون ـمن خلال العمل بترتيب نويةالث    السداس ية المخططاتبين  قطعة

 . وترًا 32بـ  مخططعن ذلك 

سيتحلى   و هل  ال وتار  هذه  لرسم  بالصبر  القارئ  مخطط ي ل   كان  ذا  ا  ما  جينـقرر  هذا  ڨيي 

 تحليليًا أ م لا؟ 

من  1701نوفمبر    14في   نسخة  لايبنيز  تلقى  يونـترتيب  ،  اليسوعي  الدائري  ڨشاو  من 

الثنائي   )  في  171الحساب  العلوم  أ كاديمية   Mémoires de l’Académie desمذكرات 

Sciences )وفقا له:    

 . في العال  يوجدللعلوم  تذكاري ربما تكون أ قدم نصب  صورهذه ال 

بعد ذلك بعامين نشر ورقة رائعة عن    .الذي كان يعيش في الصين ې ڥ جواش يم بوالفرنسي 

في الصين   ڨيي جينـ من للمخططات الثلاثيةتحليله الذكي وقظ ييبنيز كان يأ مل في أ ن لا"

" .172لمس يحية ل لعلم الغربي، وفي النهاية لتقديرا عميقا 

https://en.wikipedia.org/wiki/I_Ching
https://en.wikipedia.org/wiki/I_Ching
https://en.wikipedia.org/wiki/I_Ching
https://en.wikipedia.org/wiki/I_Ching
https://en.wikipedia.org/wiki/I_Ching
https://en.wikipedia.org/wiki/I_Ching
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://www.jstor.org/stable/pdf/2707344.pdf
https://www.jstor.org/stable/pdf/2707344.pdf
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173 C. F. Gauß.   Werke.
Ergänzungsreihe. Band 

V.  Georg Olms Verlag, 
Hildesheim, 1975. Briefwech- 
sel: C. F. Gauss–H. C. Schu- 
macher. Teil 3. [Correspon- 
dence: C. F. Gauss–H. C. 
Schumacher. Part 3], Edited
by C. A. F. Peters, Reprint of 
the 1863 and 1865 originals. 

“Die Umschlingungen zweier 
geschlossener Lieben zu 
zählen.” 

ڤاوسمن �دید     :
الربط، المغناط�س�یة والف�

ڤاوس وأ عداد الربط  

من   والعشرين  الثاني  الثاني   جانفي،)  يناير شهر  في  علاقة  اوس  ڤكتب    ،1833(  كانون 

 . 173في دفتر ملاحظاته  غامضًة

ربط   عدد  "حساب  هو  بمنحن ينمغلق  منحنيِينهدفه  مرتبط  عدد صحيح  مغلقين  ي":  ين 

   .هيالتشو عمليات تحت  لا متغيرا فضاء والذي يبقى  -3الـ منفصلين في  

فقط في الطباعة    تحتى الكلمة ظهر    . . .ولوجيا موجودة بعدپلم تكن الطو  ،1833في عام  

الموقع تحليل  كان لايبنيز قد صاغ بالفعل كلمة  .ڨلـ ليس تينـبعد اثني عشر عامًا في كتاب 

https://archive.org/details/Werkecarlf05gausrich
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لم يكن المقصود بها النشر. ماذا كان يظن لو كان على علم   Nachlasse أ ن هذه  وال تنس

تصبح مسو  ب للجمهور؟  أ ن  متاحة  الخاصة  عام   1833مذكرة  داته  بالفعل في  ن شرت  هذه 

كان هذا    .يةمغناطيس  للكهرو  ص  مخص  في مجلد    لناشراوس، وأ درجها اڤبعد وفاة    ،1867

جيدًا. تدعي ورقة أ خرى  يامغناطيس  كهرو  تفسيًرا  174اختيارًا معقولً وتقتح ورقة حديثة 
ويبدو أ ن هذه الورقة ذات مصداقية.    افلكي  أ صلا  للعلاقةعلى العكس من ذلك أ ن    175

يبن    ولناوس مقتنعًا بالوحدة العميقة للريًضيات،  ڤكان     !على حق؟ كلاهما بالطبعهو  من  

لخ. أ نً بالتأ كيد لن أ ختار وسأ قدم ثلاث وجهات وال حدودًا بين الريًضيات وعلم الفلك   فيزيًء ا 

 فضاء.   - 3الـ   في ينمنفصل  ينغلقم  يننحنيم ربط عدد لنظر متوازية: ثلاثة تعريفات 

هندسة  

 

 

174 R. L. Ricca and B. Nipoti.
Gauss’ linking number 
revisited.  J. Knot Theory 
Ramifications, 20(10):1325– 
1343, 2011. 

175 M. Epple.  Orbits of 
asteroids, a braid, and the 
first link invariant.  Math. 
Intelligencer, 20(1):45–52, 
1998. 

الت   واحاول هذا  مثل  وجود  ثبات  وس يما 

أ ن   حقيقة  التقاطع   عدد باس تخدام 

لمنحن  عرضي ي )الجبري(  مغلقين في  ينين   

 2cو  1c . لنفتض أ ن0هو    يالمس تو 
عرض  سطح  ي منحنيان  في  موجهان  ان 

لها   2cو  1cلـ   أ ي نقطة تقاطع  .موجه

الذي  لتبعا    1  ا شارة قدمه  يلاتجاه 

في هذه   2c و 1cلـ    شعاعان مماسان

لجميع   النقطة. العلامات  هذه  مجموع كل 

لـ   التقاطع الجبريعدد  نقط التقاطع هو  

1c 2و.c ذا كان  ينمنحني   2cو  1c   ا 

التقاطع هذا هو    فا ن عدد  ،يالمس تو في  

هذا نًتج عن    الحديثة،. بالمصطلحات  0

تافه المس توي  تماثل  أ ن  كان     .حقيقة 

هل يمكنكم   .عرف هذه الحقيقةڤاوس ي

ثباتتقديم   كان يمكن أ ن يقبله؟  ا 

+ -

0

1

21

0
-1

(Analysis Situs  ) مثل الجبر الذي ال شكال تمامًا    عالجوكان يحلم فقط ببعض العلوم التي ت

 أُويلْر  ويذكر(  Geometria Situsهندسة الموقع )  المصطلح  ڤاوس يس تخدم  .يعالج الرموز

 .ين س باّقينف  ل كس  ڥاندرموندو

. لنفترض أأن ما  ساحةم   له  ميدانا  يفي المس تو   سومغطّ   هوجّ م  ،مغلقأأملس،  منحن    يحدّ 

ذا كان المنحني  ساحةهذه الم  في   ةعقارب الساعة وسالبحركة  موجًها عكس اتجاه    موجبة ا 

ذا لم يكن المنحني  الآن،الحالة الأخرى. هذا سهل.   فس يكون الموقف أأكثر تعقيدًا    ،غطسام   ا 

الشكل ثمانية في الهامش. يتم توجيه   كما هو الحال على سبيل المثال في منحني   الشيء،بعض  

 الساعة،عقارب  حركة  عقارب الساعة والحلقة اليمنى باتجاه  حركة  الحلقة اليسرى عكس اتجاه  

ةسبحيث يتم توجيهنا لتعريف الم   ساحتين.على أأنها مجموع جبري للم  احة المؤشر 

ال مع عدد منتهٍ    سفي الحالة العامة لمنحن مغمو  زدوجة، نواصل بطريقة مماثلة.  المنقط  من 

.  0بالمعامل    ةغير المحدود  ركّبةالم  زوّد. دعونا نابطةمتر   ركّباتا لى م   يل المس تو يحلّ   المنحني

أأنه عندما نعبر المنحني ما  بعدد صحيح    ركّبةكل م  زوّدن  الآن،   وفق الاتجاه   مع اصطلاح 

.، يقفز هذا العدد الصحيح بمقدار  وجب الم  بمعنى أآخر، النقطة التي تتحرك على المنحني   +1

ليه    اليمين  نيساوي المعامل الموجود ع   ايساره  نع   معاملًا في الاتجاه الموجب ترى   مضافا ا 

. ة  عرّفن  ثم.  هو وحيدموجود و   وسمتضح أأن مثل هذا الي   +1   لمنحنيل   المساحة المؤشر 

.  الصحيحة  المعاملات  هذه  مع  ركِّّباتللم  الهندس ية  المساحات  من  خطي  تركيب   أأنها  على

 .اوسڤ. . .  هذا التعريف طبيعي ويعود ا لى
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) منحن   تحت   فالمساحة على أ ية حالتعريف أآخر يأ تي من حقيقة أ نه  )y x تكامل هي 

. ydx    الـ ydx  تفاضليال شكل    -1نعتبر  = المس تو   − بمو قنو   يفي  على   كاملتهم 

   .التعريفين يعطيان نفس العدد . أ شجع القارئ على التحقق من أ ن هذين  طول المنحن

dxشكل    -2  ـهو ال  أ ن تفاضل  وا، لحظبصورة عابرة dy    المساحة.   شكل  و وه

من القرن الحادي والعشرين، لكنا كانت بعيدة كل البعد    هذه مفاجأ ة لريًضياتي  ليست 

   .عن الوضوح في بداية القرن التاسع عشر

؟  صورةالمح   ساحةالم   عريفهل يمكننا ت  .حدةلوَ ا  كرة  -2على    اموجه   امغلق  ياالآن منحن   لنأ خذ

المنحن  كان  ذا  سام   ا  المنحن   ،غط  مشكلة.  توجد  ا لى  يحل    ل  الكرة   يكون  ،منطقتينل 

ساحة عقارب الساعة، ويمكننا تعريف الم حركة  عكس اتجاه  ا  حد    ماهاحد ل    وجهالم   نحن الم 

ذا كان المنحن   الآن،.  نطقةالم   هعلى أ نها مساحة هذ معقدًا، فماذا يمكننا أ ن نفعل؟ ل   ا 

مكاننا أ ن نهَ  بنفس الخاصية كما كان من قبل،   في المتممة  ابطةالمت  للمرك  بة  أ عدادا  ب يزال با 

، ل نه ل 0الوزن  يي  ته اللامن في    بة  ك  ر لميكون  يمكن تطبيعها من خلال طلب أ ن    لكن ل

فة  هيال عداد الصحيحة    هذه. لذلك كل  ل منته يوجد   بة  ا ضافةا لى  جيدًا    معر  نفس ل   مقر 

الصحيح   ما لى  العدد  الم رك بةكل  بالمنحن   ؤشرةالم  ساحة.  فقط    المحاطة  فة  ع مهي   ا لى ر 

بة لم ا ضافة   4Z.مقياس  لمساحة الكرة، أ ي صحيحضاعف مقر 

الكرة مخروطًا في أ ملس مغلق في  الم   رأ سه   ،فضاء  -3  الـ  يحدد منحن  م بدأ  في  ساحة  . 

 4Z.مقياس    تم تعريفهايللمخروط، ومن ثم    مةس  الزاوية المج   هي  بالتعريف  المنحن 

  2Z.مقياس   ييتم تعريف زاوية موجهة في المس تو  ماتمامًا مثل 

سا. ليس بالضرورة    ،فضاء  -3في الـ    موجها    امغلق  يافتض الآن أ ن لدينا منحن ن  مغط 

لى الزاوية المج ن ،  خارج    xكل نقطة  من أ جل   ) سمةنظر ا  )A x   ي الذللمخروط

فت . هقاعدتو  x رأ سه  دالة مةس  المج  تهزاوي  عر 

3:   \ 4 .A  →R R Z

كان  والحظ  ذا  ا  دائرة   أ نه  كان  ذا  ا  أ ي  سةم عقدة،  الصورة    ،غط  العكس ية فا ن 
1( )A − هسطح قابل للتوجيه حد    هي    مةكل قيمة منتظَ من أ جل  لـ . A   لقد

.يفرتا تحت اسم س حالسطو  هثل هذبم التقينا بالفعل 

البعد  م في  مغلق  صورة    3نحن  هو 

،  2في البعد   R.3في 1S من   تطبيق

لقاء نظرة على   0   من  تطبيقيمكننا ا 
S 

في
2

Rنقطتين أ ي   ،P  ،Q    في

استبدالالآن   ي!المس تو  مثلث   تم 

 لمخروط، ودالة الزاوية  با
2:  \{ , } 2A P Q →R R Z

ل    PxQ.ا لى الزاوية   x  تحو 

بالمدرسة   Aالنظر ا لى أ لياف    يذكركم

.الثانوية
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ما من   في الفضاء، وكل  تانقريب   تاننقط   x،xلنفتض أ ن dA. ا نحسب التفاضلهيا بن

)  لحساب . عن  ةبعيد )A x سحب ، يجب أ ن ن    بـx− عاعيًا  النتيجة شَ   سقط، ون

ة  ةساحالم سب  نح ثم    على كرة الوَحدة )ين  المساحتبين. الفرق  المؤشر  ) ( )A x A x 
−  وه

ة  بقر  ن  على كرة الوحدة.  −xو   −xبـ    انسحابَي    التي تحد  لحلقة  اسقاط  ل    المساحة المؤشر 

 بمنحن متعدد ال ضلاع بحيث يتم تقريب( ) ( )A x A x 
−  ؤشرة الم  ساحاتبمجموع الم 

ذا كان   واال ضلاع. لحظ   تل سقاطات بعض متوازيً x  ،xأ نه ا    في الفضاء،    شعاعين

 تهوقاعد 0 رأ سه يالذفا ن حجم الهرم 

, , ,x x x x x x x x    + + + +
وه

1 det( , , ).
3

x x x  

ذا كان xو xا    بقسمة هذه المقابلة    مةس  الزاوية المج على  جدًا، يتم الحصول تقريبًا    ينصغير

.نظيم مكعب  القيمة على   x  نحصل على النايةوالذهاب ا لى  ،  ا لى بعضهاء  اش يال  كل    ضمب ،

:الشعاع  ، على x النقطة في dAعلاقة لـ  v   

3
1( , ) det ( ), ( ), .

( )
ddA x v t t v dt
dtt x








 =  
 −

مغلق  نعرفنحن   لمنحن  كوشي  مؤشر  المس تو  c مفهوم  دد ع  :C{0}\ المثقوب  يفي 

تسيرون    بالس تمرار وأ نتم  عمدةال   واتبعا  c.المرء على طول    سيرعندما ي   لمبدأ  " حول اورات"الد

أ يضًا اس تخدام   كما لى نقطة البداية. يمكن  ونعندما تعود  عمدةزيًدة ال   واثم احس ب cحول  

التفاضلي  شكلال 
1

2
dz z

i
اليوم،   ارسّيبدو سهلًا لد   ذلككل    c.على طول  تهكامل مو   

 غيرهم.و كوشي  -اوسڤلكنه لم يكن واضًحا للآباء المؤسسين  

ناتجة ال   مةس  المج   زاويةَ ال  بالعمدة  واواستبدل  فضاء،  -  3الـ  نفس الشيء بالضبط في    واافعل   الآن،

ذا كان منحن . عن منحن مغلق ا     مع  ل يتقاطع حول  وا، انتقل    ا لى   وا وانظر

المج  الزاوية  تقوم  مة س  زيًدة  ) كاملة   ةبدور  ونعندما  على   هذا    4).مقسومة  على  ي طلق 

و  الربط بين اسم عدد ؤشرالم   :وهو عدد صحيح. 

© زاویة مجسّمة 
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)الربط  لعدد علاقة ڤاوس، نحصل على  dAالعلاقة الخاصة بـ  باس تخدام   ,  )link      

3
1 1 det ( ) ( ), ( ), ( ) .

4 ( ) ( )
d dt t t t dtdt
dt dtt t
 

 
  

 
   − 

   −  

 علاقة أ ن ال  والحظ .1833يناير  22 اوس في دفت ملاحظاته في  ڤهذا بالضبط ما كتبه  

)أ ي أ ن   متناظرط  ب أ علاه توضح أ ن الر  , ) ( , )link link    =  وهو ما لم يكن ،

 .اوسڤواضًحا من التعريف. هذا ما كتبه 

 . ينالمنحنيبتبديل  المرء  يقوم: تظل كما هي عندما ناظرةالقيمة مت 

ذا كانأ يضًا أ ن  وا لحظ  و   ن االمنحني  ه ا    ان تقاطع ي ل  تبقيهما  بطريقة    يتشوهان باس تمرار  

بشكل  أ ن يتغير  عدد صحيح  لأ ن يكون ثابتاً: ل يمكن    على عدد الربط ه، فا ن  يأ ثناء التشو 

 . هيتحت التشو غير هو ل مت لربط: عدد ا. هذه هي أ هم ميزة لس تمرم 

 فلك

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Der Werth ist gegenseitig, 
d. i. er bleibt derselbe, wen 
beide Linien gegen einander 
umgetauscht werden. 
. 

 

    

  

   

  

♃♄ ♅ ♆

☄

♂
مع مدارات المريخ   ليب هامدار مذن  

.تون پوالمشتري وزحل وأ ورانوس ون 

نجازاتلربط. من  ا  ل عداد  ةممكنمقاربة  المذكورة أ علاه تقترح  پلٻ ا  ورقة التي ڤاوسأ ولى ا 

تم    كان قد  والذي  ،سٻرٻس دار الكوكب القزم  لم  1801في عام    ديدهتح  جعلته مشهوراً هي

كوكب  على  ثابت  موقع  من  كوكبًا  رصدنا  أ ننا  لنفترض  للتو.  أ ن    نااكتشافه  يجب  أ ين  ال رض. 

لى  مسار ال رض في فضاء ثابت )ثابت بالنس بة  ليكن   أ دق،بتعبير  ننظر في السماء؟   ا 

ليكنلشمس( و ا أ ن  فترضن  ،تبس يط ال   أ جل  من.  مراقبته  نريد  الذي  الكوكب   مسار

 و منفصلان ☺ . 
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إذا كانت ٔ�دوار ا�وران Q - مس�تق� �طق�ا، فإن مواقع أ�رض والكو�ب �لى مداريهما
   م�غيرات عشوائیة مس�تق�. �سمي ڤاوس دا�رة البروج �لكو�ب (zodiacus  �س�بة إلى       

: أ�رض) صورة التطبیق

( )2 2 ( ) ( ): ; ( , ) .
( ) ( )
t tt t
t t

 

 

 −
→

 −
R Z S

 . بحث عن الكوكب ل هذه هي المنطقة في الكرة السماوية حيث يجب على المراقب ا

، بحيث أ ن تطبيقال   االربط هو ببساطة المحدد اليعقوبي لهذ   عدداوس لڤ  علاقةل في  كامَ الم  

1الربط هو    عدد 4  ة أ ن    معاصر  البروج. يعرف ريًضياتي  لدائرة  في المساحة المؤشر 

. البروجدائرة    تطبيقالربط على أ نه درجة    عدد. لذلك يمكن أ يضًا تعريف  تطبيق ال   الهذ
.فضاء الفي  نًقصين قطعينبالتفصيل حالة  ڤاوس سدرَ  بالطبع،

البروج ل  دائرة  فا ن    أ علاه،كما في الصورة    ،مرتبطين  ناقصانال   القطعان يكونعندما ل  

ج مع النقط التي  و بر لالكرة السماوية. تتوافق المنطقة الزرقاء الفاتحة في دائرة اكل  ي  غط  ت

 .مرتين  يهايغط  

دائرة    .ينغير مرتبط  قطعان نًقصان

. اليسار  ن ج عوالبر 

v

v

v

ولوجية  پين لهما نفس البعد هو الدرجة الطوتموج   نوعتينبين م   تطبيقتكامل المحدد اليعقوبي ل 
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 ا سقاط طارة على مس تو. 

 
 

 

قطعان نًقصان مرتبطان. دائرة  

   ج عن اليسار.والبر 

 
 

 

مرة أ خرى ا لى الصور السابقة    واانظر 

البر    نًقصين قطعتين  ل ج  و لدائرة 

 .−أ و  +  ا شارتي اس تنتجواو 

 
 

قارنمغط    فردتين،م بنقطتين    ،اكنةالدالمنطقة   مرات.  أ ربع  )في    وااة  المعتادة  الصورة  مع 

   .محيطها علىت التي تظهر يافردوالم رانيةدو  الهامش( من منظور طارة 

الكرة  البروج هيدائرة كون ت أ دناه،، كما في الصورة ينالناقص  عينعندما يتم ربط القط

البر هاك   دائرة  في  الفاتحة  الزرقاء  المنطقة  مرة  ت ج  و .  تغطيتها  تمت  التي  النقط  مع  توافق 

 .اة ثلاث مراتفردة، مغط  م، بأ ربع نقط  اكنةنطقة الد . الم  واحدة فقط بواسطة
 

 

f:التطبيق   يكنل  M N→    دون  بين من  متراصتين  موجهتين  مترابطتين  منوعتين 

ولوجية. ال ول يتكون من اختيار  پلدرجة الطولهناك العديد من التعاريف الممكنة    ،حد  

لى و سحم   مكاملةو   ،1ال جمالي  ه، حجمNعلى volحجم  شكل  f الخلفبه ا  vol 

عن  M. على مس تقل  هذا  أ ن  نرى  أ ن  الصعب  من  كانبالفعل  vol.ليس  ذا  ا   ، 

vol    حجم، فا ن  شكل يار أ خر ل ت خ اهو vol vol− وبالتالي فا ن تكاملتام  شكل ،   

f vol f vol −   هذا من  صفر.  هذا    التعريف،هو  أ ن  نرى  أ ن  السهل  ل من 

كان  بالفعله.  يالتشو عملية    تحت  متغير ذا  ا  فا ن   ،ادفينمتر   0f  ،1f  تطبيقان ، 

0 1f vol f vol − الصعب  تام  شكل من  المرء  أ ن.  عدد   يرى  هي  الدرجة  هذه  أ ن 

 . صحيح

مةقيمة    Nفي تار  أ ن ن يتمثل التعريف الثاني في   لى عدد م ن و   fلـ    y  منتظ   نتهنظر ا 

    تفاضل لعكس يةفي كل من هذه الصور ا  M.في  1x ،  ،nxالعكس ية  من الصور  

f شارةو  ،هيعكسأ و  يحفظ الاتجاه   وفقا لذلك.  − أ و  + نمنحها ا 

ختيار با  يتعلقظهر أ ن هذا ل  . يجب على المرء أ ن ي  شاراتهي مجموع هذه ال    f درجة

مةالقيمة الم   .ل متغير ترادفوأ نه  نتظ 

v

،
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ثبت أ ن التعريفين  . يجب على المرء أ يضًا أ ن ي  176ثبت ذلك ببراعة في كتاب ميلنور  أُ قد  

والتي     Mمن أ شكال الحجم على  متتاليةمتفقان. . . أ حد الاحتمالت هو اس تخدام  

. نتظَمةالقيمة الم في كتلة ديراك   نحوتتقارب  y  

بنا الم   هيا  القيمة  نظر  وجهة  درجة    نتظمةنس تخدم  دائرةلحساب   البروج  تطبيق 
2 2 2. : →R Z S   2 ر القطب الجنوبي لـا تن

S   

) من أ زواج من النقط y لـ  لعكس يةا )t و( )t   بحيث تكون( )t أ على من 

( )t    :   ينحداثيال  نفس    ماله x وy وال حداثي z لـ ( )t ال حداثي أ كبر من 

z لـ  ( )t    .نه غير م افي مثل هذه النقطة سهل    تفاضل ذا كان   نحللحساب. ا  ا 

سقاطا و  ا    يعلى المس تو ( ,  )x y   المقابلة  نقطةال بشكل عرضي في    انيتقاطع  .

ذا كان تقاطع ال سقاط الب ا)على التوالي س امحدده اليعقوبي موجب يكون  على  ) اموجب ين( ا 

 .  (الب اس التوالي

 وامو اوس كان يعرفه. قڤمن الواضح أ ن  ي  الذالربط،    عددل  توافيقيهذا يؤدي ا لى تعريف  

سقاط المنحنيين  ،با   مس تو عام بحيث يتقاطع ال سقاطان على  و   بشكل

نقطة      −1أ و      +1  علامة  ضعوا  .عرضي  فيهاوفقاً    تقاطع،لكل  يحدد  التي   للحالة 

و لـ    الشعاعان المماسان  اختاروا. من بين نقط التقاطع هذه،  الباموجبًا أ و س  اأ ساس

.فوق  فقط تلك التي يكون فيها   ربط  عددمجموع العلامات المقابلة هو و.  

، +1،   +1ال زرق بعلامات    مرات فوق المنحن   3ال حمر    يمر المنحن   الصورة،في  
 1.الربط هو  عدد. −1

  

ن  اله فرع  رك ب أ نه ل يوجد منحن جبري م   وا. بي ن177ه  يعن طريق تشو   بتينرك  فصل الم

 . هذا الرابط هو قرفَ بط المابحيث يكون الر 

 يةكهرومغناطيس  

بقانونڤ  علاقةتذكرنً   الفيزيًء  ساڥارت  -  بيوت اوس  كهربائي  لد   يوَ   .في  تيار  حقلا  

نقطة   x لتكن و  i يحمل تيارًا ثابتاً، مع شدة    سلكا مغلقا  فتض أ ن  ن مغناطيس يًا.  

 .خارج السلك 

 from Topology Milnor. W. J. 176

the differentiable viewpoint. 
Princeton Landmarks in 
Mathematics. Princeton 
University Press, Princeton, 
NJ, 1997. 

د ـوايته ـ بطار 

177 D. Rolfsen. Knots and links, 
volume 7 of Mathematics Lecture 
Series.  Publish or Perish, Inc., 
Houston, TX, 1990. Corrected 
reprint of the 1976 original. 

γ γ'

+

-

γ γ'

v

v

.نقطةكون ال يل  y  تتكون الصور

هذا لا يعني أ نه يمكن    ولكن  0يساوي  ربط    عدد  في الهامش لهد  ٻ وايت بطاما يسمى ر 
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نشاؤه  قلالح  ا ذن  هو   x فيالمغناطيس الذي تم ا 

0
3

1 ( )( ) ( ( ) )
4 ( )

i d tB x t x dt
dtt x

 


 

 = −  
 − 

      

         

   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 © الحقل المغناطيس المولد  بعقدة طارة. 

 

        

  ©  

شكل إلمغلق   -1ـ  ي إلو ن هو ث    شعاعيإلقل إل   هذإ .  إلمغناطيسي هو إلثابت   0 حيث 

dA  لى إلمترية يمكن تفسيره أأيضًا   (.ثلاثي إلأبعاد  يائييزففي إلفضاء إل  ةإل قليدي  )بالنس بة إ 

أأنه   أأصليإلتدرج ل  حقلعلى  . شكل  -1ـ  ل لمحلي    ـ )شكل(  A   أأن ذلك  على  ويترتب 

في  قلإل   لنو  ج    ة لقح   إلمغناطيسي   نفس على  dA تكامل  ههو     أأي  عدد، 

)ربط إل فا ن    ،ث  ومن   .إلربط ,  )link       إللجو  هو عن    قلن  إلناتج  إلمغناطيسي 

 . تيار 

ڤن . نيتو إلرسائل عبر ڤ لقني برقي )تٻلٻڤرإف(

نظام  لوأأ مع  ڥٻبٻر أأشنأأ ڤاوس   نأأ وإ ڤاوس. سنتل لقعفيسييطانغلمإيرسفتلإنوكي

نأأنكيمالممتماهلالةيرثم ءاشن إ ةداع إيطع ت تيوپين و  كّاير لبقنمهلاعأأةروكذلمإةقرولإ

! من جديد تايقيفإ وتلإ

ٻلٻ ڤرإفهما:  تل ڥٻبٻر ڤاوس-  فرة (  ش)زومر
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©

)مصفوفة عشوائية  أ و المعطيات. لتكن  لعرض العلاقات المتبادلة بين البيانات  بيانيةهو أ يضًا طريقة  وتري    مخطط    )ija)0أ ي ija  و

1( ijj
a =يمكن للمرء أ ن يفكر في ،ija  على أ نه نس بة كيانi   تفاعل معي. j  نرسمn   1مجالI  ،... ،nI    ، التي  و حول الدائرة

أ طوالها تحديد  وال l  ،...   ،nl 1يجب  تربط  شرائط،  .يساويبعرض jIوiIالتي  ij ia l    عن التعبير  علاقة بال  لاؤمالت   شرطيمكن 

. j ij ii
l a l= فروبينيوس وجود الحل -رون ٻپ مبرهنةضمن  ت. 

                                                                          

https://en.wikipedia.org/wiki/Chord_diagram
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178 M. Kontsevich. Vassiliev’s 
knot invariants.  In I. M. 
Gelfand Seminar, volume 16 
of Adv. Soviet Math., pages 
137–150. Amer. Math. Soc.,
Providence, RI, 1993. 

:   ڥيتشٻ نتس  كو  ويعود 

هذ مت   نزهةال  ههل  مكس يم  ها  ؟  نقطة  مع   ادفةحلقة  البداية:  نقطة  لى  ا  نعود  نحن 

ويظهر أ نه في الرياضيات    عهي  م    يدانهذا الفصل ليس خاتمة بل انفتاحًا على م   .يتش ڥ ٻ س  كونت 

أ   أ ن  أ ريد  تمامًا.  جديد  بمنظور  جدًا  القديمة  ال فكار  لى  ا  العودة  الممكن  مقدمة    عرضمن 

ڥيتشٻ س  كونت ل، في ورقة  يةططات الوتر المختضمن  ي قصية عن تطور رائع في نظرية العقد  
 . 1993درت عام ص 178

الربط   عددجهة نظر جديدة حول و 

Rمن   1،2  كنيل  Z   3في
R  مغلقينمنحني أ ن    .ينمنفصل   ينموجَه   ين  عدد  نعلم 

بينال الطو2و1ربط  الدرجة  ل پهو  البروج  تطبيقولوجية  جداء من    اوس،لڤ  دائرة 

لى   ا  تعبّر الو    كرةالمنحنيين  سوف  الڥيتشٻ س  كونت علاقة  حدة.  نفس  كدرجة    عددعن 

ل پطو م   تطبيق ولوجية  )وهي  اتذ  ةموجه  نوعةمن  واحد  لى    بعد  ا  دوائر(  اتحاد  بالتالي 

تمكّ   .دائرة هذه  الجديدة  النظر  وجهة  أ ن  هي  الكبرى  ت الميزة  من  من    عريفننا  العديد 

 للامتغيات. ا

الفضاءل  في  3نفكر 
Rحداثياتلا  با( , , )x y tالمركب  س تقيمالم   جداء  وك نهC

z)بالا حداث ) x iy= منحن  ن  t).الا حداث مع  ) Rو+ أ ن  2و 1نا ي  ي فتض 

سقاط على  ل هذا يعني ببساطة أ ن  مورس.   من النقط الحرجة    نتهيام   ا عددtالا حداثلا 

حداثنهذه النقط الحرجة.    في  منعدم  غيوأ ن المش تق الثان   فتض أ ن القيم الحرجة للا 

t  يزةكلها متم.
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، هذه هي  شكليا t. ال حداثينفس    لهاالتي  و  2 و 1 من الآن مجموعة أ زواج النقط    برتلنع 

المجموعة

( ) 2
1 2 1 1 2 2( , ) | ( ( )) ( ( ) .X s s t s t s =  =R Z

المثاللن  ا لى هذا  10  ا لى  والثاني    قوسا  18  ا لى  ال ولَ   ل المنحن قيم حرجة، تحل     8  توجد  .نظر 

 .أ قواس

.تيةفي الصورة الآ  X  المنوعة الجزئيةيتم تمثيل 

1

218

17
16

15

14

13

12

11

10
9

8

7

6

5

4
3

1

6

10
5

4
3

2

7

8

9

1 18171615141312111098765432

1

10
9
8
7
6
5

3
2

4

  هي   هأ ن هذ  ه هوق منتحقّ ي  الذي  الشيء الوحيد )السهل(  طارة.    -  2من الـ  لس  أ م هذا منحن  

 . رجة الحنقط ال  جوارالحال بالفعل في 
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ي   واتأ كد  هذا  أ ن  فمن  على   عر  اتجاهًا 

. X 
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. على  قانونييوجد اتجاه   X  اصغير   مجالار  ا تن  I   فX  هذا القيم الحرجة.  ، بعيدًا عن 

ل  المجال وَّ غير حرج   يكون مجال .2 ف 2I آ خر  مجاللى  ا  و  1 ف 1I مجاللى  ا  اكليا  ف ت  يُح

ف)آ   1 ف اتجاه  آ تيين  ،اهينتجب   زوّدام )2 و  ومن   ناحية،من   )2و )آ   1من 

ذا كان هذ  المجال  اهذمثل  ن  ا  قول  ن آ خرى.    من ناحية t حداثيالا   ن  اتجاهالا  ان موجب ا 

ذا كان كل من دياالمت  tم  اس تخدب  I نوجهخلاف ذلك.  فلب اوس توافقينم   و 1I ا 

I2  موج�ا ٔ�و كل منهما سالبا و�س�ت�دام    المتناقص في �لاف ذ�.

1 نقطتين X دد نقطة فتح  ال ن، 1( )s 2و 2( )s  ف    تين يز تم م   تيننقط على    تسقطان

. ب المركّ   يالمس تو  x iy+ الفرق  فعرّ  ت .1  تطبيقا  عمدة  : X → S نه بين  تطبيق    ا 

 تينموج  منوعتين

 .2 و 1 الربط بين عددهي   عي آ ن درجةدّ ن

للتطبيق  ةولوجيپ الطورجة الدالربط هو  عددنثبت هذا الادعاء. ل 

( )2 2: →R Z S

1 1 2 2
1 2

1 1 2 2

( ) ( )( , )
( ) ( )
s ss s
s s

 

 

−
−

سطح تحتوي  ينموج  ين بين  ال .  2حدة  و  كرة 
S   ال فقي الاس تواء  خط  1 على 

S  (حيث

.( 0t على  عرضي   آ ن  يس تلزميزة  تم  حرجة ممورس بقيمّ  2 و 1 افتراض آ ن  =
1

S 2ف المحتواة. S   1 عكس يةالصورة ال 1( ) −
S هيX  ،تفاضلطابق  تعريف. يال   من 

. كرةف ال  الاس تواء،لخط    ناظمية، مع الحزمة ال ةطار   -2ـ  ، ف الXلـ  ناظميةالحزمة ال   

لمطابقة موجبة. ا ههذ بحيث تكونهو  Xعلى  هيلتوج ل اصطلاحنا 

الطو مقارنة الدرجتين  قيمة  نا   .و  ولوجيتين لـپ نريد  1على  لـ   v ظمةتمن خذ 
S 

2ف  المحتواة
S  لتكنو u آ ن  وا. لاحظتها العكس يةنقطة ف صور v   منتظمة هي آ يضًا قيمة

شارة   . لـ شارة    نفس  هي  uف    لتفاضل  اليعقوبيا  ويس تخلص    u.ف    يعقوبي ا 

π و     م�ساویتان.   من ذ� ٔ�ن درجتيَْ  

 

v

v

v

v

vv

v

 .  واحدالبعد  من 

نوع كوشي. هذه حالة من الربط باس تخدام مؤشرات عدد  جديدة ل  علاقة نحصل الآن على

. ڥيتش ٻ س  كونت  مبرهنةخاصة من  

t
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 .2أ و 1 لـ t بمس تويًت أ فقية تمر عبر النقط الحرجة للا حداثي 2 و 1 طعنق. مبرهنة

متتاليتين، يحددمس تو يينبين     1 2 و من الخيوط معيناً  أ و   )ال قواس(   عددًا  الموجبة 

الم ات ن لبة.  االس الخيوط  أ حد  بـ  ر  بيان  1تعلقة  بواسطة  المحددة   ،1( ( ), )t t   أ جل )من 

.(t t t− +    2خيطا  ر  ات ن( ( ),  )t t ا لى أ جل ضًا  )أ ي   2  المنحن   بالنس بة  من 

.(t t t− +  الدوران سب مقدار  نح

1 2

1 2

( ( ) ( ))1
2 ( ) ( )

t

t

d t t
i t t

 


  

+

−

−
−

ذا كانت   +1هو   حيث   . خلاف ذلك في − 1و شارة خيوط المختارة نفس ال  لل ا 

لى ا  المتتالية، و يًت ال فقية  جميع ال زواج الممكنة من المس تو    لىبالنس بة ا    عدادمع كل هذه ال  نج

هي   .2من وخيط   1 من  لخيطأ زواج  في    تقتانًالاكل   الربط  عددوالنتيجة 

1 2. ( ,  )lk  

2  ،4  ،4  ،2  ،2  ،2  ،2تحتوي على    مجالت  7فردة الثمانية  تحدد القيم الم  السابق،في المثال  

 راء. لذلك هناك  الحميوط من الخ   0 ،2 ،2 ،4 ،2 ،0و  زرقاء،اليوط من الخ 

2 0 2 2 2 4 2 2 4 2 4 0 4 0 24 +  +  +  +  +  +  =

 X. في المجالتوالذي يتوافق مع عدد  الخيوط،بين   اقتانً

  

  

 

  

 

السحرية   الحيل  بعض  تحاول 

غير   الربط  عدد  بأ ن  قناعكم  ا 

أآشلي    “ من    .موجود  كتاب 

يحتوي    (،1944)الرائع    ”للعقد 

3800تمثل    ة صور  7000على  

©                     .عقدة

 ر وتاال  لعقدة مع قيم في جبر  كون الڥيتشٻ س  كونت   لا متغي

تعريف    الختام،في   متغي  أ رسم  في  بم  شكلية  تسلسلات بم قيم    مععقدة  ب  مرفق    لا  عاملات 

 .1993عام لما خوذة من ورقته الشهية   ، ڥيتشٻ س  كونت ل . هذه فكرة رائعة يةوتر مخططات 

)تكن  ل  )Chord n  ذات  يةططات الوتر المخمجموعة   n   عدة    ا.وتر فهيي   مرات،كما رأ ينا 

من   في    2nمجموعات  موجهة، مجمعة  على دائرة  هوميوتشاكلات  أ زواج،نقطة  لى  محافظة    ا 

]ـ بيشن .  مقربة  لدائرةلعلى الاتجاه   ]Chordلى الفضاء الشعاعي الذي الاتحاد    أ ساسه  ا 

Chord  المجموعات )  لكل  )Chord n.   المجهي    ه عناص ذن  المنتهية  اميع  ا 

( )
.  ww Chord n
w

   0   حيثw عتبر ن   نته.باس تثناء عدد م   wجميع    لأ ج  من  =

[ ]Chord بواسطة   جدرّ التعطى ي  ج، درَ تم   شعاعي فضاءك.n 

https://archive.org/details/TheAshleyBookOfKnots
https://archive.org/details/TheAshleyBookOfKnots
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]   ا لى حاصل قسمة    نرمز بـ   ]Chord  الفضاء الجزئي الناتج عن علاقتين،    على

  :للوهلة ال ولى تينمصطنع  انقد تبدو 

تم الحصول عليه من الصورة    قد  يالواحد. هذا يعن أ ن أ ي مخطط وتر   دعلاقة الح  −

0ه ي علن أ ن ،أ دنًه من خلال اس تكمالها بأ ي شكل من ال شكال في الجزء المنق ط من الدائرة

.في  0، كل مخطط يحتوي على وتر واحد يساوي تعبير أآخرب  .  في

كمالهالدائرة من  فا ن الجزء المنقط   بالمثل،ال ربعة.  الحدودعلاقة  − بأ ي شكل من    يمكن ا 

(. بالطبع بنفس الطريقة في المكونًت ال ربعة للعلاقة ال شكال )ولكن

.0 متدرجهو في الواقع جبر  هذا    الشعاعي  الفضاء n n   يمكن مخططان وتريًن

 .ةتيبالطريقة الآ  ماضربه 

فةأ ن هذه العملية م من  هي بالضبط ما هو مطلوب للتأ كد    ال ربعة  الحدودعلاقة   جيدًا،  عر 

 .  المجموع المتابطبغض النظر عن موضع 

مجاميع شكلية غير منتهية  مع، حيث نجˆالتتميم   لنعتبر
( )

.  ww Chord n
w

  دون  من

. عدادشرط على ال   w  روتا"جبر ال   ˆنسمي."
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= 0

- + - = 0

= =

   .ˆ  للعقد، بقيم فيكونال ڥيتشٻ س  كونت  لا متغي عريفالآن ت  ايمكنن
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    .أ ن تكون مورس( يفُترض فضاء ) -  3الـ عقدة في  لتكن 

حداثي  أ فقية تمر عبر النق  ياتم بتقطيعها بواسطة مس تو  و قن . يؤدي هذا  tط الحرجة من ا 

لى ت  لىالعقدة    ليلا  ، والتي يمكن أ ن تكون موجبة أ و  )ال قواس(  من الخيوط  نتهعدد م   ا 

لىلبة، اس  . توجيه العقدة  بالنس بة ا 

الـ    نعتبر  n.  اصحيح   عددار  ا تن   يزةتم المنقط  ال من    قائمة   2n-فضاء 

1 1( ,  ,  ,  ,  )n np q p q    بحيث يكونعلى العقدة 

( ) ( )i it p t q=  1من أ جلn i  

)1و ) ( )i it p t p+   من أ جل. 1 1n i−   

وجهة بشكل والم،  2nذات البعد طارة  ل ل  ذات حد n  من البعد  nXمنوعة جزئية    ههذ

 . الدائرة  توجيهقانوني من خلال 

ف مخطط nX عنصر في أ ن أ ي   والاحظ   وترا.   n ذا ياوتر ايعر 

).في  nX من   طبيعي   تطبيقهناك   )n
C  ذا كان بالفعل   ين يزت متم يننقطت  qو p ت ، ا 

-  الـ نربط. لذلك  منعدمب غير عدد مرك    همافرق   فا ن،  t حداثيالا  لهما نفس    من n   قائمة

1 1( , ,  )n nq p q p− )من    − )n
C 1 .بـ 1( ,  ,  ,  ,  )n np q p q. 

-ـ  الآن ال ليكن n  (  رك ب )الم  التفاضليشكل 

1

1

1
(2 )

n
n

n

dd
i



  

  
  

 
 

. على nX     على مكاملته  م بعد  مترابطةك  ر كل  منnXلـ    بة  المقابل  بالعنصر  وضربه   ،   

( )Chord n  لـ   المرك باتكل  على  ع  الجموnX،   من   نحصل على عنصر. n   في  عر 

ال  العناصر،    شكلي المجموع  هذه  كل لكل  أ جل  من n  قيم  من  عنصًرا   ، ˆ
n:  هو لا   هذا 

 

ذا كانت  فقط    لا متغيرر أ ن هذا    تبين  بعد! لقد    لا متغيراهذا ليس    للكلمة،بالمعنى الدقيق    ا 

مورس، مع الحفاظ على عدد النقط الحرجة. هذه بالفعل حقيقة  عقد  مشوهة بين    العقدة

 . غير تافهة

لى ظهور   ه عام لـيتشو  يمكن أ ن يؤدي    . حدبةا 

في مقدمة   يكون التغيير  أ ن  ذلك، يمكن  )كنيل .  تماما  اموصوفهذه    دبةالحومع  )Z H   لا

 .في الهامش دبةالح  متغير  

 
 

v

v

ليه بـ  ،   لـ ڥيتشٻ س  كونت متغي  )الذي نرمز ا  )Z من   ، وهو عنصرˆ. n  
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179 S. Chmutov and 
S. Duzhin. The Kontsevich 
integral.  Acta Appl. Math., 
66(2):155–190, 2001. 

180 S. Chmutov, S. Duzhin,
and J. Mostovoy. Introduction 
to Vassiliev knot invariants. 
Cambridge University Press, 
Cambridge, 2012. 
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ذا كان  ثبات أ نه ا  حاصل القسمة فا ن ، حرجةنقطة   ،2c  للعقدة t حداثيل  ليمكن ا 

2( ) ( ) ( )cI K Z K Z K=

)ˆ  حيث  )I K  ،    متغيرر هو للعقدة  لا  أ ي  ،    فعلي  أ جل  أ ي    ،ةي  نو ص    من  يعني 

 .ب تكوين نقط مزدوجةجن  ت ي عقدة لله يتشو 

)2تبرير القسمة عل   ينالا يزال يتعين عل  )cZ K هذا ليس بال مر الصعب  .ˆفي الجبر

)2لـ   ل نه من السهل رؤية أ ن   )cZ K  1  شكل a+    حيث درجةa    بحيث   1أ كبر من

1يكون معكوس  a+   2هو 3.1 a a a− + − − 

الا طلقن لم   عل  شيئاً  بأ ي  ن لم    .ثبت  كونيهذا    يكون  معنً   شرح  متغير  واقع  .  ا الل  في 

كانت عقد  ال مر، ذا  ا  غير معروف ما  نه  ذا كان له  تينمتكافئ   تانا  ذا وفقط ا  الل   نفس  ماا 

 .  : س يكون ذلك رائعًامتغير

   �لحصول �لى عرض مفصّل، ٔ�نصح ٕ�لحاح بهذه المقا� 17  و بهذا الك�اب 180.

https://arxiv.org/abs/math/0501040
https://arxiv.org/abs/math/0501040
https://arxiv.org/abs/1103.5628
https://arxiv.org/abs/1103.5628
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© شجرة الغربان.   : د فريدريتش يكاس پار دي ڥ

. 

https://en.wikipedia.org/wiki/The_Tree_of_Crows


ةخاتم

 

181 J.-P. Serre. Trees. Springer
Monographs in Mathematics. 
Springer-Verlag, Berlin, 2003. 
Translated from the French 
original by John Stillwell, 
Corrected 2nd printing of
the 1980 English translation. 

لقد رأ ينا بالفعل العديد  .   ة اتيالغابات الرياضي  من  كثير  عبرلقد تجولنا  ت.  نا قد انت ت نزه 

في أ مل  كل   بقارئي  يرغب سوف    . يكن سفرنا بالتأ كيد مسارًا   ولممن ال شجار،  

 . يةالسفر أ كثر واس تكشاف مناطق جديدة فيها مزيد من التفاصيل، وربما أ كثر جد  

لى ا  معجولتنا  أ ن    نظرا  بدأ ت  مغلقة  حلقة  الضبا"الـ    كانت  بحر  فوق  لكاس "بهائم  ر پ، 

عجابأ ن  ربما يكون من المناسب الآن  فليد فريدريش،  ڥ دي  شجرة الغربان  على    نلقي نظرة ا 

 .  اوس يحلم بالهندسة غير ال قليديةڤكان  الوقت، ذلك في. 1822بتاريخ  نفسه،للفنان 

والتي تتعامل أ يضًا   181ة المفضلة اتيالرياضي  تم اختيار هذه اللوحة كواجهة لواحد من كتب 

أ ثناء    ال شجار،مع   شوهدت  التي  تلك  عن  جدًا  مختلفة  كانت  ن  الم  ة.النزهوا  قبلةالوجهة 

 ؟ لقارئي

 

جٻ ودٻزيًا
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فريدريتش   ديڥيد   :كاس پار 

Mann und Frau in 

Betrachtung des Mondes

القمر يتأ ملان  وامرأ ة  ))رجل 

(1824  - 1818)  . ©

https://en.wikipedia.org/wiki/Two_Men_Contemplating_the_Moon
https://en.wikipedia.org/wiki/Two_Men_Contemplating_the_Moon
https://en.wikipedia.org/wiki/Two_Men_Contemplating_the_Moon
https://en.wikipedia.org/wiki/Two_Men_Contemplating_the_Moon
https://en.wikipedia.org/wiki/Two_Men_Contemplating_the_Moon
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ذا لم يكن بالإمكان مشاركتها الآخرين. عرض الأصدقاء   كئيبةس تكون الرياضيات   للغاية اإ

 . دات الأولية لهذا الكتابقراءة المسو   طيبونوالزملاء ال 

الدكتورا لدي وهو الآن متخصص مشهور في الأنظمة   دارسيكان تييري باربو من أأوائل  

 . . اقترح تلقائيًا التعليق على نسخة مبكرة من المخطوطةتسلورن  هندسةو  ةتحريكيال 

وكتبنا ورقتي معًا. هو ليس    دارسيْ منذ وقت طويل عندما كنا    سن ر ٻ ك رانت  ڤقابلت  

ميع جوانب الرياضيات. ب لديه اهتمام واسع    ت ولكنْ يا فردفي الم  اعلى وجه التحديد خبير 

 . اتيحب النزهوهو 

.  لديهكنت أأدرك جيدًا معايير الجودة  ن ن لأ  پل هار  ۆد رٻ ي پ لقد ترددت في طلب رأأي 

 . وكانت ملاحظاته الصريحة موضع تقدير كامل

نتاج الأفلام   جل هندسةرو فنان سۆ لجوس  وقد تعاونا كثيًرا، على وجه الخصوص في اإ

ليه في العديد من الصور  اتيالرياضي    .تعقيدًاكثر الأ ة. يرجع الفضل اإ

المپامب پكو  سٻ پ وپاتريك  پ نظرية  في  الخبراء  أأفضل  أأحد  هو  تاريخ  ياتفردو  ويحب   ،

 . ي  رڥ ٻن ج اس ۆپول د - هنري الرياضيات. كلانا متعاون مع

(Henri-Paul de Saint Gervais. ) 

برونو   زميلي  الرياضيات  ك    كٻن  ٻ ڥ ٻ س  يعرف  من  قد  .  لشيء في  كبيًرا  عددًا  اكتشف 

 . الأخطاء

المحُفَّز" الافتراضي الذي الجامع   ارس  الد لويد س يمون على لعب دور "  -  وافق كريس توفر

تحول   الملاحظات.  هذه  رموز  فك  )يحاول  التجارب  متعاون.    غينيا(خنزير  حقل  اإلى 

.نت اقتراحاته النتائج الرئيس ية للمخطوطة بطريقة مهمةحس  

https://www.howtopronounce.com/lorentz
https://www.howtopronounce.com/lorentz
https://www.howtopronounce.com/lorentz
https://fr.howtopronounce.com/cairns
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في     AMS Open Math Notes وعلى Arxiv نسخة من هذا النص كانت متاحة على

 

 

 

 

 

 

  

 

Serge Cantat.

Michele Triestino.

 

  أآخران سابقان بفحص الكتاب بالتفصيل وأأرسلا   دارسان  قام. منذ ذلك الحي  2016نوفمبر  

 . ثيرة للاهتمامالم لاحظات من المكثيًرا  ل  اإ 

 رك ب. الم يدان في الم  والديناميكياتا مع الهندسة الجبرية طج كانر ٻس عادة ما يتعامل 

بالحتمال  لٻش  مي  اهتمامًا  أأكثر  النظريةتتريس تينو  النظرية    سرانيةالم   ،  غائبة  ال والفيزياء 

  !نزهةأأساسًا عن هذا ال

الموضوع في  ل العليا حول هذا  الدراسات  بتدريس دورة  ريو دي  ب  ،IMPAقد تشرفت 

  الذين حضروا الفصول الدراس ية، أأود    ارسي. من بي الد2017في يناير وفبراير    جانيرو،

    وهم :  ةانيپالية والإس  ڤ أأن أأؤكد أأن س بعة منهم بدأأوا الترجمة باللغتي البرت

Aguiar Alina  Sotolongo, Azul Fatalini, Carlos A. Gomes,  Esteban 

Arreaga, Filipe Bellio da Nobrega, Gregory Cosac, Thiago 

Dourado .

Dali Shen  ،في الدكتورا  بعد  ما  أأرسل   IMPAزميل  أأيضًا  من    ل  اإ ،  طويلة  قائمة 

 الملاحظات.  

 كما تلقيت تعليقات من 

Jean Barge, Brian Davey, Maxim Kontsevich, Manuel Ojanguren, 

Jean-Pierre Serre .

نه لمن دواع  سروري أأن أأشكرهم   .جميعًا اإ

ف عن نفسه   ةتالشوكول  ل  اإ لن أأنسى القارئ المجهول الذي أأرسل   لأنه أأحب الكتاب. عر 

Paul Ynomial, rue du nœud باسم de trèfle, Ker Lann .

مسؤول عن جميع الأخطاء    -بالطبع    -ربما ل يجدر بي اإضافة التعليق الواضح الذي أأنا فيه  

 . المتبقية

مهمة مؤسسات  ثلاث  أأشكر  أأن  يسعدني  Centreكان    .كما  National de la

Recherche Scientifique يدعمن منذ س نوات عديدة.   

وف  ، ريو دي جانيروInstituto de Matemática Pura e Aplicada  الـ أأجواء ،  ر 

   .الأولى من هذا الكتابدة علمية ممتازة وسلاما كافيا لكتابة المسو  

Unitéالـ   de Mathématiques Pures et Appliquées de l’École Normale

Supérieure de Lyon  وقت طويللمؤسس تي المنزلية كانت . 
 

ن جيس ٻ ـــ تي ٻ اإ 

2017أأغسطس   22 ليون،

https://arxiv.org/abs/1612.06373
https://www.ams.org/open-math-notes
https://www.ams.org/open-math-notes
http://www.cnrs.fr/
http://www.cnrs.fr/
https://impa.br/
http://www.umpa.ens-lyon.fr/
http://www.ens-lyon.fr/
http://www.ens-lyon.fr/
http://www.ens-lyon.fr/


اعتمادات الصور

نتاج النص    دون الرمز © من   من  التوضيحية والرسوم  تم ا 

ذن  يمكنكم .المجاورةالصلة أ و    CC0 ينطبق ترخيص.   نسخها وتعديلها وتوزيعها، حتى لل غراض التجارية، كل ذلك دون طلب ا 

 :يةت على الصفحات ال   ۆسـلجوس  المعدّة من طرفنفسه على الصور 

7, 7, 49, 112, 112, 116, 117, 124, 124, 142, 149, 152, 153, 153, 156, 158, 159, 160, 161, 162,163, 165, 

170, 182, 179, 180, 180, 180, 181, 184, 185, 186, 186, 187, 201, 218, 219, 224, 227, 278, 283,

:  archive.org ية منت والمستندات ال  

Gauss’s dissertation: 6 — Colson’s translation: 42 — Buffon’s translation: 46 — Cramer’s 
book: 58 — Cramer’s book : 63 — Gauss figure: 72 — Serret’s book: 84 — Serret’s book: 85 

—  Divergentibus: 86 — Architecture book: 112 — Cable: 223 — Ashley: 288, 

:   Wikipediaمن  أ تيوكذلك ما ي

Wanderer: ii — Haeckel: 16 — Catalan: 21 — Catalan: 22 — Schroeder: 36 — Hipparchus: 36 
— US signs: 37, 179 — Plutarch: 39 — Newton: 45 — Cramer: 61, — Dalembert: 77 — Euler:

87, — Hardy: 91 — Cauchy: 94 — Darwin finches: 109 — Moebius: 111 — Recycling: 117 
— Olympic: 122, — Noether: 133 — Cremona: 137 — Paris: 147 — G. Doré: 155 — Puiseux:

169 — Weierstrass: 173 — Dürer: 190 — Cherry tree: 198 — Darwin: 214 — Epicycles: 224 —
Gauss: 228 — Gauss’s signature: 230 — Tree of crows: 292 — Mann und Frau: 294,

و

Four seasons: 9 — Tree of life: 10 — Mississipi: 34 — Circular Iching : 273 — Chord: 284.

الذي تنازل عن جميع حقوق النشر والحقوق ذات  ن جيسـتيٻا قبل  

, 176

https://archive.org/
https://archive.org/details/werkecarlf03gausrich
https://archive.org/details/methodfluxionsa00newtgoog
https://archive.org/details/bub_gb_2QHI2lyyUX4C
https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
https://archive.org/details/werkecarlf03gausrich
https://archive.org/details/coursdecalculdi01serrgoog
https://archive.org/details/thorienouvelleg00serrgoog
https://archive.org/stream/expositionmtho00lamo%23page/n197/mode/2up
https://archive.org/details/instrvctionenlas00hond
https://archive.org/details/studentstextboo01noadgoog
https://archive.org/details/TheAshleyBookOfKnots
https://www.wikipedia.org/
https://en.wikipedia.org/wiki/Catalan_number
https://en.wikipedia.org/wiki/Hipparchus
https://en.wikipedia.org/wiki/Road_signs_in_the_United_States
http://www.wikiart.org/en/maurice-quentin-de-la-tour/jean-le-rond-d-alembert
http://www.metmuseum.org/art/collection/search/42344
http://www.nature.com/articles/nmicrobiol201648
http://eoimages.gsfc.nasa.gov/images/imagerecords/4000/4526/aster_mississippi_artII_15m.jpg
http://www.biroco.com/yijing/scans/ztd900.jpg
http://sdk.gooddata.com/gooddata-js/example/chord-chart-to-analyze-sales
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Caspar_David_Friedrich_-_Wanderer_above_the_sea_of_fog.jpg
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Tree_of_life_by_Haeckel.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Eugene_charles_catalan.jpg?uselang=fr
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Ernst_schroeder.jpg
https://fr.wikipedia.org/wiki/Plutarque#/media/File:Plutarch.gif
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:GodfreyKneller-IsaacNewton-1689.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Gabriel_Cramer.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Euler-10_Swiss_Franc_banknote_(front).jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Godfrey_Harold_Hardy_1.jpg?uselang=fr
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Augustin_Cauchy.jpg
https://en.wikipedia.org/wiki/Darwin's_finches#/media/File:Darwin%27s_finches_by_Gould.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:August_Ferdinand_M%C3%B6bius.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Recycling_symbol.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Olympic_rings_with_transparent_rims.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Noether_2514.JPG
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Luigi_Cremona.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Stereographic_projection_of_Paris.jpg
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:Paradiso_Canto_31.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Victor_Puiseux_par_Pirou.JPEG
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Karl_Weierstrass_2.jpg
https://fr.wikipedia.org/wiki/Melencolia_I#/media/File:D%EF%BF%83%EF%BE%BCrer_Melancholia_I.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Cherry-tree.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Darwin_Tree_1837.png
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Cassini_apparent.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Carl_Friedrich_Gauss_1840_by_Jensen.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Carl_Friedrich_Gau%5CT1%5Css%20_signature.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Caspar_David_Friedrich_-_Mann_und_Frau_in_Betrachtung_des_Mondes_-_Alte_Nationalgalerie_Berlin.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Caspar_David_Friedrich_The_Tree_of_Crows.jpg
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.الموضحة أ دناه  المشاع ال بداعيتم نشر الرسوم التوضيحية ال خرى بموجب تراخيص 

Signs: 3, 62, 87, 91, 134, 184, 199 — Knuth: 17, 19 — Mobile: 31 — : 32 — Cauldron: 118 —
Cherry : 209 — Fish : 219 — IconPark : 242 — Nasa: 274.

Earth: 114 — Logo: 123 — Dimensions: 146 — Hopf: 149 — Flammarion: 154 — Geocentric:

154 — Pointe: 168 — Stasheff: 199.

لسماح لي باس تخدام بعض وثائقهم الىع سماؤهمأ  ال تية أ شكر ال فراد والمؤسسات 

Maxim Kontsevich: 1 — Bib. Diderot ENS Lyon: 4 — Cambridge University library: 5, 45, 
47, 48, 51, 52, 55, 57 —Museu de Arte da USP: 6, 120 — Frédérique Bassino: 33 — Pierre 
Gallais: 54 — U. Göttingen: 38, 283 — Scot Kolodziejski: 69, 275 — Institut de France: 78 
— Gallica: 99 — Étienne Lecroart: 116 — Sylvie Pic: 118 — Laurent Bartholdi: 143, 119 ,

170 — Tadashi Tokieda: 125 — Ton Marar: 126 — Barry Sobel: 132 — Tony Philips: 148 —
André Nachbin: 167 — Olivier Joseph: 175 — John Milnor: 177 — Rémy Oudompheng:193 
— Robert Coquereaux: 197 — Eliane Loday: 197 —Anatoly Fomenko: 201, 202, 203, 204, 205,

206, 207 — Yifan Hu: 220, — Gary Urton: 245.

عداد هذا الكتاب باس تخدام . Edward Tufteالمس توحاة من أ عمال  ”tufte-latex Document class“ تم ا 

لى المراجع   ليها مجاناً الروابط الفائقة    فقد حددتبالنس بة ا  لى ا  قيل لي    .  على ال وراق التي يمكن الوصول ا  نه يمكن الوصول بسهولة ا 

 .المشكوك في شرعيتها  الش بكةجميع المراجع تقريبًا على مواقع 

https://creativecommons.org/
https://commons.wikimedia.org/wiki/Road_signs_of_France
http://www-cs-faculty.stanford.edu/~uno/knuth-drofina.tiff
https://clipartfox.com/download/02839fc9f1a67785aa6e66f9286c6d6118e2ad68.html
http://icon-park.com/
http://dawn.jpl.nasa.gov/multimedia/images/image-detail.html?id=PIA20180
https://www.purdue.edu/impactearth/
http://all-free-download.com/free-vector/download/rio-2016-olympic-logo-vector-graphic_267077.html
http://dimensions-math.org/
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/BigPictures/Hopf_2.jpeg
https://www.camptocamp.org/routes/58051/fr/mont-pelvoux-pointe-puiseux-pente-centrale
http://www.ihes.fr/~maxim
http://www.bibliotheque-diderot.fr/
http://cudl.lib.cam.ac.uk/collections/newton
http://imgs.fbsp.org.br/files/01BSP_GERAL_02601.jpg
https://arxiv.org/pdf/1602.04960.pdf
http://institutdemathologie.fr/
http://institutdemathologie.fr/
http://webdoc.sub.gwdg.de/ebook/e/2005/gausscd/html/kapitel_tagebuch.htm
https://musingsonmath.com/my-collection/
http://e.lecroart.free.fr/
http://www.documentsdartistes.org/artistes/pic/repro.html
http://modellsammlung.uni-goettingen.de/index.php?lang=en&amp;r=1&amp;sr=18&amp;m=81
https://www.youtube.com/watch?v=wKV0GYvR2X8&amp;feature=youtu.be
http://www.icmc.usp.br/~ton
http://www.microscope-antiques.com/bullcongmain.html
https://www.youtube.com/watch?v=IKSrBt2kFD4
http://w3.impa.br/~nachbin/AndreNachbin/Art.html
https://www.facebook.com/cretindesalpes?fref=nf
http://alchetron.com/John-Milnor-256279-W
https://embuchestissues.wordpress.com/2009/04/08/cardboard-associahedron/
http://www.cpt.univ-mrs.fr/~coque/
http://www-irma.u-strasbg.fr/annexes/conferences/loday06/lodayconf.jpg
http://sanjindumisic.com/artwork-by-anatoly-fomenko/
http://yifanhu.net/GALLERY/MATH_GENEALOGY/
http://www.latinamericanstudies.org/quipu.htm
https://www.ctan.org/pkg/tufte-latex
https://en.wikipedia.org/wiki/Edward_Tufte
https://en.wikipedia.org/wiki/Flammarion_engraving#/media/File:Universum.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Ptolemaic_System_-_Digital_Reproduction.png
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Stasheff.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Black_Che.jpg
https://www.bibliotheque-institutdefrance.fr/
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Modern_mobile-art_mobiles_mobius.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:2016_Summer_Olympics_opening_ceremony_1035320-olimpiadas_abertura-0001.jpg
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/btv1b8452909w/f1.item.r=victor%20puiseux


مصطلحات 

نڤليزية  ة لعربيا الإ  

2-ball: لّ ج -2

2-disk: قرص  -2

2-sphere: 2- كرة

3-sphere: 3- كرة

Acyclic digraph: بيان موجه خال من الحلقات 

Barycenter, barycentre:  ح ح، مُرْجِّ  مُرجِّّ

base point: نقطة آ ساس    

biconnected:  ثنائي الترابط 

bigraph :    هبيان موجَّ 

binary:  )ثنائي )آ ثناني 

binomial: ثنائي الحد   

bipartite graph:  ،و فرعينذ بيان شطراني  

boundary:  ّحد   

braid:    ضفيرة 

branch:  فرع 

branch cut:  ّعي قطع تفر  

branched cover: تغطية مفرّعة   

bundle:  ُزمة ح  

Category: فئة 

cellular space:  فضاء خلوي 

child (of a node):  )طفل)عقدة 

acyclic graph: بيان خال من الحلقات 

action:    عمل

adjacency matrix : مصفوفة تجاور 

adjacent:  متجاور 

affine:  تآ لفي 

analytic:  تحليلي 

ancestor:  سلف 

annulus:  طوق حلقْة ،  

apex: رآ س، قمة 

approximation: تقريب     

a priori: بداهة 

argument  (of a complex number):  دة عدد مركب عُم  

associahedron:   تجميعي السطوح 

automorphism: طوتشآكل  و آ   

axiom: ، مسلَّمة  بديهية 

abelianization: ة بل آ   التحويل اإلى  ،مُؤابل()   

abelianize: َة( بل آ  ل اإلى وّ  يح، ل، يؤاب آ بل(  

binary tree:   ( آ ثنانيةئية ) ا ثن شجرة  

birational: ئي التنطيق ثنا  

block graph :   كُتَلي  بيان 

blow down (a curve):  ّر هبوطا ف  

blow up :  فّر صعودا 

blowing down: تفجير هابط   

blowing up: تفجير صاعد  
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chord:  وتر 

chord diagram:  ُط وتري خطّ م  

circulation:  َلن وَ ج  

clique: عُصبة  

closed curve:   مغلق  منحن  

closure:   مُغلِّقة 

cobord:  ّمقابل   حد  

cochain: سلسل مقابل     

cocycle: دورة مقابل  

codimension:  ،البعد المقابل  تمام البعد  

cograph:  بيان مقابل 

cohomology:  تماثل مقابل 

colinear points:  

collapse: يقوِّّض 

collapsible (graph):  قابل للتقويض 

combination: توفيقة 

combinatorial:   توافيقي 

combinatorics:   توافيقيات   

combinatorist:  اتيتوافيقي  

compact:  ّمتراص 

compactification:  ّرص 

compactness:  ّتراص  

complement:  ُم ِّّ م ت  

complete graph:  بيان تام 

completeness:  تمامية  اإ

completion:  تتيم

complex (number): (عدد) مركَّب  

complexification:  اكب تر  

component: مركِّّبة      
concatenation:  تعَاقُب 

configuration: تشكُّل     

configuration space:  فضاء التشكُّل 

conformal:  امتثال 

connected:    مترابط  

connectedness: ترابطية 

connection:   رابط، ربط

content:  محتوى 

contractible:  قابل للتقليص 

contravariant:  مخالف للتغير 

convex hull: ب    الغلاف المحدَّ

convolution:    تلافّ   

core: نواة  

corollary:  لزمة 

covariant: موافق للتغير   

cover:   تغطية 

critic point:   نقطة حرجة 

critic value:   قيمة حرجة 

cusp: قرُنة        

cuspidal: قرُني 

cutting:

cycle (graph):   دورة

cyclic:    دوري 

Deck transformation: تحويل تكديسي  

decomposable:  قابل للتحليل 

decomposition:  تحليل 

deformation:  تشويه 

degenerate form:  ّشكُّ منحل 

deque:   )رصيف + اصطفاف( رصطف   

descendant (of a node):  سليل 

desingularization:  زالة المفرديات اإ  

diagram:  ّط مخط  

diffeomorphic: آكل )تفامتشآكل( فمت  

diffeomorphism: آكل )تفاتشآكل(  ف ت  

digraph: ه وجَّ بيان مُ  

dihedral: ثنائي الوجه   

 disc:  قرص 

 قطع 

مت واحدةنقط ،سامتةنقط اس تقامة على  
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discrete:  ع  متقطَّ

discriminant:  ِّمميّز  

disk:  قرص 

disorienting loop:   ة حلقة غير موجِّّّ  

domain: ميدان 

double point:  نقطة مزدوجة 

dual: ِّيّ    ثِّنْو  

dyadic : رتاب   -2، ثنُاوي  

dynamical system:  )نظام تحريكي )ديناميكي 
 

Edge:  ّة )وصل( حاف  

effective: فعلي    

ellipsoid: ( ناقص شبيه ناقص )شبيها ناقص، آ ش باه  

elliptic:  ناقص 

embedding:   تغطيس 

entire function:  دالّة صحيحة  

epimorphism: پيتشآكل )تشآكل فوقي(  ٻ اإ      

equivariant:  ساوي التغير ت م  

ergodic theory: المسرانية  النظرية  

exact sequence: متتالية تامة 

exceptional divisor:  قاسم اس تثنائي 
 

Face: وجه 

fiber: ليفة    

fiber bundle:    )حزمة ليفية(  مُليَّف  

fibered knot:  عقدة مليََّفة 

fibration:  تلييف 

fixed point: نقطة ثابتة 

flecnode:  عقدة انعطاف 

flow:  ْل، تيارس ي   

flux: ق تدفل    

folium: وُرَيقْة 

forest: غابة 

  

 

 

 

 

formal sum: مجموع شكلي      

formula:  )فٌ قديم  علاقة )صيغة مرادِّ

frame (in a vector space):  َمعْل 

free action: عمل حر     

frontier:   )حد )محيط 

functor:  ّدال 
 

Genus:  مُصنِّّف جنس ،  

 

germ (of function):  )برعم )دوال 

girth:  طوق 

graceful graph: بيان رش يق      

graded algebra:  جبر متدرِّّج 

graded space  جمتدرّ  شعاعيفضاء   

gradient:  تدرّج 

grafting:  تطعيم 

graph: بيان     
 

Holomorphic: هولومتشآكل )ة(     

  

 

homogeneous:   متجانس 

homology: تماثل        

homotopy:   ترادف  

hyperbolic:   زائدي  

hyperbolic space: فضاء زائدي       

hyperboloid:    زائد شبيه    

hyperplane:    فوقي  مس تو  
 

Image:  صورة 

immersion: تغميس      

implicit function theorem:  مبرهنة الدالة الضمنية 

 

implosion:  انفجار داخلي 

improper integral:  ع  تكامل مُوسَّ

 

 

form:  ُّشك 

eodesicg:يةز ېودٻج

: 

hom(o)eomorphic: يومتشاكل )مستشاكل( هومُ      

hom(o)eomorphism: يوتشاكل )مستشاكل(   هومُ   



نزهة رياضياتية فريدة     302

incidence:   ُقوع و  

induced: مُحدَث     

induction: اس تقراء 

infinite:  منتهغير   

infinity: ل منته  

inflection point: نقطة انعطاف 

integral domain:   (صحيحة)حلقة  ميدان متكامل

integrand:  مُكامَل 

interlace graph:  بيان متشابك 

interval:  مجال 

invariant:  ل متغير 

involute:  ناش 

involution: التفاف   

irreducible:  غير فابل للاختزال 

isomorphic: يزومتشآكل    )ة(  اإ

isomorphism: يزوتشآكل     اإ

isotopic: (صنوان، آ صناء ) نو    صِّ

isotopy:    ّنوي ةصِّ  

isotropic: ( ، يةمتناح)ي  

iteration:  تكرار 

iterative: تكراري 

Join (graph): ضم بيانين 

Label: يسم، وسم، وسوم     

labeled (labelled): موسوم   

lemma: توطئة 

lexicographical order:   معجميترتيب  

link:  ربط  ،رابط   

linked:  ط تب مر  

linking:  ربط، رابط 

locus (geometric):  )مَحَلّ )هندسي 

loop:  لقة، عُروة�

Manifold:   ُعة نوَّ م  

map, mapping: تطبيق 

marked: علَّ  مُ  

meromorphic: ة( رومتشآكلمـ(  

moduli space:   فضاء المقاييس 

modulus:  مقياس 

monodromy:  الامتداد ال وحد 

monomial: آ حادي الحد     

monomorphism :  مونوتشآكل 

morphism: تشآكل   

multiple point: نقطة مضاعفة، متعدّدة 

multiple root:   مضاعفجذر  

multiplicity: تعددية   

n-ary (operation):  - ا ّ ( ةي )اي n 

n-list:  - قائمة n  
node (of a tree):  شجرة( عقدة(  

non-orientable:  غير قابل للتوجيه 

norm:  )نظيم )معيار 

normal:   ناظمي  

normal bundle: حُزمة ناظمية  

notation:  ترميز 

not oriented:  ه  غير موجَّ

n-th root of unity: -  للوَحدةي  n جذر    

n-tuple: - قائمة n  

Obstruction:  عاقة  اإ

occurrence:  تكرار 

operad :     عَمولة  

orbit:  مدار 

order: مرتبة ترتيب ،  

orientable:  قابل للتوجيه 

orientation:  توجيه 

oriented: ه مُ    وجَّ  

orienting loop: ة ح لقة موجِّّّ  

p-adic:  رتاب - p 

paper:   ورقة، مقالة 
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parabolic:  مكافئ 

paraboloid:   شبيه مكافئ    

parameter:  وس يط 

parameterization:   توس يط

parameterize:
  
 يوُسّط

partition: تجزئة 
   َ  

path:  مسار 

path graph:  بيان مساري 

pattern: نمط 

pencil:  حُزمة 

pendant vertex:   ّرآ س متدل 

permutation:     تبديل  

permuton: بدُيل         

phase portrait: صورة )لوحة( ال طوار 

pitchfork: ذرا     ة مِّ

polynomial interchange: الحدود   كثيرُ   تبادلٌ     

power series: متسلسل قوى      

preimage:  صورة عكس ية 

presentation: عَرْض       

projective:  اإسقاطي 

projectivize: يؤسقط     

pruned tree:  َّبة، مقلَّمةمشذ  شجرة  

pull-back: سحب اإلى الخلف     
 

Quadtree :  شجرة رباعية 

quaternion:  ِّي رباعم  
 

Radial:   شَعاعي  

radius: (نصف قطر)  شُعاع 

ramphoid curve:    منقاري منحن     

ramphoid cusp: ة  قرنة منقاري     

rank:  رتبة 

 

 

 

 

recursion:   ترداد  

recursive:  تردادي 

reduced: مُختَزل، مختصَر      

regular curve:  منتظَم منحن   

regular point:  َمة، عادية نقطة منتظ  

regular value: مة، عادية منتظَ  قيمة  

relatively prime: آ وّليان )آ وّليةّ( نسبيا 

resolution (of a singularity):    حل المفردبة 

resultant (of polynomials): ناتج 

rigid rotation: دوران صلب      

root:  جذر 

rooted  tree: ر   شجرة    ةمُجذَّ
 

Saddle-node: السرج     عقدة   

separable: قابل للفصل     

signature:  توقيع 

simplex:  بس يط 

simplicial complex: مركبّ بس يطي    

singularity: مفردية      

singular point:    نقطة مفردة  

skelton:  ُّهيك 

smooth: آ ملس     

solid torus: طارة صلبة     

solitary chord:  وتر منعزل 

spectrum (roots, eigenvalues):  طيف 

split (in a graph): م، يشطر  يقسِّّ

square sphere:  َّعة كرة مرب  

stable:  مس تقر 

stack: تكديس    

stereographic:   ِّجسام م  

strand (of a braid): خيط، قوس    

 

  

 

parity:
 

شَفَعية  
 

 ring: ْبِنية  جبرية(  ةحلق(  
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subgraph:    بيان جزئي      

submersion: غمر       

subtree: شجرة جزئية     

support:  حامل  

suspension:  )َّق  تعليق)مُعل

symmetric:  متناظر 
 

Tangent:    مُماس  

theorem: مبرهنة 

theory:   نظرية  

torus:    طارة  

tour:  جولة 

trajectory: مدار     

transcendental: مُتسام       

transitive action:   ّعمل متعد 

  

 

 

 

trivialization (of a bundle):  )تتفيه )حزمة 

tubular neighborhood: جوار آ نبوب 
 

Uniform: م   منتظِّ   

unique factorization domain: 

   

unit (element):  )الوَحدة )عنصر 

universal covering:   غطاء كوني  

unknot:  ل عقدة 

unlinked:  غير مرتبط 
 

Valency:  ّتكافؤ، تواتر الحواف 

valuation:   تقويم  

vector:  شعاع   

vector space:    

vertex:  رآ س 
 

Walk:  مسل 

wedge:  اإسفين 

winding number :  عدد اللفّات 

word :  كلمة 
 

Zodiacus:   دائرة البروج

strict transform (of a curve):  )تحويل فعلي )لمنحن trivial:  تافه 

 

عاع ي  شُءاضف

يد )حلقة عاملية(حميدان التحليل الو     

transversal: عرضي  

transverse:  عرضي 

tree:  شجرة 

treelike:   )شجري )ش به شجرة 

trefoil knot:  عقدة ثلاثية الوريقات 

triangulate:   ََمَثلْث  

triangulated:  مُمَثلث 

triangulation: مَثلْثة  

 



 

 



  
 ة فريد اتيةرياضي ةنزه

 
  بحث ولا    ت،يافردالمهذه ليست مقدمة أ ولية لنظرية    .نزهة في عالم الرياضيات

الغرض من هذا الكتاب  .الجديدة  برهناتالعديد من الم توي على ي متخصص  

نزهة   لى  ا  القارئ  دعوة  هو  بزيارة   .ة اتيرياضي الصغير  ونيوتن  كار پهي ل نقوم  وس 

القليل   عالجنحن ن  .المعاصرينولكن أ يضًا للعديد من علماء الرياضيات  اوس،ڤو 

وعلوم    قيات،ي والتواف   ،ركّب الموالهندسة، والتحليل    ولوجيا،پوالطومن الجبر،  

الد اسوب.الح يس تمتع  أ ن  والرياضيات والجامعي  ارسوننأ مل  المتحمسون    يون ن 

 . عامةال شاهدال كثر تقدمًا ببعض هذه الم 

  في   ( CNRS)هو باحث أ ول في المركز الوطني للبحث العلمي   ن جيسـتيې ا   
École normale supérieure de Lyon. 

ې 
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