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Gezintinin gezisi

Etienne Ghys, kitabindan da anlasilacag: {izere bir gezgin. Pek
¢ok gezgin gibi diinyay: kesfi Anadolu’dan baglamis. Kendi
kiigtik Roubaix sehrini ilk terk edisi 1972'nin Temmuz ayinda
tilkemize gelmek tizere iki abisi ve onlarin bir kiz arkadasiyla
trene binmesiyle gerceklesiyor. Tatil i¢in tilkesine doénen isgilerin
misafirperverligi ile tanigsmus 6nce. Trende yemekler paylasili-
yor, uyuyana omuz veriliyor, isaretlerle anlagsmaya ¢alisiliyor-
mus. Ve tabii ¢ok giiltintiyormus! Safak vakti Istanbul’a giren
tren. .. Uykulu gozlerle yepyeni bir diinyanin kesfi. Memleketin
degisik manzaralarimi hatirliyor ama en ¢ok insan manzaralarin.
Ertesi yaz “kaplumbaga” bir vosvos ile yine Tiirkiye. Bir sonraki
yaz, bu sefer kargo gemisi ile. Ve yirmi bes sene sonra karisi ve
iki gocugunu alip ugakla. Bu sefer diinyanin kendi gevreleri ile
bitmedigini anlama siras1 ¢ocuklarinda. Otobiisle Karadeniz’den
Giiney Dogu’ya gitmedik yer birakmiyorlar.

Ghys buralara gelmeyeli bir yirmibes sene daha ge¢mis nere-
deyse. Bogazdan da ¢ok sular akmis. Yiizden fazla balik gesidi,
tek rakama inmis. Bir, iki derken, ti¢ koprii yapilmis. Artik trenle
gelinemiyor Istanbul’a. Gelen ziyaretci vapurlari ise, karadaki
apartmanlarin denize izdiistimii sanki. Matematikgi gezginin
ritminden ¢ikmis sehir. Yiirtiimek, yiirtirken diisiinmek imkansiz.
Kapaktaki “arnavut kaldirimlar1” biitiin sehirden bir bir sokiil-
miis, “ne arnavut, ne kaldirim” denmis adeta... Kapak icin epey
dolastik da zor bulduk “Ziirafa Sokak”ta canli kalanlar1! Pek
tekil kald1 zavallilar, Gezi Parki'ndaki parke tagina razi olduk.

Kitapta Etienne Ghys matematik agaglarindan, ormanlarindan,
kuslardan, baliklardan, kirazlardan bahis ediyor. Her satirda,
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kendini Matematigi anlamaya ve de anlatmaya adamus bir insa-
nin heyecanmni hissediyorsunuz. Kitapta az buz patlatma, kesip
bigme yok ama, soyutla somutun, Matematikle Doganin iliskisi
hi¢ kopmuyor. Doga nasil yaratilmis hemfikir olmasak da, insa-
nin insan1 ve dogay1 anlamak igin yarattig1 en inanilmaz yapinin
Matematik oldugu muhakkak. Ne yazik ki, hem doganin, hem
Matematigin dogasinin ¢ok hor gorildiigii bir donemden ge-
¢iyoruz, ozellikle yakin ¢evremizde. Kolay degil bu ortamdan
iyi matematikgiler ¢ikarmak. Ama dogal ortaminda Matematik
diisiinmek isteyenlerin sans1 hi¢ de yok degil: koca sehrin korula-
rindan birine saklanmis bir merkez, hala trenle gidilen bir sehrin
yakinindaki ormanlara gizlenmis bir “cakilarasi”, ugsuz bucaksiz
denizlerimizin bir yamacinda gelisen bir enstitii, ve {inii mem-
leketimizi asmis bir koca matematik kdytimiiz var. .. Ve daha
tilkemizde Matematigin saklanmadan yeserebilecegi inanilmaz
nitelik ve nicelikte yer var... Umidim bu kitabin matematikgile-
rin ufkunu agmasi, yeni fikirler tiretmelerine katkida bulunmasz,
doga ile matematigin inanilmaz iligkisini yeniden hissedip, yeni
birlikteliklere firsat dogurmasi.

Aralik 2016’da matematikgilerimizin sanal haberlesme ag-
larinda kitabin orijinalini paylagan Arkadag Ozakin’a tekrar
tesekkiir ediyorum. Okudugumda Hindistan'da bir konferansta
idim ve gezintide olma ruh ve enerjisiyle kitabi ttirkceye kazan-
dirmak icin Ghys ile hemen yazistim. Hindistan’dan bir Tiirk,
Brezilya’da bir Fransizla haberlesebiliyor, ve bir fikir ¢cabucak
somutlasabiliyor. Bu da teknolojinin bize kazandirdig: giizel-
liklerden, kolayliklardan biri. Goniil ister ki, bir tek giizellik ve
kolaylik i¢in kullanalim.

Kurumdasg ve arkadaglarim Ahmet Feyzioglu ve Ferit Oztiirk
benimle ayn1 heyecan: duydular ve Arkadas’la birlikte kalifiye
otesi terclime ekibimizi, daha dogrusu Etienne’in tabiriyle kitab1
“yeniden yaratma” ekibini olusturdular. Ahmet 17-21, 49-84, 101-
115 sayfalar1 arasini, Arkadas 23-47, 117-159, 163-173 sayfalar1
arasini ve Ferit de 85-100, 160-162, 175-297 sayfalar1 arasini
terctime ettiler. Herbirine ayr1 ayri, ama ozellikle tiim bilimsel
editorliik ve diizeltmeleri yapan Ferit’e ¢ok tesekkiir ediyorum.



Kitab: tiirk¢eye kazandirma projesini Tiirk Matematik Der-
negi Yonetim Kurulu'na sundugumda ayni heyecanla kabul
ettiler. Terctime emeginin siklikla somiiriildiigii bir tilkede, der-
negin smirli imkanlarmi zorladilar, ellerinden gelen en genis
destegi verdiler. Dernegimize “kurumsal kimlik” kazandiran
tasarimcimiz Aydin Tibet de her zamanki gibi goniilden katkisini
esirgemedi. Hepsine miitesekkirim.

Tium hatalardan tek bagima sorumlu oldugumu eklemeliyim.
Cunki ben de 6nsoz, yol haritasi, sonséz derken burnumu sok-
tum, ve stil farki olmasin bahanesiyle oraya buraya dokundugum
oldu. En keyiflisi Ghys’in bizim kitabimiz icin yazdig1 “Gavagai”
metnini “yeniden yazmak” oldu. Daha felsefi olan bu kisim iize-
rinde ¢alisirken, evrensellik ve yerellik konularmi diistinmemek
miimkiin degildi. Evet, Ghys’in cémertce ifade ettigi gibi, yerelde
bir yenilik yaratiyorduk, ama yeniligin evrensele bir katkis1 olma-
liydi. Sadece “gercek” mi, “hakikat” mi1 sorusu bile, ne yerel soru
ve sorunlar agabilirdi. Birakayim soyut sorunlari, “Napolyon”’a
yenilmemis olup, sayfa 215’deki kiraz agaci resmini, “Yarimca ki-
raz1” ile degistirebilseydik fena mi1 olurdu? “Gavagai” terctimemi
ve bu 6nsozii Ghys’e tekrar terciime edip yorumlarin alsaydim,
bu kitap hi¢ bitmeyecekti. .. Aslinda belki de bu kitap hi¢ bitme-
yecek. .. Matematik, insanin ruhunu, dikkatini, terbiyesini, estetik
duygusunu, merakini, zerafetini, efendiligini, tevazusunu, aklni,
anlayisini gelistiren bir mucize ve bu mucizenin sonu yok!

Elinizdeki gezintinin daha ¢ok gezilere ilham olmasi timidiyle,
keyifli okumalar, diisiinmeler diliyorum.

Bettil Tanbay
Istanbul, Mart 2018

GEZINTININ GEZisi
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Tiirkge ceviri icin dnsdz

Kendi yazdigin metni, hi¢ anlamadigin bir dilde karsinda bul-
mak ne tuhaf bir duygu! Hem gurur, hem merak uyandiriyor
insanda. Elimdeki su Tiirkgce kitap, Ingilizce yazmis oldugumun
aynist mi1 acaba? Matematik, yazildig: dilin 6tesinde olabilir mi?

Kimi, Matematigin bir dil oldugunu, belli kurallarla yazilmis
uzun semboller dizisinden olustugunu ve icinde kesin anlamlar
aranmamasi gerektigini iddia eder. Kimi ise, dili sadece bir arag
olarak goriir: Platonik bir cennete yerlesmis, soyut ve evrensel
Matematik Diinyasin tasvir etmeye yarayan bir ara¢. Ve nihayet
kimileri de Matematigin, her birimiz i¢in farkli birkag noron
baglantisindan ibaret oldugunu ve kelimelerle ancak kismen
paylasilabilecegini ileri stirer.

Tam da Tiirkge yazildig igin, ben bu kitaptaki matematiksel
icerigin, Ingilizcesiyle birebir ayn1 olmadigini, bagka birgeyler
daha sundugunu hayal etmek istiyorum. Ister Fransizca, ister
Ingilizce, isterse de Tiirkge olsun, Matematigin dogal bir dili
oldugunu ve bu dilin esrarli bir sekilde, matematigin igerigiyle
ortak yasadigini diistindtim hep. Terciime, basit bir izomorfi
olamaz: tadina varilmasi gereken yeni bir olusumdur olsa olsa.

Meshur dilbilimci Willard van Orman Quine bazi dogma-
larimizi yikan bir bagyapit yazdi. Sozciik ve Nesne’de, i¢sel bir
anlami olmadigindan, terctime-izomorfinin de olamayacagin
karutlar. Her dilde tek anlaml ifade edilebilecek yegane bir
hakikat yoktur. Quine bir diistince deneyi sunar. Bir dilbilimci
dilini hi¢ bilmedigi bir kabileyi ziyaret eder. Birden, ‘Gavagai’
diye haykiran bir yerli goriir ve ayn1 anda da kagan bir tavsan...
Acaba ‘gavagai’, ‘tavsan’ m1 demektir? Yerli, kacisla ilgili bir sey



6 BIR TEKiL MATEMATIiK GEZINTisi

soylityordur belki, ya da tamamen ilgisiz bagka bir sey... Quine’in
savl, ayn1 durumu yasayan iki ehil dilbilimcinin, yerlilerle tutarl
sohbetler yapmay1 saglayacak ama birbiriyle uyusmayan sozliik-
ler hazirlayabilecekleridir. Yani ‘Gavagai’ terciime edilmemistir,
ve yine Quine’e gore, ifadelerimizin evrensel anlami yoktur. Bu
tip muhakemeleri matematige genellestirmek tehlikeli ve belki
de fazla kolayciliktir. Yine de iki matematikginin ikisi de ayr1 ayri,
mesela ‘'manifold” dediklerinde, ciddi matematik kitaplarinda
buldugumuz resmi tanimdan oldukga uzak olabilirler. Kendi
dillerimizde "Variété’, ‘"Manifold’, "Mannigfaltigkeit’, "Variedad’
kelimelerini duydugumuz ya da okudugumuzda, farkl zihinsel
resimler ¢agristirmaz mi1? Okurum kendi karar versin.

Bu “yeniden olusum’ igin, Tiirkiye ekibine iftihar ve minnetle
tesekkiir etmek istiyorum. Her seyden evvel, cogkusu i¢in Bettil
Tanbay’a tesekkiirler: Tiirk Matematik Dernegi'ne terctime fikrini
o Onerdi, kitabin basini ve sonunu da o terctime etti. Bircok
boliimii terciime eden Ahmet Feyzioglu ve Arkadas Ozakin’a
da miitesekkirim. Ferit Oztiirk ise pek ¢ok boliimii terciime
etti, kitabin tiimiiniin diizenlemesini ve okumasmi sagladi: tim
calismasi i¢in en igten tesekkiirlerimi sunuyorum.

Bana kalan artik Tiirkce 6grenmek!

Etienne Ghys
Mart 2018



Onsoz

YIL 2009, aylardan Mart. Bir idari toplantidayiz. Biri benden

de fazla sikiliyor. Belli ki Maxim Kontsevich’in akli bagka yerde.
Birden elime bir Paris metro bileti tutusturuyor. Uzerinde bir
karalama ve bir de kelime: “imkansiz". Benimle yeni teoremini
paylagmakta! Teoremin ne dedigini anlamam birkag dakika ve
biraz fisildagma gerektiriyor, ispatlamam da birka¢ dakika daha.
Teorem soyle:

Teorem. Tek gercek degiskeni x olan dort polinom Py, Py, P, Py ayni
anda

o kiiciik x < 0 igin Py(x) < Po(x) < P3(x) < Py(x),
o kiicitk x > 0 icin de Pp(x) < Pg(x) < P1(x) < P3(x)
esitsizliklerini saglayamazlar.

Dort polinomun grafiklerinin gorece konumu bazi kisitlara
bagl. Buytileyici! 2009 yilinda dort polinom hakkinda yeni bir
temel netice!

Sonradan, teoremi daha genellestirmeye, dortten fazla po-
linom oldugunda neler oldugunu incelemeye ¢alistim. Sonug,
sasirtic1 sekilde farkli matematik alanlarinda ve matematik tarihi-
nin farkli dénemlerinde gezinmemi gerektiren bol sapakl keyifli
bir yolculuk oldu. Her zamanki gibi, ancak kismen ¢ozebildigim
yeni agik sorular ¢ikt1.

Elinizdeki ufak kitabin maksadi, okuru bu matematik yolculu-
guna davet etmek. Belli bir hedefe ulasmak i¢in en verimli yolu
se¢gmedim, hatta bu metnin bir hedefi oldugu bile sdylenemez.

olanaksiz



http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Kontsevich.html
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Neredeyse tiim boliimler birbirinden bagimsiz ve caninizin is-
tedigi kadarimn atlayabilirsiniz. Herhangi bir boliimii fazla ¢etin
veya fazla basit buldugunuzda kolaylikla gecebilirsiniz. Hippar-
kus, Newton ve Gauss'u ve daha pek ¢ok ¢agdas matematikgiyi
ziyaret ediyoruz. Biraz cebir, biraz topoloji, geometri, karmasik
analiz, kombinatorik ve biraz da bilgisayar bilimini kurcaliyoruz.
Matematik diinyasinda bir gezinti.

Yine de bu gezintinin bir hedefi olsun, tamamen rastgele
bir hale déniismesin diye son boliimlerde ispatlayacagimiz bir
sonucu vereyim. Galiba kitaptaki tek yeni sonug.

C diizlem egrisi tizerinde bir p noktas1 alalim.

Eger C piiriizsiiz ise, yerel resim ¢ok ilging sayilmaz.

Eger p, C'nin bir tekil noktastysa resim daha karmasik olabilir,
mesela x? = y® bir topuk noktasi. Simdi F, degiskenleri x ve y
olan bir polinom olmak tizere kendimizi F(x,y) = 0 denklemiyle
tanumlanan cebirsel egrilere kisitlayalim. Boyle bir egri, herhangi
bir noktasmin komsulugunda, sonlu miktarda dal dedigimiz
indirgenemez parcanin birlesimi olarak ortaya ¢ikar. Bu dallarin
dogas1 ge¢gmiste uzun tartismalara sebep olmustur ve bundan
bol bol bahsedecegiz. En 6nemli sonug dallarin topolojik olarak
pliriizsiiz olmalari. Daha net ifade edecek olursak, her dal i¢in
onu bir dogruya gonderen yerel bir diizlem homeomorfisi vardir.
Her dal p merkezli kiigiik bir gemberi tam olarak iki noktada
keser.

Bir egrinin dallarinin goérece konumlariysa ¢cok daha ince bir
mesele. Tekil bir noktanin komsulugunda, topoloji, bir cember
usttinde ikiser ikiser eslestirilmis ¢ift sayida noktayla tanimlamr:
eslestirmeyi dallar verir. Bir gember tistiinde herbirinin bir rengi
veya harfi olan n ¢ift seklinde gruplanmis 2n nokta elde ederiz.

Son duragimiz olacak teoremi artik yazabiliriz. Bize yon
verecek bir gesit deniz feneri.

Teorem. Diizlemde kiiciik bir cemberle sekilde gosterildigi gibi kesisen
bes dalli gercek cebirsel bir egri tekilligi yoktur.

Aslinda, bir analitik egrinin tiim topolojik konfigiirasyonlarin
tanimlayan ¢ok daha kesin bir teoremi ispat edecegim.

Bu “petit livre” yazilirken, kafamda tek bir okur vardz: tini-

Q

Piirtizsiiz egri.

<

Topuk noktasi.

£

Kigtik bir gember egriyi iki
noktada kesiyor.

Ug dalli bir egri.

Kargsilik gelen dongiisel
kelime ABACCB.

| :A,‘,«B ------- CA

E D

B ¢
DB

Imkansiz beg dal.



versite 0grencisiyken kendim. .. Bilinmesi gerekenleri, girdigim
“agrégation” smavindaki dagarcigima indirdim; tam 40 y1l olmus
@! Cok iyi hatirliyorum, teknik detaylarla dolu uzun matema-
tiksel metinleri okumakta ¢ok zorlanirdim (hala da 6yle) ve hep
gizimlere bakmayi tercih ederdim. O zamandan beri matema-
tikte ¢ok siklikla hassas ve detayci olmak gerektigini 6grendim
ama hala gezintilere bayiliyorum. Yeni baslayan birinin bu ki-
taba tepkisi nasil olur diye hayal etmeye calistim. “Kendimin iki
hali” arasinda yaptigim “sohbet” hayli ilgincti ve bana Borges’in
“Oteki” dykiistinii hatirlatti. Bir ritya miydi? Gegmisin yeniden
insas1 mi1?

Burada bir uyarida bulunmamiz lazim: elinizdeki kitap, tepe-
den tirnaga tanim-teorem-ispat yapisinda bir ders kitab: degil.
Pek ¢ok gezintide oldugu gibi, arada sirada kaybolmay1 goze
almalisimiz. Tam verilmemis tanimlar yiiztinden homurdana-
cagmizi duyar gibi oluyorum, evet, yar1 pismis tanimlar1 kabul
etmelisiniz... Elbette, ders kitaplar: sart ve referanslar verecegim.
Yine de, formel ispat ve tanimlardan 6nce, matematiksel fikirler
ve Ornekler verilmesi gerektigine ikna olmus vaziyetteyim. Ne
demis D’Alembert: “Devam et, iman arkandan yetisir”. Sislerin
arasinda nefis manzaralara rastlayacaksiniz; Caspar David Fried-
rich’in kapak igindeki (Sisli Denizde Gezgin (1818)) resmindeki
gibi: matematik diinyasimnin bir betimlemesi mi bu acaba?

Sevkli tiniversite 6grencilerinin bu manzaralardan zevk alaca-
g1m1 umuyorum.

Haydi ¢ikalim yola.

ONsOz 9

“Allez en avant, et la foi vous
viendra.”
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“Temel bilim ve sanatlarda secere dagilimi tizerine bir deneme”den bir
ayrint1 (Chrétien Fréderic Guillaume Roth, 1769). Bu ¢izim, Diderot
ve D’Alembert’in meshur Ansiklopedisine kapak i¢i resmi olarak

konulmustu. “Matematik” sol alt koseye, “egriler kuram1” sag iist

koseye yerlestirilmis. Acaba insan bilgisinin yapis1 bir agag bi¢ciminde

midir?
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Yol haritasi

DUz BIR YOL TAKIP ETMEYECEGIMIizZ KESIN olduguna ve bazi
istege bagl sapaklara hazir olmak gerektigine gore, yolumuz
hakkinda biraz bilgi vermekte fayda var. Tur rehberinin turistik
paket reklamindaki gibi.

[k dért boliimde, Py, ..., P, gergek polinom ailesinin grafiklerinin
goreceli konumunu giriste bahsettigim Kontsevich teoremi bakis
agisiyla tartisacagiz. x degiskeninin (mutlak degeri) kiiciik nega-
tif ve kiigtik pozitif degerleri icin P;(x) degerlerini karsilastirmak,
{1,...,n}'nin bir permiitasyonunu veriyor; bu da yerel resmi 0'in
komsulugunda tasvir ediyor. Bu permiitasyonlarin oldukga net
bir tanimlamasini verecegim. Aslinda kombinatorikgiler, bun-
lar1 “ ayrigabilen permiitasyonlar” ad1 altinda degisik bir kilikta
incelemislerdir. Ardindan, Donald Knuth tarafindan Bilgisayar
programlama sanat: kitabinda sunuldugu sekilde, It ve Cek yigitlar:
konusunu inceleyecegiz. Ayrisabilen permiitasyonlarin sayisini
hesaplayacagiz ve bu sayilarin iki binyildan da 6nce Hipparkos
tarafindan incelenmis oldugunu kesfetme firsat1 bulacagiz.

Sonra problemi polinom grafiklerinden, dolayli olarak bir
F(x,y) = 0 gercek polinom denklemiyle tanimlanmuis diizlemsel
egri’'lere genelleyecegiz. Bu, tekil bir noktanin komsulugunda
cebirsel (veya analitik) egri topolojisini anlamay1 gerektirecek. ik
onemli sonuglar, iki béliim boyunca inceleyecegimiz Newton un
1669 yilinda yazdig: Tractatus de methodis serierum et fluxionum
isimli olagantistii makalesinde. Bu makale polinom koklerine
yaklastirimlar bulmaya yarayan meshur Newton yonteminin ay-
rintil1 bir sunumunu igeriyor. Ayrica, ilgili bir fikir olan Newton

A
7 |

Bes polinomla tanimlanmis
bir permdiitasyon.
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poligonlarimi da takdim ediyor. Newton tam anlamuyla ispatlar1
vermedigi halde yerel olarak analitik bir egrinin, rasyonel iislii for-
mel kuvvet serisinin “grafigi” olan sonlu sayida daldan olustugunu
anlamisti. Adini formel cebir koydugum ek bir boliimde, modern
terminolojiyle Newton'un sonuglarini anlatip, ispat veriyoruz
(sayfa 65).

Buraya kadar tartisma tamamen cebirsel olacak. Ardindan,
zamani igin devrim sayilacak topolojik argiimanlar kullanan —
1799 tarihli doktora tezi — Gauss’un cebirin temel teoreminin
ilk ispati'm gozden gegirecegiz. Ispatin temeli ispatlanmamig bir
iddia: bir daireye giren cebirsel egri gtkmalidir. Iddianin ispatiysa
goziiktiigiinden daha ince bir konu. 19. asirda yasamus iki adas
matematikg¢i ispat edememisler (sayfa 85).

Euler, Cauchy ve Poincaré serilerin manipulasyonunda biiytik
ustalard. Iki boliim onlarin kesiflerine ayrildi. Ikincisinin so-
nunda, Newton serilerinin yakinsakligr ispatim1 Cauchy'nin limitler
hesabini1 kullanarak elde ediyoruz. Bu sayede, gercek analitik
bir diizlem egrisinin tekilligi civarinda kiigtik bir dairenin egriyi
cift sayida noktada kestigini ve bir kiris diyagrami, yani daire
tizerinde dongitisel sirali ve ¢ift olarak gruplanmis 2n nokta
tanimladigini gosterebiliyoruz.

Takip eden {ti¢ boliim analitik diizlem egri tekilliklerinin topo-
lojisiyle ilgili. Tekillige daha derinden bakmamaizi saglayan bir
cesit mikroskopa benzeyen patlatma yontemini anlatiyoruz. Bu
bize bir Mobius seridi, veya mikroskobu birgok defa kullanirsak
bir M6bius kolyesi veriyor. Patlatma isleminin tekillik ¢oztinmesi
konusunda ¢ok gtiglii bir ara¢ oldugunu goriiyoruz.

Karmagik diizlemsel egrilerin yerel cizimleri gercekten harika
ve ziyaret etmeye deger. C>'nin gergek boyutu 4 oldugundan,
egriyi tekillik civarinda kiiciik 3-boyutlu kiireyle kesistiriyoruz.
Bu bakis agisiyla, diiz dogrular bile, Hopf liflenmesi gibi dikkat
¢ekici nesneler {iiretiyor (sayfa 149).

Ug kere patlatilmig daire. o

Hopf liflenmesi ©



Daha cetrefilli tekillikleri, 6rnegin x* - /> = 0 topuk noktasin,
diigiimler ve baglarla tasvir ediyoruz (sayfa 163). Genel durumu
anlamak icin, Newton serilerine 1850’de tamamen yeni bir yak-
lasim getiren Victor Puiseux’ye ugruyoruz (sayfa 175). 1968’de,
Jack Milnor bu fikirleri — hala karmasik sayilar tizerinde olsa da
— eksiksiz bir topolojik resim elde etmek icin kulland: (sayfa
183).

[lging bir bigimde, ayrisabilen permiitasyonlarla asosiahedron
arasinda bir bag kuruyoruz (sayfa 197). Bu asosiahedron, "ho-
motopiyle degistirebilmek kaydiyla birlesme 6zelligi”ne anlam
verebilmek igin Tamari ve Stasheff tarafindan ortaya atilan kon-
veks bir politop ailesi. Jim Stasheff, bu politoplar: kullanarak,
topolojik gruplarla ayn: homotopi tipine sahip uzaylarin tanim-
lamasini verdi (sayfa 205). Bu bizi, modern homotopi kurami ve
cebirsel topolojide temel rolii olan operad kuraminin baslangig
noktasina getiriyor (sayfa 217). Operadlar ¢ok genel cebirsel yapi-
lar olup, bizim konumuza miikemmel bir sekilde uyarlaniyorlar.
Tipik 6rnek olarak agagclari, drgiileri, kurulum uzaylarini vs. ve-
rebiliriz. Homeomorfiyle degistirebilmek kaydiyla tiim tekillikler
kiimesini, bir tekil operad olarak gorebilecegiz ve bu da biitiinsel
resmi anlamamaiz i¢in ¢ok yardimei olacak (sayfa 227).

Sirf keyfine, yalnizca siradan ¢ifte noktalar: olan kapali diiz-
lem egrileri hakkinda Gauss'un kisa bir notunu inceleyecegiz
(sayfa 235). Egri boyunca donerken, her bir cifte nokta iki kere
ziyaret ediliyor, bu da bir kiris diyagrami veriyor. Bu tip diyag-
ramlarin tanimlamasini yapabilir miyiz?

Nihayet gevsek hedefimize ulasiyoruz: gercek analitik diizlem
egrilerinin tekilliklerle iliskili kiris diyagramlarimin iki béliim
boyunca tam tanimlanmasi (sayfa 249, 263).

Kitabs iki ek boliimle bitiriyoruz. Bir tanesi Gauss'un bag
sayilarina yaklasimi (sayfa 281); son olarak da Kontsevich’in
dugtimler icin evrensel degismezi (sayfa 291). Bu son boliimiin
asil gayesi okuru kesfe devama tesvik etmek.

YOL HARITASI 13

Yonca duigimii. ©

Asosiahedron. ©
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Renkler (sirasiyla yesil, mavi,
kirmizi ve siyah) konularin
zorluguna iliskin tamamen
6znel bir fikir veriyor.
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Dort Mevsim Manzarasi
(Xiao ve Xiang Nehirlerin-
den Sekiz Goriintii), Soami,
erken 16. ytizyil. ©
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“Yagam agacmnin yeni bir goriiniimii”"nden Nature Microbiology 1, (2016).
Bu dallar polinom grafikleri olarak goriilebilir mi?


http://www.nature.com/articles/nmicrobiol201648

Kesisen polinomlar

Maxim Kontsevich

Polinom sira degisimleri

KONTSEVICH TEOREMINI ISPAT ETMEDEN ONCE, ¢ok daha basit
ve temel bir gozlemle baslayayim. Sifirdan farkl tek bir P(x)
polinomunun grafiginin, 0 civarinda x eksenine gore konumunu
diistintiniiz.

Iki hal miimkiin. P'nin grafigi 0’da ya x ekseninin bir tara-
findan obiir tarafina geger ya da ayni tarafta kalir. Bu iki hali
birbirinden ayirdetmek icin asagidaki tanimi yapiyorum.

Tanim. P(x) =ag+a1x+ ayx? +--- bir polinom (veya bir formel seri)
olsun. P'nin (0’daki) v(P) degerlenmesi, a; + 0 olmak tizere en kii-
¢lik k tamsayisidir. Genel bir uzlasim olarak, sifir polinomunun
degerlenmesi oo olarak alinir.

P’nin grafiginin 0’da x eksenini ge¢mesi i¢in gerek ve yeter
sartin v(P) degerlenmesinin tek tamsay1 olmasi oldugu gayet
acik.

Bize iki farkl1 P;, P, polinomu verilmisse, Pj(x) — P,(x)’in
isareti, ancak ve ancak v(P; — P,) tekse degisir.

Simdi ii¢ P;, P, P3 polinomumuzun oldugunu farzedelim
ve basnokta yani basnokta civarinda miimkiin olan resimlere
bakalim. Kenardaki alt1 sekil, polinomlar uygun sekilde segilirse
{1,2,3}"tin biitiin permiitasyonlarinin gerceklestirilebilecegini
gosteriyor.

3 3
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1 1
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2 2
1 1
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3 3
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3 1
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1 3
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Ornegin:
Py(x) = —x? ; P(x)=0 ; Py(x) =2
Pi(x) = -x? ; Py(x)=x? ; P3(x)=—x
Py(x)=x ;i Pa(x) = -« ; Pa(x)=x?
Pi(x)=-x*>+x3 ; Py(x)=-x*-x> ; P3(x)=0
Pi(x)=x ; Pa(x)=0 ; DP3(x)=-x
Pi(x)=0 ; Po(x)=x*+x3  ; P3(x)=x%-x5

Kontsevich’in gozlemledigi olgu, dort polinomla baslar.

Onceki resimlerin hepsinin, P;(0) = 0 oldugunu kabul ettigim

izlenimini vermis olabilecegine dikkat edin, ama bu gerekli degil.

Bunun sebebi yalnizca, bu kitabin yerel 6zelliklerden, tek bir
(0,0) noktasi civarindaki 6zelliklerden bahsetmesi.

Simdi 6nsozde ad1 anilan metro bileti teoremini ispat edebili-
riz.

Celiskiye varmak amaciyla,

1. (mutlak degeri) kiigiik x < 0igin, P;(x) < Py(x) < P3(x) <
Py(x),

2. kicik x > 0igin, P(x) < Pg(x) < P1(x) < P3(x)

olacak sekilde P;, P, P;, P4 polinomlarinin var oldugunu kabul
edelim.

P; yerine P; — P; yazarak, P; = 0 oldugunu kabul edebiliriz.

P, ve Py basnoktada isaret degistirdikleri igin, v(P,), v(Py)
degerlenmeleri tek sayilardur.

P isaret degistirmedigi i¢in, onun v(P;) degerlenmesi ¢ifttir.

Kigtik negatif x'ler i¢in 0 < P(x) < P3(x) < P4(x) olmasmndan,
v(P;) > v(P3) 2 v(Py) sonucuna variriz.

Benzer sekilde, kiigiik pozitif x’ler igin |Ps(x)| < [P2(x)| olma-
sindan, v(Py) > v(P,) sonucuna variriz.

Bu, ii¢ degerlenmenin esit olmasini zorunlu kilardi, ama
onlarin ikisi tek, biri ¢ifttir!

Celiski. o]

Dikkat ediniz, ayn1 ispat gercek analitik fonksiyonlar igin
de gecerlidir, ama piirtizsiiz fonksiyonlar i¢in gecerli degildir.
Gergekten de okurum, basnoktay1 “yasak” permiitasyona gore

x2Py(x),...,x*Py(x) poli-
nomlar1 P; (x),..., Py (x)
olarak siralanmislardir, hepsi
de x = 0'da sifira esittir.

Ispatin sonunda @ sembo-
liinti kullantyorum. Keskin
zekali okurum, neden O
igine - koydugumu tahmin
edebilir mi? fpucu: Fransizca
distnun.

Neden?
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gecen ve C* smifindan dort adet P; fonksiyonunu kolaylikla
bulacaktir.

x ekseni boyunca yon degistirerek ters permiitasyonun da
yasak oldugunu gorebiliriz. Bir alistirma olarak, {1,2,3,4}tn
geri kalan 22 permiitasyonunun, P;’lerin (i = 1,2,3,4) uygun
sec¢ilmesi halinde ortaya ¢iktigini gostermeyi tavsiye ederim.

Simdi durumu herhangi sayida polinom icin incelemeye
calisalim.

Tanim. Bir n > 2 tamsayist alalim, 7r de {1,2,...,n} kiimesinin bir
permiitasyonu olsun. Eger

e kiiciik negatif x'ler igin Py (x) < Py(x) <... < Py(x),
* kiigiik pozitif x’ler igin Pr(1)(x) < Pr(2)(x) <... < Pr(p)(x)

olacak sekilde n tane Py, ..., P, polinomu varsa, 7t’ye polinom sira
deg“zﬁimi denir. Yasak permiitasyonlar.

Amacimiz polinom sira degisimlerinin oldukga kesin bir
betimlemesini vermek.

Aynilabilir permiitasyonlar

“Ayrilabilir” teriminin
mantigl, gelecek boliimde
bir permiitasyonu olsun. Eger 7, iki yasak permiitasyondan agikliga kavugacak.

Tanim. Bir n > 2 tamsayisi ele alalm, 7t de {1,2,...,n} kiimesinin

birini “icermiyorsa”, yani 7t(ip) < 7t(ig) < (i) < 7w(i3) veya
1t(iz) < 7w(iy) < 7t(iy) < 7(ip) olacak sekilde dort indeks 1 < i <
ip < i3 < iy < n yoksa, 7t'ye ayriabilir denir.

Baska bir deyisle, bir permdiitasyon, eger dort harf tizerinde
Kontsevich’in permiitasyonlarini icermiyorsa, ayrilabilirdir. Her
polinom sira degisiminin, ayrilabilir oldugu acgik olmali. Kitabin
bu kisminda tersini ispat edecegiz.

Kombinasyonlar teorisi uzmanlarinca bilinen bir lemma ile ise *P. Bose, J. F. Buss, and
ba§layal1m1. A. Lubiw. Pa.ttern matching
for permutations. Inform.
Lemma. n > 3 olmak iizere {1,2,...,n} kiimesinin ayrilabilir bir 7t p m‘éess' Lett., 65(5):277-283,
1998.

permiitasyonunu alalim. Bu durumda, 7t’'nin altinda goriintiisii bir
aralik olan, (1 < k < k+1 < n olmak iizere) | +1 > 2 uzunlugunda
I={kk+1,...,k+1} has aralig1 vardr.
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Gerekirse 7t yerine 7t(k) = n+1 - (k) seklinde tanimlanan
“geri” permiitasyonu kullanarak 77(1) < r(2) oldugunu varsaya-
biliriz.

Eger m(2) = (1) + 1 ise isimiz bitmistir, ¢tinkii {1,2}'nin
gorintist {7r(1),7(2)} araligidir. Dolayisiyla 7w(2) > 7r(1) +1
farzedebiliriz. Simdi 7r(1) + 1 ile 77(2) arasindaki | araliinin
t({2,...,k}) kiimesinin i¢inde olabilmesi i¢in gerekli en kiigiik
k tamsayisin1 g6z oniine alalim. 77(k)'nin J’de bulundugunu ve
boylece 7t(1) < rt(k) < 7(2) olacagimni da kaydedin.

Eger m({2,...,k}) goruntisti tam | aralifina esitse, tek bir
terimden olugsmayan ve 7t altinda goriintiisii aralik olan bir aralik
bulduk demektir.

Oyle degilse, 2 ile k arasinda, 7 altindaki goriintiisii /'nin
“diginda” olan bir I elemani segelim. Ya (1) < r(1) olur ya da
7t(l) > r(2) dir.

Eger n(l) < (1) ise, dort adet 1,2,k eleman1, 1 < 2 <
I <kvemn(l) < m(l) < (k) < rt(2) esitsizliklerini saglarlar.
Boylece bir “yasak permdiitasyon” gibi siralanirlar ki bu ayrilabilir
permiitasyonun tanimindan dolayr miimkiin degildir.

Dolayisiyla, 7({2,...,k}) kiimesinin biitiin elemanlarimin
71(1)’den buytikesit olduklarini kabul edebiliriz.

Ayrica 7t({2,...,k})'nin aralik olmadigini da kabul edebili-
riz ¢linkii aksi taktirde isimiz tamamlanmis olurdu. Boylece
1t({2,...,k})’de en az bir “bogluk” vardir ve bu bosluk 77(2)’den
biiytik olmalidir. Demek ki k < m olacak bi¢imde bir m ve 2 < <k
ve t(m) < 7t(l) olmak tizere bir [ vardir. 2,1,k, m elemanlar:
2<l<k<mve (k) <m(2) < m(m) < rt(l) esitsizliklerini saglar
ve boylece diger “yasak permiitasyon” olarak siralamirlar ki bu
miimkiin degildir.

Lemma ispatlanmugtir. o

Lemmay1 ilerletmek kolay:

Lemma. 7, {1,2,...,n} kiimesinin ayrilabilir bir permiitasyonu olsun.
Bu durumda, goriintiileri ardisik olan iki ardigik tamsay: vardir.

Ispat tiimevarimla bariz. Tek bir elemandan olugsmayan ve go-
riinttisti aralik olan her has aralik, daha kiigiik bir n degeri igin

Eger 7 bir polinom sira
degisimiyse, 77 de Oyledir
(biitiin polinomlar1 —x ile
carpmiz). Benzer sekilde,
ayrilabilir polinomlarin
tanimimn kendisinden
dolayi, 7t ve 7T'nin ikisi
birden ayrilabilir olur.
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bagka bir ayrilabilir permiitasyon tanimlar. Bu da goriintiileri
ardisik olan iki ardisik tamsay: verir. o]

Artik bu boltimiin ana sonucunu ispat edebiliriz. Kontsevich
karsitornegi nasil oluyorsa tek karsitornektir.

Teorem. Bir permiitasyon, ancak ve ancak ayrilabilir ise polinom sira
degisimidir.

Polinom sira degisimlerinin ayrilabilir oldugunu fark etmistik:
bu Kontsevich’in gozlemidir.

Yine n lizerinde tiimevarim yaparak, her ayrilabilir permiitas-
yonun bir polinom sira degisimi oldugunu gosterecegiz. Simdi
7, {1,2,...,n}'nin ayrilabilir bir permiitasyonu olsun. Biliyo-
ruz ki 7(i) ve rt(i +1) goriintiileri ardisik olan i ve i + 1 ardisik
tamsayilar1 vardir.

Eger {i,i+1} ve {m(i), m(i+ 1)} birer noktaya “¢okertilirlerse”,
n -1 nesne tizerinde bir 77" permiitasyonu iiretiriz. Bu permiitas-
yon apagik sekilde ayrilabilirdir ve tiimevarima gore bir polinom
degisimidir. Dolayisiyla basnoktada 71'’ye gore kesisen n -1 adet

Pl/“'lpn—l

polinomu vardir. Artik yapilacak tek sey, i"inci polinom P;’yi
parcalayarak 7t'ye gore kesisen n adet

/ 1!
Pl/"'/Pi—ll irtq /Pi+1/'-'/Pn—l

polinomu tretmektir. Bunun igin, (i + 1) > (i) veya (i +1) <
7t(i) olmasina gore N'nin ¢ift veya tek olmasi kosuluyla ve yeteri
kadar biiyiik bir N degeri igin

P/(x)=P(x) ve P/'(x)=Px)+(-x)"
yazmak yeter. o

Polinom sira degisimlerini taninir hale getirdigimize gore,
bundan sonraki goérevimiz o ayrilabilir permiitasyonlarin yapi-
sin1 anlamak olacaktir.

21
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Ernst Haeckel’in “yagam agac1” (1879). Insan, yagam agacinin tepesinde midir?


https://en.wikipedia.org/wiki/Tree_of_life_(biology)

Oriintiiler ve permiitasyonlar
Donald Knuth

Permiitasyonlar

EGER BENIM GiBI MATEMATIK EGITIMINDEN GECMIiSLERSE, bir-
¢ok okurum onceki boliimde biraz rahatsizlik hissetmis olabilir.
Ne de olsa permiitasyonlar genelde bir kiimeden kendisine giden
birebir ve orten gonderimler olarak tanimlanir ve bunlarin varlik
sebebi, bir grup olusturmalaridir.

Bunun yerine, “7r permiitasyonu Kontsevich’in iki yasak per-
miitasyonundan birini igerir” ifadesini “7t(ip) < 71(ig) < 7t(i1) < 7t(i3)
ya da m(i3) < 7(iy) < m(ig) < m(ip) olacak sekilde dort 1 <iq <ip <
i3 < ig < n indisi vardir” anlaminda kullanirken permiitasyonlara
biraz garip bir sekilde yaklastigimiz sdylenebilir. Bu kesinlikle
{i1,1p,13,14} kimesinin 7t altinda degismez oldugu anlamina
gelmiyor. Degismez bir altkiimeye kisitlamaktan bahsetmiyoruz.

“Permiitasyon” kelimesini biraz degisik, daha ¢ok bilgisayar
bilimine yakin sayilacak bir perspektifte kullanacagiz. Bu yakla-
sim esas olarak Donald Knuth tarafindan Bilgisayar programlama
sanat: adli kitabinda? ortaya konmustur. Daha yakin zamanda
yaymnlanmus bir kitap3 da dnemli bir bilgi kaynag: ve bu alanin
da su an hizla gelistigini gosteriyor.

Birer tam siralama olan « ve <«< ile donatilmis bir sonlu E
kiimesini diistinelim. Bu kiimenin elemanlarini birinci siralamay1
kullanarak siralayalim:

X KXy K ... K Xy

o

o0

*D. E. Knuth. The art of
computer programming. Vol.
1: Fundamental algorithms.
Second printing. Addison-
Wesley Publishing Co.,
Reading, Mass.-London-Don
Mills, Ont, 1969.

3S. Kitaev. Patterns in
permutations and words.
Monographs in Theoretical
Computer Science. An
EATCS Series. Springer,
Heidelberg, 2011. Jeffrey B.
Remmel’in 6nsoziiyle.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Knuth.html
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Sonra bunlarin «< altindaki siralanigina bakalim. Bu,
xﬂ(l) <K x7r(2) K. KL xﬂ(n)

olacak sekilde {1,2,...,n} kiimesinin bir 7 permiitasyonunu
tarumlar. Artik bu bakis agisini kullanacagiz; bir permiitasyon,
iki tam siralama arasindaki bir karsilastirmadir.

Ornegin 1 « 2 « 3 « 4ve2 «< 4 « 1 « 3 siralamalari
{1,2,3,4} kiimesi i¢in kullanilabilir. Bu iki siralamaya karsilik
gelen permiitasyonu (2,4,1,3) seklinde gosterecegiz.

Sonlu bir gergek polinomlar kiimesi {P;(x)}, en az iki se-
kilde siralanabilir: kiiciik negatif veya kiigiik pozitif x'ler icin
P;(x)’lerin degerlerini karsilastirarak. Bu bize polinom sira degi-
simlerini verir.

Elbette siralamalari altkiimelere kisitlayabiliriz, ve bu da per-
miitasyonlar i¢in “igerme” kavramini tanimlar.

Tanim. Eleman sayis1 n olan bir E kiimesinde « ve <«< tam sira-
lamalar verilsin; {1,...,n} kiimesinin bunlarla iligkilendirilmis
permiitasyonu 7t olsun. F c E, p elemanli bir altkiime olsun. «
ve «<'nin F’ye kisitlanmalar1 bir 0: {1,...,p} - {1,..., p} permii-
tasyonu tanumlar. Boyle bir durumda 7, 0’y1 iceriyor diyecegiz ve
bunu sdyle gosterecegiz: o < 7.

{1,...,n}'nin permiitasyonlarinin olusturdugu kiimeyi (bir
grup olarak gormeden) X,,’le gosterelim, n > 1 icin X, 'lerin
ayrik bilesimini de Yo, 'la. Bu, X tizerinde bir < kismi siralamasi
tanimlar. Bu siralamay1 anlama islemine oriintii tanuma denir; aymn
baglamda, o < 7 ise o, 7w'nin iginde bir oriintiidiir diyecegiz.

Bir C c X altkiimesi i¢in eger 7w € C ve ¢ < ;t olmasi 0 € C
olmasini gerektiriyorsa, C’ye bir permiitasyon sinift denir. Bir per-
miitasyon sinfinin B tabanina bakabiliriz. Eger bir 7, C’de degilse
ama 7'den farkli her o < 7, C’deyse, o zaman B’dedir; B tam
bu permiitasyonlardan olusur. O zaman bir 77 permiitasyonu,
ancak ve ancak B’nin bir elemanini icermiyorsa C'nin i¢indedir.
C = Kag(B) yazacagim ve C'nin B’den kagiman permiitasyonlardan
olustugunu soyleyecegim.

Ornegin Yo, ’da polinom sira degigimleri altkiimesinin bir
permiitasyon sinufi oldugu asikardir. Bunun tabaninin iki eleman-
dan, (2,4,1,3),(3,1,4,2)’den olustugunu gordiik.

4 3
3 1
2

1 2

Dikkatli olun; bu resimde
l«x2«x3«x4ve

2 x4 1 3ve
((1), 7(2), 7(3), 7(4)) =
(2,4,1,3) gecgerlidir, yani 7,
soldaki noktalardan sagdaki
noktalara dogru kenarlar1
takip ederek elde edeceginiz
permiitasyonun fersidir.

Ornegin, birim permiitasyon-
dan farkli her permiitasyon,
(2,1) igerir.

Database of Permutation
Pattern Avoidance adli web
sitesinde ¢ok sayida 6rnek
bulmak miimkiindiir.

Erdos-Szekeres teoremini
kanitlamaya ¢alisin:

n> (p-1)(q-1) olacak
sekildeki her 7 € X, permii-
tasyonu, (1,2,3,...,p)"yi
yada

(9,9-1,...,2,1) i igerir.

Kag((1,2,3)), iki azalan
dizinin birlesimi olarak yazi-
labilen permiitasyonlardan
olusur.


http://math.depaul.edu/bridget/patterns.html
http://math.depaul.edu/bridget/patterns.html
http://www.numdam.org/item?id=CM_1935__2__463_0
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Asagidakiler, kuramin tipik sorularindandir. Verili bir C
permiitasyon sinifi igin:

¢ Tabani bulabilir miyiz? Taban ne zaman sonludur?

* CnZX, deki elemanlarin sayisini bulabilir miyiz? Ya da en
azindan, bu say1y1 kestirebilir miyiz?

* Verili bir 7t permiitasyonunun C’de olup olmadigin algorit-
mik olarak bulabilir miyiz? Boyle bir algoritmanin karmasik-
lig1 nedir?

Zaman i¢inde tiim bu sorular1 polinom sira degisimleri s1-
nifi/ayrigabilen permiitasyonlar igin cevaplayacagiz.

Yigitla siralanabilen permiitasyonlar

Permiitasyon Ortinttileri teorisi, Bilgisayar programlama sanat: adl1
kitap serisinin birinci cildindeki bir alistirmadan kayda deger
bir itici gti¢ ald1. Donald Knuth, kitabindaki alistirmalara zorluk
dereceleri atfediyordu.

“0"”, okurun soruyu aninda ¢ozebilmesi gerektigi anlamina
geliyor.

“10”, bir dakika kadar diistinmek gerekecegi anlamina geliyor.

“20", birkag saat siirebilecegi anlamina geliyor, vs.

Bu logaritmik bir skala ve hatta 50 sayisi civarinda da bir
kutbu var gibi goriiniiyor. ..

Benim tizerine tartismak istedigim alistirma, [M28] seklinde
isaretlenmis. Burada M, sorunun matematige yatkin okurlara
yonelik oldugu anlamina geliyor; 28 ise soruyu ¢dozmek igin ge-
rekecek zamanin (yukarida bahsettigimiz logaritmik 6lgekte) bir
Olctisii. Bu alistirma bugiin o kadar zor degil ama kombinatorik
calismalar: tizerinde epey kalici bir etkisi olmus.

Yigitla tanimlanabilen bir permiitasyon sinifi anlatacagim.

1,2,...,n seklinde etiketlenmis ve bir yatay dogru tizerinde
soldan saga 1 « 2 « ... « n geklinde dizilmis n tane nesne
diistinelim. n’'nin saginda, bir yi§it var. Bu, nesnelerin birbirinin
tizerine y1gilabildigi bir tiir kuyu.

Sonsuz bir tabani olan bir
permiitasyon sinfi drnegi
bulun.

Bilgisayar programlama
sanati. ©
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Yigit basta bos. Sonra, n nesnesini se¢ip bunu yigitin icine
itiyoruz. Bundan sonra, iki segenegimiz var. Ya dogru tizerindeki
son elemar yigitin tepesine itebiliriz, ya da yigitin tepesindeki
elemani sag tarafa cekebiliriz.

Kenardaki resimde gosterilen, nesnelerin su sekildeki bir
islem dizisi altindaki evrimine bakin: it, it, Cek, it, Cek, Cek, it,
It, it, Cek, Cek, Cek.

Bu islemin sonunda, (1,2,3,4,5,6) dizisi (3,2,1,6,4,5)’e d6-
nismiistiir. Bunu bir permiitasyon olarak, ya da iki siralama
olarak gormek miimkiindiir: Solda1 « 2 « 3 «4 <5 < 6ve
sagda 3 «< 2 «< 1 << 6 «< 4 <« 5.

Tanim. Bir 77 permiitasyonu, eger {1,2,...,n} ye bir dizi It ve Cek
uygulayarak elde edilebiliyorsa, 7t yigitla siralanabilir.

Knuth'un kitabinin ikinci boliimiindeki [M28] zorlugundaki 5.

alistirma soyle:

Teorem. Bir permiitasyon, ancak ve ancak (2,3,1)'i igermiyorsa yigitla
siralanabilir.

Bu alistirmay1 ¢ozelim.

Bir permiitasyonla baslayalim, drnegin (3,2,1,6,4,5) ile. Bu-
rada son eleman 5. Eger bu permiitasyonu bir yigitla siralamak
istiyorsak, hi¢ se¢imimiz yok: (1,2,3,4,5,6) listesindeki eleman-
lar1, 5 y1gitin tepesinde olana kadar itmemiz gerekli, ki 5’1 ¢ekip
sonug olarak elde etmek istedigimiz listedeki yerine, yani en
sona koyabilelim. Daha sonra sondan ikinci elemana, yani 4’e
bakiyoruz ve 4 yigitin tepesinde olana kadar itiyoruz vs. Yani bir
permiitasyonu siralamak istiyorsak, bunun tek bir yolu var.

Anlamamiz gereken tek sey, bu siralama isleminin nerede
sarpa sarabilecegi. Bu, tam olarak, o an ¢ekmemiz gereken bir
a nesnesi y1g1tin icindeyse, ama ne yazik en tepede degil de
bir b « a nesnesinin altindaysa olur. Eger b halihazirda yigitin
icine itilmisse, bu daha 6nce bir ¢ «< b « a nesnesini cekmemiz
gerektigi igin olmalu.

a << ¢’dir, zira ¢ halihazirda ¢ekilmis durumda ve biz de a’y1
cekmeye calisiyoruz. Benzer sekilde, b << g, zira b'yi degil, a’y1
¢ekmek istiyoruz. O zaman {1,2,...,n}'nin {c,b,a} altkiimesi,
(2,3,1) < 7 ifadesini verir, ki gostermek istedigimiz de buydu. ©

123456
12345
it 6
1234
. 5
It 6
1234 5
Cek 6
123 5
. 4
It 6
123 45
Cek 6
123 645
Cek
12 645
It 3
1 645
. 2
It 3
645
1
: 2
v sl
1645
Cek 2
21645
Cek 3
321645
Cek
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Okurun Knuth"un kitabindaki tiim alistirmalar: yapmasin
siddetle tavsiye ederim.

Yandaki tren yolu, y18itla siralanabilen permiitasyonlar: tiretir.
(1,2,...,n) vagonlarindan olusan bir tren soldan gelir. Vagonlar
birbirinden ayrilir; her biri raylar1 oklarin gosterdigi yonde takip
etmek zorundadir. Sagda, ¢ikis tarafinda tren tekrar birlestirilir.

Knuth ayn1 zamanda iki u¢lu kuyruklar: tanimliyor. Bunlar,

asagida goriilen biraz daha karmasik tren yoluyla tarif edilirler.

Iki uglu kuyrukla siralanabilen permiitasyonlar hangileridir?

Kirmizi kapinin kapali oldugu durumda, ¢rkist kisitl iki uglu
kuyruk elde ederiz. Bununla iliskili permtitasyonlar tam olarak,
(4,2,3,1) ve (4,1,3,2)"yi icermeyenlerdir. Polinom sira degi-
simlerinin (ki bunlar, (2,4,1,3) ve (3,1,4,2)’yi icermeyenler)
tanimlamasina yaklastik.

Bu biiytileyici alan hakkinda daha fazla bilgi i¢in, Kitaev’in
yukarida bahsedilen kitabinu tavsiye ederim.

Her yer Catalan!

Knuth'un kitabinin ayni boltimiindeki 4 numarah alistirmanin
derecesi [M34]. Ama 5 numaral alistirmay: ¢ozdiikten sonra
bunu ¢6zmek daha kolay.

Problem, yigitla siralanabilen, uzunlugu n olan permiitasyon-
larmn sayisini bulmak. Yanit, matematigin neredeyse her yerinde
karsimiza ¢ikan n’inci Catalan sayisi, C,,.

[k birkag degeri soyle:

1,2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900,
2674440, 9694845, 35357670, vs. (OEIS teki Aooo108 dizisi.)

Yigitla siralanabilen permiitasyonlar, 21 tane it ve Cek’ten

Bu basit tren yolu, yigitla s1-
ralanabilen permiitasyonlari
iretir.

Bu bir iki uglu kuyruk.

Dikkat! Bu sorunun zorlugu
60 civar1 olabilir!

Eugene Catalan 1814 yilinda,
o zamanlar Napolyon
Fransiz Imparatorlugu'na ait
olan Bruges’de dogdu.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history/Biographies/Catalan.html
https://oeis.org/A000108
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olusan bir diziyle ve biricik sekilde tarif edilirler. Ters yonde,
bir It'ler-Cek’ler dizisinin bir permiitasyonu tarif etmesi icin tek
kosul bizi bos bir y1gittan cekmek zorunda birakmamasidir. Bir
baska deyisle, dizinin basindan itibaren alinan her dizi pargasi,
en az icerdigi Cek’lerin sayis1 kadar It icermelidir. Bunu tarif
etmenin bir bagka yolu, yigittaki elemanlarin sayisinin evrimine
bakmak. Yigit, 0 aninda ve 21 aninda bos ve her It ve Cek ile +1
ya da -1 kadar degisiyor. Buna 2n uzunlugunda bir Dyck kelimesi
denir. Uzunlugu 24 olan bir Dyck kelimesi 6rnegi asagida.

Dyck kelimelerinin sayisi, n’inci Catalan sayisinin tanumlarin-
dan yalnizca biri. Bir baska yol olarak, bir It islemini parantez
agmak “(” olarak, Cek islemini de parantez kapamak “)” olarak
diistinebiliriz. Bos bir yigittan hi¢bir zaman ¢ekmeme kosulu, bu
yaklagimda parantez dizisinin dengeli olmasina karsilik gelir. Bu
da, dzyinelemeli bir yaklasimla, her agik “(” isaretinin bir kapali
)" ile eslesmesi ve bu sekildeki her ¢iftin de dengeli bir parantez
dizisini iki yandan kapatmasi seklinde tanimlanabilir. Ornegin,
n =3 i¢in C3 =5 dizi vardir:

MO 5 0w > «O» > 000 ;5 OO0)

Bir bagka yorum da koklii diizlemsel agaglar kullanarak ya-
pilabilir. Bir resim, bin kelimeye bedeldir. Garip bir sebeple,
matematikgiler ve bilgisayar bilimciler, agaglar1 genelde bas asag:
cizerler: Kok tepede, yapraklar asagida.

Kenardaki resim, boyle bir agaca ¢rnek. Bir kokii, 3 bogumu
ve 4 yaprag var. Bu agag diizlemsel, zira diigiimlerinin ¢ocuklar:
soldan saga dogru sirali. Buna denk sekilde, eger bir agacin yap-
raklari, agacin her bogumun doéllerinin bir aralik tanumlayacagi
sekilde tam sirali ise, bu agaca diizlemsel diyecegiz.

Boyle bir agag, bir Dyck kelimesi tanimlar. Tek yapmamiz
gereken, kokten baslayip agaci saat yoniiniin tersinde, disaridan

Walther von Dyck (1856—
1934), “matematikte modern
anlamda grup kavramini
ilk tanimlayan kisi” idi.
En azindan Wikipedia’da
bulunan ifade bu. Aslinda
konu ¢ok daha karisik ve
baska adlarin da bahsinin
gecmesi gerekli. Ama
gercekten de o, gruplarin
uretegler ve iliskilerle
sunumlarin kullanan
ilklerden biriydi.

1

=y
M EHE BT

[

A _/
iﬁ”"lg‘

Catalan’in sayilarmin
bahsinin ilk gectigi yer
Migantunun 1730 civarinda
yaymlanmus kitabi: “Bir
¢emberi bolme oranini kesin
bir sekilde elde etmenin hizli
bir yolu”. ©


http://www.math.ucla.edu/~pak/papers/cathist4.pdf
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dolanmak. Her adimda ya koke yaklagiriz ya da kdkten uzaklasi- AR
r1z; bu da bize bir +1’ler ve —1'ler, ya da “It”ler ve “Cek”ler dizisi / \/l P
verir. /N ‘ ’

Bu ornekte, + + + - — + - — + — + + —— dizisini elde ediyoruz. Ters J ’
yonde, bir Dyck kelimesi bir kokli diizlemsel agaca dontistiiriile-
bilir.

Sonug olarak, asagidakiler arasinda birebir ve 6rten gonderim-

ler var: f}
* 1 nesnenin yigitla siralanabilen permiitasyonlari :

¢ Uzunlugu 2n olan Dyck kelimeleri

* 2n parantezle (n adet parantez agma ve n adet kapama kulla- A A\.

narak olusturulan) dengeli parantezlemeler 3 kenar olan 5 adet kiklii

* n kenarli koklii diizlemsel agagclar. dizlemsel agac.

Bu kiimelerin her birinin kardinalitesi, n’inci Catalan sayis1
C,,’dir.

Yigitla siralanabilen verili bir permiitasyonda, nesneler liste- mammEs rEaa.

1 n k
sinin son elemani n’ye (resimde solda, siyah) ve bunun siralama
isleminden sonraki pozisyonu k’ye bakalim. Permiitasyon, (kir-
mizi) {k,...,n -1} arahgimi {k+1,...,n}'ye, sar1 {1,2,...,k-1}
araligini da kendisine gonderir. Dolayisiyla bu iki aralik tize-
rinde yigitla siralanabilen bir permiitasyon olusturur. Boylece, su Bu yineleme bagmtisina

Dyck kelimeleri, parantez-
lemeler ve koklii diizlemsel
agagclar baglaminda bakin.

yineleme bagintisini elde ederiz:
n
Cn = Z Ck—lcn—k'

k=1

Bu, Catalan’in karakteristik isaretidir ve bircok baglamda karsi- .ﬁ\
miza ¢ikar.

Ornegin, koklii, diizlemsel ikili agaglara bakalim. Farkli ya-
zarlar bunlar i¢in farkli tanimlar kullaniyorlar, ama ben bunlari,
bogumlarinin ya hi¢ ¢ocugu olmayan, ya da biri “solda”, biri
“sagda” olmak tizere iki cocugu olan koklu diizlemsel agaglar
olarak tanimlayacagim. Eger boyle bir agacin n i¢ bogumu varsa,

n + 2 yapragi ve 2n + 2 kenari vardir. Eger kokiinti ¢gikarirsaniz,
Yaprak sayis1 4 olan 5 adet

elinizde iki tane kokli diizlemsel agag¢ kalir. Buna ters sekilde, Koklii ikili diizlemsel agac.

verili iki tane koklii diizlemsel ikili agaca ortak bir kok ekleyerek
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daha biiyiik bir koklii diizlemsel ikili agag elde edebilirsiniz.
Biraz diistiniince, n + 1 yaprakl koklii diizlemsel ikili agagla-
rin sayisinin Catalan’in yineleme bagintisini sagladig: goriiliir.
1,2,3,4 yapraklh koklu diizlemsel ikili agaglarin sayisinin si-
rasiyla 1,1,2,5 oldugunu gostermek miimkiindiir ve boylece,
timevarim kullanarak, C,;'nin ayni zamanda n + 1 yaprakli, koklii
diizlemsel ikili agaclarin sayist oldugu sonucuna varilir.

Bu, koklii diizlemsel agaclarla koklii diizlemsel ikili agaglar
arasinda bir karsiliklilik olduguna isaret eder. Hakikaten de
boyledir. Knuth doniisiimii ya da ilk ¢ocuk - sonraki kardes temsili
denilen islemin biraz degisik bir halini sunacagim. n kenarh bir
koklii diizlemsel T agaciyla baslayalim (ilk resim) ve n + 1 yaprag:
olan koklu diizlemsel ikili Tj; agacin (son resim) olusturalim.
Once yardimci bir T/ agacini olusturacagim (ikinci ve {ictincii
resimler). T"'niin bogumlarinin kiimesi, T'nin bogumlarinin
kiimesiyle ayni. Kokler de ayni. T"'niin her v bogumunun, en ¢ok
iki ocugu var. 1lki, eger varsa, v'nin T’deki en biiyiik ¢ocugu.
Ikincisi, v'nin T’deki bir sonraki kardesi, yani v'nin kendisinden
kiigiik kardeslerinin en biiytigii (eger varsa). Sonra, T''nii bir
T kokli diizlemsel ikili agacina su sekilde dontisttirtiyorum:
Once kokii ve ondan gikan kenart siliyorum. Ty, nin yeni kokii,
T'nin kokiintin en biiyiik ¢cocugu. T"'niin her bogumu igin, eger
bu bogumun T’de hi¢ ¢ocugu yoksa, bir sol ¢ocuk ekliyorum ve
eger bu bogumun kendinden kiigiik bir kardesi yoksa, bir sag
cocuk. Boylece, eger bogum, T''niin bir yaprag: ise (yani T’de
bir ¢cocugu ya da kendinden kiigiik bir kardesi yoksa), Tj;"de
iki ¢ocuk ekliyorum (dordiincti resimdeki yesil noktalara bakin).
Bunun n kenarli koklii diizlemsel agaglarla n + 1 yaprakli koklii
diizlemsel ikili agaclar arasinda birebir ve ¢rten bir gonderim
olusturdugunu gosterin ([M15]).

Kombinatorikte sik¢a karsilastigimiz gibi, bu C, dizisi,

C(t) = > Cut"

n=0

diye yazilan formel iireteg serisini kullanarak elde edilebilir ve
yineleme bagintisi da su hale gelir:

C(t) = tC2(t) + 1.
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Ortaogretimdeki ikinci derece denklemleri hatirlarsak,

1-v1-4t

cW=—7

buluruz. Bu formiilden, C(#)'nin yakinsaklik yarigapinin 1/4
oldugu goriiliir. Boylece, C,'nin biiytime hizi, Cauchy-Hadamard
teoremi kullanilarak kestirilebilir:

1
lim sup = log C;, = log4.

n—oo

Bu formdiil ayn1 zamanda C, i¢in muntazam bir ifade elde et-
mekte kullanilabilir: tek yapmamiz gereken, Newton'un binom
serisini kullanmak.

t"'nin katsayilarim kargilastirarak

(o

elde ederiz. Biraz temizleyebiliriz:
11 (1)/(1
Cn = T2 (1)t (E) (i -
2
w1 (n)-

Catalan sayilarinin kutsal kitaplari, Stanley’nin 4 ve 5 kitaplari.

1) (% _ 1’1) (_1)n+122(n+1)

Igor Pak’in yonettigi “Catalan Sayilar1” sitesi sahane bir bilgi kay-
nag1. Flajolet ve Sedgewick’in kitab1® daha genis bir perspektif
sunuyor (6zellikle agaglar hakkindaki altinci bolime bakin).

Neden karekokiin dntindeki
isareti — olarak sectim?

4R. P. Stanley. Enumerative
combinatorics. Vol. I. The
Wadsworth & Brooks/Cole
Mathematics Series. Wad-
sworth & Brooks/Cole
Advanced Books & Software,
Monterey, CA, 1986. Gian-
Carlo Rota’nin 6nsoziiyle.

5R. P. Stanley. Catalan
numbers. Cambridge
University Press, New York,
2015.

Buradaki ikinci “...” isareti,
hesabi1 kendiniz yapmaya
davet edildiginiz anlamima
geliyor!

®R. S. P. Flajolet. An int-
roduction to the analysis of
algorithms. Addison-Wesley,
2nd ed edition, 2013.

AN SAV AL

RUAAZANAS X

Bir altigeni {i¢genlere
bolmenin C4 = 14 yolu var.


http://www.math.ucla.edu/~pak/lectures/Cat/pakcat.htm
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Guadeloupe’da diizlemsel
bir agag; cogunlukla gezgin
avucu diye anilir.



Ayrigabilen permiitasyonlar

Polinomlardan agaglara

KATSAYILARI 0 KARAKTERISTIKLI BIR K CiSMINDEN GELEN
K[x] rorinoM HALKASI, sifirdan farkli ilk katsaymnin derece-
siyle belirlenen bir v degerlemesine ve v cinsinden

dist(P,Q) = exp(-v(P-Q))

diye tanimlanan dogal bir ultrametrik uzakliga sahiptir. Daha
basitce soylemek gerekirse, biiytik bir k i¢in iki polinomun 0’daki
ilk k tuirevleri ayniysa, bu polinomlar birbirine yakindir. Verili bir
uzaklik tanimui i¢in ultrametrik 6zellik, her € > 0 igin

dist(P,Q) <€

bagintisinin denklik olmasidir. € kiigiildiikce, bu denklik baginti-
lan gittikge daha ince hale gelir; kesisimleri bos kiime olur.

Sonlu bir E polinomlar kiimesini diisiinelim. Su sekilde bir agag
tanimlayalim: Kok, E kiimesiyle etiketlenecek; kokiin ¢ocuklari,
v(P-Q) > 1 bagintisinin denklik sinuflariyla etiketlenecek; kokiin
torunlari, v(P - Q) > 2 bagintisinin denklik siniflariyla etiket-
lenecek ve genel olarak, k’inci kusak, v(P - Q) > k bagintisinin
denklik siniflarina karsilik gelecek. Bu aga¢ sonsuzdur ama k
btiyiik oldugu zaman denklik siniflar1 tek nokta kiimelerine
sabitlenir. Bu sayede biraz budama yaparak yapraklar: E'nin ele-
manlariyla etiketlenmis sonlu bir aga¢ elde ederiz. Bunun tersi
yonde, degerleme yapisi agactan elde edilebilir. E'nin yaprak
olarak goriilecek verili iki eleman1 P ve Q icin, agagtaki en yakin

\
T~

Iligkilendirilmis agact asa-
g1da gosterilen g polinom. 9
denklem onerebilir misiniz?

I¢ ige denklik
bagmtilar:.

Tligkilendirilmis agac.
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ortak ataya bakariz. P — Q'nun degerlemesi, bu atanin seviyesidir,
yani onu kodke baglayan yolun uzunlugudur.

Simdi K'nin gercek sayilar kiimesi oldugunu varsayalim. Daha
once de gordugiimiiz gibi, her sonlu gercek polinomlar kiime-
sinde iki tam siralama vardir: kiigiik negatif ve kiigiik pozitif
x’lerdeki degerleri karsilastiranlar. Bunlarin ikisi de degerleme
tarafindan verilen agacin yapraklariin olusturdugu kiime tize-
rinde bir siralama tanimlarlar. Bir kogenin déllerinin, yani bir
seviyedeki bir denklik sinifinin, bu siralamalarin her birinde bir
aralik tanimladigimi gézden kacirmayalim. Boylece, agacimiz iki
farkly sekilde dtizlemsel bir agag olur.

[lk siralamay: (kiigiik x < O igin olani) segme ve E polinomlar kii-
memizi de karsilik gelen agacla iliskilendirme konusunda uzlasalim.
Elimizdeki iki siralamanin karsilagtirilmasi, daha 6nce polinom
sira degisimi admi verdigimiz bir 71 permiitasyonunu tanimlar.

Herhangi bir koklu diizlemsel agacin yapraklarimin olustur-
dugu kiimede iki dogal siralama vardir. Birincisi « ile gosterilir
ve diizlemselligin tanimindan gelir. Ikincisiyse <« ile gosterilir ve
su sekilde tanumlarur: verili a ve b yapraklarinin en yakin ortak
atasmi a v b ile gosterelim. O zaman, a << b ve a << b, sadece ve
sadece a v b'nin seviyesi ¢iftse dogru olur. Bunun gercekten bir ««
siralamasi tanimladigini, yani g << b << ¢ << a olmasmimn miim-
kiin olmadigini kanitlamak gerekir. a <« b < cyadac <« b «a
oldugunu varsayabiliriz; ikinci durum simetri sayesinde birinciye
denk olur. Eger a «< b << ¢ << a olsaydi, a v b ve b v ¢'nin seviye-
lerinin ¢ift, ¢ v a’nin seviyesinin de tek olmasi gerekirdi. Yandaki
resimler bunun miimkiin olmadigini gosteriyor.

Ozetleyelim.

e Sonlu bir gercek polinomlar kiimesi koklii diizlemsel bir
agag tretir.

o Koklii diizlemsel bir agag, yapraklarinda iki siralama ve bu
sayede de bir permiitasyon tanumlar.

¢ Sonlu bir polinomlar kiimesiyle iligkili diizlemsel agacla
iliskili permiitasyon, karsilik gelen polinom sira degisimidir.

Agaclarimiz ¢ok fazla bilgi igeriyor; kenarlarini1 budayacagiz.

Oncelikle, eger bir i¢ bogumun délleri iginde tek bir yaprak
varsa, permiitasyonu degistirmeden tiim doélleri silebiliriz (yanda

(-7} %)

—XZ << x2<<< X

{7} {x%)

2 2
X<<-X"<<X

{x, -x?,x?} polinomlariyla
iliskilendirilmis iki diizlem-
sel agag; x'in kii¢iik negatif
(solda, «) ve kiictik pozi-
tif (sagda <«<) degerlerine
gore. ..

Eger kiiciik pozitif (ya da
kiictik negatif) x'ler igin
P(x) < R(x) < Q(x) ise, o
zaman val (P - Q) > val(R -
Q) olur. Buradan val (P -
Q) > k esitsizligini saglayan
tim denklik simiflarinin
her iki siralamaya gore de
aralik oldugu ortaya gikar;
agaglarimiz hakikaten de
diizlemseldir.
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asagida kesikli yesil yol).

Simdi agag tizerinde P ve Q i¢ bogumlarinin, gegtigi tiim
koseler dallanmamus, yani tek ¢ocuklu olacak sekilde bir yolla
birlestirilebilecegini varsayalim (kesikli kirmizi ve mavi yollar).
Bu yoldaki kenarlarin sayisi ¢iftse yolu silelim ve iki u¢ noktasin
tek bir bogumda esleyelim. Bu yoldaki kenarlarin sayis: tekse
yolu silelim ve iki ug¢ noktay1 tek bir kenarla birlestirelim. Bu bize
yeni bir agag verir. Bu igslem sirasinda bazi bogumlarin seviye-
leri degisir, ama bu degisim her zaman bir ¢ift say1 kadar olur.
Boylece, eger degerlemeyi yeni agacta hesaplarsak teklik/¢iftlik
degismez; bu teklik/ciftlik, polinom yer degisimini hesaplamak
i¢in gerekli olan tek bilgidir. Budanmis agacin i¢ bogumlarindan
her birinin en az iki ¢ocugu oldugunu gézden kagirmayin.

Ozet olarak, verili n tane polinom igin dyle bir kklii diizlemsel
agag insa ettik ki,

¢ Kokiin herhangi bir sayida ¢cocugu olabilir.
¢ Her i¢ bogumun en az iki ¢ocugu vardur.

e Tam olarak n tane yaprak vardir ve bunlar elimizdeki # poli-
nomla etiketlenebilir

Bir diizlemsel agag bu 6zellikleri tasiyorsa, ona budanmg
diyelim. Verili bir budanmais agag¢ igin, iliskili budanmis agac1 o

agac olacak sekilde n tane polinomu bulabilecegimiz agik olmali.

Herhangi bir sonlu polinomlar kiimesi igin, iliskili polinom yer
degisiminin agagtan elde edilebilecegini gordiik. Bunun sonucu
olarak, polinom yer degisimleri sayisi, budanmis agaglarin
sayisindan kiigtikesittir.

Bir permiitasyondan bir agaca

Simdi, polinom yer degisimlerinin sayisinin budanmis agaglarin
sayisina esit oldugunu gosterecegiz. Buradaki mesele, iki farkl:
budanmus agacin farkli permiitasyonlar olusturdugunu kanitlamak.

T, soldan saga dogru yapraklari 1 «< 2 « ... < n olan bir
budanmis agag ve 7t de onunla iligkili permiitasyon olsun (1 > 2).

Budanmadan onceki agac.

Kenarlar silme iglemi.

Tekrar birlestirme.

35
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Lemma. Ardigik i ve i + 1 tamsayilarmin v altindaki goriintiileri
ancak ve ancak bunlara karsilik gelen i ve i + 1 yapraklari kardesse, yani
ortak bir ebeveyne sahiplerse ardigik olurlar.

Gergekten de, i ve i + 1'in ortak ebeveyni varsa, her j # 7,i+1
icin, ivj=(i+1)vjolur. Boylece i << j <«<i+1vei+]l << j<<i
imkansizdir. Baska deyisle, i ve i + 1, << igin de ardisiktir.

Karsit sekilde, i v (i + 1)in bir ebeveyn olmadigimni varsayalim.
Agacta i ve i + 1'i birlestiren yolun uzunlugu en az 3’tiir, dolay1-
styla bu yol, seviyesi i v (i + 1)'inkinden farkh olacak sekilde bir x
bogumu igerir. x'in i ve i + 1’den farkli bir d6lii olan bir j yaprag:
segelim (boyle bir j vardir zira T budanmistir). Buradan j'nin, <<
siralamasima gore i ve i + 1'in arasinda oldugu goriiliir. o

Boylece her polinom yer degisiminin, gortintiileri ardisik
olan en az iki ardisik tamsay1 igerdiginin bir bagka ispatini elde
edebiliriz. Bunun igin T"de en yiiksek seviyede bir i¢ boguma
bakmamiz yeterli: boyle bir bogumun yaprak ve dolayisiyla da
kardes olmak zorunda olan en az iki ¢ocugu vardir.

Simdi n > 2 iizerinde tiimevarimla, verili bir 7t permiitasyonunu
iireten en fazla bir budanmis aga¢ oldugunu kanmitlayabiliriz. Bun = 2
i¢in elbette basit. T; ve T,'nin n tane yaprag varsa ve bu agaclar
ayni 7t permiitasyonunu tanimliyorsa, énceki lemma gosterir ki,
Ty ve Ty'nin her ikisinde de kardes olan ardisik i,i + 1 yapraklar:
vardir. T ve Tp'den i +1 yapragin silelim ve boylece n —1 yaprakli
T, ve T; agaglarimi olusturalim. T] ve T,, n — 1 tane yaprak tize-
rinde aym1 77’ permiitasyonunu tanumlar elbette. Ancak burada
dikkatli olmamiz gerekir, T] ve T; budanmis olmayabilir. Bu,
tam olarak, i ve i + 1, T ya da T,’deki bir i¢ bogumun yegane
cocuklariyken olur. Budanmus T;" ve T;" agaclarimun bir T""ye
esit oldugunu tiimevarim hipotezi soyler. T; ve T, su islemlerin
birini kullanarak T"’den elde edilebilir: T"'niin #’inci yapragmna
iki gocuk ekleyerek ya da T"’niin iinci yapragma bir kardes
ekleyerek. Ty ve T, kabuliimiiz geregi ayn1 permiitasyonu iiretir
ve boylece i ve i+ 1'in Ty ve T’deki ebeveynlerinin seviyelerinin
teklik/ciftlikleri ayni olur. Demek ki, T} ve Tp, T""'ne ayni iglem
uygulanarak elde edilir. Dolayisiyla istendigi gibi T = T; olur. ©

Yani, n biiyiikliigiindeki polinom yer degisimlerinin sayisi, n yap-
rakli budanmis agaglarin sayisina esittir.

Yer degistirmeyi ve birim
dontistimii veren 2 yaprakl
budanmis 2 agag.




AYRISABILEN PERMUTASYONLAR 37

Budanmus bir agagtan polinom yer degisimine ve ayrisabilen
bir permiitasyona

Bu bizi ayrigabilen permiitasyonlarin orijinal tanimina gotiiriiyor.

nq ve ny tane sirali nesnenin verili 711 ve 71 permiitasyonlarindan
11 + 1y nesnenin bir permiitasyonunu olusturmanin iki farkl yo-
lunu diisiinebiliz. Ik 71 nesneyi {1,2,...,n1} seklinde, sonraki 1,
tanesini de {ny +1,n1 +2,...,n1 + ny} seklinde numaralandiralim.

m @ (k) =m(k) 1<k <ny iken
ny+mp(k-ny) n1+1<k<ng+nyiken

seklinde, 7r1 @ 71, ile gosterilen bir permiitasyon tanimlayalim ve

merm(k) =m(k)+n; 1<k<nyiken

=7m(k-ny) np+1<k<ng+nyiken

tanimini yapalim. 1998’de yapilan bir tanima? gore bir permii-
tasyon, bir nesne tizerindeki birim permiitasyonun birka¢ kopya-
sindan bir dizi @ ve © islemiyle elde ediliyorsa ayrisabilirdir. Bu
permiitasyonlari epey iyi bir sekilde anladigimizi soyleyebiliriz®.

Teorem. 7T, {1,...,n} kiimesinin bir permiitasyonu olsun. Asagidaki
kogullar birbirine denktir.

1. 7, farkli Py, ..., P, polinomlariyla iliskili polinom yer degisimidir.
2. 1, (2,4,1,3) ve (3,1,4,2) yi igermez.
3. 7, budanmig bir agag tarafindan tamimlanan permiitasyondur.

4. 1, bir nesne tizerindeki birim permiitasyonun birkag kopyasimdan
ardisik bir dizi & ve © islemiyle elde edilir.

Boyle permiitasyonlar: ayrisabilenler olarak tanimlamistik.

3 ile 4tin denkligi disindaki tiim denklikleri halihazirda
gosterdik. Bu denkligi de tiimevarimla kanitlayalim.

7t, budanmis T agaciyla tarif edilsin. Bu agacin kokii, tek bir
¢ocuga sahip olabilir. Eger boyleyse, bu biricik ¢ocugun dol-
leri, kokii birkag cocuk sahibi olan, bir bagka budanmis T agaci

Vi

tanimlarlar. T ile iligkili permiitasyon, “tersyiiz” 77 permiitasyo-

nudur. 711 © 7y = 711 ® 717 olduguna dikkat edelim. Boylece kokiin

7T @ 7).

L

7T © 1.

7P. Bose, J. F. Buss, and

A. Lubiw. Pattern matching
for permutations. Inform.
Process. Lett., 65(5):277-283,

1998.

Bir 7 permiitasyonu ay-
risabilirse, “tersytiz” hali
7i(k) = n+1-m(k)de
oyledir.

$E. Ghys. Intersecting curves
(variation on an observation
of Maxim Kontsevich). Amer.
Math. Monthly, 120(3):232—
242, 2013.

»

. ._/'

o

oo

Alexander Calder tarzi bir
“mobil”. Elbette bu tiir mo-
biller diizlemsel olsun diye
yapilmiyorlar ama boyle

bir mobilin iki diizlemsel
temsili, yapraklarinin ayrisa-
bilen bir permiitasyonuyla
birbirine dontstiiriilebilir. o
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birkag ¢ocugu oldugunu varsayabiliriz. Bu ¢ocuklar, budanmis
agaclar ve @ ile toplami 7 olan 71y, 71, . . ., 7T polinom sira de-
gisimleri tanimlar. Timevarimla goriiriiz ki, tim 7y, 713, .. ., g
permiitasyonlar1 birim permiitasyondan @ ve © iglemleriyle elde
edilir ve dolayisiyla ayn1 sey 7 igin de gegerlidir.

Ters yon de ayni sekilde kolaydir. Budanmis agaclarla iligkili
iki permiitasyonun @ ve © toplamlarimin da bir budanmis agacla
iligkili oldugunu gostermemiz gerekiyor. Tek yapmamiz gereken,
isarete gore, iki budanmis agacin iki kokiinii ortak bir ebeveynle
birlestirmek ya da bir nine eklemek. =

Tren raylar1, yigitlar, kat planlari ve permiitonlar

n vagondan olusan (matematiksel) bir tren hayal edin. Bir de
matematiksel bir doner tabla, yani bazi tren yollarinda karsimiza
¢ikan, 180 derecelik dontigleri miimkiin kilan cihazlardan olsun.
Bu doner tabla matematiksel olacak zira igine istenilen sayida ar-
disik vagon sigdirilabiliyor. Ayrica bir dizi vagon tersyiiz edildik-
ten sonra bu vagonlarm kalic1 sekilde baglandigini varsayiyoruz;
yani gelecekte bunlar1 ayirmak miimkiin olmayacak. Tren doner
tablanin tistiinde birkag kere hareket etsin. Vagonlarin en son
permiitasyonu, neredeyse tanim itibariyla ayrisabilirdir.

Aynu fikir, 6nceki boliimdekine benzer olarak sira halinde cekme
yigitlaryla da ifade edilebilir. 1,2, ..., n dizisinin sag tarafinda
hizalanmig sonsuz bir dizi yigit diisiinelim. Siralama oyununun
kurallari, tek yigittakinden farklidir. Her adimda, listenin bir
elemanini ilk y1g1tin tepesine itebiliriz ya da bir y1gitin tiim
icerigini bir sonraki y1gita dogru cekebiliriz.

Ayrisabilen permiitasyonlarin bir baska tezahtirtiyse soyle. Bir
dikdortgeni ardisik dikey ya da yatay dilimlemeler kullanarak
birkag diktdortgen odaya ayiralim. Bu, yanda goriilen sekilde bir
dilimli kat plan: olugturur. Dilimli kat planlarmin denkligine iyi
bir tanum ve ayrisabilen permiitasyonlarla birebir esleme bulun®.

Bu bolimii kaparken, ayrisabilen permdiitasyonlarin # sonsuza
giderkenki olasiliksal davraniglar1 hakkinda yakin zamanda
yaymnlanmis bir makaleden'® bahsedelim. {1,...,n}nin verili bir
7 permiitasyonunun grafigi, {(i, 77(i))} c {1,...,n}? altkiimesidir.

S APAN

IS APAR

Birkag agac1 birlestirmek igin
ek bir ebeveyn ya da nine
eklemek.

Demiryolu doner tablast. o

9E. Ackerman, G. Barequet,
and R. Y. Pinter. A bijection
between permutations

and floorplans, and its
applications. Discrete Appl.
Math., 154(12):1674—1684,
2006.

° F. Bassino, M. Bouvel,

V. Féray, L. Gerin, and A. Pi-
errot. The Brownian limit
of separable permutations.
2016.


http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X0600117X
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X0600117X
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X0600117X
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X0600117X
https://arxiv.org/abs/1602.04960
https://arxiv.org/abs/1602.04960

AYRISABILEN PERMUTASYONLAR 39

Bunun olusturdugu resmi [0, 1]? birim karesinin igine cizilebi-
lecek sekilde 6lgeklendirelim. Her 7t permiitasyonunu, karenin
icinde (i/n, t(i)/n) noktalarma konulmus ve her birinin agirligi
1/n olan n tane Dirac kiitlesinin toplamindan olusan bir ji,; olasi-
lik olgustiyle iliskilendirelim. Kare tizerindeki olasilik 6l¢tilerinin
olusturdugu Olas([0,1]?) uzay1 (zayif topolojiye gore) tikizdir.
Boylece i, 'lerin Olas([0,1]?) i¢indeki y1gi1lma noktalarimni in-
celeyebiliriz. Her u yigilma noktasinin bir permiiton, yani kare
tizerinde iki kenar dagilimi (yani eksenlere izdtisiimii) [0, 1] deki
Lebesgue olciisii olan bir olasilik 6l¢iisii oldugunu gorebiliriz.
Bassino ve ekibi, ayrigsabilen permiitasyonlarin limitlerini tarif
ediyor. Her 7 igin, rastgele (tiim ayrisabilen permiitasyonlar
tizerinde diizgiin dagilimla) ayrisabilen bir permiitasyon segelim.
Bu, her 7 igin Olas([0,1]?) tizerinde rassal bir olasilik dagilimi
verir. Makalenin yazarlari, bu olasiliklar dizisinin Olas([0,1]?)
tizerinde iyi taniml bir olasilifa yakinsadigini gosteriyorlar. Bu
limit, permiitonlar uzayinda, ayrigabilen rassal permiiton denen,
rassal bir olasilik dagilimidir. Bahsi gecen makaleden alinmig
yandaki iki resim, n'nin biiyiik degerleri icin ayrisabilen permii-
tasyonlarin tipik grafiklerini gosteriyor.

Ayrisabilen permiitasyonlarin kombinatorigine dair ¢ok daha
fazlasi i¢in bakiruz: ™ veya 2. Yine de bir alistirma 6nereyim.

{1,2,...,n} nin verili bir permiitasyonunun ayrisabilip ayrisamadi-
§wa (n cinsinden) dogrusal zamanda karar verebilen bir algoritmanin
var oldugunu gosterin.

Polinom zamanda ¢alisan asikar bir algoritma var; her 1 < ij <
ip <13 < iy < n dortliisti i¢in goriintiilerin iki yasak permditas-
yondan biri seklinde siralanip siralanmadiginm kontrol etmek.
Polinom zamandan dogrusal zamana gitmek 6nemlidir zira
Stirling formiilii sayesinde gorebiliriz ki log !, n'nin dogrusal
bir fonksiyonundan daha hizli ama kuadratik bir fonksiyondan
daha yavas biiytiir. Boylece, dogrusal zamanda ¢alisan bir algo-
ritma bulabilirseniz, ayrisabilen permiitasyonlarin sayisinin n!’le
karsilastirlldiginda kiigiik kalacagini da ispatlamis olursunuz.
Bu alistirma igin bir ipucu olarak, ayrisabilen permiitasyonlar
ve budanmus agaglar arasinda birebir bir eslemenin varhiginin
ispatin1 tekrar okuyun.

" S. Kitaev. Patterns in
permutations and words.
Monographs in Theoretical
Computer Science. An
EATCS Series. Springer,
Heidelberg, 2011. Jeffrey B.
Remmel’in 6nsoziiyle.

2 M. Béna. Combinatorics
of permutations. Discrete
Mathematics and its Appli-
cations (Boca Raton). CRC
Press, Boca Raton, FL, se-
cond edition, 2012. Richard
Stanley'nin 6nsoziiyle.



40 BIR TEKIL MATEMATIK GEZINTIiSI

Mississippi nehrinin deltasi.
©


http://eoimages.gsfc.nasa.gov/images/imagerecords/4000/4526/aster_mississippi_artII_15m.jpg
http://eoimages.gsfc.nasa.gov/images/imagerecords/4000/4526/aster_mississippi_artII_15m.jpg

Hipparkos ve Schrider

Agaclari sayalim

7 ADET NESNE IGiN polinom sira degisimlerini (ya da ayrisabilen
permiitasyonlar1) sayacagiz. Bu say1 a(n) olsun.

Yaprak sayis1 # olan ve n > 2 ise kokiintin en az iki cocugu olan
(n =1 ise hi¢ ¢gocugu olmayan), budanmis agaclarin sayisina b(n)
diyelim. Boyle bir agac icin, ilk kokii kendi biricik cocugu kabul
edecek yeni bir kok yaratabiliriz. Buradan n > 2 igin a(n) = 2b(n)
oldugu ortaya ¢ikar. b'nin ilk degerleri soyle:

b(1) = 1: kokii ayn1 zamanda tek yaprag: olan minik bir agac.

b(2) = 1: iki dall ve iki yaprakli minik bir agag.

b(3) = 3.

b(n) icin bir yineleme bagmntis1 bulma fikri ¢ok ¢ekici geliyor.

Once kokii en az iki gocuk sahibi olan n yaprakli budanmus bir
agacla baslayalim. Eger kokii ve kokiin dallarini silersek, toplam
yapraklarinin sayis1 7 olan bir grup agac elde ederiz. Aksi yonde,
toplam yapraklarinin sayisi # olan en az iki budanmis agactan
olusan sirali bir kiimeyle baslarsak, n yaprakli budanmais bir
agag olusturmak i¢in yeni bir kdk ekleyip bunu 6nceki koklere
baglayabiliriz.

Boylece, asagidaki esitlik gecerli olur:

b(n) = 2.

il,iz,...,ik;il +~~-+ik=}’l

b(i1)b(iz)---b(ik)-

Simdi klasik iirete¢ serisi yontemini kullanacagiz. Formel kuvvet

a(n)'nin ilk degerleri:

11
22

36

422

590

6394

7 1806

8 8558

9 41586

10 206098

11 1037718

12 5293446

13 27297738

14 142078746

15 745387038

16 3937603038

17 20927156706

18 111818026018

19 600318853926

20 3236724317174

21 17518619320890

22 95149655201962

23 518431875418926

24 2832923350929742

25 15521467648875090

26 85249942588971314

27 469286147871837366
28 2588758890960637798
29 14308406109097843626
30 79228031819993134650
31 439442782615614361662


https://oeis.org/A006318/b006318.txt
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serisi H'yi soyle tanimlayalim:

H(t) =) b(n)t" = P2 4388 4,

n=1

H’nin karesini alalim:
H(t)?> =2+ 283 + 71 + ...

Bu yeni seride ¢"'nin katsayist ¥ . -, b(i1)b(i2)’dir, ki bu da
kokii tam olarak iki gocuk sahibi olan n yaprakli budanmig
agaglarin sayisidir. H(t)% i kullanarak kokii tig ocuk sahibi olan
agaglari vs. sayabiliriz.

Boylece

H(H)? + H(t)? +--

sonsuz serisi, tek yaprakli agac disindaki tiim agaglar1 sayar. Yani
bu sonsuz toplamin degeri H(t) - 'dir.

Dolayisiyla,

H(t)-t=H(t)* + H(t)? + -

olur. Geometrik serinin toplamini alinca,
H(t)?
H(t)-t= ———
(t) 1-H(t)
ya da
2H()? - (1+t)H(t) +t =0,

elde ederiz ve buradan da,
H(t) = S b = (1o t-VI-6+ )4
n=1

buluruz. Karmasik degiskenli bir fonksiyon olarak bakildiginda,
(1+t-+V1-6t+1t2)/4 fonksiyonu iyi tanumlidir ve merkezi 0,
yaricapi da 1 - 6t + t2 = 0 denkleminin koklerinden kiiciik olani,
yani t = 3 - 21/2 olan bir dairede holomorftur. Dolayistyla H(t)nin
yakinsaklik yarigap1 3 — 21/2'dir. Diger bir deyisle,

limsup % logb(n) =log(3+2V?2).

n—oo

Okur limsup’un lim'le yer degistirilebilecegini kolayca gos-
terebilir. a(n)’lere biiyiik Schroder sayilari, b(n)’lere de kiigiik

E.SCHRODER

Friedrich Wilhelm Karl
Ernst Schroder’in (1841-
1902) bir¢ok sportif hobisi
vardz: bisiklet, doga yfirii-
ylisii, ylizme, buz pateni,

at biniciligi ve bahgecilik.
Karlsruhe’de stirekli bisik-
letine binerken goriildigii
i¢in oralarda "bisiklet profe-
sorit’ diye taniniyordu (bkz.
MacTutor Matematik Tarihi
arsivleri). ©

Hipparkos
MO 190lar - MO 120'ler) ©


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history/Biographies/Schroder.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Hipparchus.html
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Schrader sayilar: denir. n > 2 i¢in a(n) = 2b(n) oldugunu unutma-
yin.

Cevrimigi Tamsay: Dizileri Ansiklopedisi adli muhtesem site,
(birgok bagka sayfanin yaninda) bu iki diziye adanmis birkag
sayfaya da sahip ve muhtemelen haddinden fazla bilgi igeriyor!
Ornegin su asimptotik kestirme orada bulunabilir:

(3+2v2)"
207/ 2732 - 4(1 - DT )

a(n) ~

Hipparkos ve Schroder

Arnold Ilkesi der ki,

Bir kavram bir kisinin adiyla aniliyorsa o ad, o kavrami kesfeden
kisinin ad1 degildir.

ve tamamlayicisi, Berry [lkesi:

Arnold Tlkesi kendine uygulanabilir'3.

Ve bu Schroder sayilarinin kesfi ig¢in de gecerli. Ernst Schroder,
6nemli bir Alman mantik¢isiydi™. Amacini soyle agikliyordu:

Mantig1 hesap yapilan bir disiplin olarak tasarlamak, 6zellikle
goreceli kavramlarin kesin sekilde ele alinmasina olanak vermek
ve boylece dogal dilin alisildik iddialarindan 6zgtirleserek felsefe
alanindaki bereketli topraklar: ‘klise’lerden kurtarmak. Bu, ortami
Volapiik [o zamanlar Almanya’da ¢ok popiiler olan, Esperanto
gibi evrensel bir dil] gibi dil ¢cabalarindan oldukca farkl, bir ses
dilinden ¢ok bir isaret diline yakin, bilimsel-evrensel bir dile
hazirlayacaktir.

Mantiga bu bakis agisiyla bakinca, n uzunlugundaki bir
kelimenin olas1 dogru parantezlemelerinin sayisin1 hesaplamak,
onun i¢in dogal bir problem haline geliyordu. Bu, onun 1870’te
yazdig1 makalesinin'> amaciydi.

Uzunlugu 2 olan bir kelime i¢in iki olasilik var:

ab ve (ab).

HISTORIC

(80,

ROUTE

V. L Arnold. On teaching
mathematics.

Bagka bir baglamda buna
Stigler’in kisiyle adlandirma
kanunu da denir. A. N. Whi-
tehead’in soyle dedigi
soylenir: “Oneme sahip her
sey, onu kesfetmemis biri
tarafindan mutlaka daha
once soylenmistir.”

4V. Peckhaus. 19th century
logic between philosophy
and mathematics. Bull.
Symbolic Logic, 5(4):433—450,
1999-

5 E. Schroder. Vier combi-
natorische probleme. Bull.
Symbolic Logic, 15:361-376,
18y0.


https://oeis.org/A006318
http://pauli.uni-muenster.de/~munsteg/arnold.html
http://pauli.uni-muenster.de/~munsteg/arnold.html
https://oeis.org/A000108/a000108_9.pdf
https://oeis.org/A000108/a000108_9.pdf
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Vier combinatorizche Frobleme.

Von

IrwsT SCHRODER

- in Plorzheim,

I upd IL
Bei meiner Begchiiftigung mit Abfassung eines clementaren Lehe-
buches wurde mir die Frage von Interesse: anf wie viele Arten sins
Bumma von n Gliedern (oder auch ein Product von » Facteren) sich

Uzunlugu 3 olan bir kelime igin ise alt1 olasilik: (Zzgfd &ZZ;Z;)
a(be)d (a(bc)d)

abc (ab)c a(bc) (ab(cd) ((ab(cd))

(abc) ((ab)c) (a(be)). (ab)(ed)  ((ab)(cd))

(abc)d ((ab)cd)
a(bed) (a(bed))
. . ((ab)e)d — (((ab)c)d)
icine alinamaz ve parantezler ((ab)) seklinde tekrarlanamaz. Ke- (a(bc))d  ((a(be))d)
limenin tamamu, bir ¢ift parantez i¢inde olabilir ya da olmayabilir a((bc)d — (a((bc)d)

(a(b(ed))  ((a(b(cd)))

Oyunun kurallar1 soyle: bir harf tek basina, (a) seklinde parantez

(bu, biiytik Schroder sayilarinin ¢ift olmasinin da sebebi). Bir
cift parantezin ikiden fazla harfi kapsayabilecegini de gozden
kacgirmayalim. Uzunlugu 4 olan bir kelime igin 22 olasilik var.

Bu 22 ifadenin 4 yaprakli, budanmis 22 agacin listesi olarak
diisiiniilebilecegi okura agik goriiniiyordur. Gergekten de, ke-
narda gosterildigi gibi, parantezlenmis kelimeler budanmus
agaclar olarak goriilebilir. Schroder, sadece budanmg agaclari,
yani polinom sira degisimlerini, yani ayrisabilen permiitasyonlari
sayiyordu. Makalesi, yukarida tarif edilen yineleme bagintisini
ve tireteg fonksiyonunu da igeriyor. ((a b)c d)

1994 yilinda, o zamanlar ABD’de George Washington Univer-
sitesinde lisans {istii 6grencisi olan David Hough, Stanley'nin
kitabindaki'® 1.45 numarali alistirmay1 okuyordu:

Plutarkhos un Masa Sohbeti’'nden alint1 VIIL.9.732: “Hrisipposun

oo . o . q *R. P. Stanley. E ti
dedigine gore sadece on basit onermeden olusturulabilen bilesik Stanley. Enumerative

combinatorics. Vol. I. The

onermelerin sayis1 bir milyonu gegiyormus’. (Hipparkos, olsa olsa Wadsworth & Brooks/Cole
en fazla 103.049, negatif taraftan bakarsa da 310.952 tane bilesik Mathematics Series. Wad-
onerme oldugunu gostererek bunun yanls oldugunu ispatladi.) sworth & Brooks/Cole

e s iy s N . Y Advanced Books & Software,
Y. Heath’in Bir Yunan Matematigi Tarihi'ne gore (cilt 2, s. 245) “bu Monterey, CA, 1986. Gian-
sayilara bir anlam vermek imkansiz goriintiyor.” [Heath ayrica Carlo Rota’min dnsoziiyle.

103.049"un 101.049 olarak da okunabilecegini soyliiyor.]

Plutarkhos’un ifadesine bir anlam vermek miimkiin miidiir?
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Hough, 103.049"un onuncu kiigiik Schroder sayist b(10) oldu-
gunu fark etti; bu bir rastlant1 olamazdu.

Plutarkhos bir Yunan tarihgisi ve biyografi yazariydi. Hikaye-
mizdeki rolii, kendisinden iki yt{iz yil 6nceki Hipparkos’tan bir
alintiy1 tekrar kayda gecirmesiyle sinirli. Plutarkhos’un elindeki
bir kitapta korunmamais olsaydi, bu 103.049 sayisimin bu kadar
uzun bir siire i¢inde belleklerden silinmeyecegini diisiinmek zor.

Hipparkos, muhtemelen tarih 6ncesi zamanlarin en 6nemli
astronomu. Untii, gece-giindiiz esitliginin gerilemesini bulma-
sindan ve daha da 6nemlisi gezegenlerin hareketinin tutarl,
bilimsel bir tarifini yapmasindan geliyor. Ug yiiz y1l sonraki ar-
dili Batlamyus, kendi adiyla anilan Batlamyus yermerkezli sistemle
biliniyor; Bu sistem, Kopernik ytizlerce yil sonra kendi giines
merkezli sistemini ortaya koyana kadar genel kabul goren ast-
ronomi doktrini olarak kaldi. Batlamyus, Hipparkos’a epey sey
borglu ve bu borcunu da her zaman agiktan ilan etmiyor ama
bunun hikayemizle pek ilgisi yok.

Neyse, Hough’a gore, Plutarkhos’un aktarimina bakilirsa Hip-
parkos, uzunlugu 10 olan parantezlenmis kelimeleri sayiyordu.
Hipparkos'un Schroder sayilarmi bu sekilde kesfiyle ilgili birkag
tarih makalesi yazilmig'7 8.

MathPages sitesindeki bir makale', Stoact mantik (6zellikle
Hrisippos tarafindan 6gretilmis ve Hipparkos tarafindan elestiril-
mis, Aristo 6ncesi bir mantik) kullanarak biraz daha ayrintili bir
agiklama sunuyor.

Belli bir sayida, verili a1, a, .. ., a; mantiksal savini ve ve veya
baglaclariyla birlestirmenin en az iki yolu var:

* a1 VEYA a; VEYA --- VEYA a,,; bu, n degiskenli VEYA(aq, ..., a,)

fonksiyonudur.

® a1 VE ap VE --- VE ay; bu, n degiskenli VE(aq, ..., a,) fonksiyo-

nudur.

Modern Boole gosteriminde VEYA yerine +, VE yerine de bir
nokta, ya da sadece yan yana yazma seklinde bir gosterim kul-
lantyoruz. Simdi, n uzunlugunda bir kelime diistinelim (mesela
n =4 i¢in abed). Harflerin arasindaki n —1 tane boslugun her biri

a1 o Il

i¢in “+" ve “.” isaretlerinden birini segelim. Toplam 2"~ tane

S _,,,_-

Talageinfirution ferrde riche contanne
ATrajan, efleué pardellus tous humains.
Stlesgrands te porcorent au ceru & dans leurs maing,
Vetruviuroirau liende Venus & Bellone

Plutarkhos
(yaklagik MS 46 — MS
120). ©

7 R. P. Stanley. Hipparchus,
Plutarch, Schroder, and
Hough. Amer. Math. Monthly,

104(4):344-350, 1997

B F. Acerbi. On the shoulders
of Hipparchus: a reappraisal
of ancient Greek combina-
torics. Arch. Hist. Exact Sci.,

57(6):465-502, 2003.

9 K. Brown. Hipparchus
on compound statements.
MathPages.

abed abc +d

ab + cd ab+c+d
a+ bed a+bc+d
a+b+cd a+b+c+d


https://tr.wikipedia.org/wiki/Plutarkhos
http://www-math.mit.edu/~rstan/papers/hip.ps
http://www-math.mit.edu/~rstan/papers/hip.ps
http://www-math.mit.edu/~rstan/papers/hip.ps
http://www.mathpages.com/home/index.htm
http://www.mathpages.com/home/kmath397/kmath397.htm
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olasilik elde ederiz (n = 4 6rnegimizde, 8).

Carpma isleminin toplamaya gore 6nceligi oldugunu diistin-
meye aliskiniz ama bu mantiksal fonksiyonda oncelik belirtmek
istiyorsak parantezler kullanmamiz gerekiyor.

Bu, budanmis bir agagla tarif edilebilir. Seviyesi tek olan
bogumlar1 VEYA isaretiyle, seviyesi ¢ift olan bogumlar: de VE
isaretiyle iligskilendirelim. Her bogum, kendi ¢ocuklar1 tizerine
(VE ya da VEYA ile) etki eder ve bu ¢ocuklar da bir ¢ift parantez
i¢ine alinmuis olarak dustintiliir. Eger kokiin tek bir cocugu varsa,
onu VE ile iliskilendirmek gerekmez, zira tek bir elemana etki
edecektir.

Bir alistirma olarak okuru iki farkl ifadenin, yani farkl iki
budanmus agacin, a; = 0 ya da 1 (yanhs ya da dogru) iizerinde
hesaplandiginda farkli {0,1}" - {0,1} Boole fonksiyonlar: tanim-
ladigini gostermeye tesvik etmek isterim. Boylece, Hipparkos
hakliydi: 10 savi VE ve VEYA kullanarak, anlattigimiz sekilde
birlestirmenin a(10) = 2 x 103.049 yolu vardir. Neden a(10) degil
de b(10)’dan bahsettigi sorulabilir. Bilesik onermeler tizerinde,
olumsuzlamayla verilen ve temelde VE ve VEYA'nin yerlerini
degistiren, karesi bir olan dogal gonderimi fark etmis olabilir.

Bahsettiklerimizle alakali, Dedekind problemi denilen acik bir
problem var. 22" tane Boole fonksiyonu, yani {0,1}"*’den {0,1}'e
giden fonksiyon mevcut. Her Boole fonksiyonunun VE, VEYA ve
DEGIL’den olugan bir formiil kullanarak yazilabilecegini gormek
kolaydir. DEGIL icermeyen formiillerle tarif edilebilen fonksiyon-
lara tekdiize Boole fonksiyonlar: denir (fakat Hipparkos'un aksine,
her degiskenin formdiilde tek bir kere kullanilmasi gibi bir sart
kosmadigimizi gozden kagirmayin). Tekdiize Boole fonksiyonlarini
sayma problemi, n > 8 icin heniiz ¢oziilememistir. Bu saymin gii-
zel bir topolojik yorumu da var: kosenoktalar: {1,2,...,n} olan
simpleksli komplekslerin sayist.

Ben de dahil ¢cogu matematik¢inin Yunan matematigi hakkin-
daki bilgisi eksik. Bu matematigin sadece OKklit tipi geometriden
ibaret olduguna inanmiyoruz. Hipparkos un onuncu Schroder
sayisimi1 hesaplamis olmasi, Antik Yunanlhlarin epey ileri bir kom-
binatorik bilgisine sahip olduguna dair bir ipucu olusturuyor;
yukarida bahsettigimiz Acerbi makalesinin temas: da bu.

abed abc+d
ab(c+4d) a(bc+d)
ab+cd a(b+c)d

a(b+cd) (ab+c)d
ab+c+d a(b+c)+d
a(b+c+d) a+bcd
(a+b)ed (a+bc)d
a+bc+d (a+b)(c+4d)
(a+b)c+d a+b(c+d)
a+(b+c)d a+b+cd
(a+b+c)d a+b+c+d

5

Kosgenoktalar: kiimesi

V ={1,...,6} olan bir simp-
leksli kompleks. Bir X c V
altktimesini X bir simpleks
ise 0'la, degilse de 1'le iligki-
lendiren fonksiyon, tekdiize
bir Boole fonksiyonudur.


https://en.wikipedia.org/wiki/Dedekind_number
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Netz'in kitabi1?® bu tarihe yeni bir perspektif katiyor. Ilk boliim ~ *R. Netz. Ludic proof.

Yunan kombinatorigini ve 6zellikle de 103.049 sayisini anlatiyor. Cambridge University
P . .. . . X X Press, Cambridge, 2009.
Unlii Arsimet parsomeninde bulunmus bir bagka kombinatorik Greek mathematics and the
bilmeceyi de igeriyor. (Su kitab1** bir dedektif hikayesi gibi Alexandrian aesthetic.

2t R. Netz and W. Noel. The
Archimedes codex. Phoenix,
Tangmm oyununa benziyor. London, 2008. Revealing
the secrets of the world’s
greatest palimpsest.

okuyun mutlaka.) Bu bilmece, 14 ¢okgen parcadan yapilmis ve

Netz, “Stanford’daki meslektas iinlii kombinatorikgi Persi’den basit
oldugunu varsaydig bir soruyu ¢ozmesine yardim etmesini istedi:
parcalardan kareyi olusturmanin kag yolu vardir? [... ] Diaconis,
ii¢ meslegtastyla birkag ay boyunca caligtiktan sonra cevaba ulagti:
17.142.”

Arsimet cevabi biliyor muydu?

Arsimet’in kutusu (Stomac-
hion).
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De methodis serierum et fluxionum

Newton yontemi

Cebirsel Egriler

RENE DESCARTES'IN KOORDINATLARI KULLANIMA SUNMASIN-
DAN BERI, diizlem egrilerini ve bilhassa (P(x,y) = 0 gibi bir poli-
nom denklemiyle tanimlanan) cebirsel diizlem egrilerini incelemek
ve arastirmak, matematigin baslica temalarindan biri olmustur
ve olmaya devam etmektedir. 1. ve 2. dereceden denklemler (yani
dogrular ve koni egrileri) cok tanidiktilar elbette. XVIIL. yiizyil
matematikgileri daha yiiksek dereceli egrilere baktiklarinda pek
¢ok farkli sekillerden olusan vahsi bir orman buldular ve onu
ehlilegtirmeye calistilar. Ornegin, Isaac Newton 3. derece egriler
hakkinda uzun bir calisma yazdi, bu calismada onlar1 ¢ok sayida
tiire ayirdi. 2 veya 23 kaynaklarindaki tartismalara bakiniz.

Bu egrilerin anlasilmasinda tekil noktalarin ¢ok merkezi bir
rol oynadig: apagik ve hizla gorildii. Eger (xg, yo) noktas: egri
tizerindeyse yani P(xg, ) = 0 ise ve (xg,yo) da d0P/dx ve dP/dy
kismi tiirevleri sifira esitse, (xg, /o) noktas: tekildir. Olagan (yani
tekil olmayan) bir noktanin bir komsulugunda giiniimiiz ma-
tematikgileri ortiik fonksiyon teoremine basvurmakta zorluk
¢ekmez: dyle bir noktanin etrafinda, uygun piirtizsiiz koordinat-
larda, egri bir dogruya dontistir.

Tekil noktalarsa ¢ok daha getrefil olabildiklerinden dogalarmi
anlasilir hale getirmek uzun zaman ald1.

227, Stillwell. Mathematics and
its history. Undergraduate
Texts in Mathematics.
Springer, New York, third
edition, 2010.

2 W. W. R. Ball. On Newton's
Classification of Cubic
Curves. Proc. London Math.
Soc., S1-22(1):104-143, 1890.

NS

Iki tekil noktas1 olan bir
cebirsel egri.
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Bu boliimde, Newton'un De methodis serierum et fluxionum
kitabin takip ederek, bu kavrayisa yonelik biiyiik adimlardan
birini betimleyecegim.

Newton ile Leibniz arasinda, diferansiyel ve integral hesabin
icadina dair olan rekabetin tarihsel ayrintilarina girmek istemiyo-
rum. Ozellikle bizim amacimiz i¢in Westfall’in sahane Newton
biyografisini tavsiye edeyim?4.

Newton'un harikulade yil'1m, Annus mirabilis’ini kendisi soyle

257

anlatiyor (**’e bakiniz):

1655 yili baslarinda, yaklasan seriler yontemini ve herhangi ikite-
rimlinin herhangi bir kuvvetini boyle bir seriye indirgeme kuralini
buldum. Ayni1 yilin Mayis'inda Gregory ve Slusius'un tegetler
yontemini ve Kasim’da ‘fluxion’larin dogrudan yéntemini buldum
ve ertesi y1l Ocak ayinda renkler teorisi elimdeydi ve bir sonraki
Mayis’ta ‘fluxion’larin ters yontemine girdim. Ayni yil, kiitle-
¢ekimini ayin yoriingesine genisletme konusunda diistinmeye
basladim. Biitiin bunlar 1665-1666 veba salgini yillarinda oldu.
Zira o gtinlerde icat yaglarimin zirvesindeydim ve Matematik ile
Felsefeye, ondan sonraki zamanlarda hi¢ olmadig: kadar zihin
yoruyordum.

1669 Haziran’'inda Newton, 1665"teki fikirlerini temel alarak
De Analysi per aequationes numero terminorum infinitas’t yazmisti.

1671 yilinda De methodis serierum et fluxionum’u yazdi ama
yayimlamadi.

1676’da (arabulucu Oldenburg’un tizerinden) Leibniz’e iki
tnlti mektubunu, epistola prior’u ve epistola posterior’u yazdi.

De methodis’in Colson tarafindan yapilan Ingilizce gevirisi
1736’da (yani Newton'un 6limiinden dokuz yil sonra) yayim-
land1. Ingilizce gevirinin Fransizca’ya Buffon tarafindan yapilan
gevirisi 1740’ta yayimlandz.

Biitiin bu ¢alismalar, cebirsel egrilerin tekil noktalarmimn
epeyce kesin bir tanitimini igerir. Bu tamitim, yine Arnold ilkesini
izleyerek giintimiizde Puiseux serileri olarak adlandirdigimiz
seyler cinsinden yapilir.

P katsayilari karmagik olan bir polinom olmak tizere, P(x,y) =0
egrisini incelemek istiyoruz. Ilk énce anlagilmasi gereken sey,
Newton'un bunu bir egri olarak degil fonksiyon olarak diistindii-
gudr: x verildiginde Newton, P(x,y) = 0 denklemini ¢6zmek ve

*#R. S. Westfall. Never at rest.
Cambridge University Press,
Cambridge, 1980. Bir Isaac
Newton biyografisi.

»R. S. Westfall. Newton’s
marvelous years of discovery
and their aftermath: myth
versus manuscript. Isis,
71(256):109-121, 1980.

Colson, Buffon’a Latince el
yazmasini gostermeyi kabul
etmemis gibi goziikiiyor.

Katsayilarin gergek oldugu
durumu, ayrica P'nin yal-
nizca analitik varsayildig:
durumu daha sonra inceleye-
cegiz.


https://www.jstor.org/stable/pdf/230315.pdf
https://www.jstor.org/stable/pdf/230315.pdf
https://www.jstor.org/stable/pdf/230315.pdf
https://www.jstor.org/stable/pdf/230315.pdf
http://www.newtonproject.sussex.ac.uk/view/texts/normalized/NATP00204
https://archive.org/details/methodoffluxions00newt

y'yi x’in bir y(x) fonksiyonu olarak bulmak ister. Elde ettigi ana
sonug, y(x)’1 x’in rasyonel kuvvetlerinden olugan bir sonsuz seri
olarak diistinmeye razi oldugumuzda bunun ger¢ekten miimkiin
oldugudur.

Newton'un “neredeyse” ispat ettigi, ileride daha kesin ifade
edecegimiz bir teoremi verelim.

Teorem. P, x’e boliinmeyen herhangi bir polinom ve P(0,0) = 0 olsun.
O zaman (0,0)tn bir komsulugunda P(x,y) = 0 denklemi, (i=1,...,n
icin) sonlu sayida y = f;(x) seklinde esitliklere denktir; burada f; ler,
uygun bazi a; ;. karmagik katsayilart ve q; pozitif tamsayilart olmak
iizere

el k
filx) = > ajpxi
k=1
seklinde verilen Puiseux serileridir.

Baska bir deyisle, {P = 0} sonlu sayida f; serisinin grafiklerinin
birlesimidir. Bu durum tam da Kontsevich’in bastaki sorusuna
benziyor. Haliyle bu grafiklerin topolojik dogasinin ne oldugunu
sorgulayacagiz. Ancak bu soruyu incelemeden 6nce, 6zellikle bu
f’lerin aslinda fonksiyon olmamasindan 6tiirii, diizeltilmesi gere-
ken bir¢ok ayrint1 var. Mesela kare kokiin “grafigini” diistintin.

De methodis serierum et fluxionum un birinci kismina yakindan
bakacagiz. Bu énemli kitabin kapak sayfasinin resmi, bu bolii-
miin ilk sayfasinda bulunuyor. Okurlarin isini kolaylastirmak
amaciyla Ingilizce geviriyi takip edecegim.

Newton yontemi

Newton'u okumaya baslayalim.

Tiirlerin islemleri ile siradan sayilardaki ayni igslemler arasinda
bityiik uyumluluk oldugundan; bunlar: temsil eden simgeler
harig, aralarinda fark yok gibidir, birincisi genel ve belirsiz, digeri
belirli ve 6zeldir: hi¢ kimsenin son zamanlarda kesfedilmis

olan ondalik kesirler teorisini benzer sekilde tiirlere uyarlamay1
diisinmemis olmasina ancak hayret edebiliyorum [...] bilhassa
bunun daha derin kesiflere yol agabilecek olmasindan ottirii.
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Newton'un 1689’da Godfrey
Kneller tarafindan yapilan
portresi. ©

De methodis’ten bir sayfa. ©
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Aciklama: Siradan sayiyla Newton'un demek istedigi ... siradan
sayidir, yani bugiin bizim karmagik say: dedigimiz seydir. O za-
manlar bu sayilar1 “siradan” sayacak ¢ok az sayida matematikgi
bulunduguna dikkat ediniz. Tiir diyerek, x"in bir polinomunu
veya bir tam seriyi yani bugtin Laurent serisi diye adlandirilani
veya belki Puiseux serisini yani x’in kesirli kuvvetlerinin serisini
kastediyor. Her haliikarda, Newton'un deyisiyle tiir bir gesit
fonksiyondur.

Fakat tiirler teorisinin cebirle olan iliskisi, ondalik sayilar teori-
sinin yaygin aritmetikle olan iligkisiyle ayni olmasindan 6tiirt;
toplama, ¢ikarma, ¢arpma, bolme ve kokler alma islemleri oradan
kolaylikla 6grenilebilir, yeter ki 6grenci ondalik aritmetikte ve adi
cebirde ustalasmis olsun ve ondalik kesirlerle sonsuza dek devam
ettirilen cebir terimleri arasindaki uygunlugu gorstin.

Aciklama: Newton, serilerle tipki dort (+, —, %, /) isleme sahip sa-
yilar gibi islemler yapilabilecegini gozlemler. Modern terimlerle
ifade edilirse, hem siradan sayilarin hem Laurent serilerinin cisim
olduklarmi gozlemler.

Zira, nasil sayilarda, sag tarafa dogru basamaklar on veya onun
altkatlar1 oraninda azaliyorsa; (asagida sik sik gerektigi gibi)
herhangi pay veya paydanin boyutlarinin mertebesine gore
sonsuza dek devam ettirilen diizgiin bir a¢ilima konuldugunda,
tiirlerde de ayni sey olur.

Aciklama: Gene Newton'un zamanina uymayan modern terim-
lerle ifade edersek, Newton bu iki cismin topolojilerinden s6z
eder. Iki gercek say1 birbirine yakindir demek, ondalik agilimlari
btiyiik bir basamaga kadar aynidir demektir; benzer sekilde, x
degiskenli iki polinomun veya serinin 0'in komsulugunda yakin
olmas1 demek, farklarinin degerlenmesi biiytiktiir demektir.

Bu asamada artik Newton'un stratejisini tahmin edebiliriz.
Newton bize, katsayilar1 siradan sayilar veya tiirlerden olusan
bir cisimden gelen bir P polinomu i¢in, P(y) = 0 polinom denk-
lemlerini ¢6zmenin bir yolunu 6gretecektir. iki degiskenli bir
P polinomunu da, katsayilar1 C(x) rasyonel fonksiyonlar cis-
minden veya C((x)) Laurent serileri cisminden gelen tek degis-
kenli bir P(x)(y) polinomu olarak gormek suretiyle, bu yéntem
P(x,y) = 0 seklindeki denklemlere de uygulanacaktr.

LA
METHODE
L ES
FLUXIONS.
I8 DS SUTTES INIINIES.

Sy B e Uleoiler WF w TGN,

Buffon'un yaptig1 Fransizca
terctimenin kapak sayfasi.

©



Gayet pedagojik bir sunumla Newton, tiirler ile siradan sayilar
arasindaki benzerligi gosteren drnekler verir. Once a?/(b - x)’in
x degiskenli bir seriye nasil acilacagin gosterir. Tipki bizim
ilkogretim okulunda 1’1 0,9 = 1 -0,1’e boltince 1,11111111.....
¢iktigini anlatmamiz gibi. Bu kolay iglem, onun okurlarina da
kolay gelmis olmalidir.

Sonra x?/1 rasyonel tislerinin anlamini agiklar; bu okurlarmin

2'nin kare-

coguna tanudik gelmistir herhalde. Ardindan a® + x

kokiinii x degiskenli sonsuz bir seri olarak ifade eden 6rnegi

tizerinden tinlii ikiterimli formiiliinti sunacak duruma gelir:
(a+x)% :u+x—2—x—4+x—6vs.

20 8a% 16a°

Simdi bizim i¢in en ilgi ¢ekici yere geliyoruz.

“Dokunulmus denklemler” adini verdigi, katsayilari tiirler
olan polinom denklemlerini, yani P(x,y) = P(x)(y) = 0 denk-
lemlerini ¢6zmek istemektedir. Gene ¢ok pedagojik bir sekilde,
once, P polinomu C[y]’de olmak tizere, siradan sayilarla kurul-
mus olan P(y) = 0 seklindeki alelade denklemleri ¢cozmekle ise
baslayacagini ilan eder.
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Rustitdss of Rebtfio &5 Extrattior of Ract
e by copeled, o

Of the Redultion of affected Equations.

19. As to affeted Equations, we muft be fomething more par-
ticular in explaining how their Roots are to be reduced to fuch Se-
ries as thefe ; becaufe their Do¢trine in Numbers, as hitherto de-
liver'd by Mathematicians, is very perplexed, and incumber’d with
fuperfluous Operations, fo as not to afford proper Specimens for per-
forming the Work in Species, I fhall therefore firft fhew how the

Refolution of affe¢ted Equations may be compendioufly perform’d
in Numbers, and then I fhall apply the fame to Species.
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Bu, analizdeki en temel gereclerden biri olan {inlii Newton

yontemidir.
%2 yooo00000
‘. -0,00 ?4‘4’3 fz
_._% : = 2,0945 5 1 ‘f“BB
2+p =y, +8 +12p+6
2=y _;533 ol
v ] -5‘ :

Jarmal=[ +10p +Epp +P3

+43|+o00| 4003

+9399 93

L torpleoc6 e V46,
™, H?P _*__'} "f-fa‘,

i Jomalt0et HI23946347 + 33

~000 Wz? .+ q3400000001f74biA 0000857 ﬂ'yf/%fwﬂ

) %341h000'9?7fs’ B G L7 ST S
H123g=0,060642 +1,23 .
+g,’353 +;‘o€| 4 vl :
Summa4g0005416  +{1,162 7

. —o0,000 o4ge2tsr=v,

Hesaplamalarimi sunus bigimine bakiniz. Ele aldig1 6rnek,

tictincli dereceden

y3—2y—5:0

denklemidir. Deneme ve yanilmayla, 2’den ¢ok farkli olmayan bir
kokiin var oldugunu gozlemler. Bu yiizden y'yi, kiiciik bir p’yle,

y =2+ p diye arar. [Ik denklemde yerine yerlestirerek

p>+6p*+10p-1=0

bulur. Simdi “kiictikltigiinden dolay1 p® + 6p? atilabilir” ve

elde eder, yani p, 1/10’a yakindir. Boylece p = 0,1 + g alabilir ve

denklemde yerlestirerek

q3 +6, 3q2

elde eder. “11,234 + 0,061 = 0 dogruya yakin oldugundan” g'nun

10p-1=0

+11,23g+0,061=0

-0,061/11,23 ~ -0,0054"e yakin oldugunu bilir.




Ardindan g = -0,0054 +r yazip 6nceki gibi yerlestirerek isleme
“keyfi istedigi kadar” devam eder. Nihayet 2,09455148’e yakin
olan ¢6ziimii elde eder.

Sonraki paragraf, ille de gerekiyorsa, Newtonun hesaba
inanilmaz derecede yetenekli oldugunu gosterir. Esasen, “is,
¢ok kisaltilabilir”. Biitiin lisans 6grencilerinin bildigi, bilmesi
gereken bir seyi agiklar: aslinda her adimda dogru basamaklarin
sayisi iki katma ¢ikar ve bu sayede p,g,7,s,... sayilarmi kesin
olarak hesaplamaya gerek yoktur. Tablodaki kimi sayilarin
tizerinde ¢izgi olmasi bu sebeptendir: bu gaf degil, akillica bir
basitlestirmedir.

Royal Society’nin tiyesi olan ve dolayisiyla Newton'u ¢ok iyi
taniyan Raphson (1648-1715), 1690 yilinda Analysis aequationum
universalis'te denklemleri ¢ozmek igin bir yontem yayinladi.
P(y) = 0'mn yaklasik bir yo ¢oziimiiyle baslayip

P(yx)
P’ (yx)

seklinde tanimlanan diziyi goz oniine alalim. Her sey yolunda

Yis1 =Yk —

giderse, bu dizi bir ¢oztime yakinsayacaktir. Raphson, New-
ton’dan bahsetmez. Bazi tarihgiler, bu iki yontemin ¢ok farkl
olduklarini iddia ederler. Raphson’un yonteminde, ayn: denklem
sabit tutulur ve y; dizisi hesap edilir. Newton yonteminde, her
adimda yeni bir denklem hesaplanir. Iki yontem tamamen ayni
sonucu verir, formel olarak 6zdestirler de; ama hesaplar elle
yapilacaksa Newtonun sunusu ¢ok daha verimlidir. “Raphson’in
yineleme, Newton’unsa ozyineleme kullandig1” soylenebilir®. Bazi
matematikgiler, Raphson’un, P'nin tiirevinin roliinii anladigin,

Newton'unsa sadece denklemi dogrusallastirdigini iddia ederler.

1yi de, Newton’un, tiirevin mucidinin, dogrusal kismin tiirev
oldugunu farketmemis oldugunu kim soyleyebilirmis ki? Ben
Newton yontemi demeye devam edecegim; Newton-Raphson
yontemi demeyecegim.

Son bir yorum: Newton'un yakinsaklik hakkinda higbir hu-
sustan bahsetmedigini sdylemeye gerek yok. Orneginin yalnizca
gercek polinomlarin gercek koklerini igerdigine de dikkat ediniz.
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Newton yontemi, karmasik
katsayili P(z) polinomlarmnin
koklerini bulmak igin kul-
lanilabilir. Bir z;;;'le baslar
ve Newton algoritmasinin
yinelemelerinin bir koke
yakinsayacagimni umariz.
Boylece diizlemi (veya hig
degilse yontemin ise ya-
radig zj'ler kiimesini),
limitteki koke gore birkag
bolgeye ayristiririz.

1880 yilinda Cayley bu ay-
ristirmayi iyice tarif etmeyi
denedi. Derece 2 ise sorunun
kolay oldugunu soyledi
(okura alistirma), 3. derece
iginse “asikar demeyin de
ne derseniz deyin” diye
yazdi. Gergekten, bugiin bu
ayristirmanin fraktal dogali
oldugunu biliyoruz. Bu
Newton tavsani diye bilinir.

% C. Christensen. Newton’s
method for resolving
affected equations. College

Math. J., 27(5):330-340, 1996.
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Trinity Koleji'nde New-
ton’un elma agaci. Arada
sirada, Newton'un bagina
diigsen elmanin bu agac-
tan distigi seklinde bir
efsane dolastirilir. Ancak
Newton Harikulade yilinda
Cambridge’de degildi.



De methodis serierum et fluxionum

Newton serileri

Dokunulmug denklemler o o e mac

NEWTON ARTIK KATSAYILARINA X'iIN DOKUNDUGU “DOKUNUL- =T
MUS DENKLEMLERI”, katsayilar1 x’in fonksiyonu olan denklemleri

®

¢ozebilecek durumdadir. a, b birer parametre olmak {izere
yo —5xy° + (&3 Ja)y* - 7a® 2Py + 6a°x3 + 2t = 0

ornegine bakar. Newton'un denklemlerini homojen olarak yaz-

mak konusunda 6zen gosterdigine dikkat ediniz. Ben kolaylik Newton'un ayni zamanda fi-
olsun diye daha 6zensiz olacak ve a = b = 1 sececegim. Newton zikel oldugunu unutmaymiz.
once, u sifir olmayan bilinmeyen bir sabit, « da bilinmeyen bir

rasyonel say1 olmak tizere, y = ux® seklinde bir yaklasik ¢oziim

arar. Denkleme yerlestirerek
U6xO% _ 5y 5y l¥50 4,8+ 2 2400 g 3 04

bulur. Bu x’in rasyonel kuvvetleriyle kurulmus “monomlardan”
olusan bir ifadedir. Usler 6a, 1 + 5«, 3 + 4, 2 + 2u, 3 ve 4'tiir.
Durumu 0 civarinda incelersek, en biiyiik terim bu tislerin en
kiictik olanina tekabiil eder. #'nin 6zel olmayan secimlerinde
alt1 tis farkli olacaktir. O durumdaysak ve baskin terimin sifir
oldugunu ifade etmeyi dilersek u = 0 segmek zorunda kalirdik;
ama elbette yapmak istedigimiz sey bu degil.

Bu ytiizden a’y, alt1 lissiin en az ikisinin esit olacag1 ve diger
hepsinden kiiciik olacag: sekilde segmek zorundayiz. Newton bu
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sart1 tinlti “cokgenini” kullanarak ifade eder. Karelere (Newton
paralelkenar der) boliinmiis bir dama tahtasi ¢izer ve 0 olmayan

her aijxj y' (i, j > 0) monomu icin (i, j) kutusuna bir yildiz isareti
koyar. Yukaridaki ¢rneginde alt1 y1ldiz vardir.

«’nin se¢imi ve j + iu tislerinin kiyaslanmasi, Newton'un gayet
berrak olarak agikladig1 geometrik bir yolla anlatilabilir. Dama
tahtasina bir cetvel koyun ve isaretlenmis yildizlara deginceye
kadar hareket ettirin.

O zaman, herhangi bir denklem verildiginde, biitiin terimlerine
tekabiil eden paralelkenarlar: isaretle; boyle isaretlenmis para-
lelkenarlarin ikisine veya belki de daha ¢oguna cetveli yanastur,
en asagidaki AB’deki sol stitunda olsun, cetvele degen digeri
saga dogru olsun; geriye kalanlari, cetvele degmeyenleri, cetvelin
yukarisinda birak. Sonra denklemin, cetvele degen paralelkenarlar
tarafindan temsil edilen terimlerini seg.
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Boylece, ele aldig1 6rnekte, a katsayisi 1 /2’ye (DE dogrusunun
egimine) esit olarak secilir ve boylece x3, x2y? ve y° ilk denk-

lemde ii¢ “baskin monom” olarak belirlenir. Nitekim, « = 1/2 igin,

x’in artan kuvvetlerine gore siralayarak denklemi
(u® -7u? +6)x° - 5u°x7% 4 x* vtk =0
olarak yazariz. Bu ytlizden u’yu

~7u*+6=0

A

*

*

E

C

Her ne sebeptense, Newton
x/ monomlarin diigey eksen
tizerinde ve y'’leri yatayda

isaretler.



denkleminin bir ¢oziimii olarak se¢gmeliyiz. Cetvel ti¢ yildiza
degdiginden bu denklemde ii¢ monom bulunur. u i¢in alt1
¢O6ztim vardir:

u==+1 ; /2 ; +V-3.

Newton son iki sanal ¢6ztimii goz ard1 etmis gibi goziikiiyor.
Yalnizca gergek ¢oztimlerle ilgilenmis olabilir ama eger dyleyse
bile, bu kisimda daha sonra gorecegimiz gibi, bu bir hatadir.

Ardindan birinci ¢dziimii secer. Stradan sayilarla ilgili yonte-
mindeki gibi y = \/x + p yazabilir. Sonra siireci “istenildigi kadar
devam ettirmek” yeter. Ama o, hig agiklama yapmaksizin ilk
ornegini aniden birakip “¢oztimlemesinin uygulamasin teshir
eden” baska say1 6rneklerine geger.

Newton’un birinci 6rneginin nasil devam ettigini gostereyim.
Basit olsun diye onun sunusunu hafifce degistiriyorum.

[k yaklagik ¢oziim olan y ~ \/x’i bir p bilinmeyeni ekleyerek
gelistirmek yerine

x:x% ;o y=x1(1+yq1)

koyalim. Bu degerleri baslangictaki denkleme yerlestirirerek ve
x?’larl sadelestirerek

—5x1 + x% + x‘l1 -8y1 - 25x1y1 + 4x‘11y1
+8y% - SOxly% + 6x‘11y% + ZOy%
—50x1y§’ + 4x‘11y? + 15‘1/1L - 25xly‘1L
+x‘11]/11 + 6yi’ - 5x1y? + y? =0

elde ederiz. Bu yeni denklemde, x;'in ve y;’in katsayilar1 sifir
degildir. Boylece Newton'un cetveli simdi (0,1) ve (1,0)’dan
gecer. Bu da, yeni denklemin basnoktada tekil olmadigini baska
bir yolla sdylemektir. Oyleyse baskin terimler

—5x1 -8y
dogrusaldir; bu da
5
yr=-gn
verir. Siireci
xi=x2 ; y1=-gx2(l+y2),
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24 Ekim 1676’da Newton, Le-
ibniz’e, diferansiyel ve integral
hesaba kendi katkilarin “an-
latt1g1” bir mektup gonderir.
Mektubunun sonunda: “[...]
tegetlerin ters problemleri
ve onlardan daha zor bagka
problemlere giiciimiiz yet-
mektedir; bunlar1 ¢6zmek
i¢in, biri daha derli toplu ve
digeri daha genel olan iki
kisiml bir yontem kullan-
dim ve simdilik her ikisini
de kaydirilmis harflerle kayat
altina almay1 uygun gordiim
...” diye yazar ve sonra
yoéntemini bir anagramda
gizler:

Saccd10ef fh11i413m9n6oqq

r8s11t9y3x : 11ab3cdd10egl
0ill4m7n603p3q6r5s11t8vx, 3a

cdegh5i4l4m5n8oq4r3s6tdv,

aaddcecceiijmmnnooprrrss

sssttuu

Zavalli Leibniz! Anagramin
anlamini bulmak igin
ugrasip durmus olmal1.

Zavalli okur! Ben ona
¢ozimii versem de, Latince-
den kendi diline ¢evirmek
zorunda kalacak ve o za-
man da igerigin pek agik
olmadigini anlayacak!

“Una methodus consistit in
extractione fluentis quantitatis
ex aequatione simul involvente
fluxionem ejus: altera tantum
in assumptione seriei pro
quantitate qualibet incognita ex
qua caetera commode derivari
possunt, et in collatione
terminorum homologorum
aequationis resultantis, as
eruendos terminos assumptae
seriei”.


http://sp.rpcs.org/faculty/MillerR/towson/Readings/Forms/AllItems.aspx
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yazarak devam ettirip y’'nin bir agihmini, x"in tam kuvvetlerin-
den olusan bir seri ile /x’in garpimu olarak buluruz.

Mathematica yardimuyla, bilgisayarim

y(x) = x12-5.273x1+79.275x%/2 _14185.2710x2
+3118083 - 27 15x5/2 _ 189696965 - 27 18x3
+24625187405 - 2722x7/2 — 1670815928565 - 2 25 x4 + ...

buluyor. Diger ¢oziim u = \/2 icin, bilgisayar

y(x) = V2x1/2 +2x —13v/2-272574x%/2 1 3825722
—267229/2-2755735x5/2 1 903813 . 2715443
~1661176381+/2-277575x7/2 4+ 777992628 - 5 6x* +

oldugunu iddia ediyor.

Newton'un gayesine iliskin son bir soz. Ustii 6rtiik bir
P(x,y) = 0 bagmtisiyla tarumlanmis herhangi bir y(x) “fonk-
siyonunun” (rasyonel {isler kullanmak pahasina da olsa) kuvvet
serisi olarak acilabilecegini “ispat etmis” oldugundan ve tabii
ki herhangi bir x* kuvvetinin tiirevini de, integralini de bildi-
ginden, kendi teknigini kullanarak herhangi bir serinin tiirevini
ve integralini hesap edebilecek durumdadir. Bagka bir deyisle,

“herhangi” bir fonksiyonun tiirevini ve integralini hesaplayabilir.

De methodis serierum et fluxionum ¢aligmasmin geri kalani, bu
yontemin pek ¢ok uygulamasina tahsis edilmistir.

Newton’un bir hatas1 m1 acaba?

Newton un,
ub-7u2+6=0

denkleminin bir kokiinti atlamis oldugunu fark etmek hayret
verici. Sanal +1/-3 koklerinin y(x) icin sanal ¢oziimlere yol
agacagin diisiinmiis olacagina inanilabilir. Ama dyle degil ve
kanimca bu gercekten bir hata.

2016 yilinda, Newton'un 1669 civarinda yazdig1 énemli bir
calismada hata kesfetmek ilging bir tecriibe. Orijinal el yazma-
sina bakinca, Newton'un bir gafi diizeltmek ve orijinal sayfanin
tizerine kagit yapistirmak zorunda kaldigini goriiyoruz. Trinity
College kiitiiphanesinin, kagidin altinda ne oldugunu gérmek

2

Newton’'in tam hata anin-

daki hali boyle miydi?
(Gotlib’e derin saygilar ve
bagliliklarla).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Gotlib

i¢in bu kiymetli el yazmasini soymayi kabul edeceginden kusku
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Aslinda baska bir yorum da olabilir. Epistola posterior serhinde
Turnbull®” (sayfa 159, not 68) baska bir “hatadan” s6z eder: ona
gore kare kok isaretinin “dami” yeteri kadar uzun degildir ve
Newton v/2x yerine yanhshkla v/2x yazmistir. Sonra “Newton,
v? +3 = 0’dan gelen sanal kokleri reddeder” der. Newtonun
V/2x ile ilgili bir hata yapmis olmasi, bunun kendisini v/~3x’in
sanal oldugu diistincesine sevk etmesi ve onu reddetmesi pekala
miimkiindiir. Eger v/-3x yazmis olsaydi, bu ¢oziimiin x < 0 iken
hi¢ de sanal olmadigini gérecekti. Hicbir zaman bilemeyecegiz.

Gergekten de +/-3 sanaldir ama eger x bir negatif gercek
saywysa y = +\/-3./x yaklagik fonksiyonu gergektir; goz ardi
edilmemesi gerekirdi.

u =1 gercek kokii i¢in

x:x% ;o y=x1(1+y1)

demistik. Sanal kok /-3 i¢in

x=-x1 ; y=V3u(l+y)
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Bir hata m1 var? ©

*71. Newton. The correspon-
dence of Isaac Newton, Vol. II:
1676—1687. Published for the
Royal Society. Cambridge
University Press, New York,
1960.
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der ve daha 6nce yaptigimiz gibi ilerleriz. Sonunda tigiincii bir
gercek ¢oziim buluruz:

y(x) = 3Y2(-x)12-9.273(—x) ~721.270571371/2(~x)%/2 - 365432710572 (~x)?

~27986569 - 2715373/25-3(_x)5/2 _ 96025589 - 271854 (—x)3

+169264391911 - 27223752575 (—x)7/2 + 1398151100829 - 22556 (—x)* + ...

Madem u® - 7u? + 6 = 0 denkleminin gercekten alt1 ¢6ztimii var,
o zaman neden alt1 degil de {i¢ ¢6ziim bulduk diye sorulabilir.
Bunun sebebi zit koklerin ayni ¢6ziimii tiretmeleridir. Newtonun
VX', iki degerli bir fonksiyon saydigini unutmayiniz; onun igin
Vx ile —/x “ayni”dir. \/x = —\/x yazmanin geliskilere yol aca-
cagimi kabul ederim ama Newton'un kalemiyle yazilirsa agmaz.
Ogrencilerimize x gercek ve pozitifken \/x'in pozitif kok oldu-
gunu ogretmemiz ve x € C \ IR_ i¢in esas bir belirlenis segmemiz
akillica. Modern terimlerle ifade edersek, parametrelenmis (2, t)
ve (12, -t) egrileri, ayn1 egrinin farkli parametrelenmelerdir.

Newton'un ispat etmedikleri

“Yakimsaklik” tanim1 Newton'un elinde yoktu. Gene de, sayilarla
yaptig1 hesaplamalar, onun serilerinin gercekten yakinsak oldu-
gunu ima ediyor; hatta Newton yakinsak terimini bile kullaniyor.
Diirtist olmak gerekirse sadece serilerinin asimptotik acilimlar
verdigini gostermis oldugunu sdylemek lazim. Agik olarak,

(a1 <y < ... rasyonel iisler olmak tizere), bir

a1x" + apx"? + -
serisi, f fonksiyonuna asimptotiktir demek, her k > 1 i¢in
k
f(x) =) aix" = o(x™)
i=1
demektir. Bu f = Zle a;x" fonksiyonlarimin f’ye yakinsamasini

gerektirmez ama sik sik alistigimiz yakinsaklik kadar hatta bazen
ondan daha da faydaldir.

Westminster Abbey’de
Newton anit1.

Sag eli, esas dort kitabmin
tizerinde.

Sol eli iki melege dog-
rultulmus, iki melek ...
ikiterimli serisini gosteriyor.



Bahsetmedigi bir bagka husus da serilerinde goziiken ras-
yonel iislerin dogasiyla ilgilidir. Her adimda yeni bir rasyonel
say1 ortaya ¢ikmaktadir; bu tisler dizisinin sonsuza yakinsadig:
agik degildir. Biitiin paydalarin sinirli olduguysa daha az agiktir.
Gene de Newton, yonteminin P(x,y) = 0 denklemlerine kisith
olmadigini, (agp = 0 olmak iizere) 3 ;59 aijxiyj =0 seklindeki “son-
suz terimli denklemler” i¢in de miikemmel olarak ytirtiduguni
kaydeder ki bunlara bugtin analitik fonksiyonlar diyoruz.

Newton’un orijinal egrisine bakarak bu béltimii bitirelim:
P(x,y) = y6 - 5xy5 + x3y4 - 7x2y2 +6x°+xt=0.

Bilgisayarimdan bu egriyi [-50, +20] x [-50, +50] kutusunda
¢izmesini istersem, kenardaki birinci ¢izimi elde ediyorum.

Bu sasirtic1 goziikebilir, ¢tinkii basnokta civarinda yalnizca iki
dal gormekteyiz. Resmi biiyiitiip, daha kiiciik olan [-1,1] x
[-2,2] kutusuna (ikinci ¢izime) bakarsak, bagka bir dal daha
bulundugunu tahmin edebiliriz. Daha da yaklastirir ve [-.1,.1] x
[-4,.4]’e (iglincii ¢izime) bakarsak, bunu gérmek daha kolay
olur. Yerel resim, [-.01,.01] x [-.2,.2]'de (d6rdiincii ¢izimde)
tamamen bellidir. Nihayet, [-.001,.001] x [-.05,.05]"te, Newton'un
(tglinctistinii, x < 0 olanini unutmasi hari¢) énceden dedigi gibi
+/%, +1/2x, +1/-3x’e asimptotik olan {i¢ dali da goriiyoruz.

Bu P(x,y) polinomu asaldir: 1 olmayan iki polinomun ¢arpimi
olarak yazilamaz. Ama x ve y'nin yakinsak bir kuvvet serisi
olarak basnoktanin civarinda pekala ti¢ ¢carpana ayrilir; bu
carpanlar ti¢ dala tekabiil ederler.

: | 2ad s
7 ,&Tj_ 1hi il Fo Jé,y— m(.,ﬁ f?{__,[‘zj ,‘,_r{t
g,ff/f.— o il welk Fo  hecefawy ﬁy— :x_ _ g:-;e;v
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Newton, Oldenbourg’dan ikinci mektubunu (Epistola Posterior) Leibniz’e
iletmesini rica ettigi zaman bu hamisi ekledi. Evet, gercekten de aklinda baska

seyler vardi.
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Cramer’in egriler hakkin-
daki kitabindan bir yaprak.
©



Biraz formel cebir

BU BOLUMDEKI CEBIR “FORMEL” OLACAK ¢iinkii formel serileri
g0z oniine alacagiz.

Bir ¢oziim bulma

Newton"un akil yiirtitiislerini daha modern bir cebirsel termi-
nolojiyle ifade ederek tekrarlayacagim. Biitiin bunlar1 Newton’a
atfetmek, sonsuz hayal giicii ve zorlama ister. Ozellikle Cra-
mer’in 6nemli bir katkisini vurgulayacagim. Asagidakilerin
epeyce bir kismi1 geleneksel olarak Puiseux’ye atfedilir ama bu
da en az o kadar zorlama gerektirir. Puiseux'niin katkilarimi yeri
gelince anlatacagim.

Bu konuda sahane kitaplar var. Ozellikle Walker?®, Brieskorn
ve Knorrer®?, Wall3°, ve Casas-Alvero’yu3' tavsiye ederim.

K, karakteristigi 0 olan cebirsel kapali bir cisim olsun. Elbette
aklimdaki ilk 6rnek C karmasik sayilar cismi.

Biraz gosterim gelistirelim:

- K[x], katsayilar1 K’den olan x’in polinomlar: halkast.

— K(x), katsayilar1 K’den olan x’in rasyonel fonksiyonlar: cismi,
K[x]'in kesirler cismi.

— K[[x]], x"in formel serileri halkasi, yani 4;ler K’den alinmak
tizere yakinsaklik konularina bakmaksizin Y377, a;x" seklindeki
ifadelerin halkasi.

— Benzer bicimde iki degiskenle de K[x,y] (polinomlar),
K(x,y) (rasyonel fonksiyonlar) ve K[[x,y] (formel seriler) ta-
nimlanur.

#R.J. Walker. Algebraic
curves. Springer-Verlag, New
York-Heidelberg, 1978. 1950
edisyonunun tekrar basimu.

* E. Brieskorn and

H. Knorrer. Plane al-
gebraic curves. Modern
Birkhduser Classics. Birkh-
duser/Springer Basel AG,
Basel, 1986.

*C.T.C. Wall. Singu-

lar points of plane curves,
volume 63 of London Mathe-
matical Society Student Texts.
Cambridge University Press,
Cambridge, 2004.

3 E. Casas-Alvero. Singulari-
ties of plane curves. London
Mathematical Society Lec-
ture Note Series. Cambridge
University Press, 1 edition,
2000.


https://archive.org/details/in.ernet.dli.2015.84243
https://archive.org/details/in.ernet.dli.2015.84243
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Simdi Newton teoremini kesin bir sekilde ifade edebiliriz.

Teorem (Newton-Cramer). F(x,y), K[[x,y]| halkasinda, basnoktada
stfir degerini alan, x’e boliinemeyen bir formel seri olsun. O zaman oyle
bir m > 1 tamsayist ve 0'da sifir degerini alan oyle bir f(t) € K[[t]]
formel kuvvet serisi vardir ki F(t"™, f(t)) tiimden O olur. Bagka bir
ifadeyle, F(x,y) = 0 denklemininy = f(x'/™) seklinde en az bir
“coziimil” vardir.

Ispatin genel yapisim gormiistiik.

Isin iginde xt, y;'lerin oldugu yinelemeli insalar anlatacagim
icin, F(x,y) yerine Fy(xo,y0) yazayim. Boylece (agg = 0 olarak)
Fo(x0,y0) = Xij aijxéy{) bir formel seri olsun. Simdi a;; # 0 sartim
saglayan her (i,j) i¢in, x > i;y > j ¢eyrek diizlemini gz 6niine
alalim. Newton ¢okgeni, bu ¢eyrek diizlemlerin birlesiminin
disbiikey haznesidir. Kenardaki resim,

F = Y = X3y + Xgy5 + X045

+X0YO + XGY( + XY + X+ XG0
i¢in bu ¢okgeni gostermektedir. Fy'in yp’a veya xp’a boliinmedi-
gini her zaman kabul edebiliriz zira problemi degistirmeksizin
Fy'1 y]O veya xé gibi bir monoma bélebiliriz. Baska bir deyisle,
eksenlerin her biri Newton ¢okgeniyle kesisir. Bu ¢okgenin ek-
senler disindaki kenari, « ve B aralarinda asal kabul edilebilecek
pozitif tamsayilar olmak {izere, denklemleri ai + §j = v seklinde
olan destek ¢izgilerinin tizerinde sonlu sayida dogru pargasindan
olusur. Bu ¢izgilerden birini, agi + Boj = Y0'1 segin ve (i,]) bu
cizgide olmak tizere sonlu sayida 4;; katsayisin ele alin. Boylece

Fbas(xO/yO) = Z ai]-xf)y{)

aoi+Boj=r0
seklinde bir baskin polinom tanumlanir. Simdi #'yle parametrelen-
mis,
xp = 40 yo = utho

seklinde yaklasik bir ¢6ziim arayalim. “Yaklasik” diyerek bunun,
denklemimizin baskin kismina

Fbas(ttxolutﬁo) =0

- |

Bir Newton ¢okgeni. Se-
ride, a;;’leri sifir olmayan
terimler noktalarla temsil
edilmislerdir. U¢ tane des-
tek ¢izgisi vardir. Dikkat
ediniz, Newton'un garip
fikrine uymuyor, i'leri diisey
eksen {izerinde yazmiyo-
rum. Okurun yararina,
gelenege uyarak yatay ve
diisey eksenler icin x ve y'yi
kullantyorum.

Ornek:
2i+j=7,

destek ¢izgisini, yani

(D(/ .B/ ’Y) = (2/ 1, 7)
diye seciniz. Boylece

Fpas (%0, 50) = Y — x5v3
ve p polinomu
p(u) =i i

olur.

ug = 1 seciniz; boylece
yaklasik ¢oziim

xo=t5yg=t

olur.



biciminde bir ¢dziim oldugunu kastediyorum. Boylece

p(u)= >

api+Boj=70

aijuj =0

olarak u'nun bir polinom denklemini elde ederiz.

K cebirsel kapali oldugundan bu denklemin sifir olmayan en
az bir ¢oziimi vardir; buna u( diyelim. Sonra asil denklemimiz
Fo(x0,0) = 0"a geri doner, xq yerine x;° ve y yerine uoxll5 "(1+y1)
yerlestiririz. Bu (x1,y1)’li yeni bir formel seri tiretir. Bu seri,
insas1 geregi xI’O ile boltnebilir. Biz de xi’o ile bolerek ona denk
olan bir F;(x1,y1) = 0 denklemini elde ederiz.

... boylelikle”keyfince” devam edilir (Newton'un sozciik-
leriyle) ve Fy(xy, yx) = 0 (k > 1) denklemler dizisi ve ay, Bk, Yk
tamsayilar dizileri tretilir.

Newton'un bahsetmedigi énemli bir 6zellik eksik. Sonlu
sayida adimdan sonra «; katsayilarinin hep 1’e esit oldugunu,
yani destek cizgilerinin egimlerinin sadece rasyonel sayilar
olmakla kalmadiklarini, tistelik bir bolii tamsay1 olduklarmi
gostermek zorundayiz. Bu onemli ¢tinkii her yeni adim bizi bir
Xjp1 = xi/ * kokiini dahil etmeye stiriikler ki bunu sonsuz kez
yapmak zorunda olsaydik bagimiz belaya girerdi.

Bu, Cramer’in 1750 yilinda yayimlanmis olan sahane kitab1
Introduction a 'analyse des lignes courbes algébriques’in3* VIL. bo-
liimiinde biitiin ayrintilariyla tahlil edilir. Yazar Newton'un
hakkini tam olarak verir ama der ki:

Serilerin gercek yontemi, Bay Newton'un paralelkenari {izerine
temellendirilmistir. Bu sahane bir icattir ama yazar ispatini verme-
mistir, hatta kiymetinin tamamin idrak etmemis gibidir.

Tanim. K[[x,y]’de olan ve x’e boliinmeyen bir F formel kuvvet
serisinin katlili1, y'nin bir polinomu olarak F(0,y) nin deger-
lenmesidir ve kat(F) olarak gosterilir. Bu aym1 zamanda F'nin
Newton ¢okgeninin diisey eksendeki noktalarmin en kiigiik
yiiksekligidir.

Digbtikeylikten dolayi, herhangi bir destek ¢izgisinin j ekse-
nini kat(F)'nin altinda kesecegine dikkat ediniz. Ozel bir durum
olarak, p(u) polinomunun derecesi en fazla kat(F) olur.
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Birinci adim. Fy’'da
xXo — x%;yo - x1(1+y1)

yerlestirmesini yapin ve
x7’ye boliin. Boylece
Fi(x1,11) = x1 +4y1 +
2x2 + 2xqyy + 18y3 + 623y +
X132 + 34y3 +10x%y% + 35y +
+10x2y3 + 2133 + +5x3yt +
7y§ +3x] + x2S + ] + a8+
10x7yy + By +21x7y3 +
24x7y3 +16x7y} + 6x715 +
+x7y¢ elde ederiz; bu poli-
nomun ¥ ’de birinci derece
terimi sifir degildir ve dola-
yisiyla x1’in kuvvetlerinden
olusan bir kuvvet serisiyle
y1'in agilim1 yapilabilir.

3 G. Cramer. Introduction a
I"Analyse des lignes courbes
algébriques. Freres Cramer et
CL. Philibert, 1750.

Gabriel Cramer (1704-1752).
Egriler hakkindaki kitabi,
Newton serilerinin tahlilinin

yanisira, 1 bilinmeyenli
dogrusal denklemler kura-
munt (inla Cramer kuralint)
ve polinomlarda eleme
kuraminin ilk adimlarin
igerir. Ek.1’in baghig1 hosuma
gidiyor: “Bilinmeyenlerin
goriinmez olusu hakkinda
(De l’évanouissement des
inconnues)”; boyle soyle-
mek”eleme”den daha cazip
gortntiyor. ©


https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
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Lemma. mult(F;) < mult(F).

Tanima gore

Fi(x,y1) =" > ﬂz‘ijOHﬁO]Mé(l +11)
ij

olur. kat(F;)’i hesaplamak igin, x; = 0 koyar ve y;’in bir poli-
nomu olarak p(up(1+yp))'in degerlenmesine bakariz:

kat(F;) < degree(p) < mult(F).

o

Demek ki Newton algoritmasinda kat(F) katliliklar dizisi art-
mamaktadir. Eger Fy ¢ok 6zel bir sekilde degilse, bu esitsizligin
kesin kiiciik oldugunu gosterecegiz.

Esitligin olmast icin gerek ve yeter sart, p(ug(1+y1))’de kat(F)
dereceli yalmizca tek bir monom bulunmasidir. Bundan da 6zel
olarak p'nin derecesinin kat(F)’ye esit oldugu ¢ikar.

Bagka sekilde sdyleyecek olursak y; = 0, p(ug(1+y1)) =0
ifadesinin katlilig1 kat(F) olan katl: bir kokii olmalidir. Bu da
p’nin

plu) = C(u - 1))
seklinde olmasi demektir. Bu polinomun 0’dan kat(F)’ye kadar
her bir derecedeki katsayisi 0’dan farklidir. Bu sebepten, Newton
¢okgeninin smirinda se¢gmis oldugumuz dogru pargasi tizerinde
jmin j = 0’dan j = kat(F)’ye kadar her bir degeri i¢in noktalar
vardir. Bundan Newton ¢okgeninin (eksenler haric) yalnizca bir
kenarinin oldugu ve ag = 1 oldugu sonucu ¢ikar.

Ozetleyelim.

Et dés-lors la Série dévient réguliére , parceque
toutes les ddterminatrices (uivantes partant du point T ,
on ne tombe plus dans des équations qui ayent pluficurs
racines. Tous les termes fuivans de la Série peuvent mé-
me f¢ calculer avec plus de facilité par la Mcthode qu'on
va expliquer.

Algoritma boyunca kat(F) katlilig1 azalmaktadir, dolayisiyla
bir zaman sonra sabit olmak zorundadir. Bu agsamada Newton

Cramer’in ispatindan alint1
(200. sayfa): Ve boylece seri
diizgiin hale gelir ¢iinkii T
noktasindan baglayan tiim
determinatrisler



¢okgenleri i¢in ay = 1 olur (ve ustelik hepsi biraz 6nce betimledi-
gimiz ¢ok 6zel yapida olurlar). Ayrica

xp=x"=x"" = = xzoal"'“k’l =
ve
Yo = uoxfl(l +y1) = uoxlﬁl(l +u1x§2(1 +12)) =...

olur. k'nin biiytik degerleri icin ay’lerin 1’e esit oldugunu bildi-
gimiz igin, m’yi tiim aj’lerin carpimu olarak tanimlar ve biiytik k
icin x;'nin degerine f diyebiliriz. $imdi x¢ = " olur, daha genel
olarak x;lerin her biri t'nin pozitif bir tamsay1 kuvveti olur.

Yinelemeli

Yi = kafﬁl (1+Yxse1)

formiuld, t degiskenli yi(t) bir polinomlar dizisi tanimlar. Bu dizi
bir f(t) € K[¢] limit serisine “yakinsar”. Demek ki, k sonsuza
giderken f(t) — yx(t)'nin degerlenmesi sonsuza gider.

[si tamamlamak icin, bunun gergekten problemimizin bir
¢ozimi oldugunu, yani F(t", f(t))'nin 6zdes olarak 0 oldugunu
kontrol etmemiz gerekir. Okuru, bunu kontrol etmeye davet
ediyorum. Ne de olsa algoritmanin tek bir amaci vardz: bir
¢Ozlim bulmak.

Boylece Newton un teoremini ispatlamis olduk: F(x,y) = 0
seklindeki her denklemin, uygun tanimlanmus bir anlamda en az
bir ¢oztimii vardir. o]

Cebirsel kapalilik

Artik rasyonel iislii serilerin kesin bir tanimini vermenin vakti
geldi.

Formel Laurent serileri dedigimiz (iy negatif tamsay1 olabilmek
tzere) Y75 a;x' seklindeki ifadelerin cismini K[[x]J[x™'] diye
gosterelim. Bu, K[[x]] halkasinn kesirler cismidir.

Daha genel olarak, eger m sifirdan farkli bir tamsay1ysa, x!/"
degiskenli formel Laurent serilerini K[x'/"][x~1/™] diye gos-
teririz; bunlar (ip negatif tamsay1 olabilmek tizere) Zgio a;xt/m
seklindeki formel ifadelerdir. Burada m’ye boliinemeyen her

iicin a; = 0 sartin1 saglayan serilerden olusan altcisim, dogal

BIRAZ FORMEL CEBIR 69

INTRODUCT IO N
LANALYSE

LIGNES COURBLS
ALGEURTOU IS
ar
GABRIEL CRAMNTE

Eleman sayis1 2 olan IF, cis-
minin IF, cebirsel kapanigint
g0z ontine alalim. Algorit-
may1, katsayilar F,’de olan
F = y? + x%y + x? polinomuna
uygulaymiz ve

1 1-27%
y=x1+x2+-+x + e

¢oztimiiniin elde edildigini
gosteriniz. Bu bir Puiseux
serisi degildir ¢tinkii 1-27*
tislerinin ortak bir paydas:
yoktur ve hatta sonsuza da
gitmemektedirler. Burada ne
oluyor?

it = ells baisfaurs thic an de
3 i

“Un spectacle dont on ne
se lasse jamais” (Bakmaya
doyulmayan bir sahne).
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olarak K[[x]|[x"!] ile esyapilidir. Béylece K[[x'/™][x~/™] cismini,
K[[x][x~']’in bir cisim geniglemesi olarak gorebiliriz. Bu genis-
lemenin Galois grubunu betimlemek kolaydir: birimin n-inci
kokleri grubudur. Boyle bir w kokiiniin

st .
> ax'm

i>iy

tizerindeki etkisi -

> wiaxim

i>io
olur. Bu bir Galois genislemesidir: K[x/"][x~'/"] cisminin,
Galois grubu etkisi altinda degismez elemanlart K[x]][x7!]
cismini olusturur.

Aynu sekilde, eger my sayisi my'yi boliyorsa, K[[x'/™1 ] [x~1/™1]
cismi K[[x/"2][x~1/™2]'nin bir altcismidir. K[x]][x~']'in tiim bu
geniglemelerinin dogrudan limiti K[[x*]|[x*~!] diye gosterilir.

Bu, Puiseux serileri cismidir: elemanlari, ortak paydaya sahip
rasyonel tislii serilerdir. Elle tutulur bir ifadeyle, bir Puiseux se-
risi, m sifirdan farkh pozitif bir tamsay1 olmak tizere ¥;3; a;xi/m
seklinde bir formel ifadedir. Puiseux serilerinden iy > 0 sartin
saglayanlar bir halka olustururlar; bunu da K[[x*] diye gostere-
cegiz.

Teorem (Newton-Cramer). K[[x*][x*~'] Puiseux serileri cismi
cebirsel kapalidir. Bu cisim, K[x]|[x~'] Laurent serileri cisminin
cebirsel kapamgidir.

Bu teorem, boliimiin ana teoreminin yeniden ifadesinden
baska bir sey degil.

K[[x*[x*~'7’in, K[x][x~']’in bir cebirsel genislemesi oldugu
agiktir. Nitekim her Puiseux serisi uygun bir K[x'/"][x~1/"]’de
bulunur ve dolayisiyla K[[x])[x~!] tizerinde cebirseldir.

Degiskeni y, katsayilar1 K[[x*]][x*"!]’den olan (sabitten farkli)
bir polinom denklemini goz oniine alalim. Epeyce boleni olan
bir m icin X = xM/" tanimim yaparak ve biitiin katsayilar1 X'in
yliksek bir kuvvetiyle ¢carparak polinomumuzun katsayilarinin
K[[x])"te olduklarin farzedebiliriz. Dolayisiyla denklemimiz, F

bir kuvvet serisi olmak tizere F(%,y) = 0 seklindedir. Biliyoruz ki
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boyle bir denklemin, uygun bir 7 igin /™ nin kuvvetlerinden
olusan ve dolayistyla K[[x*][x*~!]’de bulunan bir seri ¢oziimii
vardir. Boylece, katsayilart K[[x*][x*~]’'de olan sabitten farkl
her polinomun K[[x*]][x*~!]'de bir kokiinii bulmus olduk. o

Biitiin ¢oziimleri bulma

*~1] serisi olan

Eger F(x,y) = 01, bilinmeyeni y(x) € K[[x*]|[x
bir denklem diye diistiniirsek, alisagelmis polinom denklem-
leriyle yapildig: gibi, F’yi cebirsel kapanista birinci dereceden

polinomlar cinsinden

F=A(x,y)(y - A(0)) (Y = f2(x))(y = fulx))

diye carpanlara ayirmaya ¢alisabiliriz; burada A(0,0) # 0 ve n
adet f;(x) ¢oztimii K[x*J[x*~!]'nin elemani. Eger F, degiskeni

y olan bir polinom olsaydi bu bariz olurdu ama F sadece bir
formel seri. Denklemimizin sonlu sayida ¢oziimiiniin var oldugu

bile acik degil.

Aslina bakarsaniz Newton hakliydi. Simdi agiklayacagim gibi,
denklemlerimiz “klasik” polinom denklemleri olmaya ¢ok yakin.

Birkag temel gozlemle basliyorum.

Lemma. F € K[[x,y]] olsun. Bir y = f(x) € K [x]] formel serisinin,
F(x,y) = 0 denkleminin ¢oziimii oldugunu kabul edelim. O zaman o
K[[x,y] icinde y — f(x), F'yi boler.

Eger f(x) =0 ise bu asikar. Boylece (x,y) — (x,y - f(x)) formel
dontistimi, K[[x,y]'nin, y'yi y - f(x)’e gonderen bir otomorfisini
verir. ©

Lemma. f € K[[x*]| ve f1,..., fu'ler f'nin Galois eslenikleri olmak
iizere

feoy) ==Y~ f2(0)(y - fu(x))
tanimint yapalim. O zaman f(x,y), K[[x,y] dedir.

Bu agiktir ¢iinkii f(x,y), degiskeni y olan ve katsayilar1 Galois
grubu altinda degismeyen bir polinomdur. Dikkat, bu polinom,
K[[x])[x~!)in bir cebirsel geniglemesi olan K[x*|[x*~!]’e ait f
elemanmin minimal polinomudur. o]
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Lemma. F ¢ K[[x,y]| olsun ve bir y = f(x) € K[[x*]| formel Puiseux
serisinin,F(x,y) = 0 denkleminin bir ¢0ziimii oldugunu farzedelim. O
zaman f(x,y) € K[[x,y] serisi, K[x,y]| halkasinda F(x,y)"yi biler.

f bir ¢oztim oldugundan ve denklem Galois grubu altinda
degismediginden f'nin biitiin eglenikleri de ¢oziimdiir. Oyleyse
birinci lemmay1 m kez kullanarak K[[x/™,y]’de F'nin f(x,vy)’ye
boliinebildigini gosteririz. Boylece F/f boliimii Galois degismez-
dir ve aslinda K[[x, y]'dedir. o]

Artik formel seriler i¢in Weierstrass hazirlik teoremini ispat
edebiliriz.

Teorem. F(x,y) € K[[x,y] olsun. F'nin x’e boliinemedigini kabul
edelim ve katliligimi kat(F) ile gosterelim. O zaman

e A, PeK[x,y],
* A(0,0) #0, yani A tersi olan bir eleman,

* y'nin bir polinomu olarak P(x,y) nin derecesi kat(F)

olmak iizere, F serisi F = A(x,y)P(x,y) ¢arpimu seklinde yazilabilir.

Ispat, kat(F) iizerinde tiimevarimla olacaktir. Dikkat edi-
niz, bir ¢arpimin degerlenmesi, degerlenmelerin toplamidir ve
kat(F) = 0 tam tamina F(0,0) # 0 demektir. Eger kat(F) > 1
ise, F'ninen az biry = f(x) € K[x*] ¢dozimii oldugunu ve

f(x,y) € K[[x,y] ile boliinebildigini biliyoruz. Boliimiin katlili-

grysa kat(F)’ten daha kiictiktiir. o

Simdi ¢alismalarimizin hasadini toplayabilir, 6nceki teorem-

den kolaylikla gikan iki sonucu ifade edebiliriz. Ispatlar, cisimler
tizerinde polinomlar halkalar i¢in olan klasik ispatlarin aynidir.

Teorem. K[[x,y] nin sifirdan farkli her F elemani

F=A(x,y)x"(y - () (y = fo(x))-(y = fu(x))

diye parcalanabilir; burada v > 0'dir; A € K[[x,y] ve A(0,0) = 0'dir; n
tane f;(x) ¢oziimii K[x*]) dadur.

Teorem. K[x,y] halkasi, tek carpanlama bilgesidir.
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Burada indirgenemez garpanlar f; € K[[x,y]/lerdir.
Bu boliimii iki alistirmayla bitiriyoruz.
Alistirma. Newton un algoritmasi birtakim y(x) ¢oziimlerini
tretir. Her adimda, ¢okgenin kenari tizerinde destek ¢izgile-
rinden birini ve buna karsilik gelen polinom denkleminin bir
kokiinii segmemiz gerekiyor. Bu algoritmanin F(x,y) = 0'in biitiin
fi(x) coziimlerini tirettigini gosteriniz.
Aligtirma. Newton'un algoritmasinu bir takim destek ¢izgilerini
secerek takip ettigimizi ve sonunda bir y = f(x) ¢oztimiine ulas-
tigimiz1 kabul edelim. Bu stireg, F(x, yx) formel seriler dizisi
iretir. F'lerin kat(F;) katliliklarimin bir andan sonra sabit olaca-
g1 ispat etmistik. Bu “nihai kathihgmn” koékiin kathilig: oldugunu,
yani yukaridaki F = A(x, )" (y - f1(x))(y - f2(x)) -(y - fu(x))
ayrismasinda (y — f(x))’e esit olan ¢arpanlarin sayist oldugunu
ispat ediniz.
Simdilik bu kadar cebir yeter! Cramer’in 6nsoziinden:
11 est facheux que Mr.
Newton se soit contenté d’étaler

ses découvertes sans y joindre

) i de démonstrations et qu’il ait
hazzina tercih etmis olmas: tatsizdur. préféré le plaisir de se faire

Bay Newton'un ispatlarini eklemeksizin kesiflerini sergilemekle
yetinmis olmasi ve kendine hayran birakma hazzimi 6gretme

admirer a celui d'instruire.

Cramer’in inceledigi altinct
dereceden egrilerden birisi
olan bu egrinin denklemi
sOyle:

v - (y-2H)(y-4x) =0.

Tekil noktanin ti¢ dali vardir.
Bu dallar ¢izebilir misiniz?
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Gauss, (19 yasinda oldugu) 1796’dan baslayarak matematiksel 3 F. Klein. Gauf’ wis-
senschaftliches Tagebuch

L. . L L. 1796-1814. Math. Ann.,
Klein'in serhlerine33 ve Ingilizce ¢eviri i¢in suraya34 bakiniz. Bu 57(1):1-34, 1903.

kesiflerini tinlti Giinliik'tine kaydetmistir. Etkileyici bir liste. ..

sayfa, 1797 Agustos'undan Ekim’ine zaman dilimini konu alir.

Son “Aequationes habere radices imaginarias methodo genuina de- 37].]. Gray. A commentary
on Gauss’s mathematical
diary, 1796-1814, with
ilan eder. Bu satirin altinda, baska miirekkeple sonradan eklen- an English translation.

monstratum” maddesi, Gauss'un cebirin temel teoreminin ispatini

mis yazi, bunun, Gauss’un tezinin konusu oldugundan soz eder: ~ Exposition. Math., 2(2):97-130,

“Prom[ulgatum] in dissert[atione] pecul[iari] mense Aug. 1799” o 9


http://webdoc.sub.gwdg.de/ebook/e/2005/gausscd/html/kapitel_tagebuch.htm
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/pdfcache/PPN235181684_0057/PPN235181684_0057___LOG_0009.pdf
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/?PID=GDZPPN002259079
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/?PID=GDZPPN002259079
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/?PID=GDZPPN002259079

Curuam algebraicam
neque alicubi subito abrumpi posse:

Cebirsel egriler iizerine Gauss

Cebirin temel teoremi

CARL FRIEDRICH GAUSS, 1799'DA TEZINI SAVUNDUGUNDA 22
YASINDAYDI. Bu olaganiistii bir eserdir35 (Tiirkce gevirisi3®) ve
cebirin temel teoreminin muhtemelen ilk “ispat1” sayilabilecek
satirlar igerir.

Sabit olmayan karmasik katsayili herhangi bir polinomun en az bir
kokii vardr.

Azicik farkli terimlerle ve o zamanlar kusku duyulan “kar-
masik” veya “sanal” kelimelerini kullanmaksizin, her gercek
polinomun 1. veya 2. dereceden ¢arpanlarin ¢arpimi oldugunu
ispat etti. Bagka bir dille, doktora tezinin bashgi sudur:

DEMONSTRATIO NOVA THEOREMATIS OMNEM FVNCTI-
ONEM ALGEBRAICAM RATIONALEM INTEGRAM VNIVS
VARIABILIS IN FACTORES REALES PRIMI VEL SECUNDI
GRADVS RESOLVI POSSE

Bu, glintimiiziin standartlarina gore ispat sayillamaz. Ben
ayni tema tizerine, 21. ytizyll matematikgilerince pekala kabul
edilebilecek olan hafifce farkli bir gesitleme sunacagim. Ispata ilk
girisen Gauss degildi. Ondan 6nce bu ise yeltenenler arasinda
d’Alembert, Euler ve Lagrange anilabilir. O zamanlarda bile bu

Gauss'un karmagik diizlemi
anisma bir posta pulu. ©

35 C. F. Gauf3. Werke. Band
III. Georg Olms Verlag,
Hildesheim, 1973. 1866
orijinalinin tekrar basima.

Gauss, derecesini Helmstedt
Universitesi'nden almistir.
Resmi danismani, tezi dik-
katlice okumus olan Johann
Friedrich Pfaff'ti. Fakat bu
doktora, Gauss'un gryabinda
verildi: s6zlii sunum yapil-
madi. Metne gore ana sonug,
1797 Ekim’inde elde edilmis-
tir. Tezin, Ernest Fandreyer
tarafindan yapilan Ingilizce
gevirisi internette bulunabilir.
Tiirkge terctimesi Giilnihal
Yiicel tarafindan yapilmistir.
*C. F Gauf8. Cebirin

Temel Teoremi i¢in Dort

Ispat. Bogazigi Universitesi
Yaymevi, [stanbul, 2005.
Ceviren: Giilnihal Yiicel.


https://archive.org/stream/bub_gb_BDdbpjy3BnEC#page/n17/mode/2up
https://archive.org/details/werkecarlf03gausrich
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“ispatlarm” higbiri saglam degildi; yine de Newton ¢okgenini
kullandig igin d’Alembert’in ispatin1 yeniden ingsa edecegim.

Gauss’un tezinin ilk yarisi, kendisinden 6nce gelenlerin elesti-
risiyle mesguldiir. D’Alembert, Euler ve Lagrange’in ispatlarinin
neden kusurlu oldugunu dikkatli bir sekilde agiklar. Bugiin
boyle bir seyi hayal etmek zordur. Cok geng bir kisi tezini savun-
maktadir; heniiz on bes yil 6nce 6lmiis ya da hatta (Lagrange
gibi) hala hayatta olan, sayg1 duyulan biiyiik Ustalar: sistematik
bir bicimde mahvetmekle baslar. Ardindan ikinci kisimda, Gauss
kendi ispatin1 verir. Gergekten giizel ispat, ama “ispatlanmamis
olgulardan” tamamen arinmig degil. Ileride anlatacagimiz can
alic1 bir yerde, gercek cebirsel bir egrinin yerel yapisinin epeyce
kesin bir betimlemesine gereksinim duyar. Hig ispat vermeksizin
sunu ileri stirer:

Yiiksek geometride bilindigi gibi, her cebirsel egri (ya da birden
fazla parcadan olusuyorsa, cebirsel egrinin her bir pargas1) ya
kendini keser ya da her iki yonde sonsuza gider. Dolayisiyla
cebirsel bir egrinin bir dali, sinirh bir bolgeye girdiginde, bir yerde
bolgeden disari ¢ikmasi gerekir.

Bir bagka deyisle, Gauss bir cebirsel egrinin birdenbire bir nok-
tada duramayacagin iddia ediyor. Bir dipnotta verilen “ispat”,
tehditle ispatin tipik bir 6rnegidir:

Sanurim, cebirsel bir egrinin bir noktada (6rnegin y = 1/log x denk-
lemiyle verilen askin egride oldugu gibi) aniden kopamayacag1
veya (logaritmik spiral gibi) sonsuz sarilislardan sonra bir noktada
kaybolamayacag yeterince iyi bir sekilde ispatlanmistir ve kim-
senin bu konuda bir kugkusu yoktur. Yine de istendigi takdirde,
bagka bir firsatta hicbir stiphe birakmayacak bir ispat verecegim.

“Kimsenin bu konuda kuskusu yokmus ve bagka bir firsatta
ispat edecekmis” ©! Aslinda (belki kendi de ikna olmadigmdan
daha sonra ii¢ ayr1 ispat daha yayimlamasina ragmen) bu olguyu
hi¢bir zaman ispatlamadi. Amma kiistah (ve parlak) bir geng!

Gauss egrilere iki 6rnek verir. Birincisi 1/log(x)’in grafigi-
dir, ikincisi logaritmik spiraldir (kutupsal koordinatlarinda
r = exp(0)). Her ikisi de birer F(x,y) = 0 denklemiyle tanum-
lanur ve her ikisinin de bir gesit bitis noktas: vardir. Bu nokta

Gauss’un “ispatlanmamus
olgularinin” Trump’m
“alternatif olgulariyla” hig
mi hig iligkisi yoktur: her
seyden 6nce, Gaussunkilerin
hepsi dogrudur.

“lam ex geometria sublimori
constat, quamuis curuam algeb-
raicam, (siue singulas cuiusuis
curuae algebraicae partes, si
forte’e pluribus composita sit)
aut in se redientem aut vtrim-
que in infinitum excurrentem
esse, adeoquie si ramus aliquis
curuae algebraicae in spatium
definitum intret, eundem ne-
cessario ex hoc spatio rursus
alicubi exire debere.”

“Satis bene certe demonstratum
esse videtur, curuam algeb-
raicam neque alicubi subito
abrumpi posse (vti e. g. euenit
in curua transscendente, cuius
aequatio y = 1/log x), neque
post spiras infinitas in aliquo
puncto se quasi perdere (vt
spiralis logarithmica), quantu-
mque scio nemo dubium contra
rem mouit. Attamen si quis
postulat, demonstrationem
nullis dubiis obnoxiam alia
occasione tradere suscipiam.”
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etrafinda kiigiik bir daire ¢izersek, egri daireye girer ama ¢ikmaz.
Gauss’un (dogru) iddiasi, bunun sebebinin, bu egrilerin askin do-
galarinda yattig1 ve P(x,y) nin polinom oldugu cebirsel egrilerde
boyle bir seyin meydana gelmeyecegidir.

Gauss'un ispatinin yeniden insasi

Niyetim, elbette ki bu ispat1 tarihi bir bakis a¢isindan tahlil et-
mek degildir. Yoksa ele almacak pek ¢ok sey olurdu: stireklilik
kavrami, egri kavrami, topolojik akil yiiriitmeler ve 6zellikle
karmasik sayilarin diizlemde nokta olarak kullanilmasi. Dhomb-
res ile Alvarez'in37 ve Van der Waerden’in3® kitaplarin tavsive
ederim. Yalniz, Gauss'un, Abel ve Galois’dan yirmiden fazla yil
once ifade etmis oldugu berrak bir bakis agisini dile getireyim.
Asagida saf denklem dedigi, x" = a seklinde olan denklemdir.

[...] boyle biiyiik matematikgilerin ¢abalarindan sonra, cebirsel
denklemlerin genel ¢oziimlerine ulasmaya dair ¢ok az timit kal-
mustir. Boyle bir ¢6ziimiin tamamen imkansiz ve geligkili olmasi,
gittikce daha muhtemel goriiniiyor. Bu hi¢ de bile bir paradoks
olarak distintilmemelidir ¢iinkii yaygin olarak bir denklemin
¢oztimii denilen sey, aslinda onun saf denklemlere indirgenmesin-
den baska bir sey degildir. Zira burada saf denklemlerin ¢6ziimii
Ogretilmez, dnceden kabul edilir; eger bir 2™ = H denkleminin
koklerini ¥/H olarak ifade ederseniz, onu hicbir suretle ¢cozmiis
olmazsimiz, yaptiginiz sey x" + Ax"1 4 ... = 0 denkleminin kokiinii
gostermek igin herhangi bir sembol icat etmek ve kokii ona esit
yazmaktan daha fazla bir sey degildir.

Benim miitevazi amacim, ispatin modern anlamda bir yeniden
ingasmi 6nermek ve Gauss'un nigin cebirsel egrilerin yerel
dogasmi anlamaya ihtiya¢ duydugunu gostermektir. Simdi
P(z), derecesi n > 1 olan karmasik katsayil1 monik bir polinom
olsun. Ana fikir, z = x +iy’yi diizlemde bir nokta, P(x +iy)’yiyse
p(x,y) +ig(x,y) olarak gormek ve boylece (x,y) degiskenli iki
gercek polinom tanimlandigini diistinmektir. P'nin karmasik bir
koktintin varhigimi ispatlamak, p(x,y) = 0 ve q(x,y) = 0 cebirsel
egrilerinin arakesitlerinin bog olmadigini gostermeye denktir.
Bu iki egrinin, sonsuz civarinda niceliksel davranislarin tahlil
edecegiz.

xexp(-1/y) = 1 (yani

= 1/logx) egrisinin
(0,0)’da bir “gitkmaz1”
vardir.

™

a—

y - xlogtan(x® +y?) = 0
(kutupsal koordinatlarda
o = exp(—0)) denklemiyle
verilen logaritmik spiral,
basnoktaya yakinsarken
sonsuz kez doner.

37]. Dhombres and C. Alva-
rez. Une histoire de I'invention
mathématique : les démonstra-
tions du théoreme fondamental
de l'algebre dans le cadre de
I'analyse réelle et de I'analyse
complexe de Gauss a Liouville.
Hermann, 2013.

3#P. D. B. L. van der Waer-
den. A History of Algebra:
From al-Khwarizmi to Emmy
Noether. Springer-Verlag
Berlin Heidelberg, 1 edition,
1985.

Polinomu bir diizlemden
baska bir diizleme bir tasvir
olarak gorme fikri bugiin
bize “basit” gelse de 1797'de
yepyeni bir fikirdi.
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Simdi, z'nin uzunlugu biiytik oldugu zaman, P(z) ile z"
denktir, biz de ilk yaklagtirim olarak

R(x+iy)"=0 ; TI(x+iy)"=0

egrilerini gbz ontine aliriz. Bu denklemleri ¢6zmek kolaydir:
esitlikler, basnoktada kesisen
2k+1)m

2km
k<2n-1); - 2m—1
” (0<k<2n-1);, aq(z) 7 (0<k<2n-1)

agi(z) =

dogrularini tamimlarlar. Bu 2n dogru, her |z| = R ¢emberini 4n
noktada keser. Gauss'un ilk iddias1 sudur:

Lemma. Eger R yeterince bilyiikse, p(x,y) = 0 ve q(x,y) = 0 cebirsel
egrilerinin her biri, |z| = R ¢emberini yukaridakilere yakin 2n noktada
keser.

%P(R exp(if)) ifadesinin gercek ve sanal kisimlari, 0 degis-
kenli, cos(n0) ve sin(nf)’ya yakin trigonometrik polinomlardar.
Dolayistyla her biri en fazla 2n defa sifira esit olur ve ara deger
teoremine gore gercekten 2n defa sifira esit olur. Temel ayrin-
tilar okura brrakilmistir. Gauss’un bu husus icin verdigi ispat
kusursuzdur. o]

Simdi ispatin topolojik kismui geliyor.

Once, mavi ve kirmiz1 egriler diye adlandirilacak olan p(x,y) =0
ve g(x,y) = 0 egrilerinin piirtizsiiz olduklarin farzedelim. Bu eg-
riler, |z| < R dairesi iginde, her biri [0,1]’e difeomorf sonlu
sayida yaydan ve ¢cembere difeomorf belli sayida kapali egriden
olusurlar. Bu iddia, bir boyutlu tikiz manifoldlarin siniflandi-
rilmasindan ¢ikar (mesela39 veya 4° kaynaklarina bakiniz). Bir
gember {izerinde mavi ve kirmizi renkli olan, gember boyunca bir
mavi bir kirmizi gelecek sekilde siralanmis 4n nokta vardir. Ay
renkli iki noktaya, eger dairenin igindeki bu mavi veya kirmizi yay-
lardan birinin iki kenar noktasiysalar bir ¢ift diyecegiz. Boylece
4n noktali kiimemiz, 2n ¢iftten olusur.

Cember tizerinde ikisi mavi ikisi kirmizi dort farkh nokta goz
ontine alin. Topolojik agidan iki hal miimkiin: ya baglidirlar ya da
degildirler. Cemberde giderken bir dizi renk okuruz; bagh olma
halinde renkler “mavi, kirmizi, mavi, kirmizi” gibi hep degisir,
olmama durumunda “mavi, mavi, kirmizi, kirmiz1” gibi olur.
Sezgisel ve can alic1 topolojik lemma sudur.

Bu, Gauss’un tezindeki tek
resimdir. ©

ok

SN

39 J. W. Milnor. Topology from
the differentiable viewpoint.
Princeton Landmarks in
Mathematics. Princeton
University Press, Princeton,
NJ, 1997.

4V. Guillemin and A. Pol-
lack. Differential topology.
AMS Chelsea Publishing,
Providence, RI, 2010. 1974
orijinalinin tekrar basimi.

Bagli ve baglh degil.
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Lemma. Cember iizerinde by, by, 1o, ibi dort nokta goz oniine
alalim, {by, b1} ve {rg,r1} bagli olsun. Ayrica b, daire iginde by ile
by'i birlestiren, r de rg ile r1'i birlestiren piiriizsiiz yaylar olsunlar. O
zaman b ve v'nin arakesiti bog degildir.

Bu, cebirsel topolojinin ilk (dolayisiyla Gauss'un elinin altinda
olmayan) teoremlerinden birinden ¢ikar. Diizlemde ¢aprazlama
kesisen iki kapali egrinin ¢ift sayida kesisme noktas: vardir (6rnegin
Milnor’in kitabina bakin). Eger dairenin i¢cinde mavi noktalar1 ve
kirmizi noktalar1 baglayan ayrik yaylar var olabilseydi, diizlemde
tam bir noktada kesisen iki kapali egri insa edebilirdik (kenar-
daki sekle bakn). o]

Lemma. Bir masa etrafinda 2k kisinin oturdugunu ve kollarini
caprazlamaksizin ikiser ikiser el sikistiklarini farzedelim. O zaman en
az iki komsu el sikismaktadirlar.

Eger k = 2’yse bu bir 6nceki lemmadar. El sikisan iki kisiyi
ele alalim. Bu kisiler masanin kenarir iki araliga bolerler. Bu
araliklardan biri bossa isimiz tamamdir. Degilse, matematiksel
timevarimla devam edin. o]

Mavi ve kirmizi egrilerimiz p(x,y) = 0 ve q(x,y) = 0'in
piiriizsiiz oldugunu farzetmeye devam ederek, Gauss’un izinde
cebirin temel teoremini ispat edecegiz. Celigki yoluyla, mavi ve
kirmizi yaylarin birbirini kesmedigini farzedelim. Bir 6nceki
lemmaya gore, gember {izerinde iki komsu cift olmustur. Ardisik
noktalar ayni renkte olamadiklari icin bu miimkiin degildir. @

Iste simdi “hakkinda kimsenin kusku duymadig1” zorlugu
anliyoruz. Cikmazi olan bir cebirsel egri var olsayds, bir yay
dairenin icine girebilir ve ¢itkmadan orada durabilirdi ki bu da
ispat icin 6liimciil olurdu.

Gauss’un iddiasim daha dikkatlice ifade edelim.

Teorem. F polinomu R[x,y] de bir gercek polinom olmak iizere,
F(x,y) = 0’la tamumlanan C gercek cebirsel egrisi iizerinde yalitilmis
olmayan bir (xo,yo) noktast alalim. O zaman, merkezi (xo,yo) olan kii-
ciik bir dairenin, C'yi ¢ift sayida farkli yaricapin birlesimine gonderen
bir homeomorfisi vardr.

Diizlemde ¢aprazlama kesisen
iki egrinin, ¢ift sayida noktada
kesistikleri, asag1 yukari
Jordan teoremine denktir:

“diizleme gomiilmiis kapali bir

egrinin tiimleyeninin tam iki
baglantili parcast bulunur”.
Gergekten de eger cy, c; ka-
pal1 ve caprazsalar, 6ncelikle
¢1i, ¢"yle kesisimini boz-
maksizin hafifce degistirir
ve kendisiyle ¢caprazlama
kesisen bir daldirma haline
getiririz. Ardindan c;’i asa-
g1daki sekildeki gibi hafifce
degistirir ve c;’yle kesisimini
yine bozmaksizin ¢;'in ye-
rine birkag kapal1 gomiilmiis
egrinin ayrik birlesimini
alabiliriz. Simdji, Jordan te-
oremine gore, (degistirilmis)
¢1’in bir baglantili par¢asmin
igine cp'nin her girisinde, c,
oradan ¢ikmak zorundadir;
dolayisiyla kesigim noktalar1
gercekten ¢ift sayidadir.
Simdi de Jordan teoremini,
kesisim sayisimin ¢ift olu-
sunu kullanarak ispatlamaya
calisin.

Col)-00(

Bir masa etrafindaki cift
sayida insanin, kollarmi
caprazlamaksizin el sikigma
bicimleri sayisinun, bir
Catalan sayis1 oldugunu
ispat edin.
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Bu iddia artik gercekten de dogru; “baska bir firsatta higbir
stiphe birakmayacak bir ispat verecegim.”

Bunun dogrulugu kabul edilirse, ispat1 sonlandirmak kolay. Eger
mavi ve kirmizi p(x,y) = 0 ve g(x,y) = 0 egrileri ayrik ve tistelik
tekillerse, bunlar: tekil noktalarin ayrik kiigtik komsuluklarinda
kenardaki gibi yerel olarak hafifce bozarak yarigaplar ¢ifter cifter
baglamak yeter. Boylece mavi ve kirmizi egriler, tekil olmayan
ayrik yaylara dontistirler. Bununsa olas1 olmadigini gormiistitk. ©

Bu ispat iizerine yorumlar

Steve Smale bu ispati, cebirin temel teoreminin hesaplama algo-
ritmalarina uygun halleriyle ilgili bir makalesinde sunmustur4'.
Gauss’un ispatlanmamus iddiasin vurgular:

Fakat simdilik, Gauss'un ispatinin ne kadar ugsuz bucaksiz bir
bosluk icerdigine isaret etmek istiyorum. Gergek bir cebirsel
egrinin bir daireye girdiyse orada kalamayacagi, bugtiin bile ¢ok
incelikli bir husustur.

Kabul gormiis “ilk” ispat1 kimin verdigi hakkindaki bitmez
tiikenmez tartismalar t{izerine de bir yorum yapar.

Tarihi durum belki Imre Lakatos'un** bakis agisiyla daha iyi
anlasilabilir. Bir taraftan Hegel, diger taraftan Popper gelenegin-
deki Lakatos, matematigi ‘ispatlar ve ¢tirtitmeler” silsilesi olarak
ilerleyen bir gelisme olarak gérmektedir.

Ispat1 “diizeltmenin” ve “ugsuz bucaksiz boglugu” doldur-
manin pek ¢ok yolu var. Ik 6nce, Ostrowski'nin 1920 tarihini
tasiyan, Gauss’un iddiasinin ispatina hasredilmis uzun ayrin-
til calismasindan s6z etmem gerekir*3. Gauss'un kullandig:
p(x,y) =0 ve q(x,y) = 0 egrileri gercekten cebirsel egrilerdir ama
cok 6zel cebirsel egrilerdir. Modern terimlerle, bu polinomlar,
holomorf bir P(z) fonskiyonunun gergek ve sanal kisimlaridir ve
dolayistiyla harmonik polinomlardir. Ostrowski'nin ayrintili ispati
aslinda harmonik polinomlari ele alir ki bu da elimizdeki prob-
lem i¢gin yeterli. Karmasik analizin temel kavramlariyla ayrintilar:
doldurmak gercekten kolay. Simdi bunu gosterecegim.

Gelecek boliime kadar
beklemek zorundasiniz!

N
N

#S. Smale. The fundamental
theorem of algebra and
complexity theory. Bull.
Amer. Math. Soc. (N.S.),
4(1):1-36, 1981.

#1. Lakatos. Proofs and
refutations. Cambridge Philo-
sophy Classics. Cambridge
University Press, Cambridge,
paperback edition, 2015. ik
olarak 1976’da basilmuis.

4 A. Ostrowski. Uber

den ersten und vierten
Gauss’schen Beweis des
Fundamental satzes der
Algebra. Nachrichten der
Gesellschaft der Wissenschaften
Gottingen, 1920.
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P(z) = P(x +iy) = p(x,y) +ig(x,y) ifadesini C ~ R?*’den
kendisinin bir kopyasina tasvir olarak diigiiniin. Bu tasvirin bir
2o = xo + iyp noktasindaki tiirevi 2 x 2 gergek matris ya da P’(z)
karmasik sayisi olarak goriilebilir. Dolayisiyla kritik noktalar, P’
tlirevinin sonlu sayidaki sifirlaridir. Mavi ve kirmiz: egriler, iki
eksenin ters gortuntiileridir. Herhangi bir dogrunun P altindaki
ters gortinttisiinii tahlil edelim.

Acil durumlarda, Needham’m kitabi** bu resimleri anlamaya
yardimci olabilir.

Bir zg noktasinin civarinda
P(z) = P(z0) = ck(z - 20)" + c1 (2 = 20) 1+ + cu(z - 20)"

yapacak k > 1 vardir (P(z) — P(zp)'mn zp’da degerlenmesi). Boylece
k

P(z) - P(z) = ((z -zo)w{/1 + C": (z-20) + ) = ¢(2)f

C

olur. Burada /¢y, herhangi bir k-inci kok se¢imidir; diger k-

inci kokse Newton un ikiterimli teoremine gore yakinsak bir
kuvvet serisidir. ¢'nin zp'daki tiirevi sifir degildir, yani ¢ bir yerel
difeomorfidir. Kisacasi P(z), z = P(zo) + (z — zo)* tasviri ile bir
difeomorfinin yerel bileskesidir. Dolayisiyla P(zg)’dan gegen
pliriizsiiz bir egrinin P altindaki ters goriintiistiniin, zo’dan
gecen k adet ptirtizsiiz egrinin birlesimi oldugu asikar. Boylece
yerel olarak 2k yaridogru vardir. Bu da Gauss'un iddiasin1 ihtiyag
duydugu 6zel halde ispatlar. Bu 6zel hal gercekten ¢ok 6zeldir
¢linkii elimizdeki piiriizsiiz egriler esit a¢ilarda bulusuyorlar. =

Fakat Gauss’'un iddiasini hala en genel halinde ispatlamamus oldugu-
muzu unutmayin.

Gauss'un “ugsuz bucaksiz boglugunu” doldurmanin bir
baska yolu var. Ekseni bir 6 agis1 kadar dondiirerek, P(z) yerine
exp(i6)P(z)’yi ele alabiliriz. Simdi p(x,y) = 0 (ve g(x,y) = 0)
egrisi ancak ve ancak P'nin kritik degerlerinden biri gercek
(sirasiyla sanal) eksendeyse tekildir. Dolayisiyla bu durumdan
kaginmak icin uygun bir 0 kadar déndiirmek yeter; yani Gauss
pekala mavi ve kirmizi egrilerin piiriizsiiz oldugu varsayimiyla
baslayabilirdi. Bu kolay tartisma, 1797’de kolay degildi.

Cebirin temel teoreminin bugiin pek ¢ok ispat1 vardir. Du-
ruma agtk ve 6zetleyici bir bakis i¢in Eisermann’in makalesini®®

O

4 T. Needham. Visual complex
analysis. The Clarendon Press,
Oxford University Press,

New York, 1997.

Diisey eksenin 2z° - 322 +1+i
altindaki ters gortintiisi.
Kritik noktalar z = 0, 1 ve
kritik degerler 1 +i ve i

dir: bunlardan biri diisey

eksendedir.

Yatay eksenin 2z% — 322 + 1+
altindaki gortinttisii. Bu
eksende hicbir kritik deger
yoktur.

4 M. Eisermann. The
fundamental theorem of
algebra made effective: an
elementary real-algebraic
proof via Sturm chains. Amer.
Math. Monthly, 119(9):715—
752, 2012.
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tavsiye ederim. Gauss’un inceledigimiz ispat1 ne en dolaysiz ne
de en kisadir elbette. Bu ispati temizlemek icin incelikli topolojik
akil yurtitmeler gerekiyor. Bunun karsilig1 olarak yolda bol bol
odiil kazaniyoruz zira bir tasvir olarak karmasik polinomlar1 gok
daha iyi anliyoruz.

En begendigim ispat1 sunayim. Bu ispat, Gauss'un topolojik
ispat1 havasindadir; Smale’in yukarida adi gecen makalesinde
bulunabilir. Bana gore en basit#® ispat bu. Oyle bir zy noktast
secelim ki P’'nin sonlu tane olan kritik degerlerinden hicbiri
01 P(zp)’a baglayan y dogru pargasi tizerinde bulunmasin. Bu
ancak 0 kritik bir deger degilse miimkiin. Ama eger 0 kritik bir
degerse o zaman 0 bir deger oldugundan P’nin bir kokii vardir.
0’1 kritik bir deger olmadig1 durumda 9'nin P altinda ters go-
rintiisti 1 boyutlu, plirtizsiiz, tikiz, kenarh bir manifolddur. z
noktasi, bu manifoldun baglantili bir par¢asinin kenar noktalarin-
dan biridir. Bu parcanin diger kenar noktasiysa P'nin bir kokii
olur. Iste budur! o

Bu basit ispat, aslinda ¢ok daha fazlasmi veriyor. Kritik deger-
lerin disinda -xd/0x — y9/dy radyal vektdr alanini P’nin tiirevi
altinda geri ¢ekerek diizlemde kritik noktalarin disinda bir
vektor alani elde ederiz. Bu vektor alaninin izleri tam tamina
1ismlarin ters goriintiileridir. Oyleyse bir noktadan baslayip bu
diferansiyel denklemi ¢dzerek P'nin koklerine varabiliriz. Bir adi
diferansiyel denklemin ¢6ziimlerine yaklastirrm bulmanin bir
yolu, klasik Euler yontemini kullanmaktir. Buradan da Euler’in
yinelemeli diizeninin, Newton yontemiyle tipatip ayni oldugu
ortaya ¢ikar. Newton, Gauss ve Euler bir arada!

D’Alembert’in bir ispati

Iki nedenden otiirii d’Alembert’in#’ bir ispatin1 da anlatacagim.
Birincisi, Fransa’da cebirin temel teoemine siklikla d”Alembert
teoremi denmesidir ©. Ikincisi bunun 6nceden tahlil etmis
oldugumuz Newton ¢okgeniyle yakindan iliskili olmasidir.

Bu ispat hakkinda ¢ok daha fazlasi icin: 48 ve 49. D’ Alembert,
Newton’dan s6z etmez. Bir Fransiz nasil olur da Ingilizin birinin
emeklerini teslim edebilir?

“En basit” demekle ne
demek istiyorum? Herhalde
en kisa olani degil ¢tinkii
bu ispat, ispatlanmasi
gereken tistii ortiik epey
¢ok olgu igeriyor. Basitlik,
matematikte incelikli ve
cok kisisel bir kavramdir.
Bu 6zel durumda, bu ispat
unutamadigim igin ona basit
diyorum.

# E. Ghys. Inner simplicity
vs. outer simplicity. In

R. Kossak and P. Ording,
editors, Simplicity: Ideals of
Practice in Mathematics and
the Arts Conferences (CUNY
New York, 2013). Springer
Verlag, 2017.
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P(z) = z* - 1 polinomu igin
—-P(z)/P'(z) vektor alaninin
faz portresi. Izler, P altinda
1sinlara gider.

477]. D’ Alembert. Recherches
sur le calcul intégral. Histoire
de I’Acad. Royale Berlin, pages
182—224, 1748.

# C. Baltus. D’Alembert’s
proof of the fundamental
theorem of algebra. Historia
Math., 31(4):414—428, 2004.

49 C. Gilain. Sur I'histoire du
théoréme fondamental de
I'algebre: théorie des équati-
ons et calcul intégral. Arch.
Hist. Exact Sci., 42(2):91-136,
1991.
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“Ispatinin” basitlestirilmis bir halini anlatayim. Diyelim ki

1

2" ra, 1z 4 +ag=0

denklemini ¢6zmek istiyoruz. z = y/e yazarak ilkine tamamen
denk
Y ra, ey v elag =0

denklemini elde ederiz. € = 0 igin y = 0 bir ¢6ztimdyiir elbette.

€ # 0 igin bir ¢6ztim istiyoruz. Yukaridaki denklemi, F(e,y) = 0
seklinde bir denklem olarak diisiiniin. ¢ degiskenli Puiseux
serisi olarak ifade edilebilen, sifir olmayan y(e) ¢oziimlerinin var
oldugunu Newton ve Cramer sayesinde biliyoruz. “Dolayisiyla”
denklemimizin bir kokiinti bulmus olduk. o]

Yukaridaki “dolayisiyla” ¢ok tartisma gotiirtir. Ana zorluk-
lardan biri, ne Newton’un, ne Cramer’in ne de d’Alembert’in
serinin yakmsadigini ispat etmemis olmasidir. Daha da kotiisii,
Puiseux serisini kuran Newton algoritmasi, cebirin temel teore-
mini kullanmaktadir. Kisir dongii.

D’Alembert’in bu ispatin bir baska bicimini riizgarlarin nedenle-
rini ele aldig1 bir ¢alismasinda®>® da yaymnlamis olmasi inanilmaz.

Bu boliimii eski 6grencim Victor Kleptsyn’m énerdigi bir
alistirmayla bitireyim. Karmasik bir P(z) polinomunun altinda
gercek eksenin (kirmizi) ve sanal eksenin (mavi) ters goriintii-
stine bakiniz. Bu, biiyiik bir dairede soyle bir grafik {iretir. Her
kenar ya mavi ya da kirmizi renklidir. Mavi (ve sirasiyla kirmizi)
grafigin tekil noktalari, P'nin gercek (sirasiyla sanal) eksene
giden kritik noktalaridir; bunlar bir kdseden ¢ikan cift sayida
mavi (sirasiyla kirmizi) kenar tanumlarlar. Genel hallerde bir tekil
nokta boyle degildir. Nitekim iki grafigin kesisimi etrafindaki
yerel durum yukarida anlatilmisti: bir kdseden ¢ikan ve renkleri
dongiisel olarak birbiri ardinca degisen 4k adet kenar. Cebirin
temel teoremine gore bu kesisimler vardir. Biiyiik gemberlerde,
kirmizi ile mavi birbiri ardisira gelir.

Soru, bunun tersiyle ilgili. Bir dairede, yukaridaki bu nicelik-
sel ozelliklerin hepsini saglayan renkli bir grafik verilmis olsun.
Oyle bir P(z) polinomu bulmak istiyoruz ki bunun belirledigi
renkli grafik, dairenin uygun bir homeomorfisiyle verilen grafige
homeomorf olsun. Boyle bir P(z) hangi kosullar altinda vardir?

Jean Le Rond d’Alembert
(1717-1783).

% ]. D’Alembert. Réflexions
sur la cause genérale des vents.
David l'ainé, Paris, 1747.

Gergek ve sanal eksenin

z3 — 3z + 2 altindaki ters
goriintiileri. Tki kritik deger
var: 0 ve 4.


http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k62565n
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k62565n
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Joseph Alfred Serret
(1819-1885).



http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Serret.html

Gauss’'un cebirsel egrilerin tekilliklerine dair

iddiasimin kaniti: iki Serret’ nin iki makalesi

GAUSS’UN ONERMESINi iISPATLAMA VAKTi GELDi. Iddia suydu:
“diizlemsel bir gercek cebirsel egrinin bir noktasinin komsulugu,
bir dairedeki ¢ift sayida yarigapa homeomorftur”.

Yetersiz kanitlar

Joseph Alfred Serret (1819-1885), Paul Joseph Serret’yle (1827—
1898) karisitirilmasin.

Joseph Alfred’in parlak bir kariyeri vardi. Kitaplarin soyle
imzalardi: “Enstitii’'niin ve Boylam Biirosu'nun tiyesi, Paris Bilim-
ler Fakiiltesinde ve Collége de France’da profesor”. Epey etkili
olmus Yiiksek Cebir Dersleri adli kitabin1 1849’da iki cilt halinde
yaymladi. Bu kitap Galois kuraminin diizenli ilk anlatimini da
iceriyordu. Joseph Alfred, 3 boyutlu uzayda egriler igin tanimh
Frenet-Serret cercevesinin de kalbinde yer alir. Daha geng olan
Paul Joseph'in kariyeri ¢ok daha gosterissizdi. Kitaplarin “Bilim
doktoru, bilimseverler cemiyeti iiyesi” diye imzalardi. Paris’te
College Sainte-Barbe’da hocalik yapti. Herhangi bir resmini
bulamadim.

1847 yilinda Joseph Alfred bir makale yazdi>'. Bu makalede
Newton'un su dnermesini “kanitladi”:

Eger diiz bir dogru bir cebirsel egrinin bir dalina asimptotikse
basgka bir dalina da asimptotiktir.

Cebirsel bir egrinin yerel
resmi.

51]. A. Serret. Théoreme

sur les courbes algébriques
asymptotiques. Nouvelles
annales de mathématiques,
journal des candidats aux
écoles polytechnique et normale,
6:217-218, 1847.

Joseph Alfred’e bakilirsa,

“Ce théoreme est dil a Newton,

et est énoncé, si je ne me
trompe, dans son Enumeratio
Linearum tertio ordains”.

“Bu teorem Newton’a aittir ve

yamlmuyorsam Enumeratio
Linearum tertio ordains
eserinde verilmigtir.”


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1847_1_6__217_0
http://www.numdam.org/item?id=NAM_1847_1_6__217_0
http://www.numdam.org/item?id=NAM_1847_1_6__217_0
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Newton'un, bizim dal dedigimizin yarisina dal dedigine
dikkat edin. Basit bir 6rnek olarak Descartes’m x> + y* = 3xy
denklemiyle verilen yapragina bakalim. x, +oo ve —co’a giderken
egri asimptota yaklasiyor. Newton un terminolojisinde bu iki
dala karsilik geliyor, bizimkisindeyse sonsuzda tek bir dala.

Joseph Alfred Serret'nin kanit1 6ziinde soyle. Bir koordinat
sisteminde y = 0 dogrusu asimptot ve F(x,y) = 0 da egrinin
denklemi olsun. x’in yerine 1/x koyarak F; (x,y) = 0 diye ikinci
bir cebirsel egri elde ederiz. Simdi, ilk egri y = 0’a asimptotik bir
tek dala sahip olsayds, F;(x,y) = 0 egrisinin “point d’arrét”, yani
bir ¢tkmaz sokag: olacakti, ki bu olanaksizdir. i§in inanilmaz yani,
Joseph Alfred’in boyle bir durma noktasinin olanaksiz oldugunu
kafadan kabul etmesidir. Elbette kelimenin hi¢cbir anlaminda bu
bir kanit falan degildir.

Isin komik tarafi Joseph Alfred, Euler’i kesinlik zaaf1 yiiziin-
den elestirmektedir. Nitekim kisa makalesinin sonunda Euler’in
Introductio in analysin infinitorum (cilt 2, bolim 7, kisim 174)
eserine atifta bulunur:

Quam ob rem Linea curva duos habebit ramos in infinitum
excurrentes inter se oppositos. ..

Joseph Alfred makalesinde son ciimle olarak “Bu quam ob rem
kanut ister” yazmus. Euler’in ya da Newton'un x — 1/x degisken
degisimini diistinemediklerine gercekten inaniyor muydu?

Onsekiz yil sonra Paul Joseph ayni dergide kisa bir makale
yazdi>*. Adas1 ve saygin meslektasinin daha 6nceki makalesini
elestiriyordu. Joseph Alfred’in katkisinin, asimptotlar problemini
cebirsel egrilerin durma noktalar: problemine indirgemek oldu-
gunu saptayarak ama bunun “a priori bariz” oldugunu soyleye-
rek baslar. Paul Joseph hala problemin ¢6ziilmemis oldugunda
1srar eder; cebirsel egrilerin durma noktalariin olamayacaginin
kanitlanmas: gerekmektedir. Sonunda su kanit1 6nerir.

(0,0) noktas1 F(x,y) = 0 cebirsel egrisi tizerinde olsun. Egriyi,
bagnokta merkezli, kiiciik x? + y? = r? cemberiyle keselim. Tyi
bilinen su parametrelemeyi kullanalim:

2rt _(1- t2)r

Y=
1+#2

T1+#2

2

Descartes’m x> +y> —3xy = 0
yapragina asimptot.

“ce qui ne peut arriver pour une
courbe algébrique”.

“Bu nedenle egri, sonsuzda
birbirinin tam kargisinda olacak
iki dala sahiptir...”

52P. J. Serret. Note sur les
courbes algébriques. Nouvel-
les annales de mathématiques,
journal des candidats aux
écoles polytechnique et normale,

4:311-313, 1865.

1+, (1-2)/(1+£2))


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1865_2_4__311_1
http://www.numdam.org/item?id=NAM_1865_2_4__311_1
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F(x,y) = 0 denkleminde yerine koyarak ve F'nin derecesi d ol-
mak tizere (1+t2)7 ile carparak , ¢»,(t) = 0 biciminde bir denklem
elde ederiz; burada ¢,; derecesi 24 olan bir polinomdur. Simdi
€(0,0) bir durma noktas: olsayd: egrinin kiiciik bir gemberle kesi-
simi tek bir nokta olurdu ve boylece t degiskenli 24 ¢ift dereceli
bir polinomun tek bir kokii olurdu, “ce qui serait absurde”.

flging... Paul Joseph, #?'nin derecesinin iki oldugunu ama tek
bir kokiintin bulundugunu nasil bilmez? Evet, bu cift bir kok
ama problemimiz tam da bu zaten. Belirli bir noktaya giden
ve oradan geriye ayn: yol tizerinden dénen cebirsel bir egriyi
rahatlikla hayal edebiliriz.

Burada kanitlanacak bir sey var.

Degismeli cebirde iki onemli gercek

Polinomlara iligkin iki temel teoremi burada derleyecegim.
Bunlar Paul Joseph’in kanitini tamir etmemizi saglayacak. Cebir
konusunda daha fazlasi i¢in sunlara bakabilirsiniz: 53, 54, 55.
Tum halkalar1 degismeli kabul ediyorum. Sayfa kenarlarinda
yararli bazi tanimlar bulunuyor.

Teorem. R bir Tek Carpanlama Bolgesi olsun. O zaman R[x] polinom
halkasi da bir tek ¢carpanlama bolgesidir.

R[x]’te bir polinomun katsayilar aralarinda asalsa boyle bir
polinoma ilkel diyelim. Kilit nokta, Gauss lemmasi denen gozlem.

Lemma. R[x]de iki ilkel polinomun ¢arpum da ilkeldir.

(Modern) karut kolay (fakat bir hayli dolayli). R’de asal bir p
i¢cin R/p halkasi bir tamlik bolgesidir. Eger P;(x) ve P(x), car-
pimlari ilkel olmayan iki polinomsa P; P;'nin tiim katsayilar: asal
bir p’ye boliinebilir. Tim katsayilart mod p alarak (R/p)[x]'de

P1(x)Py(x) = 0.

esitligini elde ederiz. Bir tamlik bolgesi tistiinde bir polinom
halkast da bir tamlik bolgesi oldugundan P;(x) ya da P»(x)’in
(R/p)[x]te sifir oldugu sonucuna variriz. o

F'nin derecesi diyerek,
katsayst sifir olmayan x'y/
monomlari i¢inde i + j'nin en
fazla degerini kastediyorum.

Tleride Paul Joseph’in haklt
oldugunu, derecenin < 24
degil, gercekten de tam 2d
oldugunu gorecegiz.

3 S. Lang. Algebra, volume
211 of Graduate Texts in
Mathematics. Springer-Verlag,
New York, third edition,
2002.

> M. Artin. Algebra. Prentice
Hall, Inc., Englewood Cliffs,
NJ, 1991.

5 N. Bourbaki. Commuta-
tive algebra. Chapters 1—7.
Elements of Mathematics
(Berlin). Springer-Verlag,
Berlin, 1998.

Gauss tarafindan, dok-
torasindan {i¢ yil sonra,
Disquisitiones Arithmeticae’de
Paragraf 42’de kamitlanmis-
tir.

Tamlik Bolgesi, sifir olmayan
elemanlarimin ¢arpiminin da
sifir olmadig: bir halkadir.
Bir halkada bir birim eleman
tersi olan bir elemandr.

Bir halkada a, b eleman cifti
igin b = ua esitligini saglayan
bir u birim eleman1 varsa
bu cifte iligkili denir ve bu
durum a = b olarak gosterilir.
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Bir P(x) € R[x] polinomunun igerigini, katsayilarinin en biiytik
ortak boleni olarak tanimlayalim ve i¢(P) olarak gosterelim. Her
P(x) polinomunun, P(x) ilkel olmak iizere i¢(P)P(x) garpimi
seklinde yazilabilecegi acik. Gauss'un lemmasi, bir ¢carpimimnin
igeriginin igeriklerin ¢arpimi oldugunu soyliiyor basitge.

Simdi teoremi karutlayabiliriz. R[x]"teki asal elemanlarin

1. Ya R’deki asal elemanlar oldugunu (buradaki elemanlar sabit
polinom olarak diistiniilebilir),

2. Ya da R[x]'te ilkel polinomlar oldugunu (bunlar R'nin
Bol(R) bolim cismi {izerinde polinomlar olarak diisiintil-
diiglinde asaldirlar)

gosterecegiz.

Bir cisim tizerinde polinomlarin halkasi Oklit halkasidir. Bu
BoOI(R)[x] igin de gegerlidir elbette; dolayisiyla R[x]'te herhangi
bir P(x) eleman: Bol(R)[x]te asal polinomlarin ¢arpimu seklinde
yazilabilir. Paydalarin pesinden kosarak P’yi yukardaki 1/ ve 2/
ttrlerin bir carpimi olarak

P(x)=u-ry-re- Pr(x)--P(x).

diye yazabiliriz. Burada u, R’de birim, r;’ler R’de asal elemanlar-
dir; P’ler Bo1(R)[x] te ilkel ve indirgenemezdir. Gauss sayesinde
r1--r¢ carpiminin P'nin igerigi oldugunu ve bdylece P tarafindan
tek bicimde tanimlandigin soyleriz.

R tek carpanlama bolgesi oldugundan r;’ler P tarafindan tek
bicimde belirlenir (birimle carpma ve sira degistirme kosuluyla).

Bol(R)[x] de tek carpanlama bolgesi oldugundan P;(x) car-
panlar: da Bol(R)[x]'de (birimle carpma ve sira degistirme
kosuluyla) tek bi¢cimde belirlenir. Boylelikle P(x) ve Q(x),
R[x]’te ilkel polinomlar ve a, B6l(R)'nin eleman1 olmak tizere
Q(x) = aP(x) esitligi a’nin R’de birim olmasin gerektirir. o]

Buradan hemen su sonug ¢ikar: herhangi bir K cismi igin
K[x1,...,xu] polinom halkalar: da tek ¢arpanlama bolgesidir. Bu
6zel durumda teoremin soyledigi, K[x1, ..., x,] de herhangi sabit
olmayan bir polinomun indirgenemez terimlerin ¢arpimi sek-
linde tek bir bi¢cimde yazilabildigidir (siray: degistirebilmek ya
da sabitlerle —-K'nin elemanlariyla— ¢arpabilmek kosuluyla).

Bir R tamlik bolgesinde bir
asal eleman p, R/p bolim
halkasini tamlik bolgesi
yapan bir elemandir.

Bir tamlik bolgesinde bir
eleman, birim olmayan iki
elemanin ¢arpimi degilse
bu elemana indirgenemez
denir. Asal elemanlar
indirgenemezdir. Tersi
genelde dogru degildir.

Bir tek carpanlama bolgesi
(bazen garpmim halkasi

da denir) her elemanin

asal elemanlarmn ¢arpimi
olarak yazilabilecegi ve bu
ifadenin birimlerle garpma
ve sirasini degistirme
kosuluyla biricik oldugu bir
halkadir. Oklit halkalar1 ve
esas halkalar — ornegin bir
cisim {izerinde polinomlarin
halkas1 — tek ¢arpanlama
bolgeleridir. Bu durumda
asal ve indirgenemez
kavramlari ¢akisir; en biiyiik
ortak bolenler iyi tanimhidur.
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Cebirsel ikinci sonug bilegke ile ilgili. Bir R tamlik bolgesi
tizerinde bir R[x] polinom halkasinda dereceleri di,d, > 1
olan iki polinom P; (x) ve P(x) alalm. Derecesi en fazla d olan
polinomlarin olusturdugu R-modiilii R4[x] olarak gosterelim;
bu modiil R%*!e izomorftur. Simdi

®: (A1, Az) € Rgy—1[x] x R[x]g,-1 = APy — A2P € Ry, y-1[X]

gonderimini diigtinelim. R41*%2’den kendisine dogrusal bir
fonksiyon olarak gortilebilecek bu gonderimin determinantina
P; ve Py'nin bileskesi denir ve Bil(P;, P,) diye gosterilir. R'nin

bu elemani, P; ve P,'nin katsayilarimi degisken kabul eden, Z Qx)(y)=0

katsayil1 evrensel bir polinomdur.

Teorem. R tek carpanlama bolgesi olsun. Bil (P, Py) bileskesinin sifir <
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Py ve Py'nin R[x]’de 1 olmayan ortak
bir boleni olmasidar.

Gergekten de, eger P; = QQq ve P, = QQ; ise (Qp, Q1) elemaru
Bil(P(x),Q(x))=0

®'nin ¢ekirdegindedir ve boylece bileske sifir olur.

Ters yonde, bileske sifir demek ®'nin ¢ekirdegi sifir degil P(x,y) = 0ve Q(x,y) = 0
demektir; yani Ry, _1[x] ve Rg4,_1[x]'te sifir olmayan A, ve A; egrilerinin kesisiminin x

elemanlar: vardir ve A1P; = AP, saglarlar. Sonug R[x]'in eksenine izdigtimleri, bu
polinomlarin bileskelerinin

tek carpanlama bolgesi olmasindan elde edilir: P; ve P, eger aifirlar olarak verilir.

aralarinda asal olsayd1 P;’in A;’yi bolmesi gerekecekti; A nin
derecesi P;’inkinden kii¢iik oldugu i¢in bu olanaksiz. o]

Gauss’un iddiasimin kaniti

Simdi gercek cebirsel bir egride bir noktanin komsulugunun
sadece basnoktada kesisen, ¢ift sayida yaydan olustugunu kanitlaya-
biliriz.

(0,0)’dan gegen gercek cebirsel egrimizin denklemi F(x,y) =0
olsun. Indirgenemez terimlerin carpimi olarak F’yi

F(x,y) = Fi(x,y)Fa(x,y)

diye yazalim. (0,0)'mn bir komsulugunda F'nin sifir kiimesini
degistirmeden bu ¢arpanlardan bazilarin silebilir ve geriye kalan
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tiim F;lerin (0,0)’da sifir oldugunu ve iligkisiz, indirgenemez
carpanlar oldugunu kabul edebiliriz.

(0,0)'1n bir komsulugunda F’nin sifir kiimesi, F;'lerin sifir
kiimelerinin birlesimdir.

Gauss’un iddiasin1 karutlamak igin iki lemma karutlayacagiz.

Lemma (1). P(x,y) € R[x,y] indirgenemez bir polinom ve Q(x,y) €
R[x,y] herhangi bir polinom olsun. P(x,y) = 0 ve Q(x,y) = 0 egrileri
bagnoktanin kiiciik bir komsulugunda sonsuz kez kesissinler. Bu du-
rumda R([x,y]'de P, Q'yu boler. Daha 0zel durumda, eger P ve Q'nun
ikisi de indirgenemezse ve iliskisizlerse karsilik gelen iki e§ri yalnizca
yalitilmis noktalarda kesisirler.

Lemma (2). Eger P(x,y) indirgenemezse, basnoktanin bir komsulu-
Sunda sifir kiimesi (0,0)’a yakinsayan ¢ift sayida yaydan olugur.

[k lemmayla baslayalim. x = x( diisey ekseninde P(x,y) = 0'in
sonsuz adet noktas: varsa P(x,y) polinomu (x — xg)’a boliinebilir.
P(x,y)'nin indirgenemez ve basnoktada sifir oldugunu kabul
etmistik. Dolayisiyla P(x,y), x'in bir sabit kat1 olmali ki bu da
lemmay1 kanitlar. Oyleyse genelligi kaybetmeden, P(x,y) = 0'm
her diisey dogruyu sonlu noktada kestigini kabul edebiliriz.

Eger P(x9,y0) = Q(x0,40) = 0ise R[y]nin eleman olan
P(x0,v),Q(x0,y) polinomlar: ortak bir yy kokiine sahiptirler;
dolayisiyla R'nin bir elemani olan bilegkeleri sifir olur.

P(x,y) = 0 ve Q(x,y) = 0'in bagnoktanun bir komsulugunda
sonsuz adet kesisim noktasi olsun. P, Q € R[x][y] polinomlarinin
bileskesini R[x]’in bir eleman: olarak inceleyelim. Bu bileske,
basnoktanin bir komsulugunda sonsuz adet xy noktasinda
sifirdir; bu ytizden tamamen sifirdir. Dolayisiyla R[x,y]’de P ve
Q ortak bir carpana sahip olmali. P indirgenemez oldugundan
demek ki P, Q'yu bolmeliymis. o

Paul Joseph'in fikrini izleyerek ikinci lemmay1 kanitlayalim.
F(x,y) = Y, ayx'y/
L)

olsun. F'nin derecesine d diyelim (tanim geregi, a;; # 0 olmak
tizere i + j’lerin en biiytigii). F indirgenemez oldugundan (x’in bir
sabit kat1 olmadikga) x’e boliinemez; demek ki katsayilardan biri,
agj, 0 degildir. Bir r sabitleyerek

i # jigin F; # F; ise, yani

Fj = cF; esitligini saglayacak
sabit bir ¢ yoksa F;, F;
polinomlari iliskisizdir.

COURS

CALCCL DIFFERENTIEL
ET INTEGRAL,

Tww - SERRET,

MEMZ 3 CISSINTT 30 0T DOARMT DR LumgITunsL

TROIFIEME EDLTON,

TONE PRENIER.

CALLUL DIFFEAEKTIEL.

F(x,y) = x iken lemmanin
asikar oldugunu goriin.
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R . 2
e 0 Ve
ifadeleri r yarigapl bir ¢gemberin ((0, -r) noktas: harig) ¢ ile bir
parametrelemesidir. Bunu F(x, y)’de yerine koyup sonucu (1 + t%)%
ile carparak t'nin su polinomu elde edilir:

P2, (1) = i (2) (1= 2) (1+2)7
i

Bunun en yiiksek monomu olan
j i\ 12d
(O (=D agr)#,
]

kiigtik r # 0 igin tabii ki sifir degildir. Dolayisiyla Paul Joseph
hakli imis: ¢4 ,(t) nin derecesi gergekten 2d.

Kaniti tamamlamak icin, kiiciik 7 # 0 igin ¢4 ,(t) = 0'1n kokleri-
nin basit oldugunu gostermeliyiz; bu da cift sayida kok olmasini
gerektirecek. t( bir cift kokse ¢y, ,(t) polinomu ve tiirevi birlikte
sifir olur. Geometrik olarak bu, o noktada ¢emberin tegetinin
F(x,y) = 0 egrisine de teget olmasi demektir. Baska deyisle dis-
lamak istedigimiz ¢ift kokler, F(x,y) = 0 ile yoF/dx — xdF/dy = 0
egrisinin kesisim noktalaridir. F'nin indirgenemez oldugunu
kabul etmistik. Birinci lemma, ya bu egrilerin sonlu noktada
kesistiklerini ya da ydF/0x — xdF /oy'nin F’yi bolecegini soyliiyor.
Derecelere bakarsak bu son durum ancak yoF /0x — xdF /dy, F'nin
bir sabit katriyken meydana geliyor; bu da F'nin ¢gemberlerde
sabit olmas1 demek. Dolayisiyla F, x* + y*'nin bir polinomudur
ve bagnoktada sifir oldugundan x? + y*’ye béliiniir. Bu yiizden
x? + y*'nin sabit bir katidir. Oyleyse sifir kiimesi yalnizca bagnok-
tadir. o

Gauss’un iddiasinin kanit1 esasen bitmis oldu. Sifir olmayan
her bir kiiciik 7 icin x% + y2 =12 cemberine F'nin kisitlanmas, cift
sayida ve basit sifirlar verir. Ortiik fonksiyon teoremini bu gayet
temel durumda kullanarak, bu sifirlarin basnoktaya yakimsayan,
ayrik cift sayida egri tarumladig1 sonucuna varabiliriz. Bu egri-
lerin limit yonleri konusunda bir sey soylemedik: basnoktaya
yakinsarken teget yonlerinin yakinsamasi a priori zorunlu degil.
o

Carl Friedrich Gauss ve Paul Joseph Serret haklilarmus.

THEORIE

ROIMELTE

GEOMETRIOUE ET MECANIQUE -

LIGNES & DOUBLE COURBURE,

Pup Puou SERRET,

FECTRM £ tTAIL, KRR KL L ST L A

Bir cebirsel egrinin her
dalinin mutlaka bir tegete
sahip oldugunu ileride
gorecegiz.
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J. Lamouroux'nun 1821 tarihli bir kitabindan Oculina Hirtella’y1 betimleyen bir resim. Bu kitap, bes yil
boyunca Darwin’in de yuvasi olmus HMS Beagle gemisinin kiitiiphanesinde de vardi. Ramis sparsis
divergentibus! (Iraksak dallarin yayilmasi...) ©



Iraksak serilere dair: Euler, Cauchy ve Poincaré

Euler’in seriebus divergentibus

NEWTON SONSUZ SERILERI KULLANMA MECRASINI F(x,y) =0 Cikmaz sokak. Bu bolim
SEKLINDE DENKLEMLERLE SINIRLI TUTMAMISTI. Diferansiyel kitabin diger taraflarindan
tamamen bagimsizdir. ©

denklemleri ¢ozmek icin de onlar1 sistemli bir bicimde kullanmist.
Yaklasimi esasen uygulamaya doniiktii. Formel seri olarak bir
¢dziim ariyor ve bir “kesinlik” elde etmek i¢in serinin giderek
daha sonraki terimlerini tiimevarimsal olarak hesapliyordu.
Yakinsaklik kavrami anlamanin heniiz diizenli bir yolu yoktu.
Yine de Newton'un kurcaladig tiim seriler aslinda yakinsakt1.

Daha sonra serilerin btiyiik ustasi Euler olacakti. Glintimiiz

matematikgileri arasinda genel kani, Euler’in serilerle ugrasirken
dikkatsiz oldugu ve “hi¢bir anlam ifade etmeyen” serilerle
ugragmig oldugudur. S6zgelimi, kendisinin>® Leonhard Euler (1707-1783) ©

1
1-2843° 4345 6% +0s...=——

8 % L. Euler. Remarques sur
un beau rapport entre les

o e o . séries des puissances tant
basinda yakinsak serilerin tanimi 6gretilmis bir lisans 6grencisi directes que réciproques.

i¢in korkungtur. Hig de degil! Euler ne yaptigim biliyordu. Irak- Mémoires de I'académie des
sciences de Berlin, 17:83-106,
1768. Ingilizce geviriler
Oneriyor ve bunlar birbirileriyle karsilastirmaya ¢alisiyordu. ve yorumlar igin Euler
Arsivlerine bakiniz.

formiilii, bu tiir dehset ifadelerden kagan, kendisine daha yolun

sak bile olsa bir seriye bir toplam atfetmek icin cesitli usuller

Serileri alisilmis genel serilerden degildir: serileri, -burada tarih-
sel siray1 biraz degistirerek— bir tiir algoritmayla ortiik bigcimde
tanumlanmisglardir. Iraksak serilerin, aslinda serilerin dogasina
icten baglantili “bir seyi” temsil ettiklerine kanidir. Her mate-
matikgiye tavsiye edecegim ve saf bir miicevher olan De seriebus


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Euler.html
https://math.dartmouth.edu/~euler/pages/E352.html
https://math.dartmouth.edu/~euler/pages/E352.html
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divergentibus>7 adli makalesini mutlaka okuyun.

Euler’in 6érneklerinden biri epey meshur:
S=1-11+21-31+4!-5!+....

Onerdigi bes farkli toplama yéntemiyle elde ettigi degerler, S'nin
0,5963473621237’ye yakin olduguna isaret ediyor. En ikna edici
yontemlerden biri,

Flx) =x-11% +21% .
formel serisinin
2y +y=x
dogrusal diferansiyel denklemin ¢oziimii oldugu gozlemini

kullaniyor. Bu gayet temel diferansiyel denklem icin x = 0'da 0
olan su agik ¢6ziim bulunabilir:

e =exp() [ exp(-4)dr

f(x) formel serisinin degerini f(x)’in temsil ettigini bir bicimde
neden soyleyemeyelim. Euler’in buldugu 0,596347362123 sayis1,
f(1)'in degeridir.

Bilgisayariniza basitce

N[Exp[1] = Integrate[ Exp[-1/t]/t,,0,1],100]

yazarsaniz, Euler’in sayisal sonucuna tam uymasa da, hemen

57 L. Euler. De seriebus
divergentibus. Nowvi Com-
mentarii academiae scientiarum
Petropolitanae, 5:205-237,
1760. Ingilizce geviriler ve yo-
rumlar i¢in Euler Arsivlerine
bakiniz.

Dikkat! Geng okuruma her
raksak serinin iyi taniml bir
toplam1 oldugu yanlis hissini
vermeyi kesinlikle istemem.
Evet, bazi iraksak seriler,
farkli yontemler kullanarak
gercekten de toplanabilir
hale getirilirler ve farkl:
toplamlar verirler. Kolay bir
ornek olarak 1-1+1-1+--
toplaminu diistintin.

0,5963473623231940743410784993692793760741778601525487815734849104823272191148744174

elde edersiniz.

Daha sonra 1raksak serilerin gozden diisiiriildiigii donem
baslad:.

Yeni usta, yakinsaklik kavramini agik¢a tanimlayan ve sikca
ad1 matematiksel kesinlikle anilan Augustin Cauchy idi. Bu
tamamen yanlis degil ama hi¢ kuskusuz biraz abartili bir ba-
sitlestirme. Bir yandan kesinlik Cauchy’den 6nce de varda, 6te
yandan Cauchy iraksak serileri tiimden reddetmemisti>®. Maale-
sef bugtin bile halen bir¢ok 6grenci iraksak serilerin seytandan
geldigine inanmis durumdadar...

1821’de Cours d’analyse eserinin 6nsoziinde Cauchy, iraksak
serileri terk etmek zorunda birakildigimi yazms!

5 A. Cauchy. Sur un
emploi légitime des séries
divergentes. Comptes
Rendus Académie des Sciences,
XVII:18-25, 1843.


https://math.dartmouth.edu/~euler/pages/E247.html
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k90188b/f24
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k90188b/f24
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k90188b/f24
https://archive.org/details/coursdanalysedel00cauc
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Hazmetmesi belki de gii¢ goriinecek bazi énermeleri kabullen-
mek zorunda kaldim. S6zgelimi, iraksak serilerin toplaminin
olmamasini...

1826’da tinlii bir mektubunda Abel Holmboe'ya soyle yazmus:

Iraksak seriler genel olarak oliimciil seylerdir; bir kanut1 onlara
dayandirmak ytiz karasidir.

Poincaré

Yeni biiyiik usta Poincaré’ydi; iraksak serilerin yalnizca yararh
oldugunu degil gok mekaniginden gelen dogal sorularmn ¢6ziimii
i¢in gerekli oldugunu da agik¢a anlamisti. Biiytileyici ve giinii-
miiz arastirma ¢alismalariyla baglantili olsalar da bu dinamik
sistem yoniinii tanitmamak icin kendimi tutacagim.

Méthodes nouvelles de mécanique céleste eserinin ikinci cildinden
bir alint1 yapayim.

Yakinsama sozctigiintin anlamiyla ilgili olarak geometriciler ile
gokbilimciler arasinda bir gesit yanlis anlama mevcut. Geometri-
ciler mutlak kesinlikle ilgilenir ve agik¢a yapmaya yeltenmeden
olas1 oldugunu diistindiikleri i¢cinden ¢ikilmaz hesaplarin uzun-
lugundan rahatsiz olmazlar. Bu ytiizden, ilk terimleri ¢ok yavas
azalsa da toplamui belirli bir limite yaklasiyorsa bu seriye yakinsak
derler. Oysa gokbilimciler bir serinin diyelim ki ilk 20 terimi ¢ok
hizla azaliyorsa, diger terimler sonsuza dek artsa bile, bu serinin
yakinsadigini soyleme aliskanligindadirlar. Nitekim basit bir 6rnek
olarak genel terimi

1000" ve n!

n! 1000™

olan iki seri alalim. Geometriciler ilk serinin yakinsadigini, hatta
hizla yakinsadigin [...]; ikinci serinin de iraksak oldugunu soy-
leyeceklerdir [...] Tam tersine, gokbilimciler ilk seriyi iraksak
goreceklerdir [...], ikinci seriyi de yakinsak. Her iki kural da mes-
rudur: ilki teorik aragtirmalarda, ikincisi sayisal uygulamalarda.

Il y a entre les géometres et les astronomes une sorte de ma-
lentendu au sujet de la signification du mot convergence. Les
géometres, préoccupés de la parfaite rigueur et souvent trop indif-
férents a la longueur de calculs inextricables dont ils congoivent
la possibilité, sans songer a les entreprendre effectivement, disent
qu’'une série est convergente quand la somme des termes tend

“]'ai été forcé d’admettre
diverses propositions qui
paraitront peut-étre un peu
dures. Par exemple qu’une série
divergente n’a pas de somme...”

“Les séries divergentes sont

en général quelque chose de
bien fatal et c’est une honte
qu’on ose y fonder aucune
démonstration.” Abel’in toplu
eserlerinin 2. cildi.

B“'@}-‘iﬁ'——'—"—-——- )

$.CHOCOLAT GUERIN-BOUTRON

Henri Poincaré (1854-1912).
Acaba ka¢ matematikgi,
daha yasarken ¢ikolatalara
fotografi basilacak kadar
tinltiydii?
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vers une limite déterminée, quand méme les premiers termes
diminueraient trés lentement. Les astronomes, au contraire, ont
coutume de dire qu'une série converge quand les vingt premiers
termes, par exemple, diminuent trés rapidement, quand méme
les termes suivants devraient croitre indéfiniment. Ainsi, pour
prendre un exemple simple, considérons les deux séries qui ont
pour terme général 102?" et %. Les géometres diront que la
premiére série converge, et méme qu’elle converge rapidement,

[...] mais ils regarderont la seconde comme divergente [...]. Les
astronomes, au contraire, regarderont la premiére série comme
divergente, [...] et la seconde comme convergente [...] Les deux
régles sont légitimes: la premiere, dans les recherches théoriques ;
la seconde, dans les applications numériques.

Poincaré’nin 6rnegi miitkemmel: n =1, ..., 20 icin sirayla x = 100
1000"

n!

ve .01'de ﬁ’onx” ile x" ifadelerinin degerlerini karsilastirin.

Eyer-cukur ve Euler denklemi

Adi diferansiyel denklemleri anlamak i¢in, katsayilar: polinom

olanlar i¢in bile, iraksak serilerle ugrasmak zorundayiz. Bagka se-

¢enegimizin olmadigimni gostermek icin basit bir 6rnege bakalim.
Su basit sistemi diistinelim:

Z—f:xz ; %:—y+x.
x > 0 iken eyer, x < 0 iken ¢ukur davranisina sahip oldugu i¢in
bu sisteme eyer-cukur deniyor Epey yoz bir durum gibi goriinse
de 1 ekboyutta meydana geldigine dikkat edin; bagsnoktada vektor
alaninin dogrusal kisminin bir tane sifir 6zdegeri var. Dolay1-
styla benzer eyer-cukurlar (ya da eyer-tepeler) diizlemde bir
parametreli genel vektor alani ailelerinde goriilmeli.

Yandaki resim bu vektor alaninin faz portresi. Basnoktadan
gegen, pirtiizsiiz, vektor alani altinda degismez (ve y ekseninden
farkli) bir egriyi agik¢a goriiyoruz. Bu kiimeye merkezi manifold
denir.

Bu egriyi bir y(x)’in grafigi olarak gormek istersek hemen
xz% +y = x Euler denklemini elde ediyoruz. Boylece merkezi
manifoldun denklemi,

v= ) =ep(}) [ exp(-

0% 5 =1,...,20 icin.

n!’

Eyer-¢ukurun faz portresi.
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olarak bir C* fonksiyonla verilir; bu fonksiyonun, f formel
raksak serisiyle nasil iligkili oldugunu anlamaliy1z.

Euler fonksiyonu, Stokes olgusu vs.

Hardy’nin sunumunu izliyorum>9.

Degisken degistirip t = x/(1 + xw) koyarak

X

1) = [ exp(-w)

1+ xw

yazalim. Buradan

f(x)

f0°° exp(-w) (x —Xw+ W -+ (_1)n—1xnwn—1) dw

+(_1)nxn+1 ‘/Ooo exp(—w)w dw

1+xw

x -1+ 213 — o+ (1) (n = 1)1x" + Ry, (%)

elde ediyoruz. R,’yi iistten siirlamak kolay. Eger x,w > 0 ise
1+ xw > 1 olur ve boylece

() = (x =102 +2027 — o4 (-1)" (- 1) 1) | < nlx™!

buluruz. Bagka deyisle f formel serisi, f C> fonksiyonuna asimptotiktir.
Aslinda dahasi da soylenebilir. Simdi x bir karmagik say1

olsun ama negatif gercek say1 olmasin. Bu durumda f’yi tanim-

layan formiil miikemmel bir anlam kazanuir, f fonksiyonu C \ R-

iizerinde holomorf bir fonksiyon olur. Ustelik diyelim ki bir 6 > 0

i¢in x dyle bir dilimde olsun ki agis1 [-77 + 6, T — ] araliginda

olsun. Bu dilimde |1 + xw]| alttan da simirlanabilir (w hala pozitif

bir gercek say1) ve x bu dilimdeyken

IF(x) = (x =11 + 2128 — oo (1) T (- 1) 1™)| < C(8)m! x|

esitsizligi elde edilir. Baska deyisle negatif x eksenini icermeyen
herhangi bir dilimde f formel serisi, f holomorf fonksiyonuna asimpto-
tiktir.

Halen fazlas1 sdylenebilir. Euler’in islemlerinin Hardy tarafin-

% G. H. Hardy. Divergent
series. Editions Jacques
Gabay, Sceaux, 1992. J. E.
Littlewood un 6nsozii ve L.
S. Bosanquet'nin bir notuyla,
(1963) edisyonunun tekrar
basimu.

Uyart: tehlikeli bir degisken
degisimi! ©

“Gengler teorem kanitla-

sin, yagllar kitap yazsin.”
(Hardy 1877-1947). ©

Her n icin f(x) - ¥}, axk =
o(x") ise Ty apx* serisi f(x)
fonksiyonuna asimptotik
denir, hatirlatalim.

Dobisko.


https://archive.org/details/DivergentSeries
https://archive.org/details/DivergentSeries
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Hardy.html
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dan sunumuna devam edelim.
1
1y [rexp(-1) _ 1y [ exp(-u)
exp(x)f0 ; dt = exp(x)/% ” du

—exp(3)li(exp(-1)).

f(x)

Burada Ii, 0 < v < 1 igin

. v dt o exp(-u)
liy= [ [T eRt)
iv) 0 logt /l;)g% U "

olarak tanimlanan integral logaritmasidir. Devamla

-lilexp(-y)) = [y“’exp(—u)du

u
/“exp(—u) du—fl 1-exp(-u) i
1 u 0 u
_/ydl+/y 1-exp(-u) i
1 u 0 u

~yfe-logy+y - gy + 1 -

buluruz. Burada 7’ya ...tabii ki Euler sabiti denir. Sonug olarak
F(x) = exp(2) log x + S(2)
- P08 X
bulmus olduk; burada
- e 2o Lo )
S(y) = eXPW)(V Yt gy )

S(y)'nin bir tam fonksiyon, yani tiim karmasik diizlemde holo-
morf ve diizgiin yakinsak oldugunu da belirtelim.

Boylece C ~ {0}'1n evrensel Ortiisii tizerine f'nin bir holomorf

genislemesi de elde edilir. Bagnokta ¢evresinde bir kez dondigii-

miizde fonksiyon 2i7r exp( % ) artar.

x> liginde li(x) = f;' %g’t
has olmayan bir integral

olarak tanimlanabilir:

1-¢ x dat

lim ( f + [ ) —

e-0\Jo 1+e/ logt
Bu integral sayilar kura-
minda tinliidiir; x sonsuza
giderken x’ten kiiciik asal
sayilarin sayisi olan 7r(x)
degerine gayet kesin bir
tahmin verir. Tam olarak, her
N >1igin

72(x) ~1i(x)| = 0 ((long)N)

Bu boliim 1raksak serilere
iliskin olduguna gore su

raksak asimptotik agilimi
da anmak yerinde olacak:

. 0o 1
i) = (zk=0 a’z;i)k)
Bunu kismi integralleme
yardimiyla kendiniz kanitla-
yabilirsiniz.
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Bitirmeden f'nin 6zelliklerini toparlayalim.

o Tiim diizlemde tanimli ¢okdegerli holomorf bir fonksiyondur; daha
kusursuz bir deyisle, logaritmanin Riemann yiizeyi iizerinde holo-
morf bir fonksiyondur.

e Agist < 27t olan bir dilimde, f fonksiyonu f(x) = x - 11x% + 2123 — ...
formel serisine asimptotiktir.

* Dolanim, yani x basnokta cevresinde dondiigiinde f(x) degerindeki
degisim, 27 exp(%) olur; bu da agisi < 27t olan her dilimde diizdiir.
Bunu demekle su kastediliyor: f'nin bir dilimde hangi tek degerli

~

temsilcisini belirlersek belirleyelim asimptotik genislemesi f'dir.

f formel serisinin 1raksakligi, f fonksiyonunun “diiz bir
fonksiyon kadar degisebilmek iizere ¢cokdegerli” olma &zelligine
karsilik gelir. Gergek alemdeki bir olgunun karmasik alemde
baska bir olguyla agiklanmasi ilk degil. Buna Stokes olgusu denir
(1857’de Martin 19'unda 6gleden sonra 3’te kesfedilmistir).

Euler’in 6rnegi sadece bir drnek elbette. Burda kayda deger
olan, érnegin anlami ve giizel bir kuramin gelistirilmis olmasi.
Analitik, hatta cebirsel diferansiyel denklemlerin iraksak seri
¢oziimleri olabilir; yine de bunlarin toplamlarina, cokdegerli
holomorf fonksiyonlar cinsinden gayet iyi tanimh anlamlar
verilebilir.

Bu tarafa gitmekten kendimi alikoyuyorum yoksa gezintimiz
planladigim yere dogru gitmeyecek. Gezintilerde bile soyle ya da
boyle bir rotaya yelken agmak iyidir.

Bu kuramin tarihsel gelisiminin biiytileyici bir anlatim1 igin
sunu® hararetle oneririm. Daha diizenli ve anlagilabilir diizeyde
bir anlatim icin su ders notlari®® yararli olacaktir.

Leonhard Euler’in 300. dogumgitinii serefine yaymlanmis su
makale®?, iraksak serilerin modern bir sunumudur.

“Logaritmanin Riemann
ylizeyi tizerinde holomorf
bir fonksiyon”, ¢ karmasik
diizlemde taniml1 holomorf
bir fonksiyon olmak tizere
¢(logz)’yi tarif etmenin eski
moda bir yoludur. log z'nin
degeri “2irt’ler kadar degi-
sebileceginden” bu ¢(logz)
ifadesi cokdegerlidir.

%7J.-P. Ramis. Poincaré et
les développements asymp-
totiques (premiere partie).
Gaz. Math., 133:33-72, 2012.;
and J.-P. Ramis. Les déve-
loppements asymptotiques
apres Poincaré: continuité
et divergences. Gaz. Math.,
134:17-36, 2012.

6t M. Loday-Richaud. Diver-
gent series and differential
equations. Bir kitap bo-
limi. Teslim edilmis. 2014,
hal-o1011050.

62V. S. Varadarajan. Euler
and his work on infinite
series. Bull. Amer. Math. Soc.

(N.S.), 44(4):515-539, 2007.


http://smf4.emath.fr/Publications/Gazette/2012/133/smf_gazette_133_33-72.pdf
http://smf4.emath.fr/Publications/Gazette/2012/133/smf_gazette_133_33-72.pdf
http://smf4.emath.fr/Publications/Gazette/2012/133/smf_gazette_133_33-72.pdf
http://smf4.emath.fr/Publications/Gazette/2012/134/smf_gazette_134_17-36.pdf
http://smf4.emath.fr/Publications/Gazette/2012/134/smf_gazette_134_17-36.pdf
http://smf4.emath.fr/Publications/Gazette/2012/134/smf_gazette_134_17-36.pdf
http://smf4.emath.fr/Publications/Gazette/2012/134/smf_gazette_134_17-36.pdf
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01011050
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01011050
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01011050
http://www.ams.org/journals/bull/2007-44-04/S0273-0979-07-01175-5/S0273-0979-07-01175-5.pdf
http://www.ams.org/journals/bull/2007-44-04/S0273-0979-07-01175-5/S0273-0979-07-01175-5.pdf
http://www.ams.org/journals/bull/2007-44-04/S0273-0979-07-01175-5/S0273-0979-07-01175-5.pdf
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Augustin Cauchy.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Cauchy.html

Yakinsaklik

Cauchynin limitler hesabi

SiMDi PUISEUX TEOREMINI ISPAT EDECEGiM. Bu teorem kar-
masik diizlemdeki bir cebirsel egrinin, tekil bir nokta civarinda,
yakinsak kuvvet serileri cinsinden yerel bir parametrelenmesini
verir. Puiseux'niin kendi yaklasimir takip etmeyecegim. Onun
yerine, Cauchy tarafindan Calcul des limites ad1 altinda matema-
tige kazandirilmig bir yontemi kullanacagim. 3

Ortiik fonksiyon teoremi

Klasik ortiik fonksiyon teoremi'nin 4 la Cauchy bir ispatiyla
baslayalim. Bu, eski ders kitaplarindaki geleneksel ispatt1 ama
gliniimiizde ¢ogunlukla ihmal edilmis, yerini sabit nokta teorem-
lerine dayanan ¢ok daha kuvvetli yontemlere birakmugtir. Yine
de bu ispatin baz tisttinliikleri vardir: cok temel ve neredeyse
tamamiyla kombinatoriktir. Tarihsel bir yaklagimla ele alinisi i¢in
su kitabi® tavsiye ederim.

K, karakteristigi 0 olan bir cisim olsun ve iistiinde bir norm,
yani [1| = 1, |xy| = |x|ly| ve |x +y| < |x| +|y| sartlarin saglayan bir
x € K~ |x] € R; fonksiyonu verilsin. Ayrica |x| = 0'mn, ancak ve
ancak x = 0 ise dogru oldugunu ve || ile donatilmig K'nin tam
oldugunu, yani Cauchy dizilerinin yakinsak oldugunu, kabul
edecegiz.

Tabii ki aklimda C ve R var ama baska bir¢ok 6érnek de mev-
cut (bilhassa p-adik cisimler).

RESUME U'UN MEMOLRE

s

LA MECANIQUE CELESTE

LK MOLVEAL CALCHL APPELE CALCUL DBS LIMITES 3,

Lo & Pedtrnie de Taris, davs i sociee fo o ot it

 A. Cauchy.
CEuvres completes, volume 12.
Gauthier Villars, 1882.

Burada limite sozctigii limit
olarak degil, sznir olarak
anlasilmali. Giintimtuizde
“listten smirlama yontemi”
olarak ifade ediliyor.

%S, G. Krantz and H. R.
Parks. The implicit func-
tion theorem. Birkhiuser
Boston, Inc., Boston, MA,
2002. History, theory, and
applications.

Bir de, normun, sifirdan
farkli her x igin |x| = 1
esitligini veren en basit
normdan farkli oldugunu
kabul ediyorum.


https://archive.org/stream/oeuvresdaugusti212caucrich#page/n59/mode/2up
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Simdi uygun C ve r > 0 sayilariyla
|ug| < Cr
esitsizligini saglayan, K'nin u; elemanlar1 i¢in

Fx) = Y wext
k>0
bigiminde serilerin halkasin1 K{x}'le gosterelim. K tam oldugun-
dan bu, 0'm uygun bir komsulugunda mutlak yakinsak olan
serilere (C ve R igin analitik fonksiyonlarin tohumlarina) tekabiil
eder. Kolaylik olmasi i¢in, K{x}'in elemanlar1 yakinsak serilerdir
diyecegiz.
Benzer gekilde, a;;ler K’de olmak tizere
F(x,y) = ¥ ajx'y/
i,j>0
yakinsak serilerinin halkasimi K{x,y} diye gosterecegiz; yani
uygun C,r > 0 sayesinde tiim i ve j'ler igin a;;ler

|al-]-| <Cr't
sartin1 saglayacak.

Teorem (Ortiik fonksiyon teoremi). F e K{x,y} serisi, F(0,0) = 0 ve
0F[dy(0,0) # 0 sartlarini saglasin. O zaman f(0) = 0 ve F(x, f(x)) =
0 olacak sekilde bir f(x) € K{x} yaknsak serisi vardir. K*'de (0,0)
civarinda F(x,y) = 0 denkleminin biitiin (x,y) ¢oziimleri tam tamina
(x, f(x)) ikilileridir.

Ispat soyle. Eger (agy = 0 olmak iizere) 2,720 aijxiyf formel

serisinde y yerine Y. uxx* koyarsak, katsayilari u; lere ve
a;j’lere baglh olan bir ¥5q v;x! formel serisi elde ederiz. Nitekim

i k\j )
Yoapx' (Y wx™) =Y o
i k>1 I>1
de ilk terimleri hesap edip
U1 =4dq0 t a1t
2

Up =dapp+ajiuq + aozul +dp1Un
U3 =4a3p +dyuq + auu% + a03u% +daquy + 2a02u1u2 +dpg1Us

Olagan bir F(x,y) fonksiyo-
nunun egyiikselti egrileri.

i —

U4 = g0 + Az U7 + a13u‘i’ + a04u‘f + ap Uy + 2a1pUqly + 3110314%142 + aozu% +aq1Uz + 2apU1Us + agi Uy



buluruz. Bu karisik goziikse bile, tiimevarimla v;'nin

01 = Gy ((@if)injets (i )kei-1) + do114y

seklinde yazilabildigini derhal ispat edebiliriz; burada , G; katsa-
yilar1 pozitif tamsay1 olan ve iginde i +j < [ igin a;;'leri ve k <1 -1
i¢in uy'leri barindiran bir polinom.

Problemimiz, yakinsak F serisi verildiginde, F(x, f(x)) = 0
olacak sekilde tek bir yakinsak f(x)’in var oldugunu gostermektir.
Baska bir deyigle, a;j’lerin |a;| < Cr'*/ esitsizligini sagladiklarim
biliyoruz ve bilinmeyenleri u;ler olan v; = 0 denklemlerinin
yakinsak tek ¢oziimiiniin oldugunu gostermek istiyoruz.

Hipotezimize gore ag; # 0 dir, bdylece F’'yi —1/ag; ile carparak
ag1 = -1 kabul edebiliriz. Aym sekilde, x ve y’yi birer sabitle
carparak C = 1 ve r = 1 kabul edebiliriz. Baska tiirlii sOylersek,
her 7, j > 0 igin [a;j < 1 oldugunu kabul ediyoruz.

Gy'ler yalnizca k <1 -1 sartini saglayan uy’lere (ve a;;’lere) bagh
oldugu igin, 6nceki formiil 6zyinelemeli olarak (a;;’lere bagh
olan) tek bir u; serisi tanimlar:

Ui =4ajo
2 2
Up =dpp +ayiuy +appuy = azp +4ai1daio +ap2dq

up = Gy ((ai)ixjer, (U kei—1) -

Hedefimiz bu ¥}, u;x! serisinin yakinsak oldugunu gostermektir.
Simdi Cauchy’nin basit ve giizel fikri geliyor. (ayrintilar icin
bakiniz®3). Teoremin dogrulugunu yalniz bir 6zel rnekte kontrol

edecek ve genel halin bundan ¢iktigini gosterecegiz.
Ornegimiz olarak, dp; = -1 ve diger tiim a;i’lerin 1 oldugu Fyi
secelim:

3

F(X,y)=—y+x+xz+xy+y2+x +x2y+xy2+y3+..._

Bu F segimine tekabiil eden seri #; olsun, yani #; asagidaki
sekilde tanimlansin:

u; =Gy ((1), (Ui )k<i-1)

F(x,y) = 0 denklemini ¢ozmek kolay ciinkii

(k=1,2,...).

1
oy ¥
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Aligtirma: Bu ispat1 dikkatle
okuyun ve ortiik fonksiyon
teoreminin en keskin halini
bulun. {|x| < «a; |y| < B} cift
dairesinde F'nin yakinsak
oldugunu ve |F(x,y)| < M
esitsizligini sagladigin
kabul edelim. Yaricap1 p olan
acik dairede f'nin yakinsak
olmasini saglayacak en
yiiksek p(a, B, M, |ag1]) > 0
degeri nedir?

6 U. Bottazzini and J. Gray.
Hidden harmony—geometric
fantasies. Sources and
Studies in the History of
Mathematics and Physical
Sciences. Springer, New
York, 2013. The rise of
complex function theory.

G;'nin a¢1i (1’e esit olmayan
biricik a;;"yi) icermedigine
dikkat edin.
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esitligi y = % (1 £/ 1119;‘ ) esitligine denk. Biz 0 civarinda - isareti
se¢mek zorundayiz. Boylece
1 1-9
f) =4 (1-VEF)
= WX+ UpXP H
= x+3x% +13x% + 71x* + 441x° + 295520 + -

y

analitik ¢oziimiini elde ederiz. 0'in bir komsulugunda f analitik
oldugu icin, 7 katsayilari (o < 9 olmak iizere) 7y < co* tipinde bir
esitsizligi saglarlar.

Simdi |a;j| < 1 kogulunu varsaydigimiz genel F haline gecelim.
Gy'ler pozitif tamsay: katsayil: polinomlar oldugundan tiimeva-
rimla |u)| < u; esitsizligi soyle elde edilir:

G1 (@) iz jetr, (ke ) |

‘“l+1|

< G (1), (JukDr<n) |
< G (1), (e i<t) |
< Upy.

Ozellikle |uy| < co*’dir ve f(x) = ¥ upx* serisi yakinsaktir. Te-
oremin ispat1 neredeyse bitti. Yakinsak bir y = f(x) ¢oztimuni
bulduk, simdi F(x,y) = 0'in bagnokta civarinda biitiin ¢6ztimleri-
nin (x, f(x)) seklinde oldugunu gostermemiz gerek.

K{x,y} halkasinda bir F(x,y) elemaninin y’ye boliinebilmesi
icin gerek ve yeter sart, F(x,0)'in 6zdes olarak sifir olmasidir; bu
actk. (x,y) = (x,y - f(x)) dontsimii, K{x,y}nin bir otomorfisine
yol acar ve bu otomorfi y'yi (v - f(x))’e gonderir. F(x,y) = 0'in
bir ¢oztimiintin y = f(x) oldugunu biliyoruz; énceki ctimle
K{x,y} icinde F'nin y - f(x)’e boliinebildigini gosterir. Bolim,
(0,0)’da sifir degildir ¢tinkii

F(x,y) =-y+ajpx+- ve f(x)=aypx+-

seklindedir. Dolayisiyla U € K{x,y} ve U(0,0) # 0 olmak tizere
F(x,y) = U(x,y)(y - f(x))'tir. Boylece (0,0) civarinda F(x,y) =0
denklemi gercekten y = f(x)’e denktir. Ortiik fonksiyon teoremi
ispatlanmustir. o]

Hille'nin kitab1® calcul des limites'i iyi anlatiyor; tavsiye ede-
rim.

K = Ciken, yani F,

(0,0) € C? noktasinin

bir komsulugunda holomorf
bir fonksiyon iken, Cauchy
ortiik fonksiyon igin bir
integral formiilii verir:

JoF

B
f(x)_Zin c F(x,y)

Burada C, basnokta cevre-
sinde kiigiik bir gemberdir.
Ispatlaym!

E. Hille. Ordinary differential
equations in the complex
domain. Dover Publications,
Inc., Mineola, NY, 1997. 1976
orijinalinin tekrar basimu.



Puiseux teoremi

K, karakteristigi 0 olan cebirsel kapali bir cisim ve F de K[[x,y]|'de
sifir olmayan bir formel seriyken, F(x,y) = 0 Ortiik denklemini
¢ozmiis oldugumuzu hatirlayin.

K[[x, y]I'nin sifirdan farkli herhangi bir F(x,y) elemaninin
(Newton ve Cramer’in yardimiyla)

F(x,y) = A(x, )X (y = f1(x) (Y~ f2(x))(y = fu(x))

carpimi olarak ayristigini gostermistik; burada A(0,0) # 0’dir ve
n adet f;(x) ¢oztimii K[[x*]"da formel Puiseux serileridir.

Simdi hedefimiz, F yakinsakken f;(x)’lerin de yakinsak oldu-
gunu gostermektir.

K’nin bir tam normla donatilmig cebirsel kapali bir cisim oldugunu
kabul edecegiz.

K[[x*]’daki her f(x) elemani, uygun bir N icin K[[x!/N]]
halkasinda bulundugu yani x'/N degiskenli bir seri oldugu icin,
yakinsak Puiseux serilerinin tanimlanmasinda zorluk ¢tkmaz.

Bir ve iki degiskenli yakinsak Puiseux serileri halkalarini
K{x*} ve K{x*,y*} diye gosterelim.

Her ne kadar K{x*}'daki seriler yakinsalar da, tedbirli olmali-
yiz: onlar 0 civarinda tanimlanmis fonksiyonlar degillerdir. Onlar
x degiskeninin bire ¢ok fonksiyonlaridir.

Teorem (“Puiseux teoremi”). K{x,y} nin sifirdan farkli herhangi
bir F elemani, A(0,0) # 0 ve n ¢oziim f;(x)’ler yakinsak Puiseux
serileri olmak iizere

F=A(x,y)x" (y = L)) - f2(2))(y = fu(x))
seklinde ayrigir.

Ispat az bir karigikmus gibi goziikebilir ama okur bu teoremin,
ortiik fonksiyon teoreminin hafif bir genellestirilmesi oldugunu
hatirdan ¢ikarmamalidir.

Asagidaki olgular1 hatirlayalim.

1. Bir formel y = f(x) Puiseux serisi F(x,y) = 0'm kokiiyse, her
adimda Newton ¢okgeninin bir destek ¢izgisini secen Newton
algoritmasi kullanilarak elde edilir.
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Victor Puiseux (1820 — 1883).

©

p-adic sayilar cisminin cebir-
sel kapanisinin tamamlanisi
buna iyi bir 6rnek olur.

Umit ederim ki okurum, iki
degiskenli yakinsak Puiseux
serileri halkasinin tanimini
tahmin etmistir: (x,y)'nin
yakinsak kuvvet serilerini
goz oniine alip, m > 1 igin
formel olarak x ve y yerine

XM e ylU™ yazinz.

Dort Puiseux dall tekil bir
nokta.
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2. Algoritmanin her adiminda, baz1 pozitif ay, B tamsayila-
riyla x = xZ’jrl ve Yy = ukxfk (1+yg4q) tanimlarimi yapar,
(7¢ pozitif bir tamsay1 olmak tizere) Fy(x, i) nin yerine
Fri1 (Xps1, Yia1) = x]:ry{‘Fk(xk,yk) koyariz. Dolayisiyla f(x) serisi
yr(xg) (k > 1) serileri tarafindan tanimlanabilir. A¢iktir ki bu
f(x)'in veya yi(x;) lerden herhangi birinin yakinsakligini
ispat etmeye denktir.

3. Belli sayida adimdan sonra, Fy(xy, yx ) lerin kathiliklar: (yani
F(0,yx) lerin degerlenmeleri) artik k’ye bagh kalmaz, belli bir
“nihai kathliga”, bir kat > 1 tamsayisina esit olurlar (Cramer’s
theorem).

4. F(x,y) = 0'my = f(x) kokiiyle ilisiklestirilmis bu nihai sabit
kat, ayn1 zamanda kokiin katliligidir, yani F'nin ayrismasinda
goziiken (y — f(x))’e esit carpanlarin sayisidir.

Artik Puiseux teoreminin ispatini tamamlayabiliriz.
F, K{x,y} de yakinsak bir seri olsun ve F'nin a priori formel
Puiseux serilerinin ¢arpimi olarak ayrilist

F= A, y)x"(y= L)) (y = fa(x))-(y = fu(x))

olsun. N'yi, fij(x)’lerin hepsi K [x/N ]’ye ait olacak sekilde sege-
lim ve ¥ = x1/N diyelim; boylece F ayn1 zamanda K{X,y}'nin de
eleman ve biitiin f;'ler K[x]'in elemanlar: olarak diistintilebilir-
ler.

Boylece F'nin K{x,y}’de oldugu ve her bir f;(x)'nin K[[x]'te
formel seri oldugu duruma diistiik; artik yapmamiz gereken,
fi’lerin yakinsak seriler olduklarini yani K{x}’e ait olduklarin
gostermektir.

Eger bir y = f(x) kokunun kat dedigimiz “nihai katlilig1”

1’e esitse, biliyoruz ki Newton algoritmasinda izlenen ve bizi
f(x) ¢oztimiine gotiiren yol, katlilig1 1 olan bir F(x, yi)'yi
de meydana getirir. Ortiik fonksiyon teorimi yakinsak Fye
uygulanarak f(x) ¢oztimiiniin de yakinsak oldugu gosterilir.

Eger bir polinomun katli kokii varsa, bu kok onun tiirevi-
nin de kokiidiir. Bizim baglamimizda bu sunu gosteriyor: eger
f(x) € K[[x] formel serisi F(x,y) = 0'm kat > 2 kath bir ¢bzii-
miiyse, o zaman ayni seri 0F/dy(x,y) = 0'in daha kiiciik kath
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bir ¢oztimiuidiir. Eger F(x,y) yakinsaksa, elbette y'ye gore kismi
tiirevleri de yakimsaktir. Basit bir tiimevarim ispati tamamlar. @

Sonuglar

Isin en biiyiik ve 6nemli kismini tamamladik. Simdi sira tatliya
geldi.

Her seyden once, formel seriler igin elde ettigimiz sonuglarin
aynisini, yine ayni ispatlarla elde ederiz.

K’nin cebirsel kapali bir cisim oldugunu, karakteristiginin 0 oldu-
gunu ve bir tam normla donatilmis oldugunu kabul etmeyi stiriidiirii-
yoruz.

Teorem (Weierstrass hazirlik teoremi). F(x,y), K{x,y} halkasinda
x’e boliinemeyen yakimsak bir seri olsun. O zaman F serisi, A, P €
K{x,y} ve

e A(0,0) #0, yani A tersi olan bir eleman,

* P(x,y), y'nin bir polinomu

olmak iizere A(x,y)P(x,y) carpimi seklinde yazilabilir. o]
Teorem. K{x,y} halkasi, tek carpanlama bolgesidir. o]

Puiseux teoreminin ¢ok kullanigh bir ifadesi, parametreleme
cinsinden verilir.

Teorem (Puiseux parametrelemesi). F(x,y), K{x,y} halkasinda
sifirdan farkli, yakinsak, bagnoktada sifir olan ve x’e boliinemeyen bir
seri olsun. O zaman oyle

1. m; > 1 tamsayilar,

2. 0’1 igeren ve (norm tarafindan tanimlanan topolojiye gore) agik olan
U; c K kiimeleri,

3. U, tizerinde yakinsak g; € K{x} serileri

vardir ki F(x,y) = 0 egrisiyle (0,0) e K> noktastmin kiigiik bir
komsulugunun arakesiti,

¢;te Uy (", gi(1)) € K2

107



108 BIR TEKiL MATEMATIK GEZINTisi

tasvirlerinin goriintiilerinin birlegimidir. Ustelik bu ¢; tasvirleri
birebirdirler ve goriintiileri yalnizca basnoktada kesigirler.

Oncelikle, F(x,y) = 0 denkleminin kokleri olan f1(x),..., fu(x) €
K{x*} serilerinin kiimesinin, Galois grubu altinda degismez ol-
dugunu fark edin. Her bir f;(x) igin, fj(x) € K{x!/™i} kosulunu
saglayan tamsayilarin en kiigtigii m; olsun. Bu durumda f;(x)’in
m; tane farkli Galois eslenigi vardir. Yeniden siralayarak, f;’in
my adet esleniginin f1(x),..., f, (x) oldugunu varsayabiliriz. Bu
fi(x) (i =1,...,mq) serilerinin higbirisi, aligtk oldugumuz an-
lamda x’in “fonksiyonu” degildir. Bununla beraber, x’in m; inci
kokii igin yapilacak bir segim, f;(x)’ler (i = 1,...,my) icin birer
6zel deger tanimlar. Eger x’in kokii degistirilirse, f;(x)’lerin
(i=1,...,mq) degerleri permiitasyona ugrar. Biraz farkli sdyler-
sek, Oyle bir yakinsak gq(t) € K{t} serisi vardir ki f1(x)’in bu m
adet degeri, {/x’in miimkiin olan m; adet se¢imi igin bulunacak
my adet g1({/x) degeridir. Biitiin bu noktalar 0'in civarinda

¢r:telw (H™M,g(t)) e K>

ile parametrelenmislerdir. Bu sekilde, Galois grubunun kokler
kiimesindeki her bir yoriingesi i¢in bir adet olmak {izere, teorem-
deki gibi sonlu sayida ¢; elde ederiz. Bu ¢;’lerin goriintiileri
F'nin (hep basnoktanin civarinda) sifirlar1 kiimesini orter.

Simdi ¢;’lerin birebir olduklarmi ve gortintiilerinin yalnizca
basnoktada kesistiklerini gostermek kaldi.

Analitik fonksiyonlarin sifirlar1 yalitilmig noktalardir. Asa-
g1daki lemma, genel bir K icin ayn1 seyin K{x}’te de dogru
oldugunu soyliiyor sadece. Ispatin1 alistirma olarak okura biraki-
yorum.

Lemma. h € K{x} yakinsak bir seri olsun. Eger 0'a yakinsayan ve
h(xy) = 0 sartini saglayan bir (xy )0 € K\ {0} dizisi varsa, o zaman
h =0"dur. o]

Simdi, sozgelimi ¢;’in 0'in civarinda birebir olmadigin farze-
delim. Bu, g1(w1t) = g1(¢)'nin ¢éztimlerinin 0'a y1g1lacag: sekilde
birimin m inci kokii olan bir w;’in var olmasim gerektirirdi.
Lemmaya gore g1(w1t) ve g1(t) 6zdes bicimde esit olurdu ve
bu da my’in, fi(x) € K{x'/™} sartim1 saglayan en kiiciik tamsay1
olmasiyla celisirdi.
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Aymi akil ytiriitme sunu da gosteriyor:
pretel s (E",81(H) eK? ; o:tellym (1", 8(t)) € K2

tasvirlerinin goriintiilerinin bog olmayan kesisime sahip olmalar:
(yani arakesitlerinin basnoktaya yigilmalar) i¢in gerek ve yeter
sart, my = my = m olmasi ve 6zdes olarak g»(t) = g1 (wt) esitligini
saglamak tizere birimin uygun bir m’inci kokii w’nin var olmasi-
dir. Bu halde, iki gortintti aslinda basnokta civarinda gakisiktirlar.
o

¢i’lerin goriintiilerine genellikle F(x,y) = 0 egrisinin dallar:
denir. Bir dalin boyle Puiseux-vari parametrelenmesi, Galois
grubunun etkisi hari¢ tutulmak {tizere, tek bir tanedir.

Ozellikle, bagnoktanin {F(x,y) = 0}’da bir komsulugu, K’de
bulunan ve tek bir noktada kesisen sonlu sayida yuvarin bir-
lesimine homeomorftur. Bir “yuvar”im R’de aralik, C’de daire,
p-adik sayilarda bir Cantor kiimesi olduguna dikkat edin.

Gergek sayilar

Simdiye kadar K cisminin cebirsel kapali oldugunu farzettik.
Simdi gergek sayilar durumunu inceleyecegiz, ne de olsa gezinti-
mizin basinda onlar var.

109

F(x,y) € R{x,y}, sifirdan farkli, yakinsak ve basnoktada sifir Kimi F(x,y) € R{x,y}ler

olan bir seri olsun. Onun {(x,y)|F(x,y) = 0} olarak verilen

i¢in sifirlar yerinin gercek
kismi1 bagnoktadan ibaret

sifirlar1 yeri, (0,0) civarinda C?%de karmasik bir egri olarak da, olabilir. En bariz &rnek
R%'de gercek bir egri olarak da goriilebilir. Burada bizi 6zellikle x? +y* = 0'dir. Karmagik
oo iml iloil .. sayilar tizerinde bu egri
gercek egrinin betimlemesi ilgilendiriyor. yalnizea (0,0)'da kesigen
Karmasik sayilar tizerinde, bu sifirlar yeri iki sanal daldan, y = ix ve
y = —ix’ten olusur. Tabii bizi
Pi:te u; — (tmi, gi(t)) € CZ sadece sifirlar yerinin gergek

kismu ilgilendirdiginden,

ile parametrelenmis birkag¢ dalin birlesimidir.

F(x,y)'nin katsayilar1 gercek oldugundan, C?’deki sifirlarin tadan ibaret olan biitiin

F'nin, sifirlar yeri (gercek
sayilar tizerinde) basnok-

yeri karmasik eslenik alma altinda kiime olarak degismez. Bas- indirgenemez carpanlarim

g0z ard1 ediveriyoruz.

nokta disinda dallar ayrik olduklarindan, basnoktadan farklh
gercek bir nokta, kendi eslenigiyle ¢akisan bir dal tizerinde bu-
lunmak zorundadir. ¢; altindaki goriintiiniin karmasik eslenigi,

Gitel; e (1",gi(F) e C?
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gonderiminin goriintiistidiir. Boylece, basnoktadan farklh bir
gercek nokta iceren dallar, w birimin m;'nci bir kokii olmak
lizere

8i(t) = gi(wt)
ifadesiyle verilir. Eger
gi(t) = Y axt,
k>1

yazilirsa, bu sart
ay = akwk

demek olur. w’'nin iki karekokiinden biri y olsun ve t = us
diyelim. O zaman
= Mg = xgMi

ve

gi(t) =3, apt* = > akyksk =y bys®

k>1 k>1 k>1
olur. Burada
B~ = o = = by
oldugu igin by katsayilar1 gercektir.

Bu bahsi 6zetleyelim.

Teorem. F(x,y) € R{x,y} sifirdan farkl, gercek katsayili, basnoktada
stfir olan, x’e boliinmeyen yakinsak bir seri olsun. (0,0) € R? civarinda
F’nin sifirlar1 yerinin, bagnoktadan ibaret olmadigini kabul edelim. O
zaman bu sifir yeri, g; gercek katsayili yakinsak bir seri olmak iizere

;i te(—ej,+e) > (™, gi(t)) e R

seklindedir. Bu ¢;’ler birebirdir ve goriintiileri yalnizca basnoktada
kesigir. o]

Bu ¢; egrilerinin, merkezleri basnokta olan kiigtik yaricaph
cemberleri capraz kestigi kolaylikla goriiliir. Zira teget olduklar:
noktalar,

d , _
ﬁ(fznl +87(1)) = 2mt" 1 4 2gi(1)gi (1)

esitliginin sifirlaridir; bunlar da yalitilmig noktalardir. Bu ifade-
nin 6zdes olarak 0 olamayacagina dikkat edin, aksi taktirde egri
bir cember olurdu.
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Gauss’un iddiasindan fazlasini ispat etmis bulunuyoruz.
Analitik bir egrinin, yerel olarak sonlu sayida dalin birlegimi
oldugunu ve bu dallarin su 6zelliklere sahip oldugunu ispat
ettik:

e Her bir dal, (—¢, +€) agik araligina homeomorftur; merkezi
basnokta olan kii¢iik gemberleri ¢caprazlama ve tam iki nok-
tada keser (biri ¢ > 0 igin, biri ¢ < 0 i¢gin).

o Iki farkh dal, yalnizca bagnoktada kesisirler.

* Bir dal boyunca ¢ sifira giderken y/x degeri R u {co }’da Bu yiizden bir cebirsel egri,
basnoktaya sonsuz spiral

bulunan bir limite gider. Yani her dalin, bagnoktada iyi taniml
olarak varamaz.

bir tegeti vardir.

Eger (0,0) noktasi, F(x,y) € R{x,y} serisinin sifirlar yerinde
yalitilmig ise her karmasik dalin karmasik eslenigiyle yalnizca
basnoktada kesistigine de dikkat edin. Bu durumda ikiser iki-
ser eslenik cift sayida dal olmasi gerekir ve F'nin katlilig: ¢ifttir.
Simdi, derecesi tek olan her gercek polinomun gergek bir kokii-
niin var olduguna benzer, basit bir sonug sunalim.

F(x,y), sifirdan farkli, gercek katsayili, yakinsak, basnoktada
0 olan, x’le boliinmeyen, katliig1 tek say1 olan bir seri olsun. O za-
man F(x,y) = 0 gercek egrisi bagnoktadan ibaret degildir. Kiiciik gercek

x degerleri igin, F(x,y) = 0'm en az bir gercek ¢oziimii vardur. 67 H. Poincaré. Les méthodes
. . . - A . nouvelles de la mécanique
Poincaré bu basit olguyu kudretli bir alete donu§tu'rmU§ ve chleste. Tome 1. Les Grands
¢ok sayida durumda kullanmistir. Boyle durumlara bir 6rnek, 3 Classiques Gauthier-Villars.
cisim probleminde periyodik yoriingelerin var olugunu ispatla- Librairie Scientifique et

Technique Albert Blanchard,
Paris, 1987. 1892 orijinalinin
tekrar basimu.

masidir (*7de 7o. sayfaya bakiniz). Bu onun siireklilik yontemidir.

Kirig diyagramlar

Analitik egrilerin tekil noktalar civarindaki yerel topolojisi,
bu kitabin geri kalaninda 6nemli olacak olan su tarumu akla
getiriyor.

Tamim. 1. Bir kiris diyagramz, bir cember tizerinde 21 noktadan
olusan ve sabit noktas1 olmayan, karesi birim olan bir gonde-
rimle donatilmis bir kiimedir. Bagka bir deyisle, ikiser ikiser
gruplandirilmis 2n adet noktadur.


https://archive.org/details/lesmthodesnouv001poin
https://archive.org/details/lesmthodesnouv001poin
https://archive.org/details/lesmthodesnouv001poin
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2. 1ki kiris diyagrami ele alinsin. Eger cemberin, y6nii koruyan,
karesi birim olan gonderimle degismeli olan ve ilk kirig di-
yagramirnu ikincisine gonderen bir homeomorfisi varsa, bu iki
kiris diyagramina egdeger diyecegiz. Baska bir ifadeyle, her
harfin tam iki kez goziiktiigii 2n harfli dongiisel bir kelime
g0z ontine aliyoruz. Cift noktalar: birlestiren kirisleri de ¢i-
zebiliriz. Baglama gore buna Gauss kelimesi veya esleme veya
ciftlesme dendigi de olur. Bir secim yapmam gerekti, ben de
“kiris diyagrami”ni segtim.

3. Bir analitik egrinin (tekil) bir noktasiyla ilisiklestirilmis kiris
diyagrami, o nokta merkezli kiiciik bir cemberle egriyi kesis-
tirerek ve ayn1 dala ait nokta ¢iftlerini baglayarak elde edilen
kiris diyagramidir. Boyle bir kiris diyagramina analitik denir.

Analitik kiris diyagramlarim ve gercek analitik egrilerin
topolojisini anlamak istiyoruz.

Sabirli olun! Oraya geliyoruz.

Kus gagalarimin bigimi hakkinda bir ihtilaf mi1 var?

Euler 1751°de cebirsel egrilerin bi¢imleri hakkinda ¢ok ilgi cekici
(Fransizca) bir makale yazdi. Giris kisminda soyle der:

Her ne kadar ¢ogu zaman aksini ileri stirsek de, geometri bile
ihtilaflardan ve bariz geliskilerden muaf degildir.

Euler’in ele almak istedigi tartisma, topuk noktalarm bigimi
hakkindaydi®®. Bay le Marquis de I’'Hopital ile Bay Gua de
Malves arasinda fikir ayrilig1 vardi. Euler yargichik yaparak
gortintirdeki geliskileri parlak bir sekilde ortadan kaldirdi.

Simdiye kadar, tekil noktalar civarinda dallarin yalnizca

topolojisini ele aldik. Geometrileri hakkinda ¢ok bir sey sdylemedik.

Yalnizca tekil noktada dallarin tegetlerinin var oldugunu dile
getirdik.

L’Hopital’in kitab1 Analyse des infiniment petits pour 'intelligence
des lignes courbes (Egri cizgilerin anlasilabilmesi i¢in sonsuz
kiigtikler analizi) baghgin tasir ve 1696’da basilmstir. Tiirevli
analiz konusunda ilk ders kitabidir. Iicinde, tekil dallarin dort
kategori altinda sinuflandirilisi yer alir.

Ug kirigli iki diyagram.

“Meéme la géométrie n’est pas
exemte [sic] de controverses, &
des contradictions apparentes,
quoi qu’on soutienne souvent le
contraire.”

Guntimiiz ihtilaflarina 6rnek
vermem gerekir mi?

L. Euler. Sur le point

de rebroussement de la
seconde espece de M.

le Marquis de I’'Hopital.
Mémoires de l'académie des
sciences de Berlin, 5:203—221,
1751. Ingilizce ceviriler ve
yorumlar i¢in bakiniz Euler
arsivi.


http://eulerarchive.maa.org
http://eulerarchive.maa.org
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k205444w

Bunlar giintimiiz terimleriyle ifade edeyim. Koordinatlari,
teget y = 0 olacak sekilde secelim. (-¢,0] ve [0,€) seklinde
kiiciik araliklarda tanimlanmus hq(x), hp(x) fonksiyonlarimin
grafigi olan iki yar: dalin birlesimi, yerel olarak dalimizi olusturur.
Basnoktanin disinda bu iki fonksiyon piirtizstizdiir. Dort hal
sunlardir:

1. hy fonksiyonu (-¢,0] araliginda, ;, fonksiyonu [0, €) arali-
ginda tanimlanmustir ve ikinci tiirevlerinin isaretleri aynidir.
Bu halde egri igbiikeydir (veya disbiikeydir) ve tegetinin bir
tarafinda yer alir.

2. Biikiim noktast. Ikinci tiirevlerin isareti farkl1 olmasi disinda bu
durum yukaridakinin aynidir.

3. Bildigimiz topuk noktasi. Burada h; ve hy basnoktanin ayni
tarafinda tanimlanmislardir ve ikinci tiirevlerinin isaretleri
farklidur. Iki yar1 dal zit biikeyliklidir, yani biri i¢biikey digeri
digbiikeydir.

4. Kug gagast (“point de rebroussement a bec d’oiseau”). Burada
iki yar1 dalda ikinci tiirevlerin isaretleri aynidir.

[k ti¢ kategorinin 6rneklerini bulmak gayet kolaydir. Dor-
diincii kategori igin I’'Hopital su 6rnegi verir. Biikiim noktasi
olan bir egriye iplik sarin ve ipligi egrinin bagka bir noktasmna
tutturun. Ipligi gergin olarak agtigimz zaman ipligin ug noktast
(mebsut ad verilen) bir egri ¢izer ve Oyle bir kus gagasi ortaya
cikarir. Biitkiim noktal1 egri olarak ben basitce y = x>'{i sectim ve
bilgisayarimdan I"Hopital’in egrisini ¢izmesini istedim. Sonug,
kenarda resmedilmis bulunuyor. Iddia edildigi gibi, gercekten
ipligin ug noktas1 kirmizi egriyi cizer ve iplik egriye biikiim nok-
tasinda teget oldugunda ortaya bir kus gagasi ¢ikar. Yar1 dallarin
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Geometri ile topoloji ara-
sindaki sinr bulaniktir.
Soyle diyeyim: topoloji,
homeomorfiler altinda de-
gismez kalan ozelliklerini,
geometriyse ... daha kiigiik
gruplarin degismezlerini
konu edinir; rnegin Oklit
izometrileri, izdtigstimsel
otomorfiler veya basitge
difeomorfiler gibi. Mesela
bir egrinin tegetinin var
olmasini geometrik 6zellik
sayarim.

Ipligin uzunlugu ile egri
boyuncaki uzunlugun
toplamu sabittir.
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biikeyligi aynidir. 1’'Hopital i¢in bunun boyle oldugu “mekanik”
olarak besbelliydi.

Mr. Gua de Malves 1740'ta sasirtict bir kitap® yayinladi. Bu
kitabin amact Newton'’s tekniklerinden kaginmak ve yalmizca
Descartes’1 kullanmakti. Onsekizinci ytizyil boyunca Descartes
ve Newton’a dair Fransiz-ingiliz didismesini hatirlatmak gerek.
Fransa ile Ingiltere arasindaki bu savagi gosteren bir 6rnek olarak
Voltaire'in Lettres sur Descartes et Newton unu tavsiye ederim.

Londra’ya varan bir Fransiz, her sey gibi felsefeyi de ¢ok degismis
bulacaktir. Diinyay1 dolu terk etmistir, bos bulur. Paris’te evren,
ince bir maddenin girdaplarindan olusmus gibidir; Londra’dan
hi¢ de dyle goziikmez. Bizde, denizlerin gelgitine neden olan, ayin
basinaidir; Ingilizlerde denizdir aya dogru cekilen, dyle ki, siz
ayin denizi yiikseltecegini diistindiiglintiz anda bu beyler denizin
alcalmasi gerektigine inanir; Ne yazik ki bu stnanamaz ¢tinkii bu
konuda aydinlanmak igin ay1 ve denizleri yaratilisin ilk aninda
incelemek gerekirdi.

Her neyse, Gua’nin kitab1 hala canli olan bir tartisma hakkin-
dadir: cebirsel geometri, diferansiyel geometrinin askin aletlerini
kullanmali midir? Kitabin “teoremleri” arasinda, 1'Hopital'in
yanilmis oldugu, kus gagalarinin var olmadig iddias1 bulunur.

Gua, I'Hbépital’in 6rnegini biliyordu ama soyle elestiriyordu.
iki parabolii, y = x* ve y = 2x*yi goz oniine alin ama yalnizca
x > 0 igin... Iki digbiikey yariparabol elde edersiniz, bunlarin bir-
lesimi kus gagasina benzer. Gua’ya gore dolayisiyla 1'Hopital’in
Orneginin yapay oldugunu goriiriiz: cebirsel egrinin tamaminda
parabol 6rneginde oldugu gibi iki dal vardir; egrinin iplik kul-
lanilarak mekanik yoldan insasi, su veya bu sekilde, egrinin
yarisini goz ardi etmektedir. Ikna oldunuz mu? Gua devam
ederek bir cebirsel egri i¢in kus gagalarinm imkansiz oldugunu
“ispatlar”.

“Ispat” agag1 yukar1 asagidaki yolu takip eder. Eger 0’daki
teget y = 0’sa, p,q aralarinda asal tamsay: ¢ifti ve p > g olmak
tizere, dalimiz y = ax?/7+ o(xP/7) seklindedir. Eger gaga varsa,

q cift olmak zorundadir, aksi taktirde pozitif ve negatif biitiin
x’ler i¢in y tanimlanmuis olurdu. Biikeylik ikinci tiirevin isaretiyle

P2
verilir; ikinci tiirevse a (s) (S - 1) x 1 ile ayni mertebededir.

Ama g cift ve p - 24 tek oldugundan ikinci tiirevin iki degeri zit

7.-P. Gua de Malves. Usages
de I'analyse de Descartes pour
découvrir, sans le secours du
Calcul Différentiel, les Propri-
etés, ou affectations principales
des lignes géométriques de tous
les ordres. Briasson, 1740.

“Un Frangais qui arrive a

Londres trouve les choses bien
changées en philosophie comme
dans tout le reste. Il a laissé

le monde plein ; il le trouve
vide. A Paris, on voit 'univers
composé de tourbillons de
matiere subtile ; a Londres, on
ne voit rien de cela. Chez nous,
c’est la pression de la lune qui
cause le flux de la mer; chez

les Anglais, c’est la mer qui
gravite vers la lune, de fagon
que, quand vous croyez que la
lune devrait nous donner marée
haute, ces Messieurs croient
qu’on doit avoir marée basse ;
ce qui malheureusement ne peut
se vérifier, car il aurait fallu,
pour s’en éclaircir, examiner la
lune et les marées au premier
instant de la création.”



https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/lettresphilosoph02volt
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isaretlidir ve boylece iki yar1 dal zit biikeylidir: bu gaga degildir.

Iste burada muhtesem Euler araya girer. Makalesi gok agiktr,
tartigma gotiirmez. Onceleri Gua’nin akil yiiriitiisii onu ikna et-
misti, ama 1744te bir hata buldu. Rob Bradley “Did Euler prove
Cramer’s rule” (Euler Cramer kuralini ispat etti mi) baslikl: siitu-
nunda, Euler’in Cramer’e bu konuyu ele alan bir mektubundan
soz eder.

Euler, Gua ve I'Hopital, Puiseux serilerini kayitsizca kullanir
ve onlarin yakinsakliklar: hakkinda hi¢ soru sormazlar. Euler’in
makalesinde dikkat ¢eken sey, gercek cebirsel egrileri anlamak
icin karmagik sayilarm roliiniin anlatimidir (1751). Iste Euler’in
orneklerinden biri:

y =213,

Kenardaki grafik gercekten kartal gagasma benziyor. Bu +
isaretli iki grafigin ayrn1 dala ait oldugunu, paraboller 6rnegi-
mizdeki gibi tamamlanamayacaklarini1 nereden biliyoruz? Euler
karmasik sayilar1 kullanarak ikna edici sekilde akil ytirtitiir.
Okurumu Gua'nin “ispatindaki” hatay1 bulmaya hararetle davet
ederim.

Kokleri yokederek yeni bir denklem yazilabilir. Euler,
y4—2xy2+x2—x3—4yx2 =0

bulur. Siz de Newton ¢okgenini ¢izerek basnoktada gergekten

yalniz bir dal oldugunu kontrol edebilirsiniz.

Bugtin artik matematik kitaplarinda kus gagalarindan sz

edilmiyor. Bu noktalara simdi daha renksiz ve cansiz bir tislupla

Galapagos adalarindaki
ispinoz gagalarmin se-
adma rastlanir; bu Yunanca “rampho”dan, yem kuslarinn carpik, killeri, Darwin’in evrimi

sivri gagalarindan gelmektedir kegfetmesinde Snemli rol
oynamislardi. ©

ikinci mertebeden topuk noktas: deniyor. Bazen hala ramfoid egrisi

Yalniz bir 6giit verip bu boliimii bitireyim: bu kitab1 okumay1
birakip Euler’in ¢alismalarini okuyun. Simdi!


http://eulerarchive.maa.org/hedi/HEDI-2009-11.pdf
http://eulerarchive.maa.org/hedi/HEDI-2009-11.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Darwin's_finches
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IMPA'mun ana girisinde bir
Mobius seridi. Bu kitabin ilk
halini IMPA’da yazdim.



Mobius ve seridi

BuU AYNI ZAMANDA 19. YUZYIL ALMAN MATEMATIGI HAK-
KINDA BiR KiTABIN7® ad1. Bu boliimde, analitik egrilerin tekil-
liklerinin yok edilmesiyle iligkili topolojiyi tartisacagiz ve Mobius
seritlerinden yapilmis bazi ¢ok giizel kolyeler gorecegiz.

Kutupsal koordinatlar

Asina oldugumuz bir tasvire bakalim:
®:(p,0) e RxR/2Z  (pcosb,psinf) € R>.
Silindirden kiireye bu gonderim, asagidaki 6zelliklere sahiptir.

1. ®, R} x R/27tZ’ye kisitlandiginda, delinmis R? \ {(0,0)}
diizlemine orten bir difeomorfi olur.

2. @, {0} xR/2tZ ¢emberini basnoktaya “cokertir”.

3. Basnoktadan farkli bir noktanin & altindaki ters goriintiisti,
(p,0) ve (—p, 0 + m) diye ifade edilebilecek tam iki noktadan
olusur.

Ugiincii dzellik bir koordinat sistemi igin ¢ok da uygun de-
gildir ve bu ytizden ®’yi az sonra biraz degistirecegiz. Bazen
@R, xR/27tZ’ye kisitlandirilir ama bu yapay bir kisit olur.

Ikinci 6zellik tekilligi yok etme baglaminda ilgingtir. Bagnokta-
nin kiiciik bir komsulugunda, ®~! bir mikroskop gibi davranar:
x? +y? = €? geklinde, cevresi 27e olan minik cemberler, ®~! tara-
findan {+e} x R/271Z seklinde, ¢evresi 27t olan iki biiyiik ¢embere
gonderilirler.

August Ferdinand Mobius

(1825-1884).

7°R. F. John Fauvel, Ro-
bin Wilson. Moebius and
his Band: Mathematics and
Astronomy in Nineteenth-
Century Germany. OUP,

1993.

o Ve
4

©


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Mobius.html
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[lkin naif bir 6rnek olarak bagnoktadan gegen bir D dogru-
sunu diisiinelim. Bunun ®~1(D) ters goriintiisii, 6 = a ve 6 = a + 77
seklindeki iki “dogru”dan ve {0} x R/2wZ ¢emberinden olusur.
Eger iki farkl1 Dy ve D, dogrusu basnoktada kesisiyorsa, bun-
larin ters goriinttileri bir sekilde ayrik hale gelir. “Bir sekilde”
deyisimizin sebebi, ®~!(D)nin ®~!(0,0)’1 da igermesi ve bu
ylizden kesisen dogrularin ters goriintiilerinin ayrik olmasmin
aslinda miimkiin olmamas.

Daha iyi bir prosediir ise sudur: diizlemin verili bir X altkii-
mesi i¢in, - 1(X ~ {(0,0)}) dnimgesinin R x R/27rZ igindeki
kapargini &~ 1(X) diye gosterelim. Bu taima gore, ®- 1(D1) ve
®-1(D,) hakikaten de ayriktir. ®~1'e kat: dniisiim diyecegim.

®'yi gorsellestirmek icin, R? x R/271Z igine gomiilii, xsin 6 =
ycos B esitligiyle tanimli S yiizeyine bakalim. S ¢ifte sarmal
bir merdiven gibidir. Yandaki resim, R? x [0,27[’deki basit bir
merdiveni temsil ediyor. S'nin piiriizsiiz bir yiizey oldugunu
gozden kagirmayalim. ® gonderimimiz, R? yatay diizlemine
izdiigim almaya karsilik gelir; ®71(0,0) ise R/27tZ x {(0,0)}
diisey parcasidir.

Ikinci bir basit 6rnek olarak, bagnoktada topuk tekil noktasi
olan x> = y? diizlemsel egrisine bakalim. Bunun kat1 doniisii-
miiniin denklemi p = sin® 8/ cos® ’dir (olmas1 gerektigi gibi, iki
pargast vardir) ve artik tekil degildir. Ote yandan piiriizstizdiir
ve R/2tZ x {(0,0)} cemberine tegettir.

Buradaki genel fikir bir egrinin kat:1 dontistimiiniin, bagsnokta
etrafinda, ilk egriden “daha az tekil” olmasidir. Islemi birkag
kere tekrar edersek tekil egrinin piiriizsiiz bir egriye doniisece-
gini umabiliriz.

Devam etmeden 6nce, ® altindaki ters gortintiilerin iki nok-
taya sahip olmasi sorununu ¢6zmemiz gerekli. Islemi 1 kere
tekrar edersek, 2" tane nokta elde ederiz ve bununla bag etmesi
de epey zor olur.

Mobius seridi

(0,0)y1 (—p, 0 + 7r)"ye gotiiren ve karesi birim olan génderimin
sabit noktas1 yoktur. ®'nin ¢ift ters goriintiilerinden kurtulmanin

Yaprak 27, Perspektif
bilimine giris, H. Hondius
(1625).



https://archive.org/details/instrvctionenlas00hond
https://archive.org/details/instrvctionenlas00hond

kolay bir yolu, R x R/27tZ’de (p,0) ile (—p, 0 + 71)yi eslemektir.
Bahsi gecen karesi bir olan gonderim yonii ters gevirir zira Jakobi
determinant1 —1'dir. Buradan béliim ytizeyinin yonlii olmadigimi
anlariz; bu, meshur Maobius serididir7*.

Ayni sey soyle de goriilebilir. Basnoktadan gegen dogrularin
kiimesi bir cemberdir ve bu ¢emberi,

— ya egimiyle (bu t egimi, Py ~ Ru{ oo}, yani gercek izdiigtim-
sel dogrunun bir elemanidir.)

—yada mod 7t verilen agis1 0 ile
parametreleyebiliriz. p diizlemde bir nokta, D bu noktadan ve
basnoktadan gegen bir dogru olacak sekildeki (p, D) ciftlerinin
olusturdugu kiimeye M diyelim. Bu kiime,

M={((x,y),8) e R2x (Ru{ w0}) | y = £}
ya da
M={((x,y),0)) € R?xR/7Z | xsinf = ycosf}

seklinde goriilebilir. Ilk temsilin basit bir denkleme sahip olmak
gibi bir avantaji ve M’'nin t = oo etrafinda piirtizsiiz bir yiizey
oldugunu hemen belli etmemesi gibi bir dezavantaji vardir. Fakat
t'yit' = 1/t ile degistirmeyi akil ettigimizde denklem x = t'y
haline gelir ve dezavantaj ortadan yok olur. Tkinci temsil, M'nin
hakikaten de R x R/27tZ’nin yukarida bahsi gegen, karesi birim
olan dontistimle bolimii oldugunu gosterir.

x =y = 0, M icinde gomiilii bir E ¢emberini tanimlar; buna
istisnai bolen denir.

Soyle bir gonderim tamimlayalim:
Y ((x,y),t) e Mo (x,y) e R2
Bu gonderim, tam da istedigimiz 6zelliklere sahiptir:

1. ¥'yi istisnai bolenin tiimleyenine kisitladigimizda diizlemde
basnoktanin tiimleyenine bir difeomorfi olur.

2. Y, istisnai béleni bagnoktaya “¢okertir”.

Bu ylizden, M’nin diizlemde basnoktay1 patlatarak olusturuldu-
gunu soyleyecegiz. Ters yonde, ¥ bir sondiirme gonderimidir.
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7' P. Popescu-Pampu. La
bande que tout le monde
connait. Images des Mathémati-
ques, 2010.

Henri Poincaré, 1895’te
yazdig1 Analysis Situs’da
Mobius seridinin adim
gecirmiyor, fakat “La surface
unilatere que tout le monde
connait” (herkesin bildigi tek
tarafli ytizey) diyor.

sin - i

cos

a

Agilarin  mod 7 olustur-
dugu ¢ember, bir gercek
izdtistimsel dogrudur.

L
(1,t)

Agilarm  mod 27t olustur-

dugu ¢cember de bir gercek
izdiistimsel dogrudur.

Bolen terimi cebirsel geomet-
riden geliyor ve aslinda
biraz kafa karigtiric ola-
biliyor, zira istisnai bolen,
M'nin igine gomiilii bir
¢ember ve bir halkanin ke-
merinin tersine, ytizeyi iki
parcaya bolmiiyor.


http://images.math.cnrs.fr/La-bande-que-tout-le-monde-connait.html
http://images.math.cnrs.fr/La-bande-que-tout-le-monde-connait.html
http://images.math.cnrs.fr/La-bande-que-tout-le-monde-connait.html
http://analysis-situs.math.cnrs.fr
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Yerel olarak ¢alismak istedigimiz icin, kendimizi kenarh ve
tikiz

M={((x,y),0)* +y* <1} c M.

ylizeyine kisitlamamiz genelde faydal olur.

M'nin,[-1,+1] x [0, 7r]’den (t,0) ve (-t, 7t)’yi birbirine yapist1-
rarak elde edilecegi aciktir. Bu, bildigimiz Mobius serididir: kars:
iki kenar1 bir bitkmeden sonra birbiriyle eslenen bir dikdortgen.

M'nin kenarinin baglantili oldugu agik olmalidir; ¥ tarafin-
dan bir dairenin kenarina homeomorf olarak gonderilmektedir.

[stisnai bolenin M’deki tiimleyeninin baglantili oldugu da
agik olmalidir. Bu, seridi ortasindan kestigimizde elde edecegi-
miz seyin bildigimiz halka oldugunu sdylemenin biraz dolam-
bagh bir yoludur. Gergekten de E'nin tiimleyeni delinmis daireye
homeomorftur.

Son olarak, bir ¢emberin, 6rnegin ¥+ y2 =1/2'nin géruntiisi,
M iginde goémiilii ve M'yi iki pargaya ayiran bir cemberdir. ilki
biikiilii olmayan bir halkadir ve ¥ tarafindan x* +y? > 1/2'ye
gonderilir; digeri ise daha kiigtik bir Mobius serididir ve ¥
tarafindan x? + 2 < 1/2ye gonderilir.

Bazi resimler

Stiphesiz ki Mobius seridi matematik diinyasinin disinda da
tinlii olan nadir matematiksel nesnelerden biridir; 6rnegin bilim
kurgu diinyasinda, sanatta, felsefede, vb.

Sirf eglence olsun diye, tinlii psikanalist Jacques Lacan”*
1972 yilinda verdigi “I'Etourdit” adl1 seminerinden bir alint1

yapayim:

Le non-enseignable, je I’ai fait mathéme de I'assurer de la fixion
de l'opinion vraie, fixion écrite avec un x mais non sans ressource
d’équivoque. Ainsi un objet aussi facile a fabriquer que la bande
de Mobius en tant qu’elle s'imagine, met & portée de toutes mains
ce qui est inimaginable des que son dire a s’oublier, fait le dit
s’endurer. D’ol1 a procédé ma fixion de ce point doxa que je n’ai
pas dit, je ne le sais pas et ne peux donc - pas plus que FREUD -
en rendre compte de ce que j'enseigne, sinon a suivre ses effets
dans le discours analytique, effet de sa mathématisation qui ne

Istisnai terimi de cebirsel
geometriden geliyor ve onu
aciklamak biraz daha zor.
Bir karmasik ytizeydeki iki
capraz egrinin pozitif bir
kesisim sayis1 vardir. Kar-
magik bir ylizeyi patlatmak,
karmagsik izdtistimsel dogru-
dan ibaret bir istisnai bélen
tiretir. Bunun kendisiyle
kesigme sayisin1 hesaplamak
i¢in holomorf olmayan sekil
degistirmeler kullanmamiz
gerekir. Bu kendiyle kesisme
hesabinin sonucuysa -1
olur. Bu sonug ge¢misin
cebirsel geometricileri tara-
findan sasirtic1 ve istisnai
bulunmustu.

Impact Earth sitesi, size
gezegenimizi istediginiz
noktada patlatma olanag1
veriyor. ©

72]. Lacan. L’Etourdit. Seuil,
1973.

Bunu Ingilizce’ye (hatta
anlasilir bir Fransizca'ya bile)
geviremiyorum. (Dolayistyla
Tiirkge'ye de ¢evirmiyoruz
©¢n.)


http://www.purdue.edu/impactearth/

vient pas d’'une machine, mais qui s’avére tenir du machin une
fois qu’il I'’a produite.

Mobius seridi hakkinda ¢ok gtizel (ve ciddi) yorumlar igin,
okuru J. Scott Carter i kitabina”3 bakmaya davet ediyorum.

Bu serit, 1865 yilinda onun hakkinda yaym yapan Moebiusun
adryla aniliyor fakat bu tiir durumlarda sikca rastlandig: gibi,
Mobius ilk degildi. Listing, ayn1 nesneyi 1862 yilinda tarif et-
misti.

Sirf degisik sekillerde ve renklerde binbir ¢esit Mobius seri-
diyle dolu bir kitap olusturabilirim. Burada sadece birka¢ 6rnek
vereyim.

Bir seritle basit bir diigiim yapin ve diigtimii sikilagtirin.
Asagidaki resimdeki gibi bir sey elde edersiniz. Olusan diizgiin
besgeninizi kapadiginiz zaman, bir Mobius seridi elde etmis
olursunuz.
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Bu durumda “bakmak”
“okumak”tan daha uygun.

73].S. Carter. How surfaces
intersect in space: an introduc-
tion to topology. K & E series
on knots and everything 2.
World Scientific, 2nd edition,

1993.

Topolojik resim kitabi74 adl1 harika kitabin dordiincii boltimii,
namiimkiin tribar’a (Penrose tiggeni) adanmustir.

Diizlemde bir daireyi ya da bir elipsin i¢ini gbz 6niine alalim.
Bunun disarda kalan tarafi halkanin topolojisine sahiptir. Simdi
bu elipsi gercek izdiisiimsel diizlemde diistinelim; bu diizlemi elde
etmek i¢in sonsuzda bir dogru eklememiz gerekir ve bu dogru
da topolojik olarak, her yon i¢in bir nokta alarak olusturulan
cemberdir. izdiisiimsel diizlemde her dogru sonsuzu tek bir
noktada keser.

Buradan, izdiistimsel diizlemde dairenin ttimleyeninin bir
Mobius seridi oldugunu gosterin.

©

7+ G. K. Francis. A topological
picturebook. Springer-Verlag,
2006.

R? diizlemine sonsuzda bir
gercek izdiistimsel dogru
(yani bir ¢cember) ekleyerek
elde edilen izdiistimsel
diizlemle, C’ye sonsuzda
bir nokta ekleyerek elde
edilen karmasik izdiistimsel
dogruyu birbiriyle karigtir-
mamaya dikkat edin.
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Bu, Etienne Lecroart’tin
hazirladig: bir Mobius cizgi
hikayesi. Hikayeyi okurken
bas asag sekilde basa
doniiyorsunuz ve hikaye
yeniden baslyor! ©

J. Leys’in J.S. Bach’mn yenge¢
kanonu (1747) icin yaptig
bir videodan bir goriintii. ©

Bu size biraz yaniltic1 gele-
bilir. Bu resmi, gorildigi
gibi, ti¢ tane diizlemsel ya-
muk kullanarak olusturmak
miimkiin miidiir? Eger bu
ti¢ parga biikiiliiyse bu nesne
uzayda bir Mobius seridi
olusturur. Kenari, olmast
gerektigi gibi bir cemberdir
ama bu ¢ember uzayda
diigiimliidiir; bu bir yonca dii-
glimiidiir. Bu resim, kenarin
diigtimlii olmadigs, bilindik
resimden farklidur.


http://e.lecroart.free.fr
https://www.youtube.com/watch?v=xUHQ2ybTejU
https://www.youtube.com/watch?v=xUHQ2ybTejU

MOBIUS VE SERIDI 123

Imkansiz bir nesne. °

Bilindik Mobius seridiyle
baglay1p kenar: bir yuvarlak
cember haline gelene kadar
deforme edersek Mobius
salyangozunu elde ederiz  ©

Geri dontistim semboliinin
bir Mobius seridi oldugunu
fark etmis miydiniz? ©



https://en.wikipedia.org/wiki/Impossible_object
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2016 Rio Olimpiyat Kazanina bakin. Cok sayida dénen mente-
senin bir araya gelmesiyle olusan bir ¢cember seklindedir.

Anthony Howe'nin yaptig1
Her mentegenin dort kolu vardir, yani kazan ¢ok sayida boliim- hareketli bir heykel. °
den olusur. Bu, yandaki resimdeki gibi, ortak kemerleri boyunca
kesisen iki Mobius seridini temsil ediyor; kontrol edin.
Asagidaki resimler, bir Mobius seridinde istisnai bolenin
¢Okiisiinii gosteriyor.

“Mobius”ii indirgemek,
. . .. . . levha tizerine renkli kursun
Son resim, kiire i¢ine daldirilmus, iki adet ¢ifte noktasi olan ka- kalemler, tahta ve metal,

pal1 bir ilmek tizerinde bir konidir. Bir sondiirme gonderiminden Sylvie Pic. ©
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beklenecegi gibi, bir cember {izerinde bir koni, dairedir. Koniyi
bir diizlemle keserek bir Descartes yaprag: elde ederiz. Koninin
denklemi, asagidaki tel modellerdeki gibi, x> + y® - 3xyz = 0
olabilir.

Uciincii dereceden bir koni.

©

Mikroskobumuzu sinayalim

¥~! mikroskobumuzun ne kadar verimli oldugunu smayalim.
Herhangi bir X c R? kiimesinin kat: doniisiimii, ¥~ (X ~ {(0,0)})
onimgesinin M’deki kapanigidir.
Once x? -y = 0'la verilen, kesisen iki dogru igin deneyelim.
y/x = t alalim. Bu, y = +x ile birlikte, fx = +x verir. Kat1 donii- B
stimii hesapladigimiz icin basnoktanin disinda ¢alistyoruz, bu

ytizden t = +1 elde ederiz. t' = 1/t haritasinda kolayca goriile-
bilecegi gibi t = o0, kat1 doniistimiin iginde degildir. t = +1’in

M’deki kaparsi, iki ayrik egriden olusur. Boylece, basnoktada
caprazlama kesisen iki piirtizsiiz egrinin kat1 dontisimi, ayrik
pliriizsiiz egriler olusturur.

Peki ya y? - x> = 0 ile verilen topuk noktast igin ne oluyor?

Benzer bicimde, 2x2 — x3 = 0 elde ederiz ve xz’yi sadelestirerek x =
#2 buluruz. Boylece, M’de (x,t) koordinatlarinda kat1 dontistim,
istisnai bolene (x = 0) teget piirtizsiiz bir parabol verir.

Simdi de y? - x° = 0 bakalim. Kat1 doniisiim, #? = x> tiir, yani bir V

topuk noktasidir. Tek bir patlatmanin yetersiz oldugu ve tekrar

patlatmamiz gerekecegi acgik, tipki Newton'un algoritmasimin her
zaman ilk adimda sonlanmamasi gibi.
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Max Bill, “Unité tripartite”,
1948-49, heykel, MAC/USP,
Séao Paulo, Brezilya. Bu sekil,
u¢ adet izdiistimsel diizle-
min baglantili toplamindan
bir dairenin ¢ikarilmasiyla
elde ediliyor. “Tripartite” (iig
kisimli) ifadesi, bununla mi1
ilgili acaba? ©


https://en.wikipedia.org/wiki/Max_Bill

Mobius kolyeleri

Birkag defa patlatmak

DUZLEMDEKI BiR NOKTAYI NASIL PATLATABILECEGIMiZI
GORDUK. Bu yap1y1 genellestirmek miimkitindtir: Piiriizsiiz bir S
yiizeyinde verili bir p noktasin patlatarak, bir bagka S, piirtizsiiz
ylizeyi ve bir ¥}, : S, - S sondiirmesi olusturabiliriz. Burada p
noktasinin ters goriintiisii E, istisnai bolenidir; E,'nin elemanlar:
p’deki teget dogrulardir ve E,'nin kendisi de S’ye p noktasinda
teget olan T (S) diizleminden olusturulan P'(T},(S)) izdiisiimsel
dogrusudur. Istisnai bolenin diginda ¥, génderimi, S~ {p}'ye
orten bir difeomorfidir.

Bu iglemi tekrarlayalim. Istisnai bolen E, = ‘I’;l (p)'nin i¢inde
bir p; noktas: alahm ve S,yi p;’de patlatalim. Sonug, bir S, ,
ptiriizsiiz ytizeyi ve Sy, p,'den S,’ye bir ¥, sondiirmesi olur. Bu-
nun istisnai boleni de Ep, c S p, "dir. Ters gortintii (Y, 0¥y, Y L(p),
Ep'nin ¥, altindaki kat1 doniigiimii ile Ep, “in birlesiminden olu-
sur. Bu birlegsime ¥, oY}, : Sp,, — S bilesik fonksiyonunun
istisnai boleni denir. Bu bolenin diginda, ¥ o ¥, gonderimi
S~ {p}’ye orten bir difeomorfidir.

(Fpo¥y, )"!(p)’nin iginde bir p; noktasi secelim ve iglemi
sonlu kere olmak tizere istedigimiz kadar tekrarlayalim.

En sonunda ulagacagimiz sonug sdyle olur:
e Piiriizsiiz bir S yiizeyi,

. ?_1(5 ~A{p})'yi S~ {p}'ye difeomorf sekilde gonderen piiriiz-
stiz bir ¥ : S — S gonderimi.

S

| ep,

A4
Bir ytizeydeki bir noktay1
patlatmak igin o noktanin
etrafindaki bir daireyi silin,
o daireyi patlatin ve Mobius
seridinin kenarini dairenin
tiimleyeninin kenarma
yapistirim.

L e By 3
| P1 _ 1

Bu resimlerde birbirine karsi-
ik gelen oklar yapistiriliyor.

Bu bir Mébius seridi.
En
Spp,
f A
[ |

iki kez patlatma.
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S'nin kenarinin baglantili oldugunu gozden kagirmayalim.
7! (p) onimgesi istisnai bolendir; S icine gomiilii piiriizsiiz
¢emberlerin sonlu bir birlesimidir. Bu ¢emberlerin herhangi ikisi
ya ayriktir ya da tek bir noktada caprazlama kesisirler. Ug farkli
cember kesismez. Elde ettigimiz resim olimpiyatlarin logosunu
andiriyor. Aradaki fark olimpiyat halkalarinin ayrik olmasi;
bizimkilerin bazilar1 kesisiyor.

Patlatmalarin bu bilesimi ¢ok mercekli bir mikroskop olarak
kullanilacak; tiim tekil noktalar: incelememize de olanak verecek.

Mikroskop

Mikroskobumuzu kullanmadan 6énce onu biraz inceleyelim.
Bir S dairesiyle baslayarak tek adimlik bir S patlatmasi, bir
Moébius serididir. Sonlu sayida patlatmali genel durumda S'nin

topolojisini resmedecegiz. My (

Iki adiml patlatmayla baglayalim. Mébius seridindeki bir 1

noktay1 patlatma isleminin sonucunu hayal etmemiz gerekiyor.
Kemer olarak E istisnai bolenini kabul eden M diye bir Mobius
seridiyle baslayalim. Daha onceki gibi, E icinde bir p; noktas1
alalim ve M’yi p;’de patlatalim. Sonug, bir noktada kesisen E;
ve E; gcemberlerini iceren bir M ytiizeyi olacak. Burada E;, E'nin
kat1 dontistimii ve E; de ikinci patlatmanin istisnai boleni.
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7, bir S ytizeyinde bir ilmek olsun. S'nin (0)’daki teget
uzaymin bir ydnlemesiyle baglayalim ve bunu 7y boyunca takip
edelim. [lmek basladig1 noktaya geri déndiigii zaman yon ya
ilk yonle ayni olur, ya da ters cevrilmistir. Hangisinin gegerli
olduguna gore, y'ya yonii koruyan ya da yonii ters geviren ilmek
diyecegim. Daha resmi bir dille bu, S'nin temel grubundan (ya
da ilk homolojisinden) Z /27 ye bir homomorfi tanimlar.

Rio de Janeiro’daki olimpiyat oyunlarmnin logosuna ve bunun
yon koruyan ve yonii ters ¢eviren ilmeklerine bir bakin.

Patlatilmis M7 Mobius seridimize dénersek, E;’in yoni
korudugunu, E;'nin de yonii ters gevirdigini gorecegiz.

E»'nin yonii ters gevirdigi agik olmali. M’yi p;’de patlattig:-
miz zaman, kemeri E; olan bir Mobius seridi olusturduk. E;’e o
donersek, o da M'nin E kemerinin kati1 donlisimii. E'nin, M’de
yonii ters gevirdigi bariz ama bu onun kat1 déniistimiiniin de
yont ters gevirmesini gerektirmiyor. Aslinda da bunun tam da
tersinin oldugunu gorecegiz.

M1 olusturmak i¢in, ilk M i¢inde bir delik a¢iyoruz ve

kenarma bir bagka Mobius seridi yapistirtyoruz. Topolojiyle +[ T
ugrastigimiz icin pekala bir “kare delik” acabiliriz.
M'nin kenarmin halka seklinde kiictik bir komsulugunu si-
lerek kare deligimizin M’yi “kenardan kenara” kapladigini bile
distinebiliriz (Mo6bius seridinin kenarinin sadece bir ¢cember -

oldugunu unutmadan). Bu durumda, karenin M’deki tiimleyeni,
bir bagka kare olur. Oyleyse M;’in ingas1 farkh bir sekilde yapila-

bilir. Bir Mobius seridiyle basla, kenarinda ayrik iki aralik seg, bir

karenin kars1 iki kenarini bu araliklara yapistir. Geriye bir soru T\ J
kaliyor. Tki kenarin yapistirilmasi, iki farkl sekilde yapilabilir: bir
biikmeyle ya da biikmeden.

Yukaridaki insa, su sekilde gorsellestirilebilir. Bir art:1 sekli
diistiniin. Ust ve alt kenarlarin1 bir biikkmeyle yapistirin, boylece
artinin diisey kismi bir Mobius seridi haline gelir. Diisey eksen,
yonii ters ceviren E; egrisidir.

Simdi, artinin sag ve sol kenarlarini birlestirmemiz, ve bunu V\'—g

da biikerek mi biikmeden mi yapacagimiza karar vermemiz

gerek.

N

Once biikerek yapmay1 deneyelim. Ortaya ¢ikacak yiizeyin
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kenar: baglantili degil; o zaman kendisi bizim M; yiizeyimiz
olamaz. Demek ki, bu iki kenar biikmeden yapistirilmali; zaten
E; egrisi gercekten de yonii koruyor.

My igin iyi bir resmimiz var. Bir arkadasim, Mj’in en iyi
resmini gostermemi tavsiye etti ©! Istisnai béleni kirmizi ve
maviyle ¢izdim.

Birbirine gegirilmis kalpler

Okuyurun asagidaki topoloji numaralarini denemesini dneririm.

Bir art1 isaretiyle baglayalim, karsilikli kenarlar1 biikkmeden ya-
pistiralim. Olusan yiizeyi ortadaki art1 boyunca (yani iki cember
boyunca) kesip acalim. Sonug kare seklinde bir ¢ercevedir. Bunu
tahmin eder miydiniz? Ug boyutlu uzayda bir simit diisiinelim
ve i¢inden bir kare ¢ikartalim. Sonra da onu meridyen ve paralel
boyunca keselim. Geriye kalanin, i¢inde kare seklinde bir bogluk
olan bir kare olacag asikar; yani kare seklinde bir gergeve. ..

Sasirtic1 ama, bu karsilikli kenarlar1 yapistirilmis art1 6rnegi,
Gauss tarafindan Doppelring ad1 altinda incelenmisti. Stickel”>,
Gauss als geometer bashikli dikkat ¢ekici makalesinde Gauss ve
Mobius arasindaki bir sohbeti aktariyor. Gauss, Doppelring’in
baglantili bir kenar1 olduguna dikkat ¢ekiyor. Daha da ilginci,
kenarda bagli iki nokta ¢iftini birlestiren birer ayrik yay oldugunu
goriyor. Dairede bu tiir bir kurulumun imkansizliginin, Ga-
uss’un cebirin temel teoreminin ispatindaki kilit nokta oldugunu
hatirlatirim.

©

75 Stackel. Literaturberichte:
Materialien fiir eine wis-
senschaftliche Biographie
von Gaufl. Monatsh. Math.
Phys., 32(1):A5, 1922. Ge-
sammelt von F. Klein, M.
Brendel und L. Schlesinger.
Heft V: C. E. GauB als Ge-
ometer. In Kommission bei B.
G. Teubner in Leipzig, 1918.


https://archive.org/details/s2p4werkehrsgvon10gausuoft
https://archive.org/details/s2p4werkehrsgvon10gausuoft
https://archive.org/details/s2p4werkehrsgvon10gausuoft
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Aym artiy1 tekrar ele alabm ve karsilikli kenarlar1 yine birbi-
rine yapistiralim, fakat bu sefer biikerek. Elde ettigimiz sekli iki
¢ember boyunca kesip agalim. Sonug. ..

Aslinda nasil biikttigiintize gore degisiyor. Esasen soyut bir
ylizey olarak iyi tanimli; her biri bir halkaya homeomorf olan
iki tane baglantili parcas: var. Ama uzay igindeki gomiiliis sekli,
biikmelere gore degisiyor. Deneyin!

En etkileyici sonug, her iki taraf da biikiildiigiinde, ama
birbirinden farkh sekilde (saga ve sola diyelim) biikiildtigiinde,
ortaya cikiyor. Bu, bir ¢ift birbirine ge¢mis kalp ortaya ¢ikartiyor.

Okur, Tadashi Tokieda'min
Youtube’da bu konu hak-
kindaki (iki boliimliik)
Beklenmedik sekiller adli
sunumuna mutlaka bakmali.

Son olarak, bir tarafi biikerek, diger tarafi biikmeden yapis-
tirdigimizda baglantili kenariyla birlikte patlatilmis Mobius
seridimizi elde ederiz. Peki onu iki istisnai ¢cemberi boyunca
kesip agarsak ne elde ederiz? Bu kolay, zira patlatma islemi
istisnai bolenin disarisinda bir homeomorfidir; yani delinmis
daireye homeomorf bir sey elde ederiz. Hakikaten de, elde etti-
gimiz bir kare cercevedir. Bu gercevenin uzaya gomiilme sekli
kullandigimiz biikmeye gore degisir. Bu toposihir numaralarina
calisin!

Daha ¢ok noktay: patlatmak

Simdi daha ¢ok noktanin patlatildigi durumu tarif edecegim.

Ortaya ¢ikan ytizeyin topolojisini tarif etmek kolaydir. Bir
noktay: patlatmak, yiizeyde bir delik acip kenara bir Mobius


https://www.youtube.com/watch?v=wKV0GYvR2X8&feature=youtu.be
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seridi yapistirmakla aymi sey. Diger bir deyisle patlatma islemi,
izdiistimsel diizlemle baglantil: toplam almaya denk.

Verili M; ve M; diye iki ylizeyin M; | M, diye gosterilen
baglantili toplami, bu ytiizeylerden birer daire silip bunlar1 yeni
olusan kenar boyunca yapigtirarak elde ediliyor. izdiisiimsel
diizlemden bir daire silince bir Mobius seridi elde ettigimizi
daha 6nce gordiigiimiiz i¢in, patlatmanin topolojik etkisinin
izdiigtimsel diizlemle baglantil toplam oldugunu séyleyebiliriz.

Boylece, bir daireyi art arda k kere patlatinca ortaya ¢ikan
ylizey, k tane izdiisiimsel diizlemin baglantili toplamindan bir
daire eksiltilerek elde edilir. Tek bir kenar pargasi olan her tikiz,
yon verilemez ytizeyin bu tiir bir yilizeye homeomorf oldugunu
hatirlayalim; tistelik 1 - k say1s1 da boyle bir ytizeyin Euler-
Poincaré karakteristigi olarak bilinir. Ornegin 7° ve 77 kitaplarina
bakabilirsiniz. Ancak bu, sonucun ancak bir kisminun tarifi
zira hala istisnai bolenin konumunu ve dogasin tarif etmemiz
gerekiyor. Buysa, yalnizca k’ye degil, ayn1 zamanda patlatmak
i¢in sectigimiz k adet ardisik noktaya da bagl.

Bu boliimiin bagindaki gorsele, Max Bill’in nefis heykeline
bakin. Ton Marar’in makalesinin?® bir paragrafi, bu heykelin
ii¢ izdiisiimsel diizlemin baglantili toplamini (eksi bir daire)
temsil ettigini gostermeye adanmis. Bu, ayn1 makaleden alinmisg
asagidaki resimlerde agiklaniyor.

Yine ayn1 makale, bu ytizeyin, Francis'in daha ¢nce ad1 gecen
kitabindan esinlenmis bir bagka versiyonunu da igeriyor (sayfa
101).

oo

r\

Burada yonlemeyle ilgili
biraz hassas bir nokta var.
Delinmis iki ytizey iki

farkli sekilde yapistirilabilir
zira kenar ¢emberinde iki
farkli yon segilebilir. Fakat
yonlii ylizeylerin yonii ters
ceviren homeomorfileri
vardir. Bundan yola ¢ikarak,
baglantili, yon verilmemis
ylizeylerde (bu ytizeylere
yon verilebilse de verilemese
de) baglantili toplamin
hakikaten de iyi tanimli
oldugunu gosterin.

7¢S. Barr. Experiments in
topology. Dover Publications,
Inc., Mineola, NY, 1989. 1964
orijinalinin tekrar basimi.

77V. G. Boltyanskii and V. A.
Efremovich. Intuitive combina-
torial topology. Universitext.
Springer-Verlag, New York,
2001.

7 T. Marar. Aspectos
topoldgicos na arte concreta,
2004. 1I Bienal da Sociedade
Brasileira de Matematica,
Salvador, Universidade
Federal da Bahia.


http://www.bienasbm.ufba.br/M39.pdf
http://www.bienasbm.ufba.br/M39.pdf
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Bolenlerin kolyeleri

Hala izdiisiimsel diizlemlerin baglantili toplamu icindeki istisnai
bolenin topolojisini tarif etmemiz gerekiyor.

[k adimda bir siirpriz yok: bélen, Mébius seridinin kemeri.

Ikinci adimda, Mébius geridinin bir noktasini patlatiyoruz.
lgilendigimiz durum, daha 6nce bahsettigimiz E; iizerindeki
bir noktanin patlatilmasi. Cebirsel geometriciler, izdtistimsel
dogruyu bir dogru olarak diistintiyorlar. .. ve onu bir dogru
olarak ¢iziyorlar, halbuki o aslinda bir gembere homeomorf. ..

Ucglincii patlatmaya geldigimizde noktay1 E; {izerinde, E,
tizerinde ya da E; ve Ey'nin kesisiminde segebiliriz. Tiim bu
durumlarda, patlatilmis ytizey ii¢ izdiigiimsel diizlemin baglantih
toplamudir (eksi bir daire), yani Max Bill'in yiizeyi. Ancak, istis-
nai bolenin bu ytizey tizerindeki konumu ayni degildir. Okur,
bir alistirma olarak, miimkiin olan ti¢ istisnai boleni heykelin
tizerinde (zihninde) ¢izmeye calismali.

Genel durumu tarif etmek artik kolay. Kombinatorik olarak,
bir istisnai bolenin pargalar1 bir aga¢ olusturur.

Her patlatmayla bir 6nceki kolyeye yeni bir Mobius seridi
eklenir.

Ancak bu, yeni seridin eklendigi seridin yonlulugiinti degisti-
rir.

Bunu ispatlamak igin bir S yiizeyinde kapali bir -y egrisini
diistinelim. ¢"y1 kendisine ¢apraz bir ¢’ olusturacak sekilde
hafifge ittirelim ve 7y n y''ndeki kesisim noktalarinin sayisin
mod 2’de sayalim. Buna 'nin kendiyle kesisimi denir. y'nin yonii
korumasina ya da yonti ters ¢evirmesine gore bu say1 0 ya da 1
olur.

Simdi 7 c §'nin bir p noktasmi patlatacagiz. Yine p’den gecen
bir 7’ segelim ve resmi p’de patlatalim. ¥ ve 7/ kat1 doniistimle-
rinin y ve /'nden tam olarak bir tane daha az kesisim noktasi
var ¢linkii p’deki tegetler farkli. Buradan goriiriiz ki 4 egrisinin
kendiyle kesisimi ¢'nin kendiyle kesisimi, eksi (ya da arti, zira
mod 2’de sayiyoruz!) bir.

Onlari bagislamak igin,
karmasik sayilar tizerindeki
izdiistimsel dogrunun

bir 2-kiireye, p-sel sayilar
tizerindekinin de Cantor
kiimesine homeomorf
oldugunu hatirlatmaliyim.



Bir dérnege bakalim. Kenardaki resim, alt1 ardisik patlatmay:
gosteriyor. Biiyiik noktalar patlatmalarin merkezlerini temsil
ediyor. Dogrular izdiigiimsel dogrular: temsil ediyor (bunlarmn
aslinda birer cember oldugunu unutmayalim). Her adimda
ortaya ¢ikan kesikli ¢izgiler yeni bolenleri temsil ediyor. Boylece
asag1 dogru oklarla temsil edilen sondiirme gonderimleri, bu
kesikli dogrular: ayn1 renkli noktalara sondtirtiyor. Cift gizgiler,
yonii koruyan pargalari temsil ediyor. Bu islemin sonundaki
istisnai bolen alt1 cemberden olusuyor.

Artik buna kargilik gelen, dort Mobius seridi ve iki halkadan
olusan kolyeyi ¢izebiliriz. Alt1 seridin karsilikli kenarlari, resimde
onerildigi sekilde yapistirilmali.

.
8

12
9

10

1 7 6 3 11 4

Kenarin hakikaten de olmasi gerektigi gibi baglantili oldu-
gunu teyit etmelisiniz. Ornegin kenar boyunca gidin ve 1’den
12’ye sayilari takip edin, ta ki tekrar 1’e gelinceye kadar.
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Tesisatcilik

Bir dnceki drnegin bir bagka goriintiisii soyle.

7 B. Ozbagci and P. Popescu-
Pampu. Generalized
plumbings and Murasugi
sums. Arnold Math. ].,
2(1):69-119, 2016.

Bir topolog, bu yiizeyin birka¢ Mobius seridi ve halkadan
tesisat doseyerek elde edildigini sdylerdi. Bu islem ¢ok basit. Eli-
nizde kenar1 bog olmayan S; ve S diye iki ylizey oldugunu
varsayin. [-1, 1]2 karesini S; ve S; igine gomen i ve i, gonderim-
lerini segin ama i1 ({1} x [-1,1]) ve ip([-1,1] x {£1}) goruintiileri
S1 ve Sy'nin kenarlarmin iginde kalsin. Simdi, her (x,y) € [-1,1]?
i¢in, 71 (x,y) ve i2(x,y)"yi birbiriyle 6zdeslestirin. Sonug, S; ve
Sy'nin iy, 1 boyunca tesisatlamasidir. Bu kenari olan bir ytizeydir

(ve koseleri kolayca piiriizsiiz hale getirilebilir). Bu inganin baz1 Mavi noktalar Mobius
. PN Y seritlerine karsilik geliyor,
cegitlemeleri igin ya bakan. beyaz olanlar da halkalara.

Simdi kokli diizlemsel bir agagla baslayalim. Her bogum i¢in,
bir halka ya da bir M6bius seridi alalim. Simdi tiim bu seritleri
birlikte, agag tarafindan verilen taslagi kullanarak tesisatlaya-
lim. Her serit, kenardaki resimdeki gibi, agactaki cocuklariyla
iliskilendirilmis tiim seritlere tesisatlaniyor. Halka ve Mobius
seridinin, karenin karsilikl1 kenarlarini yer degistirecek sekilde
dort homeomorfisi oldugunu, bu ytizden bu tiir bir seridi tesi-
satlama isleminin iyi tanimli oldugunu gozden kagirmayin. Bu

tesisatlama isleminin sonucu, kenarl bir S yiizeyi.

Her seridin (halkanin ya da Mobius seridinin) kemerinde bir


https://arxiv.org/abs/1412.2229
https://arxiv.org/abs/1412.2229
https://arxiv.org/abs/1412.2229
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¢ember var. Bu ¢emberlerin birlesimi bir E c S ¢izgesi tanimliyor.
S yiizeyimiz bir dizi patlatmanin sonucu olarak insa edilmemis
olsa bile, E’ye bolen diyebiliriz. S'nin E’ye 6yle bir 7t izdiistimii
vardir ki 7771 (x) ters goriintiisii, eger x E'nin bir olagan nok- —
tasiysa bir, degilse de iki yaydan olusur. E’yi tek bir noktaya
¢okerterek olusturulan topolojik uzay: S/E ile gosterelim. Eger
S, bir dizi patlatmanin sonucuysa S/E'nin kapali bir daire oldu-

gunu ve S'nin S/E’ye izdiistimiiniin de sondirme gonderimi

oldugunu biliyoruz.

Alistirma: S'nin baglantili parcalarinin sayisi k olsun. S/E

N\NZ4i

A\

uzayinin, tabani k gemberin ayrik bilesiminden olusan bir koniye

homeomorf oldugunu gosterin.

Ozellikle, S /E boliim uzayi, ancak ve ancak S'nin kenari baglanti- 7 S — E izdistimiiniin
. . lifleri.
ltysa bir daireye homeomorftur. §'den E bilenine giden
Asagidaki alistirma, S'nin kenarinin baglantili olup olmadi- 7'yi S’den S/E’ye giden ¥
g, dogrudan taslagi kullanarak kontrol etmemizi miimkiin sondiirme gonderimiyle
karistirmayin.

kilan bir 6l¢tit veriyor. Bu, bir kagida resmi ¢izip kenar1 dikkatle
takip etmekten daha kolay. Bu alistirmanin ¢6ziimii, yiizeylerin
homolojisini biraz bilmeyi gerektiriyor. Agacin n tane bogumu
oldugunu varsayalim. Girdileri Z/2Z’de olan, simetrik, n x n bir A
matrisini soyle tanimlayalim. Eger i bogumu bir halkaysa a;; = 0
alalim; bir M6bius seridiyse de a;; = 1 olsun. i # j durumundaysa,
i,j agacta komsu iken 4;; = 1 alahm, degilse de 0.

Aligtirma: S'nin kenarmin baglantili olmasi i¢in gerek ve yeter iiki gember tizerindeki koni.

kosul A matrisinin (Z/27Z {izerinde) tersinin olmasidir. Gosterin.

Ipucu: Sunlar1 kontrol edin:

e 71:S — E izdiisimii ve birebir E c S gonderimi, H,(S,Z/2Z)
ve Hi(E,Z/2Z) arasinda ters izomorfiler tanimlar.

e Hy(E,Z/2Z) uzaymn bir tabani, n adet seridin kemerleri
tarafindan verilir.

* Hy(E,Z/2Z) uzerindeki simetrik kesisim formu, A matrisi
tarafindan verilir.

e Kesisim formunun ¢ekirdegi, H1(0S,Z/2Z ) nin H1(S,Z/2Z ) deki
goriintiistidiir.
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1882 tarihli bir mikroskop. o©



Tekilliklerin ¢coziinmesi

SiMDi, MIKROSKOBUMUZU TEKILLIKLERIN DOGASINI INCELEMEK

8o~

iCIN KULLANACAGIZ Ve esas olarak Max Noether®®’e ait bir te-

oremi kanitlayacagiz.

Bir dali patlatmak

Diizlemde F(x,y) = 0 seklinde bir denklemle tanimlanan gercek
analitik bir egrinin tekil bir noktasina bakalim.

Bu egrinin gercek bir dalini, yani su sekilde bir ¢6ztimii
buldugumuzu varsayalim:

x==xt" ; y=3 ath.
k>1
a #+ 0 olacak sekildeki k tamsayilarinin olusturdugu I ¢ N c Z
kiimesine bakalim. m’yle birlikte I'nin elemanlarmin en biiytik
ortak boleninin 1 oldugunu varsayabiliriz. Diger bir deyisle,
Z'nin I ve m tarafindan {iretilen altgrubu Z’dir.

ay # 0 olacak sekildeki en kiiglik tamsayiya y > 1 diyelim.

Eger u < m ise, t 0’a gittik¢e y/x dizisi “sonsuza gider” ki bu
da geometrik olarak x = 0 diisey ekseninin basnoktadaki dala
teget oldugu anlamina gelir.

Eger u = m ise, basnoktadaki teget y = a,,x dogrusudur.

Su ana kadar Newton'un yaptig1 gibi, y'ye x’in bir “fonksi-
yonu” olarak baktik. Simdiyse daha ¢ok F(x,y) = 0 egrisiyle
ilgileniyoruz, boylece x ve y'nin rollerini degistirebiliriz.

Boylece her zaman y > m oldugunu varsayabiliriz. Gergekten
de T'yu £y = £ ¥y axt*'nin bir y’tincti kokii olarak tanimlayarak

% M. Noether. Rationale
Ausfiihrungen der Opera-
tionen in der Theorie der
algebraischen Funktionen.

Math. Ann., 23:311-358, 1883.

Max Noether (1844-1921).

©


http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002247968
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002247968
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002247968
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002247968
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Noether_Max.html
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T'yu t cinsinden bir kuvvet serisi yapariz. x ile y'nin rollerini
degistirince artik y = 7# olur ve x de T'nun tam kuvvetleri
cinsinden bir seri olur.

Eger dalimiz tekilse, yani m > 1 ise, su sekilde ilerliyoruz.

1. B1, I'nin iginde m’'nin tam kat1 olmayan en kii¢iik tamsay1
olsun.

2. B2, I'nin i¢inde olan ama m ve B; tarafindan {retilen grubun
icinde olmayan en kiiciik tamsay1 olsun.

I'nin i¢inde Z’yi iireten bir tamsayilar ailesi elde edene kadar
bu sekilde devam edelim. Bu, m < 1 < 3 < ... < B¢ seklinde
sonlu bir tamsay1 dizisi tanimlar. Bu listeye dalin Puiseux ka-
rakteristigi denir. Daha 6nce de karsilastigimiz bir durum: Bu
tanum Puiseux'niin degildir, daha sonradan Halphen ve Smith8?
tarafindan yapilmistir. Zavalli Puiseux!

Dalimizdaki bir patlatmanin etkisine bakalim. Uygulamada,
bunun bagnoktadan ve (x,y)’den gegen dogrunun egimi y1 = y/x
olacak sekilde (x,y;) koordinatlarina bakmaya karsilik geldigini
hatirlayin. Bu (x,y;) koordinatlarinda su esitlikler gegerlidir:

x=xt" oy = Y atm
k>p

B1’in m’ye Oklidyen bolimii
B1=mg+m; with (0<my <m)
verir ve boylece

x=xt" oy =ap+agt" + o+ aqmt(q_l)m + > <
k=g

olur. Simdi tekrar basnoktaya getirmek icin tekilligi oteleriz;

baska deyisle y, = y1 — a,, diyerek

x=xt" ; yp=agy,t" ++ aqmt(q‘l)m + > a k"
k2p

elde ederiz. q > 2 ise tekrar patlatip &teleriz. ¢ adimin ardindan

x=xt" ; yg= Y gt
k=p1

©
Bu prosediir karmasik go-
riinebilir. Oklit algoritmasina
¢ok benzerdir. Verili iki

0 < a < b tamsayisi i¢in, b’den
a gikararak elimizde a,b—a
kalir. Eger 0 < a < b-aise
boyle devam eder, a,b - 2a
elde ederiz. {1k tamsay1
ikinciden kiigiik olana ka-
dar devam ederiz. Bu tam
olarak b'nin a’ya Oklidyen
bolumiinden baska bir sey
degildir. Sonra iki tamsay1-
nin yerlerini degistirir ve
devam ederiz. Algoritma
sonlu sayida adimda, ikinci
tamsay1 0 oldugunda son
bulur. Bu son adimda birinci
say1 4 ile b'nin en biiyiik
ortak bolenidir. Ornegin
(6,9) — (6,3) - (3,6) —
(3,3) = (3,0). Bizim su
anki daha karmasik duru-
mumuzda da benzer sekilde
hareket ediyoruz. Kag kere
gerekiyorsa o kadar kere
patlatiyoruz ve sonra da x ile
y'nin rollerini degistiriyoruz
ve devam ediyoruz. ..

81 E. R. Garci a Barroso,

P. D. Gonzélez Pérez, and
P. Popescu-Pampu. Variati-
ons on inversion theorems
for Newton—Puiseux series.
Math. Ann., 368(3-4):1359—
1397, 2017.


https://arxiv.org/abs/1606.08029
https://arxiv.org/abs/1606.08029
https://arxiv.org/abs/1606.08029
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elde ederiz. By —gm = m; < m oldugundan diisey eksen bu
son egriye bagnoktada tegettir. Daha 6nceki gibi iki koordinatin
rollerini yer degistirerek

Yo=2T™ ; x=3 bt

k>1

elde ederiz. Diger bir deyisle, belli bir sayida patlatmadan sonra
yeni egrinin kathilik sayis1 m; < m olur. Bu sekilde devam ederek
sonlu sayida adimdan sonra egri piirtizsiiz olur.

Boylece sunu kanitlamis olduk:

Teorem. C, analitik bir F(x,y) = 0 egrisinin basnokta civarmda bir dali
olsun. O zaman, C'nin uygun bir patlatmalar silsilesi altindaki kat:
doniigiimii piiriizsiiz bir e§ridir.

Tiim dallar: patlatmak

Basnoktanin komsulugunda bir F(x,y) = 0 egrisi birka¢ daldan
olusur. Bu dallarin herbirinin tekilliklerini yok etmeyi 6grendik
ama bu sekilde elde edecegimiz ¢ok sayida piiriizsiiz yiizeyin
birbirlerine gore durumlari epey karmasa yaratabilir. Sicimleri
birbirinden ayirmak i¢in baska patlatmalar yapmak gerekir.
Yukaridaki teoremi kullanarak tiim dallarin tekilliklerini birer
birer yok edebiliriz. Elimizde,

- bir S ytizeyinden basnoktanin komsuluguna bir ¥ sén-
diirme gonderimi,

— Y tarafindan basnoktaya gonderilen bir E c S istisnai boleni
var; boylece egrimizin kat1 dontisiimii belli sayida piirtizsiiz
egrinin birlesimi oluyor. Bu egrilerin her biri istisnai bolenle tek
bir noktada kesisir.

Eger tiim bu noktalar birbirinden farkliysa gorevimiz ta-
mamlanmis olur: F = 0 tekil egrimiz, ayrik piirtizsiiz egrilerin
birlesimi olarak “tekilliklerinden arindirilmis”tir.

Geri kalan tek gorevimiz, istisnai bolendeki ayni p nokta-
sindan gecen belli bir sayidaki piiriizsiiz yiizeyi halletmek. Bu
egrilerin bir kisminin bolene teget olabilecegini unutmayalim.

p noktast E'nin bir ya da iki pargasina ait olabilir. Bu par-
cay1 (ya da pargalar1) p’den gegen piiriizsiiz yiizeyler listemize

Isin dogrusu, patlatma
islemini sadece gergek yii-
zeylerin gonderimleri igin
tanumladik. Benzer gon-
derimler karmagik sayilar
tizerinde de tanimlanabilir.
Bu durumda ardisik patlat-
malarin sonucu, birbiriyle
capraz sekilde kesisen ar-
tik karmasik izdiistimsel
dogrularin birlesiminden
miitesekkil bir istisnai boleni
igceren holomorf bir ytizeydir
(yani karmasik boyutu 2
olan bir uzay). Hatta bu
patlatma islemleri herhangi
bir cisim {izerindeki cebirsel
egriler baglaminda bile
tanumlanabilir. Bu boliimde
ogrendiklerimizin biiytik ¢o-
gunlugu, bu genel duruma
harfi harfine uygulanabilir.

3 ya da daha ¢ok boyutta,
tekilligin yok edilmesi ¢ok
daha ince bir istir ve sadece
noktalar: patlatmak bu is
i¢in yeterli olmaz. Hironaka,
1964 te karakteristigi sifir
olan bir cisim tizerinde
tanumli herhangi bir cebirsel
varyetenin tekilliklerinin yok
edilebilecegini ispatladi. Bu
ispatin sindirmesi ¢ok zor
bir beceri timsali oldugunu
bir¢ok defa duydum. Fakat
J. Kollar, tekilliklerin yok
edilmesi tizerine 2007
yilinda verdigi bir dersin
notlarinda (Princeton
University Press) soyle
diyor: “Tekilliklerin yok
edilebileceginin ispatinin gok
zor olduguna dair siiregelen
alg1 yavas yavag gercekten
uzaklasti. ... bu ispat1
baslangi¢ diizeyinde bir
cebirsel geometri dersinin
son iki haftasinda vermek
miimkiindiir.” O zaman,
neden Kollar'in yazdiklarini
okumay1 denemiyorsunuz?
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ekleyelim. Piirtizsiiz yiizeylerin denklemleri p'nin komsulu-
gunda, birbirinden farkli ve yakinsak f; kuvvet serileri tarafindan
y = fi(x) diye verilecek sekilde (x,y) yerel koordinatlar: segelim.

Sonra tekrar patlatarak yeni bir izdiistimsel dogru olusturalim.

Egrilerin kat1 dontistimleri piirtizsiiz kalacak ve bolenin yeni
parcasiyla, f;’lerin basnoktadaki tiirevlerine karsilik gelen bir
noktada kesisecek. Iki egri bagnoktada birbirine teget olabilir
yani iki f;'nin 0’daki tiirevleri ayni olabilir, ama biz de tekrar
patlatabiliriz. Bu islem f;’leri baz1 Taylor polinomlariyla ayira-
cak. Sonunda, birbiriyle ayrik ve istisnai boleni capraz kesen
plrtizsiiz ytizeyler toplulugu elde ederiz. Hatta en sonunda elde
ettigimiz egriler toplulugunun, bolenle sadece olagan nokta-
larda kesistigini (yani iki cemberin kesisiminde kesismedigini)
varsayabiliriz.

Noether’in teoremi su:

Teorem. C, basnokta civarmda analitik bir egri olsun. C'nin uyqun
bir patlatmalar silsilesi altindaki kati doniisiimii, istisnai bolene ¢apraz
piiriizsiiz egrilerin ayrik birlesimidir.

Ikinci dereceden doniigiimler

Max Noether, cebirsel egrileri global baglamda ¢alistyordu, ana-
litik egrilerin yerel tekillikleri baglaminda degil. Onun mik-
roskobu biraz daha farkliyds; ikinci dereceden doniisiim adiyla
aniliyordu.

Bir K cismi tizerindeki P?(K) izdiisiimsel diizleminin Cremona
grubunu tanmitayim®2. Bu grup, K(x,y) iki degiskenli rasyonel
fonksiyonlar cisminin K-otomorfilerinden olusmaktadir. Boyle bir
otomorfi, x ile y'nin goriintiileri olan f(x,y) ile g(x,y) rasyonel
fonksiyonlariyla tamamen tanimlanir. f ve g diye iki fonksiyon,
eger (x,y) -> (f(x,y),8(x,y)) dontisimii birasyonel ise, Cremona
grubunun bir elemanini tanimlarlar.

PGL(3,K)'nin elemanlariyla verilen izdiistimsel déniistimler,
diizlemin birasyonel izomorfileridir ama Cremone grubu ¢ok
daha biiytiktiir. Tipik bir 6rnek, karesi birim olan

o:(x,y) - (1/x,1]y)

Kirmizi, mavi ve yesil egriler
siyah bolene tegetler. Ug
patlatma, bunlari (yeni)
bolene capraz hale getiriyor.

Burada anayoldan biraz
sapiyoruz.

®

825, Cantat. The Cremona
group in two variables.

In European Congress of
Mathematics, pages 211-225.
Eur. Math. Soc., Ziirich,
2013.


https://perso.univ-rennes1.fr/serge.cantat/Articles/ecm.pdf
https://perso.univ-rennes1.fr/serge.cantat/Articles/ecm.pdf
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kuadratik gonderimidir. Bunu homojen [x : y : z] koordinatla-
rinda da gormek miimkiindiir:

o:[x:y:z]->[yz:zx:xy].

Karesi birim olan bu gonderim, [1:0:0],[0:1:0] ve [0:0: 1]
noktalarinda tanimh degildir. Ustelik, bu noktalarin ikisini iceren
bir dogruyu, tigtincii noktaya ¢okertmektedir. O {i¢ dogrudan
uzakta, o bir birebir eslemedir ve hatta karesi birim olan bir
gonderimdir. Ayrica [1:1:1]in o'nin bir sabit noktas: oldugunu
da gozden kagirmayalim.

Eger A, B,C, M noktalar1 P?(K)’de bir izdiistimsel taban olus-
turuyorsa (yani bunlarin herhangi ti¢li ayn1 dogru tizerinde
degilse), bunlar1 [1:0:0],[0:1:0],[0:0:1]ve[l:1:1]%e
gonderen bir izdiisiimsel ¢ doniisiimii vardir. Eslenik ¢t oo o ¢

Luigi Cremona
mis kuadratik doniigiimdiir. (1830-1903). ©

gonderimi, A, B, C ii¢geniyle (ve M sabit noktasiyla) iligskilendiril-

Max Noether patlatmalar yerine bu gonderimleri kullanda.

Buradaki avantaj, tiim iglemin yeni bir ytizeye bakmak gerek-
meden izdiisiimsel diizlemde yapilmasi. Dezavantaj ise, 'nin
ayni anda hem patlatmasi, hem séndiirmesi. Dogrular1 ¢okerti-
yor ve noktalar1 patlatiyor; boylece bazi tekillikleri yok ederken

baskalarini yaratiyor.

W2
i

Noether, PGL(3,K) ve ¢’nin tiim Cremona grubunu trettigini
gosterdi. Bu iddia gercekten de dogru ama ispat1 hataliydi.

Bir P(x,y) = 0 polinom denklemiyle taniml bir cebirsel egriyle

baglayalim. Tekil bir A noktas: ve egri {izerinde olmayan B, C - .
) ) - o Karesi birim olan, kuadratik
noktalar: segelim, 6yle ki AB, BC,CA, cebirsel egriyi ¢apraz ola- bir déniigiim, M’den gegen
rak kessinler (tabii ki A noktasi harig). Sonra, egrinin A, B, C (ve dogrularin olusturdugu
dergeyi A, B,C, M’den gegen
koniklerin olusturdugu
dereceden doniisiim altindaki goriintiisiine bakalim. A noktasini dergeye gonderir.

su an i¢in 6nemli olmayan bir M sabit noktasi) ile iliskili ikinci

patlatalim. Egrinin AB, BC, CA ile olan diger kesisimleri, capraz
olarak kesisen piiriizsiiz dallar olusturur. Boylece, ne kadar kez
gerekiyorsa o kadar patlatabiliriz ama karsihginda piirtizsiiz
egrilerin ¢apraz olarak kesistigi noktalar olusturmus oluruz.

Noether, teoremini su sekilde ifade etti:

Teorem. Her cebirsel e§ri, uygun bir Cremona otomotfisiyle tekillikleri
siradan olan (yani ¢apraz olarak kesigen piiriizsiiz dallardan olusan)


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Cremona.html
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bir egriye doniistiiriilebilir.

Diizlemde karesi birim olan bir bagka tinlii dontistim vardair:
evirtim. Altmus yil kadar once, tiim ortadgretim 6grencileri buna
asinaydi. Ders kitaplar1 su tiir alistirmalarla doluydu: diizlem
geometrideki en sevdiginiz teoremi alin ve onu evirtim kullana-
rak doniistiiriin; ve boylece yeni bir teorem elde edin. Tanimi
¢ok basit. Diizlemde herhangi bir P noktas: alin. Buna evirtimin
kutbu diyecegiz. Evirtim, her Q noktasi P, Q, Q" ayn1 dogru
tizerinde olacak ve PQ - PQ’ =1 esitligi saglanacak sekilde bir Q’
noktasina gonderir. Bu evirtim, P kutbunda tanimli degildir; P’yi

icermeyen ¢emberleri cemberlere gonderir; P’yi iceren ¢emberleri
P’yi igermeyen dogrulara gonderir. Eger P, karmasik diizlemin
basnoktay1 ise bu z € C* ~ 1/z ¢ C* dontisimiinden bagka bir sey
degildir.

Sozgelimi, Fransi1z ¢ocuklarin Chasles bagintist diye andig:
teorem, yonlii bir dogru tizerindeki Q’, R’, S’ noktalar: igin su

esitligin gecerli oldugunu soyler: Q’R’ + R’S’ = Q'S’. Bunu
evirtimle dontistiiriirseniz Batlamyus teoremini kesfedersiniz:
“Koseleri bir gember tizerinde olan konveks bir PQRS dortgeni-
nin karsit kenarlarin ¢carpiminin toplami, kdsegenlerin ¢arpimina
esit olur.”

Evirtim kuadratik doniistimlerin 6zel bir halidir. U¢genimizin
ilk A kosesini P?(IR)’deki [0 : 0 : 1] noktasi, yani R? d{izleminin
bagnoktay1, yani 0 € C noktasi olarak segelim. fkinci ve tigiincii
B, C noktalarimi devirli noktalar denen noktalar olarak secelim,
yani bir zamanlar 6grenciler arasinda {inlii olan, ayn1 zamanda
hem sonsuzda hem de sanal olan noktalar. Daha agik¢asi, su nok-
talar: [1:i: 0] ve [1: i : 0] (burada i, v/~1demek). Bunlara
devirli denmesini sebebi, Oklit diizlemindeki tiim cemberlerin
bu noktalardan gegmesi. M sabit noktasini da 6rnegin [1:0: 1]
olarak secelim, yani 1 € C noktasi. Okurumu bu 6rnekteki ku-
adratik dontistimiin tam olarak evirtim oldugunu gostermeye
tesvik etmek isterim. Bu, rutin, otomatik bir hesapla ya da klasik
izdiistimsel geometri kullanarak gosterilebilir. Bir (genel) dog-
runun kuadratik dontisiim altindaki goriintiistiniin tiggenin tig
kosesinden gecen bir konik olduguna dikkat edin. Ayrica devirli
noktalardan gegen bir konigin ¢ember olmasi gerektigine de fark

P

QR.SP + PQ.RS = PR.QS.

Daha dogrusu, ¢emberlerin
karmagiklagtirilmasindan

s6z etmeliyim; bu, ge¢mis
sayfalarda ortiik bigimde
mevcuttu zaten. [0: 0 : 1],
[1:7:0]ve[l:-i:0]nok-
talarinin kiimesi P2(R)’de
degil P2(C)’de elbette. Yine
de bunlarin P?(C)’de tarif
ettigi, karesi birim olan ku-
adratik déniisiim P?(R)’yi
korur ve iistelik P2(R)’de
sonsuzdaki dogrunun tiim-
leyeni olarak goriilen gercek
OKlit diizleminde evirtim
tarumlar. Kontrol edin!
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edin. Kanitin keyfine varimn!

Bir drnegi inceleyelim

41 x2y? - 2x%y — xy? + y? = 0 olan egriye bakalim. Bu,

Denklemi x
Euler’in daha 6nce bahsettigimiz ramfoid egrilerine bir 6rnektir,
ve ikinci dereceden bir topuga sahiptir.

Tekil noktada bir kosesi olan, geriye kalan her yerde egriye
capraz olan (mavi) bir tiggen secelim ve kuadratik bir dontistim
uygulayalim. Sonug yukarida, sagdaki resimde (resmi biraz
uzaktan ¢izdim). Ramfoid egrisinin tekil noktas: tiggenin bir
kosesi oldugundan doniisiim bu noktanin komsulugunda bir
patlatma gibi davranir. Bu kose tiggenin kars: kenarina patlatilir.
Ama tekillik ilk adimda yok edilemeyecek kadar derindir. Yeni
egrinin hala (baska bir kosede) bir tekil noktas1 vardir. Uggenin
her kenari kars1 koseye ¢okertilir ve bu da basnoktada bir cifte
nokta yaratur.

Bir sonraki sayfadaki sekildeki gibi tekil noktada bir kosesi
olan bir baska (biiytiik yesil) ticgen secelim. Karsilik gelen ku-
adratik dontigiimii bir kez daha uygulayalim. Sonug sag tarafta
gortliiyor. Yeni egri sol alt kosede hala tekil ama diger koseler
siradan ¢ifte nokta.

Bir bagka (mor) tiggen segelim. Bir kuadratik dontisiim daha
uygulamak, sonunda bizi tekillikleri piirtizsiiz egrilerin ¢capraz
kesisimlerinden ibaret olan bir egriye gotiiriir.
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Noether’in teoreminin giizelligi inkar edilemez ama bu siradan
tekillikler ¢ok da basit degiller. Asagidaki alistirma, ¢apraz
olarak kesisen n tane piiriizsiiz egrinin hala gereginden fazla
bilgi icerdigini gosteriyor.

2

N

_—

Alistirma (pek kolay sayilmaz): Diyelim ki bir noktada birbiriyle
capraz kesisen n tane piiriizsiiz analitik egrimiz var. n = 1,2,3,4
i¢in, diizlemde bunlar1 # tane dogruya gonderen yerel analitik
bir difeomorfi oldugunu gosterin. n > 5 igin bunun dogru
olmak zorunda olmadigini gosterin. Capraz piiriizsiiz n tane
egrinin modiil uzayin (yerel difeomorfiler altinda boliim uzayin
kastediyorum) tarif edebilir misiniz?

Bir bagka yaklasim daha muimkiin. Bir K cismi tizerinde ta-
niml d boyutlu P?(K) izdiistimsel uzaymin teget uzaymi ele
alalim. Bu teget uzayi izdiistimsel hale getirelim ve boylece 2d -1
boyutlu bir cebirsel varyete tiretelim. Bu varyete, daha ytiik-

k boyutlu piirtizsiiz izdii-
stimsel bir cebirsel varyete,
tanim itibariyla, belli bir
boyuttaki izdiisiimsel uzaya
gomiilebilir. Genel konumda
2k + 1 boyutlu izdiistimsel bir
altuzaya izdiistimiinii alarak
bir gomme elde edebiliriz.
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sek boyutlu bir P224-D+1(K) izdiisiimsel uzayma gomiilebilir.
P?(K)’de verili bir C cebirsel egrisinin olagan noktalardaki teget
dogrularinin (Zariski) kapamisina bakabiliriz. Bu, d; boyutlu
baska bir izdiistimsel uzayda tanimli, baska bir C; cebirsel egrisi
verir. Bu islemi yeteri kadar tekrarlayarak, d,, boyutlu bir izdii-
stimsel uzaya gomiilii puirtizsiiz bir C,, egrisi elde ederiz. Simdi
P?(K)’deki bir egriye genel bir izdiisiim segelim Sonug sonlu
sayida stradan cifte noktasi olan piirtizsiiz bir C egrisi olur.

Teorem. Her cebirsel egri, yegane tekillikleri iki piiriizsiiz dalin ¢apraz
olarak kesistigi siradan cifte noktalar olan bir baska e§riye birasyonel
olarak denktir.

Iyimser bir sekilde yaklasip, her diizlemsel cebirsel egri-
nin piiriizsiiz bir diizlemsel egriye birasyonel olarak denk ola-
cagini bekleyebiliriz, ama bu beklenti, gercekte olandan ¢ok
uzaktir. Derecesi d olan piiriizsiiz diizlemsel bir egrinin cinsi
(d-1)(d -2)/2'dir, bu ytizden cebirsel bir egrinin cinsi bu se-
kilde yazilabilen bir tamsay1 degilse ¢ifte noktalar var olmak
zorundadir.

Biraz daha az iyimser bir sekilde yaklasip, her cebirsel egri-
nin bir Cremona dontistimii kullanarak tekillikleri siradan cifte
noktalar olan bir egriye doniistiirtilebilecegini bekleyebiliriz.
Heyhat! Bu da dogru degildir. Onceki teoremde verilen birasyo-
nel denklik, bir Cremona doniisiimiinden gelmeyebilir (bkz®3
sayfa 42).

Tiim bu kavramlarin modern bir sunumu igin, Wall ve Dolgac-
hev’in kitaplarini®+%5 tavsiye ederim; daha geleneksel bir yorum
icinse Semple ve Roth’un kitabini®. ..

87]. Kollar. Lectures on
resolution of singularities,
volume 166 of Annals

of Mathematics Studies.
Princeton University Press,
Princeton, NJ, 2007.

81. V. Dolgachev. Classical
algebraic geometry. A modern
view. Cambridge University
Press, Cambridge, 2012.

% C.T. C. Wall. Singu-

lar points of plane curves,
volume 63 of London Mathe-
matical Society Student Texts.
Cambridge University Press,
Cambridge, 2004.

87. G. Semple and L. Roth.
Introduction to algebraic
geometry. Oxford Science
Publications. The Clarendon
Press, Oxford University
Press, New York, 1985. 1949
orijinalinin tekrar basimi.


https://arxiv.org/abs/math/0508332
https://arxiv.org/abs/math/0508332
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Villarceau gemberleri adiyla
anilan ¢emberlerle dolu

bir Clifford simidi. Bu
cemberlerden her biri,

C?’de (orijinden gegen) bir
dogruyla S® birim kiiresinin
kesisimidir (ve 3 boyutlu
uzaya stereografik izdiistimii
alinmustir). ©



3-kiire ve Hopf liflenmesi

Karmagik bir diinya

MATEMATIKCILERIN KARMASIK SAYILARI HAKIKI BIRER SAYI
OLARAK KABUL ETMESI EPEY UZUN BIR SURE ALDI.

Cebirin yiikselisiyle birlikte, gercek denklemlerin karmasik
kokleri, kabul gormek icin gittikge artan bir 1srarla yaygara
kopardilar.

Coolidge, o harika kitabinda®” karmagik geometrinin yavasg 87]. L. Coolidge. Geometry of
the complex domain. Claren-

avas dogusunu bu sozlerle betimliyor. Gauss’un en onemli
y g gus y don Press, Oxford, 1924.

onciilerden biri oldugunu ve bir karmasik sayiya diizlemde bir
nokta olarak baktigin1 gormiistiik. C2 gergek sayilar tizerinde
dort boyutlu oldugu igin onu gorsellestirmek ¢ok daha zordu;
19'uncu yiizyilda ancak bazi ileri goriislii insanlar dordiincii
boyutu hayal edebiliyordu. Bu konudaki bir¢ok basarisiz girisim
Coolidge’in kitabinda anlatiliyor.

Gottingen Matematik
Modelleri ve Araglari
Koleksiyonu'ndan Riemann
tarzi bir model.

Bugtin Riemann yiizeyi adiyla anilan devrimci kavrami ortaya

koyan Riemann bile bu ytizeyleri, C iizerine yayilmis bigimde, 3
boyutlu gercek uzay iginde kendini bazi garip kesim ¢izgilerinde


https://archive.org/details/geometryofcomple00cool
https://archive.org/details/geometryofcomple00cool
https://archive.org/details/geometryofcomple00cool
http://modellsammlung.uni-goettingen.de/index.php?lang=en&s=1
http://modellsammlung.uni-goettingen.de/index.php?lang=en&s=1
http://modellsammlung.uni-goettingen.de/index.php?lang=en&s=1

150 BIR TEKIiL MATEMATIK GEZINTISI

kesen yiizeyler olarak, sanal bir sekilde “gdrmek” zorunda
kaliyordu. Karmasik sayilarin geometrisi etrafinda bir gizem
halesi oldugunu soylesek, abartmis olmayiz.

Fakat karmasik geometrinin aslinda hi¢ de karmasik olmadig:
ve gercek alemi anlamak i¢in epey yararli oldugu adim adim
ortaya ¢ikti. Paul Painlevé'nin 1900 yilinda yazdigi su satirlar 8
iyi bir drnek:

Ortaya cikt1 ki, gercek alemdeki iki hakikatin arasindaki en kolay

ve en kisa yol, cogunlukla karmasik alemden gegiyor.

Giintimtizde karmasik geometri artik daha iyi anlagilmigtir.
Kabaca iki tiir yaklasimdan sézedebiliriz.

Birincisi, karmasik sayilar1 gorsellestirmeye hi¢ ¢calismadan
formel sekilde, cebirsel kapali bir cismin elemanlar: olarak
kullanmak. Bu yaklasim modern cebirsel geometride ¢ok verimli
oldu, zira C’'nin cebirsel 6zellikleri son derece giiglii. Fakat bu
yaklasim takip edildiginde gercek sayilarla ilgili orijinal sorular
genelde unutuluyor. Bir seferinde {inlii bir cebirsel geometrici
(karmagik) Abelyen varyeteler hakkinda bir ders anlatiyordu.
Dersin sonunda gercek Abelyen varyeteler hakkinda bir soru
geldi. Konusmaci sasirdi ve biraz durakladiktan sonra samimi
bir sekilde soyle dedi:

Uzgiintim, gerceklik hakkinda hi¢ diigtinmemistim!

Ikinci yaklagimsa izdiigiimler, kesitler, resimler cizmekten gegi-
yor. Daha da 6nemlisi, bu yaklasimda insan ¢ok boyutlu uzaylar
hakkinda, mubhtelif benzetmeler ve paralellikler kullanarak sez-
gisel bir anlayis gelistirmeye calistyor. Giiniimiiz topologlar: ve
geometriciler artik C?’deki nesnelerden korkmuyorlar, hatta bu
tlir nesneleri gayet somut buluyorlar. Bu boliimde, bu tiirden bir
sezgisel anlayis gelistirmeye ¢alisacagiz.

Internette dolanan bir aldatmaca hikayeye gore, Sophus Lie
sOyle demis:

Hayat karmasiktir ¢linkii bir gercek tarafi, bir de sanal tarafi
vardir.

Lie gibi sert ve ciddi bir matematik¢inin bdyle bir s6z sGylemis
olabilecegine inanmak giic.

8 P, Painlevé. (Euvres de Paul
Painlevé. Tome I. Editions

du Centre National de la
Recherche Scientifique, Paris,
1973. Analyse des travaux
scientifiques, pages 72-73.

“Il apparut que, entre deux

vérités du domaine réel, le
chemin le plus facile et le plus
court passe bien souvent par le
domaine complexe.”
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Yuvarlak 3-kiire

Geometiciler, P! (C)’nin iki boyutlu (Riemann) kiiresi oldugunu
ve P2(C)'nin de biiziilemeyen 4 boyutlu bir manifold oldu-
gunu, karatahtayla ortak pek bir seyi olmadigim bildikleri halde,
P?(C)'nin i¢inde P!(C)’den bahsetmek istediklerinde tahtaya
genelde bir ¢izgi cizerler.

C?'nin i¢inde bir 3-kiireden bahsetmek istediklerindeyse diiz-
lemde bir ¢cember ¢izerler. Karmasik sayilar tizerinde topolojinin
¢ok daha zengin oldugunu bildikleri halde, P(x,y) = 0 egrisinin
bir gercek dalini gizerler.

Bu “yanlis resimler”, karmasik diinyann i¢indeki “gercek-
lige” siklikla miimkiin olan tek yaklasim oldugu i¢in bunlar
kullaniyoruz.

Amacimiz, C? igindeki F(x,y) = 0 analitik egrisinin icindeki
bir noktanin komsulugunun miimkiin oldugunca gorsel bir
tarifini vermek. Buradaki x ve y, x1, X2, y1, Y2 gercek sayilariyla
X1 +ixp ve y1 + iy, seklinde ifade edilen birer karmasik say1.
Aslinda bahsi gegen egri, R* iginde iki denklem tarafindan tarif
ediliyor:

R(F(x1 +ixg,y1 +1iy2)) = I(F(x1 +ixp,y1 +iy2)) = 0;

boylece gercek sayilarin bakis agisindan, egrimiz aslinda bir yii-
zey. Burada son derece dogal sayilacak fikir su: egrimizi/ytizeyimizi
€ yarigaply, kiigiik bir 3-kiireyle kesistirmek ve sonug olarak (ger-
¢ek sayilar tistiinde) 1 boyutlu bir seyi gormeyi ummak.

Bu ytizden 6nce 3-kiirenin tarifiyle basliyoruz. Egrimizle
kiirenin kesisimini daha sonra resmedecegiz.

53

{(oy) eC | 1P +lyP =1}
= {(xl/xZIyl/yZ) €R4 | x%+x%+y%+y% = 1}

diye verilen birim 3-kiireyi gorsellestirmenin birkag¢ yolu var.

Stereografik izdiigiimii kullanabiliriz.

Ornegin R*teki N = (0,0,1,0) € R* noktasin1 $*tin kuzey kutbu
olarak alalim; (0,0,-1,0) € R* giiney kutup noktasindaki teget
diizleme N’den izdiigtim alalim. (x1,x2,y1,12) € S° noktas1 ve
bunun gittigi (1, v, -1, w) noktas: ve N noktas: dogrusal olmali.
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Formtille ifade edildiginde, su sonug ¢ikiyor:

) 3 N 2x1 2xp 2 3
IT: (x1,%2,y1,y2) € S° N {N} (1_y1, T 1_y1) eR”.
Dolayistyla kiireden bir nokta ¢ikinca bunu 3 boyutlu siradan
uzayla temsil edebiliyoruz. Burada bazi simetrileri kaybediyo-
ruz zira kuzey kutbu segimi aslinda tamamen rastgele. Burasi
geometride hayal giicii iizerine yazilmis iinlii bir kitabi®9 tavsiye
etmenin tam yeri. Boyutlar adl1 filmi de tavsiye ederim.

Stereografik izdiisimiin asagidaki 6zellikleri iyi bilinir.
¢ Izdiisiim konformaldir: her bir noktadaki tiirevi bir benzerliktir.

¢ 3-kiiredeki bir cemberin goriintiisii 3 boyutlu uzayda bir
¢emberdir (ya da eger orijinal cember kuzey kutbundan
geciyorsa, bir dogrudur).

Boylece, S° kiiresinin pozitif dondiirmelerinin grubu olan SO(4),
R3 U {00 }’daki konformal difeomorfilerin grubu olarak goriilebilir.

n-kiiredeki konformal difeomorfiler grubuysa SO(n +1)’den

cok daha biiyiiktiir; bu grup tikiz degildir. Sozgelimi, R"*2
tizerinde g = x3 +--+x2, -

kuadratik form tanimlayabiliriz. Boylece n-kiire, izotropik g = 0

x2,, olarak verilen, (n+1,1) igaretli bir

konisi ile x,,4» = 1 hiperdiizleminin kesisimi olarak diistiniilebilir.

Bernhard Riemann'in
stereografik izdtisimtinii
almak. ©

% D. Hilbert and S. Cohn-
Vossen. Geometry and

the imagination. Chelsea
Publishing Company, New
York, N. Y., 1952. P. Neményi
tarafindan gevrilmis.

Kimi tarihgilere gore bu
ozellikler (iki boyutlu
durumda) bu kitapta daha
once tanustigimiz Hipparkos
tarafindan bulunmustu.
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Buna denk olarak, n-kiire izotropik dogrularmn uzayi olarak
diistiniilebilir. Tikiz olmayan SO(n + 1,1) grubu, n-kiirenin
tizerinde bir konformal etki olusturur.

Kirelerin konformal geometrisi ¢ok zengindir.

Sadece iki 6zellikten bahsedeyim. Boyutu en az ti¢ olan bir kii-
rede baglantili agik iki kiime arasinda bir konformal difeomorfi,
global bir konformal difeomorfinin kisitlanmis halidir (Liouville
teoremi). Bu durumla 2 boyuttaki durum arasinda keskin bir te-
zat vardir; 2 boyuttaki konformal difeomorfiler kiimesi holomorf
ya da antiholomorf difeomorfiler kiimesiyle aynidir. Holomorf
gonderimler, Riemann kiiresi tizerindeki (az + b)/(cz +d) olarak
verilen Mobius otomorfilerine indirgenebilseydi eger, matemati-
gin genel manzarasinin giizelligi ¢ok daha sinurli olurdu.

Eger bir Riemann manifoldunun konformal grubu tikiz de-
gilse, bu manifold kiireye ya da Oklit uzayma konformaldir. Bu,
Obata ve Lelong-Ferrand teoremidir.

Bu dogrultuda devam etmekten imtina ediyorum zira burada
kolaylikla kaybolabiliriz ve matematiksel gezintimizden geri
donemeyebiliriz. Berger’in ders kitabin1®° ve muazzam pano-
ramasini?® tavsiye ederim. Eski moda sunumlardan hoslanan
okurlar igin Coolidge’in kitab1%* nefistir.

“Kare” 3-kiire

3-kiirenin tizerinde |x[? + |[y> = 1 oldugu icin, 3-kiireyi su sekilde

tanimlayacagimiz T; ve T parcalarina ayirabiliriz:

T ={(xy) €S’ 1P <1/2} , To={(xy) eS| [y <1/2}.

Ty ve Tp'nin kesisimi, soyle parametrelenebilen Clifford simididir:

(6,9) € (R/21Z)* ~ (\f exp(if), \éiexp(zd))) €S,

Ty ve T, ise birer dolu simittir; bunlar1 bir cember ile C’deki D?
birim dairesinin ¢arpimi olarak parametrelemek miimkiindiir:
2 f 3.
(z,¢) e D* x (R/27Z) 1- —exp(z(p) €T cS’;

Paris’in konformal bir
gorlintiisii.

% M. Berger. Geometry
I. Universitext. Springer-
Verlag, Berlin, 2009.

9 M. Berger. Geometry
revealed. A Jacob’s ladder

to modern higher geometry.
Springer, Heidelberg, 2010.

92]. L. Coolidge. A treatise
on the circle and the sphere.

Clarendon Press, Oxford,

1916.

Cemberi kare yapmak.
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https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Stereographic_projection_of_Paris.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Stereographic_projection_of_Paris.jpg
https://archive.org/details/treatiseonthecir033247mbp
https://archive.org/details/treatiseonthecir033247mbp
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(0,2) € (R/271Z) x D? > ( 1- % exp(if), \fz) €TrcS.
Boylece 3-kiireyi, kenarlar1 boyunca birbirine yapistirilmis iki
dolu simidin birlesimi olarak gérmek miimkiin olur. dT;’in
meridyenleri, yani T; i¢inde bir dairenin kenar1 olan ¢ember-
ler, 9T, nin paralellerine yapistirilmistir, yani T,'nin iginde bir
dairenin kenar1 olmayan ¢emberlere; ve bunun tersi.

Bunun yerine “kare kiireyi” kullanabilirdik. Su yuvara bakin:
D?xD?={(x,y) eC?|x|<1land |y|<1}.

Bunun kenari T] = {|x| < land |y| =1} ve T; = {|x| = 1and |y| < 1}
dolu simitlerinden olusur. Radyal izdiistim kullanarak T; ve T,
dolu simitlerini T| ve Tj ile 6zdeslestirmek miimkiindiir. Kare
kiireyi kullanmak ¢ogunlukla daha kullanishidir ¢tinkii boylece
dolu simitte stereografik izdtisiim kullanmaksizin resimler
¢izmek mumkiindiir. Bu basit ama giiclii fikir K&hler93’e aittir.

3-kiire cok yuvarlaktir

Matematigin gorsel yanlarinin ustalarindan William Thurston94,
3-kiirenin diger kiirelerden “daha yuvarlak” oldugunu soylerdi.
Bunu derken aklindan gegen, n yalnizca 3 iken SO(n + 1)'in
basit bir grup olmadigiyd: (tabii 0 ve 1 disinda). Bu, daha eski
literatiirde Clifford paralelligi denilen kavramla iliskilidir.

Hatirlayacagimiz gibi kuaterniyonlar g = xq +ixy + jy1 + ky2 sek-
lindeki formel ifadelerdir. Burada xq, x2, 1, y2 gergek sayilardir;
i,j,kiseij = —ji = k;jk = ~kj = i;ki = —ik = jve i® = j* = k* = -1
esitliklerini saglayan formel sembollerdir. Bu, degismeli olmayan
H bolme cebrini tanimlar. Eslenik g, x1 —ixy — jy; — ky2 seklinde;
norm N(q) da qq = x% + x3 +y2 + y5 diye tammlanir. Bu norm
carpimsaldir: N(q142) = N(g1)N(g2). Sifirdan farkli bir kuaterni-
yonun tersi 47! = §/N(q) ile verilir.

Buradan 3-kiirenin, {g € H|N(g) = 1} diye tanimlanan birim
kuaterniyonlar grubuyla eslenebilecegi ortaya ¢ikar. Yirminci
ylizyll matematiginin biiyiik basarilarindan biri, tizerlerinde bir
topolojik grup yapisi tanimlanabilen yegane kiirelerin S° ~ Z/27Z,

9 E. Kdhler. tber die verz-
weigung einer algebraischen
funktion zweier verdnderlic-
hen in der umgebung einer
singuldren stelle. Math. Z.,
30(1):188-204, 1929.

94 W. P. Thurston. How to
see 3-manifolds. Classical
Quantum Gravity, 15(9):2545—
2571, 1998. Topology of

the Universe Conference
(Cleveland, OH, 1997).

Digiimlerden Narnia’ya
videosundan bir goriintti.
William Thurston (1946—
2012), bir diiglimiin etrafin-
dan dolandiginda “baska

bir yere” gectigini gosteriyor.
Bu eski videoyu mutlaka
gormelisiniz. ©


http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002371154
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002371154
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002371154
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002371154
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002371154
https://www.youtube.com/watch?v=IKSrBt2kFD4
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S! ~ SO(2) ve S® oldugunu ispatlamasidir. Bu konuya iyi bir
baslangig, Sayilar adli kitaptir®>.

Ama 3-kiirenin digerlerinden daha yuvarlak olmasmin tek
sebebi bu degil. Diger tiim gruplar gibi, homojen oldugu, sag
veya sol dondiirmeler kullanilarak gortilebilir; bu iki yol biribi-
riyle degismelidir. g1 ve g, birim kuaterniyonlari verildiginde,
q € H ~ q199;' € H gondermesi bir izometridir ve SO(4)te bir
eleman tamimlar. S x $%’ten SO(4)’e bu gonderim ortendir ve
¢ekirdeginde sadece +(1,1) vardir. Diger bir deyisle 3-kiirenin
her dondiirmesi, birbiriyle yer degistirebilen bir sa§ dondiirme
ile bir sol dondiirmenin bilesimdir. Bu durum 3 boyuta 6zeldir
zira diger tim dondiirme gruplar: (asikar bir istisna olan SO(2)
disinda) basittir.

Hopf liflenmesi

Artik C%'deki cebirsel egrilerin topolojisi hakkinda konugmaya
baslayabiliriz. Mimkiin olan en basit egriyle basliyoruz: diiz bir
¢izgi.

x = 0vey = 0 dogrularinin birim kiireyle kesigimlerine
bakalim.

x = 0 kuzey kutbundan gectigi icin, bu dogrunun stereografik
izdtistim altindaki gortintiisii diisey bir diiz ¢izgidir. y = 0
dogrusunun izdiistimii ise “x = 0 diisey dogrusu etrafinda
dolanan bir ¢emberdir”.

Az dnceki iki dolu simide ayristirma resminde x = 0, T1"in
merkezi olan {0} x (R/27tZ) gemberine karsilik gelir. Ote taraftan,
y = 0 da T,'nin merkezi olan (R/271Z) x {0} ¢emberine kargilik
gelir. Bu cemberlerin gecismis olduklarini gozden kagirmayalim.

y = x dogrusu kiireyi hem T7’e hem T,’ye ait olan bir ¢cem-
berde keser. Ne meridyen ne de paralel olan bu ¢cemberin homo-
topi smifi hem T;’de hem Ty’de (1,1)’dir.

Tum bu yap1 global olarak Hopf liflenmesi denen yapiyla
betimlenir. Delinmig C? \ {(0,0)} diizleminin her (x,y) nok-
tasi, bagsnoktadan gegen biricik bir karmasik ¢izgiye aittir; yani
P'(C)'nin bir elemanimi tanimlar. Bagka bir deyisle, bagnoktadan
gecen her dogru, Riemann kiiresi ya da 2 boyutlu S? kiiresiyle es-

% H.-D. Ebbinghaus, H. Her-
mes, F. Hirzebruch, M. Koec-
her, K. Mainzer, J. Neukirch,
A. Prestel, and R. Remmert.
Numbers, volume 123 of
Graduate Texts in Mathematics.
Springer-Verlag, New York,
1990.

Normal has altgrubu olma-
yan birden ¢ok elemanl: bir
gruba basit denir. Her nor-
mal Lie altgrubu ya agik ya
da ayrik olan bir Lie gruba
siklikla basit denir. Denk
olarak grubun Lie cebiri
basittir, yani has bir ideali
yoktur. SO(n)'nin (n # 1) tek
normal has altgrubu # ¢ift
iken {+br} altgrubudur. Bu
ylizden SO(n), n gift iken
grup olarak basit degildir
ama Lie grup olarak basittir.

Heinz Hopf (1894-1971);
Eberhard Hopf (1902-1983)
ile karistirmayin (1936’da
ABD’den Almanya’ya gog
eden tek matematik¢i mi?) o

Simitte bir meridyen, bir
paralel ve bir (1,1)-cemberi.

©


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Hopf.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Hopf_Eberhard.html

156 BIR TEKIiL MATEMATIK GEZINTISI

lenebilecek C U {co} kiimesinin bir A eleman igin y = Ax esitligiyle

verilir. Boylece

seklinde bir fonksiyon tanimlanir; bu fonksiyonun lifleri, karma-
sik dogrularin kiireyle kesisimindeki ¢emberlerdir. Herhangi iki

lif birbiriyle gec¢ismistir.

Asagida, Hopf liflenmesinin Boyutlar adli filmden alinmus,
stereografik izdiisiim kullanarak elde edilmis bazi resimlerini

gorebilirsiniz.

Hopf liflenmesinin gercek versiyonu nedir? Esasen boyle
bir sey vardir ama bu gercek hal biraz diis kiriklig1 yaratir.
R2\ {(0,0)}'nin her (x,y) noktasi, merkezden gecen biricik
bir dogruya aittir, ve P! (IR)nin bir elemanini tanimlar. Bu dogru,
1 boyutlu S! kiiresi, yani gember olan R U {co} iginde bir A igin
y = Ax ile verilir. Bu, lifleri gercek dogrularin birim ¢cemberle
kesisimindeki §lar olan,

seklinde bir fonksiyon tanimlar. Bu da R/Z’de 2’yle ¢carpmadir.
Sifir boyutlu kiirenin bir ¢ift noktadan ibaret oldugunu unutma-

yin.

7:S 82

7:8! > gl

Tabii ki, bu fonksiyon Hopf
tarafindan icat edilmedi!
Onun katkisi, bu fonksi-
yonun sabit fonksiyona
homotopik olmadigin gos-
termekti; ama bu baska bir
hikaye.

Hopf liflenmesi: her cember
7t'nin bir lifini olusturuyor.
Bir ¢emberin 7 altindaki

ters gortinttisii, bir Clifford
simidi oluyor ki bu da (re-
simde aynu renkle gosterilen)
liflerin birlegimi. ©


http://www.dimensions-math.org
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Yukaridaki resmin 3-kiirenin
- dondiiriilmesinden sonraki
' hali; bu déndiirme R3 U {0}
tizerinde bir konformal
gonderime karsilik gelir. o

Hopf ¢emberlerinden uzayda
izdtistimii (kirmizi) bir ¢izgi
olan birinin komsulugunda
diger cemberler. Bir okurum
bu resmin ona “tirkiitiicii”
goriindiigiinii sdyledi. Ona
katiliyor musunuz? ©
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Hopf baglar

Bir Hopf lifi, kiirede bir ¢emberdir; hakkinda soylenecek ¢ok
bir sey yok. (Aslinda boyle demek ¢ok da dogru olmaz: 3 bo-
yutlu uzaydaki ¢emberlerin uzaymnin geometrisi harikuladedir.
Cecil’in kitabma% ya da Blaschke’nin klasik Vorlesungen’ine97
bakabilirsiniz.)

Iki tane Hopf ¢emberi daha ilgingtir, zira, birlikte bir bag olus-
tururlar. Gegismis olduklar: halde bir halkanin kenarini olus-
turduklarina dikkat edin. Sahiden de, iki noktay1 birlestiren bir
yayin Hopf liflenmesi altinda 6nimgesi bir halkadir.

Ug (ya da daha ¢ok) Hopf cemberi bir Hopf bag: olusturur. Her
parca bir cemberdir ve herhangi iki parca birbiriyle bir kere
gecismistir. Kenar1 boyle bir bag olan yonlii bir yiizey bulmak
kolay. Nitekim Ay, ..., A, karmasik sayilarimn ve

E(x,y) = (y = AMx)(y = A2x)-+(y = AnX).

polinomunu diistinelim. F(x,y) pozitif gercek bir say1 olacak
sekildeki (x,y) noktalarimin kiimesiyle 3-kiirenin kesisimi n
adet Hopf ¢cemberinden olugur. Oniimiizdeki boliimlerde tiim
bunlarmn ¢ok daha genel hallerine bakacagiz.

% T. E. Cecil. Lie sphere
geometry. With applications to
submanifolds. Universitext.
Springer-Verlag, New York,
1992.

97 W. Blaschke. Vorlesungen
itber Differentialgeometrie und
geometrische Grundlagen von
Einsteins Relativititstheorie.
Band 1. Elementare Differential-
geometrie. Dover Publications,
New York, N. Y., 1945. 3rd

ed.
Bir halkanin kenari olan iki
Hopf cemberi. ©


https://archive.org/details/vorlesungenberdi00blas
https://archive.org/details/vorlesungenberdi00blas
https://archive.org/details/vorlesungenberdi00blas
https://archive.org/details/vorlesungenberdi00blas
https://archive.org/details/vorlesungenberdi00blas
https://archive.org/details/vorlesungenberdi00blas
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Bir ytiizeyin kenar1 olan tig
Hopf ¢emberi. ©

Bir yiizeyin kenari olan dort
Hopf ¢emberi. ©
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Dante, 1lahi Komedya ve 3-kiire Bu kasim kitabm geri kalam
i¢in gerekli degil tabii ki.
Mark Peterson%®, [lahi Komedya’da betimlendigi kadariyla,

. . . o - 171: . %M. A. Pet . Dant
Dante'nin evreninin 3-kiireye homeomorf oldugunu iddia ediyor. creron. - Jan'®

and the 3-sphere. American

“Manifold kavramini Dante’nin icat ettiginin asikar olmas199”na Journal of Physics, 47:1031—
tam ikna olmasam da bu kozmolojik bakis1 seviyorum. Hepimi- 1035, 1979

zin ¢ocukken ana babalarimiza sordugumuz bir soruya cevap %M. A. Peterson. The
veriyor en azindan: evrenin kenarina ulagtigimda ne olur? Iste, geometry of paradise. Math.
Dante’nin evreni kenari olmayan tikiz bir 3-manifolddur! Zéfgigencer’ 30(4):14-19,

Flammarion graviirii (1888). o Aristo-Batlamyus diinya merkezli sistemi. o

A, Koyré. From the Closed

Eski Yunandan miras kalan diinyanin sonlu oldugunu hatir- World to the Infinite Universe.

latayim™®. Aristo-Batlamyus sisteminde Diinya evrenin merke- Johns Hopkins University
zinde sabittir ve yedi gok kiiresiyle ¢cevrelenmistir; her bir kiire Press, 1957.

e w P . .. .. .. e Ay ve Giines gezegen degil
bir “gezegen” tasir: Ay, Merkiir, Yenus, Glines, Mars, ]uplter.ve elbette; yine de Dinya
Satiirn. Sekizinci bir kiire de sabit yildizlar: tasir. Son olarak, Ik etrafinda déniiyorlar...
Devindirici denen dokuzuncu bir kiire tiim sistemin kab1 olarak diinya merkezli sistemde.
hizmet goriir ve diger kiirelerin hareketlerini iiretir. Algilayabil- Aristotle. On the Heavens,

! volume I, 9, 278b—279a. J. L.
digimiz alem bu ytizden 3 boyutlu bir yuvardir, kenar1 da Ilk Stocks. tarafindan cevrilmis.
Devindirici’dir. Bu kenarin dtesinde Empyrean diye adlandirilan ' Dante Alighieri. Divina

Commedia. Digital edition,
Columbia University. Bircok
ne uzay ne bosluk ne de zaman [icermedigi] besbelli”. edisyon ve gevirisi arasinda,
Ingilizcesi ve yorumlar: baki-
mindan ben bu harika 2017
Hristiyan diinyasmnn biiytileyici bir anlatimini sunuyor'®?. Dante ~ edisyonunu éneriyorum.

alem baslar; bu alemin 6zellikleri pek agik degildir. Aristo’ya
gore'ot “

[lahi Komedya 1320’de yazilmig uzun bir siir. 14. yiizyildaki


https://www.researchgate.net/publication/252338100_Dante_and_the_3-sphere
https://www.researchgate.net/publication/252338100_Dante_and_the_3-sphere
https://en.wikipedia.org/wiki/Flammarion_engraving
https://en.wikipedia.org/wiki/Geocentric_model
http://sacred-texts.com/astro/cwiu/index.htm
http://sacred-texts.com/astro/cwiu/index.htm
https://en.wikisource.org/wiki/On_the_Heavens/Book_I
https://digitaldante.columbia.edu/dante/divine-comedy/
https://digitaldante.columbia.edu/dante/divine-comedy/
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bize Cehennem, Araf ve Cennet’ten gecerek yaptig1 yolculugu
anlatir; bu, ruhlarm kurtulusuna bir kinayedir. Paradiso adli son
kisimda Beatrice adindaki ilham perisi, onun dokuz gok kiiresini
teker teker ziyaret etmesine yardima olur. ilk Devindiriciye
ulastiginda kenarindan alemi izler. Merkezinde ufacik Diinya
bulunmaktadir. Aniden arkasimi dondiigiinde Empyrean’in da
algilayabildigimiz alemle tam tamina ayni yapida oldugunu
fark eder. Ayni sayida kiire ve merkezlerinde Tanr1 vardir. Bu
meleklere 6zgii kiireler gok kiirelerine simetriktir ve (Tanri’dan
[k Devindirici'ye dogru) adlar1 gdyledir: Seraflar, Kerubiler,
Tahtlar, Egemenler, Erdemliler, Giigliiler, Prenslikler, Kutlular
ve Melekler. (Bu sayfadaki Tiirk¢e adlandirmalar ve asagidaki
Tiirkge alint1 igin bakiniz'®3.)

Bu nedenle Dante’nin evreni, Ilk Devindirici’den birbirine yapismig
iki tane 3-yuvarmn birlesimidir ve dolayisiyla bir 3-kiiredir! o]

Evrene Ortacag bakisinin ¢ok daha derin bir tartismasi icin

bakiniz'*4; siir ve matematige iligskin daha ¢ok sey i¢in bakiniz'°>.

3 Dante Alighieri. Ilahi
Komedya. Oglak Yaynlari,
1998. Ceviren: Rekin Teksoy.

94 J. Grzybowski. Cosmologi-
cal and Philosophical World of
Dante Alighieri: “The Divine
Comedy”. Peter Lang GmbH,
1st new edition, 2015.

5 R. Osserman. Poetry of
the universe, From the Divine
Comedy to Riemann and
Einstein. Anchor, 1995.

Rosa Celeste: Dante ve Be-
atrice en yiiksek Goklerden
Empyrean’a dalip gitmisler
(graviir: Gustave Doré). ©

Komedya'nin son dizeleri:

“All’alta fantasia qui manco
possa ; ma gia volgeva il mio
disiro e il velle, I'amor che move
il sole e 'altre stelle.”

“Diiglemin giicii burada
tiikendi;

artik istegimi, istencimi

dengeli bir cark gibi dondiirii-
yordu,

gtinegi yildizlart dondiiren
sevgi.”


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/d/d2/Paradiso_Canto_31.jpg
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y? —x® = 0 egrisiyle ilis-
kilendirilmis Milnor agik

kitabimun bir sayfasi.



Topuk ve yonca

GEZINTiMIiZIN DAGINIK AMACI, gercek analitik egrilerin tekil-
liklerinin topolojisini tarif etmek. Daha 6nce de agikladigimiz
gibi, karmagsik alemden gecen bir kestirme yolun “gercek” tar-
tismamiza da 151k tutmasi miimkiindtr. Fakat biz bu kitapta
kestirmelerden ¢ok yan yollarla ilgileniyoruz.

Karmagik cebirsel egrilerin tekilliklerinin kapsamli bir tar-
tismasi i¢in Brieskorn ve Knorrer’in 721 sayfalik mitkemmel
kitabin1'°® giddetle tavsiye ederim. Fakat Jules Tannery’nin Ga-
lois kuramina kisa, 6z ve hos giris kitabinin'®” énsoziinde dedigi
gibi:

Un petit livre est rassurant.

Bu tavsiyeye uyarak, burada kendimi kuramin temel 6zellikle-
riyle sinirlandiracagim.

Tek amacim, okuru karmasik alemdeki bir tekilligin topolojisi-
nin inanilmaz derecede zengin olduguna ikna etmek.

Bir tekilligin bag:

F(x,y) = 0 seklindeki karmasik analitik bir egriyi S = {(x,y) €
C? | |x? + |y[* = €2} seklindeki ufak bir kiireyle kesistirme fikri
muhtemelen oldukga eskidir. Bu catki ilk olarak Brauner’in'°,
danigsmarni Wirtinger’in 1905’teki bir fikrini takip ederek yaz-
dig1, 1928’deki bir makalesinde yer almistir. Bu fikirlerin tarihsel
gelisiminin ilham verici bir sunumu i¢in su makaleye'® bakabi-

lirsiniz.

196 E Brieskorn and

H. Knorrer. Plane al-
gebraic curves. Modern
Birkhauser Classics. Birkh-
duser/Springer Basel AG,
Basel, 1986.

97 H. Vogt. Lecons sur la
résolution algébrique des
équations. Librairie Nony,
1895.

Kiigitk bir kitap giiven vericidir.

18 K. Brauner. Zur Ge-
ometrie der Funktionen
zweier komplexer Verdnder-
liche. Abh. Math. Sem. Univ.
Hamburg, 6(1):1-55, 1928.

9 M. Epple. Branch points
of algebraic functions and
the beginnings of modern
knot theory. Historia Math.,

22(4):371-401, 1995.

Karmasik sayilar tizerindeki
bir egrinin C tizerinde bir
boyutlu oldugunu, yani

R tizerinde iki boyutlu
oldugunu hatirlamakta
fayda var. Yani karmasik

bir egri gergek bir ylizeydir.
Egrilerle ytizeyler arasindaki
bu daimi denge, kuramin
cazibelerinden biridir.


https://archive.org/details/leonssurlarsolu00vogtgoog
https://archive.org/details/leonssurlarsolu00vogtgoog
https://archive.org/details/leonssurlarsolu00vogtgoog
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086085710312
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086085710312
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086085710312
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086085710312
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En basit 6rnek olan F(x,y) = y - Ax bizi Hopf liflenmesine
gotlirmiistii. $imdi, ikinci onemli 6rnek olan topuk tekillige baka-
cagiz. Diger bir deyisle, F(x,y) = y* - x*'{i inceleyecegiz.

Belki ilk akla gelen soru, ¢ kiigiik yaricapini nasil segecegimiz,
ya da elipsoid gibi baska bir hiperytiizey se¢menin daha uygun

olup olmadig1. Cevap, son derece zayif varsayimlar altinda
tum bu kesisimlerin homemorfi diizeyinde ayn: topolojik nesneyi

tanimlamasi. y? - x* = 0 6rnegi, iyice de basit. C? tizerinde tanimli, N
asagidaki dogrusal akis diisiinelim: P il
I.' /{/ | 1
¢'(x,y) = (¥x,ey)  (teR). \ \
C?~ {(0,0)}'da ¢''nin yoriingelerinin olusturdugu O uzayi, ; ' " ""'5-|"'-
$%e homeomorftur. Gercekten de, boyle bir yoriinge tizerinde, y

x| + |y|? siirekli artar ve her yoriinge kiireyi sadece bir kere
keser. Ayni ¢ikarim, bagnoktay1 merkez alan bir elipsoid i¢in ya
da max(|x|, |y|) = € seklindeki “kare kiire”miz i¢in, ya da bir¢ok
baska hiperytizey icin tekrarlanabilir.

Simdi ¢! akiginin, denklemi y? - x* = 0 olan egrimizi koru-
dugunu ve boylece egrinin kanonik bir sekilde O'nun bir K alt
kiimesini tanimladigini gorebiliriz. O’yu S? ile eglersek gorebi-
liriz ki, egrinin kiireyle kesisimi ¢’dan homeomorfi diizeyinde
bagimsizdir ve istersek kare kiireyi de kullanabiliriz.

O zaman y? - x% = 0 ile max(|x|, |y|) = e"u kesistirelim. Eger ¢ < 1
ise, dolu simit iginde, |x| = € ve |y| < ¢ olacak sekilde, 0 ¢ R/27Z
ile su sekilde bir parametreleme bulabiliriz:

x=eexp(2i8) ; y-= 32 exp(3if).

Bu, yonca diigiimiidiir. Burada 3 boyutlu uzayda, standart bir
simidin tizerinde, meridyenin etrafinda 3 kere dolanirken, pa-

ralelin etrafinda 2 kere dolanan, bir (3,2) simit diigiimii olarak Yonca diigimii. o
ortintiyor.
8 Y . . . L. "0 A, Sossinsky. Knots.
Diigtimlerin topolojisi hakkinda bir¢ok iyi kitap var. Sos- Mathematics with a twist.
sinsky’nin'® “petit livre”ini ve Kaufmann'in''* goze hitap eden =~ Harvard University Press,

Kitabinu t . derim Cambridge, MA, 2002.
! azl 1lavsiye ederim. 11 L. H. Kauffman. On

y? - x% = 0 topuk egrisinin |x|* + [y|* < €2 seklindeki kiigiik knots, volume 115 of Annals
of Mathematics Studies.

oo . . L s s Princeton University Press,
egrimizle bu tiirden bir yonca tizerinde kesistigini fark etmek Princeton, NJ, 1987.

bir yuvar ile kesisimini anlamak igin, tiim esmerkezli kiirelerin



yeterli olacaktir. Bdylece kiigiik bir yuvar iginde egrimizin yonca
diiglimiinii taban alan bir topolojik koni oldugunu gorebiliriz.
Yonca, diigiimlii bir sekilde gomiilmiis bir gemberdir. Bu ytiizden
bahsi gecen koni, 4 boyutlu uzay igine biraz dolambacl bir se-
kilde gomiilmiis bir dairedir. Egrimiz karmasik sayilar {izerinde
topolojik olarak piirtizsiizdiir, yani yerel olarak bir daireye home-
omorftur fakat bu egrinin C? igine gomiiliisii diigtimlidiir. Bu,
karmasik sayilar iizerinde gozlenen ama gercek sayilar tizerinde
gortinmez olan tipik bir durumdur. y? - x> = 0 gercek egrisi ve
hatta gercek analitik bir egrinin her bir dali, yerel olarak diizlemdeki bir
dogruya homeomorftur ki bu da daha 6nce Gauss'un iddias: diye
adlandirdigimiz durumdur.

Milnorin liflenmesi

Topuk egrisini biraz daha ayrintili sekilde tarif edelim ve Mil-
nor’'in daha sonra tizerine egilecegimiz bir teoreminin 6zel bir
durumunu gosterelim.

Su gonderime bakalim:
i (x,y) €SP >y -x%eC.

0"1n ters goriintiisii yonca diigtimiidiir. Bagnoktadan gikan ve
denklemi agi(z) = 0 € R/27Z olan bir yaridogrunun X ters
goruntiisiine bakalim. Diger bir deyisle, yonca diigitimiiniin
timleyeni tizerinde tanumli ve R/27Z ¢emberinde degerler alan
ag1 o y gonderiminin liflerine bakiyoruz.

ag1o u'niin bir batirma oldugunu gérmek kolay. Gergekten de,
¥ (x,y) = (62isx, 631‘5]/)

diye verilen akis kiireleri korur ve acgi(y o ¢°) = agi(p) + 6s
esitligini saglar. Buradan da, ¢° ile iligkili vektor alaninin ag1o
u'niin tiirevinin gekirdeginde olmadigimi gorebiliriz. 1*'nin Xy
liflerini birbirlerine gotiirdiigiinii de fark edin.

Yonca digiimiintin komsulugunda durumu irdelemek son
derece kolaydir. Kare kiiremiz hala kullanilabilir zira ¢ altinda
ag1 o y degismezdir ve biz de esasen O yoriinge uzaymda calis-
maktayiz. Yoncanin bir komsulugunu, { bir karmasik say1 ve
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Bir dalin yerel resmi (3 bo-
yutlu uzaya izdiistim. .. Dal
bu uzaya gomdilii degildir.) o

Sabit acili radyal yar1
dogrular.
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« € R/27Z olacak sekilde (a, ) ciftleriyle sdyle parametreleye-
lim:

x=ecexp(in) ; y-= 2 (exp(3in) +exp(-3ia)l) .

Bu koordinatlarda, birinci mertebede ag1 o p, agi({)’ya esittir.
Buradan, yoncanin bir komsulugunda X, ’larin, bir kitabin cildi
etrafinda kitabin sayfalar1 gibi oldugu gortilir.

Sayfalar1 dongiisel sekilde
dizilmis, ilk sayfas1 olmayan
tuhaf bir kitap. ..Sonsuza
dek okuyacagimz riiya
kitap. ..En azindan sayfalar1
yonlii.

Yonca diigiimiiniin [ifli oldugunu ya da tiimleyeninin cember
tizerinde liflendigini sdyleyecegim. Lifler, 3-kiiredeki ayrik sayfa-
lar; kapaniglarinin ortak kenarlar1 ayni diigiim. Sayfalardan biri,
stereografik izdiisiimiin de merkezi olan 3-kiiredeki kuzey kut-
bunu igeriyor. Bu sayfanin 3-boyutlu Oklit uzaymdaki izdiigiimii
tikiz degildir.
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Bazi sayfalar. ©

Dolanim

¥ (x,y) = (e*x,e3y) akig, sayfalarimizi birbirlerine gotiirii-
yor. Daha dikkatle soylersek, 1° gonderimi Xy sayfasin Xy 45
sayfasina gonderiyor. Buradan ¢’
gunu, /%

topugun dolanim: adiyla anilan, her sayfada derecesi 6 olan bir

nin birim fonksiyon oldu-
iin de her bir sayfay tiimden sabitledigini, boylece

homeomorfi yarattigini gorebiliriz.

Simdiki amacimiz, sayfalarin topolojisini ve dolanimin etkisini

tarif etmek.

Tanim itibariyla bir ¥ sayfast, y? - x> karmasik sayisi bir
yaridogruda (6rnegin pozitif gercek R} c C ekseni) kalacak
sekilde, $*"teki (x,y)’lerin kiimesidir. C? icinde y* - x% = 1 ile
tanimli cebirsel egriye C diyelim. 3-kiireyi, C2\ {(0,0)} uzaymna
etki eden ¢'(x,y) = (e*'x,%y) akismin yoriinge uzay1 olarak
diistinelim. X ve C gergek ytizeyleri bu yoriinge uzayinda ayni
yoriingeyi tanimlar, bu ytizden C’yle ilgilenecegiz. Dolanimin
etkisi

(x,y) €C ~ (w’x,wy) eC

ifadesine karsilik gelir; burada w = exp(2i7/6), 1'in basit 6'inct
kokudiir.

C'nin topolojisi kolayca tarif edilebilir. . . eger Riemann ytizey-
lerinin/ cebirsel egrilerin cinsleri hakkinda birkag sey biliyorsaniz.
Homojenlestirilmis y?z — x> = z3 kiibik egrisi, P?(C)’de son-
suzdaki dogruyla [0 : 1 : 0] noktasinda kesigen piirtizsiiz bir
eliptik egridir. “Boylece” C afin egrisi tek yerden delinmis simide
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homeomorf olur.

Ayagimizi yere basarak baktigimizda soyle de yaklasabiliriz:
Y = y? alalim, boylece (x,y) € C = Y gonderimi C'nin alt1 katli,
catall1 bir 6rtiisti olur; ¢atallanma 0 ve 1’dedir, buralarda 2 ve 3
kat vardir.

Karmasik diizlemde Y = 01 Y = 1’e baglayan bir yay cizelim.
Bu yay, C icinde alt1 adet yaya kargilik gelir.

Y = 0'1n tizerindeki 3 noktada 6 yay 3 tane ikili grup olusturur.
Asagidaki resmin sol tarafinda goriilebilecegi gibi, merkezi 0'da
olan ufak bir dairenin tizerinde 3 tane ¢ift plaka vardir. Y = 1'in
tizerinde, ikinci resimdeki gibi, 2 nokta vardir; burada yaylar 2
tane ticlii grupta birlesir.

(-1,0), (exp(2in/6),0) ve
(—exp(2in/6),0) noktalar1
0’a gidiyor; (0,1) ve (0,-1)
noktalariysa 1’e gidiyor.

4-boyutlu C?de gizim yapmak imkansiz oldugu igin bu
resimler /Y + v/1 - Y'nin gergek ve sanal kisimlarinin uygun
bir bilesiminin grafigini temsil ediyor.

Alt1 yaymn kombinatorigi kenarda gortilebilir.

—oo’dan 0’a, 0’dan 1’e ve 1’den oo’a ii¢ yay boyunca C’yi
keserek, sanal kisim pozitif ya da negatif olacak seklide (resimde
sar1 ve yesil) iki iggene ayirtyoruz. Bunlar koseleri 0,1 ve co olan
tiggenlerdir. Bu islem C’de toplam 18 yay ve 12 = 6 x 2 liggen
olusturur.



Aymi resmi bir de su sekilde gorebiliriz. Bir diizgiin altigenin
karsilikli kenarlarini birbiriyle 6telemelerle 6zdeslestirelim. Bu
bize bir simit verir. Merkezi silersek delinmis simit elde ederiz.

Altigenin merkezinden koselere giden 6 dogru pargasi ve ke-
narlara giden 6 ytikseklik ¢izin. Simidimiz toplamda 18 kenardan
olusan 12 tiggene boliindii. 1'in altinct dereceden kokleri, delin-
mis altigene dondiirmeler olarak etki ediyor ve tipki C érneginde
oldugu gibi {i¢genlerin yerlerini degistiriyor.

Ozetle, topukla iliskilendirilmis bu kitabin her bir sayfast, yukari-
daki gibi, delinmis bir simittir ve dolanim fonksiyonu da bir tam turun
1/6s1 olan bir dondiirmedir.

Simit diigiimleri

y? = ¥ topugu icin gordiigtimiiz dzelliklerin ¢cogu, F(x,y) = 0
genel egrisi icin de gegerli olacak. Bunu gormek biraz ugras
gerektirecek ama elimizde en azindan fazla ugras gerektirmeyen
bir ornekler ailesi var. p ve g, aralarinda asal olan iki pozitif
tamsay1 olsun ve y” — x7 = 0 egrisine bakalim. 4 > p oldugunu
varsayabiliriz.

Daha 6nceki gibi, kare kiireyle olan kesisime bakalim:
x=¢eexp(ipd) ; y= el/p exp(iqh).

Bu, 3 boyutlu uzayda ¢izilmis alisildik simitte, p kere paralelin
q kere de meridyenin etrafinda dolanan bir (p, q) simit digumi-
diir; bunu K, ; diye gosterelim.

Tam olarak ayni sebepten, cember {izerinde bir liflenme ve
bir agik kitap ayrismas: vardir. Her sayfa, topolojisi ayn1 yolla
tarif edilebilen y? — x7 = 1 afin cebirsel egrisine homeomorftur.
Y = y? alalim ve egrinin 0 ve 1’de catallanmuis sekilde Y {izerinde
yayimasina bakalim. 0 ve 1’den farkh bir Y noktasi tizerinde
pq nokta vardir. 0 (ve sirasiyla 1) {izerinde, g (sirasiyla p) nokta
vardir ama bunlarin katlilig1 p’dir (sirasiyla g’dur). Altigeni pg-
genle degistirince de ayni durumla karsilasiriz. 3pq kenar ve (her
renkte pq tane olmak tizere) 2pq tiggen vardir. 0 tizerinde p kose
vardir, 1 tizerinde g kose vardir ve sonsuz tizerinde 1 kose vardir.
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Simidin bir kare kullanarak
yapilan daha basit tarifi
daha bilindiktir ama altigen
kullanarak yaptigimiz

bu tarif daha da giizel.

Alt1 kenarin simitte altt

yay tanimladigini ver alt1
kosgenin de yine simitte iki
noktaya karsilik geldigine
dikkat edin.

Bir (3,4) simit diigimii. o
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Bu bize soyle bir Euler-Poincaré sayis1 verir: Onsozde kendimin lisans
( Y ) ogrencisi halinin anlayabi-
B p-1)(g-1 lecegi bir kitap yazmaya
p+q+1-3pg+2pg=2-2 2 : caligtigimi sdylemistim. Kor-
karim bu bolimiin sonu igin
Artik sayfalar, cinsi (p—1)(g—-1)/2 olan delinmis ytizeyler. gegerli olmayacak bu. Eger

bu yazdiklarim size fazla
kaba bir taslak gibi gelirse,
yP = x7 cebirsel egrisinin kayda deger bir kismini anlatir. okumadan gegin!

Su temel gercegin bir ispatinin taslagini verecegim: topoloji,

Teorem. Eger 3-kiirenin bir homeomorfisi (p1,q1) simit diigiimiini
(p2,92) ye gonderiyorsa, {p1,q1} ve {p2,q2} kiimeleri esittir.

Ispat biraz temel cebirsel topoloji gerektirecek. Simit diigiim-
lerinin topolojisini kullanarak, p ve g'yu elde etmemize olanak

verecek bir cebirsel cihaz olusturacagiz.

(p,q) simit diigiimiiniin 3-kiiredeki tiimleyeni agik bir 3-
manifolddur. Bunun en ilkel degismezi, I', 4 ile gosterilen temel
grubudur. Kilit nokta, p ve g4'yu bu gruptan cebirsel bir yontemle
elde etmek. 'y, 4,"in ['p, 4,"ye ancak {p1,q1} = {p2,92} oldugunda
izomorf oldugunu ispat edecegiz.

Oncelikle, 3-kiiredeki (p, q) simit diigiimiinden R/27tZ’ye
giden ag1 y = aqi(y? — x7) gonderiminin, temel gruplar arasinda

/\er,q — 7'[1(81) ~ 7

diye Orten bir homomorfi yarattigini gormeliyiz. Gergekten de
Yeni baglayanlarin Henri

Paul de Saint Gervaisnin
Analysis Situs’a adanmisg
olagantistii web sitesine
bakmalarini siddetle tavsiye
ederim.

birim kiirede t € [0,1] igin

V214 4(1)
2(1+ (1))

olarak tanimli ilmegi goz ¢niine alalim. {'nin kiiciik degerleri

x(t) exp(2iprtt) ;  y(t) = ? exp(2igrt)

i¢in bu ilmek, (p,q) diigiimiiniin etrafinda dolanir. {imek tize-
rinde y'niin agis1, yaklagsik olarak

T+agL {(t) + 2mpgt

olur ve boylece bu ilmegin A altindaki goriintiisiintin 1 olmasin
garanti etmek icin (¢) = eexp(i(1-2pqt) ) segebiliriz.

[k adimda, bu homomorfinin (olas1 bir isaret farki haricinde),
I'p,’dan Z’ye giden tek 6rten homomorfi oldugunu gosterecegiz.
Buradan, A'nin ¢ekirdeginin sadece diigtimiin topolojisine bagh
oldugu anlasilir.


http://analysis-situs.math.cnrs.fr

Ikinci adimda, A'nin gekirdeginin abelyenlestirilmesini ince-
leyecegiz ve bunun sonlu eleman tarafindan iiretilmis serbest
abelyen bir grup oldugunu gosterip, mertebesini bulacagiz. Bu
da I'y4 grubundan {p,q}'yu elde etmemizi saglayacak.

[k adim, hemen hepsi Lefschetz dualitesine dayanan ve bazi-
lar1 daha sofistike sayilabilecek cesitli sekillerde agiklanabilir.
Kapal1 ve yonlii bir X manifoldunun, 6rnegin ¢emberin, bir kii-
reye, drnegin 3 boyutlu kiireye gomiildiigiinii diigiinelim. X’in
tiimleyeninin homolojisi, X"in kiire igine nasil gomiildiigtinden
bagimsizdir. O zaman 3-kiiredeki bir diigiimiin ttimleyeninin
homolojisi, basit diigtimiinkiyle aynidir. Bu ytizden birinci homo-
loji, Z’ye izomorftur.

Aymi gercegi su sekilde de sunabilirdim. S° « Kp,;'da ptiriizsiiz
bir 7 ilmegi alalm. Kiire basit baglantili oldugu igin «, illa bir
gomme olmasi gerekmeyen, piiriizstiz bir D — S® gonderiminin
kenari olur. Bu daire ile Kj ;'yu genel konuma koyalim; boylece
kesigimleri ¢apraz olsun. D ile Kj ;'nun kesigimlerini, yonleri gz
ontine alarak cebirsel bir sekilde sayalim. Elde edecegimiz say1,
ge(y) diye gosterilen gecisme sayisidir. Bu say1, sadece S° \ K, 4
icindeki 4'nin homoloji sinifina bagldir, zira S° iginde kenari
olmayan bir ytizeyin herhangi bir kapali egriyle cebirsel kesisimi
sifirdar.

Boylece orten bir
ge:Hy (S*~K(p,q),2) > Z

homomorfisi tanimlanir. y'nin ge'nin ¢ekirdeginde olmasi, kesi-
simdeki + ve — isaretlerinin ikiser ikiser eslenebilmesi demektir.
D’de kesisme noktalar etrafinda delikler agcalim ve bunlarin
kenarlarim tiipler kullanarak ikiser ikiser birbirine baglayalim.
Boylece kenari yine < olan ama artik K(p, q) ile kesismeyen bir
ylizey elde ederiz. Buradan da ge'nin ¢ekirdegindeki elemanla-
rin homolojik olarak sifira denk olduklarini goriiriiz. Diger bir
deyisle ge bir izomorfidir. Son olarak birinci homoloji grubunun,
temel grubun abelyenlestirilmesi oldugunu hatirlayalim. Dola-
yistyla 711 (S° \ K) - Z seklindeki herhangi bir homomorfi, ge
tizerinden ge¢gmek zorundadir. Yani ge, olasi bir isaret degisikligi
disinda, daha 6nce tanimladigimiz A ile ayni seydir. Bu, birinci
adim.
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S'’den $%’e her gonderim,
birim D? dairesine genigle-
tilebilir. Eger bu genisletme
bir gommeyse 7 bir basit
diigtimdiir. Yine de herhangi
bir diigtim cinsi daha yiiksek
ve gomdilii bir yonlii ylizeyin
kenaridir; bu ytizeye Seifert
ylizeyi denir.

3-kiirede gegismemis bir
¢emberin tiimleyeninin
R? x S!’e homeomorf
olugunu not diiselim.

Daha dogrusu bu, v ile
Kp,q'nun gegigme sayisi-
dir. Bunu, kitabin ileriki
boliimlerinde tartisacagiz.

@

Gegisme sayisi.

Iki kesisme noktasini cikart-
mak. ©
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Simdi ikinci adima gegiyoruz. ge'nin gekirdegini G(p, q) ile
gosterelim. O zaman bu, $* \ K(p,q)'nun bir Galois 6rtiistintin
temel grubudur; bu ortiintin otomorfi grubu sonsuz dongtiseldir:
Z =Ty 4/ker ge. Bu ortiiniin, bir sayfayla R'nin garpimi, yani X x R
oldugu acik; ortii dontistimleri grubu da basitge

(p,t) eZxR - (M(p), t+2m) e ZxR

tarafindan tiretilir; burada M dolanim fonksiyonudur. Buradan
G(p,q)'nun bir ¥ sayfasinin temel grubu oldugu goriiliir. Bir say-
fanin topolojisini zaten tarif etmistik. G(p, ) abelyen olmadig:
i¢in, onu abelyenlestirmek isi kolaylastirabilir. Bu abelyenles-
tirmenin sonucuna H(p,q) diyelim; elbette bu sayfanin birinci
homoloji grubundan baska bir sey degildir.

Bu abelyen H(p,q) grubunu ve M'nin etkisini tarif edelim. 0
ile 1'i birlestiren yayin yukariya kaldirilmasiyla ¥’da elde edilen
pq adet yay1 iceren bir ¢izge vardir. Bu ¢izge, 0'in tizerinde g
tane ve 1’in tizerinde p tane kose igerir. Kapali, tiggenlenmis bir
ylizeyden tiim tiggenlerin ortak bir kosesinin ¢ikartilmasiyla
>’nin elde edildigini hatirlayalim. Dolayisiyla 3 delinmis yiizeyi,
bu kosenin karsisindaki tiim kenarlarin birlesimine deforme
edilebilir ki bu da bizim pq tane kenar1 olan ¢izgemizdir. Bu
cizgeye genellikle iki govdeli tam ¢izge denir. Bu H(p,q)'nun
hesaplanmasin saglayan ¢ok basit bir 1-kompleks olusturur.

1-zincirlerin olusturdugu abelyen grup, i € Z/pZ ve j € Z/qZ
olacak gekilde ¢; ; yaylan tarafindan serbest sekilde tiretilir. 0-
zincirlerin olusturdugu abelyen grup, i € Z/pZ ve j € Z/qZ
olacak sekilde, p tane a; noktasi ve g tane b; noktasi tarafindan
tiretilir. Kenar operatorii 9, ¢;;'yi b; — a;"ye gonderir. Son olarak,
Z[pgZ ~ Z|pZ x Z[qZ dolaniminin i ve j'ye etkisiyse asikardur.

H(p,q) homolojisi, Z/pZ x Z/9Z'nin etkilerine gore her
seviyede ahenkli olan

0—H(pq) — 2" 027 72" 62" —Z —0

tam dizisinin i¢ine oturur. Dolanumin M tireteci, (1,1)’in etkisiyle
iligkilenir. Vektor uzaylar1 ve dogrusal gonderimler elde etmek
icin R’yle tensor ¢arpimi alinca H(p, q) ® R'nin boyutunun
pq-(p+q)+1, yani (p-1)(gq - 1) oldugu ortaya ¢ikar. Hatta
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M'nin H(p,q) tizerindeki M, etkisinin karakteristik polinomu,
tam diziyi kullanarak

(X1 -1)(X-1)

POO= -1y

olarak hesaplanir. P'nin kokleri, yani M, nin 6zdegerleri, 1'in
pq’uncu koklerinden p’inci ve g'uncu kokler atilip 1 dahil edile-
rek elde edilir. Bu yelpazeden p ve g'nun degerleri bulunabilir.
Teoremin ispat1 bitti. K(p,q) diigtimiintin (tiimleyeninin)
temel grubu I""dan, ilk tiiretilmis grubu I'y = [T, I']’y1 olusturun;
gordugumiiz gibi bu, ayni zamanda ge'nin ¢ekirdegidir. Sonra,
I'1’i abelyen hale getirin ve I';/[T',I'1] grubunu tanimlayin.
Simdi I'"'nin iginde ge(g) = +1 olacak sekilde bir g elemanina
ve (I'1/[T1,T1]) ® R iginde g’yle eslenik almaya bakin. p ve
g'nun degerleri, bu dogrusal gonderimin 6zdegerlerinden elde
edilebilir. o]
Bu cebirsel numara aslinda oldukga genel ve giiclii bir teknik-
tir ve uygulamasi sadece dtigiimlere sinirli degildir. Verili her-
hangi bir I' grubu igin, I'y, = I'/T'1 = /[T, T] abelyenlestirmesinin
(T'1/[T1,T1]) ® R tizerine eslenikle etkisine bakin. Birbiriyle de-
gismeli bir otomorfiler ailesi tanumlanmis olur; bunlarin eslenik
smiflar1 I grubunun degismezleridir. Bu insaya I''nin Alexander
modiilii denir. Bu, bir grubun en ilkel degismezlerinden biridir.

e Ve A 4 in'i
/M Tones said that et oo bl André Nachbin’in web
| toch mathematician has |7 b shers Just LS [ ] sitesinde.

his gurn private S % ¥
\\ G T /" Jealous because Bernhard -
e ,/:' has this modern i.ookl'nﬁ /I

house !
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Puiseux zirvesi.


https://en.wikipedia.org/wiki/Mont_Pelvoux

Victor Puiseux, nihayet!

ADI BU KITAPTA SU ANA KADAR BIRKAG KEZ GECMi$ OLAN
PuIisEUux'NUN esasen ne yapmis oldugunu okur merak etmis-
tir. Ne yazik ki “iyi bilinen Puiseux teoremi” ona degil, daha
once gordigtimiiz gibi Newton'a aittir; ardindan Cramer’in de
¢orbada tuzu vardir.

Ortaya ¢ikan serinin yakinsakligini ne Newton'in ne Cra-
mer’in kanitlamadigini soyleyerek buna itiraz edilebilir ama
yakinsaklik Cauchy’nin calcul des limites —limitler hesabi— saye-
sinde kolayca kanitlanabilir.

Ote yandan Puiseux, tekilliklerin yerel yapilar1 problemine
tamamen farkli bir agidan yaklasmis, temel bir katki yapmuistir.
Bu boliimde kendisinin bakis acisin1 sunmak istiyorum. Orijinal
sunumuna sadik kalmak ne yazik ki yararsiz olacak.

Bir matematikgi i¢in garip bir talih: bir yandan kendisinden
¢ok zaman Once bilinen bir teoremle “{inlii” olmas1 diger yandan
da ondan ¢ok daha sonra edinilmis yontemler sayesinde bizim
kavrayisimizin onunkinden daha fazla olmas:.

Neyse ki, Puiseux'niin Alp dagcilar1 arasinda {inii daha da faz-
ladir. Massif des Ecrins’deki Pelvoux dagimin en yiiksek noktasi
(3,946 m) Puiseux zirvesidir. Puiseux bu zirveye 9 Agustos 1848’de
ulasti. Ne yazik ki bunun bile “ilk” oldugu stipheli ¢tinkii Kap-
tan Durand zirveye 18 yil 6nce ulastigini iddia etmistir. Ebedi
ikincilik Puiseux'nin makus talihi mi?

Victor Puiseux (1820-1883) ©


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Puiseux.html
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Puiseux’niin topolojik yaklasimi

Cogunlukla Puiseux teoremi denen teoremi hatirlayalim.

Teorem. C2'de bagnoktanin bir komsulugunda taniml, sifir fonksiyon
olmayan, holomorf bir F(x,y) fonksiyonu alalim. F(0,0) = 0 olsun.
Bu durumda 0 € C civarinda tanimli, holomorf, sonlu sayida oyle

g1, - - -, 8§n fonksiyonlart ve oyle pozitif my, ..., my tamsayiars vardir ki,
hala (0,0)'1n komsulugunda, F(x,y) =0egrisii=1,...,n olmak iizere
n adet t — (™", g;(t)) dalimin (ve belki de y-ekseninin) birlesimidir.
Ayrica bu dallar sadece basnoktada kesisirler ve parametrelemeleri
birebirdir.

Puiseux oncesi bir kanit1 zaten tartismistik. Kanitin 6zii cebir-
seldi; 6nce g; formel serilerini buluyor, sonra bunlarin yakisak
oldugunu gosteriyorduk. 1850’de Puiseux topolojik bir yaklagim
onerdi''?; Riemann’in cebirsel geometriye topolojik fikirler sok-
mak i¢in hazirladigr muhtesem makalelerinden hemen énceydi
bu. Riemann yiizeyleri cinsinden kendini tabii ki ifade edememis
olmasi konusunda Puiseux’yti “affedebiliriz”.

Boyle bir topolojik kanitin taslagimi anlatayim. Once F(0,v)
fonksiyonunu diistinelim. Eger bu hepten sifirsa, problemi
bozmadan, F’yi xin bir tissiine boleriz. Dolayisiyla F(0,y) nin
degerlemesinin (katlilig1 da deniyor) bir m > 0 pozitif tamsayisi
oldugunu kabul edebiliriz. Ozel bir sonug olarak, F(0,y) basnok-
tada (katliligi m olan) yalitilmus bir sifira sahiptir. F(0,y) = 0'in
ly| < €’da tek kokii 0 olacak sekilde bir & > 0 se¢in. F(x,y) = 0'mn
{(x,y) | |x| < #;|y| = ¢} dolu simidinde hicbir kokii olmayacak
sekilde bir 17 > 0 degeri secilebilecegi, siireklilikten basitce ¢ikar.
Boylece x ve y'yi € ve 11"ya bolerek € = 7 = 1 oldugunu kabul
edebiliriz.

[leride ayrintisiyla irdelenecek bir varsayimda bulunalim.

oF 9y kismi tiirevinin F(x,y) = 0 egrisi iistiinde bagnokta disinda
hicbir yerde sifir olmadigini kabul edelim.

Bir noktadan delinmis

{(x,y) eC* | (x,y) #(0,0); F(x,y) =0; |x| <1; |y| <1}

egrisi C* olsun. Ana gozlemimiz su: C*’dan D* = {x | |x| <1} ~ {0}
delik dairesine orten izdiisiim bir ortii fonksiyonudur.

1ki dal gegigmis olabilir. ©

Gottingen Matematiksel
Modeller ve Geregler Ko-
leksiyonu'ndan iki model;
buray1 okur mutlaka ziyaret
etmeli. ©

12V, Puiseux. Recherches
sur les fonctions algébriques.
Journal de Mathémagiques
Pures et Appliquées, 15:365—
480, 1850.

Tiim bu tartismanin yerel
oldugunu unutmayimn. Bu
ylizden, “sifir degildir”,
dedigimde “basnoktanin bir
komsulugunda sifir degildir”
demek istiyorum.

Burada da Henri Paul de
Saint-Gervais’ye ait Analysis
Situs sitesini kagirmayin.


http://modellsammlung.uni-goettingen.de/index.php?lang=en&s=1
http://modellsammlung.uni-goettingen.de/index.php?lang=en&s=1
http://modellsammlung.uni-goettingen.de/index.php?lang=en&s=1
http://sites.mathdoc.fr/JMPA/PDF/JMPA_1850_1_15_A24_0.pdf
http://sites.mathdoc.fr/JMPA/PDF/JMPA_1850_1_15_A24_0.pdf
http://analysis-situs.math.cnrs.fr
http://analysis-situs.math.cnrs.fr
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Ortii fonksiyonlarinin tanimini ve yerel homeomorfilerden
nasil farkl olduklarini hizlica hatirlatayim.

Su kosulu saglayan stirekli bir p : X - Y fonksiyonuna yerel ho-
meomorfi (bazen de étale fonksiyon) diyoruz: X’in her bir noktas:
i¢in, p(U) agik olacak ve p'nin U’ya kisitlanmasi, p(U)’ya orten
bir homeomorfi verecek bicimde acik bir U komsulugu olmalidir.

Su kosulu saglayan orten, siirekli bir p : X — Y fonksiyonu-
naysa bir ortii fonksiyonu denir: Y'nin her bir noktast i¢in, p~1(V)
kiimesi ayrik, agik kimi U; kiimelerinin birlesimi olacak ve p’nin
her bir U;ye kisitlanmasi, V'ye 6rten bir homeomorfi verecek
bigimde acik bir V komsulugu olmalidir.

Bir ortii fonksiyonunun bir yerel homeomorfi oldugu agik;
oysa basit drnekler tersinin dogru olmadigini gosteriyor. Yerel
bir homeomorfinin has olmas1 durumunda bir 6rtii fonksiyonu
olacag1 kolaylikla gosterilebilir.

Simdi C*’in delik daire tizerinde 6rtii uzay1 oldugu gozlemi-
mizi kanitlayalim. Izdiisiimiin yerel homeomorfi oldugu gercegi
0F /9y tlirevinin C* tizerinde sifir olmamasi kabultimiizden ve or-
tiik fonksiyon teoreminden hemen ¢ikar. Ayrica izdiisiimiin has
oldugu bariz, zira C* icinde bir nokta dizisinin tikiz bir kiimeden
kacmasi icin gerek yeter kosul basnoktaya yakinsamasidir.

Ortii uzaylar1 kuraminin ana teoremi sudur: baglantili (ve
yerel olarak basit baglantili) bir uzayimn baglantili 6rtii uzaylari,
temel grubunun altgruplar tarafindan (izomorfilerle degisebil-
mek izniyle) belirlenir. Ornegin D*'in baglantih 6rtii uzaylar,

m > 1 tamsay1 olmak tizere x € D* — x ¢ D* {iissel fonksi-
yonlariyla ya da 9(x) < 0 yar1 diizlemine kisitlanmis karmasik
eksponansiyel fonksiyonla verilir (daha dogrusu izomorftur).

Simdi C*’'m bir C; baglantili parcasini segelim. Cj — D* ortiisii
sonlu liflere sahip oldugundan x € D* ~ x™ € D* geklinde bir
ortiiye izomorftur. Bagka deyisle

¢p:xeD" > (x",g(x)) € Co

seklinde bir homeomorfi vardir. Delik dairede holomorf oldugu
asikar olan bu ¢'nin daireye holomorf bir fonksiyon olarak
genisletilebilecegini gostermeliyiz hala. Ama bu da Riemann
genisleme teoreminden ¢ikar: delik bir dairede sinurli holomorf

Etale sozctigii Fransiz
cebirsel geometricileri
tarafindan kullanima
sokulmustur. “stationary”
anlamina gelir ve siklikla
kimiltisiz bir deniz yiizeyini
betimlemek i¢in kullanilir.

"‘
g e
Yerel homeomorfi olup da
ortii olmayan bir fonksiyon.

Bir fonksiyon altinda her t1-
kiz kiimenin ters goriintiisii
de tikizsa fonksiyona has
denir. Tersi dogru degildir
elbette; bir ortii fonksiyonu
has olmayabilir (6rnek
olarak: t € R + exp(it) € S!).

Puiseux, x'in bagnokta gev-
resinde izledigi bir takim
ilmekleri ve F(x,y) = 0 esitli-
gini saglatan y degerlerinin
bu ilmeklerle ilintili permii-
tasyonlariru tarif ederken,
esasen kapali bigimde orti
uzaylarini kullaniyordu.

Zamanda ileri geri bir gidis
daha!
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bir fonksiyon tiim daireye holomorf olarak genisler.

oF 9y kismi tiirevinin delinmis F(x,y) = 0 egrisinde sifir olmadig
varsayimiyla teorem kanitlanmis oldu. Bu varsayimi gelecek
paragrafta tartisacagiz.

Basit kokler

Karmasik tek y degiskenli holomorf bir fonksiyonun ve tiirevinin
yo’'da birlikte sifir olmalar i¢in gerek yeter kosul bu sifirin

katl1 olmasidir. Dolayisiyla Puiseux’niin teoreminde, F'nin su
ozelligi sagladigimi gostermeliyiz: sifirdan farkh kiigiik bir x¢ igin
F(xp,y) = 0'in kiigtik kath kokleri yoktur.

Bu noktada Puiseux genel holomorf F(x,y) fonksiyonlariyla
degil x,y cinsinden polinomlarla ¢aligsmis. O durumda kath
koklerle ugrasmak kolay; nitekim Puiseux bu problemi (135
sayfalik makalede) bir climlede bertaraf etmis. Biz kendisinden
birazcik daha dikkatli olalim.

F polinomunu, C[x][y] nin eleman: olarak diistinelim. Bu F,
katsayilar1 bir tek carpanlama bolgesinden gelen, tek y degiskenli
bir polinom olarak goriilebilir. F'yi indirgenemez terimlerin
carpimu olarak yazabiliriz ve boylece F(x,y) = 0 egrisi bu in-
dirgenemez carpanlara karsilik gelen egrilerin birlesimi olur.
Dolayisiyla F’yi indirgenemez varsayabiliriz.

Simdi x; # 0 ve y ise F(xg,y) = 0 denkleminin bir katl: koki
olmak {izere, (0,0)’a yakmsayan bir (xy, yx) dizisi oldugunu

varsayalim. O zaman F(xy,y) polinomunun diskriminant: 0 olur.

O zaman F’nin diskriminantinin sonsuz adet kokii olacagindan
C[x]'in bir eleman1 olan bu diskriminant tamamen sifir olur. Bir
P polinomun diskriminanti sifirsa P ve tiirevinin ortak boleni
vardir. P indirgenemez ise bu olanaksizdir.

Dolayisiyla C[x][y]’de F indirgenemezse ve x kiiciik ve sifir-
dan farkliysa y’de bir polinom denklemi olarak F(x,y) = 0'm
kiiciik ve kath kokii olamaz. Polinom F(x,y) = 0 i¢in Puiseux
teoreminin kanitindaki eksik igerik budur.

Genel holomorf F(x,y) = 0 iginse halledilmesi gereken (ve
Puiseux'niin yine yapmadig1) bir miktar daha is var.

Bir polinomun
diskriminanti,

polinom ile tiirevinin bi-
leskesidir.
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Weierstrass'in hazirlik teoremi

Weierstrass'in hazirlik teoremiyle daha 6nce karsilagmistik. Ilk
kez formel seriler baglaminda kanitladigimiz teoremde ardindan
yakinsaklig1 gostermistik. Simdiki hedefimizse aymi teoremi
karmasik analiz kullanarak kanitlamak.

[fadeyi hatirlayalim.

Teorem. C2'de bagnoktanin bir komsulugunda tanimly, sifirdan farkls,
holomorf bir F(x,y) fonksiyonu verildiginde,

F(x,y) =x"U(x,y) (ym + @ ()Y g (x)y +a0(x))

esitligini saglayacak bir v > 0 tamsaysi; bagnoktada sifir olmayan,
holomorf bir U(x,y) fonksiyonu ve 0 € C noktasinmn bir komsulugunda
tanimly, ag(x), ..., a,-1(x) diye m adet holomorf fonksiyon vardr.

Tam bize lazim olan teorem bu. Asla sifir olmayyan fonksi-
yonlarla degistirebilmek kosuluyla, incelenen F fonksiyonunun

degiskenini y olarak diistinebilecegimizi ve katsayilarmi da x’in
yakinsak serilerinin halkas: olan C{x} ten segebilecegimi soy-
lityor. Dolayistyla Puiseux'niin (dF /dy’'nin orijin hari¢ egride Karl Weierstrass
sifir degerini almadigini kabul edebilecegimizi gosteren) dnceki (1815-1897). N
kanit1 (x’e gore polinomlarin halkas: yerine yakinsak serilerin
halkasini kullanarak) sozctigti sozctigiine tekrarlanabilir. Boylece
Weierstrass teoremini kullanarak Puiseux’niin teoremi kanitlanir.
Simdi Weierstrass'in klasik analitik kanitin1 anlatacagim.
F’yi bir x"'ye bolerek F(x,y)'nin |x| < 1 ve |y| = 1 i¢in asla
sifir olmadigini varsayalim. |x| < 1 olmak tizere sabit bir x i¢in
birim dairede y — F(x,y) fonksiyonunun katliliklar1 da sayarak
y1(x),y2(x),...,ym(x) diye sonlu adet sifir1 vardir. Buradaki ana
zorluk, bu y;(x) fonksiyonlarin x cinsinden holomorf, hatta
stirekli fonksiyonlar olarak segmenin olanaksiz olmasidir; bunun
tam nedeni de F(x,y) = 0’da ortiik y(x)’in ¢okdegerli olmasidir.
Yine de, y;(x)’lerin tiim simetrik fonksiyonlarmin gercekten de
holomorf oldugunu gosterecegiz.
En basit kamit Cauchy formiiliinii kullaniyor. ilkin
1 y*F) (x,y)

)= 2 Sy Eoy)


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Weierstrass.html
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ifadelerine bakalim. y'nin bir fonksiyonu olarak ku}C(x, y¥)/F(x,y)
ifadesinin koklerden biri olan y;(x)’de kalntisi, y;(x)*'nin k’inci
kuvvetidir ve bdylece s (x), koklerin k’inci kuvvetlerinin toplanu
olur. Integral, s;(x)’in x’in holomorf bir fonksiyonu oldugunu
agikga gosterir.

Ustelik s;ler simetrik fonksiyonlar iirettigi icin y;(x)’lerin
tim simetrik fonksiyonlari ve 6zel bir 6rnek olarak temel simet-
rik a;(x) fonksiyonlari, x’in holomorf fonksiyonlaridir. Viete'nin
teoreminden,

Y" = ()" e+ (F1)" g (x)y + (1) "ag(x)

polinomu F'nin sifirlartyla ayni yerde, ayni katlilikta sifir olur ve
boylece U(x,y) bolimii asla sifir olmaz.

Weierstrass hazirlik teoremi ve Puiseux'niin teoremi kanitlan-
muis oldu. o]

Weierstrass'in hazirlik teoremini kim kanitladi?

Bu basit soruya cevabin kesinlikle Weierstrass olmadigin oku-
rum ¢oktan tahmin etmis olmali. Matematik tarihgileri, “bunu
ilk kim kanitladi?" tiirtinden sorularin haddinden fazla naif oldu-
gunu ve asil noktay1 cogunlukla 1skaladigini iyi bilirler. Bununla
birlikte, yirminci ytizyilin iki 6nemli matematikg¢isi Henri Car-
tan''3 ve Carl Siegel’in"'4, bu teoremin etrafinda gelisen fikirleri
sergilemeye calisan ayrintilh makaleler yazmis olduklarini gor-
mek ilging. Yine de makalelerinin tiimiiyle yakinsak oldugunu
soyleyemem. Yalnizca birka¢ adimdan s6z edeyim.

- y bilinmeyen ve x parametre olmak tizere F(x,y) = 0 gibi
bir holomorf denklemin koklerinin simetrik fonksiyonlarinin
x’e holomorf bagli oldugunu Cauchy 1831’de biliyordu; benim
verdigim kanit1 da.

— Weierstrass kanitin1 1886’da yaymnladi fakat bir dipnotta,
1860’dan beri bu teoreme iliskin dersler anlattigindan séz eder.
Cauchy’nin kalintilarindan tiimiiyle olmasa da miimkiin oldu-
gunca kaginip serilerle ¢alismis olmasi sasirtict degil. Kamitinin
yalnizca bir kismi cebirseldir.

— Poincaré, teoremi 1879’da tezinde Cauchy’ye hicbir atifta

so, koklerin sayisidir. x’in
holomorf bir fonksiyonu
ve tamsay1 olduguna gore
sabittir. Bu gercek, ortiik
bigimde birkag satir 6nce
kullanilmusti!

Newton’un ¢ok bilinen bir
baska teoremi.

"3 H. Cartan. Sur le théo-
réme de préparation de
Weierstrass. In Festschr.
Gediichtnisfeier K. Weierstrass,
pages 155-168. Westde-
utscher Verlag, Cologne,
1966.

"4 C. L. Siegel. Zu den Bewe-
isen des Vorbereitungssatzes
von Weierstrass. In Number
Theory and Analysis (Papers

in Honor of Edmund Landau),
pages 297—306. Plenum, New
York, 1969.
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bulunmadan kanitladi. Her zaman oldugu gibi, Poincarénin
yazilarinda “kanit” sozciigii dikkatle kullanilmali; bu uyari, bu
erken calismasinda ozellikle gecerli. Cok daha sonra, 6rnegin
Meéthodes Nouvelles eserinde, daha iyi bir kanit sunmaksizin ve
Weierstrass’tan s6z etmeksizin tezine atifta bulunmustur. Isin
ilging yan1, Bourbaki'nin kurucu babalarindan Henri Cartan da
makalesinde Poincaré’den sdz etmemistir.

- 1905'te Lasker™"> tiimiiyle cebirsel bir kanit sundu ve formel
ve yakinsak seri halkalari i¢in cebirsel ¢ikarsamalar elde etti.

— Siegel, kendisine gore en kisa kanitin 1887’de Stickelber-
ger''® tarafindan yaymnlandigini vurgular.

Teoremin temel ve giincel bir sunumu igin Ebeling’in kita-
bina''7 bakin. Teoremin bir¢ok ¢esitlemesini dikkatle anlatan ve
tarihsel yorumlar katan Grauert ve Remmert’e'*8 de bakin.

Sunu da sdylemeden bu boliimii kapamayayim. Teoremin, C*°
fonksiyonlar i¢in Thom tarafindan samn olarak ileri stiriilmiis ve
Malgrange™ tarafindan kamitlanmis bir hali de bulunuyor. Ama

bu bagka bir 6ykii'?°. ..
, .
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Victor Puiseux'nun, Pelvoux Dag; kesif seferini anlatan bir mektu-
bundan: “Etrafimi saran o muhtesem panoramaya dalip gitmisim”.
Caspar David Friedrich Sis denizi iizerinde gezgin tablosunu yapar-
ken Victor Puiseux ona modellik yapabilirmis ama Pelvoux seferi
30 yil sonra gergeklesti! ©

115 E, Lasker. Zur Theorie der
Moduln und Ideale. Math.
Ann., 60(1):20-116, 1905.

16 L. Stickelberger. Ueber
einen Satz des Herrn Noet-
her. Math. Ann., 30(3):401—
409, 1887.

"7 W. Ebeling. Functions of
several complex variables and
their singularities. GSMo83.
AMS, 2007.

"8 R. R. H. Grauert. Analy-
tische Stellenalgebren. Die
Grundlehren der mathe-
matischen Wissenschaften
176. Springer-Verlag Berlin
Heidelberg, 1971.

"9 B. Malgrange. Ideals of
differentiable functions. Tata
Institute of Fundamental
Research Studies in Mathe-
matics, No. 3. Tata Institute
of Fundamental Research,
Bombay; Oxford University
Press, London, 1967.

120V, I. Arnold, S. M. Gusein-
Zade, and A. N. Varchenko.
Singularities of differenti-

able maps. Classification

of critical points, caustics

and wave fronts. Modern
Birkhéuser Classics. Birkh-
duser /Springer, New York,
2012. 1985 edisyonunun
yeniden basimi.

“Il était un peu plus de midi,
la température étant fort
agréable, je passai la une
demi-heure a contempler le
magnifique panorama qui
s’étendait autour de moi.
L'objet le plus frappant était
peut-étre le pic isolé du Viso;
le Mont Blanc était un peu
voilé par les nuages.”
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x% - y?'nin Milnor lifleri. o



Jack Milnor ve liflenmesi

BirR MATEMATIK KUTUPHANESINE GIRDIGIMDE ya da Mathe-
matical Reviews sitesinde dolastigimda ya da google’da arama
yaptigimda, matematik diinyasmin enginligi karsisinda ¢ogu kez
ezilirim. Ornegin sokaktaki insanlara, cebirsel egrilerin topolojisi
gibi, mikroskobik goriinebilecek konular, kesifleri muhtemelen
birkag omiir alacak devasa sahalardir aslinda. Ruh halime gore
bu duygu yilginlik verici de olabilir, keyif verici de ©. Bu petit ki-
tapta elimden gelenin en iyisi, kayda deger bir 6rnegi anlatmak,
baslica birkag sonugctan soz etmek ve son teknolojinin eksiksiz bir
tartismasini sunan (uzun) kitaplardan birkag¢ina deginmektir.
Nereden bakarsaniz bakin, tek bir kitap var ki bir miicev-
hermisgesine alt1 ¢izilmeli ve bu konuya ilgi duyan her dgrenci
tarafindan okunmali: matematik yazarligi sanatinin biiytik ustast
Milnorin Karmasik hiperyiizeylerin tekil noktalar’*** adl kitabu. . .

Bir ornek

F(x,y) = x7 = x'%+ 6x8y - 3x04% + 2x°° + 33y -2 = 0

egrisine bakalim. Bu F’yi rastgele se¢medim. Her F = 0 denk-
lemi Puiseux serileriyle ¢oziilebilir elbette ama bu 6rnekte hile
yaptim,

y= 312 1513
¢oziimiinden baglayarak olmasi gereken denklemi aradim! Once

(y_x3/2)3 _ x5

John Milnor. ©

1], Milnor. Singular points
of complex hypersurfaces.
Annals of Mathematics
Studies, No. 61. Princeton
University Press, Princeton,
N.J.; University of Tokyo
Press, Tokyo, 1968.
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esitligi var. Bunu acip tislerin kesirlerini yok etmek icin uygun
bir tisstinti alarak tam da F(x,y) = 0 buluyoruz. Saglayalim:
F(x,y) = 0icin Newton algoritmasini kullanirken yapilacagi
tizere, x = x2 ve y = x3(1 +y;) koyunca, beklendigi gibi ifade

carpanlara ayriliyor:
F(xf, 231 +y1)) = —x1° (31 - w7) (-8+ 21~ 12y1 ~ 67~ 177)

Buradan da gortiliiyor ki bagnokta ¢evresinde F'nin sifir kiimesi
bir tek x; = y‘;’ dalin1 igeriyor. Bu dal
x=t ; y=1+¢"

olarak da yazabiliriz ve boylece bekledigimiz gibi y = x3/2 + x5/3
buluruz. Rastgele bir F hatta bir polinom i¢in bile sonsuz bir
Puiseux serisi beklenir. Ama ¢ncelikle bu 6zel 6rnege bakalim.

Tekilligin bagini, yani F = 0 egrisinin orjin merkezli kiigtik bir
S? kiiresiyle kesigimini inceleyelim. Egrinin boyle kiigiik kiireleri,
kesistikleri her noktada ¢aprazlama kestigini gormek kolay. S6yle
ki, egrideki noktalarin normunun karesini veren ifade

¢p:teCr|P+ |0+ 112 eR,.

Bu ifade t ¢ok kiiciikken yaklasik |¢|'? olur. Ote yandan ¢(t) = €2
denklemi C’de kapali bir ilmek tarimlar. Bu ilmek |¢| = !/
egrisine yakindir ve radyal 1gmnlar1 ¢aprazlama keser. Bagka
deyisle, F = 0'in kiigiik S? kiiresiyle kesisimi, o ilmegin ¢ altinda
goriintiisii olan gomiilii bir cemberdir, yani bir diigiimdiir.

Kiireyi bir homeomorfiyle degistirebilmek kosuluyla, bu
dugiim e degistiginde degismez. Hatta kiireler yerine elipsoidleri
ve hatta max(|x|, [y|) = € ile verdigimiz su bizim kare kiiremizi
de kullanabilirdik. Bunun ayrmtili kanit1 teknik ve sikici olmakla
birlikte kilit noktas: gayet basit. R*te Ny ve Nj diye iki Oklit
normu verildiginde, F(x,y) = 0 egrisini Ny = eve N; = €
kiictik kiireleriyle kesistirebiliriz. Bu bize kiireye homeomorf
iki manifoldda iki diigiim verir. Simdi 0 < A < 1 olmak {izere
AN7 + (1 - A)Np ile verilen bir norm patikasi inga edebiliriz ve bu
sayede kiirelerde stirekli bir gomiilii gemberler ailesi elde etmis
oluruz. Boylece bu ¢gemberlerin hepsi “ayn: digimii” tanumlar.
Benzer bir acgiklama “kare kiire” i¢in de kullanilabilirdi. Bu ise

\/

F'nin Newton poligonu.

Bir diigiim ¢gemberin 3 bo-
yutlu kiireye gomiilmesidir.
Bir bag ise sonlu sayida
diigtimiin ayrik birlesimidir.
Eger iki digtimden (ya da
bagdan) birincisini ikincisine
gotiiren, kiireden kendisine
yon koruyan bir homeomorfi
varsa bu iki diigtim (bag)
denk sayilir.

Kanit olamayan bu kanit,
tiirevli topolojide temel

bir gercegi gizliyor. Tikiz
bir X manifoldunu baska
bir Y manifolduna gémen
ip:X—>Y (buradaO<A<1)
fonksiyonlar ailesi varsa o
zaman bir izotopi vardir, yani
iy = ®, oijy olacak bigimde,
Y'nin bir ®, difeomorfi
ailesi vardir.
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yeni baslayan bir aceminin yapabilecegi olas1 hatalarin birkag
ornegi igin suraya bakin'??,

Simdi, o diigiimii Kr olarak gosterelim. Bizim i¢in en elverisli
olan, max(|x|,|y|) = € kare kiiresini kullanmak. Egriyle kesisim,
|x| = € ve |y| < € ile verilen dolu simitte yer alir ve bu ytizden de
|t| = €/¢ olur. Yeniden 6lceklendirerek X = x/e, Y = y/e diyelim.
Dolayistyla X birim ¢emberde, Y birim dairede bulunur. Eger
t =e/o7 ise

X=1° ; Y=e277 42310

elde ederiz; burada T birim ¢emberi kat ediyor.

Asagidaki tiim resimlerde, S x D? dolu simidini [0,27t[xD? silindiri
olarak ciziyoruz; on ve arka yiizler olan {0} x D? ve {271} x D? birbirine
yapistirilmali.

Birim ¢emberdeki her bir X i¢in tam alt1 adet Y degeri var;
bunlar T'nun birimin altinc1 kokleriyle ¢arpilmasina karsilik
geliyor. Bu durumda K dugtimtine orgii biciminde diyoruz: K,
tim {+} x D? dairelerini caprazlama keser. Cemberde donerken
bu alt1 nokta simdi tarif edecegimiz diizende yer degistirir.

Oncelikle, kiiciik €’lar icin €2/ degeri €'/?’den daha kiiciiktiir.
Ayrica T degeri birimin altinc1 kokleriyle carpildiginda, e'/?7°
sadece iki farkli deger alir. Oyleyse

X=1° ; Yp=¢€?7°

22 E. Deloup. The funda-
mental group of the circle is
trivial. Amer. Math. Monthly,

112(5):417—425, 2005.

PASS
WITH
CARE

Yavas yavas ilerleyin! Bu bo-
liimdeki resimlere dikkatle
bakm. Kavramak ¢ok kolay
degil. ©
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3 = y?nin ta

kendisidir. X cember boyunca dénerken {X} x D? dairesinde

karsilik gelen iki adet nokta tiger kez yarim tur donerek yonca
dugliiminii olustururlar.

Yy'1in birazcik oynatilmisi olan Y = €29 + 23710 - v+ vy

diigtimii bizim eski dost yonca diigiimii yani x

ifadesini diigtinelim. X’in birim ¢emberdeki her bir degeri icin
X=1° ; Y;=&310

ifadesi Y; icin (¢ok kiigiik) tic deger verir. Boylece her {+} x D? da-
iresinde Y'nin alt1 noktasi tigerli iki 6bek olarak goriiniir. Baska :
deyisle, Kr diigiimii yonca diigiimiiniin dar bir boru komsulu- = __w//
gunda yer alir ve komsulukta yoncaya dik kiiciik daireleri iiger

noktada keser.

Yoncanin bu boru komsulugu sdyle parametrelenebilir: €?P3~%iin oniindeki 2
katsayis1 onemsiz: yaptig1
(1,0) € glyD? s (X _ yzl Y = 61/2‘113 _ 262/3}1_3§) ) tek sey, boruyu yeterince

genisleterek borunun
diigimiimiizii icermesini

Buradaki dolu simidin kilgig1 olan S! x {0} cemberi, yonca saglamak.

dugiimiine gidiyor. €'/2% - 2¢%3173¢ yerine basitce niye €'/?% +
2¢2/ 3§ ifadesini se¢gmedigimi sorabilirsiniz; dyle ya, ikisi de
parametrelenme! Buradaki fikir, bu koordinat segimiyle bu boru
komsulugunda x> - y? ifadesinin

(2 - €2(€1/2y3 _ 262/3y‘3§)2

olmasi ve 0’a yakin  icin 4€!%/°7 mertebesinde olmasi. Bu sayede

x> —y? karmagik sayisinin acis1 {'ninkine yakin olacak ve boylece
x> —y? = 0" boru komsulugunda Milnor lifleri agi({) = sabit esitligiyle

verilen sayfalara yakin kalacak.
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Bu koordinatlarda Y'nin €'/2y® - 22373 ile €'/?7% + €2/3710
ifadelerini iligkilendirebiliriz. y = 7> oldugundan K diigtim-
miiz

TeSt e (1,0) = (73,—2119) ¢Sl x D?

fonksiyonunun imgesidir.
Bu da (19,3) simit diigtimudiir.

Bu 19 sayisi tuhaf gelebilir. Dolu simit S' x D? {izerinde her k
i¢in (19,3) simit diigiimiini (19 - 3k, 3) diiglimiine (6rnegin ¢ok
daha basit olan (1,3) diigiimiine) gotiiren bir homeomorfinin

< .. . ) (.0~ (7, Tkg)
var oldugunu hatirlaym. Ancak boyle bir homeomorfi, kenarda fonksiyonu bir homeomorfi-
birim fonksiyonu (-na homotopik) olamaz ve bu nedenle tiim dir; dolu simidi biiker.

kiireye genisletilemez.

Demek ki Kp, (3,2) simit diigiimiiniin bir komsuluguna
(19,3) dagumii yerlestirilerek elde ediliyor. Yinelenmis simit dii-
Giimlerinin tipik bir 6érnegi bu. Bunlara bazen ortilerek bir araya
getirilmis sarmal kablolara benzediklerinden kablo diigiimleri,
bazen de gilines ¢evresinde donen gezegenlere atfen uydu diigiim
denir.
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Milnor liflenmesi

Yonca orneginde, agi(x> - y?) fonksiyonunun esdiizey ytizeyleri,
adeta sirt1 yonca diigiimii olan bir kitabin sayfalarrymigcasima
diigtimiin digii doldurur. Bu sayfalarin topolojisini delinmis
simit olarak belirlemistik.

1968’de yazdig1 ufuk agici kitabinda Milnor bunun genel
bir olgu oldugunu gosterdi. Teoremini aslen tiim boyutlar igin
kanitlamusts; biz kendimizi (karmasik) 2 boyuta kisitlayacagiz.

Teorem. C2’de basnokta cevresinde tanimli ve F(0,0) = 0 olacak
bicimde, sifir olmayan indirgenmis holomorf bir F(x,y) fonksiyonu Bir F(x,y) serisi indirge-

olsun. EGer € > 0 yeterince kiigiikse, nemez carpanlarina ayril-
diginda yinelenen carpani

— F(x,y) = 0egrisi S? kiigiik kiirelerini bir L. c S? bag1 boyunca yoksa, F'ye indirgenmis denr.
caprazlama keser ve kesisimin topolojisi €’dan bagimsizdur.
— Ustelik
F(x,y)

(x,y) €S2\ Le = aqi(F(x,y)) = eS!

[F(x, y)l

fonksiyonu yerel olarak basit bir liflenmedir. Liflerin kapamslar: tikiz
yiizeylerdir. Kenarlari L ile ¢akisir ve Le bagmin bir boru komsulu-
gunda agik bir kitaba benzerler: lifler yerel olarak bir dogru pargasi ile
D?'de radyal bir 1sm parcastnin carpinudir.

Bu teorem, tekilliklerin yerel olarak incelenmesinde temel
aragtir. Yine de, uzun siire kanitina bakmadigimi ve kanitin ko-
layca anlasilabilecek, basit olmasi gerektigine bir bicimde ikna

olmus oldugumu itiraf ediyorum. Cembere giden ¢ok dogal bir
fonksiyonumuz var, neden liflenme olmasin ki! Fakat hataliy-
dim; esasen kanit epey incelikliydi. Bununla ilgili kitaplarin iki
tiir olmasi da sagirticidir. 1k tiir kitaplar, kanitin kilit noktasina
geldiginde gayet ketum bir tarzda “Milnor, Boliim 2"ye baki-
niz” yazar. Ikinci tiirse, aym kilit noktada “Milnor, Bolim 2”yi
neredeyse kelimesi kelimesine kopyalar. Aslina bakarsaniz her
ikisi de hakli; “Milnor, Bolim 2”den daha iyisini yapmak ¢ok
zor. Buradaki amacim kanitta yenilik yapmak degil de daha ¢ok
teoreme iliskin bir sezgi vermek.

Once sunu gorelim: 1 boyutta teorem dogru ve basittir. C'de
basnoktanin bir komsulugunda tanimli, sifir olmayan ama
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£f(0) = 0 olacak sekilde holomorf bir f fonksiyonu alalim. a # 0
kaydiyla f(x) = ax" +--- yazalim ve

f(x) cgl

If ()l

fonksiyonuna bakalim. € yeterince kii¢tikken bunun bir ortii

x €St aqi(f(x)) =

fonksiyonu oldugu agik zira bu fonksiyon C! topolojide x ~
agi(a)agi(x)" ortii fonksiyonuna yakin.

Bu en basit durumdan sonra F(x,y) = 0 egrisine bakalim. F
indirgenmis olsun; boylece oF /0y kismi tiirevi F = 0’da (basnokta
disinda) sifirdan farkl olur. Yuvarlak kiire yerine bizim kare
kiiremizi (max(|x|,|y|) = €) kullanacagiz. Sade olsun diye bizim
egrinin yalnizca |x| = €, [y| < € ile verilen T; dolu simidiyle
kesistigini kabul edelim.

[lkin F(x,y)nin agisiin dolu simide kisitlandiginda, F = 0
egrisi disinda, bir batirma oldugunu gostermek istiyoruz. Bagka
deyisle, T;’de bir (x,y) noktas: verildiginde, bu noktada T;’e
teget Oyle bir yon artyoruz ki a¢i(F)’'nin bu yonde tiirevi sifir
olmasm. {1k deneme olarak x’i sabit tutarak buna dik bir yone
bakabiliriz. Bu yénde F(x,y) nin degisimi 0F/dy olacag: igin en
azindan oF [y nin sifir kiimesi disinda agi(F) gercekten bir batirma

olur. Sifirdan farkl bir z karmasik
sayisinin agist birkag yolla
tanimlanabilir. [0,27[ ya

Ote yandan bu 9F/dy(x,y) = 0 sifir kiimesi, F = 0 egrisiyle

de yalnizca basnoktada kesisen baska bir egri. Bu yeni egri, a da R/271Z kiimelerinin ele-

la Puiseux, x = t" ve y = f(t) diye parametrelenebilir. Basit 1 man olabilecegi gibi birim
cemberde z/|z| degeri de ola-

boyuﬂu durumumuzdan, bilir. Asagida hangisi daha
1 " 1 uygunsa onu seciyorum. Bu-
te Sel/n = ag1(F(t /f(t))) €5 nun zorluk ¢ikarmayacagina

inaniyorum.
fonksiyonunun bir 6rtii fonksiyonu oldugunu sdyleyebiliriz.

Boylece, 0F /dy(x,y) = 0 esitligini saglayan noktalarda da 6yle bir
yon bulmus olduk ki bu yonde aginin tiirevi sifir olmuyor.

Bu agiklama Milnor un teoreminin tam bir kanit1 degil kusku-
suz. Birka¢ nedenden. ..

Oncelikle yuvarlak bir kiire yerine koseli bir kiire kullandik.
Neyse ki bu o kadar 6énemli degil; tartisma yuvarlak kiireye
kolaylikla uyarlanabilir.

Ikincisi, liflere dair kimi tikizlik kabulleri olmaksizin bir ba-
tirma bir liflenme olmak zorunda degil. Le c S? baginin civarinda
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bizim batirmanin yerel yapisini incelememiz gerekiyor. Bu da zor
degil. Kilit nokta su: eger F(x,y) = 0 ise ve C*'de (x,y)’yi igeren,
egriyi caprazlama kesen bir karmasik dogru alirsak (x,y) nin
yakininda ag1(F)’yi incelemek igin basit 1 boyutlu duruma basvu-
rabiliriz; boylelikle bag civarinda yerel resmi elde ederiz.

Bu sade sunumumuzun 2 boyutla sinirli oldugunu, oysa
Milnor’un teoreminin tiim boyutlar i¢in ¢alistigin1 unutmaym.

Miikemmel bir sunum i¢in, Milnor, Boliim 2’ye atifta bulunu-
yorum ©.

Ornegimizde Milnorun liflenmesi
Ornegimize geri gelelim:
F(x,y) = - x4 6x8y - 3x6y2 + 2x5y3 + 3x3y4 - y6 =0.

F(x,y) = 0 egrisi kiictik bir kiireyi yonca diigiimiintin bir uydu
dugimi boyunca kesiyor. agi(F(x,y)) = sabit olarak verilen Mil-
nor liflerinin topolojisini tarif etmek istiyoruz. Bilgisayarimdan
bu liflerden birini ¢izmesini istedigimde ¢ikan sekil soyle:

Bu boliimiin sonu, kitabin
devamu igin gerekli olmasa
da, biiyiik dikkat istiyor.

Bu karigik resmi dikkatle incelemek gerekir. En azindan sunu
goriin: bu ytizey dolu simidin kenarin 6 (kirmizi) egride kesiyor.

©
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Sariyla gosterilmis diigiim de yiizeyin kenarinin bir pargasi. Iki
ylizlin mavi ve yesil renkleri, yiizeyin yonlii oldugunu gosteriyor.
Bu dolu simitte yiizeyin kenarinin 7 pargas: olduguna dikkat
edin.

Bu resmi anlamak igin, p ile g aralarinda asal ve p > g olmak
tizere x? —y7 = 0 diye verilen p,q egrisinin Milnor liflerine bakalim.
Bunlarin, cinsi (p -1)(q -1)/2 olan, bir dairesi oyulmus yiizeyler
oldugunu biliyoruz. Bizim kare kiireye (max(|x|,|[y|) = €) gore
bunlarin konumuna bakalim. p > g oldugundan x? - y7 = 0
ile kesigsim T; dolu simidinde (|x| = €) yatar. |x| = e ve |y| = €
ile verilen kenar simitte, x” — y7'nun degeri y7’ya ¢ok yakindir;
xP - y?’nun agisiysa y'nin agisinin g katina yaklasik esittir. Demek
ki x? — y?7nun Milnor lifleri T;'in kenarimi g adet egride keser ve
bunlar g adet paralele ¢ok yakindir.

Ayni nedenden, |y| = € ile verilen T, dolu simidinde bir Milnor
lifi g adet daireyle neredeyse ¢akisiktir; burada y'nin q adet
degeri vardir ve her biri i¢in x’ler, € yarigapl daireyi olusturur.
Demek ki, x” — y9'nun bir Milnor lifinin T;’le kesisimi, cinsi
(p-1)(g-1)/2 olan ve 1 + g tane dairesi ¢ikarilmisg bir yiizeydir.
Cikarilmis birinci dairenin kenari T;’in iginde bulunan simit
dugumudiir; diger g dairenin kenarlari, T;'in kenarindaki g adet
¢emberdir.

Simdi F(x,y) = 0 ile verilen daha karmagik ornegimize donelim.
Newton poligonunda baskin terimleri ¢ekerek sunu buluyoruz:

F(x,y) = (23 -y - 210+ 6xBy + 2012

(3,2)-simit digiimii olan
yoncanin Milnor lifi. Yiize-
yin kenar1 tam o diigiim;
ylizeyin silindirin kenariyla
kesigimiyse iki paralelden
olusuyor.

191

©
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(19, 3)-simit diigiimiinin

bir Milnor lifi. Yiizeyin ke-
nari (sar1) diigiim; ytizeyin
silindirin kenariyla kesisi-
miyse 3 (kirmizi) paralelden
olusuyor. ©

Bir 6nceki resmi daha iyi
anlamak igin kiigtik bir
dilim. Mavi ve yesil renkler,
ylizeyin gercekten de yonlii
oldugunu gosteriyor. ©
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Yonca diigiimiiniin 7 boru komsulugunu insa etmis ve bunu
(4,0) € S! x D? ile parametrelemistik; burada x* -y ifadesi 4e1/67
mertebesindeydi. Bu dolu simidin kenarinda, yani |(| = 1 iken,
(23 - y?)3| = 64€77/6 ve x|, ly| < € olur; boylece F(x,y)/(x® - y?)3
degeri 1’e ve F(x,y)nin agist ac1({)%e cok yakin olur. Dolayisiyla
Te'un kenarinda F'nin her bir Milnor lifi, aq1({) = sabit olarak
verilen ii¢ paralele ¢ok yakin duruyor.

7¢'un disinda da bu gegerli: F'nin, 7. un disindaki her Milnor
lifi x® - y? = 0'mn ii¢ Milnor lifine ¢ok yakin. x> — % = 0'm Milnor
liflerinin delinmis simitler oldugunu hatirlaym. Bunlarmn T,
ile kesigimleri iki daireden ibaretti. T; le kesigimlerininse ti¢
kenar parcasi vardi; bunlardan ikisi T;’in kenarindayds, biri de
digiimiin kendisiydi. 7¢'un i¢inde kalanlar: saklarsak, gortilecek
olan tam da sudur.

neredeyse cakisiktir.

T¢'un igi, borunun igine konmus (19, 3) diugiminin yasadig:
yerdir. Borunun i¢inde (y, {) koordinatlarinda F(x,y) = F(eX,€Y)
degerinin

r (6']/12, 6‘3/2]13 _ 265/3V—3€)

193

Yoncann bir boru komsulu-
gunun disinda F'nin Milnor
lifinin temsili. Bu ytizey,

x3 - y*'nin 3 Milnor lifiyle

©
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oldugunu goriiyoruz. Bu ifade tam tamima 64> = —6p'? iken
(birinci mertebede) sifir olur. Dolayisiyla 7¢ icinde F'nin bir

Milnor lifi, y® = x'%’

un bir Milnor lifine yakindir. Bu da cinsi
(3-1)(19-1)/2 =18 olan ve 4 dairesi oyulmus bir ytizeydir.
Kenarlarindan biri tam da bizim duigiimdiir; diger tictiyse 7¢'un
kenarinda {ti¢ adet paraleldir.

Ozetlersek, F(x,y) = 0 bir Milnor lifi, cinsi 18 olan kapali yonlii
bir yiizeye, baglantili toplamla ii¢ simit ekleyerek ve bundan bir daire
oyularak elde edilmis bir yiizeydir. Bu da cinsi 21 olan bir ytizeydir.
Epey cetrefilli. ..

Boliimiin geri kalan1 gayet muglak olacak. Kurama ancak bir
g0z atabilecegim.

Kp'nin tiimleyenini bir ¥ Milnor lifiyle yarip parcalarsak
X x [0,1] carpimini elde ederiz. Diiglimiin tiimleyenini geri
kazanmak i¢in X x {0} ile X x {1} ytizeylerini, ¥'min bir difeomor-
fisiyle yapistirmak gerekir. Izotopilerle degistirebilmek kaydiyla
iyi taniml bu difeomorfiye dugiimiin dolanim fonksiyonu denir.
Dolanimin birinci homolojiye etkisinin karakteristik polinomu
diigiimiin Alexander polinomu olarak adlandirilir. Ornegimizde
bunlarin hepsi epey somut bir bicimde betimlenebilir.

Sonucu vermekle yetineyim. ¥ ylizeyinin insasinda tig ka-
pali egri boyunca baglantili toplam aldik; ¥’daki bu egrilere v;
(i =1,2,3) diyelim. v;’ler boyunca keserek dort parca elde ediyo-
ruz: S ve X;'ler; burada S, 18 cinsli bir yiizeyden 4 daire oyularak
elde edilmis; ¥;'lerse delinmis simitler. ¢ dolanim fonksiyonu,
7; egrilerini korur; bu egriler etrafinda birer halkada Dehn bii-
kiimiidiir; yani ¢, bu egrilerin etrafinda yandaki resimdeki gibi
davranir. Bu da dolanimin homoloji iizerine etkisinin periyodik
oldugunu gosterir. Oysa homotopide bu dogru olmak zorunda
degil. Zira v;’ler sifira homolog ama homotopik degil.

Y'y1 ; egrilerinden kesip acarsak x> — y?>'nin dolanimin ti¢
kez, x! - y*"tinkiniyse bir kez buluruz. Dolayisiyla Alexander
polinomu x® - y?'nin polinomunun kiipiiyle x'¥ - y*tinkinin
¢arpimina esit olur:

(X0 -1} (X -1’ (X7 - 1)(X-1)
(1P -1P(XP-1) (3G - 1)

Citinki bir lifin tiimleyeninde
Milnor liflenmesi, [0, 1]
tizerinde bir liflenmedir;
ustelik basit liflenmedir zira
[0,1] biiziilebilirdir.

Bir Dehn biikiimii. . . Bu
homeomorfi halkanin ke-
narmda birim gonderimdir;
esmerkezli igice cemberleri
korur ve resimdeki gibi
biiker.
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Sadelestirip agarak

(1-X+X2)3(1-X+X3-X*+ X6 - X7+ X7 - X104+ X12
—X13+X15—X16+X18—X20+X21 _X23+X24_X26
+X27—X29+X3O—X32+X33—X35+X36).

buluruz.

Genel resim

Yalnizca en garpici sonuglardan séz edeyim.

Bir egrinin bir dalina karsilik gelen diigtimler daima yinelen-
mis simit diigiimleridir.

Fi(x,y) =0 ve Fy(x,y) = 0 ile verilmis indirgenemez iki egriden
gelen diigiimlerin, 3-kiirenin bir homeomorfisiyle topolojik
olarak denk olmalari igin gerek ve yeter kosul, karsilik gelen
iki dalin Puiseux karakteristik sabitlerinin ayni olmasidir. Bu
dugiimler, Alexander polinomlariyla ayirt edilebilirler. Diigtimler
ve hatta iki dalli egriler icin bu ¢ok 6nceleri kanitlanmisti. Birden
¢ok ayrik digiimden olusan baglar tireten indirgenebilir egriler
ig¢inse benzer bir iddia, ancak kisa stire 6nce kanitlanabilmistir.

Genel egriler igin dolanim A’Campo tarafindan harikulade bir
bicimde tarif edilmigtir®33.

Olgularin artik ¢ok iyi anlasilmis oldugunu sdyleyebilirim.

Gezintimize devam etmek istiyorsak bu tali kesfimizi burada
bitirmek akillica olur; daha ugranacak ¢ok yer var. Bu kadar
glizel goriinen (ve Oyle de olan) bir patikadan geri donmek
zorunda kalacak olan okurun dis kirikligini da gayet iyi anlarim
kuskusuz.

Bu konuda ¢ok ¢ok ¢ok ¢ok fazlasi ve tarihsel bir derinlik igin,
okurlarimiz Weber’in olagantistii incelemesine'?4 ve daha tnce
de sozilinii ettigimiz su kaynaga'?> bakabilirler.

3 N. A’Campo. Sur la
monodromie des singularités
isolées d’hypersurfaces
complexes. Invent. Math.,

20:147-169, 1973.

24 C. Weber. On the topo-
logy of singularities. In
Singularities II, volume 475
of Contemp. Math., pages
217-251. Amer. Math. Soc.,
Providence, RI, 2008.

5 E. Brieskorn and

H. Knorrer. Plane al-
gebraic curves. Modern
Birkhéuser Classics. Birkh-
duser/Springer Basel AG,
Basel, 1986.


http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002090465
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002090465
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002090465
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002090465
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Diirer’in Melankoli adl1 tinlti
graviirii (1514). Buradaki
politop K5 degil! Bu ko-
nuda Giinter Ziegler’in The
Guardian’daki makalesini
Oneririm: Diirer’in ¢okytiz-
liisii: Melankoli’deki ¢ilgm
kiipii agiklayan bes teori. o


https://www.theguardian.com/science/alexs-adventures-in-numberland/2014/dec/03/durers-polyhedron-5-theories-that-explain-melencolias-crazy-cube
https://www.theguardian.com/science/alexs-adventures-in-numberland/2014/dec/03/durers-polyhedron-5-theories-that-explain-melencolias-crazy-cube
https://www.theguardian.com/science/alexs-adventures-in-numberland/2014/dec/03/durers-polyhedron-5-theories-that-explain-melencolias-crazy-cube

Hipparkos-Schroder-Tamari-Stasheff

asosiahedronu

ANALITIK EGRILERI $IMDILIK UNUTUP agagclar, sozctikler ve
kombinatorige geri donecegiz. Su ii¢ gesit nesne arasinda dogal
bir sozliik var:

* (n yaprakh) ikili, koklii diizlemsel agaglar.
 (n uzunlugunda bir sozciikte) ikili parantezlemeler. Ks'in bir modeli. ©

* (Birine kok denmek {izere #n + 1 kenar1 olan) digbiikey bir cokgenin
(n adet ii¢gene) boliimlenmeleri.

Bunlar1 kenarda resmettik.

Her i¢ bogumunun en az iki yavruya sahip oldugu n yaprakli, a
koklii diizlemsel agaglarla daha once ilgilenmistik. Bu agagclar
illa ikili olmasi1 gerekmeyen #n uzunlugunda sozciiklerin Schroder

parantezlemeleriyle iliskiliydi. Bunlar da # + 1 kenarli digbiikey bir d
¢okgenin birbirini kesmeyen k adet (0 < k < n) kdsegenine karsilik
gelir. Bu nesnelerin sayis1 n-inci (kiigtik) Hipparkos-Schroder b c
sayisidir.

a((be)d)
Soyut bir politop

Simdi 7 - 2 boyutlu K, denen politoplardan olusan bir dizi insa

edecegiz; bu K lere asosiahedronlar denecek. K, bir nokta olsun.
Bir aralik ¢izelim ve tek bir kokii ve kdkiintin 3 yavrusu olan,

baska da bogumu olmayan (bu kosullar1 saglayan biricik) koklii
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agacla bu aralig: etiketleyelim. Bu araligin u¢ noktalarini da 3
yaprakly, ikili, koklii diizlemsel agaclarla (bunlardan tam 2 adet
var) etiketleyelim. Asagidaki resmi elde ediyoruz. Bir araliktan
baska bir sey omayan bu nesneye K3 diyecegiz.

/NN

*—

AN

Eger iki adet ikili agactan birinden digerine yukaridaki re-
simdeki gibi yerel bir dontisiimle gecilebiliyorsa bu iki agaci bir
kenarla baglamak istiyoruz. Bir ikili agacta 3 yaprakl bir altagag
saptarsak bunu silip yerine 3 yaprakli diger agaci koyuyoruz;
boylece asosiahedronda bir kenar tanimlamis oluruz.

ISV

Oyleyse 1 = 4 icin bir resim gizelim. 4 yaprakli tam 5 adet ikili
agag var. Bunlar bir besgenin kdsenoktalarina yerlestiriyoruz. 4
yapragi ve 3 yavrulu tam 1 bogumu olan 5 adet diizlemsel agacla
besgenin 5 kenari etiketleniyor. Bir tane daha 4 yaprakl diizlem-
sel agag var: 4 yavrulu 1 koklii olan. .. Bunu da besgenin ortasina,
besgenin 2 boyutlu yiiziine etiket olsun diye yerlestiriyoruz.
Olusan bu nesneye Ky diyoruz (sonraki sayfa).

Boylece n - 2 boyutlu bir politopun tarifi konusunda da fik-
rimiz olur: kosenoktalar: n yaprakl ikili agaglarla, kenarlar: 3
yavrulu tek bir bogumu olan agagclarla vs. ve en tist (yani #n - 2)
boyutlu tek ytiziiyse n yavrulu bir kokii olan (cogunlukla tag
diye adlandirilan) agacla etiketlenen bir politop. ..

n = 5’e gktigimizda hala bir resim ¢izebiliriz (sonraki sayfa).

Her n degeri i¢in bdyle bir politop insa edilebilir gercekten de.
[k problem elbette kombinatorik bir baglamda politop sézciigiine
kesin bir tanim verebilmek. Oklit uzayinda bir politopa iligkin



ASOSIAHEDRON 199




200 BIR TEKiL MATEMATIK GEZINTisi

geometrik sezgimizden esinlenen fakat herhangi bir uzaya
gomiilii olmayi dikkate almayan bir tanima ihtiyag var.

Yiizleri dogru pargcalari, tiggenler ve genel olarak simpleks-
ler olan, iyi tanuml bir kombinatorik ¢okyiizlii kavrami mevcut.
Kosenoktast adi verilen noktalardan olusuk bir K kiimesiyle basla-
yalim. K'nin yiiz denecek bazi altkiimelerini secegegiz. Yiizler su
tek kosulu saglamali: her bir ytiziin her altkiimesi de yiiz olmal.
Eger bir yiiz k + 1 elemana sahipse, bu yiize k boyutlu simpleks
diyoruz. Bu epey kolay tanim, bizim durumumuza uygun degil.
Ornegin 3 boyutlu bir politop olan yukardaki Ks'in 2 boyutlu
yiizleri kareler ve besgenler; ticgenler degil.

Esasen soyut politoplar igin birbirine denk olmayan birkag
kombinatorik tanim var ama biz bunlar1 kullanmayacagiz ¢tinkii
bizim politoplar éniinde sonunda Oklit uzaylarinda geometrik
nesneler olacak. Yine de bir soyut politop belirli boyutlara sahip
yiizlerden olugsmali ve bitisiklige dair sezgisel fikre uyacak bi-
¢imde, ytizler arasinda kismi bir siralama bulunmali. Béylece
yliksekligi # — 2 olan kismi siralanmus bir K, kiimesini tanimla-
makla yetinebiliriz. Bunu tanimlamak da gok kolay.

Basit olsun diye, n + 1 kosenoktali bir digbtiikey ¢okgen I1,,.1
secelim; asagidaki insa bu ¢okgenin se¢ciminden bagimsiz. Cokge-
nin bir kenarin secelim ve buna kok diyelim.

K,'nin d boyutlu bir yiiztinti, I1,,,1’in n - 2 — d adet birbirini
kesmeyen kosegenini eleman kabul eden F kiimesi olarak ta-
mimlayalim. Bitisiklik iliskisini de ters igerme iliskisiyle soyle
tanimlayalim: eger F, c F ise F;’e karsilik gelen yiiz F,"ye kar-
sihik gelen yiiziin altyiiziidiir diyecegiz. Ornegin K, 'nin her bir
kosenoktasi (0 boyutlu ytizii), I1,,,1'in n - 2 tane kosegeniyle
n —1 tiggene parcalanmasina karsilik gelir. Kok vasitasiyla, bu
kosenoktalar ikili diizlemsel agagclarla eslenir; tam istendigi
gibi. ..

K;'nin q ekboyutlu bir yiizii, n yapragi ve tam tamina g adet
i¢ (kokten ve yapraklardan farkli) bogumu olan, denk bir deyisle
g adet i¢ kenari olan, koklii diizlemsel bir agaca karsilik gelir.
Resme “agacm goziinden” bakarsak, eger T, agaci, T; agacinin
bazi kenarlar1 yok edilerek olusmussa T; agacina karsilik gelen
yiiz T,’ye karsilik gelenin altytiziidiir denebilir.

Kismi siralanmus bir kii-
menin ytiksekligini, tam
siralanmis en biiytik altkii-
mesinin eleman sayisi eksi 1
olarak tanimlayayim.



Simdilik yalmizca kismi siralanmis bir kiime tanimladim.
Bu kiimenin soyut politoplar: tanimlayan belitleri sagladigim
denetlemek zor degil; bunu burda agik¢a yapmiyorum.

Boylece Hipparkos-Schroder-Tamari-Stasheff asosiahedronu tanim-
lamis olduk.

Bir parca tarih

Her zaman oldugu gibi matematiksel bir nesneye tek bir ad
vermek neredeyse olanaksiz.

Bildigimiz tizere, Catalan K, 'nin kdsenoktalarmi, Hipparkos
ve Schroder ise yiizlerini saydi.

Dov Tamari (6nceki adiyla Bernhard Teitler) 1951'de doktora
tezinde kombinatorik nesneyi tanimladi.

Tamari’'nin biyografisi ve hedeflerinin hikayesi i¢in (Almanya,
Filistin, Fransa, Israil, A.B.D., Brezilya ve Hollanda’da ve yir-
minci ytizyil iginde bir “gezinti”) Tamari Memorial Festsch-

126

rift’in*?® ilk boltiimiinii okumanizi 6neririm. Oradan 6rnegin

sunu 0greniyoruz:

En azindan 1948'den sonra Tamari, Israillilerin Filistinlilere yaptig1
adaletsizliklere, diger yandan da Orta Dogu {ilkelerinin Yahudi
gogmenlerin aleyhine ayrimciliklarina karst durmustur. Bu tutum
o glinlerde genis kabul gormekten ¢ok uzakti.

J. Stasheff de 1963’te doktora tezinde ayni nesneyi tanimlady;
ama bir sonraki boliimde ayrintisiyla tartisacagimiz gibi bu bam-
baska bir topolojik baglamdaydi. Stasheff, Tamari'nin isinden
haberdar degildi. Kenardaki kavisli politop, kendisinin orijinal
makalesinden alinmadr.

Bir Oklit uzayinda digbiikey politop insas1 gayet dogal bir
problemdi. Bir anekdota gore, Stasheff’in doktora savunmasina
Milnor elinde K5'in kartondan bir modeliyle gelmis.

Asosiahedron ismi, R"’de K,,_,"yi cisimlestiren geometrik
(soyut olmayan) disbiikey bir politop olup olmadigini Haiman’a
soran Kalai tarafindan koyuldu. Haiman 1984 te bir insa onerdi
ama bunu yayinlamadi. 1989’da Lee kendi insasini yaymladi.
Birkag baska yazar bagka insalar 6nerdiler. Bu konuda Tamari
Festschrift’te Ceballos ve Ziegler'in yazdig1 boliime bakiniz.
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Dov Tamari (1911-2006).

Tamari’'nin tezinden bir
resim.

26 B Miiller-Hoissen, J. M.
Pallo, and J. Stasheff, edi-
tors. Associahedra, Tamari
lattices and related structures.
Tamari memorial Festschrift,
volume 299 of Progress in
Mathematical Physics. Birk-
hauser/Springer, Basel,
2012.
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Stasheff’ten bir resim.
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Loday'in ingast

Simdi Oklit uzayinda digbiikey bir politopun 2004’te Jean-Louis

Loday'?7 tarafindan onerilen giizel bir ingasin1 anlatacagim. 127].-L. Loday. Realization of
the Stasheff polytope. Arch.

. . iee . Math. (Basel), 83(3):267-278,

asosiahedronun kombinatorigini (geometrik bakimdan) tam 2004.

Bu politopun ytizleri, Hipparkos ve digerlerinin tarif ettigi

tamina cisimlestiriyor.

Kokli, ikili diizlemsel bir T agaci alalim ve bunu K;,'nin bir
kosenoktasi olarak diigiinelim. Yapraklar: soldan saga 1’den n'ye
isaretleyelim.

T agacinda bir i, j yaprak ikilisinin en ktigtik ortak atas1 olan
bogumu i v j olarak gosterelim. 1 < i < n -1 olmak {izere her i

tamsayist i¢in i v (i + 1) bogumunu alalim; bu bogumdan asagiya I

sola (ve saga) dogru giden dallardaki yapraklarin sayisin v, (7) 4

(ve sag icin vs,(i)) diye gosterelim. T agaciyla ] 3

M(T) = (vso(1)Vsa(1), V50 (2)V5a(2), - .., Vso (11 = 1) vgq(n = 1)) e R"! ME=2 - WL
M(T)=(3,1,2)

noktasini eglestirelim.

Teorem. T tiim ikili, koklii diizlemsel agaglarda gezinirken olusan
M(T) € R"™! noktalarinin kiimesinin digbiikey haznesi bir disbiikey
politoptur ve kombinatorigi tam tamina Hipparkos-Schroder-Tamari-
Stasheff asosiahedronudur.

Oncelikle M(T) noktalarmm R" """ de

n(n-1)

X1+ Xp+ X1 = 5

denklemiyle verilen hiperdiizlem {izerinde oldugunu gosterelim.
Bunu kanitlamanin bir yolu, a < b olmak {izerea, bvev =avb
yapraklarimn olusturacag (a,b, v) tglilerini saymaktir. v yaprag:
a ve b’yle belirlendiginden, bu say1 a < b olmak {izere a4, b giftle-
rinin sayisina yani n(n - 1)/2’ye esittir. Ayni say1y1 v bogumuna
gore sayarsak, i = 1’den 1 — 1'e v, (i)vsq (i) carpimlarmin toplamin
buluruz. Bu da iddiay1 kanitlar. o
Loday’in teoremini kanutlamak iginse, ilkin K;;'nin 1 ekboyutlu
ylizlerini teshis edecegiz. Bunlar tek bir i¢ bogumu olan (ve ikili
olmayan) agagclarla etiketlenirler. 1 < p < p + g -1 < n olmak tizere
iki tamsayiyla, p ve g’yla belirlenirler; (n - g + 1)-li tacin p-inci



bogumuna g-lu bir tag ekleyerek, asilayarak elde edilirler. p, g
ile belirlenmis yiiziin kdgenoktalarindan olusan F, ; kiimesinin
temsil ettigi agaclar, n — g + 1 yaprakl, ikili, kokli diizlemsel
herhangi bir agacin p-inci yapragina, g yaprakls, ikili, kokli
diizlemsel herhangi bir agacin asilanmasiyla olusmus (kokli
diizlemsel) ikili agaglardir.

Ayni sey daha baska bir bicimde de ifade edilebilir. Ikili bir T
agacinin Fp,’da olmast igin gerek ve yeter kosul, {p,...,p+g-1}
yapraklarimin tek bir bogumun doéllerinden olmasidir.

Simdi R"~""de dogrusal bir I, fonksiyonu tanimlayalim:

Lpg(x1,%2, -, Xp 1) = Xp + Xpy1 + 7+ Xpyg 1.

T kodsenoktasinin ekboyutu 1 olan Fp 4 yiiziinde bulundugu du-
rumda I, ;(M(T))'nin degerini bulahm. n - g + 1 yaprakly, ikili,
kokli diizlemsel bir Ty agacinin p-inci yapragina q yaprakl, ikili,
koklii diizlemsel bir T; agacinin asilanmasiyla T'nin olusturuldu-
gunu biliyoruz. p < i < p+q -1 olmak tizere, M(T) noktasinin
i-inci koordinatinin M(T;) € R9~! noktasinin (i — p)-inci ko-
ordinat1 oldugu acik; dolayisiyla daha 6nce saptadigimiz gibi
Ipq(T) =q(qg-1)/2 olur.

Simdi de T kosenoktasmin Fp, ;’da olmadigini varsayalim. Bu
durumda {p,...,p+q -1} araliginda dyle bir i yaprag: bulunur
kiiv (i+1) bogumu bu aralikta bulunmayan bir dole sahiptir.
lp,q(M(T)) degerini hesaplarken sadece i v (i + 1) bogumunun
{p,p +q -1} araliginda olan dolleri sayilirsa q(q - 1)/2 bulunur;
bu aralikta olmayan dolleri de hesaba katarsak daha biiyiik bir
toplama ulagilir.

Boylece teoremin kanit1 bitmis oldu zira K;;'nin ekboyutu 1
olan bir F, 4 ytizii igin, I, 4 — q(q - 1)/2 afin fonksiyonu Fj ;'nun
her bir T kosenoktasina karsilik gelen M(T) noktasinda sifir
ve Ky;'nin F, ;’da olmayan T kdsenoktalarina kargilik gelen
M(T) noktalarinda pozitif. Baska deyisle, M(T) noktalarmin
digbiikey haznesinin bizim soyut politopun kombinatorigine
sahip oldugunu gosteren afin destek fonksiyonlar: bulmus
olduk.

Jean-Louis Loday bu gomiilii politopun kesfini zarif bir ¢ev-
rimici makalede agiklamistir’?®. Leibniz’e hayranligi nedeniyle
siklikla Guillaume William Zinbiel mahlasini kullanmaistir.
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C.I.R.M.

s Bateaitoont o Boncacing: Waikiansimne:

QDD N

5

CIRM’in 2005 dénemi igin
bastirdig1 kutlama kartinda
K5 resmedilmis. Bundan bir
de tisort bastilar. ©

Jean-Louis Loday (1946-
2012) asosiahedron ko-
nusunda bir ders veriyor.

©

#7-L. Loday. Comment j'ai
trouvé 1’associaedre.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Loday.html
http://www-irma.u-strasbg.fr/~loday/associaedreHistoire.pdf
http://www-irma.u-strasbg.fr/~loday/associaedreHistoire.pdf
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“Kiraz agac1”

Kiraz ve Akcaagag¢’tan,

altin varak tstiine renkli
boyama (1592). ©



Jim Stasheff ve ilmek uzaylari

GENELDE MATEMATIKTE VE OZELDE TOPOLOJIDE, gruplarin
Onemini hatirlatmaya gerek yok. Bu boliimde agiklayacagimiz
gibi, problemlerden biri bu kavramin homotopi kuraminda epey
incelikli olmasidr.

Birkag seyi hatirlayarak baslayalim. X ve Y iki topolojik uzay
olsun. fy, f1 : X - Y diye stirekli iki fonksiyon i¢in, eger F(x,0) =
fo(x) ve F(x,1) = f1(x) olacak bigimde stirekli bir F: X x [0,1] —
Y fonksiyonu varsa fy ve f1’e homotopik, F’ye de homotopi denir.
Eger f: X - Y ve g:Y — X gibi iki homotopi denkligi varsa, yani f o
g and g o f birim fonksiyonlara homotopikse, X ve Y ayni homotopi
tiiriine sahip diyoruz. Homotopi kurami, nesneleri topolojik
uzaylar olan, oklartysa fonksiyonlarin homotopi sinflar olan
homotopi kategorisini inceler.

En basit ornek olarak, kapali bir aralik bir topolojik gruba
homeomorf olamaz ¢linkii herhangi bir homeomorfi altinda ug
noktalar sabit kalmalidir oysa bir grup, dtelemelerle kendi tize-
rine gecisken bicimde etki eder. Ote yandan aralik biiziilebilir,
yani bir noktayla ayni1 homotopi tiiriine sahiptir; nokta da (en ba-
sit) gruptur. 1961’de doktora tezinde (1963’te yaymlanmistir*9),
Jim Stasheff hangi uzaylarin bir topolojik grupla ayn1 homotopi
turiine sahip oldugunu belirleme sorusunu ele almistir.

Topolojik gruplar, asil demetler

Bu kisimda homotopi kuraminda topolojik gruplarin roliine
iliskin ¢ok kisa bir 6zet verecegim. Tek amacim Stasheff’in

o
B N

Jim Stasheff. ©

Tali yol! Kitabin geri kalan1
igin bu bolimiin gerekli
olmadigini agikga sdyleyelim.
Bu boliim operad kavramini
tanitmaya yarayacak. Bu
kavram da gerekli olma-
makla birlikte biiyiik resme
bir miktar 1s1k tutacak. Bu
boliim, gezintimizin belki de
en mesgakkatli kismi. ©

29 ]. D. Stasheff. Homotopy
associativity of H-spaces. I,
II. Trans. Amer. Math. Soc. 108
(1963), 275-292; ayni yerde,
108:293-312, 1963.


http://www.ams.org/journals/tran/1963-108-02/S0002-9947-1963-99939-9/S0002-9947-1963-99939-9.pdf
http://www.ams.org/journals/tran/1963-108-02/S0002-9947-1963-99939-9/S0002-9947-1963-99939-9.pdf
http://www.ams.org/journals/tran/1963-108-02/S0002-9947-1963-99939-9/S0002-9947-1963-99939-9.pdf
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katkisini agiklamaya yetecek kadar terimi ve temel gercekleri
sunmak. Yineleyeyim: burasi biiyiik bir saha. Birka¢ miikemmel
kitaplara atif yapmam lazim; 6rnegin karakteristik smif denen
nesnelerle ugrasan. . . Milnor ve Stasheff’in kitab1"3°.

G topolojik bir grup, yani gruptaki islemi ve ters almay stirekli
yapan bir topolojiyle donatilmis bir grup olsun. Asil bir G-demeti,
bir X uzayi iistiine bir G grubunun “iyi bir B boliim uzay1” ve-
ren bir serbest etkisidir. X'in her noktasinin, G’ye gore sabit ve
U x G garpimina homoemorf bir komsulugu bulunmali, burada
G'nin etkisi, ikinci ¢carpanda 6teleme olmalidir. Bir demeti ¢ogu
zaman G-yOriingelerinin uzay1 olan B’ye bir p : X - B izdi-
sim fonksiyonu olarak diisiinmek yerinde olur. p’ : X’ - B
diye bir G-demetinin bir p demetine izomorf olmasi, X ile X’
arasinda, B {izerinde birim olacak bi¢cimde, G’ye gore ahenkli
bir homeomorfinin var olmasi demektir. Bu halde biitiin uzay X,
taban uzay B'nin iizerindedir diyecegiz ve bir noktanin p altinda
onimge kiimesini /if olarak adlandiracagiz. Bir lif, X"te G'nin bir
yoriingesidir.

Su noktada kullanilacak topolojik uzay tiirleri konusunda
cok tedbirli olmaliy1z. Uzaylar Hausdorff olmali ve patolojik
olmamali. Calismalar ¢cogunlukla CW komplekslerine kisitlanir.
Niyetim burada bu uzaylarin eksiksiz bir tarifini yapmak degil.
Bu tiir bir X uzaymin, n-inci iskelet denen Sk, (X) altuzaylarmnin
gittikce biiyiiyen bir birlesimi oldugunu sdylemekle yetineyim.
(n +1)-inci iskelet Sk, 1(X), (n + 1) boyutlu birkag B"*! yuva-

rm u : 0B"*1

— Sk (X) seklinde bir “yapistirma gonderimi"
aracihigryla Sk, (X)’e eklenmesiyle olusur. Hatcher’in internette
ticretsiz ulagilabilen kitab1'3" harika bir kaynak.

Asil demetler (tiirevli) topolojide temel nesnelerdir. Sozgelimi
m boyutlu piirtizsiiz bir M manifoldu verildiginde x, M'nin bir
noktas1 ve f, x'te bir ¢at: (yani Ty(M) teget uzayimn bir tabani)
olmak {izere tim (x, f) ikililerinin uzay1 Fr(M)’ye bakalim.
GL(m,R) dogrusal grubunun Fr(M) tizerinde dogal bir serbest
etkisi vardir. Ustelik (x, f) € Fr(M) noktasin1 x € M noktasina
gonderen p fonksiyonu asil bir demettir.

p : X — B asil bir G-demeti ve i : B; » B fonksiyonu veril-
diginde p geri cekilerek yeni asil bir G-demeti p; : X1 - Bj elde

3°J. W. Milnor and J. D.
Stasheff. Characteristic classes.
Princeton University Press,
Princeton, N. J.; University
of Tokyo Press, Tokyo, 1974.
Annals of Mathematics
Studies, No. 76.

Asil demetler s6z konu-
suyken geleneksel olarak
gruplar sagdan etki ederler.

—®
O

Bir nokta, iki aralik ve bir
daire alin. Araliklarin ug
noktalarini noktaya yapistira-
rak bir sekiz sekli olusturun.
Dairenin kenarini sekizin bir
tarafina yapistirin. Béylece
¢ok basit bir CW kompleksi
elde ettiniz. Yapistirma gon-
derimleri genelde ¢ok daha
karmasiktir elbette.

3t A. Hatcher. Algebraic topo-
logy. Cambridge University
Press, Cambridge, 2002.


https://www.math.cornell.edu/~hatcher/AT/AT.pdf
https://www.math.cornell.edu/~hatcher/AT/ATpage.html
https://www.math.cornell.edu/~hatcher/AT/ATpage.html

edilebilir. Tam olarak Xj, By x X'nin altuzayidir ve i(b;) = p(x)
ve p1(by, x) = by olacak bigimde (b, x) ¢iftlerinden olusmustur.
Ornegin eger i icerilme fonksiyonuysa “X’te i(B;)’in iistiinde
olan seyler” p;’i verir.

Simdi onemli bir 6rnek. .. R"’nin k boyutlu dogrusal altu-
zaylarinin uzay1 Gry , olsun. Bu tikiz uzay Grassmann manifoldu
olarak adlandirilir. Gry ,, tistiinde, bir altkiimesinin iistiindeki
lif o altkiimenin tabanlarindan olusacak bigimde bir totolojik
GL(k,R)-demeti bulunur. Eger k boyutlu M manifoldu R"’ye
daldirilmigsa daldirma fonksiyonunun tiirevi M’den Gry ,,"ye
bir fonksiyon verir. Totolojik GL(k, R)-demetinin boylece geri
¢ekilmesiyle olusan demet, M’deki ¢atilarin demetine izomorftur.

Asil demetlere iligkin iki 6nemli gozlemi aktarayim.

— B tabani biiziilebilen bir demet, basit bir demettir, yani
B x G’ye izomorftur. Bu teoremin ge¢misi i¢in suraya'* bakin.

—Eger i,i’ : B - B homotopikse, p'nin i ve i’ ile geri ¢ekilme-
siyle olusan asil demetler izomorftur.

Bu iki 6zellik bir B uzay iistiindeki asil G-demetlerinin izomorfi
siniflarinin yalnmizeca B'nin homotopi tiirtine bagh oldugunu ve
boylelikle homotopi kategorisi tistiinde kontravaryant bir izleg
tanimladigimni gosterir.

Swiflayan uzaylar

pc : E(G) — B(G) asil bir G-demeti olsun. Eger her p: X — B asil
G-demeti, bir i : B — B(G) araciligiyla pg'nin geri ¢ekilmesiyle
olusuyorsa pgye evrensel denir. Burada i génderimi homotopi-
lerle degisebilmek kayduiyla biriciktir. Ileride su teoremin kanitini
kabataslak yapacagz.

Teorem. Her G topolojik grubu icin bir evrensel lif demeti pg :
E(G) - B(G) vardur.

Bagka deyisle,

— Bir B tizerinde asil G-demetleri (-nin izomorfi siniflar) ile

— B’den B(G)’ye gonderimlerin homotopi siniflari ([B, B(G)])
arasinda birebir egleme vardir. B(G)'ye G'nin siniflayan uzay:
diyecegiz.
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3> M. Audin. Publier sous
I’Occupation. I. Autour du
cas de Jacques Feldbau et de
I’Académie des sciences. Rev.
Histoire Math., 15(1):7-57,
2009.

Spektral diziler ve grup
etkilerinin yoriingeleri,
A. Fomenko. ©


http://www.numdam.org/item/RHM_2009__15_1_7_0
http://www.numdam.org/item/RHM_2009__15_1_7_0
http://www.numdam.org/item/RHM_2009__15_1_7_0
http://www.numdam.org/item/RHM_2009__15_1_7_0
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Iki 6nemli 6rnekten bahsedeyim. Oncelikle G bir ayrik grup
olsun. Bu durumda asil bir G-demeti, Galois grubu G olan

bir Galois ortiisiinden bagka bir sey degildir. Bir B uzayinn Ortii uzaylar: kuramu igin,
Hatcher'mn kitabina ya da

ortii uzaylar1 temel grubunun altgruplarinca tarif edilir. Bizim
y & stup Analysis Situs’a bakin.

durumda B(G) Eilenberg-MacLane uzay: K(G,1)’dir: yani temel
grubu G’dir ve evrensel ortiisii E(G) biiziilebilir (denk soyleyisle
K(G,1)'in tim daha ytiksek homotopi gruplari basit gruptur).
B'nin G-Galois ortiileri, B’den K(G, 1)’e gonderimlerin homotopi
smiflarma denktir.

Onemli bir uyar1. Bir X uzayimin temel grubunu tanimlayabilmek
i¢in bir pivot noktast x € X gerekir. f: (X,x) — (Y,y) gibi bir gosterim
f(x) =y oldugunu ima eder. Fonksiyonlarin homotopisini tartisirken
homotopinin pivotlar: koruyup korumadigini da agik¢a belirtmem gerek
...ama belirtmeyecegim! Ciinkii o durumda uzun ve teknik
ctimleler gerekecek; oysa okurlarin fark etmis oldugu tizere
bu kitap eksiksiz bir ansiklopedi degil. Okurlarim bu kesinlik

zaafini affederler umarim.

Ikinci bir 6rnek i¢in uzunlugu 1 olan karmagik sayilarin grubu ~ Cokytizliler ve simpleks
. .. . . . . . incirleri ,A.F .
U(1)'i ele alalim. Her 7 icin U(1)’in C"’deki $?"~! birim kiiresi Anarien 1973 omenko
ustiinde bir etkisi vardir: w sayusy, (z1,...,2,)'e (wz1,...,wzy,)

©

olarak etki eder. Bu da karmasik izdiistimsel uzay tizerinde asil
bir U(1)-demeti tanimlar:

P Sanl -~ CP".

Tum bu kiireler ve izdistimsel uzaylar, (z1,...,z,) noktasimni
(z1,.--,21,0,...,0) noktasina gotiiren gomme fonksiyonlar:
sayesinde, dogal bir bicimde icigcedirler. Bu sayede biitiin uzay1
sonsuz boyutlu kiire, tabaniysa sonsuz boyutlu izdiisiimsel uzay
olan asil bir U(1)-demeti tarif edebiliriz:

Poo : 8% - CP*.

Bunun G = U(1) i¢in evrensel demet oldugunu gorecegiz. Esas
nokta su:

Onerme. Bir G-demetinin evrensel olmasi biitiin uzayimn biiziilebilme-
sine denktir.

Bu temel gozlemin kaniti, engel kuraminin tipik bir uygulama-
sidir. S6yle ki, E(G)'nin buiziilebilmesi kosuluyla bir G-demeti


http://analysis-situs.math.cnrs.fr

pc : E(G) - B(G) ile baglayalim ve bu demetin evrensel ol-
dugunu gosterelim. Herhangi baska bir G-demeti p : E — B
alalim. Bunun bir i : B —» B(G) gonderimi araciligiyla pg'nin geri
¢ekilmesi oldugunu gostermeliyiz. Her zaman CW kompleks
oldugunu kabul ettigimiz B’nin iskeletleri tizerinde, boyutlarina
gore tlimevarimla, i gonderimini kuracagiz. Her adimda stirekli
bir gonderimin bir tist iskelete yayilmasi gerekiyor; E(G)'nin
biiziilebilmesi, bu inga igin tam da gereken 6zellik. Ayrintilar ve
kanitin ters yonii igin Milnor ve Stasheff’in kitabina bakiniz.

Ornegin U(1)’in B(U(1)) siniflayan uzayi, CP* olmal zira
sonsuz boyutlu kiire biiziilebilen bir uzay.

Milnor'in kaynak insast

Milnor'in B(G) igin verdigi insa giizel ve kolay'33. Herhangi bir
topolojik G grubunun kendi {istiine serbest etkisi vardir ama
grup biiziilebilmek zorunda degildir elbette. Oyleyse serbest bir
grup etkisini koruyarak biiziilebilirligi saglamalyiz. E(G), G
iizerinde simpleks olsun: E(G)'nin her bir elemani G'nin eleman-
larmin sonlu bir ortamerkezcil bilesimi, yani }; A; = 1 saglanacak
bicimde kimi A; > 0 i¢in

Aogo +A181 + -+ Ak8k

seklinde bir formel toplam olsun. Bu uzay disbiikeydir, dolay:-
styla biiziilebilirdir. Ayrica iistiinde serbest bir G etkisi vardr.
Oyleyse E(G)'nin B(G) iizerine izdiisiimii bir sinuflayan uzaydar.
Iste ispat!

Ote yandan E(G)'nin tarifinde daha dikkatli olmaliy1z.

An:{(/\o,...,An) | Ai >0 and Z/\Z:1}
i

standart simpleksi gostermek {izere, tiim G"*! x A, carpimlarinin
ayrik birlesimini alalim. Bunun tizerine

((g0/ . -/gi/gi+1/gi+2/- . -/gn)/ (/\0/ . '//\iIOIAi+21' . 'IAH)) € G)’l+1 X An

= ((gO/ . ~/gi/gi+2/- --/gn)/ (/\0/ . '//\il/\i+2l' "//\T’l)) € G?’l X Ai’l—l

diye verilen “asikar” denklik bagmtisini koyalim ve E(G)’yi
boylece elde edilecek boliim uzay olarak tanimlayalim. Iste
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Onerilen kitaplari ¢ok fazla
agmadan her seyi kendiniz
kontrol edin! Niye 5° kiiresi
biiziilebilir?

Hiicreli uzaylar, A. Fomenko.

133 J. Milnor. Construction of
universal bundles. II. Ann. of
Math. (2), 63:430-436, 1956.


http://www.jstor.org/stable/pdf/1969609.pdf
http://www.jstor.org/stable/pdf/1969609.pdf
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Milnor"in kaynak ingas: bu. G’deki noktalar1 birbirine kaynatacak
bicimde “sanal baglantilar” yaratildig: icin bu adla aniliyor.

IImekler ve bileskeleri

Bir B uzay1 ve * € B pivot noktas: verildiginde, Q(B, ») olarak
gosterilen pivotlu ilmekler uzayi, pivotlu ilmeklerin uzayidir
©...yani, 7(0) = ¥(1) = * esitligini saglayan stirekli v : [0,1] - B
fonksiyonlarindan olusur ve iistiinde tikiz-agik topoloji vardr.
Pivotlu iki ilmek 1 ve v, u¢ uca eklenebilir. Bunun olasi bir
tanimyi, 1 e y2(¢) noktasini, 0 < ¢ < 1/2 igin y1(2t)’ye, 1/2 <t <1
igin (2t — 1)’e esit istemektir. Boylelikle

Q(B, «) x (B, *x) = Q(B, )

uzaylarinda tanimlanan bileske fonksiyonu elbette birlesme
ozelligine sahip degil. (7y1 ® 72) 73 bileskesinde t € [0,1/4]
iken 71, t € [1/4,1/2] iken 7, ve en sonunda ¢ € [1/2,1] iken 73
boyunca gidiyoruz. Bu yol ile 77 (72 ® v3) homotopikler ama
ayni yol degiller elbette.

Tanimlarla biraz oynayarak, her seyi homotopilerle degisti-
rebilmek kaydiyla ancak birlesmeli olan bu ilmek uzayin tam
olarak birlesmeli bir gruba dontistiirebiliriz. Bunun igin Moore
ilmekleri denilen ilmekleri kullanacagiz. Bu ilmekler, bir uzun-
luk olarak diistintilecek / > 0 sayis1 ve stirekli bir ¢ : Ry — B
gonderiminden olugur ve bunlar y(0) = * ve y(f) = %, t > [,
iligkilerini saglarlar. Qp(B, x) olarak gosterecegimiz bu tuhaf
ilmeklerin uzay: tisttinde dogal bir topoloji vardir ve bu topolojik
uzay, ()(B, «) ile ayru homotopi tiiriine sahiptir. (I1,7v1) ve (I2,72)
ilmeklerinin bilegkesi, (11 + I, ¥) olarak gosterilir ve t < I i¢in
F(t) = y1(t) ve t > Iy igin (¢ - 1) esitlikleriyle tanimlanir. Bu
islemin birlesmeli oldugu bariz.

Ote yandan, Q(B, ») uzayiyla ayn1 homotopik tiire sahip ve
ustelik bir topolojik grup olan bir uzayi insa eden, daha az bilinir
bir numara var. Milnor’a ait (yine o!) bu numara, Stasheff’in bir
kitabinda™* anlatiliyor. Epey kiictik bir kabulle baglayalim: B, sa-
yilabilir coklukta ytizii olan bir simpleksli kompleksin geometrik
cisimlestirmesi olsun. G(B) grubunu soyle tanimlayalim. n > 0

i

Simpleksli kompleks 1973,
A. Fomenko. ©

34]. Stasheff. H-spaces

from a homotopy point of
view. Lecture Notes in
Mathematics, Vol. 161.
Springer-Verlag, Berlin-New
York, 1970.

Simpleksli kompleks kom-
binatorik bir kavramdir.
Elemanlarina kosenokta de-
nen bir V kiimesi ve V'nin
yiiz denecek sonlu altkii-
melerinin bir se¢kisinden
olusur. Gerekli tek belit,

bir ytiziin bos olmayan her
altkiimesinin yine bir yiiz
olmasidir. Bir simpleksli
komplekse karsilik gelen ve
geometrik cisimlestirme denen
bir topolojik uzay vardir. Bu
uzay Y,y f(x) =1 esitlikleri
saglanacak ve {x|t(x) = 0}
kiimeleri birer ytiz olacak
bigimde tiim £ : V — [0,1]
fonksiyonlarindan olusur.
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olmak tizere tiim B"’lerin ayrik birlesimini alalim. B"'nin eleman-
larmi, by, ..., b, noktalarini n adimda hoplayarak kateden, siirekli
olmayan ayrik yollar olarak diistinecegiz. Eger b; = b;,1 ya da
bi—] = bi ise (bl,. . -rbi—llbirbi+l/~ . .,bn) ve (bl,. . -/bi—llbi+1r- . .,bn)
yollarina denk diyecegiz. by = by, = * esitligini saglayan ve ardisik
her bir b;, b;,; ikilisi ayn1 simplekste olan (yani adeta bir dogru
parcasiyla birlestirilebilen) (b4, ...,b,) yollarmin temsil ettigi
denklik siniflarini diistinelim. Bu siniflarin, denklik bagintisiyla
elde edilen bolim uzaymda olusturduklar: altuzaya G(B) diye-
cegiz; tistlindeki grup islemiyse ug uca eklemek olacak. Bunun
bir topolojik grup oldugunu ve Q)(B, x) ile ayn1 homotopi tiiriine
sahip oldugunu gostermek kolay bir alistirma.

Bu insa o kadar karmasik olmasa da B'nin ¢ok basit oldugu
durumlarda bile insa edilen grubun devasa oldugunu unutmaya-
lim. Bu grup “uygulamada” ¢ok seyrek kullaniliyor.

Her neyse, sonug olarak (B, x) uzayzi, tizerinde bir ug uca
ekleme iglemi olan ise yarar bir Q(B, ) uzayu tarif eder. islem
birlesmeli olmasa da bir miktar topolojik yamultma pahasina
birlesmeli yapailabilir ve hatta uzay, topolojik bir gruba dontistii-
riilebilir.

Bu boliimde son bir saptama:

Onerme. Bir topolojik grup, stiflandiran uzayinin ilmek uzayryla aym
homotopi tiiriine sahiptir.

Topolojinin bu kisminda atilacak taklalara dair bir fikir ver-
mek acisindan kanittaki anahtar sozctikleri siraliyorum. Pi-

votlu bir (X, x) uzaymn S(X, x) diye gosterilen askisz, X x [0,1]
uzaymda X x {0}, X x {1} ve {x} x [0,1] altuzaylarmin tek bir
noktayla 6zdeslestirilmesiyle elde edilir. S(X, x)’ten baska bir Bir lif uzay1, A. Fomenko. o
(Y, y) uzayina bir génderim, (X, x)"ten (Y, y) ilmek uzayma bir
gonderime denktir. Su asagidaki nesneler birbirlerine denktir:

— (X, x)"ten Q(B(G),e)’'ye gonderimlerin bir homotopi smnifi
(burada e, G'nin etkisiz elemani),

- S(X, x)'ten (B(G),e)’ye gonderimlerin bir homotopi smuifi,

— X x[0,1] tistiinde, X x {0}, X x {1} ve {x} x [0,1] tistiindeki
kismi basit demete dontistiirtilmiis G-demetlerinin bir izomorfi
sinifl,
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- X iizerinde G-demetlerinden olusan bir p; yolu ve py ile
p1’den X x G basit demetine izomorfiler.

Basit bir X x G - X demeti verildiginde diger basitlestirmeler
X — G gonderimleriyle tarif edilirler zira X x G - X demetin-
den kendisine bir izomorfi, (b, g)’yi (b, u(g)g) ye gotiiriir (boyle
uygun bir u : B — G vardir). Dolayisiyla (X, x)ten Q(B(G),e)’ye
gonderimlerin homotopi simiflari, (X, x)’ten (G, e)’ye gonderimle-
rin homotopi siniflariyla dogal olarak birebir eglenir. o]

Stasheff’in H-uzaylarina dair teoremi
Eger bir (X, x) uzay1
my: X x X = X, mp(x,+) =mp(*,x)=x

olacak bicimde bir “carpmaya” sahipse bu uzaya bir H-uzay:
denir.

(X, x)"ten Q(Y,y) ilmek uzaymna bir homotopi denkligi var
olacak sekilde ve bu denklik my"yi Q(Y,y) deki ug uca ekleme
islemine gotiirecek sekilde bir Y uzay: var midir? Bu, bir homoto-
piyle degismek kaydiyla topolojik gruplar1 H-uzaylar: arasinda
tanimaya denktir. Stasheff’in tistiinde calistig1 problem bu tanima
problemidir.

Bunun derinindeki temel problem aslen sudur:

Homotopi kategorisinde grup yerine kullanabilecek dogru kavram
nedir?

Okur elbette tahmin etmistir: Stasheff’in verdigi cevap, gecen
boliimde tanitilmig olan asosiahedronu kullaniyor.

(X, x)'in gercekten de bir Q(Y,y) ilmek uzaymin homotopi
turtine sahip oldugunu ve bdylece m;,'nin ug uca ekleme iglemine
homotopik oldugunu kabul edelim. Burada Moore ilmek uzay1
Qum(Y,y)'yi ve birlesmeli ug uca ekleme iglemi p’yti kullanmak
daha elverisli olacak. y birlesmeli oldugundan su iki gonderim
homotopik olur:

(x1,x2,x3) € X3 my(my(x1,x2),x3) € X
~ my(xq, ma(xp,x3)) € X.

Sag ve sol otelemelerin
degismeli olusunun birles-
melilikle ayni sey oldugunu
gozlemleyin.

H harfi Homotopinin degil
Heinz Hopf'un serefine!

Anti-Diirer - 16. ytizyilin ya-
zarlariyla soylesi serisinden
1975, A. Fomenko. ©



Simdi, birlesmelilik genelde gecerli degil elbette. Gegerli oldu-
gunda H-uzayi, bir homotopiyle degistirmek kaydiyla birlesmelidir
ve bu durumda (X, my) H- uzayma A;-uzay deriz. Yukardaki iki
gonderimin homotopisiyse X> x [0,1]’den X’e olur; burada [0,1]
carpaninu K3 asosiahedronu olarak diistinecegiz.

Dort terimle baglarsak X*'ten X’e beg gonderim elde ederiz;
bunlar da bes adet dort yaprakls, ikili, koklii diizlemsel agaca
karsilik gelir. Bu bes aga¢ K4 besgeninin kosenoktalar1 olarak
goriilebilir. Bes gonderim, [0,1] x X*'ten X’e calisiyor. Bunlar
kenarlarda birbirleriyle uyumlu oldugundan, 9Ky x X*ten
X’e bir gonderim tanimlarlar. Eger X, tam olarak birlesmeli p
carpmasina sahip bir Q(Y) ilmek uzayinm homotopi tiiriine
sahip olacaksa, bu gonderim tiim beggene Ky x X* — X seklinde
yayilir. Tam bu son kosulun gerceklestigi durumda X’e bir Aj-
uzay diyoruz.

Bu resmin tiim boyutlarda devam ettigi asikar olmal..

Nihayet Stasheff’in teoremini yazabiliriz:

Teorem. mj : X x X — X diye verilmis bir H-uzayin bir ilmek
uzayma homotopik olarak denk olmast igin gerek ve yeter kosul bir
Aoo-uizay olmasidir, yani K,, asosiahedronlarinin yiizleriyle uyumlu
olan my, : Ky, x X" — X tutarlh gonderimlerinin var olmasidir (n > 1).

Su noktada gerek kosul acik olmali. Teoremin en ilging noktas:
stiphesiz yeter kosul iddias1; asagida bunu kanitlamayacagim.

my : Ky x X" - X uyumlu gonderimleriyle verilmis X diye bir
Aco-uzay alalim. Amacimiz dyle bir Y uzay: yaratmak ki bunun
ilmek uzay1 X'le ayn1 homotopik tiire sahip olsun. Q(Y,y) nin
bir G topolojik uzayryla ayni1 homotopi tiiriine sahip oldugunu,
bu G’nin de Q(B(G), ») ile ayn1 homotopi tiiriine sahip oldu-
gunu biliyoruz. Dolayisiyla Y = B(G) se¢mek cazip geliyor ama
G’yi bilmiyoruz.

Bildigimiz, bir bakima bir grup yapismnin yerine gegebilecek
bir m,, : Ky, x X" - X silsilesinin oldugu. Oyleyse stratejimiz agik:
Milnor'in B(G) igin kaynak insasini su daha genel Ao.-yapilarina
uyarlayacagiz. Bu proje Stasheff tarafindan gergeklestirildi.

G"*! x Ay, uzaylarmin ayrik birlesimiyle baslayip “bariz” bir
denklik bagmntisiyla noktalar: 6zdeslestirmek yerine, K, x X"

ILMEK UZAYLARI 213

Homotopik topolojide
uzaylar1 oldiirme yontemi,
A. Fomenko.

©
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uzaylarmin ayrik birlesimiyle baglayarak “bariz” bir denklik
bagmntis1 tanimlaym. Bu da Ac.-uzay X'in siniflayan uzay: olan
B(X)'i verecektir.
“Hala gostermemiz gereken tek sey”, beklendigi gibi, B(X)'in
ilmek uzaymin problemimize bir cevap oldugu, yani X'in ilmek-
lerini ¢ozdiigii. Kolay olmayan bu adimi Stasheff, X’in topolojisi
uistiine fazladan (ktigtik) bir hipotez koyarak kanitlad.
35 J. M. Boardman and
R. M. Vogt. Homotopy

invariant algebraic structures
on topological spaces. Lecture
Bu B(X)’e dair biraz sezgi kazanmak igin Boardman ve Vogt'un?3> ~ Notes in Mathematics,

Vol. 347. Springer-Verlag,
Berlin-New York, 1973.

Kiraz agaglar

tanimladig kiraz agaclarim kisaca tarif edeyim. Ilkin n yaprakli,
ikili, koklti diizlemsel bir agag alin. n - 2 adet i¢ kenarmin her
birine [0,1]’de birer uzunluk ataninca metrik bir agacimiz olur.
Her ikili agag i¢in bu metrik agaglarin uzay bir [0,1]"2 kiipii
tanimlar.

Eger bir ya da daha ¢ok i¢ kenarin uzunlugu 0 ise bu kenar-
lar biiziilerek tiim i¢ kenarlar1 hala bir uzunluga sahip, koklii
diizlemsel bir agac elde edilebilir; bu agag artik ikili degildir.
Bu islem, ikili agaglara karsilik gelen kiiplerin kenarlarinda
kimi 6zdeslestirmeler olusturur. Metrik agaglarin bu kiimesi,
K, yi kiiplere parcalar. Boylece K;;, metrik agaclar uzay: olarak
diistiniilebilir. Ornegin besgen beg kareye parcalanir. K, 'nin
metrik agaclar uzayi olarak temsili sayesinde metrik agaclarin
yapraklarma metrik agaclar yapigtirarak

lklnwkn : K” X (Kkl X Kkz X X Kkn) - Kk1+"'+kn

seklinde ast fonksiyonlar: elde ederiz.

Simdi K, x X"’yi resmetmek istiyoruz. Metrik agaglarimizin
her bir yapragimin X’'in bir elemanini, bir kirazi, tasidigini hayal
edin. Iste bu bir kiraz agaci olacak: yapraklarinda kirazlar olan bir
metrik agag. ..

B(X) siflayan uzay1 da bu terimleri kullanarak tarif edilebi-
lir. Tamamen biiyiimiis, yani uzunlugu 1 olan bir e kenarina sahip
bir T kiraz agaci olsun. ¢’yi silerek, T iki metrik agaca ayrilabilir.
e’nin bitis noktasinin dollerinden olusuk kisma T; diyelim: bu da
k < n yaprakli bir kiraz agacidir. T'nin kokiinii iceren diger agag,



iLMEK UZAYLARI

Tp, tam bir kiraz agaci degil ¢iinkii e'nin baglangi¢ noktasinda
yeni yaratilan yapragin bir kirazi yok. Simdi my fonksiyonunun
T kiraz agacinda degerine bakabiliriz ve bu degeri Ty'da kiraz
verilmeyi bekleyen yapragin kirazi olarak atayabiliriz. Boylece
Tp’dan yeni bir kiraz agac1 tiretmis olduk.

Tanum geregi, B(X) smiflayan uzayi, kiraz agaglarmin uzayini
bu isleme (yani tam biiyiimiis kenarlar silip m;"yi anlattigimiz
gibi uygulama islemine) bolerek elde edilir.

B(X)’in ilmek uzaymn X’in homotopi tiiriine sahip oldugunu
gostermeyecegim. Andigim kaynaklar kanitlar: igeriyor ama
bunlar1 okumanin kolay olmadigimni itiraf ediyorum ©.
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Bildigim en okunabilir kaynak §u136. 136 E. Hoefel, M. Livernet,
and J. Stasheff. A-actions
and recognition of relative

loop spaces. 2013.
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Orgiilti bir agag,
acaba bir operadi mu1 res-
mediyor?



Operadlar

Bu BOLUME PETER MAY'DEN BIiR ALINTIYLA'37 baglayayim.

Bir hafta boyunca baska hicbir sey diistinmeyip sadece bunu
diistinerek ‘operad” ismini buldum. Kulaga hos gelmesi bir yana
bu ismin hem islemleri hem de monadlari akla getirmesi amaglan-
mustt. [...] Kavramin bu kadar esnek olacagmy, felsefi olarak onca
degisik bigimde kullanilabilecegini tahmin etmemistim. Temelde
birbirinden farkli ne kadar ¢ok matematiksel baglamda dogal bir
rolii oldu.

Wikipedia’ya gore, bu ismin baska bir nedeni, May’in annesi-
nin bir opera sanatgisi olmasiymis. Su ana kadar gorduigiimiiz
neredeyse tiim kavramlar gibi operadlar da dogumundan'3?,
daha dogrusu vaftiz edilmesinden ¢ok daha 6nce “vard1”.
May’in tanimi, ¢cogu daha 6nce karsilastigimiz agag asilama
islemini ¢agristiran birgok islemi iginde toparlayan bir tanimdir.

Bir grup, birkag beliti saglayan bir ¢carpmayla donatilmis
bir kiimeden ¢ok daha fazlasidir. Gruplar yalnizca “bir seyin”
otomorfisi olarak temsili {izerinden var olurlar. Ayni bicimde
operadlar yalnizca temsilleri tizerinden var olurlar. Dolayisiyla
soyut tanimlar tizerinde gereginden ¢ok zaman harcamayacagiz.

Bir operad sunlardan meydana gelir:

e 1 > 0 olmak tizere O, kiimeleri (elemanlari n-li islemler
olacak).

¢ (0;’de birim denecek bir 1 eleman.
* hern,ky,..., ky igin bir operad islemi, yani

O” x (Okl x Okz Kosse X Okn) - Ok]+---+kn

37]. P. May. Operads,
algebras and modules.
In Operads: Proceedings
of Renaissance Conferences
(Hartford, CT/Luminy,
1995), volume 202 of
Contemp. Math., pages
15-31. Amer. Math. Soc.,
Providence, RI, 1997.

387, Stasheff. The pre-
history of operads. In
Operads: Proceedings of
Renaissance Conferences
(Hartford, CT/Luminy, 1995),
volume 202 of Contemp.
Math., pages 9—14. Amer.
Math. Soc., Providence, RI,
1997

Matematik 6gretme iize-

rine adl1 konugmasinda

V. Arnold grup kuramina,
Fransa’da genellikle 6g-
retme bicimi olan belitlerle
yaklagimi siddetle elestirir.
Tamamen hemfikirim.


https://en.wikipedia.org/wiki/Operad_theory
http://pauli.uni-muenster.de/~munsteg/arnold.html
http://pauli.uni-muenster.de/~munsteg/arnold.html
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seklinde, bazi. .. belitleri saglayan génderimler. Bu belitleri ifade
eden formiilleri buraya yazmak istemiyorum ¢iinkii yazdigim
formiilleri ben de okuyamayabilirim. Belitleri sézciiklerle anlat-
madan 6nce (okurunun muhtemelen ¢oktan tahmin ettigi) bir
ornek vermek istiyorum.

Ornek ikili, koklii diizlemsel agaclardan geliyor. n yaprakl
ikili, koklt diizlemsel agaclarin kiimesini O, diye gosterelim ve
kokii ayn1 zamanda tek yapragi olan agaca 1 diyelim. Birkag kez
kullandigimiz agilama islemi operadlarin en kolay drnegidir.

Bilgisayar bilimcileri bize
IN’den IN’ye hesaplanabilir
birebir eslemelerden bazila-
rinn degerlerinin kolayca
bulunabildigini ama ¢ok
karisik terslerinin oldugunu
Ogrettiler. Bir formiil yazmak
genellikle kolaydir ama

onu anlamak felaket getrefil
olabilir.

O, 0O; O;

Peki genel bir operad igin belitler nedir? Bir agaca 1'i asilamak
agaci degistirmez. Bir A agacina B’yi asilamak ve sonuca C'yi
asilamak yerine C’yi B’ye asilayip ¢ikani1 A’ya asillamak aym
sonucu verir. Operad belitleri asilama sdzcligii yerine operad
islemini koymaktan baska bir sey degil. Bir birim kosulu ve bir
cesit birlesmelilik yeterli.

Mla ikili olmayan koklii diizlemsel agaglar: da agilayabilirdik
stiphesiz. Ornegin budanmis agaglari, yani her i¢ bogumu en az iki
yavruya sahip koklii diizlemsel agaclar1 kullanabilirdik. Bu da
Hipparkos-Schroder-Tamari-Stasheff operadini verirdi.

Operadlara iki sayfalik bir giris i¢in bakimiz'39. 27 sayfalik bir

140

sunum i¢in bakiiz*4°. Aym konuda 634 sayfalik, yeni ¢ikmis bir

kitap i¢in bakiniz™*.

Og

139 ], Stasheff. Whatis ... an
operad? Notices Amer. Math.
Soc., 51(6):630-631, 2004.

4 F. Chapoton. Operads and
algebraic combinatorics of
trees, journal = Sém. Lothar.
Combin. 58:Art. B58c, 27,
2007/08.

“41].-L. Loday and B. Vallette.
Algebraic operads, volume

346 of Grundlehren der Mat-
hematischen Wissenschaften
[Fundamental Principles

of Mathematical Sciences].
Springer, Heidelberg, 2012.


http://www.ams.org/notices/200406/what-is.pdf
http://www.ams.org/notices/200406/what-is.pdf
http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/EMIS/journals/SLC/wpapers/s58chapoton.pdf
http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/EMIS/journals/SLC/wpapers/s58chapoton.pdf
http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/EMIS/journals/SLC/wpapers/s58chapoton.pdf
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Bagka bir naif operad 6rnegi. .. Bir E kiimesi secerek E"’den
E’ye gonderimlerin kiimesine O, diyelim. Bu 6rnekte 1 birim
gonderim ve operad islemleri basitge yerine koyma olur. Bir
f +E" - Evenadet f; : Ek - E gonderimi verildiginde
f(x1,...,%y)"de x;'yi f; ile yer degistirerek EF1++kn . E seklinde
bir génderim elde edilir. End(E) olarak gosterilen bu operad
agikca yazmadigimiz belitleri saglar.

Bir O operadu iistiinde bir cebir (temsil de denir), bir E kiimesi
ve O’dan End(E)’ye bir operad gonderimidir. Bagka deyisle
Oy'nin her elemani, E*’den E’ye uyumlu olacak bigimde n-1i bir
islem olarak boy gosterir.

Bircok degisik kategoride ¢alisabiliriz. Kiimeler yerine topolo-
jik uzaylari, homotopi tiirlerini, vektdr uzaylarim vs. kullanabili-
riz.

Simdi daha ilging operad ornekleri anlatacagim. Daha fazlasi
ileriki boltimlerde gelecek.

Permiitasyonlar

Bu kitabin basinda driintii tanima konusunda bazi kombinatorik
sorular1 inceledigimizi hatirlayin. Bu sorular asagidaki operada
gayet uygun diistiyor.

Oy, {1,...,n} kiimesinin permiitasyonlar1 kiimesi olsun.
Bu permiitasyonlarin bileskelerini almayacagimiz igin “grup”
degil “kiime” yazdim. Bunun yerine bir permiitasyonu {1,...,n}
kiimesinin bir tam siralamasi olarak gorecegiz.

{1,...,n}yve{l,...,k1},...,{1,...,ky} kiimeleri tizerinde o,
o1,...,0, tam siralamalar: alahm. {1,...,k; + -+ + k,, } kimesini,
boylar1 ki, ky, ..., k, olan n adet ardisik araligin ayrik birlesimi
olarak yazalim. Bu araliklari ¢’ya gore siralayalim ve ardin-
dan i-inci araliktaki elemanlar: o;'ye gore siralayalim. Boylece
{1,...,ky +--- +ky} tizerinde dogal bir siralama elde ederiz. Sirala-
malar tizerinde bu agilama iglemlerinin operad belitlerini sagladig:
acik.

Ayrisabilen permiitasyonlara iliskin boliimde, budanmus bir
kokli diizlemsel agacin, yapraklarin bir permiitasyonunu tarif
ettigini saptamustik.

219
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Baska bir ifadeyle, bu iliski, Hipparkos-Schréder-Tamari-
Stasheff operadindan Permiitasyon operadina bir operad gonde-
rimi tarif eder. Ayrica, permiitasyon verildiginde agac1 yeniden
insa edebildigimiz i¢in, bu gonderimin bir gémme oldugunu
kanitlamistik.

Serbest operad: bir kez daha Hipparkos-Schroder

Bir (E;);»1 kiime dizisi igin E,’ler tarafindan iiretilen serbest

operadi tamimlayalim. E,’lerin elemanlarindan operad islemleri Kesin bir tanim yapmadig-
aracihigiyla tiretilen elemanlardan olusan O, kiimelerini yarat- mun farkindayim. Kategoriler
. . L. . diliyle konusup baslangig
maliy1z. Serbest bir operad istedigimizden, tiim bu yeni elemanlar nesneleri denen kavramlari
birbirinden degisik varsayilmali, tabii bazilarinn ille birbirine kullanarak bir tanum yapmak

konusunda isteksizim.

esit oldugunda 1srar eden belitler kullanilmadikga. Bu serbest
operadi insa etmek zor degil.

Oy'nin bir eleman, n yaprakh kokla bir diizlemsel agag
olacak ve i yavrulu her bir bogum, E;’den gelen bir etiketle
isaretlenecek. Operad islemleri yine asilamayla tanimlanabilir.

Bir 6rnek olarak E;'nin bir elemana sahip, diger tiim E;,’lerin
bos oldugunu diistinelim. O zaman “derecesi 2” olan bir eleman
tistiinde serbest operad, ikili koklii agaglar operadidir. Bu
operad {isttinde bir cebir, basitce ikili isleme sahip bir kiimedir.

Baska bir 6rnek igin her E,, kiimesinin (n > 2) tek bir elemana
sahip oldugunu diisiinelim. Illa ikili olmayan koklii diizlemsel

agaclari elde ederiz ve boylece Hipparkos-Schroder parantezle-
mesine geri doneriz. Bu operad iistiinde bir cebir, basitce her bir e s

1B, puata— S
5 et
| fi""“”} o e 2l

n icin n-li isleme sahip bir kiimedir.

Simetrik olan ve olmayan i

Charles Darwin’in bir
Daha 6zenli konusursak, su ana kadar yalnizca simetrik olmayan defterinden, evrim agaciin

operadlarla ilgilendik. Bir¢ok durumda X, simetrik gruplarmin ilk taslag, 1837. ©
0,, lizerinde,

O x (O, x Oy x -+ x O, ) = Ok 1otk

Dogru tanumi kendiniz

operad islemleriyle uyumlu etkileri vardir. Béyle bir durumda bulan!

operada simetrik denir. Cogu zaman “simetrik” sifat1 es gegilir.
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Okuru daha 6nceki drneklerin hangilerinin simetrik oldugunu
belirlemeye davet ediyorum.

Kiigiik kiipler ve yine Stasheff

K, asosiahedronlarini her bir i¢ kenarmin [0, 1]’de bir uzunluga
sahip oldugu metrik agaclarin uzay1 olarak yorumlamistik. Bu
agaclar1 asilama islemi,

Ky x (Ky, x Kiy x -+ x K, ) = Kip ooty

seklinde gonderimler iiretir. Baska deyisle, K,; politoplar: dizi-
sinin hakiki dogas1 bir operadinkiyle aynidir: Stasheff'in operadh.
Oy, simdi bir topolojik uzay olarak diisiiniildiigiinden bu bir
topolojik operaddir.

Tanim geregi, K, tistiinde bir cebir, bir K, x X" - X gonderim-
ler ailesidir ve bir operad homomorfisi tanumlar. Belli ki tanimlar,
operad homomorfisi kosulu A-uzay tanumiyla ortiigsiin diye
hazirlanmis. Stasheff’in teoremi tekrar soylece ifade edilebilir.

Teorem. my : X x X — X diye verilmis bir H-uzayimin bir ilmek
uzayina homotopik olarak denk olmast igin gerek ve yeter kosul Stasheff
operad tistiine bir cebir olarak genisleyebilmesidir. L]

Boardman ve Vogt bu 6nermeyi daha da baska bir sekle

doniistiirtip kiigiik kiipler operadini tanimladilar. Bir d > 1 boyutu

segerek Cub, topolojik operadini soyle tanumlayalim.

* Cuby(n) uzaymn elemanlari (¢, ¢y, ..., c,) n-lileridir. Burada

¢ : [0,1] - [0,1] gobmme fonksiyonlaridir ve bu n adet
gdmmenin goriintiilerinin igleri birbirinden ayriktir. Ustelik
¢;’lerin afin olmasin istiyoruz, hatta daha kesin bir ifadeyle
ci(x1,...,xg) = (a1;x1 + B1is - -, 2giXq + Bai) (@;; > 0) olmalidur.

* Ayrica

Cubg(n) x (Cubg(ky) x - x Cuby(ky)) = Cubg(ky + - +ky)

operad islemleri “asikar”. Kiipleri digerlerinin igine sekildeki
gibi yerlestirin.
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(Y, x) bir topolojik uzaysa (esasen her zamanki gibi bir CW-
kompleks ise), Q9(Y, +) olarak gosterilen d-ilmek uzay1, d bo-
yutlu kiireden Y’ye stirekli (pivotlu) gonderimlerin uzayi olarak
tarumlanir. Q4(Y, ») uzayni, [0,1]%den Y’ye giden, kiipiin
kenarini pivota gotiiren gonderimlerin uzayi olarak da tanimlaya-
biliriz.

Y’nin d-ilmek uzayi, kiiciik kiipler operad tizerinde bir cebir
olarak dogallikla ortaya cikar.

Cubg(n) x Q4(Y, «)" = Q4(Y, %)

bigiminde operad islemleriyse “asikar”. Verili n adet kiictik kiip
(c1,¢2,...,cn) Ve Qd(Y, *) uzaymun # adet elemani 1; : [0, 1]d -Y
icin [0,1]%"den Y’ye bir génderimi séyle tanimliyoruz. ¢;'nin
goriintiisii i¢cinde c; ile y;'nin bileskesini kullanin; disindaysa her
seyi pivota gotiiren sabit fonksiyonu kullanin.

Markl, Shinder ve Stasheff’in operadlar konulu kitabina'4?
yazdig inceleme yazisinda John Baez operadlarla ¢alismanin bir
gayesini sOyle agikliyor:

Homotopi kuramcilarinin ¢ogu, rastgele bir uzaym homotopi
gruplarini hesaplayabilmek icin ruhlarimi memnuniyetle satardi.

Nitekim Boardman, Vogt'43 ve May'# Stasheff’in tanima
teoremini genellestirmislerdir:

Teorem. Eger baglantili bir X uzay: Cuby kiiciik kiipler operadi
iizerinde bir cebirse o zaman bir Y uzayinm Q%(Y) d-ilmek uzayina
homotopik olarak denktir.

Daha fazla operad

Matematikte hemen hemen her yerde ve temel diizeyde ope-
radlarin ortaya ¢iktigini, geng okurumun anlamig olduguna
inantyorum. Acaba kuramin bu muazzam genelligi onu biraz
fazla m1 soyut yapiyor?

Bazi matematikgiler serbest grubun grup olamayacak denli
soyut oldugundan, yalnizca laf kalabalig1 oldugundan yakinirlar!

42 M. Markl, S. Shnider,

and J. Stasheff. Operads in
algebra, topology and physics,
volume 96 of Mathematical
Surveys and Monographs.
American Mathematical
Society, Providence, RI, 2002.

43 ], M. Boardman and R. M.
Vogt. Homotopy-everything
H-spaces. Bull. Amer. Math.
Soc., 74:1117-1122, 1968.

4 ]. P. May. The geometry of
iterated loop spaces. Springer-
Verlag, Berlin-New York,
1972. Lectures Notes in
Mathematics, Vol. 271.


http://math.ucr.edu/home/baez/operad.pdf
https://projecteuclid.org/euclid.bams/1183530111
https://projecteuclid.org/euclid.bams/1183530111
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Bu kavramsal boliimii bitirmeden birka¢ 6érnek daha vereyim.
Bir matematik programina bir formdil girin, 6rnegin Mathema-
tica’ya

Sqrt[Sinfa+b+c]"2+b"2+c”2+a/b]

Al +b?+c?+sinfa+b+c]?
|

oW

yazin. Bilgisayarmizin bu formdilii nasil “anladigim” bilmek
istiyorsaniz

TreeForm[Sqrt[Sin[a+b+¢]"2+b"2+ec"2+a/b]]

yazmaniz yeterli. Elde ettiginiz sey, evet, bir agac olacak.

Times)| . Power]| \P\ower .. [Power]|
o Power| b 2 & 2 sin
B [ PLus]

U

el

Sin

Bogumlar n-li islemlerle adlandirlmistir; #n herhangi bir deger
alabilir. Yapraklar "atom"lardir. Demek ki Mathematica gibi bir Phu]
yazilimin dili esasen bir operaddir.

Ancak bu operadin serbest olmadigina dikkat edin. Sozgelimi
sin(x +y) i¢in TreeForm c¢alistirildiginda yandaki agag cikar. B i)

x yerine a, y yerine 7t — a koyar ve karsilik gelen agaci istersem:
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TreeForm[Sin[x +y] /. x—»a /. y > Pi-a]

tek bogumu 0 ile etiketlenmis en basit agaci elde ederim. Mathematica

sin(7r) = 0 oldugunu “bilmektedir” ve bu ytizden agaci ¢okert-
mistir. Baska deyisle Mathematica operadi, yazilimin igine go-
miili iiretegler ve iliskilerle birlikte tanimlanmistir. Kullanicinin
kendi kurallarimi ekleme izni vardir ve boylece bolim opera-
dinda calisir.

Riemann yiizeyleri operadlar igin diger bir kaynak sunar. X,
diye kenarli iki Riemann yiizeyimiz olsun. Riemann yiizeylerinin
kendiliginden bir yone sahip oldugunu ve bu yoniin kenarda bir
yon belirledigini hatirlayin. 0%; kenarindaki bir S; ¢emberinden
9Xy’deki bir S, ¢emberine yonii ters ceviren bir f difeomorfisi
var olsun. Iki yiizeyi f araciligiyla yapistirarak yeni bir (yonlii!)
ylizey elde edersiniz.

Ote yandan bu yeni yiizey de kendiliginden bir Riemann
ylizeyi olur, yani 1 boyutlu holomorf bir manifold yapisina sa-
hiptir. f gergek analitikse bunu gérmek kolay zira bu durumda
cemberler ¢evresinde kiigiik halkalarda f, bir holomorf difeomor-
fiye genisletilebilir ve bu da yapistirilmis ytizeyde bir holomorf
yap1 tanimlanmasi i¢in kullanilabilir. Riemann ytizeylerini ana-
litik olmayan diffeomorfilerle de yapistirabilirsiniz ama bizim
tartismamizda bunun 6nemi yok.

Bu yapistirma islemi bir operad tanimlar. O, 'nin elemanlari,
n +1 adet isaretli kenar pargasi olan tikiz Riemann ytizeylerinin
izomorfi siniflaridir; bu kenar parcalarindan birine giren, diger
n tanesineyse ¢itkan denir. Ayrica her bir kenar pargasindan
cembere bir difeomorfi atanmistir. Yiizeyleri kenarlarindan bir
Lego oyunundaki gibi yapistirmak bir operad érnegidir.

Bazi izleglerin operadlara uygulanmasiyla bagka operadlar
tiretilebilir. Ornegin kiigiik karelerin operadi Cub,’yi diistinelim.
Cuby(n), karede n degisik noktay1 elemanlar: olarak alan uzaymn
homotopi tiirtine sahiptir. Temel grubu PB,,"ye saf orgii grubu
denir.

PBy'nin bir elemany, 1,2, ...,n olarak numaralanmis, birbirle-

ARA

Riemann ytizeylerini yapis-
tirma. ©



rini kesmeden 1 adet ilmek boyunca bir karede (ya da dairede)
dolanan 7 adet kiiciik kareyle belirlenir. Ilmeklerin sonunda
kareler baslangi¢c konumlarina geri gelirler; saf derken bu kaste-
dilmektedir.

Temel gruplar kullanarak
PByy x (PBy, x -+ x PBy,) = PBy 4.1k,

fonksiyonlarin ve boylece bir grup operadi elde ederiz. Bunu
yapmak o kadar karmagik degil. PB,, nin bir elemar [0,1]? x [0,1]
silindirinin icinde n adet boru verir. Operad yapis:1 borular:
borularin i¢ine sokmaya dayanur.

Kendimizi 2 boyuta ve temel gruba kisitlamanin 6zel bir
nedeni yok. Bir X topolojik uzay1 ve negatif olmayan bir n tamsa-
yis1 verildiginde, X"l olarak gosterecegimiz kurulum uzay1, X'te
degisik noktalarin olusturdugu sirali n-lilerin uzay1 olarak tanim-
lanir. X bir daireyken bu uzaymn evrensel ortiisii biiziilebilir ve
bu yiizden, homotopi agisindan, yalnizca temel grubu ilgingtir;
bu grup da heniiz tanittigimiz saf 6rgii grubudur. Ote yandan
X daha yiiksek boyutlu bir yuvarken X["] basit baglantilidir. Bu
ytizden topolojisini a¢iklamak konusunda merakimiz uyanir.

Ornegin X = R® ve n = 2 icin yanut kolay: uzayda herhangi x ve
y noktalari, (x +y)/2 orta noktast ile sifirdan farkli x — y vektori
tarafindan tam tamina belirlenirler. Dolayisiyla (R®)!?] uzay1 2
boyutlu kiireyle ayn1 homotopi tiiriine sahiptir. Hemen sonraki
n =3, yani uzayda 3 cisim i¢in durum ¢ok cetrefillidir.

Bu uzaylarin teker teker her bir n degeri i¢in homoloji ya da
kohomolojisini incelemek yerine hepsini tiimden, yani kiigiik
kiipler operadinin kohomolojisini incelemek iyi bir yaklagim
olabilir.

Operad kuramina giris kapisi olarak is gorecek, kolayca oku-
nabilen su makaleyi*> okurumun dikkatine israrla sunuyorum.
Ornegin “Kiigiik d-kiipler operadinin homolojisi, d dereceli
Poisson operadidir” tiirtinden seyler 6greneceksiniz (her ne
demekse).
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Temel grup tanimi bir pivot
ister. Dolayisiyla PB;,yi ta-
nimlamak igin, 6rgiilerimizin

“baslangi¢ noktas1” olsun

diye karede 1 adet degisik
nokta se¢mek gerekir. Ope-
rad fonksiyonlarimni dogru
diiriist tanimlamak tizere,
bu baslangi¢ noktalarin
okurun kendisinin bulmasini
Oneriyorum.

Bir ilmegi takip eden ti¢
kigtik kare. ©

45 D. P. Sinha. The (non-
equivariant) homology of
the little disks operad. In
OPERADS 2009, volume 26
of Sémin. Congr., pages 253~
279. Soc. Math. France, Paris,
2013.

Poisson operadi


https://arxiv.org/abs/math/0610236
https://arxiv.org/abs/math/0610236
https://arxiv.org/abs/math/0610236
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lizere “matematikgiler
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Tekil operadlar

Bir POLINOM AILESININ GRAFIKLERINIiN goreli konumlarina
dair bastaki tartismamiza geri déniiyoruz.

Gergek polinomlar operadi

R[x]te birbirinden farkli ve bagnoktada sifir olan polinomlardan
olusmus iki adet sirali n-1i (Py, P, ..., Py) ve (Q1,Qo,...,Qy) ala-
lim. Sifir olmayan ve kiigiik x'ler igin eger (P;(x),..., Py(x)) ve
(Q1(x),...,Qu(x)) gergek say1 n-lilerinin siralanmalar: birbiriyle
ayniysa bastaki polinom #n-lilerine fopolojik olarak denk diyecegim.
Oyle n-lilerin denklik siiflarmin (sonlu) kiimesi PolR (1)
olsun. Bunun tsttinde ¢ok basit bir operad yapis1 insa edelim.

Diyelim ki

e Polg(n)'nin (P, P, ..., P,) diye bir elemani(-nin bir temsil-
cisi),

® heri=1,...,nigin (Py,...,Py,) (-nin sinifi) ile belirlenmis,
PolR (k;)'nin bir eleman

verilmis olsun. P;;leri P;’lere agilamak istiyoruz. Bunun igin
yalnizca su kq + -+ + k;, adet polinomu distintin:

Pi(x)+x2NPi;j(x) (I<i<nvel SjSki)

ve bunlar1 (i, j)'lerin sdzliik siralamasiyla siralayin. Burada N
biiyiik bir tamsay1.

Birkag agiklama faydali olabilir. Burada x*N'nin gorevi,
P/lere eklenen terimleri P; - P; (i # j) farklarindan ¢ok daha

Kokler mi dallar mi1?
(Rio Preguicas, Brezilya).

Kokler ve dallar.
(Hong Kong).
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kiigiik yapmak. Bu 6zelligi saglamak i¢in 2N’yi tiim v(P; - P;)
(i # j) degerlerinden biiyiik secmek yeter. Sabit bir 7 igin, k; adet
Pi(x) + x?N P;;j(x) polinomunun grafigi P;'ninkine ¢ok yakindur.
2N'nin ¢ift olmast, i sabitken, P;(x) + x2N P;;j(x)’lerin siralanma-
sinin P;;(x)’lerin siralanmastyla ayni olmasini saglar. Topolojik
bakimdan analatirsak, P;’lerin grafikleri ince kamalara dontistii-
riilmiig ve bu bolgelere P;;;’ler yerlegtirilmigtir.

Bunun iyi tanimli oldugu ve Polg () ler tizerinde bir operad
yapist verdigi agik olmali. (Py, P, ..., P;) polinomlarinin sirasi
degistirilebildiginden bu operad simetriktir.

Bu operadin ayrisabilen permiitasyonlarin (simetrik olmayan)
operadina ¢ok yakin oldugu da kitabin ilk béliimleri sayesinde
berrak olmal.

Karmagik polinomlar operadi

Simdi benzer bir oyunu karmagik polinomlarla oynayalim. Eger
(Py, Py, ..., Py), C[x]'de basnoktada sifir olan degisik polinomlar
n-lisiyse C’de (1 <i < n igin)

vi:0 e R/2TZ — Pi(e exp(\/—_le)) eC

ilmeklerine bakalim. ¢u ¢ok kiiciik secelim. Bu durumda her

6 i¢in n adet nokta y1(8),y2(6), ... birbirinden farkhdir. Bu

da diizlemde degisik noktalar n-lilerinin uzayinda bir ilmek
tamimlar, demek ki saf orgii grubu PB,'nin bir elemanini tanimlar.
Daha kesin bir dille bir saf ¢rgiiniin eslenik sinifi demeliyim
¢linkii 7;(0) baslangi¢ noktalar: herhangi bir yerde olabilir fakat
saf 6rgii grubunun tanimi bir pivot noktasi ister. Bu eslenik sinifi
kiictik € se¢ciminden bagimsizdir.

Eger karsilik gelen orgtileri PB,,’de eslenikseler (Py, P, ..., Py)
ve (Q1,Q2,...,Qn)’ye topolojik olarak denk diyelim. Denklik sinifla-
rinin kiimesini Polc(n) diye gosterelim.

Saf orgii gruplariin operad o6rneklerimizden birini verdigini
hatirlaym; burada islem, orgiileri bir digerinin tellerinin bir
komsuluguna yerlestirmeye dayamiyordu. Boylece Polc (1)
operadinin PB,,'nin bir altoperadi olabilecegini seziyoruz ki
simdi gosterecegim gibi durum tam da bu.

v(P), P'nin degerlemesiydi.

Bu iki operad arasinda acik
bir iligki bulabilir misiniz?

Fobd i

B o ot Sonrabie
et 0 7

L £ et 1A el g

i e B 2y e

bl s e 48 sl

Yayimnlanmamis bir eserinde
Gauss orgtilerin topolojik
incelemesini baslatiyor.

Bu tanum, her bir P; = 0
karmasik egrisini Q; = 0
egrisine gotiiren, C2'nin
basnokta ¢evresinde bir
homeomorfisinin varligina
denk midir?
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exp(-o(P; - P;)) ifadesinin {Py, ..., P} tizerinde bir ultrametrik
uzaklig tarif ettigini ve bunun bilgisinin de bir koklii agacla
verilebildigini biliyoruz. Kok, {P, P,, ..., P, } kiimesinin tiimiine
kargilik gelir. Yavrulari, o(P; - P;) > 2 bagintisiiin denklik sinifla-
ridir vs. Boyle boyle tek elemanl: {P;} kiimelerine kadar ineriz;
bunlar yapraklar olur ve 1,2, ..., ile etiketlenir.

Gergek polinomlar durumuyla bashca iki fark var burada.

— Bogumlar tizerinde dogal bir siralama yapisi yoktur ve bu
ytizden agacimiz diizlemsel degildir (zaten dogadaki cogu agag

diizlemsel degildir).

— Gergek durumda agag tisttinde bir miktar budama yapmuistik Diizlemsel olmayan bir agac,
¢linkii 6rnegin x ve x3 ayni isarete sahip oldugundan (0, x) ve Jardim Botanico, Rio de
(0,x3), gercek sayilar iizerinde topolojik olarak denktiler. Oysa Janeiro.
karmagik alemde bu artik dogru degildir: x, 0 merkezli kiiciik bir
dairenin kenarini dolanirken (0, x3)’e karsilik gelen 6rgii 3 kez
dénmesine karsin (0, x) yalnizca bir kez doner.

Asagidaki (temel) onerme Polc(n) kiimesini tam olarak tarif

eder.

Teorem. (Py,P,,...,P,) ve (Q1,Qy,...,Qun) diey iki karmasik po-
linom n-lisinin topolojik olarak denk olmasi igin gerek ve yeter kosul
ayn koklii agaci tanimlamalar: ya da denk bir deyisle her i, ] icin
o(P; - Pj) = v(Q; - Q) olmasidur.

Oncelikle polinomlara kargilik gelen agacin, érgiiyii belirledigini
gosterelim. Kokten baslayin ve p kenar kadar inerek g > 2
adet yavrusu olan ilk boguma ulasm. Bu an, tium P;’lerin p-inci
Taylor polinomunun esit olmasi ve degisik (p + 1)-inci Taylor
polinomlarindan g adet var olmas: demektir.

Bu ortak p-inci Taylor polinomunu tiim P;’lerden ¢ikaralim;
karsilik gelen orgiiler degismez elbette. (p + 1)-inci dereceden
yeni Taylor polinomlar1 a,’ler (v = 1,...,q) karmasik sayilar
olmak tizere a,x"*! seklindedir. P;’lerden ikisinin (p + 1)-inci
dereceden Taylor polinomu ayniysa bunlar1 ayni boliige koyarak

(Py, Py, ..., Py)'1q adet boltige ayiririz. Dolayisiyla x, € yaricaph
cemberi katederken a,xP*! seklinde g adet nokta, diizlemin aym

kat1 dondiirmeleriyle kiigiik gemberler tarif ederler; noktalarin ingiltere-Hollanda deniz alt:

her biri p + 1 tam tur atar. PB;’daki bu 6rgti (-niin eglenik sinif1) telgraf kablosu ve arakesiti,

yalnizca g ve p’ye baghdir; a,’lere bagh degildir: g nokta bir blok 1858. N
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halinde basitge p + 1 tam tur atmaktadir.

Her bir a,e?*! exp(v/~1(p + 1)8) noktas1 etrafina, (p + 1)-inci
Taylor polinomu a,x*! olan tiim P;ler icin P;(eexp(v/~16))
noktalarini igeren kiiciik daireler ¢izin. Her bir dairenin i¢inde
her boltigii daha yiiksek Taylor polinomlarina gore pargalayarak
bu islemi stirdiiriin.

Sonug olarak érgiimiiz, merkezleri daha biiyiik bir gemberi ka-
teden daha kiigiik cemberleri yoriinge kabul eden, yani epikiklos
(¢cemberin istiinde ytiriiyen ¢ember) olusturan, Hipparkos-vari
Glines Sistemine benzer. g adet kiictik daire 6begi blok halinde
p +1 tur donmektedir. Her bir dairenin i¢inde de benzer resim yer
alir, ta ki 7;(6)'lara ulagincaya dek. .. Tam bu daireler igin tiim
bu p, q sayilar1 agacin kombinatorik verisiyle tarif edilir dolay:-
siyla orgii (-niin eslenik sinif1) agag tarafindan somut bicimde,
tam tamina belirlenir.

Simdi de orgiiden baslayarak agaci nasil insa ettigimizi anlataca-
gim.

1 <i < j < nolacak bicimde iki tamsay1 secin. PB,,’de bir
saf orgti, diizlemde n adet degisik noktadan olusan (xq,...,x5)
n-lilerinin ¢izdigi bir ilmegin homotopi sifidir. Her i, j icin
x; ve x; diginda tiim noktalar1 unutarak PB,’den PB;’ye bir
homomorfi tanimlanabilir. PB, nin yapis1 gayet basittir: Z’ye
izomorftur. Iki farkli nokta, dolanip ilk konumlarina geri don-
diigiinde, x; - x; vektori de 0’da deligi olan diizlemde bir ilmek
boyunca hareket eder ve boylece 0’a gore bir indise sahip olur.
PB; ve Z arasindaki izomorfi budur. Boylece Ik;; : PB, ~ Z
seklinde n(n - 1)/2 adet homomorfi tanimlanir, bir 6érgiiniin
goriintiisii basitge x; — x;nin dénme say1sidir. Eslenik iki drgiintin
Ik ; alinda gortintiisti ayrudir elbette.

Artik 7;’lerin betimledigi drgiimiize geri donelim. lk; ;’lerin
bu orgiideki degerine bakarak, x basnokta merkezli kiigiik
bir dairenin kenarmda donerken P;(x) - Pj(x)’in attig1 turu
saymig oluyoruz. Bunun da v(P; - P;) degerlemesi oldugu asikar.
Sonug olarak v(P; - P;) degerlemeleri 6rgiiniin eglenik siifindan
okunabiliyor, tam istendigi gibi. o]

Teoremin diger yonii icin, n yaprakl bir kokli agag verildi-
ginde, karsilik gelen agaci tam bu agag olan n adet polinom insa

Yine o!

Giines, Merkiir ve Veniis'tiin
Diinya’ya gore bagil hareket:
leri. ©

Uc telli bir saf orgii. ©



etmek kolay.

Agaclarimiz diizlemsel olmasa da, yapraklar: 1’den n’ye
etiketleyerek diizlemsel olmayan koklii agaglar1 birbirine asila-
yabiliriz. n adet yaprag: 1,...,n olarak isaretlenmis kokli bir T
agacive Ty, ..., T, diye n adet agag verildiginde, T; agacini T'nin
i etiketli yapragina asilayabiliriz. Bu da isaretli, koklii, diizlemsel
olmayan agaglar operadini tamimlar.

Boylece bu agilama islemi Pol¢(n) tizerinde dogal bir operad
yapist tanimlar. Ustelik yukaridaki tartisma, Polc () nin saf 6rgii
operadinin bir altoperad: oldugunu da gosterir.

Bu yapiy1 polinomlar cinsinden formdillerle dogrudan anlata-
biliriz. Bir (P, ..., P,) polinom n-lisi igin

6i =maxo(P; - )
]#1

olsun. (Py, ..., Py)nin bir (P;j) (1 <i<nvel < j<k;) polinom
ailesi {izerine operad etkisi, (sozliik siralamasinda)

Pi(x) +x%P(x) (1<i<n and 1<j<k;)

olarak verilen polinom (kj + - + k;;)-lisi olarak tanimlanur.

Ozet olarak Polc(n) operadi, etiketli, koklii, diizlemsel olmayan
agaglar operadima izomorftur; saf orgii operadr PB,, nin bir altoperad:
olarak ortaya ¢ikar.

Tekil karmasgik egriler icin bir operad

Bagnoktada sifir olan P;(x) ve Pj(x) diye iki karmagik polinom
i¢in v(P; - P;) degerlemesine, y = P;(x) ve y = P;(x) ptlirtizstiz eg-
rilerinin bagnoktada kesisiminin katlilig: da denir ayni zamanda.
Bu tam da (P; - P;)(x) polinomunun 0 kékiintin aligilmig anlamda
kathlig1 oldugundan bu adlandirmada sasilacak bir sey yok. Bir
onceki paragraf soyle de yorumlanabilir.

C?%de y - Pi(x) = 0 egrileri piirtizsiizdir. Tkisi de ufak S? kiire-
sini gecismemis, basit bir diigiimde ¢aprazlama keserler. Bunlar:

max(|x|, [y|) = € kare kiiresinde inceleyip 7; olarak adlandirmigtik.

7i ve 7y;'nin gegigme sayisi, kesigimlerinin kathihigindan bagka bir
sey degil. Katliligin topolojik yorumu béoyle.
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Polinomlarin siras1 degistiri-
lebildiginden bu bir simetrik
operaddir da.

i, P'nin agaca yapistirildig:
diizey.

Bu tanumin gercekten

de karsilik gelen etiketli
agaglar1 asiladigimi kontrol
edin.

Kitabimizin son iki béliimii
gecisme sayisiyla daha
yakindan ilgileniyor.
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Yon verilmis k; ve ky diye iki diigtimiin $*’te gegisme say1st
soyle tarif edilir. Yonlii kenar1 k; olan, yonlii gomiilii bir ytizey
segin ve bu ytizeyin k; ile (cebirsel) kesisimini sayin.

Basit durumumuzda piiriizsiiz egrimiz y — P;(x) = 0'in 3
boyutlu kiiredeki bagmi, y - P;(x) gergek ve pozitif olmak tizere
elde edilen Milnor lifinin kenar1 olarak diistintin. 3 boyutlu

kiirede y - P;(x) = 0 ve y — Pj(x) = 0 egrilerinin gegigme say1sin
hesaplamak igin y - Pj(x) = 0 diigtimiiyle y - P;(x) € R+ Milnor Gegisme sayis1 =1-1=0.
lifinin (cebirsel) kesigsimini saymaliy1z. (P; - P;)(x) = ax?Pi=P)
oldugundan ikinci diigiim birincinin Milnor lifini tam v(P; -

P;) kez keser. (Kesigsimlerin hepsinin pozitif oldugu kontrol
edilmeli.) Dolayisiyla v; ile «y;'nin gegisme sayist tam da v(P; - P;)
katlilik sayisidur.

Su ana kadar soylenenlerin ¢gogunun piiriizsiiz olmayan
egrilerin dallar1 igin de dogru oldugu goriilebilir. F(x,y) = 0, n
tane dali olan indirgenmis tekil karmasik analitik bir egri olsun.
Indirgenemez garpanlarina ayrigtirarak F = F;---F, seklinde

yazalim. Her bir F; = 0 dal
Gegisme say1s1 =1+1 = 2.

FeC o (17, gi(1))

biciminde bir Puiseux parametrelemesine sahiptir. Burada m;
tamsayis1 dalin derecesidir. Her bir dalin kiigtik bir kiireyle ke-
sisimi bir k; dtigtim{iidiir; dal piirtizsiiz degilse k; gegismis bir
digiimdiir. k; ile k;'nin gecisme sayisi olan m;;, iki dalin kesi-
simlerinin katlilik sayisidir. Zihni topolojik ¢calisan okurlar bunu
bir tanim olarak diistinebilir. Cebir tercih edenler s6yle devam
edebilir. Bir dalin parametrelenmesini digerinin denklemi icinde
yerine koyun ve

teCr Fj(tm",gi(t))
. Gegisme sayis1 = 4.
ifadesinin bir sifir1 olarak ¢ = 0’ kathiligina bakin. “Iki dalin
kesisiminin cebirsel katlilig1" ile “iki digiimiin gecisme sayis1”
tanimlariin paralelligi dikkate deger. Ikisi de asimetrik goriinii-
yorlar ama simetrikler.

Dallar arasinda m;; kesigim kathiliklar1 da, ptirtizsiiz egriler Bir dalin gecismemis bir
icin saptadigimiz énemli dzellikleri halen sagliyor: diigiim vermesi igin gerek ve
yeter kosul dalin piiriizsiiz
olmasidir. Kanitlayabilir

* mj; pozitif bir tamsay1. Bu kolay. misiniz?



* mjj / m;m;’ler bir cesit ultrametrik egitsizli§i saghyor. Bagka
deyisle, her ¢ > 0 igin m;;/m;m; > e iligkisi {1,...,n} tstiinde
bir denklik bagintisi; boylece daha 6nce yaptigimiz gibi bir
agac insa edebiliyoruz (bir farkla: uzunluklar artik illa tamsay1
degiller ama kesirli sayilar).

ikinci 6zellik Ploski'nin 1985 isinden™4°. Modern bir sunum ve

uygulama icin bakiniz'47; genis bir genellestirme icin bakiniz'48.

Simdi bir karmagik tekil egriler operadi insa edebiliriz. Esasen
daha onceki gibi, y = Py (x),...,y = Py(x) egrimizin dallarinin bir
etiketlemesi lazim (burada P;’ler artik gl-(xl/ i) Puiseux serileri).
Baska deyisle degisik Puiseux serilerinden olusmus n-lilerin
kiimesini (Egri, olarak gosterelim) etiketlenmis dalli karmagik
egriler olarak goriiyoruz. Tam polinomlarla yaptigimiz gibi
Egri, 'ler tizerinde bir operad yaps: tarif edebiliriz. (Py,...,P,;) €
Egri,, elemanina karsilik gelecek

6; = maxo(P; - Pj)
J#

seklinde 4y, ..., 0, kesirli sayilarini tanimlayalim; burada v, Pu-
iseux serisinde sifirdan farkli terimlerin kesirli iislerinden en
kugugu

Simdi Egrikl,...,Egrikn kiimelerinin, 1 <i<nvel <j<k;
olmak tizere P;; Puiseux serileriyle belirlenen elemanlar: igin
Egrik1 — kiimesinin bir elemanini

Pi(x) +x%Pyi(x) (1<i<n and 1<j<k;)

olacak bi¢imde ve sozliik siralamasinda bir (ky + -+ + ky, )-lisi olarak

tarif edebiliriz. Bu (simetrik) bir operad tanimlar.

Aligtirma:

F(x,y) = 0'in |x| = € ile kesisimi bir orglidiir ama saf bir 6rgii
degildir artik. Her dal x = ¢ ile kendi derecesi m; kadar kesisir.
Onceki durumdan farkl olarak dallar tarafindan belirlenen
diigiimler artik gecismesiz degildir.

Ustteki operad icin topolojik bir yorum bulun; yani dallart
etiketlenmis F(x,y) = 0 egrileri arasinda, belirledikleri orgiiler

cinsinden ifade edilmis dogal bir denklik bagmntis1 kurun. Bu ba-

gint1, operadimiz denklik siniflar1 tizerinde etki edecek bigimde
tanimlanmalidur.
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46 A. Ploski. Remarque sur
la multiplicité d’intersection
des branches planes. Bull.
Polish Acad. Sci. Math., 33(11-
12):601-605 (1985), 1985.

1471. Abio, M. Alberich-
Carramifnana, and

V. Gonzélez-Alonso. The
ultrametric space of plane
branches. Comm. Algebra,
39(11):4206—4220, 2011.

148 E. Garcia Barroso, P. Gon-
zélez Pérez, and P. Popescu-
Pampu. Ultrametric spaces
of branches on arborescent
singularities. 2016.

{

<

3 telli “saf olmayan” bir
orgu. ©


http://www.iri.upc.edu/files/scidoc/1313-The-ultrametric-space-of-plane-branches.pdf
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1840 yilinda Gauss.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Carl_Friedrich_Gauss_1840_by_Jensen.jpg

Gauss'un doniigii: diizlemde egriler

GEGCMISTE YA DA GUNUMUZDE, BIRCOK BUYUK MATEMATIKCI
EGRILER CiZMEYE BAYILIR/DI. Bir smav olarak birkag resim ve-

riyorum; okuyucu ¢izerlerinin kimler oldugunu bulsun bakalim.

Tali yol! Benim pek sevdigim
bu boliim, kitabin geri
kalanindan tamamen
bagimsiz.

5 6

(Coziim: sonraki sayfada.
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Gauss’un imzast, 1794
(Gauss 17 yasindayd).
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Gauss sozciikleri

Bu boliimde diizlemde egriler tizerine Gauss tarafindan ortaya

atilmis giizel bir soruyu inceleyecegiz. Gauss'un cebirin temel " C. F. GauB. Werke. Band

teoremine verdigi ilk kanitin, bir dairedeki egrilerin niteliksel VIII. Georg Olms Verlag,
Hildesheim, 1973. 1900

orijinalinin tekrar basimi.

davraruglarini temel aldigini hatirlaym.

Gauss'un Eserleri'nin 8. cildi, diizleme batirilmis egrilere dair
birkag sayfa icerir'9 (272. ve 282.-286. sayfalar). Bir konuda
dikkatli olmaliy1z: bunlar Nachlasse denen, Gauss'un yasami
boyunca yayinlanmadan kalmis notlar. Diisturunu hatirlaym:
Pauca sed matura (Az ama olgun). Bu sayfalar gercek bir yayin
olarak degil de daha ¢ok kisisel miisveddeler gibi diistintilmeli.

Diizlemde i : S' - R? diye kapali, yonlii, genel bir batiriimis
egri cizin. Genel demek, egrinin kendini kestigi katli noktalarin,
iki farkl tegetin var oldugu c¢ifte noktalar olmasi1 demektir.

Cifte noktalari, (Gauss'un Knoten dedigi) a4, ...,a, diye n adet
simgeyle etiketleyin. Egri boyunca dénerken bu a;’lerin her
birinden iki kez gegeriz ve boylece a;lerin ikiser kez goriindiigii,
2n uzunlugunda bir dongiisel sozciik elde ederiz. Her bir g; igin
bir kirig olmak tizere, kapali egri bir kiris diyagrami tanimlar.

Gauss'un giindeme getirdigi soru, hangi kiris diyagramlarinin
bir diizlemsel egriden dogdugunu tanima problemidir. Gauss
once n < 8 igin tim olasiliklari eliyle listeler! Sonra bir gerek kosul
bulur: s6zciik bir cembere yazildiginda ayni 4;nin iki kopyasi

arasinda ¢ift sayida harf bulunmalidir. Yandaki 6rnekte d kirisi
¢emberi 6 ve 8 harfli iki araliga ayiriyor.
Bazi giintimiiz yazarlar1 bunun Gauss’un bir sanis1 oldugunu,

aslinda kanit1 yapamadigini iddia ediyor. Ne biiytiik saygisiz- Halikarnas Balikgisi'nin
soyle dedigi rivayet edilir:
gergek bir denizci deniz
yazmaya zaman ayirmadi. kizlarinin varligina inanr.

Topolojinin ilk teoremlerinden biri, diizlemde ¢aprazlama

lik! Bana oyle geliyor ki Gauss kanit1 yapti ama 6zel defterine

kesigen iki kapal1 egrinin ¢ift sayida noktada kesistigidir. Daha 6nce
fark ettigimiz gibi Gauss bunu doktorasi sirasinda biliyordu.
Olas1 kanitlardan biri, birinci egriyi genel bir 6teleme silsilesiyle
iterek hareketin sonunda tiim kesisim noktalarini yok etmektir.
Kesisim noktalarimin genel durumlarda nasil belirdigini inceledi-
gimizde noktalarin gifter ¢ifter belirip kayboldugunu gérmek zor
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degil. Yandaki resimlere bakin.

Bununla yakindan iligkili bir gercegi, sikici matematik ders-
lerinde kagida giziktiren 6grenciler mutlaka fark etmistir. Eger
diizleme genel bir kapali egri cizerseniz egrinin ayirdig1 bolgeleri
bir dama tahtas: misali siyah ve beyaza boyayabilirsiniz. Sonsuzu
iceren bolgeyi beyaza boyayin; diger bolgeleri genel bir yayla
sonsuza birlestirdiginizde bu yay kapali egriyi ¢ift sayida nok-
tada kesiyorsa bolgeyi beyaza, aksi durumda siyaha boyayin. Bir
onceki gozlemimiz sayesinde bu yontem tutarlidur.

Artik Gauss’un gerek kosulu kolay bir ¢ikarim. Herhangi
bir kiris, cemberi I, I olarak iki araliga ayirir ve bunlar da
diizlemde 71 ve ¥, diyecegimiz iki kapali egri tanimlarlar. Bu iki
egriyi hafifce oynatarak birbiriyle ¢caprazlama kesistirin. I;"deki
harf sayisi, 1’in kendini kestigi noktalarin sayismin iki kati art1
71’le ¥2'nin kesisme sayisidir, dolayisiyla cifttir. Yandaki resimde
b’den b’ye giden iki ilmekten biri hafif¢ce kaydirilip noktali mavi
ilmek olarak gosterilmis.

Bu gerek kosulun yeter kosul olmadigini Gauss da ¢ok iyi
biliyordu.

Isaretli Gauss sozciikleri

Gauss’un problemi bir¢ok kez, aslen topolojik ya da kombina-
torik olmak {tizere bir¢ok farkl yolla, farkli matematik cami-
alarinda ¢oziildii. Poincaré’nin su s6ziinii hatirlamamak elde
degil:
[...]1iln’y a plus des problemes résolus et d’autres qui ne le sont
pas, il y a seulement des problemes plus ou moins résolus.

Bu ¢oztimlerden yalnizca ikisini anlatacagim.

[lkin, 15°, 5% ve 52 caligmalarini harmanlayip bir topolojik
akil ytirtitmeyle daha basit bir problemin ¢6ziimiinii sunayim.
Diizleme bir yon verildiginde genel egrimizin her bir ¢ifte nok-
tasi, biri “birinci" ve digeri “ikinci" olmak tizere iki teget vektor
tarif eder. Egri boyunca dolamirken bir ¢ifte noktaya rastladigi-
mizda birinci dal tizerindeysek oraya +, digerindeysek — isareti

koyuyoruz. Boylece dongiisel sozciik, 1 isaretleriyle, ya da tisle-

riyle, donatilmis oluyor. Her bir harf iki kez ama farkl isaretlerle

<
o

% N. Chaves and C. Weber.
Plombages de rubans et
probléme des mots de Gauss.
Exposition. Math., 12(1):53-77,
1994.

[...] artik ¢oziilmiis ve
coziilmemis problemler yok,
sadece az veya ¢ok ¢oziilmiis
problemler var.

51 G. Cairns and D. M. Elton.
The planarity problem for
signed Gauss words. J.

Knot Theory Ramifications,

2(4):359-367, 1993.

52 G. Cairns and D. M. Elton.
The planarity problem. II.
J. Knot Theory Ramifications,

5(2):137-144, 1996.
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goriiniiyor. Buna denk olarak, her bir kirisi diyelim ki + ucundan
- ucuna gidecek sekilde yonlii kirig diyagramlarin: diistinebilirdik.
Isaretli Gauss problemi (Gauss bunu ¢aligmamistr) soyle. Oyle

bir isaretli sozciik verildiginde diizlemde genel bir egriden gelip
gelmedigi saptanabilir mi?

Her a4, 4ay,...,a, sembolii i¢in yandaki gibi bir art1 ¢izin. Her
bir artinin iki girig yonii ve iki ¢ikis yonii var. Isaretleri + ve —
olan iki kolu var.

Isaretli, dongiisel bir sdzciik w, her bir artinin her bir gikig
yoniinii bagka bir artinin bir giris yoniine yapistirma yolunu tam
tamina belirler. Bu yapistirma isleminin sonucunda uzayda ke-
narly, yonlii bir S ytizeyi elde edilir. S ytiizeyi, daldirilmis, yonli
bir 1y egrisi icerir. Bu egri boyunca dondtigtimiizde aynen isaretli
w sozcliglinii okuruz. S diizlemselse, diizleme gomiilebiliyorsa,
diizlemde bir egri insa etmis ve problemi ¢6zmdis oluruz. Diger
taraftan, eger sozciik diizleme daldirilmus bir egriden gelmisse,
egrinin bir komsulugunun, artilarin S’deki gibi diizenlenmis bir
birlesimi oldugu asikar.

Demek ki w'nun daldirilnus bir diizlem egrisi olarak gerceklenmesi
icin gerek ve yeter kosul S'nin diizlemsel olmasidir.

Bu béltimiin kalan kismi igin ytizeylerin homoloji kuraminin
temelleri gerekecek. Fomenkonun'>3 gorsel kitabini tavsiye
etmek icin iyi bir firsat. . . Kitab1 agar agmaz okuyucum kitab1
niye sevdigimi anlayacaktir. Massey’in daha standart kitab1’>* da
epey kullanigli.

S’nin kenar pargalarinin sayisi k olsun. Her bir kenar parca-
stna bir daire yapistirarak S’den elde ettigimiz yiizey de S olsun.
S ytizeyinin homotopi tiirti n koseli, 2n kenarl bir ¢izgeninkiyle
ayni oldugundan, $'nin Euler-Poincaré sayisi 1 — 27 + k olur. Ti-
kiz, yonli, kenar1 olmayan ytizeyler Euler-Poincaré sayilariyla
siiflandirilirlar. Sonug olarak S'nin diizlemsel olmasi k—n = 2
olmasina denktir.

Boylece w'nun gergeklenebilir olup olmadigina karar verecek
basit bir algoritma elde ettik. w verildiginde artilar1 yapistirin
ve kenar pargalarin sayin: n +2 olmasi lazim. Bu ¢6ziim aslen
Carter’a ait™>.

Simdi baska bir bakis agis1 sunacagim. Tikiz, yonlii, kenarh

atvicdetfioctgentadtetfir

4—‘_“
&

53 A. Fomenko. Visual
geometry and topology.
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1994. Ruscadan Marianna
V. Tsaplina tarafindan
gevrilmis.

54 W. S. Massey. A basic
course in algebraic topology,
volume 127 of Graduate Texts
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155 ]. S. Carter. Classifying
immersed curves. Proc. Amer.
Math. Soc., 111(1):281—287,
1991.
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ylizeylerin siiflandirmasindan biliyoruz ki boyle bir yiizeyin
diizlemsel olmas, yiizeyin iistiinde birbirlerini caprazlama
kesen herhangi iki kapali egrinin kesisim sayisinin ¢ift olmasina
denktir. Gergekten de eger yiizeyin cinsi > 1 olsaydi, ytlizey
delinmis bir simit igerecekti; bu da tam tamina tek bir noktada
kesisen iki egriye sahip olacakti. Dolayisiyla S'nin cinsinin 0
olduguna bakmak i¢in mod 2 homolojisi H1(S; Z/2Z) igin bir
taban bulup kesisimi hesaplamak yeterlidir.

H1(S;Z/2Z) grubunun bir tabanin1 bulmanin kolay bir yolu
var. Hazirlik gozlemi olarak: yonlii bir gember tizerinde siral1 iki
nokta (a*,a”), pozitif yonde a*’dan a~"ye giderken agik bir aralik
tanumlar. Bu araligin elemanlarinin a* ile a~ arasinda oldugunu
soyleyecegim. Dikkat: noktalarin siras1 degistirilirse aralik yerine
timleyenindeki agik aralik tanimlanir.

Bastaki vy egrisi S’de ¢izildigi i¢in bir [] homoloji sinifi belir-
ler. Ayrica her i =1,...,n igin gemberde a;’dan a; 'ye giden aralik,
S’de bir v; ilmegi ve Hy(S; Z/2Z) de bir ;] homoloji smnifi verir.
i yalnizca a;’yle isaretlenmis artiya girdiginde yolunu degistiri-
yor, saga dontiyor; diger herhangi bir artiya girdiginde yolunu
degistirmiyor. Baska deyisle, a;'yle isaretlenmemis bir artiyla
vi'nin kesisimi ya bog ya bir dogru parcas: ya da birbirine dik iki
dogru pargast. ..

Lemma. [7v],[7vili<i<n stmiflart Hy(S; Z[22Z) igin bir taban olusturur.

S ylizeyinin homotopi tiirii, n koseli, 2n kenarl, baglantil
bir ¢izgeninkiyle ayni. Euler-Poincaré sayisiysa - ve bu da
Hi(S;Z/2Z) grubunun rankindan 1 eksik. Dolayisiyla rank
(n+1) olur. Lemmay1 kanitlamak igin [y], [¥;]1<i<n stuflarimin
Hi(S;Z/2Z) grubunda dogrusal bagimsiz oldugunu gostermek
yeterlidir.

Ug noktalar1 $'nin kenarinda bulunan, S iizerinde herhangi bir
o yayi, Hy(S;Z/2Z) tstiinde s6yle bir dogrusal form tanimlar:
elemanin o’yla kesisimini sayin (hep mod 2’de). S6zgelimi, o’y1
yanda gosterildigi gibi bir artida se¢in. 'nin ¢’y1 tek bir noktada
kestigi agik, dolayisiyla [] sifir degil. a; harfinin artisinda, o;
yanda gortildugi gibi iki egrinin toplami olsun. Eger i # j ise o;
ile 7;'nin kesigimi 0'dir; eger i = j ise kesigim 1’dir. 7y ile ;'nin
kesisimi ise 0’dir. Boylece n +1 adet dogrusal form, yani o;’ler ve o

o
14
O;
* ~l.
a;
Vi
a;
Vj
O;
Y T
al
Vj
oi| A
+ I~
a;
Vi
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kullanilarak [7y], [v]1<i<; smuflarinin dogrusal bagimsiz olduklar:
gosterilmis ve lemma kanitlanmis olur. o]
Simdi, S’'nin cinsinin sifir olmasi icin gerek ve yeter kosul tim
v, 7; ilmeklerinin kesisimlerinin mod 2’de sifir olmasidir.
Oncelikle herhangi bir yonlii yiizey iizerinde herhangi bir
kapal1 egrinin kendisiyle kesisimi (Z’de dolayisiyla Z/2Z’de)

sifirdir. Niye?

7 ve ;'nin kesisim sayisini vy - y; diye gosterelim ve hesaplaya- a; /\ .
Iim. Kesisimi ¢aprazlama yapmak i¢in 7'y1 birazcik sagina iterek a;
7vi’'ye capraz y''nii elde ederiz. S yiizeyinin ve -y; ilmeklerinin aj-

1 < + - . a;
yonlii oldugunu unutmayin. O zaman 7y - v;, a; 'yla a; arasindaki ]

harf sayis1 olur ve bdylece Gauss'un gerek kosulunu tekrar elde . \J
ederiz. i 2t
Su noktadan sonra bu gerek kosulun hep saglandigini kabul edelim. @ a]l-'
Simdi de ;"yle 7;nin mod 2 kesisim sayisini v; - 7; diye \
gosterelim ve hesaplayalim. @i
Y

Eger cemberde (ya da dongtisel sozciikte) ug noktalar: sira-
siyla af,a; ve a;’, aj_ olan iki ayrik aralik varsa a¥ ve aji harflerine

birbirine bagli degil diyecegim. Once af ve aji bagli olmasinlar
ve sirastyla I ve | ayrik araliklari tanimlasinlar. Kesisim sayisi

hesabinda 7; yerine 7; - v yazabilecegimizden bu baglh olmayan —>>

durumda 7; - y; kesisim sayisini, bir kopyasi I’da, diger kopyasi
J'de goriinen harflerin sayis1 olarak buluruz. Boylece w'nun ger-

¢eklenebilmesi igin tek/¢ift olmaya dair ikinci bir gerek kosul Y

bulmus olduk.

Eger a5 ve 11]“-—‘ bagliysa, y; ve 7y; ilmekleri mutlaka tek bir ara-

likta gakistiklar i¢in ¢aprazlama kesismezler. v;yi hafifce saga
ve 1;"yi hafifce sola kaydirarak sirasiyla 7] ve 'y]f elde edelim. -/

ve 'y]’- egrileri bu ortak kisimda artik paralel olurlar. Simdi 7/ - 'y]{

kesisimini sayabiliriz. Resme bakin.

aj artisinda bir kesigim var, 4; artisinda kesigim yok. Diger

kesisimler, a; ve a; arasinda olup ikinci kopyalar: a]-+ ve a; Y

arasinda olan harflere karsilik gelir.

Oyleyse af ve a;’ baglysa ;- yj sayis), a;’ ve a; arasmda olup di-
+

ger kopyast a;

ve a; arasmda olan harflerin sayisinin 1 fazlasina
esittir.

Boylece isaretli Gauss problemine ¢ok basit bir ¢oziim elde
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ederiz.

Teorem. Isaretli bir Gauss sozciigiiniin yatirimis diizlemsel bir
egriyle gerceklenmesi icin asagidaki tiim kosullarin saglanmas: gerek ve
yeterdir.

1. Her a; harfi icin ai ve a; arasinda cift sayida harf vardwr (Gauss'un
cift olma kosulu).

2. Bagli olmayan her a3 ve a]* icin ug¢ noktalar: af,a; ve a]fr,a]T olan
(ve bu noktalar1 icermeyen) ayrik araliklar sirasiyla I ve | olsun. Bir
kopyasi 1'da digeri |'de olan harflerin sayist ¢ifttir.

3. Bagli her af ve aji icin a; ve a; arasinda olup diger kopyast a]JF ve
a; arasinda olan harflerin sayist tektir.

Gauss’un sorusu

[k probleme, isaretli olmayan sozciiklere geri donelim. Hile ya-
parak, bir sozctige isaretler atamanin tiim 2" yolunu denemeyi
segebiliriz elbette. Ama bu yol miithis zaman alir. Gauss'un he-
sap gticii bile bu 2" ile basa ¢ikamazd1. Ayrica bu yol aydinlatici
da olmayacaktir.

Gauss’un ift olma kistasinin isaretlerden bagimsiz oldugunu
fark ederek baslayalim. af ve a]* araliklarinin bagl olmadig1
durumdaki ikinci kosul da isaretlerden bagimsizdir.

Dolayistyla bu iki kosulun da isaretsiz bir w sozciigii i¢in saglandi-
S varsayryoruz.

O zaman binisme ¢izgesi denen, G(w) olarak gosterecegim
¢izgeyi tanimlayayim. Bu ¢izgenin koseleri 1, ..., n tamsayilari, ya
da a; kirisleri. Iki kiris kesigiyorsa karsilik gelen koseler arasinda
bir kenar var.

Cairns ve Elton’in makalesinden
W = a1dza3a4050106030205040¢

ornegine bakalim. Gauss'un ¢ift olma kosulunun ve bagh ol-
mama durumundaki ikinci kosulun saglandig: kolayca denetlene-
bilir.

Elde edilen binisme cizgesi yandaki gibi olacak.

Denk olarak, ilk iki gerek
kosul, kiris diyagramlari
cinsinden de ifade edilebilir.

1/ Her Kkirisi ¢ift sayida
kiris keser.

2/ Kesismeyen iki kirisi
birlikte kesen kiris say1s1
cifttir.

a, ! ag
as ay
ay as
as a
a P as
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[saretsiz hali w olan isaretli bir @ sdzciigii segin; 6rnegin

Isaretli sozciiklere geri dondiigiimiize gore, bu durumdaki il-
meklerin 7; - ; kesisimlerini bulmay1 biliyoruz. G(w) gizgesinin
her e kenari icin bu hesap bir f(e) € Z/2Z elemari tanimlar. Or-
negin, 1 ve 3 kirigleri kesigiyor. Kenardaki resimde a;’dan a7 "ye
giden (noktal1 yesil) aralikta olup diger kopyasi a3 ve a3 arasinda
(noktal1 mavi) olan hig harf yok. Dolayistyla 1 - 73, mod 2’de
0+ 1’e esittir; bu durumda ¢izgede a; ile a3’ birlestiren kenarin N
tistiine 1 yaziyoruz. Ornegimizde bazi kenarlarim {istiinde 1 go-
riundiigi igin bu igaretli sozciik diizlemde bir daldirilmis egriyle
gerceklenemez.

Her kenar 0'la donatilabilsin diye harflerin isaretlerinde
akillica bir degisiklik yapabilir miyiz diye bakmaliy1z simdi.

Bu f(e)’yle donatma, ¢izgede (degerleri Z/27Z’de) bir 1-
kozincir f olarak diistintilebilir; ¢izgede 2 boyutlu ytiiz olma-

dig1 icin bu f bir 1-kogevrimdir de. w s6zctigtindeki isaretlerin
degistirilmesiyle bu kogevrimin nasil degistigini inceleyelim.
Isaretlerin degisimi {1,...,n} kiimesinden Z/2Z'ye, cizgemizde
0-kozincir olarak da diistinebilecegimiz, bir u fonksiyonunca
tanumlanir. Bu uyla tanimlanmis isaret degisiminden sonra,
G(w) stiindeki yeni f’ 1-kogevriminin basitge f + du’ya esit
oldugunu iddia ediyorum; burada du, u'nun kosinir:. Tamim ge-
regi, bu du'nun bir ¢ kenarindaki degeri, e’'nin iki ucunda u'nun
degerlerinin farkidir (mod 2 ¢alistigimiz i¢in toplamu da olur).
Tek bir harfin, diyelim a;'nin isaretini degistirerek baslayalim.
a; ve a]* harflerini bagli yapan her i, igin, yani G(w) cizgesinin
her kenart igin, isaretleri yalnizca k harfinde degisik w, @' isaretli
sozcliklerinde kesisim sayilarin karsilastirmaliyiz. Eger k sayisi,
i ya da j degilse bu kesisim sayilarinin esit oldugu acik. k =i ya
da k = j oldugundaysa kesisim sayilar1 arasindaki fark 1 (mod 2)
oluyor. Ornegin k = i durumunda su iki say1y1 kargilagtirmaliy1z:
1/ af ve a; arasinda olup da diger kopyasi a; ve a; arasinda

]
olan harflerin sayisi. . . ile

- + . + -
2/ a; ve aj arasinda olup da diger kopyasi aj ve a; arasinda
olan harflerin sayis1.
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Mod 2’de bu fark, a;.’ ve a; arasinda olan a;’den farkli harflerin
sayisidir. Gauss'un ¢ift olma kosulunun saglandig: kabultimtizle
ve al-i ile aji bagl oldugu i¢in, bu say1 tektir. Dolayisiyla tek bir
ay harfinde isaretleri degistirmenin etkisi, G(w) ¢izgesinde bir
ug noktasi a; olan kenarlarin etiketini degistirmek ve diger eti-
ketlere dokunmamaktir. Boylece f' = f + du formiilii bu basit

durumda saglanmistir. Isaretleri teker teker degistirebilecegimiz-

den genel durumu da kamitlamis oluyoruz.

Sonug olarak isaretlerden bagimsiz bi¢cimde iyi tanimli bu
nesne, H'(G(w);Z/2Z) grubunda f'nin kohomoloji smnifidir.

Bu smufin sifir olmasi, bir isaret se¢imi i¢in kogevrimin sifir
olmas1 demektir; yani w isaretsiz sozcligiiniin diizlemde genel
daldirilmis bir egriyle gerceklenebilmesi demektir.

Son olarak, bir ¢izgede bir kohomoloji sinifinin sifir olmasi
icin gerek ve yeter kosul ¢cevrimlerde degerinin hep sifir olma-
sidir. Bu da gayet hesaplanabilir bir algoritma verir. Rastgele
bir w isaretli sdzctigii alin, 1-kogevrimi hesaplayin ve binisme
cizgesindeki her bir ¢evrim {izerinde degerleri toplayn.

Ornegimizde G(w)’daki a; - a3 — as — a; gevrimi 1 toplamini
verir; bu yiizden igaretsiz w sdzciigii diizlemde daldirilmis bir
egriyle gerceklenemez.

Problemin 1972"ye dek tarihgesi icin bakimz'5°%; daha yeni bir
kitap i¢in bakiniz'57.

Bir kirig diyagraminin cinsi

w, n adet kirise sahip bir diyagram olsun. Bir halkanin kenarina
n adet seridi bir sonraki sayfadaki resimdeki gibi w uyarinca ya-
pistirarak kenarli bir S(w) ytizeyi elde edin. Bu ytizeyin, her bir
kenar parcasina bir daire yapistirarak elde edilen kapali ytlizeyin
cinsi olarak tanimlanan bir cinsi vardir; buna kiris diyagraminin
cinsi denir ve g(w) olarak gosterilir.

Moran?5®, bu cinsi hesaplamanin giizel bir yolunu 6nermistir.
n x n bir matris alahm; a;; € Z/27Z. girdisi, a;'nin iki kopyasiyla
a;'nin iki kopyasi baglysa 1, degilse 0 olsun. Béylece binigme
¢izgesinin mod 2 ¢akisim matrisini elde ederiz.

156 B, Griinbaum. Arrange-
ments and spreads. American
Mathematical Society Provi-
dence, R.I., 1972. Conference
Board of the Mathematical
Sciences Regional Confe-
rence Series in Mathematics,
No. 10.

57 C. Godsil and G. Royle.
Algebraic graph theory,
volume 207 of Graduate

Texts in Mathematics. Springer-
Verlag, New York, 2001.

Tali yolda bir sapak.

8 G. Moran. Chords in a
circle and linear algebra over
GF(2). J. Combin. Theory Ser.
A, 37(3):239-247, 1984.


http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0097316584900487
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0097316584900487
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0097316584900487

GAUSS: DUZLEMDE EGRILER 245

Teorem. Bir kiris diyagraminin cinsi, binisme ¢izgesinin mod 2 ¢akigim
matrisinin rankinin yarisina egittir.

Moran'mn verdigi kanit epey karisik ama daha basit bir bi-
¢imde de anlatilabilir.

Kirisler, S(w) ylizeyinde yaylar olarak goriilebilir.

Bu kirisleri dairede yaylar olarak da gorebiliriz.

S(w) ile bu daireyi dis gemberlerinden yapistirarak bir S’(w)
yiizeyini elde edin. Her bir kirisin iki kopyas1 S’'(w) ytizeyinde
by, ..., by ilmeklerini tarif eder; bunlar da §’(w)'nun homolojisini
tiretir. Bu tabanda b; ile b;'nin kesisimi i ve j baghysa 1, degilse
0’dir.

Simdi kapali yonlii bir $(w) yiizeyi yaratmak tizere S'(w)
ytizeyinin kenar pargalarina k tane daire yapistiralim. S’(w)
ylizeyinin $(w) yiizeyine gomiilmesi, mod 2 birinci homolojide
orten bir gonderim belirler zira S(w) yiizeyindeki herhangi bir
ilmek, yapistirilan dairelerden uzaga homotopiyle ittirilebilir.
Fakat bu gomme homolojide birebir bir gonderim tiretmez ¢linkii
daireleri kenarlara yapistirarak (artik dairelerin de kenar1 olan)
kenar parcalarin1 homolojide 6ldiirmiis oluruz. Yine de, orten
gonderimin ¢ekirdegindeki her eleman kenara paralel egrilerin
bir toplamina homolog oldugundan, S(w) tizerindeki kesisim
formunun da ¢ekirdegindedir. Dolayisiyla S’ (w) tizerindeki
kesisim formu, modiilo ¢ekirdegi, S(w) tizerindeki kesisim
formuna izomorftur. Cinsi g olan, kapali, yonlii bir ytizeyin
kesisim formuysa ranki 2g olan ve yoz olmayan bir formdur. =

Lovdsz ve Marx'in bir teoremi

Gauss’un sorusuna farkli bir ¢6ztim de var. Ayrisabilen permii-
tasyonlari, 3142 ve 2413 oriintiilerini igermeyenler olarak tarif
etmemizle de uyum icinde bir ¢6ziim bu. Isin garibi bu teoremin
kanitsiz verilmis olmas1'>?. Okuyucu kanit1 kendi bulur diye
umuyorum.

Diizleme daldirilmis genel bir egrinin ¢ifte noktalarini silme-
nin bir sonraki sayfada gosterildigi gibi iki yolu var. ilkinde egri
iki parcaya ayriliyor; bu durumda istedigimiz parcay: segebiliriz.

Kombinatorik bakis agistyla bu iki iglem soyle ifade edilebilir.

DOIODL

59 L. Lovasz and M. L. Marx.
A forbidden substructure
characterization of Gauss
codes. Acta Sci. Math.
(Szeged), 38(1—2):115-119,
1976.


https://projecteuclid.org/euclid.bams/1183537624
https://projecteuclid.org/euclid.bams/1183537624
https://projecteuclid.org/euclid.bams/1183537624
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- Bir w = allaV sozciiglinden baslayarak a’y1 ve V’de bulunan
tim harfleri silin.

— Bir w = allaV sozciigiinden baslayarak a’y1 silin ve UV}
sozctigiliyle devam edin. (Ttim sozciikleri dongtisel yaziyoruz).

Bir w sozctigii boylece daha az harfli baska sozctikler tiretiyor.
[k sozciik gerceklenebilirse yeni sozciiklerin de gergeklenecegini
yandaki resimlerde de goriiyoruz. Yeni kisa sozciikler iirete-
rek boyle devam edelim. Bastaki w, bu kisa sozciikleri igeriyor
diyoruz.

Teorem. Bir Gauss sozciigiiniin gerceklenebilmesi icin gerek ve yeter
kosul ¢ift n icin ajay---a,a1ay---ay, sozciigiinii icermemesidir.

ajax---a,aiay---a, nin binisme ¢izgesinin n koseli bir tam ¢izge
oldugunu da kaydedelim.

Bir Gauss operadi

Gauss sozctikleri tistiinde bir operad yapisi tanimlayacagim.
Daha dikkatli sdylersem R? =~ C diizleminde isaretli, yonlii,
daldirilmis, genel egrilerle ilgilenecegim. Daha énceden oldugu
gibi burada genel demekle kath noktalarin, yalnizca “iki tegeti
farkli gifte noktalar” olduklarimi kastediyoruz. Isaretli derken de
cifte noktalardan birini “baslangic” noktas: olarak sectigimizi
ve diger ¢ifte noktalarin 1’den n’ye numaralandigin soylemis
oluyoruz.

Diizlem ve egrimiz yonlii oldugu igin her bir ¢ifte nokta bir
riizgar giilii betimler: nokta ¢evresinde kiigiik bir cemberle dort
kesisim noktasi ana yonlerle etiketlenebilir.

Isaretli baglangig noktasini bir evirtimle sonsuza génderir-
sek yonlii iki uzun egriden olusmus bir resim elde ederiz; bu
Ym, Vi : R » R? (mavi ve kirmizi) uzun egrileri su dzelliklere
sahiptir.

* Mavi (ya da kirmizi) egri 4, (ya da y¢) Glineyden Doguya (ya
da Batidan Kuzeye) gider. Daha dikkatle soylersek, t'nin bii-
yiik negatif degerleri icin v, () it'ye, buyiik pozitif degerleri
i¢inse t'ye esittir (y, icin sirasiyla t ve it).
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* Ym ve vy daldirilmis egrilerdir; birlesimleri olan egrinin kath
noktalar: yalnizca 1,...,7n olarak numaralanmis ¢aprazlama 2
. 6 B
cifte noktalardir. - @}/5\)
poa g
Diizlemde yonii koruyan difeomorfilerle degistirebilme kosu- 3

luyla, n adet ¢ifte noktas1 olan ve yukaridaki 6zellikleri saglayan
egri ¢iftlerinin kiimesini I';, diye gosterelim.

I';/’lerin birlesimi {istiinde dogal bir operad yapis1 vardir.

T'¢'nun bir elemani.

Yukardaki gibi n adet numaral: gifte noktas: olan mavi-kirmizi
bir egri ¢ifti (v, ¥x) alalm.

Ardindan (v, ki) (i = 1,...,n) diye n adet mavi-kirmizi
egri ¢ifti segelim; bunlarin sirasiyla ky, ko, . . ., k;, adet ¢ifte noktas:
olsun. (v, vr)'nin ¢ifte noktalarinin ¢evresinden kiiciik daireler
oyun. Numarasi i olan daireye, ana yonleri koruyarak (7, i, vx,;)
egrisini oturtmak istiyoruz...ama bu olanaksiz. Bir daire oydu-
gumuzda mavi egriler Giineyden Kuzeye, kirmizi egriler Batidan
Doguya gidiyor; bu da oturtmak istedigimiz mavi ve kirmizi
(Ym,ir vk,i) egrilerinin Giiney-Dogu ve Bati-Kuzey diizeniyle tu-
tarli degil. Bu sorunun etrafindan dolasmak kolay. (7, i, k) leri
oturtmadan 6nce Kuzeyle Dogunun yerini degistiren yonlii
yaylar iceren standart bir halkay1 oraya oturtmak yetiyor.

Bu kes-yapistir isleminin sonucunda ¢ifte noktalarinin sayisi

k1 +---+k; olan bir egri cifti elde ederiz.
Bu isleme (simetrik) Gauss operadi denir. Bir tireteg kiimesi ve

uretecler arasinda iligkiler bulabilir misiniz?

o o o o 160§ Chmutov, S. Duzhin,
Bu boliimii genis bir agilimla bitirmek i¢in Vasiliev’in diigiim and J. Mostovoy. Introduction

sabitlerine olagantistii ve anlagilabilir bir girig olan su kitab1° to Vassiliev knot invariants.

. . . e e s . . . . . Cambridge University Press,

Oneririm. Vasiliev'in diigiim sabitlerinde, kiris diyagramlari can Cambridge, 2012.

alic1 bir gorev iistlenmektedir.


https://arxiv.org/abs/1103.5628
https://arxiv.org/abs/1103.5628
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“Agag” icin Kanyji isareti.



Analitik kiris diyagramlari:

bir algoritma

BU BOLUMDE HEDEFLERIMIZDEN BiRINE ULASIYORUZ: diizlem-
sel gercek analitik bir egrinin bir tekil noktasinin komsulugunda
ortaya ¢ikan kiris diyagramlarinin algoritmik bir tarifi. ..

Hatirlayalim: boyle bir egri tekil nokta ¢evresinde kiictik bir
¢cemberi ¢ift sayida noktada keser; bu noktalar cift cifttir; her bir
cift gercek bir dala karsilik gelir.

Bu yapi, her harfin tam olarak iki kez gértindigii 2n uzun-
lugunda doéngtisel bir sozciik olarak diistiniilebilir. (Burada
harflerin ad1 dnemsizdir.) Daha titiz (ve kesin) olmak istersek,
dongiisel permiitasyonlarla esleniklerini ayni tutma kaydiyla,
Z[2nZ. tizerinde sabit noktas1 olmayan ve karesi birim olan gon-
derimleri konu ediyoruz esasen. Bir cembere 7 tane kiris ¢izmek
de ayru seyi tarif eder.

Bu 2n uzunlugundaki kiris diyagramlarinin toplam sayisi birgok
makalede calisilmistir. Ornegin diigiim kuraminda giiclii kokleri
olan su (;ah§maya161 bakin. Dongiisel sdzciikler yerine 2n uzun-
lugunda, her harfin tam iki kez goriindiigii ve harflerin adlarmin
onemsiz oldugu standart (dongtisel olmayan) sozciikleri arastir-
saydik isimiz kolay olurdu. S6zctigiin ilk harfini yazin, ilk harfin
0zdesi diger harf icin geriye kalan 21 - 1 bos yerden birini segin,
ardindan ikinci harfi ilk uygun bos yere yazin, 6zdesi diger harf
i¢in geriye kalan 2n - 3 yerden birini segin vs. Dolayisiyla bu s6z-
ctiklerin toplam sayist (2n—1) - (2n—3)---3-1 olur. Bu sayilar kimi
zaman ¢ifte faktoriyel diye adlandirilir ve (2n —1)!! olarak gosterilir.

Ug dalli bir egri.

b

abaccb

Bazen “kiris diyagrami”nda

“kirig” sozctigiinii kaldiriyo-

rum.

101 A Stoimenow. On the

number of chord diagrams.
Discrete Math., 218(1-3):209—
233, 2000.


http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0012365X99003477
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0012365X99003477
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Kombinatorik 6zelliklerinin bir sunumu icin bakimz02,

Dongtisel permiitasyonlar: da hesaba katmak igin insan
(2n -1)!"i 2n’ye bolmek istiyor ama kimi sozciiklerin simetrileri
var. Dolayisiyla kombinatorik hesabin daha kurnazca yapilmasi
gerek. Yine de bu gozlemlerden anliyoruz ki 2n uzunlugundaki
kiris diyagramlarinin sayis1 # cinsinden stiiper-iissel artiyor.

Kiris diyagramlarinin ¢ok ufak bir kisminin analitik oldu-
gunu, yani analitik diizlemsel bir egrinin tekilliginden geldigini
gorecegiz.

Bir gerek kosul

Kitabin ilk boltimtinde ayrisabilen herhangi bir permiitasyon igin
ardisik imgelere sahip ardisik iki saymin var oldugunu gosterdi-
gimizi hatirlaym. Bir permiitasyonun ayrisabilip ayrisamamasina
karar veren algoritmay1 kurmamiza olanak veren kilit noktaydi
bu. Simdi analitik kiris diyagramlari i¢in de benzer bir 6zellik
kanitlayacagim.

Eger bir diyagramda ardisik iki nokta asagida soldaki re-
simdeki gibi bir kirisle birlesiyorsa boyle bir kirise miinferit
diyecegim. Eger iki kiris ikinci (ya da tigtincii) resimdeki gibi-
lerse, yani karsilik gelen a, b harfleri dongtisel sozctikte ---ab---ba--
(ya da ---ab---ab---) seklinde goriintiyorsa, bu kirislere paralel (ya
da antiparalel) denecek. Son olarak, dordiincti resimdeki gibi iki
kiris bir yaba (---a---bab---) olusturuyor denecek.

Temel lemma ©. Analitik bir kiris diyagrami ya bir miinferit kiris ya
bir paralel veya antiparalel kirig ¢ifti ya da bir yaba icerir.

102D, Callan. A combinatorial
survey of identities for the
double factorial. 2009.

Dikkat! (2n - 1)!! ¢ifte
faktoriyeli ne faktoriyeldir
ne faktoriyelin faktoriyelidir
ne de tinlem isaretidir!

Stirling formilint kulla-
narak n sonsuza giderken
(2n-1)in V2 (2)" erlos™
ifadesine denk oldugunu ka-
nitlayin. Bu yiizden (2n —1)!!
stiper-iissel biiytiyor. Ama
daha hizli biiytimiiyor: or-
negin bu ifade, herhangi

e>0veA >1igin can'™
ifadesinden daha kiigtik.

© Kimi teoremler ve lem-
malar o kadar tinltiidiirler
ki “Teorem A, B” (Cartan)
veya “Temel lemma” (Ngo)
gibi laflar kullanmak adeta
yasaktir.

il ol


arXiv:0906.1317
arXiv:0906.1317
arXiv:0906.1317
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Onsozde ifade ettigimiz teoremin buradan hemen ¢ikar.

Teorem. Bes daldan olusmus ve dallari kiigiik bir cemberi yandaki
resimdeki gibi kesen diizlemsel, tekil bir analitik e§ri yoktur. o]

Haydi patlatalim

Analitik (gercek) diizlemsel bir egrinin bir tekil noktasiyla
baslayalim ve noktay1 bir kez patlatalim. Sonug bir Mobius seridi-
dir; tekil noktalar: seridin kemerinde, yani istisnai bolenindedir.
Eger isler yolunda giderse tekil nokta, muhtemelen daha basit,
birkag tekil noktaya ayrilir. Bunlarmn hepsini de patlatalim. Tk
patlatmanin ardindan bolende halen tek bir tekil nokta varsa bile
bu noktay1 ikinci kez patlatarak devam edelim. Patlatma islemini
gerektigi kadar siirdiirelim. Bir siire sonra tekilligin ¢oziinecegini
biliyoruz. Bu da su demek: bastaki egrinin kat1 doniistim{i, is-
tisnai boleni gaprazlama kesen n adet piiriizsiiz analitik egrinin
ayrik birlesimidir.

Burada istisnai bolen, gergek izdiistimsel dogrularin bir birle-
simidir; bunlar da birbirlerini ¢aprazlama kesen ¢emberlerden
baska bir sey degildir. Koseleri bu izdiisiimsel dogrular olan

Olanaksiz beg dal.

Harika bir Quipu: Inkalar
tarafindan istatistiksel veriyi
kaydetmek i¢in kullanilmis,
diigiimlii iplerden olusan
bir arag. .. Patlatilmig bir
izdiistimsel dogru gibi

degil mi? (Centro Mallqui,
Leymebamba, Peru)
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bir ¢izge diistiniin; iki izdiisiimsel dogru kesisiyorsa karsilik
gelen koseler bir kenarla birlesmis olsun. Bu ¢izgenin bir agag
oldugunu gormek tiimevarimla kolay zira tekilligin yok edilmesi
i¢in tiimevarimsal siirecin her adiminda ya istisnai bolenin pii-
riizsiiz bir noktasini patlatiyoruz ya da iki izdtistimsel dogrunun
kesigim noktasini. ilk durumda agaca yeni bir yaprak agilaniyor;
ikinci durumdaysa bir kenar iki kenara ayriliyor. Ik patlatmadan
gelen ilk izdiistimsel dogru bu agacin kokii olarak segilebilir.

Hatta istisnai bolenin kat1 doniistimii kesen parcalarini, tekil-
ligi yok eden agacin yapraklari olarak kabul edebiliriz. Istisnai
bolenin #n adet noktasini, gerekiyorsa birer kez daha patlatip yeni
izdtistimsel dogrular yaratarak siirecin sonunda her bir izdiistim-
sel dogrunun kat1 dontistimiin en fazla bir noktasini icermesini
saglamak elverisli olacak.

Toparlayalim. R?’de bagnokta cevresinde F(x,y) = 0 denkle-
miyle tarif edilmis analitik bir C egrisi verildiginde su nesneleri
insa edebiliriz.

¢ Kenari yonlii ve baglantili olan bir S yiizeyi.

¢ Birbirini ¢caprazlama ve en fazla bir noktada kesen birkag
¢emberden olusmus bir istisnai bolen E c S...Karsilik gelen
cizge kokli bir agactir. E ¢ S gobmme fonksiyonu bir homotopi
denkligidir.

¢ S iizerinde bulunan ve E’yi caprazlama kesen piiriizsiiz ana-
litik B4, ..., Bx yaylarimn ayrik birlesimi C...E'nin baglantili
bir parcast agacin bir yapragi degilse C ile kesisimi bostur; bir
yapragiysa kesisim en fazla bir noktadir. Ayrica C'nin S'nin ke-
narina ¢apraz oldugunu ve her f; yaymin kenar iki noktada
kestigini varsayabiliriz.

e E’yi bagnoktaya sondiiren bir ¥ : S - R? fonksiyonu. .. Bu
sondiirme fonksiyonu S \ E’den delinmis kiigtik bir daireye
difeomorfidir ve C'yi tekil egrimiz C’ye ¢okertir.

S’deki her bir ilmegin ya yonii korudugunu ya da ters ce-
virdigini hatirlayin. Bir yiizeyde yer alan ve bir x noktasindan
yalnizca bir kez gecen kapali, daldirilmis bir 7y egrisi alalim.

=

RN
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Yiizey x’te patlatildiginda y'nin kat1 déntistimiiniin (patlatil-
mis ylizeyde) kendiyle mod 2 kesisim sayisi, y'nin (ilk ytizeyde)
kendiyle kesisiminden 1 fazladir. Timevarimla insada, bir izdii-
stimsel dogru istisnai bolende ilk kez goriindiigiinde bir Mobius
seridinin kemeri olacagindan dogrunun kendiyle kesisimi 1 olur.
Daha sonra dogrunun bazi noktalar: patlatilabilir. Bu patlatmalar,
bolenin bir pargasinin davranigini bir yonii-koruyan, bir ters-
ceviren diye sirayla degistirir. Bir 6nceki sayfanin kenarmdaki
resimler (alt1 adet dogru, alti bogumlu bir agag ve alt1 adet cem-
ber), kolyelere iliskin béliimde incelenen 6rnegin ayrusidir; alt1
patlatmayla elde edilmistir. Resimlerde Mobius seridine karsilik
gelen parcalar1 maviyle gosterdim.

E’'nin pargalarindan bazilari tekilligi yok edilmis C egrisini ke-
serler, yani tekilligi yok eden agacin bazi yapraklarini tanimlarlar.
O yapraklara renkli diyelim. Bazi1 yapraklarin renkli olmayabilece-
gini gozlemleyin.

E’nin her parcasi igin bir yon segersek karsilik gelen agacta
her bir bogumun yavrularinin dogrusal siralandigini ve agacin
diizlemsel oldugunu da gorelim. Yonlerin ters ¢evrilmesi bu
siralamay1 da tersine gevirir.

Bir ornek

Yandaki kolyeye bakin. Bu nesneyi Mobius kolyeleri boliimiinde
de tartismistik. Alt1 kez patlatma, ikisi yonlii dordii yonsiiz, alt1
serit tiretir. Istisnai bolen, alt1 seridin alt: kemerinden olusur.
Tekilligi yok edilmis egri, a, b, ¢ diye etiketledigimiz ti¢ kirmizi
yaydan olusur; bunlardan her biri S'nin kenarin iki noktada
keser. En yukarda y ekseninin kati doniisiim{iinii siyah olarak
goriiyoruz. S'nin kenarini dolanirken karsilik gelen analitik
kiris diyagramini okuyabiliriz. Oku izleyerek abacbc sozctigiinii
okuyoruz. Oklar izlemenin kolay olmadigimi kabul ediyorum!

Temel lemmanin kaniti

[k basit gozlemimiz, bir kirisi silme igleminin bir analitik diyag-
rami1 baska bir analitik diyagrama donitistiirdtigii. Bu islem, bir
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dali silmeye karsilik geliyor.

Analitik diizlemsel bir egrinin bir tekilligine karsilik gelen
bir w kiris diyagramiyla baslayalim. Daha 6nceki gibi tekilligi
yok eden bir agag alalim. S ylizeyinden E istisnai boleni tizerine,
homotopi denkligi olan bir 7t izd{istimti vardir. Bir x € E noktas1
eger 7r'nin olagan noktastysa 777! (x) lifi, S'nin iki kenar nokta-
sin1 birlestiren bir yaydir; x iki cemberin kesisim noktasiysa x’in
lifi bir ¢arpidir.

Agacin herhangi bir L bogumunu, yani E’yi olusturan iz-
diistimsel dogrulardan birini alalim. L’den koke giden tek bir
bogumlar silsilesi vardir. Resimdeki gibi S’yi ayrik iki yay bo-
yunca keserek S’de L’yle kdkiin bagini koparalim. Bu iki yayin
dort ug noktasi S'nin kenar1 olan ¢gemberi dort araliga ayirir.
Bunlardan (kirmizi renkli olan) ikisi agacta “L’de veya daha asa-
g1da olanlara” karsilik gelir. Dolayisiyla S'nin kenarini dolanip
kirig diyagramini okuyunca iki ayrik harf aralig:1 buluruz; bunlar
L'nin asagisindadir ve bunlarin birlesimi, harfleri ikizlerine gon-
deren fonksiyon altinda sabittir. L'nin asagisinda renkli yaprak
yoksa bu araliklar pekala bos da olabilir; ama eger L'nin asag1-
sinda renkli yaprak varsa bu araliklardan en az biri bos degildir,
digeri hala bos olabilir.

Ozetle, agacin her L bogumu, w'nun bir altdiyagrami olan bir
w(L) kiris diyagrami tanimlar; iistelik w(L) “baglantilidir” yani
harfleri w’da bir ya da iki aralik tanimlarlar.

Koklii bir agaci, bir soy agaci olarak diistiniin; kok, soyun
kurucu anasi olsun. Her bogumun birkag¢ délii vardir, bunlardan
bazilar1 renkli yapraklardir. Délleri arasinda en az iki renkli
yaprak olanlar aile bireyleri icinde en genglerden biri L olsun.
L’nin yavrular: arasinda en az bir renkli dolii olanlarin (L’deki
siralamaya gore) listesi Ly, ..., Ly olsun. Oncelikle k > 2 olur
¢linkti aksi durumda L'nin yavrularindan birinin en az iki renkli
dolii olurdu. Ayni nedenden 6tiirti her L;'nin tek bir renkli doli
vardir.

Simdi S’yi bir sonraki sayfanin yanindaki gibi, L1 ve L;"yi kok-
ten ve diger renkli yapraklardan ayiracak bicimde kesin. Eskisi
gibi S'nin kenarinda, birlesimleri ilk diyagramdan tam tamina
dort nokta igeren, iki (yesil) aralik elde ederiz; bu noktalar iki

WNNZ4
2\

7t'nin lifleri. . . S’den E bo-
lenine giden 7’yle S’den
daireye giden ¥’yi karistir-
mayin; ¥, E’yi bir noktaya
sondtirtiyor.

Yesiller renkli yapraklar!
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kirige kargilik gelir. Iki aralikta iki kirisi diizenlemenin soyle
oniki yolu var:

Sists
atata
Eisis
2

S{HE

Her durumda ya bir miinferit kiris var, ya bir yaba, ya da bir
paralel veya antiparalel kiris ¢ifti.

Temel lemmanin kanit1 boylece biter. =

Analitik olmayan daha fazla diyagram

Bir analitik kiris diyagramindan bazi harflerin silinmesiyle

yeni bir analitik diyagramin iiredigini gézlemlemistik. Analitik
olmadig1 halde bir tek kiriginin silinmesiyle analitik olan bir
diyagrama basitce analitik degil diyelim. Bir kiris diyagraminin
analitik olmasuyla basitce analitik olmayan bir diyagram: icermeme-
sinin denk durumlar oldugu bariz. $imdi, bir permiitasyonun
ayrigsabilmesi, (2,4,1,3) Kontsevich permiitasyonunu ya da tersi
(3,1,4,2) permiitasyonunu igermemesi demekti. Dolayisiyla ba-
sit¢e ayrisabilir olmayan yalnizca iki adet permiitasyon vardar.
Kiris diyagramlar s6z konusuyken durum biraz daha karigik.

Teorem. Basitce analitik olmayan kiris diyagramlarmin sayist sonsuz-
dur.

Simdi Cy, (n > 5) diye gosterecegim bir 6rnek vereyim. Cem-
berin tizerinde dogal siralamasiyla Z/2nZ'nin 2n adet noktasini
diistinelim. Kiris diyagramin 2k ile 2k + 3 (k = 1,...,n) nokta-
larmn birlestirerek insa edelim. n = 5 durumunda bes kirigli bu
diyagram bizim eski analitik olmayan diyagram 6rnegimizdir.
Ayni nedenden 6tiirii, n > 5 i¢in higbir C,, diyagrami da analitik
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degildir. Bir harfi silindiginde kalan diyagramm analitik oldu-
gunu gostermeliyiz hala. Bunun icin de analitiklik icin bir yeter
kosul lazim. Bir kiris diyagraminin analitik olup olmadigina karar
veren basit bir algoritma isimizi gorecek.

Teorem. Su algoritma bir kiris diyagraminin analitik olup olmadigina
karar verir:

1. Ne miinferit bir kirig, ne bir yaba ne de bir paralel ya da antiparalel
kirig cifti yoksa diyagram analitik degildir.

2. Eger miinferit bir kiris varsa, bunu silerek devam edin. Bir yaba
varsa “kiigiik kirigi” silin, sapima dokunmayin. Bir paralel ya da
antiparalel kirig ¢ifti varsa bu kiriglerden birini silerek devam edin.

3. En sonunda bos bir diyagram elde ederseniz ilk diyagram analitiktir.

Kanit kolay. Gostermemiz gereken, w diyagrami w’dan algo-
ritmadaki gibi bir kiris silinerek elde edilmigse ve w analitikse
w'nun da analitik oldugu. Bunun tersini kanitlamak kolay: w
analitikse, bir dal silmeye karsilik geldigi i¢in w da analitiktir.
Simdi yeni bir dal eklemeliyiz.

Bir S yiizeyi ve tekil bir noktas: i¢in bir tekilligi yok etme
siireci secelim. Bir kirise karsilik, kenardaki iki noktay1 birlesti-
ren, bir x noktasinda boleni ¢aprazlama kesen, (yanda maviyle
¢izilmis) piirtizsiiz bir y yay1 gelir. S ylizeyinde y’ya ¢ok yakin,
yine bolene ve ayni1 zamanda 7'ya da ¢aprazlama, 1/’deki gibi
yeni bir analitik piirtizsiiz (kirmiz1) o egrisi ekleyelim. S'nin
sondtrtilmesi bir fazla dala sahip yeni bir tekil nokta tiretir. Yeni
diyagram, kenarm yoniine bagl olarak, ilk kirise paralel ya da
antiparalel yeni bir kirise sahiptir elbette. 7" egrisini 2/’deki
gibi v’ya x’te kuadratik olarak teget secerek diger parallel ya da
antiparalel durumu elde ederiz. Sap1 verilmis bir yaba yaratmak
isterseniz, 3/ teki gibi, 7'ya yakin ve bolene kuadratik olarak
teget, piirtizsiiz bir ' egrisini eklemek yeterlidir. Son olarak, bir
harfin hemen ardina miinferit bir kiris eklemek i¢gin 4/’teki gibi
yapmak yeterlidir. o]

Algoritmamizi biraz oénceki C, (n > 5) diyagraminda deneye-
lim. Bir kirisi silince dongtisel olmayan, n — 1 kiriglik bir zincir
elde ederiz. Ilk iki u, v kirisi bir yaba olusturur; dyleyse birinci
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kirisi silerek devam edebilir ve bdyle boyle sonunda tek bir kirig
elde ederiz. Demek ki bu diyagram analitiktir. Dolayisiyla basitce
analitik olan sonsuz adet diyagram vardur.

Bilgisayar kullanarak

Analitik kiris diyagramlarini saymak igin kiigiik n degerlerini
denemek iizere bilgisayar kullanalim. Bunu yapmak kolay. On-
celikle, her harfi tam iki kez goriinen, 2n uzunlugunda olasi
tiim sozctiklerin bir listesini yapiyoruz. Buradaki tek ince is, s6z
konusu sozciiklerin dongiisel oldugunu hesaba katmak. n < 7
i¢in sonug soyle:

n 2131 4[5 6 7

Sozctikler 3 | 15 | 105 | 945 | 10395 | 135135
Kiris diyagramlar1 | 2 | 5 | 18 | 105 | 902 9749
Simetriye gore 215 | 17 | 79 554 5283

Bu tabloda,

— Sozciikler derken “ig¢inde her harfin tam iki kez gortinduigii
2n uzunlugundaki sozciikler” kastediliyor. Bu sozctiklerin sayisi
2n - 1'in ¢ifte faktoriyelidir.

— Kiris diyagramlari, tanimladigimiz gibi, dongiisel permdiitas-
yonlar kadar degisme serbestligiyle belirlenmistir.

— Bir dogruya gore simetri altinda bir kirisin imgesi yine bir
diyagramdir; ayni diyagram olabilir de olmayabilir de. .. “Simetriye
gore” satir1, bu dihedral simetrilerle birbirine gidenleri bir tuta-
rak sozctikleri say1yor.

Simdi analitik diyagramlar: sayabiliriz. Biraz ¢nce anlattigimiz
algoritmay kullanarak bunu yapmak temelde zor olmamal.

Sonug soyle:
n 2|3/ 4| 5 | 6 7
Analitik diyagramlar | 2 | 5 | 18 | 102 | 817 | 7641
Simetriye gore 2 (5|17 | 76 | 499 | 4132

Demek ki n < 4 i¢in tiim diyagramlar analitikmis.
5 kirigli 105 diyagram iginde yalnizca yandaki 3 0rnek analitik degil.

The On-Line Encyclopedia of
Integer Sequences (Tamsay:
Dizilerin Internet Ansiklo-
pedisi), A007769, A054499,
A279207, A279208. Tkinci
tablodaki iki diziyi Neil
Sloane bu kitabin ilk haline
dayanarak ekledi.

Pl

Basitce analitik olmayan 5
kirigli 3 adet kiris diyagramu.


https://oeis.org/A007769
https://oeis.org/A054499
https://oeis.org/A279207
https://oeis.org/A279208
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[k diyagrami Cs adiyla halihazirda taniyoruz. Digerlerini
% ve & olarak gostereyim. Ilk diyagrami tahmin etmek benim
i¢in zor degildi ama itiraf ediyorum: digerlerini elle bulamadim,
bilgisayarla buldum.

6 kirisli 902 diyagramin 85 tanesi analitik degil. Ancak bir ¢o-
gunun analitik olmamasi, analitik olmayan bir altdiyagram
igermelerinden kaynaklaniyor. 6 kirisli diyagramlardan yalmizca
ikisi basitce analitik degil; yani kendileri analitik olmamakla
birlikte tiim altdiyagramlar: analitik.

Bunlardan ilkinin, basit diyagramlarin olusturdugu sonsuz C;
ailesinin bir tiyesi olan C4 oldugunu fark edin. Cg, her (mod 12)
¢ift k'nin k + 3’e (mod 12) birlestirildigi Z/12Z"ye karsilik gelir.
Ikinci diyagram ise XX ile gosterilecek.

7 kirisli 9749 diyagramdan, 2108 tanesi analitik degil. Basitce
analitik olmayanlara bir 6rnek Cy.

Bir sonraki boliimde bilgisayarimin, basitce analitik olmayanla-
rin tamamin buldugunu gosterecegim.

Isaretli kirig diyagramlari

Bu boliimii daha genel bir baglama oturtarak sonuglandirmak
i¢in perdelerin ardinda gizli bir operad yapisin tarif etmek
istiyorum. Analitik kiris diyagramlarin biraz giiclendiren bir
kavrami tanitarak baslamak elverisli olacak.

Algoritmamizin bir diyagramin analitik olup olmadigina ger-
cekten karar verdigini kanitlarken kilit nokta yeni bir dal ekleme
olanagiydi. Oysa simdi anlatacagim gibi, daha karisik tekillikler
de eklenebilirdi. Daha 6nce oldugu gibi bir C egrisi i¢in bir tekil-
ligi yok etme siireci alalim. Elimizde bir S ytizeyi, bir E boleni
ve E’yi sonlu adet noktada, py, ..., p,s'de, caprazlama kesen bir
plriizsiiz B4, ..., By egriler toplulugu var; burada n gergek dal-
larin sayisi. Bu noktalardan birini, diyelim p;’i alalim. Simdi n,
adet gercek dali olan bagka bir tekil C; egrisi segelim; bu egrinin y
eksenini icermedigini kabul edelim. 5’1 silip yerine S ytiizeyine
Cy’in bir kopyasini 6yle koyalim ki C;’e ait y ekseni E bolenine
ve Cy’in tekil noktasi p;’e otursun. Ardindan C;’in o kopyasiyla
B2, ..., Bx’lerin birlesimini topluca sondiirebiliriz. Sonug yeni bir

0%t

6 kiriglilerden basitce
analitik olmayan 2 adet kirig
diyagrami.

b
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tekil noktadir, n + 11 — 1 dali vardir, C'nin dallarindan biri C;’in bir
kopyasiyla yer degistirmistir.

Karsilik gelen kiris diyagramlarinda bu gesit islemlerin etkile-
rini inceleyelim. C;’e karsilik gelen diyagramda 2n7 uzunluktaki
sozcligil y ekseninin Sol ve Sa§ diye iki parcaya ayirdigini gorii-
yoruz. 2(n + n1 — 1) harfli yeni kiris diyagraminda eski 2n harfli
diyagramdaki iki 6zdes harf yerine, iki aralik, Sol ve Sag, gelmis.
Bu stirecte Sol ve Sag’daki harflerin siralarinin ters olabilecegi
konusunda da dikkatli olmamiz gerekir. Zira S'nin yonlii kena-
riyla B1’in iki kesisimi farkli isaretlerde olabilir. Ustelik S yonlii
olmadigindan ve E’ye yon verilmemis oldugundan C;, S'nin igine
dort bigimde konabilir.

Baska tekil egriler Cy, .. .,C; kullanarak C'nin diger dallarina
ayni islemi uygulayabiliriz elbette.

Tiim bu gozlemler bizi su tanima gotiiriiyor.

Tanim. Karenin karsilikli iki kenar1 {-1,1} x [-1,1] tistiinde
(kenarlari, yonii koruyan homeomorfileriyle degistirebilmek
kosuluyla) verilmis 21 adet afl, ...,at! noktasina isaretli bir kiris
diyagrami denir.

Bu diyagramlarin, standart diyagramlara gore fazladan 6zel-
liklerine bakalim. Isaretli diyagramlarm bir solu ve bir sag1

vardir. Ayrica her a; kirisi 1’den n’ye bir i sayisiyla isaretlenmis ve

ai‘l’den af’l’e yon verilmistir.

Analitik olan, yani y eksenini icermeyen, F(x,y) = 0 analitik eg-
rilerinden gelen isaretli kiris diyagramlarin kiimesini AMC diye
gosterelim. Isaretli bir diyagramin analitikliginin ne kiriglerin
yonlerine ne de isaretlere bagh olmadigin fark edin.

Okurun AMC tizerindeki operad yapisini artik tahmin ettigini
saniyorum. 7 Kirisi olan isaretli, analitik bir w diyagrami alalim.
Sirasiyla ki, ..., k, adet kirise sahip olan isaretli, analitik n adet
wy, ..., wy kiris diyagrami verilmis olsun. w'nun (wy, ..., wy)
tizerine etkisini soyle tanimlayalim. w diyagraminda her a; kiri-
sini kalinlastirarak dikdortgenler olusturun. ai_l’leri ve a;rl’leri
bu dikdortgenlerin sol ve sag kenarlari olarak kullanin. Sonra
w1, .., wy diyagramlarini, isaretlere ve yonlere uyarak bu dik-
dortgenlere yerlestirin. Kirigleri sozliik siralamasina gore 1’den

ki + ko +...+k;'ye kadar yeniden adlandirin. Bu islem, biraz

Sag= a1ay, Sol= ayaa3a3

Sol ya da Sag bos olabilir.

F(x,y) = 0 denkleminde
(x,¥)'nin yerine (-x,y)
veya (x,—y) veya (x,xy)
yazabiliriz.

(x,y) = (x,xy)

dontistimii diisey dogrular:
kendilerine gotiirtir; x =

0 eksenini basnoktaya
cokertirken x < 0 igin diisey
dogrularmn yonlerini ters
gevirir. Bu bir sondiirme
fonksiyonu oldugundan
sasirtict bir durum yok. Bu
dontistimiin karesi de (x # 0
iken) diisey dogrularm
yoniinii korur.

Isaretler ve yonler, her bir
kirise hangi isaretli diyagra-
min nasil eklenecegine dair
bilgiyi saglama isini goriiyor.

-1
a a1

a2+1

!

a3+1

2t
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once agikladigimiz analitik egrilerin eklenmesi islemine kargilik
geldiginden sonug yeni bir isaretli, analitik kiris diyagramidir.

Boylece AMC, dogal bir operad yapisina sahip olur. Tam
soylemek adina sunu da saptayalim: simetri gruplarinn, kiris-
lerin isaretlerini karistiran dogal etkisi, bu operadin simetrik
oldugunu da gosterir.

Kiris diyagramlarimin sayisini sinirlayalim

n kirige sahip analitik diyagramlarin sayis1 A, ye iliskin kesin
bir bilgiye sahip olmak harika olurdu. Ornegin ¥ A,t" {ireteg
serisi i¢in agik bir formiil, A,'nin tissel biiytime hizini tam
olarak belirlerdi. Ne yazik ki bu seriyi hesaplayamadim ©. Bu
boliimde temel lemmanin en azindan makul bir sinur verdigini
gOsterecegim.

Ikili, koklii diizlemsel sonlu bir agag alin. Kokii de dahil ol-
mak iizere her i¢ bogumuna, yanda gosterilen iki kirisli isaretli
alt1 diyagram orneginden birini atayin. Kardeslerin diyagramla-
rini1 ananin diyagramina yerlestire yerlestire ilerleyerek sonunda
bir isaretli analitik diyagram, ve hatta etiketleri, yonleri ve kare-
nin kenarlarini da unutarak bir analitik diyagram elde edilir.

n kirisli tim analitik diyagramlari bu tarifle tiretilebilecegimi
iddia ediyorum. 7 = 2 i¢in bu dogru zira iki kirisli iki diyagram
da (bagh olan ve olmayan) alt1 6rnekte isaretler unutuldugunda
beliriveriyorlar. $Simdi 7 + 1 kirisli analitik bir w diyagrami alalim
ve temel lemmay1 ¢alistiralim. Diyagramda ---aa---, ---ab---ba---,
--ab---ab--- ya da ---b---aba--- buluruz. aa buluyorsak, dongtisel
sirada a’dan dnce gelen harfe b diyelim. Algoritmamiz a’y1 silerek
n kirigli yeni bir analitik diyagram @ tiretir; buna da tiimevarim
uygulayabiliriz. Demek oluyor ki @ diyagramina isaretler ve
yonler “giydirilerek” yukardaki gibi bir ikili agacm {iriinii haline
getirilebilir. Bizim w diyagrami da @ diyagramina bir ya da iki
kiris eklenerek elde edilir. Alt1 6rnegimizi operaddaki ekleme
isleminde kullanilmasi, bu hamleyi yapmaya yetiyor; kontrol
etmek kolay. Dolayisiyla w, n + 1 yaprakl bir ikili agactan ayni
tarifle insa edilir.

Yaprak adedi 7 olan ikili, koklii bir agacin (kok de dahil) n -1
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i¢ noktas1 oldugundan i¢ noktalarinda 6"! adet olas isaretleme
bulunur. n yaprakl ikili diizlemsel agaglarin sayis1 (n - 1)’inci
Catalan sayisidir. Boylece su kaba tahmini elde ederiz.

Teorem. n kirisli analitik kiris diyagramlarinin sayist Ay, (n —1) inci
Catalan sayis1 C,,_1in 6" katindan kiiciiktiir.

Bu arada, n sonsuza giderken %log C, ifadesinin log4’e yakin-
sadigini hatirlaym. Dolayisiyla

lim sup % log A, <log(24)

buluruz.

Son olarak, n harfin herhangi bir permiitasyonu, kirisleri ka-
renin iki kenarindaki noktalar: birlestiren n kirisli bir diyagram
olarak goriilebilir. Ayrisabilen permiitasyonlar da isaretli analitik
diyagramlar: tiretir. Ayrisabilen permiitasyonlar1 daha énceden
saymis oldugumuz i¢in A, nin artisina iliskin bir altsinir elde
etmis oluruz:

liminf 1 log A, > log(3 +2V/2).
n
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Tek ya da iki parca yatay ¢ubuklarin alt1 tanesinin {istiiste ¢izilmesiyle olusan Cin altili-dizimleri

(hegzagramlar) 2° = 64 adettir. Bu sekiller, 2500 y1l 6nce yazilmis ve genellikle kehanet igin kullanilan

Yi Cing’de — Degisimler Kitab1 — bulunmaktadir. Ozgiin hallerinde, Imparator Wen'e ithaf edilen

gizemli bir siralamaya konulmuslards; bu siralamanin sirr1 halen uzmanlarca ¢oziilmeyi bekliyor. Bin

y1l 6nce Shao Yong bunlar1 bir cemberde ve bir karede resimde gortildugii gibi siralamistir. Bir cizvit

olan Joachim Bouvet bu siralamanin bir kopyasini 1701’de Leibniz’e gonderdi; Leibniz bu siralamay1

ikili agilimla agiklad ve ikili diizende aritmetik konusunda ilk diizenli yorumlamay1 kagida gecirdi. Bu

olay, bat1 bilimiyle dogu felsefesinin etkilesimine ilging bir 6rnektir. Bu béliimiin son kisminda Yi Cing

tizerine biraz daha konusacagim. ©



Analitik kiris diyagramlari:

binisme ¢izgeleri

RASTGELE GEZINTILERIN KEYIFLI TARAFLARINDAN BIRI siirpriz-
lerle dolu olmast. Lyon’daki Ecole Normale Supérieure’de bir lisans
ogrencisi olan Christopher-Lloyd Simon, bu kitabin ilk taslagimni
okumay ictenlikle kabul etmisti. Bir 6nceki boltiimiin ilk halini
okurken aklina tartismayi kiris diyagramlarindan ilgili binisme

cizgelerine tasimak gibi parlak bir fikir gelmis. Diizleme daldiril-
mis genel egrilerle ilisiklestirilmis Gauss sozctiiklerini incelerken
bu kavramla karsilagmistik. Bir kiris diyagrami verildiginde, Christopher-Lloyd Simon.
binisme ¢izgesinin koseleri diyagramin kirisleriydi; ¢izgenin ke-

narlariysa bash (yani kesisen) kirisleri birlestiriyordu. Her ¢izge

bir diyagramdan gelmeyecegi gibi birden ¢ok diyagramdan da

gelebilir. Yine de analitik diyagramlardan gelen binisme ¢izge-

leri incelemek kolay oldu. Tatlinin serbetiyse o ¢izgelerin kirk

yil 6nce tamamen farkl bir baglamda tanimlanmis ve ¢ok iyi

anlasilmis olusuydu. Bu yeni bakis agis1 sayesinde basitce analitik

olmayan kirig diyagramlarinin tam bir listesini ¢ikaracagiz.

Ayrigabilen permiitasyonlar, yeniden

Asagida konusacaklarimiza temel olsun diye, ¢ok daha basit bir

durumu, ilk bolimlerde inceledigimiz polinom sira degisimlerini

(diger adiyla ayrisabilen permiitasyonlari) tekrar konusalim.
Simdi 7, {1,...,n} kiimesinin bir permiitasyonu olsun. 7t

ile ilisiklestirilen G(7r) permiitasyon ¢izgesi, {1,...,n} koselerine
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sahiptir; eger 7, (i,]) siralamasini ters geviriyorsa i ile j arasinda
bir kenar vardir. Bu, her iki kenarinda da n harf bulunan isaretli
bir kiris diyagramina karsilik gelen binisme ¢izgesidir de aym
zamanda.

Eger 7t bir polinom sira degisimiyse en azindan ardigik iki
tam sayinin ardigik imgelere sahip oldugunu biliyoruz. Oyleyse
bunlara karsilik gelen kirislerden birini kesen bir kirisin digerini
de kesmesi gerektigini sdyleyebiliriz.

G(m) cizgesinden baktigimizda bu gozlem su tanimi akla
getiriyor. Bir cizgede eger x ve y diye iki kose (x veya y’den
baska) ayn1 komsulara sahipse x ve y’ye ikiz denir. Aralarinda
bir kenarin var ya da yok olmasina gore bunlara sahici ya da
sahte ikizler denir. Bir ¢izgede ikiz olan iki koseyi tek bir kose
olarak yapistirip kose sayis1 bir az olan daha kiiciik bir ¢izge elde
edilebilir.

O zaman 7 polinom sira degisiminden gelen bir G(7r) gizgesi,
ikiz olan en az iki kose igerir; bunlar 77(i +1) = 71(i) =1 esitligini
saglayan ardisik 7,i + 1 tamsayilarma karsilik gelirler. Ikizleri
birbirine yapistirmak i ve i + 1 elemanlarini yapistirmaktan baska
bir sey degildir. Polinom sira degisimleri, tam da bu ard1 ardina
yapistirma siirecinin en basit permiitasyonla (n = 1) noktalandig:
durumlardir.

Tanim. Eger sonlu bir ¢izge, ikizleri yapistirarak ilerlendiginde
n -1 adimda tek koseli basit cizgeye indirgenebiliyorsa bu cizgeye
tiimgizge denir.

Onerme. Bir permiitasyonun polinom stra degisimi olmast icin gerek ve
yeter kosul permiitasyon ¢izgesinin tiimgizge olmasidir.

Bir polinom sira degisiminin permiitasyon ¢izgesinin niye
tiimgizge oldugunu biraz énce agikladim. Tersini kanutlamak icin
G(7r)'nin bir tiimcizge oldugu durumda imgeleri de ardisik iki
ardigik tamsaymin varligini gostermek yeterli. Kanut n tizerinden
tiimevarimla yapilacak. Eger i < j sahte ikizlerse (ya da sahici
ikizlerse), {i,i+1,...,j} arahigmn 7 altinda imgesi {7 (i), t(i +
1),...,7(j)} (swrastyla {7 (j), w(j+1),...,7(i)}) olur. Eger j > i +2
ise, m({i,...,j—1}) imgesi de bir araliktir. Timevarim hipotezini
m'nin {i,...,j— 1} kiimesine kisitlanmas i¢in kullanarak imgeleri
ardisik olan iki ardisik tamsay1 bulunur. o]

1—2
X
3 4

N QON =

Bir permiitasyon ve ¢izgesi.

Sahte ikizler. Ayrica yali-
tilmus iki kosenin de sahte
ikiz oldugunu goriin. I am
not responsible for the ter-
minology which is classical
and more convenient than
dizygotic (or fraternal) twins.
Il is also closer to the French
“faux jumeaux”.

Sahici ikizler, (identical
or monozygotic), vrais
jumeaux.

Bu adlandirma, bir tiim-
¢izgenin tiimleyeninin de
bir tiim¢izge olmasma da-
yarnuyor. Bir G gizgesi ile
timleyeni G'nin kogeleri
aymdir; iki kégenin G’de
komsu olmasiyla G'de
komsu olmamasi birbirine
denktir.
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Tuimcizgeler 1970’lerde baska adlarla tanimlandi (D* ¢izgeleri, 163 A. Brandstadt, V. B. Le,
and J. P. Spinrad. Graph

kalitsal Dacey cizgeleri ve 2 pariteli cizgeler: referanslar icin ba- classes: @ survey. STAM

kiniz'3). Bunlari tarif etmek zor degil. Ozelliklerinden birkacini Monographs on Discrete
anarak (basit) kanitlarin1 okura birakayim. Mathematics and Applica-
.. . . . . tions. Society for Industrial
Asagidaki cizgelerin hepsi sonlu; hi¢birinde ilmek ve ¢oklu and Applied Mathematics
kenar yok. Baglantili bir ¢izge, koselerinin olusturdugu kiimenin (SIAM), Philadelphia, PA,

iistiilnde bir metrik uzay1 tanimlar. Iki kose arasindaki uzaklik, 1999

bunlar1 baglayan en kisa yolun uzunlugu olarak verilir.

Bir G ¢izgesi ve H altgizgesi verilmis olsun. G'nin H'nin iki
kosesini birlestiren her kenar1 ayn1 zamanda H'nin de kenariysa
¢izge kuramcilar H'yi tetiklenmis olarak adlandirir.

Teorem. Sonlu bir G ¢izgesi i¢cin agagidaki kosullar denktir.
1. G tiimgizgedir.
2. G, bir polinom sira degisiminin permiitasyon ¢izgesidir.

3. G'nin baglantili, tetiklenmis herhangi bir alt¢izgesinin ¢api en fazla
2’dir. G'nin ayni baglantili pargasw‘lda yer alan herhangi iki kogesi Bir timeizge.
arasinda, en fazla 2 uzunlugunda bir yol vardir.

4. G’de, yandaki gibi, tetiklenmis dort kogeli bir Py bulunmaz.

Son olarak, yasak (2,4,1,3) ve (3,1,4,2) Kontsevich permiitas- o—eo oo

yonlarinin ¢izgelerinin Py’e izomorf oldugunu fark edin.
Py

Sondiiriilebilir gizgeler
Verili bir agactan baslayarak yapraklarini teker teker koparip
boylece devam ederek aga¢ tamamen ¢iplak birakilabilir. Bir
agacin yalnizca tek bir komsusu bulunan bir kosesine sallanan
diyelim. Her agag, tek koseli bir agaca ardi ardina sallanan
koselerin eklenmesiyle insa edilebilir.

Tanim. Sonlu bir ¢izgeden baslayarak sallanan bir kosenin

silinmesi ve ikizlerin yapistirilmasi temel islemleriyle tek koseli

bir cizgeye varilabiliyorsa bastaki ¢izgeye sondiiriilebilir denir. Sallanan kose.

Eger yikia1 degil de daha ¢ok yapiciysaniz, bu tarifi baska
bigimde de yapabilirsiniz. Tek koseli basit ¢izgeden baslayarak
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iki gesit islem uygulaym: sallanan bir kose eklemek ya da bir
ikiz yaratmak. Ikinci iglem, bir kdsenin kopyasini ¢ikarip bu yeni
kopyay1 ilk kosenin bagl oldugu koselere baglamak ve ardindan
sahici mi sahte mi ikiz istediginize kara vermekten ibarettir.

Buradaki kilit nokta su.

Onerme. Bir kiris diyagraminin analitik olmast binisme ¢izgesinin
sondiiriilebilmesine denktir.

Bunun kaniti analitik diyagramlarm bir énceki boliimdeki
algoritmik tarifinden gelecek.

Kanittan 6nce meze niyetine temel bir gézlem yapayim.

Bir w diyagrami ve bunun ¢emberdeki 2n harfinin bir A
altkiimesini alalim. Eger bir u¢ noktas1 A’da olan her kirisin
diger ug noktas1 da A’daysa, A’ya w’ya gore kararli diyecegim.
Bagka deyisle A, w'nun bir altkiris diyagramudir diyebiliriz.

Simdi w’ya gore kararh bir A aralig: bulundugunu varsaya-
lim; timleyeni B olsun. w'nun G(w) binisme ¢izgesinin, w4 ve
wp'nin binisme ¢izgeleri olan G(w4) ve G(wg) nin ayrik birle-
simi oldugu asikar. Oyleyse G(w)nun sondiiriilebilmesi, G(w )
ve G(wg)’'nin sondiriilebilmelerine denk. w4 ve wp analitikse
w'nun da analitik oldugunu eski algoritmamiz hemen soyliiyor.
Aksi yonde, w analitikse w'nun altdiyagramlari olan w4 ve wp
de analitiktir elbette.

Simdi 6nermeyi kanitlayalim.

Analitik bir w diyagramyla baglayalim. Eger w'nun iki kirisi
paralel ya da antiparalelse binisme ¢izgede karsilik gelen kose-
ler ikizdir ve sondiirme algoritmasi bunlar1 yapistirir. Cizgede
bir yabanin kiigtik kirisi sallanan bir kose verir; algoritma as-
len kiictik kirisi siler ve sap1 yerinde birakir. Miinferit bir kiris
yalitilmis bir kdse tanimlar; bunlardan iki tane varsa algoritma-
nin yaptig birini silmektir. Dolayisiyla analitik bir diyagramin
binisme ¢izgesi sondiiriilebilir.

Tersinin kanit1 igin, binisme ¢izgesi sondiiriilebilen her w diyagrami-
nin, ya miinferit bir kiris ya bir yaba ya da paralel veya antiparalel bir
kirig ¢ifti icerdigini gosterecegiz.

Diyagramda miinferit bir kiris dongtisel sdzctikte ---aa--- gibi
ardisik ayni harf ikilisine karsilik gelir.

DODO
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Yaba, ---aba--- biciminde bir 6bege karsilik gelir.
Paralel (ya da antiparalel) bir kiris ciftiyse ---ab---ba--- (sirasiyla
--ab---ab---) 6begine. ..

Kanitimiz olmayana ergiyle yapilacak. Diyelim ki kanitlaya-
cagimiz iddiaya karsiornek olusturabilecek ve olas: en az kirig
sayisina sahip bir w bulunsun. Oyleyse G(w) sondiiriilebilir iken
w ne miinferit bir kiris ne bir yaba ne de paralel ya da antiparalel
kiris cifti icermez.

G(w) sondtiriilebilecegi icin ya yalitilmis ya sallanan ya da
ikizi olan bir « kosesi vardir. Bu kosenin w’dan silinmesiyle elde
edilen diyagrama w diyelim.

G(w) en kiigiik oldugundan G(w) sondiiriilebilir; dolayisiyla,
W sozciigii ya ---aa--- ya ---aba--- ya ---ab---ba--- ya da ---ab---ab---
obeklerinden birini igerir. Ama sorun su ki bunlar w s6zctigiintin
altsdzciikleri, w'nun degil. Iki adet a harfine sahip olan w’da o
Obeklerin arasina bu harflerden biri s1izmis olabilir pekala.

En kiiciik olma 6zelligi sayesinde w’ya gore kararli herhangi
bir aralik ya bos olmal1 ya da her sey.

A priori birkag saptama:

- 0,1 ya da 2 adet « harfi altsozciiklere sizmis olabilir.

— W altsdzctigii bir miinferit kirige, bir yabaya ya da paralel
veya antiparalel kiris ¢iftine karsilik gelebilir.

— G(w)’da a yalitilmus ya da sallanan bir kose ya da sahici
veya gercek ikizlerden biri olabilir.

Oyleyse incelenecek tam 3 x 4 x 4 durum var! Neyse ki birgok
durum ayni anda halledilebiliyor.

1/ Eger hi¢chbir « yukardaki altsozciiklere sizmamigsa sorun
yok: w i¢indeki miinferit kiris ya da yaba ya da paralel veya
antiparalel kiris cifti, w’da da ayn1 6zellige sahiptir £.

2/ Eger «, G(w)’da yalitilmigsa demek ki hicbir kiris a’y1 kes-
miyor. Bu durumda &, cemberi kararl iki araliga ayirir; bunlarin
da bog olmasi gerekir 7.

3/ Eger iki adet « harfi igeriye sizmissa, yerleri ardisik olamaz
¢linkii o durumda « kirisi w’da miinferit olurdu.

Durumlara ayirarak yapti-
gimiz bu kanit pek zevkli
degil. Isterseniz kanit1 at-
layin ama tiim durumlari
tek tek listelemis olan ben-
denizden de sefkatinizi
esirgemeyin.

“Celigki” i¢in 12 isaretini
kullaniyorum.
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Ote yandan, halen
..-a“b[xa... Veya ...a“b...b“a--. Veya ...a“b..-awb...

durumlarina bakmaliy1z. Bu durumlardan biri sozkonusuysa,
w’da sirastyla (w, b) yabasi, («,b) paralel kiris ¢ifti veya (a, b)
antiparalel kiris cifti olusmus demektir Z.

4/ Miinferit bir kirige tek bir a girdiginde ---ana--- 6begini verir;
bu da w’da sap1 a olan bir yaba olusturur?.

Su ana kadar a’nin sallanan ya da ikizi olan bir kose olabi-
lecegini kullanmadik. Bunlar kalan durumlarda, yani «, w’da
bir yabaya ya da paralel/antiparalel bir kiris ¢iftine girdiginde
kullanilacak.

Eger « sallanansa, w’da a'y1 kesen tek kirise B diyelim. Yok
eger a'nin ikiz kardesleri varsa, ikizlerinden birine B diyelim.

«, B kirisleri, « ve B haricinde cemberde dort aralik belirler; ben
bunlara kesim diyecegim. Eger a sallanansa, a’nin ayni tarafin-
daki iki kesimin birlesimi kararhdir. Eger a ve § ikizse, karsilikl1
kesimlerin birlesimi kararlidir.

5/ Simdi ---aba--- veya ---ab---ba--- veya ---ab---ab--- dbeklerinden
birinin arasina tek bir « harfi girdigini ve a, b harflerinden birinin  ol-
dugunu varsayalim. Bu durumda « ve B, w’da ardisik olacagindan
kesimlerden biri bos kalir.

5-1/ Sallanan durumda, a’nin ayr tarafindaki diger kesim
kararh bir aralik olacagimmdan bos olmalidir. Dolayisiyla «, 8, w’da
sap1 8 olan bir yaba olusturur £.

5-2 [kiz durumundaysa, kars1 kesim kararh bir aralik ve
boylece bos olur. Dolayisiyla «, B, w’da bir ¢ift paralel ya da
antiparalel kiris olurlar Z.

6/ Son olarak, ---aba--- veya ---ab---ba--- veya ---ab---ab--- dbekle-
rinden birinin arasina tek bir « harfi girdigini ama a, b harflerinden
higbirinin B olmadigini varsayalim.

6-1 (a,b), w icinde paralel (sirastyla antiparalel) kirig ¢ifti
olsun. ab icine bir « koyarak ---aab---ba--- (sirasiyla ---aab---ab--)
elde edilir. Ardisik ba ifadesi (sirasiyla ab) bize bu iki harfin,

a kiriginin aym tarafinda yer aldiklarini soyliiyor. Ote yandan
w’da ardisik aab harfleri a ve b'nin diger kopyalarimin a’nin
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farkl taraflarinda oldugunu séyliiyor. Dolayisiyla « kirisi a ve b
kiriglerinden yalnizca birini keser.

6-1-1 Eger a sallanansa a veya b, 'ya esit olmak durumda
kalir 7.
6-1-2 Eger a, B ikizlerse, bu durum olanaksiz 7.
6-2 (a,b), w bir yaba olsun. Tek bir a’y1 ---aba--- igine sokarak

---anba veya ---abaa elde ederiz. Boylece «, a’y1 kesmek zorunda
kalir.
6-2-1 Eger a sallanansa 4 = $ olmak durumunda kalir 7.
6-2-2 Eger a, § ikizlerse, anba ardisik harfleri, a’nin iki
kopyasinin a’nin farkh taraflarinda ve zorunlu olarak karsilikh
kesimlerde olacagimi gosterir. Bu da b =  olmaya zorlar Z.

Kanit da burada biter. Off' m

Simdi sondiiriilebilen ¢izgelerin dogasini anlamamiz gereki-
yor.

Sondiiriilebilirlik, uzakliklarin kalitsallig:

269

%4 E. Howorka. A characteri-

Sondiirtilebilen gizgeler, kirk yil 6nce farkl yazarlar tarafindan zation of distance-hereditary
graphs. Quart. ]. Math. Oxford

farkli adlarla, ¢ok farkh giidiilerle tanimlanmistir. Bu ¢izgelerin Ser. (2), 28(112):417-420,
agac olmaya ¢ok yakin olduklarini gorecegiz. 1977-

Howorka'® uzakliklar: kalitsal ¢izgeleri 1977’ de tanimladi.

Tanim. Bir G cizgesinden tetiklenmis her H altcizgesinde her
iki kosenin H'de uzaklig1 G'de uzakligina esitse, boyle bir G
cizgesinin uzakliklar: kalitsal denir.

Sozgelimi, bir again uzakliklar: kalitsalken uzunlugu en az 5
olan bir ¢evrimin uzakliklar: kalitsal degildir. Bunu gostermek Uzunlugu > 5 olan bir
icin, gevrimde uzunlugu ¢evrimin uzunlugunun yarisindan fazla degildir.
olan bir patikanin (resimde mavi patika) verdigi tetiklenmis
altcizgeyi H olarak se¢mek yeterlidir.

Sonlu bir ¢izge alalim ve her kenarinin uzunlugu igin pozitif
birer gercek say1 segelim. Bir patikanin uzunlugunu, kenarlarinin
uzunlugu toplami olarak ve iki kosenin arasindaki uzakligi,
bunlari birlestiren patikalarin en kisasinin uzunlugu olarak

tanimlayalim. Bir metrik cizgeden soz etmekteyiz.

¢evrimin uzakliklar1 kalitsal
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Bu yolla agaclardan elde edilen (ve genellikle metrik agaclar
denen) metrik uzaylarin bir tanimlamasini ariyoruz. Yanit soyle.
Sonlu bir (E,d) metrik uzay1 ve x1, x, x3, x4 diye dort nokta-
sin1 alalim. Her bir kdsegen ciftinin uzunluklarinin toplamina
bakalim:

d(xq,x2) +d(x3,x4); d(x1,x3) +d(x2,x4); d(x1,x4) +d(x2, x3).

Bu ti¢ sayinn en kii¢tigii (ve sirastyla en biiyiigii ve ortancasi)
s (sirastyla m ve ) olsun: s < m < I. Sonlu bir metrik uzaymin
metrik bir agacin bir altgizgesine izometrik olmasi i¢in gerek ve

yeter kosulun her nokta dortliisii igin m = I oldugu ortaya cikiyor.

Bunu kanitlamak zor degil; kanit1 bir alistirma olarak birakiyo-

rum M25. Tembel okur kanit: su kisa makalede bulabilir®5.

Burada suna dikkat etmeliyiz. Tiim kenarlarinin uzunluklar: 1
olan bir ¢izge, kendisi aga¢ olmadig1 halde bir metrik agacin bir
altkiimesine izometrik olabilir. Kenardaki 6rnege bakin.

Cizge kuraminda bu tiir ¢izgelere blok ¢izgeler denir. Bunlar:
insa etmek icin bir agacla baslaym. Baz1 koselerini silip yerlerine
resimdeki gibi hizipler, yani her kose ikilisi birbirine komsu olan
sonlu ¢izgeler koyun. Okurlarima tavsiyem, bunun gergekten
de blok cizgelerin tam bir tanimlamas: oldugunu kanitlamalar:
(M15 ve acil durumda bakiniz'%®).

1980’lerde Gromov, hiperbolik uzaylar igin bir geometrik kuram
gelistirdi. Kombinatorik ve geometrik grup kuraminda ¢ok giiclii
bir etkisi olan bu kuram ne yazik ki gezintimizin parcas: degil.

Tanim soyle. Bir (E,d) metrik uzayinda yukaridaki gibi her
nokta dortliisii igin [ - m < J esitsiligini saglayacak bir 6 > 0
varsa, yani m ve [ “neredeyse esitse” uzaya hiperbolik denir. Sonlu
herhangi bir metrik uzaymin (yeterince biiytik bir ¢ ile) basitge
hiperbolik oldugunu fark edin. Dolayisiyla bu kavram genel
kapsamda geometriye iliskindir aslen.

Bu 6zelligin birbirine denk bir¢ok ifadesi var. En ragbet go-
reni (jeodezik metrik uzaylari i¢in) tiim jeodezik ticgenlerin
ince olmasidir. x,y, z diye {i¢ nokta alin ve bunlar1 birlestiren
[x,y], [, 2], [y,z] diye ti¢ jeodezik secin. [x,y] tizerinde her nok-
tanin, [x,z] U [y, z] birlesimine uzakligs, x, y, z noktalarindan
bagimsiz olarak, diizgiin smirli olmalidir (resme bakin).

X1 X3

X Xy
165 P. Buneman. A note on the
metric properties of trees. J.
Combinatorial Theory Ser. B,
17:48-50, 1974.

Bir blok ¢izge.

166 B, Harary. A characteriza-
tion of block-graphs. Canad.
Math. Bull., 6:1-6, 1963.

Bir (E,d) metrik uzaymda
her bir (x,y) nokta cifti icin
i(0) = x ve i(d(x,y)) =
olacak sekilde izometrik bir
i:[0,d(x,y)] - E gommesi
varsa uzaya jeodezik denir.


http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0095895674900471
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0095895674900471
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X09003771
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X09003771
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Bu kavram dikkat gekici bir saglamliga sahiptir. Ornegin
negatif egrilikli tikiz bir Riemann manifoldunun evrensel ortiisii
hiperboliktir. Bu metrik uzaylarinin, nicel olarak agagclarla ¢ok iyi
yaklastirimlar: yapilabilir. Bu kurama iliskin daha fazla bilgi icin
okuruma sunu’®7 okumasini éneririm.

Bandelt ve Mulder 1986’da, uzakliklari kalitsal ¢izgelerin, Gro-

mov un hiperboliklik kosullarina epey yakin ve tamamen metrik

168

iizerinden bir tanimlamasini neren bir makale™® yayinladilar.

Tanim. Sonlu bir G ¢izgesinin afacims: olmasi, her x1, x2,x3, x4
kose dortliisii icin su {i¢ sayidan ikisinin esit olmas1 demektir:

d(xq,x2) +d(x3,x4);  d(xq,x3) +d(x2,x4);  d(x1,x4)+d(x2,x3).

Okurum tiim bu tanimlarin birbirine denk oldugunu muhte-
melen tahmin etmistir.

Teorem. G sonlu bir ¢izge olsun. Asagidaki ozellikler denktir.
1. G, bir analitik kiris diyagranminin binisme ¢izgesidir,

2. G sondiiriilebilir,

3. G uzakliklar: kalitsaldir,

4. G agacimsidir,

5. G tetiklenmis altcizge olarak bir ev, bir miicevher, bir domino ya da
uzunlugu en az beg olan bir cevrim icermez.

Ev, miicevher ve domino soyle:

7 f. Ghys and P. de la
Harpe, editors. Sur les
groupes hyperboliques d’apres
Mikhael Gromov, volume 83
of Progress in Mathematics.
Birkh&duser Boston, Inc.,
Boston, MA, 1990.

168 H.-J. Bandelt and H. M.
Mulder. Distance-hereditary
graphs. |. Combin. Theory Ser.
B, 41(2):182-208, 1986.

Uzunlugu 4 olan bir ¢evrim
agacimsidir fakat agag
degildir.

Aligtirma: Agacimst bir
¢izgenin =2 olmak tizere
Gromov anlaminda hiperbo-
lik oldugunu gosterin.



http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0095895686900432
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0095895686900432
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Deminki teoremdeki tiim denklikler (tabii ki ilk madde di-
sinda) yukarida sozii gecen makalelerde kanitlanmis. Yine de
ben de yakinda bazi kanitlar sunacagim.

Simdi artik emegimizin meyvelerini toplama ve analitik kiris
diyagramlarinin ¢ok basit bir tarifini elde etme zamani geldi.

Ev, miicevher ve dominonun, %%, £ ve % diyagramlarmin
binisme ¢izgeleri olduguna sasirmamalisiniz.

Aligtirma: Binisme ¢izgeleri ev, miicevher ve domino olan kiris
diyagramlarinin yalnizca KX, R ve L oldugunu gosteriniz.

Benzer bir sekilde, analitik olmayan C, kiris diyagramini da
tarif etmistik. Her bir 2k ve 2k + 3 arasinda (k = 1,...,7n igin)
bir kirig bulunmak tizere Z/2nZ olarak (n > 5) tanimlamistik.
Binisme ¢izgesi de uzunlugu n olan bir ¢evrimdi.

Alistirma: Binisme ¢izgesi n uzunlugunda bir ¢evrim olan tek
kiris diyagraminin C, oldugunu gosteriniz.

Son olarak bir kiris altdiyagraminin, binisme ¢izgesinde
tetiklenmis bir alt¢izge verdigini fark edin. Boylece analitik kirig
diyagramlarinin gayet doyurucu bir tarifine ulasmis oluyoruz.
Asagidaki teorem gezintimizde bir kilometre tasi oldugu i¢in
teoremi maviyle yaziyorum.

Teorem. Bir kiris diyagraminin analitik olmast, <, %%, & veya Cyyi
(n > 5) kiris altdiyagram olarak bulundurmamasima denktir.

'

Cy
Bu tamimlama, daha once eristigimiz polinom sira degisimlerinin

tanimlamasiyla tam olarak benzesiyor: orada da ayrigabilen
permiitasyonlara ge¢mistik; bunlar tam da Kontsevich’in (2,4,1,3)
ve (3,1,4,2) drneklerini icermeyen permdiitasyonlard:.

<GB

Ev.
Miicevher.

KX
Domino.

;

[ ]
e

[ ®
Cn ve binisme cizgesi: n-
cevrim.
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Birkag kanit

Simdi, 6nceki boltimdeki tanimlarin denkliginin kanitlarimi su-
nacagim. Bu kanitlar biiytiik 6lciide basit oldugundan meraklh
okurlarin bunlar: kendilerinin kanitlamaya ¢aligmalarmi éneriyo-
rum. Resim ¢izmek 6nemli. Bu 6zel problemde anlaml tanimlar:
bulmak, denkliklerini karutlamaktan daha zorluydu belki de.

Tetiklenmis altcizge olarak {y<\’HI5) yok == Uzakliklar kalitsal.

H, G cizgesinin tetiklenmis bir altcizgesi olsun. H'nin p, g diye
iki kosesinin H’de uzakliklar1 n olsun ve bunlar1 H’'de (p = xg ve
q = x,, olmak tizere) ¢ = (xg, x1,...,X) patikasiyla birlestirelim. x;
ve x; koselerinin komsu olmasi ancak ve ancak i ve j'nin ardigik
olmast durumunda olasidir; aksi durumda kestirme bir yol
olurdu. Bagka deyisle, c patikas1 G’den tetiklenmistir. Dolayisiyla
bir ¢izgede uzakliklarin kalitsal oldugunu gostermek i¢in G’den
tetiklenmis herhangi bir patikanin u¢noktalarinin aralarindaki
uzakligin patikanin uzunluguna esit oldugunu gostermeliyiz.

4 B altgizgelerinin G'den tetiklenmedigini kabul edelim.
G’den tetiklenmis bir ¢; = (xp, x1,...,X,) patikasi secelim ve n
lizerinden tiimevarimla xg ve x,,'nin G’'de uzakliklarinin tam n
oldugunu gosterelim.

x0'1 x,,'ye G'de en kisa ¢z = (yo,¥1, - - -, y;) patikasiyla birlestirin
(yo = xp ve y; = x, olmak lizere). c; de G’'den tetiklenmis bir
patikadir elbette ve 0 < i <[ igin d(yo,y;) = i olur. Timevarimla
0 <i<n-1ligind(xg,x;) = iolacagindan/yan-2yan-1
ya da n’ye esit olacaktir. ik iki durumun olanaksiz oldugunu
gosterecegiz. | = n —2 ya da n — 1 olsun. Tiimevarim yoluyla c¢;
ve ¢y patikalariin yalnizca ug noktalarinda kesistigini kabul
edebiliriz; zira baska bir kesisim noktasi, daha kisa patikalarin
baslangi¢ noktalar: olarak kullanilabilirdi.

Diizlemde bir resim ¢izelim: ¢; ya da cy’deki bir késenin
ytiksekligi, xo’a uzakligi olsun. [ = n -2 ve I = n — 1 durumlarmin
resimleri kenarda. c1’in koseleri kirmizi, ¢, ninkiler mavi. ¢y ve
c’nin birlesimi G’de bir ¢ gevrimi tanimliyor. ¢’nin uzunlugu da
en az 5. Boyle bir ¢ ¢evrimi G’den tetiklenemez; G’de tetiklenmis,
uzunlugu > 5 olan bir ¢evrim yoktu. Bu ytizden c;’in koseleriyle
co'nin koselerini birlestiren kosegenler var olmali.
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\
n-1| X,q
n-2 Xn-2 Xy =Yp-2
n-3 Xn-3 Yus
€1 &)
1( x :
* ’ Y1
0

X0=Yo

A
X=Y,-
n-1| %.1 =Y
n-2 X2 Y2
n-3 X3 Y3
11 .x v Y1

Xo=Yo
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Uggen esitsizligi, bir kosegenin iki ugnoktasin yiikseklik
farkinin yalnizca -1,0 ya da 1 olabilecegini soyler. Ayrica kose-
genler farkl renkteki koseleri birlestirir.

(xi,y;) kosegenlerini yukaridan asagiya siralayalim; yani j > j/
ise veya j = j' ve i > i’ ise, (x;,;) kosegeni, (x;7, ;) kosegeninden
daha yukarida olacak.

Simdi kosegenleri teker teker ekleyerek bir merdiven insa
etmeye ¢alisin. Oyunun kurali su. Yukaridaki kosullara uyarak
ve G’de tetiklenmis £}<>H 75} altcizgelerini yaratmadan, 61,0, . . .
diye sirali bir kosegenler dizisi ¢izeceksiniz. Jy ile c’nin daha
ustte kalan parcasinin birlikte bir ¢evrim olusturduguna dikkat
edin. Bu ¢evrimdeki kirigler de daha 6nce secilmis 61, ..., d_1
kirigleri olacaktir.

I = n -1 durumunda ilk kosegen ¢; i¢in iki secenek var; ya
(x4-1,Yn-2) ya da (x,_2,¥y—2) olmal. I = n —2 durumundaysa J;
i¢in tek bir secenek var.

Ardindan, {}<>}H5} durumlarindan sakinarak ikinci késegen
6>'yi segmeye calisin. J41’in {i¢ se¢iminden yalnizca biri buna izin
verecek.

Son olarak, J; ve dy'yi ¢izebildiginiz bu tek durumda tigtincii
kosegeni cizmeye ¢alisin. Yasak ¢izgeleri yaratmaksizin bunu
yapabilmek olanaksiz. o]

Uzakliklar kalitsal — Sondiiriilebilir.

Once temel bir gozlem yapayim.

Baglantili, uzakliklar1 kalitsal bir G ¢izgesinde bir x kosesi
se¢in ve G'de x merkezli k yarigapli Sy kiiresinin bos olmayacag:
bicimde segilecek k’lerin en biiytigtinii alin. Sy'nin baglantili
parcalarindan biri C olsun. Eger C’de tek bir eleman varsa, bu
G’de sallanan bir kose olmali.

Simdi C’de y ve y’ diye C’de komsu iki kose alin. y’ye komsu
ve x’e uzaklig1 k - 1 olan bir z noktasi secin. x"ten z’ye, uzunlugu
k -1 olan bir zincir se¢in ve buna z’den y’ye ve y’den y''ne iki
kenarm eklenmesiyle elde edilen k + 1 uzunlugundaki zincire
¢’ deyin. x"ten y’’ne uzaklik tam k oldugundan, ¢’ zinciri G’den
tetiklenmis olamaz dolayisiyla y’ ile z komsu olmalidir. Oyleyse
x’e uzaklig1 k -1 olan bir z noktasi, C’de alinan iki noktanin ya
ikisine de komsudur ya da ikisine de komsu degildir. Buradan
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C’de uzunlugu 3 olan tetiklenmis bir P, patikasi olamayaca-
g goriiyoruz; aksi takdirde z’yle birlikte G’de bir miicevher
olustururlardi oysa miicevherde uzakliklar kaltsal degildir. Do-
layisiyla C bir tiimgizgedir ve bu nedenle iki ikiz igerir. Yukarida
da gordiik ki, C’de ikizler, G'de de ikizlerdir. =

Sondiiriilebilir = Agacimst.

Tiimevarimla kolay. Bir ¢izgede dort nokta alin. Sallanan bir
koseyi silin veya iki ikizi yapistirin. Dort noktadan biri silinmig
kose olabilir. Bu durumda o noktanin yerine, silinen kenarin
diger ucundaki koseyi koyun. Indirgenmis gizgede dért nokta-
dan kalanlara bakin (d6rt noktanin ikisinin, yapistirilan ikizler
olabilecegini vs dikkate alarak). Tiimevarim adimini kullanin. =

Agacimst = Tetiklenmis {;<[7H ) yok.

Bariz; bu ¢izge 6rneklerinden higbirinin agacimsi olmadigin
kontrol etmek kolay. o

Tamamen parcalanabilen ¢izgeler

Yalnizca sallanan koselerin silinmesiyle tek bir noktaya indirge-
nebilen ¢izgeler agaclardir. Yalnizca ikizleri yapistirarak tek bir
noktaya indirgenebilen ¢izgeler tiimgizgelerdir.

Sondiiriilebilen gizgelerin agaglardan gok farkli olmadigini,
okurlarim muhtemelen tahmin etmistir. Bu gercekten de dogru.
Aciklayacagim.

Sonlu, baglantili bir G ¢izgesi alalim. Koseleri A; ve A, diye
iki kisma ayrilmis olsun. By c A (ve sirasiyla By ¢ Ap), A1’de (s1-
rasiyla Ap’de) olup da Ay’de (sirasiyla A;’de) bir koseye komsu
olan koselerin kiimesi olsun. By ’in her elemanunin By 'nin her ele-
manina komsu oldugunu varsayalim. A1 ya da Ap'nin yalnizca bir
(ya da sifir!) eleman1 varsa bu kosul basit¢e saglanir. Bu ytizden
Aj ve Ap'nin en az ikiser elemani oldugunu kabul edelim. Bu
durumda G c¢izgesine parcalanabilir ve A1, Ay ayrismasina bir
yarma denir. Bu parcalanmanin izini siirebilmek igin G, G, diye
soyle iki ¢izge yaratalim. G1’in (ve sirasiyla G, nin) koselerini,
A1’e (sirasiyla Aj’ye) kontrol kisesi diyecegimiz fazladan bir xq
kosesi (sirasiyla x) ekleyerek olusturuyoruz. G;’in (ve sirasiyla

/&

Yeni bir sapak. Bu kismin
tek amaci sondiiriilebilen
cizgelerin yapisin anlatmak.

“Parcalanabilir” terimini “ay-
risabilir e tercih ediyorum.
“Ayrigabilir” terimi de bu
alanda yaygm kullanliyor
ama biz bu s6zctigli permii-
tasyonlar icin kullanmistik.

By
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Gy'nin) kenarlari i¢inse G’'nin kenarlarina, x1"i (sirasiyla x;"yi)
By’in (sirasiyla By'nin) tiim elemanlarina baglayan kenarlar:
fazladan ekleyerek elde ediyoruz.

G cizgesi, basit bir lehim islemiyle (Gq,x1) ile (G, xp)’den
yeniden insa edilebilir. x; ve x, kontrol kdselerinin G'nin kosesi
olmadigina dikkat edin; iki kismi birbirine baglayan kenarlar:
tanimlamada onlardan yararlaniyoruz.

Eger Ay'nin kenardaki gibi iki elemani varsa, G ¢izgesinin ya
sallanan bir koseye ya da ikizlere sahip oldugunu da fark edin.

Hammer ve Maffray'® 1987’de baska bir tanim 6nerdi.

Tanim. Sonlu bir ¢izgenin tetiklenmis, baglantili, en az dort kose
igeren her altgizgesi parcalanabilirse, ¢izge tamamen parcalanabilir.

Tamamen pargalanabilen (baglantili) ¢izgelerin tam da sondii-
riilebilen (baglantili) cizgeler oldugunu kanitlamak zor degil.

Gergekten de, lehim isleminde eger G; ve G, sondiirtilebilen
cizgelerse, G de Oyledir; tlimevarimla, tamamen parcalanabilen
cizgelerin sondiiriilebilecegi gosterilir.

Ters yon iginse, sallanan bir kdsenin veya iki ikizin bir parca-
lanma verecegini gérmiistiik. Dolayisiyla sondiirtilebilen cizgeler
parcalanabilirler; hatta tamamen parcalanabilirler zira sondiirtile-
bilen ¢izgelerin tetiklenmis altgizgeleri de sondiirtilebilir.

Tamamen parcalanabilen ¢izgelerin tam bir tarifini verebilmek
i¢in 6ncelikle baglantili, sonlu genel gizgeler igin verilen énemli
bir teoremi, yararak parcalama teoremini ifade edeyim.

Baglantili, sonlu bir G ¢izgesi parcalanabiliyorsa daha 6nceki
gibi bunu G; ile Gy'nin lehimi olarak diisiiniin. Sonra elde edi-
len ¢izgeler parcalanamayacak hale gelinceye dek G1i, G,'yi
vs. par¢alamaya calisin. Bu “asal pargalara” parcalamanin so-
nucu, asagida anlatilan ¢izgelerle isaretlenmis agaglar araciligiyla
rahatlikla tarif edilebilir.

Bu tiir bir T agaci, her x i¢ bogumuna, baglantili ve sonlu bir
Gy cizgesi atanmuis bir agactan ibarettir. Ayrica G,’in bogumlar:
ile T’de x bogumundan ¢ikan kenarlar arasinda birebir bir
esleme de secilmistir. Her bogumdan en az 3 kenar ¢iktigini
kabul edelim. Boyle bir yapi verildiginde, “Gy’lerin T"yle kontrol
edilen bir bileskesi” olarak bir G(T) ¢izgesi insa ederiz. Tanim

o».-_;-@ ox:@ 0@

Agaclarla benzerlige dikkat.
Baglantili sonlu bir ¢izgenin
agag olmasi, tetiklenen her
baglantili altgizgesinin ayiran
bir kenar, yani altgizgeyi
baglantisiz hale getiren bir
kenar icermesi demektir.

169 P. L. Hammer and F. Maff-
ray. Completely separable
graphs. Discrete Appl. Math.,
27(1-2):85-99, 1990. Computa-
tional algorithms, operations
research and computer
science (Burnaby, BC, 1987).
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soyle.
G(T)'nin koseleri T'nin yapraklaridir. G(T) nin kenarlarim
anlamak adina, ¢izgelerle igaretlenmis agaclar kavramini ortaya

170 esinlenerek bir resim

atan Gioan ve Paul’un makalesinden
¢izeyim. Solda 16 yaprag: ve (pembe) 6 i¢ bogumu olan bir agag
goriiyoruz. Kose sayisi 16 olan karsilik gelen ¢izgeyse sagda

resmedilmis.

T’de iki yaprak segin ve bunlar1 agacta en kisa yolla birlestirin.

Bu patikanin ugradig: her x bogumu igin bir giren kenar bir de
¢ikan kenar vardir. Boylece bu iki kenar G,’te iki koge tanim-
larlar. Patikanin ugradig: her x bogumu icin G,’teki o iki koge
komsularsa G(T)'nin iki kosesi, yani T'nin iki yapragi, G(T)’de
komsu olacaktir. T'nin tek bir kenar igerdigi basit durumda iki
kontrol kosesi vardi. Gy’ler iste o durumun genellestirilmesidir.

1980’de Cunningham ve Edmonds'”" tarafindan ispatlanmis
(ve Giona ve Paul tarafindan bagka bigimde ifade edilmis) ana
sonug soyle: Baglantili, sonlu herhangi bir ¢izge boyle bir inga ara-
ciligwyla, Gy’ler parcalanamaz ¢izgeler olacak bigcimde esasen tek bir
sekilde elde edilir. Boyle bir parcalanmanmn varligini gostermek
kolay. Zor olan kisim, “esasen tek bir sekilde” yapilmasi; bunu
tanimlamiyorum ¢tinkii buna ihtiyacim olmayacak.

Tamamen parcalanabilen ¢izgelere geri gidelim. Bu 6zel du-
rumda Gy’lerin en fazla 3 kdsesi vardir ¢linkii pargalanamayan ve
G’den tetiklenmis alt¢izgedirler; tamamen pargalanabilen ¢izge

7° E. Gioan and C. Paul. Split
decomposition and graph-
labelled trees: characteri-
zations and fully dynamic
algorithms for totally decom-
posable graphs. Discrete Appl.
Math., 160(6):708—733, 2012.

7 W. H. Cunningham and

J. Edmonds. A combinatorial
decomposition theory. Canad.
J. Math., 32(3):734-765, 1980.


https://arxiv.org/abs/0810.1823
https://arxiv.org/abs/0810.1823
https://arxiv.org/abs/0810.1823
https://cms.math.ca/openaccess/cjm/v32/cjm1980v32.0734-0765.pdf
https://cms.math.ca/openaccess/cjm/v32/cjm1980v32.0734-0765.pdf
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tanumindan iddia dogrulanir. Bu da tamamen pargalanabilen ¢iz-
gelerin epey kesin bir geometrik tarifini verir. Her bogumunda 3
kenari olan bir agag alin. Her bir bogum i¢in 3 koseli, baglantili
bir ¢izge se¢in (¢ok fazla secenek yok!) ve kenardaki gibi ¢izge-
lerle isaretlenmis bir aga¢ insa edin. Tamamen parcalanabilen
tim ¢izgeler bu yolla elde edilir.

Bu stirpriz degil elbette. Herbiri {i¢ yaprakh ti¢ kiigiik ¢iz-
geyi gosteren kenardaki tiglincii resme bakimn. Bunlardan birini
bir (mavi) yapragindan gizgelerle isaretlenmis bir T agacina
asarsaniz bir fazla yaprag: olan, ayn tiir bagka bir T’ agaci elde
edersiniz. Iligkilendirdigimiz G(T) cizgesindeki etkisini inceleyin;
duruma gore ya bir koseyi iki ikize (sahici veya sahte) ayirdiniz
ya da sallanan bir kose elde ettiniz. Sondiirtilebilen ¢izgelerin ilk
tanimina geri dondiik: sallanan koseler veya ikizler ekleye ekleye
bir noktadan elde edilen ¢izgelerdi bunlar. Béylece operadlara da
geri geldik. Gergekten bir tali yol oldu bu!

Hesaplanabilirlik

Kose sayis1 n olan bir ¢izgenin binisme ¢izge olup olmadigina
(n’ye gore) kuadratik zamanda karar veren bir algoritma var. Bu,
uzun bir siireg i¢inde (1987’de n° mertebesinde bir algoritmayla

172

baslayip) adim adim gelistirilerek sonunda surada'”* kanitlandi.

Verilen n kirisli bir diyagramin binisme ¢izgesini insa etmek
icin n’de kuadratik zaman gerekir. Ardindan ikizleri ve sallanan
koseleri bulun ve siireci n kere yineleyin. Boylece diyagramin
analitik olup olmadigina kuadratik zamanda karar verirsiniz.

Ezoterik bir alistirma

Bu boliimiin ilk sayfasinda resmedilmis 64 adet altili-dizim,

geleneksel olarak 32 adet tiimleyen altili-dizim ¢ifti halinde grup-

lanurlar. Yin ve Yang1 goziiniize getirin. Bir altili-dizimin eglegini

elde etmek icin onu basasag1 edin. Altili-dizim simetrikse tek

parca cubuklar ¢ift parcayla yer degistirin ya da tersini yapimn.
Eslek ciftlere iki 6rnek:

Burada (27-28) ve (37-38) sayilari Imparator Wen siralamasina

72 . Spinrad. Recognition of
circle graphs. J. Algorithms,
16(2):264-282, 1994.
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gore. Bir¢cok uzman eslek altili-dizimler arasina bir ¢izgi ¢ekmeyi
sever. Shao Yong'un ¢embersel diziliminde ¢alisirsak bu 32 kirisli
bir diyagram verir.

Acaba okurum bu kirisleri ¢izecek kadar sabir gosterip bu Yi
Cing diyagramumn analitik olup olmadigini soyleyebilir mi?

14 Kasim 1701’de Leibniz, Shao Yongun ¢cembersel diziliminin
bir 6rnegini Cin’de yasayan Fransiz cizvit Joachim Bouvet’'den
ald. 1ki y1l sonra Mémoires de I’ Académie des Sciences’ta ikili
aritmetik tizerine dikkate deger bir makale'”3 yayinladi. Ona
gore:

Bu resimler diinyada var olan belki de en eski bilim anitlaridir.

“Leibniz, Yi Cing’in diyagramlar1 tizerine yaptig1 bu keskin
incelemesinin, Bat1 bilimine ve nihayetinde Hiristiyanliga Cin’de
derin bir takdir uyandiracagini umuyordu'74.”

73 G.-G. Leibniz. Explication
de I'arithmétique binaire, qui
se sert des seuls caracteres 0
et 1 avec des remarques sur
son utilité et sur ce qu’elle
donne le sens des anciennes
figures chinoises de Fohy.

“Ces figures sont peut-étre le
plus ancien monument de
science qui soit au monde”.

74 D. Lach. Leibniz and
China. Journal of the History of

Ideas, 6(4):436-455, 1945.


https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://www.jstor.org/stable/pdf/2707344.pdf
https://www.jstor.org/stable/pdf/2707344.pdf
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Ciice gezegen Ceres, Dawn
uzay aracinin goziinden,
Temmuz 2016. Ceres’in
yoriingesini hesaplamak,
Gauss'un muhtesem basarila-
rindandir. ©



Yine Gauss:

gecisme, manyetizma ve astronomi

Gauss ve gecisme sayilar

22 Ocaxk 1833'TE GAUSS DEFTERINE ESRARENGIiZ BiR FORMUL
yazdi'7>.

ZUR ELECTRODYNAMIR. il

[4]
Von der Gesmetria Sites, die Lomsms abute und in die nur einem Paar
Geomelern (Bvve und Vaspresosor) einen schwachen Blick zu thun verginnt
war, vissen und haben wir nach anderthalbhundert Fahren roch nicht viel mehr

wie nichts.
Eine Haaptaufgabe aus dem Grenagebiet der Geometrin Situs und der Geo-
metria Magnitudinis wird dic sein. die Umschlingungen zweier goschl wder

unendlicher Tinien zu siblen. | .
Fs seien die Coordinaten eines unbestimmten Punkts der ersten Linie oy, 2;
der sweiten #, ) & und

[ asdyis ‘mylfledr = drd ) + =) ilsdy—ipdsd |
i =iy 5 | 2

dann ist dies Integral durch belde Linien ansgedehnt

= dmn

und @ die Anzahl der Umsehlingungen.
Der Werth ist gegenseitig, (. i. er bleilit derselbe, wenn beide Linien ge-
gen einander umgelauselt werden, 1833, Tan. 22.

Amaci, “kapali iki egrinin gecisme sayisint hesaplamak "tir; 3
boyutlu uzayda ayrik iki kapali egriyle iligkilendirilen ve sekil
degistirmelerle degismeyen bir tamsay1 bulmak ister.

1833 te hentiz Topoloji mevcut degildi. .. Bu sozctik bile ilk
kez Listing’in oniki y1l sonra basilan bir kitabinda boy gostere-
cektir. Leibniz halihazirda Analysis Situs adimi 6nermisti; tipk:

1977 yilinda Almanya’da
basilmis, Gauss'un 200.
dogumgiiniinii kutlayan bir
madeni para. ©

75 C. F. Gauf8. Werke. Ergiin-
zungsreihe. Band V. Georg
Olms Verlag, Hildesheim,
1975. Briefwechsel: C. E.
Gauss-H. C. Schumacher.
Teil 3. [Correspondence: C.
F. Gauss-H. C. Schumac-
her. Part 3], Edited by C.

A. F. Peters, 1863 ve 1865
orijinallerinin tekrar basimu.

“Die Umschlingungen zweier
geschlossener Lieben zu
zithlen.”


https://archive.org/details/Werkecarlf05gausrich
https://archive.org/details/vorstudienzurto00listgoog
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cebirin sembollerle oynamas: gibi bigimlerle oynayacak bir bilim
diigliiyordu yalmizca. Gauss ise Geometria Situs adlandirmasini
kullaniyor ve éncti olarak Euler ve Vandermonde’u aniyor.

Bu Nachlasse’nin basilsin diye yazilmadigini hatirlaym. Gauss,
kisisel miisveddelerinin kamuya agik hale gelecegini bilseydi
kimbilir ne diistintirdii. Aslina bakilirsa 1833 tarihli bu not Ga-
uss’un 6limiinden sonra, 1867'de basildi. Editor bu nota, elektro-
manyetizmaya ayrilmig bir ciltte yer verdi. Bu makul bir tercihti;

ornegin yakinda basilmis su makale'7°

iyi bir elektromanyetik
yorum sunuyor. [kna edici bagka bir makale'’” ise formiiliin
gokbilimsel bir kaynaginin oldugunu iddia ediyor. Acaba kim
hakli? Elbette ikisi de! Gauss matematikte derin bir birlige inarnur,
matematik, gokbilim, fizik vs. arasinda sinirlar ¢izmezdi. Ben
kesinlikle bir tercih yapmayacagim. 3 boyutlu uzayda ayrik iki
kapal1 egrinin gecisme sayis1 igin kosut ti¢ bakis agisiyla ii¢ tanim
sunacagim.

Geometri

Diizlemde kapali, yonlu, plirtizstiz, gomiilii bir egri, alan1 olan bir
bolge simirlar. Egri saatin ters yoniine sahipse bu alana pozitif,
saat yoniindeyse negatif diyelim. Bu kadar1 kolaydi. Simdi, eger
egri gomiilii degilse durum biraz daha karigik. Ornek olarak
yandaki sekiz resmine bakin; sol ilmek saatin ters yoniinde, sag
ilmek saat yoniinde gidiyor. Iste bu yiizden iki alanin cebirsel
toplami diye tarumlayacagimiz isaretli alan kavramini benimsiyo-
ruz.

Daha genel durum olan sonlu ¢ifte noktaya sahip daldiril-
mus egri s6z konusuyken de benzer bir bigcimde ilerleriz. Egri
diizlemi baglantili parcalara ayirir. Smirsiz pargaya 0 katsayisini
atayalim. Egriyi pozitif keserek baska parcaya atladigimiz du-
rumda bu tamsaymin da 1 artmasi kosuluyla diger parcalara
da birer tamsay1 atayabiliriz. Bagka deyisle egri tistiinde pozitif
yonde ilerleyen bir noktanin solunda gordiigii katsay1 saginda
gordiigiiniin 1 fazlasidir. Ustelik boyle bir etiketleme vardir ve
tektir. Ardindan bir egrinin isaretli alanini, ayirdig: parcalarin
geometrik alanlarinin bu tamsay1 katsayilarla dogrusal bilesimi
olarak tanimlariz. Gayet dogal olan bu tanim ... Gauss’a aittir.

76 R. L. Ricca and B. Nipoti.
Gauss’ linking number
revisited. ]. Knot Theory
Ramifications, 20(10):1325—
1343, 2011.

77 M. Epple. Orbits of
asteroids, a braid, and the
first link invariant. Math.
Intelligencer, 20(1):45-52,
1998.

e

Boyle bir etiketlemenin

var oldugunu, diizlemde
caprazlama kesisen, yonlii,
kapal1 iki egrinin (cebirsel)
kesisim sayisinin 0 oldugunu
kullanarak gosterin. Yonli
bir ytizeyde c; ve ¢, capraz-
lama kesisen, yonlii iki egri
olsun. ¢ ile ¢;'nin her kesi-
sim noktasinin, ¢; ve ¢p'nin
oradaki teget vektorlerinin
verdigi yone bagl bir +1
isareti vardir. Tim kesisim
noktalarmndaki tiim bu isa-
retlerin toplamy, ¢; ile c;'nin
cebirsel kesisim sayisidir. Eger
¢1 ve ¢y diizlemde bulunan
egrilerse bu kesisim sayis1
0’dir. Modern terimlerle
konusursak, bu gercek, diiz-
lemin homolojisinin 0 grup
olmasinin bir sonucudur.
Gauss'un kabul edebilecegi
bir kanit bulabilir misiniz?



Baska bir tanim da y(x) egrisinin altinda kalan alamin, y dx’in in-

tegrali olmasindan gelir. Diizlemde w = —y dx tiirevli 1-formunu
diisiintin. Bunun bir egri boyunca integrali, yukaridaki tanim-
daki sayiyla ayni olacaktir. Okuru bu hesab: yapmaya hararetle
davet ediyorum. Yeri gelmisken, w’'nin diferansiyeli, alan formu
olan dx A dy 2-formudur. Bir 21. ytizy1l matematikgisi i¢in sasirtict
olmayan bu gergek 19. ytizyilin baginda hi¢ de bariz degildi.
Simdi de 2 boyutlu birim kiirede kapali, yonlii bir egri alalim.
Cevreledigi alan1 tanumlayabilir miyiz? Egri gomiilityse sorun
yok. Egri kiireyi iki parcaya ayirir. Bu parcalardan biri egriyi

saatin tersine yonlendirilmis kenar1 olarak goriir; alani, bu parga-

nin alam olarak tanimlayabiliriz. Peki egri daha karmasiksa ne
yapabiliriz? Ayirdig1 her bir baglantili parcaya, yukaridaki aym
ozelligi saglamak {izere sayilar doseyebiliriz. Fakat sonsuzdaki
bir parcanin agirlig1 0 olsun diyerek bir normalizasyon olas1
degildir zira artik sonsuz yoktur. Dolayisiyla bu tamsayilar, her
parcaya ayni tamsay1 ekleme serbestligiyle iyi tanamlidir ancak.
Egrinin cevreledigi isaretli alan, kiirenin alaninin bir tamsay
katin1 ekleme serbestligiyle, yani mod 47tZ tanimhidir.

Kiirede piirtizsiiz kapali bir egri, 3 boyutlu uzayda tepenok-
tas1 bagnoktada olan bir koni tarif eder. Egrinin alani, tanim

geregi, koninin kat: agisina esittir, dolayisiyla mod 471Z tanimlan-

mustir. Tipk: diizlemde yonlii bir aginin mod 2777 tanimlandig:
gibi. ..

Simdi 3 boyutlu uzayda illa gomdilii olmayan, kapali, yonlii
bir y egrisi alalim. y'nin diginda her x noktasi icin tabani ¢’da,
apeksi x’te olan koninin A, (x) kat1 agisma bakin. Kat1 ac1

Ay RPNy > R/4nZ

seklinde bir fonksiyon tanimlar. Eger y bir diigtimse, yani
gomdilii bir cemberse, A, 'nin her olagan 0 degeri icin A;l (0)
o6nimge kiimesi ’y1 kenar kabul eden yonlii bir yiizey olacaktr.
Boyle yiizeylere daha 6nce Seifert ad1 altinda rastlamustik.

Simdi dA., diferansiyelini hesaplayalim. Uzayda ’dan uzak
ve birbirlerine yakin x ve x” diye iki nokta alalm. A, (x)’i hesap-
lamak icin 9¢’y1 —x kadar 6teledikten sonra 1sinlar araciligiyla
birim kiireye izdiisimiinii alip isaretli alan1 hesaplamaliyiz.

Ay (x) - Ay(x") alan farks, y'min —x ve —x’ kadar 6telenmis kop-
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3 boyutta kapali bir egri
S!’den IR¥e bir fonksiyonun
imgesidir. 2 boyutta da
§%dan R*"ye, yani P, Q diye
iki noktadan diizleme giden
bir fonksiyona bakabiliriz!
Bu durumda koninin yerini
tiggen alir; A : R2\ {P,Q} —
R/27Z ag1 fonksiyonu x'i
PxQ agisma gotiiriir. A
fonksiyonunun liflerine
bakarken ortaokul yillariniza
donebilirsiniz.
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yalarini kenar kabul eden halkanin birim kiireye izdiigiimiiniin
isaretli alanudir. "y1 bir gokgenle yakinlagtirarak A~ (x) - A, (x")
farkini, bazi paralelkenarlarin izdiistimlerinin isaretli alanlarinin
toplamu olarak yakinlagtirabiliriz. dx ve §’x uzayda iki vektorse
apeksi 0 ve tabani

X,x+0x,x+8x,x+5x+8'x

olan piramidin hacminin
1 /
gdet(x, 0x,0'x)

oldugunu hatirlaym. Eger dx ve ¢’x ¢ok kiigiikse s6z konusu
kat1 ag1, yukardaki degerin x’in kiipiiniin normuna boliimiiyle
yaklasik olarak elde edilir. Her seyi bir araya getirip limit alarak,
x noktasinda, v vektoriinde d A icin bir formiil buluruz:

~ 1 dy
dA,(x,0) = f7 Wdet('y(t),ﬁ(t),v)dt.

Delinmis diizlemde yani C \ {0} kiimesinde kapali bir ¢ eg-
risinin Cauchy indisi kavramin biliyoruz; ¢ boyunca ilerlerken
basnokta ¢evresinde “dénme” sayis1 olan bu indisi, ¢ boyunca
suireklilik sayesinde agiy1 izleyip baslangi¢ noktasina geri don-
diigtimiizde agidaki degisimi sayarak bulabiliriz. Bunun yerine
ﬁdz /z tiirevli formunun ¢ boyunca integrali de alinabilirdi. Gii-
nimiiz 6grencilerine kolay gelen tim bunlar Gauss, Cauchy vs.
gibi kurucu atalar i¢in bariz degildi.

Simdi ayni seyi 3 boyutlu uzayda, a1 yerine kapal bir v
egrisinin yarattig1 kat1 agty1 kullanarak yapalim. Eger bir «
egrisi 7'y1 kesmiyorsa ' boyunca bir tur dénerek kat1 agidaki
artisa (artisin 47t'de 1'ine) bakalim. Bu indis bir tamsayidir ve 7y
ile 9"'niin gegisme sayisi olarak adlandirilir.

Simdi d A, i¢in buldugumuz formiilii kullanarak ge(,v")
gecisme sayisin veren Gauss'un formdiiliinii soylece elde ederiz:

1 1 i d,), d’)/' , ,
Mf/h(t)_wdet(v(t)—v (), (1), 7 (t ))dtdt.

Gauss'un 22 Ocak 1833'te defterine yazdigi formiil tam da
budur.

Kat1 ag1.



Bu formiilden gegismenin simetrik oldugunu goériiyoruz; yani
ge(y,7") = ge(', ) oluyor. Tanimda hi¢ de bariz olmayan bu
ozelligi Gauss soyle yazmisti:

Bu deger simetriktir; iki egri yer degistirdiginde sabit kalir.

Ustelik y ve 7' yol boyunca birbirlerini kesmemek kosuluyla
siirekli bigimde ittirildiginde, gecisme sayis1 sabit kalmak zo-
rundadir zira bir tamsay siirekli bigimde degistirilemez. Iste bu,
gecisme sayisinin en onemli 6zelligidir: sekil degistirmeler altinda
sabittir.

Astronomi

Epple’n yukarida soziini ettigimiz makalesi gecisme sayisina
olas1 baska bir yaklasim oneriyor. Gauss'un ilk basarilarindan
biri, hatta onu meshur edeni, o zamanlarda yeni kesfedilmis olan
clice gezegen Ceres’in yoriingesini saptamis olmasidir. Diyelim
ki gezegenimiz Diinya iistiinde sabit bir konumdan bir gezegeni
gozlemliyoruz. Gokyiiziinde nereye bakmaliy1z? Daha kesin bir
ifadeyle, (Glinese gore) sabit bir uzayda Diinyanin yoriingesi
7, gozlemlemek istedigimiz gezegenin yoriingesiyse 7 olsun.
Kolaylik olsun diye y ve 9''niin ayrik oldugunu varsayiyorum
©. Eger donme periyotlar kesirli sayilar tizerinde bagimsizsa
Diinyanin ve gezegenin kendi yoriingelerindeki birbirilerine gore
konumlar1 bagimsiz rassal degiskenlerdir. Gauss, asagidaki
fonksiyonun imgesine gezegenin (Diinyaya gore) zodyak bolgesi
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Der Werth ist gegenseitig,
d. i. er bleibt derselbe, wen
beide Linien gegen einander
umgetauscht werden.

Halley kuyrukluyildizinin ve
ayrica Mars, Jupiter, Sattirn,
Uranus ve Neptiin'iin
yoriingeleri.
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adin verir:

(g 2 - e
A N OGRS
Bu bolge, gozlemcinin gezegeni ararken gokkiirede bakmas:
gereken bolgedir.

Gauss’un gegisme sayis1 formiiliindeki integralin i¢i bu fonk-
siyonun Jacobi determinantindan baska bir sey degildir; boylece
gecisme sayisi, zodyak bolgesinin isaretli alaninin 1/47t kat1 olur.
Giintimiiz matematikgisi, ayn1 boyutlu ve yonlii iki manifold
arasinda bir fonksiyonun Jacobi determinantinin integralinin,
fonksiyonun topolojik derecesi oldugunu siiphesiz bilir. Dola-
yisiyla gecisme sayist, @ zodyak fonksiyonunun derecesi olarak da
tanimlanabilir.

Gauss uzayda iki elips durumunu elbette ayrintisiyla ¢aligmuis.

Yandaki resimdeki gibi, iki elips gecismemisse zodyak tim
gokkiireyi kaplamaz. Yukaridaki resimde zodyaktaki agik mavi
bolge @ tarafindan iki kez ugranan noktalara karsilik geliyor. Iki
tekil noktaya sahip daha koyu boélge, dort kez ugranan noktalar-
dan olusuyor. Bunu, simit donel yiizeyinin perspektifini ve kenar
¢izgisinde ortaya ¢ikan tekillikleri betimleyen (yandaki) alisilmis
resimle karsilastirin.

Asagidaki resimdeki gibi elipsler gecismisse, zodyak tiim kiire
olur. Zodyaktaki acitk mavi bolge, @ tarafindan bir kez ortiilen
noktalara karsilik gelir. Dort tekillikli koyu bolgeyse {i¢ kez

Gegismemis iki elips. Solda
zodyak. ..

Simidin bir diizleme izdii-
stimii.



ortiliir.

Tikiz, yonlii, baglantili, kenarsiz iki manifold arasinda pii-
riizstiz bir f : M - N fonksiyonunun fopolojik derecesi icin olas1
birkac¢ tanim vardir. ilki, N tizerinde, toplam hacmi 1 olan bir
hac hacim formu secip f*hac olarak verilen geri cekme formu-
nun M tizerinde integralini almaktan ibarettir. Bu tanimin hac
formundan bagimsiz oldugunu gormek zor degil. Nitekim, eger
hac" diye baska bir hacim formu segilmigse hac’ — hac formu bir
tam form olur ve bu sayede f*hac’ - f*hac formunun integrali
sifir olur. Ayrica tanimdan, bu hesabin sekil degistirmeler altinda
degismez oldugunu da gormek kolay; eger iki fonksiyon fj ve f;
homotopiklerse fjhac — f;"hac bir tam form olur. Bu derecenin bir
tamsay1 oldugunu gérmekse daha az kolay.

Ikinci bir tanim, f'nin olagan bir y € N degerini secip M’deki
X1,...,Xy 6nimgelerine bakarak yapilabilir. Bu énimgelerin her
birinde f'nin diferansiyeli yonii korur ya da ters gevirir; buna
gore bunlara + ya da — isaretleri verilir. f'nin derecesi, bu isaret-
lerin toplamidir. Bu saymun olagan degerin seciminden bagimsiz
oldugunu ve homotopi degismezi oldugunu gostermek gerekir.
Milnorin kitabinda'78 bu ustalikla yapilmistir. Ayrica yukardaki
iki tanimin denk oldugunu gostermek de gerekli... Bunun yol-
larindan biri, N tizerinde, y olagan degerinde Dirac kiitlesine
yakinsayan bir hacim formlar: dizisi almak olabilir.

Simdi olagan deger bakis agisini kullanarak @ : R?/Z? — S2
olarak verdigimiz zodyak fonksiyonunun derecesini hesaplaya-
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Gegismis iki elips ve solda
zodyak. ..

1ki elipsin yukardaki zodyak
resimlerini yeniden incele-
yerek + ve — isaretlere karar
verin.

78 J. W. Milnor. Topology from
the differentiable viewpoint.
Princeton Landmarks in
Mathematics. Princeton
University Press, Princeton,
NJ, 1997.
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lim. $?'nin giiney kutbunu y noktast olarak alalim. y noktasimin
onimge kiimesi, y(t), 7'(#')'niin yukarisinda olacak bigimde yani
x,y koordinatlar1 ayn1 ve () nin z koordinat1 9/ (#') niinkiinden
biiyiik olacak sekilde y(t) ve 9/(#') noktalarindan olusur. Boyle
bir noktada @'nin diferansiyelini hesaplamak kolaydir. Eger v
ve ¢"'niin (x,y) diizlemine izdiistimleri, noktanin izdiisiimiinde
capraz kesisiyorsa diferansiyel form yoz degildir. Izdiisiimlerin
kesisimi pozitifse Jacobi determinant: pozitif (degilse negatif)
olur.

Bu da bizi gegisme sayisinin, Gauss'un besbelli bildigi, kombi-
natorik tanimina gotiiriir. 7y ve 7’ egrilerini, ¥ ve ¥’ izdiisiimleri
capraz kesisecek bicimde genel bir diizleme izd{iistiriin. Her bir
kesisim noktasinda -y ve ¢/'niin teget vektorlerinin pozitif ya da
negatif bir taban olusturmalarina bakarak noktay1 +1 veya —1
indisiyle isaretleyin. Bu kesisim noktalarindan, yalnizca y'nin
v"'niin iizerinde olanlarini segin. Buralardaki isaretlerin toplami y
ile v"'niin gegisme sayisidir.

Yandaki resimde kirmizi egri, mavinin tizerinden 3 kez ve
+1,+1, -1 isaretleriyle gegiyor. Dolayisiyla gecisme sayisi 1 olur.

Whitehead bag: olarak anilan yandaki bagda gegisme sayisi
0’dir ama bu demek degildir ki bagin iki pargas1 birbirinden ay-
rilmak {izere ittirilebilsin'7?. Bag1 bu bag olan, iki dall1 karmasik
cebirsel bir egri bulunmadigini gosterin.

Elektromanyetizma

Gauss’un formiili, fizikte Biot-Savart kuralini ¢agristiriyor. Bir
elektrik akimi manyetik bir alan tiretir. Kapali bir -y telinin i
siddetinde dogru akim tasidigini varsayalim. Telde olmayan bir x
noktasinda yaratilan manyetik alan

_ Mot 1 Ly, dr()
B0 =% [, i (”(” T )‘”

olur; burada yg manyetik sabittir. Bu vektor alani, kapali 1-form

dA.'nin (3 boyutlu fiziksel uzaydaki Oklit metrigine gore) eslegi-
dir. Ayrica bu alan, A, 1-formunu diferansiyel kabul eden yerel
bir fonksiyonun gradyan alani olarak da yorumlanabilir. Boy-
lece, herhangi bir 7' ilmegi tizerinde manyetik alanin dolagima,

e

@

Whitehead bag;.

79 D. Rolfsen. Knots and links,
volume 7 of Mathematics
Lecture Series. Publish or
Perish, Inc., Houston, TX,
1990. 1976 orijinalinin
diizeltilmis basimi.



dA,'min o' tizerinde integralidir, yani gecisme sayisidir. Dola-
yistyla ge(7y, ") gecisme sayisi bir akim tarafindan yaratilmis
manyetik alanin dolasimidir.

Ricca ve Nipoti'nin yukarida andigimiz makalesi, Gauss'un
zihninde muhtemelen var olan manyetik yorumu gayet ilging
bir bi¢cimde yeniden insa ediyor. Gauss'un Weber’le birlikte,
Gottingen iginde iletiler gondermek {izere ilk telgrafi kurmus
oldugunu da sdylemis olayim.
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Bir simit diigtimii tarafindan
tiretilmis manyetik alan. o

Kendi telgraflarinda kullan-
diklar1 Gauss-Weber kodu:
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Bir kiris diyagrami, veri bulutu igindeki iliskilenmelerin gorsellestirilmesine yonelik bir yontemdir ayni
zamanda. Stokastik bir 4;; matrisi verildiginde (yani a;; > 0 ve 3; a;; = 1), her bir a;; girdisi i oklugunun
j'yle etkilesiminin orantis1 olarak diistiniilebilir. Cember boyunca uzunluklar Iy, ..., Iy olmak tizere

n adet I, ..., In aralig1 ve I; ile I;"yi birlestiren ve eni a;;l; olan seritler cizilir. Uzunluklar [; = ¥; a;l;
bagdasma kosuluyla belirlenmelidir. Boyle bir ¢6ztimiin varligi, Perron-Frobenius teoremi sayesinde

garanti altindadur. ©


https://en.wikipedia.org/wiki/Chord_diagram

Kontsevich'in doniisii:
Bir evrensel degismez

BU GEZINTI, NOKTAYA HOMOTOPIiK BiR iLMEK Mi ACABA?
Basladigimiz noktaya geri déndiik: Maxim Kontsevich. Bu

boliim, bir sonug bolimii degil, enginlere agilan yolda bir adim.

Bize, matematikte ¢ok eski fikirlere yepyeni bir bakis agisiyla
geri donmenin olas1 oldugunu da sergiliyor. Kontsevich’in
1993 makalesinde'®°, kirig diyagramlar1 araciligiyla diigtim
kuraminda kaydettigi nefis gelismeye kisa bir giris yapacagim.

Gegisme sayisina iligkin yeni bir bakig agis

Ayrik, yonlii iki kapali egri, 41,72 : R/Z - R3 alalim. 7, ile
72'nin gecisme sayismin, iki egrinin kartezyen ¢arpimindan
birim kiireye giden Gauss'un zodyak fonksiyonunun topolojik
derecesi oldugunu gormiistiik.

Kontsevich’in formiilii, ayn1 sayiy1 bu kez 1 boyutlu yonlii bir
manifolddan (dolayisiyla birkag cemberin birlesiminden) bir cembere
giden bir fonksiyonun topolojik derecesi olarak ifade edecek.
Bu yeni bakis agisinin miithis tistiinliigii, yeni bir¢ok degismez
tanimlamamiza olanak tanimasi olacak.

Koordinatlar1 (x,y,t) olan R® uzayin, (koordinati ¢ olan) R ile

(koordinati z = x + iy olan) C karmasik dogrusunun kartezyen

carpimi olarak gorelim. 7 ve 7, egrilerimizin Morse olduklarinm

varsayalim. Bu basitce su demek: t koordinatina izdiistimiin
sonlu sayida kritik noktasi vardir ve bu noktalarda izd{isiimiin

8o M. Kontsevich. Vassiliev’s
knot invariants. In I. M.
Gelfand Seminar, volume 16
of Adv. Soviet Math., pages
137-150. Amer. Math. Soc.,
Providence, RI, 1993.
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ikinci tiirevi sifir degildir. Ayrica ¢ koordinatmin kritik degerleri-
nin birbirlerinden farkli oldugunu kabul edelim.

Simdi y; ve p’de aym ¢ koordinatina sahip nokta ciftlerini,
yani agikca

X ={(s1,52) € (R/Z)*|t(11(s51)) = t(72(s52)) }.

kiimesini diisiinelim. Bu, 2 boyutlu simitte piirtizsiiz bir egridir.
Denetlenecek tek (ve kolay) sey, kritik noktalarin komsulugunda
da bunun gercekten dogru oldugu.

Asagidaki 6rnege bakalim. 8 adet kritik deger var; bunlar ilk
egriyi 18 ikinciyiyse 10 tele ayiriyor.

X altmanifoldu soylece resmedilebilir.

A

S

RN WHR OGN O

123456789 101112131415161718
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X tiistiinde dogal bir yon vardir. X'te kritik degerlerden uzakta
kiictik bir I aralig se¢in. Bu aralik y;’de bir I; ve 7»’de baska bir
I, araligina difeomorfiyle gider. ;’de (ya da 7’de) kritik deger
icermeyen bir aralik, bir tarafta ;’in (ya da 7»'nin) yoniinden
gelen diger tarafta t koordinatindan gelen iki yone sahiptir. Eger

bu iki yon uyusuyorsa, araliga pozitif, aksi durumda negatif Bunun X tistiinde gergekten
de bir yon tarif ettigini

diyecegim. I; ve I'nin ikisi de pozitif ya da ikisi de negatifse I Kontrol edin.

araligini artan ¢, aksi durumda azalan t’'yle yonlendirelim.
Simdi, X'te bir nokta, y1(s1) ve y2(s2) noktalarini betimler;
bunlarin da x + iy karmasik diizlemine izdtistimii farkl: iki nok-
tadir. Farkin agisi, 77 : X — S! diye bir fonksiyon tanimlar. Bu
fonksiyon, yonlii, 1 boyutlu manifoldlar arasindadar.
7t'nin topolojik derecesinin 71 ile vy nin gecisme sayisi oldugunu
iddia ediyorum.

Bu iddiay1 kanutlayalim. Gegisme sayisi, yonlii yiizeyler arasin-
daki

m1(51) = 72(82) g2

. c 2 g
@: (s1,52) € (R/Z) ll7r1(51) = v2(s2)|

fonksiyonunun topolojik derecesiydi. Birim kiire S?, t = 0'la
verilen yatay ekvator SV igerir. 1 ve v,'nin degisik kritik deger-
lere sahip ve Morse olmasi kabulii, @ fonksiyonunun S! ¢ S?
cemberine caprazlama olmasini gerektirir. Tanim geregi, 7~ (S!)
onimgesi tam X olur. @'nin diferansiyeli, X'in 2 boyutlu simitteki
dik demetiyle ekvatorun kiirede dik demetini 6zdeslestirir. X'in
yonlemesine dair uzlagimiz bu 6zdeslesmeyi pozitif yapmaktadir.

@ ve 7'nin topolojik derecelerini karsilastirmak istiyoruz.
7'nin bir v € S! ¢ §? olagan degeri ve v'nin onimgesinde bir u
noktast alalim. v, @'nin de bir olagan degeridir elbette. 77'nin
u’da diferansiyelinin Jacobi determinantinin isareti, @'nin u’da
Jacobisinin isaretiyle aynidir. Dolayisiyla @ ile 7t'nin dereceleri
esittir. o

Simdi Cauchy cinsi indisler kullanarak gecisme sayisi icin
yeni bir formdil {iretecegiz. Bu Kontsevich’in teoreminin 6zel bir
durumu olacak.

Teorem. vy ve v 'nin t koordinatimin kritik noktalarmdan gecen yatay
diizlemleri kullanarak 1 ve 7y yi dilimlere ayirin. Ardisik iki diizlem
arasinda 7y1 ve 7y, pozitif ya da negatif olan birkag tel belirtir. <y, 'in bir
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telini secin; bu tel, (t_ <t < t, olmak tizere) ({1(t),t) grafigi olsun. v,
egrisinin de bir ({»(t),t) telini (yine t_ < t < t, olmak iizere) segin.

1 f“ d (G1(t) - Ca(t))
2 Ji G(H) - Ga(t)

donme miktarini hesaplayin; burada iki tel ayni isarete sahipse €
sayist +1, aksi durumda —1.

Var olan tiim ardisik yatay diizlem ciftleri ve biri <y, 'den digeri
¥2'den gelen olasi tiim tel ciftleri icin bu sayilarin toplamini bulun.

Sonug ge(y1,72) gegisme sayisidir.

Bir onceki 6rnekte 8 kritik deger 7 katman tanimliyor; bu
katmanlarda 2, 2, 2, 2, 4, 4, 2 adet mavi tel ve 0, 2, 4, 2,2,0,0
adet kirmiz: tel var. Dolayisiyla

2x04+2%x2+2x4+2x2+4%x2+4x0+4x0=24

tel ikilisi mevcut. X'teki aralik sayis1 da bu nitekim.

Degerleri kirig cebirinde olan evrensel Kontsevich diigiim de-
Sismezi

Bitirirken, “katsayilar: kirig diyagramlari olan formel serilerde

deger alan” bir diigiim degismezinin tanumini 6zetle anlatacagim.
Bu parlak fikir, Kontsevich’in tinlii 1993 makalesinden. ..

Kiris sayis1 n olan kirig diyagramlarimin kiimesini Kirig(n)
Gegisme sayisinin var

olmadigina ikna etmeye
yonlii bir gember tizerinde, gemberin yonii koruyan homeomorfi-  calisan birkag sihirbazlik
numarasi. 7000 resim
ve 3800 diigim igeren

diye gosterelim. Defalarca gordiigtimiiz gibi, bu diyagramlar

leriyle degisme serbestligiyle, ikiserli eslesmis 2n adet noktadan

ibarettir. Tum Kirig(n)’lerin birlesimi olan Kiris kiimesini taban muhtesem kitap “Ashley’nin
kabul eden vektor uzaym C[Kirig] olarak gosterelim. Dugtimler Kitabi”ndan
(1944). .. ©

Dolayistyla uzayin elemanlari, sonlu sayida w disinda diger
hepsi igin Ay = 0 olacak bigimde ¥ ekiris Aw - @ sonlu toplamlaridir.
C[Kirig] uzaymi, kademeleri n’yle verilmek tizere, kademeli bir
vektor uzay1 olarak diisiinelim.

C[Kiris] uzaymin, asagida ilk bakista yapay goriinen iki bagmn-
tiyla tiretilmis altuzaymna boltimiini A olarak gosterelim.

— tek terimli bagmmti. Eger bir kiris diyagrami, asagidaki re-
simde ¢emberin noktali kismi1 herhangi bir sekilde tamamlanarak


https://archive.org/details/TheAshleyBookOfKnots
https://archive.org/details/TheAshleyBookOfKnots
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elde ediliyorsa, bu bagint1 o diyagrami .A’da 0 olarak goriir.
Baska deyisle, miinferit bir kiris iceren her diyagram .A’da 0’dur.

K 0

— dort terimli baginti. Benzer olarak, asagidaki ¢emberlerdeki

noktali kisimlar herhangi bir bicimde (ama elbette hepsinde ayn
bigimde) tamamlanabilir.

Boylelikle A vektor uzay: da kademeli bir @,,59.A, cebiri olur.
Burada iki kiris diyagrami su sekilde ¢arpilir.

D-EID

Dort terimli baginti tam da bu islemi, baglantil: toplanun yapil-
dig1 yerden bagimsiz olarak iyi tanimli kilmak icin gereklidir.

Aw sayilar tisttinde higbir kosul olmaksizin ¥ ckirisAw @
seklinde sonsuz formel toplamlar: da katarak cebiri .A’ya tamam-
layalim. A’ya kiris cebri admni verelim.

Simdi degerleri A’da olan evrensel Kontsevich diigiim degismezini
tanimlayabilirim.

3 boyutlu uzayda (Morse oldugunu varsaydigimiz) bir vy
dugiimi olsun.

t koordinatinin kritik noktalarindan gecen yatay diizlemlerle
7’y1 dilimlere ayiralim. Boylece diiglimii, yoniine gore pozitif ya
da negatif olan sonlu sayida tele ayiririz.

Bir n tamsayisi segelim. Diigiim tizerinde,

t(p1) =t(q1) <t(p2) =t(q2) <...<t(pn) =t(qn)

295
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kosullarini saglayan, degisik noktalarindan olusuk (p1,41,..., Pn,qn)
sirali 2n’lilerin uzayin diisiinelim. Bu uzay, 2n boyutlu simitte

n boyutlu, kenarli ve ¢emberin yonii sayesinde dogal bir yone ﬁ/
sahip olan bir X}, altmanifoldudur.
X;;'nin her elemaninin » kirisli bir kiris diyagramu tarif ettigini
de kagirmayin.
X,’den (C*)"ye soyle bir dogal @ fonksiyonu var. Eger p ve
q, v tzerinde, t koordinatina sahip degisik iki noktaysa farklari,
sifir olmayan bir karmasik sayidir. Boylece (p1,41, ..., Pn, qn)

noktasm (1 — p1,.-.,q9n — pn) € (C*)" n-lisine gondeririz.
Simdi X;,’de

,1 @* (dgl/\...Adg")
@i\ & Cn
(karmasik) tiirevli n-formunu alalim. X,,'nin baglantili her bir
parcasinda bu formun integralini alip Kiris(n)’de karsilik gelen
elemanla ¢arparak ve X, 'nin baglantili tim parcalar: tizerinden
toplamini alarak A, de bir eleman elde ederiz. Tim n degerleri
i¢in tiim bu elemanlarin formel toplami A'nin bir elemanim tarif

eder; A'nin bu elemani, y'nin Kontsevich degismezidir ve Z(vy)

olarak gosterilir.

Kesin konusmak gerekirse, bu hentiz bir degismez olmadi!
Neyse ki, ¢y diigiimii, Morse dugimii kalacak ve kritik nokta
sayis1 korunacak sekilde ittirildigi stirece bu ¢okluk degismez. Bu

bile hi¢ de basit olmayan bir gercek.

Ote yandan 7/nin rastgele sekil degistirmesi bir horgii¢ yarata-
bilir. . N
Yine de boyle bir horgticiin ortaya ¢tkmasiyla gelen degisim
tamamuyla agiklanabilir. Yandaki horgiiciin degismezi Z(H)
olsun.

Eger bir 7y diigiimiiniin ¢ koordinatinin 2c adet kritik noktas:

varsa, gosterilebilir ki y'nin ¢ifte noktalar yaratmayan izotopileri,
yani sekil degistirmeleri altinda

I(K) = Z(K)JZ(K)"* € A
boliimii gercek bir diigiim degismezidir.

Halen A cebirinde Z(K)“/?'yle bsliimiin olasi oldugunu
dogrulamaliyim ki bu da zor degil. Zira Z(K)“/? elemanin,
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a’nin derecesi > 1 olmak {izere 1 +a biciminde oldugunu goérmek

kolay; boylece 1 +a’'mun tersi 1 -a +a* - a®

— - olur.

Esasen hicbir sey kanitlamadim. Bu degismezin ne bakimdan
evrensel oldugunu agiklamadim. Aslina bakilirsa iki diigiimiin
birbirine denk olmasiyla degismezlerinin ayni olmasinin denk
durumlar oldugu da bilinmiyor; boyle bir sey sahane olurdu.

182

Ayrintili bir anlatim igin su makaleyi'®" ve su kitab1'®? hara-

retle Oneririm.

#1 G Chmutov and S. Duz-
hin. The Kontsevich integral.
Acta Appl. Math., 66(2):155—
190, 2001.

182G Chmutov, S. Duzhin,
and J. Mostovoy. Introduction
to Vassiliev knot invariants.
Cambridge University Press,
Cambridge, 2012.

Ashley’nin Diigiimler
Kitabi'ndan birkag resim
daha. ©


https://arxiv.org/abs/math/0501040
https://arxiv.org/abs/1103.5628
https://arxiv.org/abs/1103.5628

298 BIR TEKiL MATEMATIK GEZINTIisi

Caspar David Friedrich:

Karga agaci.


https://en.wikipedia.org/wiki/The_Tree_of_Crows
https://en.wikipedia.org/wiki/The_Tree_of_Crows

Sonsoz

GEZINTiMiZ BURADA BiTiYOR. Matematik ormanlarinda bayag:
dolastik. Cok agag gordiik; yolculugumuz kesinlikle en kisa yolu
izlemedi. Umuyorum ki okurum daha ¢ok seyahat etmek ve
¢ok daha teferruath ve belki daha ciddi bir sekilde yeni tilkeler
kesfetmek isteyecektir.

Caspar David Friedrich’in romantik Sis denizi iizerinde gez-
gin tablosuyla baslayan gezintimizi bir ¢esit kapali ilmek gibi
diisiiniince, ayni ressamin 1822 yilinda yaptig1 Karga agac: tablo-
suyla bitirmek sanki uygun olacak. Bu tarihte Gauss, Oklidyen
olmayan geometri hayali goriiyordu bile.

Bu tablo en gozde kitaplarimin birinden®3 alindi. O kitap
da agaclarla ilgileniyor ama bizim gezintidemizde gordiikleri-
mizden ¢ok farkl olarak. Okurumun gelecek durag: olur belki
de.

83 J.-P. Serre. Trees. Springer
Monographs in Mathematics.
Springer-Verlag, Berlin, 2003.
Fransizca aslindan John
Stillwell tarafindan gevrilmis,
1980 ingilizce gevirisinin
diizeltilmis ikinci baskist.
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Caspar David Friedrich:
Mann und Frau in Bet-

rachtung des Mondes (Ay1
izleyen Kadin ve Erkek)
(1818-1824). ©


https://en.wikipedia.org/wiki/Two_Men_Contemplating_the_Moon
https://en.wikipedia.org/wiki/Two_Men_Contemplating_the_Moon
https://en.wikipedia.org/wiki/Two_Men_Contemplating_the_Moon

Tesekkiir

Baskalariyla paylasilamasaydi matematik ¢ok htiziinlii olurdu.
Hazirlik sathasinda, iyi arkadaslarim ve meslekdaslarim elinizde
tuttugunuz kitabin ilk okumalarini yapmay1 onerdiler.

Thierry Barbot ilk doktora dgrencilerimdendi ve artik tanin-
mig bir dinamik sistemler ve Lorentz geometrisi uzmanu. Tk
taslaktan itibaren destek olmay1 kendiliginden teklif etti.

Grant Cairns ile tanisali ¢ok oluyor; o zamanlar ikimiz de
ogrenciydik. Beraber iki makale yazdik. Tekillikler tam onun
alani degil ama matematigin her yoniiyle ilgilidir kendisi. Ve
gezinmeyi sever.

Nitelik ¢itasini iyi bildigim i¢in, Pierre de la Harpe’in fikrini
almakta tereddiit ettim. Samimi gozlemleri tiimiiyle degerlendi-
rildi.

Hem sanat¢1 hem geometrici olan Jos Leys ile 6zellikle mate-
matik filmleri yapiminda ¢ok elele verdik. Resimlerin en geliskin
olanlarmi ona bor¢luyuz.

Patrick Popescu-Pampu tekillik teorisinin en iyi uzmanlarin-
dandir ve matematik tarihini cok sever. Ikimiz de Henri-Paul de
Saint Gervais ile igbirligindeyiz.

Meslekdasim Bruno Sévennec matematikte her seyi bilir. Bol
miktarda hatay1 o tespit etti.

Christopher-Lloyd Simon, bu yazilari anlamaya ¢alisan hayali
“hevesli 6grenci” roliinti oynamay1 kabul etti. Ve kobay derken
bir meslekdasa doniistii. Onerileri sayesinde kitabin baglica
sonugclar ciddi sekilde gelisti.

Grant Cairns.

Christopher-Lloyd Simon.
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Metnin bir versiyonu Kasim 2016’dan beri Arxiv ve AMS
Open Math Notes adreslerinde vardi. Bu asamadan beri, iki eski
ogrencim kitab1 detayl bir sekilde inceleyip ¢ok ilging yorumlar
yaptilar.

Serge Cantat genelde cebirsel geometri ve karmasik sayilarda
dinamik ile ugrasr.

Michele Triestino aslinda bu gezintide hi¢ s6z konusu olma-
yan olasilik, ergodik teori ve teorik fizikle ilgilenir.

Ocak ve Subat 2017 siiresince Rio de Janeiro IMPA’da bu ko-
nuda bir lisanstistii ders verme sansim oldu. Bu dersi alanlardan
yedi kisi Portekizce ve Ispanyolca terciimeleri baslattilar: Aguiar
Alina Sotolongo, Azul Fatalini, Carlos A. Gomes, Esteban Arre-
aga, Filipe Bellio da Nobrega, Gregory Cosac ve Thiago Dourado.
IMPA’da postdoktora arastirmaci olan Dali Shen de uzun bir yo-
rum listesi yolladi. Jean Barge, Brian Davey, Maxim Kontsevich,
Manuel Ojanguren ve Jean-Pierre Serre’den de yorumlar aldim.

Hepsine tesekkiir etmekten mutluluk duyuyorum.

Kitab: sevdigi i¢in bana bir kutu ¢ikolata gonderen adsiz oku-
yucumu unutmayacagim. Kendisini soyle tarutti: Paul Ynomial,
Yonca Dugtimii Caddesi, Ker Lann.

Kalan hatalarin hepsinden benim sorumlu oldugumu ekle-
meye gerek yok saniyorum.

Ug 6nemli kuruma da tesekkiir etmek isterim.

Centre National de la Recherche Scientifique bana yillarca destek
oldu.

Rio de Janeiro’daki Instituto de Matemitica Pura e Aplicada, bu
kitabin ilk taslagini yazmam icin harika bir bilimsel ortam ve
huzur sundu.

Ecole Normale Supérieure de Lyon gatis1 altindaki Unité de Mat-
hématiques Pures et Appliquées de uzun zamandir benim asil
kurumumdur.

Etienne Ghys
Lyon, 23 Eyliil 2017

Serge Cantat.

Michele Triestino.
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https://arxiv.org/abs/1612.06373
https://www.ams.org/open-math-notes
https://www.ams.org/open-math-notes
http://www.cnrs.fr
https://impa.br
http://www.ens-lyon.fr
http://www.umpa.ens-lyon.fr
http://www.umpa.ens-lyon.fr
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Sozliikce

Ceviride karsilagtigimiz matematiksel terimlerin Tiirkge karsiliklar1 icin TMD Interaktif
Matematik Terimleri Sozltigii ve TDK Bilim ve Sanat Terimleri Ana Sozliigiinii temel aldik.
Metnin zorladig1 yerlerde, onerilen karsiliklar1 matematik camiasinin giincel kullandig:
sozctiklerle diizelttik, yer degistirdik.

Okumanin kolaylagmasi igin asagidaki listeden yararlanabilirsiniz.

ingilizce

Tiirkce

2-ball: daire

2-disk: daire

action: etki

adjacent: komsu

affine: afin

analytic: analitik

annulus: halka

apex: tepenokta

approximation: yaklastirim

argument (of a complex number): ag1
automorphism: otomorfi

axiom: belit

ball: yuvar

barycentric combination: ortamerkezcil bilesim
base point: pivot

basic non-analytic: basitce analitik olmayan
resultant: bilegke

binary: ikili

binomial: ikiterimlibinom

complete bipartite graph: iki govdeli tam ¢izge
blow down (a curve): sondirmek

blow up (a curve): patlatmak

boundary (of a manifold): kenar

branch (of a curve): dal

branched cover: ¢atalli 6rtii

bundle: demet

cellular space: hticreli uzay
(co)chain: (ko)zincir

characteristic (Euler-Poincaré): Euler-Poincaré sayisi
chart: harita

child (of a node): yavru

circulation (Fiz.): dolagim
codimension: ekboyut

cograph: tiimgizge

collapse: ¢okertmek

collapsible (graph): sondiirtilebilir
combinatorics: kombinatorik
complete graph: tam cizge
completion: tamamlanis

complex number: karmasik say1
complexity: karmasiklik

connected component (topology): baglantili parca
configuration: kurulumkonum
configuration space: kurulum uzay:
connected: baglantilt

content (of a polynomial): igerik
contractible: biiziilebilir
contravariant: kontravaryant


http://tmd2.org/sozluk/
http://tmd2.org/sozluk/
http://tdk.gov.tr/index.php?option=com_bilimsanat&view=bilimsanat
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convex hull: disbtikey hazne

core (of a Moebius band): kemer

core (of a solid torus): kilgik

corollary: sonug

cover: Ortll

cusp/cuspidal: topuk

cutting transversally: ¢aprazlama kesisen
cycle (graph): gcevrim

(co)cycle (in homology): (ko)gevrim
cyclic: dongtisel

deck transformation: ortii dontstimiu
decomposable (graph): parcalanabilir
decomposition: ayrisma

deformation: sekil degistirmeittirme
degenerate form: yoz form

descendant (of a node): dol
desingularization: tekilligin yok edilmesi
discriminant: diskriminant
diffeomorphism: difeomorfi

direct limit: dogrudan limit

disk: daire

disorienting loop: yonii ters ¢eviren ilmek
domain: bolge

double point: gifte nokta

dual: eslek

edge: kenar

effective: hesaplama algoritmalarina uygun

elimination theory: eleme kurami
embedding: gomme gomme fonksiyonu
entire function: tam fonksiyon
equivariant: ahenkli

exact sequence: tam dizi

exceptional divisor: istisnai bolen
fiber: lif

fibered knot: lifli digiim

fibration: liflenme

formal sum: formel toplam

frame (in a vector space): ¢at1

free action: serbest etki

functor: izleg

G-equivariant: G'ye gore ahenkli
genus: cins

germ (of function): tohum

graded (group, vector space): kademeli

holomorpic: holomorf
homeomorphism: homeomorfi
homogeneous: homojen

hyperplane: hiperdiizlem

image: goriintiiimge

immersion: daldirmadaldirma fonksiyonu
implicit function theorem: 6rtiik fonksiyon teoremi
improper integral: has olmayan integral
incidence matrix: ¢akisim matrisi
induced: tetiklenmis

inflection point: biikiim noktasi

integral domain: tamlik bolgesi
integration by parts: kismi integralleme
interlace graph: binisme ¢izgesi
involution: karesi birim olan gonderim
irreducible: indirgenemez

isomorphic: izomorf

isomorphism: izomorfiesyap1

isotopy: izotopi

iteration: yineleme

join (graph): lehim

join (topology): kaynak

lexicographical order: sozliik siralamasi
link: bag

link of singularity: tekilligin bag:
linked: gecismis

linking number: gecisme say1s1

loop: ilmek

manifold: manifold

map: fonksiyongonderim

moduli space: modiil uzay

Moebius: Mobius

monodromy: dolanimdolanum fonksiyonu
monomial: monom

multiple point (of a curve): kath nokta
multiple root: katl1 kok

multiplicity: kathilikkatlilik sayisi

n-ary operation: n-li islem

n-th root of unity: birimin n-inci kokii
n-tuple: n-li

node (of a tree): bogum

nonorientable: yonstizyon verilemez
normal bundle: dik demet
normalization (of a function): normalizasyon



not oriented: yon verilmemis
notation: gosterim

obstruction theory: engel kurami
genus: cins

operad: operad

orbit: yoriinge

orientable: yonlii

orientation: yonlemeyon

oriented: yon verilmis

orienting loop: yonii koruyan ilmek
origin: basnokta

parameterize: parametreleme

parity: teklik/ciftlik

path: patika

pattern: oriintii

pencil: derge

permutation: permiitasyon

phase portrait: faz portresi
polynomial interchange: polinom sira degisimi
power series: kuvvet serisi

preimage: 6nimge

presentationsunum

primitive (polynomial): ilkel

principal bundle: asil demet
projective line: izdtistimsel dogru
proper (function): has

proper (subset): has

pruned tree: budanmis agag
Pull-back: geri ¢cekme

rank (of a group): mertebe

rational: rasyonel kesirli

real number: gergek say1

recurrence relation: yineleme bagmtisi
recursion: 6zyineleme

reduced: indirgenmis

regular point (of a function): olagan nokta
regular value (of a function): olagan deger
resolution (of a singularity): ¢oziinme
resultant (of polynomials): bileske
rigid rotation: kat1 dondiirme

saddle-node (of a dynamical system): eyer-cukur noktasi

separable: ayrisabilir
signature: isaret
simplicial complex: simpleksli kompleks
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smooth: piirtizsiiz
solid torus: dolu simit
spectrum (roots, eigenvalues): yelpaze
split (in a graph): yarma
square sphere: kare kiire
stack: y1g1t
strand (of a braid): tel
strict transform (of a curve): has dontisim
submersion: batirma
suspension: aski
torus: simit
trajectory (of a vector field): iz
transcendental: agkin
transitive action: gecisken etki
transverse: capraz¢aprazlama
trefoil knot: yonca digtimii
trivial bundle: basit demet
trivial knot: gegismemis diigtim basit diigtim
trivialization (of a bundle): basitlestirme
tubular neighborhood: boru komsulugu
uniform (-ly continuous function): diizgiin
unique factorization domain:

tek carpanlama bolgesi
unit (element): birim
unknot: gecismemis digim
unlinked: baglanmamisgecismemis
valuation: degerleme
vertex (of a graph): kose (¢izgenin)
vertex (of a simplicial complex):

kosenokta (simpleksli kompleksin)









Tekillikler kuramina giris desek dedil, yeni sonuclar iceren
bir uzmanlik kitabi desek hi¢ degil! Matematik Diinyasinda
hakiki bir gezintiye davet!

Hipparkos, Newton ve Gauss var, ama daha pek ¢ok ¢agdas
matematikci de bizimle. Biraz cebir, biraz topoloji, geometri,
karmasik analiz, kombinatorik ve biraz da bilgisayar bilimini
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