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Um passeio tropical?

Este livro deve muito ao Brasil. Minha primeira viagem ao
Rio de Janeiro foi hd quarenta anos, durante um estagio de p6s-
doutorado. Vocé pode imaginar o choque que isso representou
para um jovem francés dos pontos de vista cultural, linguistico,
climatico, mas também. .. matemaético.

Estava acostumado com a matematica a francesa, imbuido
da abordagem Bourbakista, quando descobri a matematica
praticada nos trépicos. Bandeira franco-brasileira

Percebi que a teoria dos sistemas dindmicos poderia ser
qualitativa, que seria possivel raciocinarmos do particular para
o geral, que exemplos concretos frequentemente precedem os
teoremas abstratos. Compreendi especialmente que poderiamos
abordar a pesquisa matemdtica com alegria e descontragéo:
duas caracteristicas brasileiras, presentes, assim espero, neste
passeio-texto singular.

Os alunos que assistiram meu primeiro curso eram apenas um
pouco mais novos do que eu e conheciam topologia diferencial
quase igual a mim. Paulo Ney de Souza participou desse curso
e foi o primeiro a escrever sua dissertacdo de mestrado em
topologia das folhea¢des sob minha orientagdo. Quarenta anos
depois, ele mora em Berkeley, mas retorna frequentemente ao
seu pais de origem, onde é responsavel pelas publica¢bes do
IMPA (Instituto de Matemética Pura e Aplicada). Tornou-se
um dos melhores TgXperts do mundo e escreveu o maravilhoso
livro “Berkeley Problems in Mathematics”, em parceria com
Jorge-Nuno Silva.

Ele gentilmente se ofereceu para finalizar a versao brasileira Paulo Ney de Souza
deste livro. Eu sou infinitamente grato ao Paulo.

Nestes quarenta anos, tive muitas oportunidades de visitar
o Brasil. Quando vim em 2017, lecionei um curso de verdo no
IMPA enquanto escrevia este livro. Os alunos eram de toda a
América do Sul, e 0 ambiente excelente, uma mistura de seri-
edade e relaxamento (lembro-me, por exemplo, que os alunos
tinham algumas dificuldades para chegar no horério).
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Para minha alegria, durante o curso, em relacdo ao livro, fui
surpreendido duas vezes. Primeiro, Filipe Bellio da Nébrega
e Gregory Cosac Daher iniciaram a tradugédo de alguns dos
capitulos. Agradego muito a ambos. Segundo, como as aulas
foram filmadas (fato habitual no IMPA), recebi um e-mail de um
estudante de doutorado brasileiro, o Carlos Alexandre Gomes
da Silva: ele participava on-line do curso enquanto finalizava
um periodo de pesquisa na Universidade de Lyon (cidade onde
eu trabalho!) e propds traduzir o livro para o portugués. Hoje,
Carlos é professor da Universidade Federal do Rio Grande
do Norte (UFRN). Agradeco-lhe sinceramente pelo tremendo
trabalho feito com tanto entusiasmo.

Finalmente, Daniel Weller leu o texto e fez sugestdes que
melhoraram muito o estilo e a qualidade da lingua. Quero
agradecer a ele também.

Sempre achei que a linguagem em que expressamos a mate-
matica é parte integrante da prépria matematica. Por isso, estou
particularmente feliz com esta bela tradugdo para o portugués,
uma forma de agradecer ao Brasil por tudo o que devo aos bra-
sileiros e a este pais tropical, abencoado e bonito por natureza.

Etienne Ghys
Paris, 7 de Abril 2020

Carlos Alexandre Gomes da
Silva
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Preficio

EM MARGO DE 2009, estava numa reunido administrativa ao
lado do meu colega, o Maxim Kontsevich, ainda mais entediado
do que eu. Obviamente, ele tinha outra coisa em mente. De
repente, ele me passou um bilhete de metrd parisiense contendo
um rabisco e uma tnica palavra: “impossivel”. Esse era um novo
teorema que ele queria compartilhar comigo!

Um breve tempo passou e alguns sussurros entre nds antes
que eu pudesse adivinhar a afirmagdo do teorema e mais alguns
minutos para encontrar a prova. Aqui estd o enunciado.

Teorema. Quatro polindmios Py, Py, Ps, Py de varidvel real x nio podem
satisfazer

* Pi(x) < Py(x) < P3(x) < Py(x) para pequenos valores de x <0,
* Py(x) < Py(x) < Pi(x) < P3(x) para pequenos valores de x > 0.

A posigio relativa dos gréaficos de quatro polindmios reais
estd sujeita a algumas restri¢des. Eu fiquei fascinado: um novo
resultado elementar sobre quatro polindmios em 2009!

Mais tarde, eu tentei colocar isso num contexto mais geral,
para estudar a situa¢do com mais de quatro polinémios. O resul-
tado foi uma prazerosa jornada pela matemdtica, com bastante
desvios, em diversas dreas surpreendentemente diferentes, em
muitos periodos da histéria. Como de costume, isso levou a pro-
blemas que eu s6 consegui resolver parcialmente. Compartilho
essa viagem neste pequeno livro que tem o propésito de convi-
dar o leitor para esse passeio matematico. Nao escolhi a maneira
mais eficiente de atingir uma meta especifica porque, na verdade,
ndo h4 uma meta para esse texto. Quase todos os capitulos sdo

. . K Maxim Kontsevich .
basicamente independentes entre si, e vocé pode pular quantos


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Kontsevich.html
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deles quiser. Se vocé achar uma se¢do muito d&rdua ou muito
simples, vocé pode facilmente ignora-la. Faremos uma visita a
Hiparco, Newton e Gauss, mas também a muitos matematicos
contemporaneos. Brincaremos com um pouco de élgebra, topo-
logia, geometria, andlise complexa, combinatoria e ciéncia da
computagdo. Um verdadeiro passeio no mundo matematico.

No entanto, para alcangar algum objetivo e ndo transformar
esse passeio em um percurso completamente aleatério, deixe-
me citar um resultado que serd provado em um dos tltimos
capitulos. Este é provavelmente o tinico novo resultado neste
trabalho.

Vamos considerar um ponto p em uma curva plana C.

Se C é suave, a sua representacao gréfica local ndo é tao interes-
sante.

Se C é singular em p, a sua representacdo grafica pode ser bem
mais complicada, como, por exemplo, a origem na ctispide x* =
y>. Vamos restringir nosso estudo a curvas algébricas definidas
por alguma equagdo F(x,y) = 0 em que F é um polindmio em
x,y com coeficientes reais. Acontece que, na vizinhanga de um
de seus pontos, tal curva é a unido de um ndamero finito de
pedacos irredutiveis, geralmente chamados de ramos. A natureza
desses ramos foi um tema de muitos debates no passado, e nés
discutiremos esse tépico em detalhe. O principal resultado é que
topologicamente os ramos sdo suaves! Mais precisamente, para
cada um dos ramos, existe um homeomorfismo local do plano que
o envia para uma linha reta. De forma que cada ramo intersecta
um pequeno circulo centrado em p em exatamente dois pontos.

A posigdo relativa de muitos ramos de uma curva é muito
mais sutil. Na vizinhanga de um ponto singular, a topologia é
descrita por um ntimero par de pontos em um circulo, pareados
dois a dois: o pareamento é dado pelos ramos. Assim, obtemos
2n pontos em um circulo agrupados em n pares, cada um deles
com uma cor ou uma letra.

Agora eu posso enunciar um teorema que serd mais ou menos
o nosso destino final, algum tipo de farol mostrando alguma
direcao.

Q

Uma curva suave.

<

Um ponto cuspidal.

£

Um pequeno circulo in-
tersecta a curva em dois
pontos.

Uma curva com trés ramos.

A palavra ciclica associada
ABACCB.
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Teorema. Ndo hd singularidade de uma curva algébrica real no plano

que consista em cinco ramos A, B,C, D, E cruzando um pequeno circulo

como na imagem ao lado. E D
Realmente, eu irei provar um teorema muito mais preciso, B C

dando uma descri¢gdo completa de todas as possiveis configura- D E

¢des topoldgicas dos ramos de uma curva analitica. Cinco ramos impossiveis.

Eu escrevi esse “petit livre” para um leitor especifico na
minha mente: eu mesmo, quando eu era um estudante de gradu-
agdo. .. Para ser mais especifico, eu limitei os pré-requisitos para
meu conhecimento quando eu passei no exame da “agrégation”,
exatamente hd quarenta anos ©! Eu lembro perfeitamente que eu
tinha (e ainda tenho) grandes dificuldades de ler longos tratados
matemadticos, cheios de detalhes técnicos, porque eu sempre
preferi olhar para as figuras. Ao longo desses anos, eu aprendi
que a precisdo e os detalhes sdo frequentemente necessérios em
matemadtica, mas eu ainda gosto muito de passeios. Eu tentei
imaginar quais teriam sido minhas préprias reagdes diante deste
livro, como se eu fosse um iniciante. Essa “conversa” entre duas
“versdes de mim mesmo” tem sido interessante e lembrou-me
do conto “El Otro” por Jorge Luis Borges. Foi um sonho? Uma
reconstrugdo do passado?

Uma palavra de cautela: este ndo é um livro escrito na tradi-
cional estrutura definigdo-teorema-prova. Vocé tem que estar
preparado para se perder de vez em quando, como em muitos
passeios. Eu sei que vocé vai reclamar por causa da falta de
defini¢des precisas, mas, de fato, vocé terd que aceitar defini-
¢Oes incompletas. .. Claro, livros didaticos sdo necessarios e
eu fornego muitas referéncias nas margens. No entanto, estou
convencido de que ideias e exemplos matematicos precedem
a provas e a defini¢des formais. Como d’Alembert disse uma
vez: “Apenas vd em frente. . . e a fé ird alcangd-lo!”. Vocé pode ver de “Allez en avant, et la foi vous

. . viendra.”
vez em quando um belo panorama emergindo da neblina, como

aquele no frontispicio deste ensaio, de Caspar David Friedrich Der Wanderer iiber dem
Nebelmeer (1818)): uma
sugestdo do mundo matema-
alguns desses panoramas. Agora podemos embarcar para a tico?

Espero que alguns graduandos motivados desfrutem de

nossa viagem.
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Um detalhe do “Essai d"une distribution généalogique des sciences
et des arts principaux” (Chrétien Fréderic Guillaume Roth, 1769).
Foi incluido como frontispicio da famosa Encyclopédie de Diderot e
d’Alembert. A “Matemaética” esta localizada no canto inferior esquerdo
e a “Teoria das curvas” estd no canto superior direito. O conhecimento

humano organizado como uma arvore.


https://encyclopedie.uchicago.edu

Roteiro

DEFINITIVAMENTE NAO SEGUIREMOS UMA ROTA DIRETA.
Como vocé ja deve estar preparado para alguns desvios opcio-
nais, apresento um esbogo provavelmente ttil do nosso itinerario.
Como se fosse uma apresentacdo promocional de um pacote tu-

ristico, ofertado por um funciondrio de uma agéncia de turismo.

Os primeiros quatro capitulos tratam das posigdes relativas
entre os grdficos de uma familia de polindmios reais Py, ..., Py, no
espirito do teorema de Kontsevich que mencionei no prefacio. Uma permutagdio definida

.. por 5 polindmios.
Comparando os valores de P;(x) para pequenos valores positi-
vos e negativos de x produz uma permutagdo de {1,...,n}, que
descreve a figura local numa vizinhanga do 0. Eu darei uma
caracterizacgdo bastante precisa dessas permutagdes, que ja fo-
ram consideradas em um disfarce diferente pelos especialistas
da drea da combinatoria, sob o nome “permutacoes separdveis”.
Em seguida, examinaremos push e pop stacks na forma apresen-
tada por Donald Knuth em “A arte da programagdo de com-
putadores”. Também determinaremos o nimero de permutagdes
separaveis, oportunidade para descobrir que esses niimeros ja
foram considerados por Hiparco ha mais de dois milénios.

Em seguida, tentaremos generalizar o problema dos gréfi-
cos de polinémios para curvas planas definidas implicitamente
por alguma equagdo polinomial real F(x,y) = 0, que requer a
compreensdo da topologia de uma curva algébrica (ou analitica)
na vizinhanga de um ponto singular. Os primeiros resultados
importantes relacionados a esse problema sdao devidos a Newton
em 1669, em um artigo extraordindrio intitulado Tractatus de De Newton De methodis.
methodis serierum et fluxionum, que estudaremos em dois capi-
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tulos. Nesse artigo, hd uma apresentacao detalhada do famoso
método de Newton para encontrar aproximacdes das raizes de
polindmios, introduzindo a ideia dos poligonos de Newton. Estri-
tamente falando, Newton nédo forneceu provas, mas entendeu
que, localmente, uma curva analitica consiste em um niimero
finito de ramos, que sdo “gréficos” de séries de poténcias formais
com expoentes racionais. O capitulo adicional — dlgebra formal —
explicard os resultados de Newton na terminologia moderna e
oferecerd provas.

Até aqui, até esse ponto do passeio, a discussdo sera pura-
mente algébrica. Entdo, revisaremos a primeira prova de Gauss Da Tese de doutorado de
do teorema fundamental da dlgebra — sua tese de doutorado Gauss
em 1799 — usando argumentos de natureza topolégica, revolu-
ciondrios para a época, baseados na afirmag¢do ndo comprovada
de que uma curva algébrica que entra em um disco deve sair. A prova
desta afirmacdo é mais sutil do que se pode imaginar. No século
XIX, dois mateméticos que compartilham o mesmo nome nao
puderam provar.

Euler, Cauchy e Poincaré foram grandes mestres na manipu-
lagdo de séries. Dois capitulos tratam sobre suas descobertas,
usando o Calculo dos limites de Cauchy de forma a obtermos
a prova da convergéncia da série de Newton, que nos permite
mostrar que um pequeno circulo em torno de uma singularidade
de uma curva analitica real do plano cruza a curva em um na-

mero par de pontos, definindo um diagrama de cordas, ou seja, 2n .
Um disco sofrendo trés

pontos ordenados ciclicamente e agrupados em pares. blow-ups.
Os trés capitulos seguintes tratam da topologia das singulari-

dades das curvas analiticas planas. N6s explicaremos o método

blow-up, um tipo de microscépio que nos permite examinar pro-

fundamente a singularidade. Topologicamente, isso introduz

uma faixa de Mobius , ou colares de Mobius se 0 microscépio

for usado varias vezes. Como veremos, o blow-up serd uma

ferramenta poderosa na resolugao de singularidades.
As imagens locais das curvas planas complexas sdo lindas e

merecem uma visita. Como C? tém dimensao real 4, nés intersec-

taremos a curva com pequenas esferas tridimensionais em torno As fibras de Hopf.

da singularidade. Desse ponto de vista, até mesmo linhas retas
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produzem objetos notédveis, como a Fibragao de Hopf.
As singularidades mais complexas, por exemplo, o ctispide

3 —y? = 0 sdo descritas por nds e links. Para entender o caso

x
geral, nds visitaremos Victor Puiseux, que prop6s em 1850

uma abordagem completamente nova para a série de Newton.
Em 1968, Jack Milnor usou essas ideias para resultar numa
figura topoldgica completa, mas ainda considerando os niimeros
complexos.

Curiosamente, descobriremos uma conexdo entre permuta-
¢Oes separdveis e o associaedro, familia de politopos convexos
introduzidos por Tamari e Stasheff para entender o significado
de “associatividade a menos de homotopia”. Usando seus poli-
topos, Jim Stasheff foi capaz de fornecer uma caracterizagdo dos
espagos com o mesmo tipo de homotopia que os grupos topo-
l6gicos. Descobriu-se que esse era o ponto de partida da teoria
dos operads, que desempenha um papel fundamental na teoria
da homotopia moderna e na topologia algébrica. Ressalto que
0s Operads sdo estruturas algébricas muito gerais e estdo perfei-
tamente adaptadas a nossa situagdo, sendo exemplos tipicos as
arvores, trangas, espagos de configuracao etc. Veremos que a co-
lecdo de todas as singularidades, a excegdo dos homeomorfismos,
pode ser vista como um operad singular, ajudando a entender o
quadro global das ideias. )

O n6 de trevo.

Apenas por diversdo, examinaremos uma pequena nota de
Gauss, referente a curvas fechadas no plano com pontos duplos
simples. Indo ao redor da curva, cada ponto duplo é visitado
duas vezes, de maneira que se defina um diagrama de cordas.

Como podemos caracterizar este tipo de diagrama?

Ao final, alcangaremos nosso objetivo: a caracterizagdo com-
pleta, em dois capitulos, dos diagramas de cordas associados a
singularidades de curvas planas analiticas reais.

Dois capitulos adicionais concluem nosso passeio. Um sobre O associaedro.
a abordagem dos ntimeros de entrelace de Gauss, e o dltimo,
sem provas, sobre o invariante universal de Kontsevich para nos,
encorajando o leitor a continuar a exploragao.
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As cores (verde, azul, ver-
melho e preto) ddo uma
ideia muito subjetiva da
dificuldade.
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Paisagem das Quatro
Estagdes (Oito vistas dos
rios Xiao e Xiang), de Soami,
inicio do século XVI. +


http://www.metmuseum.org/art/collection/search/42344
http://www.metmuseum.org/art/collection/search/42344
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Polindmios que se intersectam

Maxim Kontsevich

Intercdmbios polinomiais

ANTES DE PROVAR O TEOREMA DE KONTSEVICH, deixe-me
comegar com uma consideracdo muito elementar. Considere
a posicdo do gréfico de um polinémio real ndo nulo P(x) com
respeito ao eixo x, numa vizinhanga do 0.

Existem duas possibilidades, a saber: ou o gréfico de P cruza
o eixo x no 0, ou ele fica do mesmo lado. Para distinguir esses
dois casos, introduzimos a seguinte definigdo.

Definigdo. Seja P(x) = ag +a1x +apx?

+--- um polindmio (ou uma
série formal). A valuagdo v(P) de P (em 0) é o menor inteiro k tal

que a; # 0. Por definicédo, o valor do polindmio nulo é oo.

Claramente, o gréfico de P cruza o eixo x sendo o valor v(P)
um inteiro impar.

Dados dois polindmios distintos Pj, P>, o sinal de P;(x) — P,(x)
muda em 0 v(P; - P») é impar.

Suponha agora que ha trés polindmios P;, P,, P; e analisemos
as possiveis configura¢gdes numa vizinhanga da origem. As seis
figuras na margem mostram que todas as seis permutagdes de
{1,2,3} podem ser realizadas caso escolhermos os polindmios
adequadamente.

3 3
2 2
1 1
3
2 2
1 1
3
1
3 3
2 2
1
3 3
1
2
1 2
3 1
2 2
1 3
3 2
2 3
1\ 1




12 UM PASSEIO MATEMATICO SINGULAR

Por exemplo:

Py(x) = Py(x) =0 Ps(x) = —x°
Py(x) = -x Py(x) =« Ps(x) = —x*
Pi(x) = x? Py(x) = —x? Py(x) =x
Pi(x)=0 Py(x) = —x% - x° Py(x) = —x%+x°
Py(x) = -x Py(x) =0 P3(x) = x
Pi(x)=x*-x° Py(x)=x*+x° P3(x) =0.

Portanto, o fenomeno de Kontsevich comega com gquatro polindmios.

Note que as figuras sugerem que assumi P;(0) = 0, mas essa
suposi¢do ndo é necessaria. Considerei apenas porque nesse livro
discutiremos, principalmente, propriedades locais na vizinhanca
de um tnico ponto (0,0).

Podemos, agora, provar o teorema do bilhete de metrd menci-
onado no prefacio.

Por contradigdo, assumimos que existam quatro polindmios
P1, Py, P3, Py tais que:

1. Pi(x) < Py(x) < P3(x) < Py(x) para x <0 pequeno,
2. Py(x) < Py(x) < P1(x) < P3(x) para x > 0 pequeno.

Substituindo P; por P; — P;, podemos considerar que P; = 0.

Como P, e P, mudam de sinal na origem, seus valores
v(P,),v(Py) sdo impares.

Como P; ndo muda de sinal, serd v(Ps) é par. \

De 0 < Py(x) < P3(x) < Py(x) para x negativo pequeno, ‘2
deduzimos que v(P,) > v(Ps) > v(Py).

Analogamente, de |Ps(x)| < |P2(x)| para x positivo pequeno,
deduzimos que U(P4) 2 zJ(PZ)~ Eu uso o simbolo @ ao final

Isso forgaria as trés valuagdes a serem iguais, mas duas delas de uma prova. Meus leitores
astutos podem adivinhar por
que eu ponho um - em um

Contradigéo, ] 0? Dica: Pense em Franceés.

sdo impares e a outra é par!

Note que a mesma prova se aplica a fungdes reais analiticas, Por qué?
mas ndo a fungdes suaves. De fato, o leitor pode facilmente
encontrar quatro fungdes P; (i = 1,2,3,4) de classe C* cruzando
na origem de acordo com a permutagdo “proibida”.
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Mudando a orientagdo ao longo do eixo x, podemos ver
que a permutagdo inversa é também proibida. Como exercicio,
recomendo mostrar que as 22 permutagdes restantes {1,2,3,4}
ocorrem para uma escolha apropriada dos P; (i =1,2,3,4).
Tentemos, agora, analisar a situagdo com um ntimero qualquer
de polinémios.

Definicdo. Seja n > 2 um inteiro e 77 alguma permutacdo de
{1,2,...,n}. Dizemos que 7t é um intercimbio polinomial se existi-
rem n polindmios Py, ..., P, tais que:

* Pj(x) < Py(x) <--- < Py(x) para x negativo pequeno.
* Pre1)(x) < Pr(z)(x) <+ < Pryy(x) para x positivo pequeno.

Nosso objetivo é dar uma descri¢do razoavelmente precisa dos
intercambios polinomiais.

Permutagoes Separdveis

Definicdo. Sejan > 2 um inteiro e 77 uma permutacéo de
{1,2,...,n}. Dizemos que 7t é separdvel se ela ndo “contém”
nenhuma das duas permutacdes proibidas, i.e. se ndo existem
quatro indices 1 < iy < iy < i3 < ig < n tais que 7t(ip) < 7(iy) <
mt(ip) < w(iz) ou 7(iz) < 7t(iy) < 7w(iy) < 7t(ip).

Em outras palavras, uma permutacdo é separavel se ela ndo
contém uma das duas permutagdes de Kontsevich em quatro
letras. Como j4 ficou claro, um intercambio polinomial é ne-
cessariamente separdvel. Nesta secdo, proveremos a reciproca.

Comecemos com um lema que parece ser “folclore” na litera-
tura de Combinatodria®.

Lema. Seja 7w um permutagio separdvel de {1,2,...,n} (paran > 3).
Entio, existe um intervalo proprio I = {k,k+1,...,k+1} (onde
1<k <k+1<n)decomprimento !l +1 > 2 cuja imagem para 7t é um
intervalo.

Podemos assumir que 7t(1) < 71(2) pois, caso contrério, basta
substituir 7t pela permutagado “reversa” 7t (k) = n+1 - r(k).

As permutagdes proibidas.

A razdo para a terminologia
“separavel” ficard clara no
préximo capitulo.

*P. Bose, J. F. Buss, and

A. Lubiw. Pattern matching
for permutations. Inform.
Process. Lett., 65(5):277-283,

1998.

Observe que se 71 é um
intercAmbio polinomial, 77
também serad (multiplique
todos os polindmios por
—-x). De modo similar,
pela prépria definicao de
permutagdo separavel, 7t
e 7T sdo simultaneamente
separaveis.
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Se 71(2) = (1) +1 ndo hé o que provar, pois a imagem de {1,2}
serd o intervalo {7r(1), 7(2)}. Portanto, podemos assumir que
1t(2) > (1) + 1. Considere o menor inteiro k tal que 77({2,...,k})
contém o intervalo | entre 71(1) +1 e 77(2). observe que 7(k) estd
em | de modo que (1) < (k) < 7(2).

Se a imagem 7t({2,...,k}) for exatamente igual ao intervalo J,
encontramos um intervalo néo trivial cuja imagem por 7t é um
intervalo.

Do contrario, podemos tomar um elemento / entre 2 e k
cuja imagem por 7T estd “fora” de J. Temos 7(I) < (1) ou
rt(l) > t(2).

Se rt(l) < m(1), os quatro elementos 1,2,/ k satisfazem 1 <
2<l<kemn(l)<mn(l) < (k) < m(2). Sdo portanto ordenados
de acordo com a “permutagdo proibida”, sendo impossivel pela
defini¢do de permutacado separével.

Podemos entdo assumir que todos os elementos de 7({2,...,k})
sdo maiores ou iguais a 7(1).

Podemos também assumir que 77({2,...,k}) é ndo trivial,
pois, caso contrério, acabariamos. Existe; portanto, pelo menos
uma “lacuna” em 7 ({2,...,k}) que deve estar a direita de 77(2).
Logo, existe m tal que k < m el tal que 2 < I < k com 7t(m) <
nt(I). Os quatro elementos 2,1,k,m sdo tais que 2 < I < k < m
e (k) < m(2) < t(m) < 7(l) estando ordenados de acordo
com a “permutacdo proibida” torna-se impossivel para uma
permutagdo separavel.

O lema est4 provado. =

E facil melhorar o lema:

Lema. Seja t uma permutagio separdvel de {1,2,...,n}. Podemos en-
tdo encontrar dois inteiros consecutivos cujas imagens sio consecutivas.

A prova por inducdo é imediata, uma vez que qualquer in-
tervalo préprio cuja imagem define outra permutacdo separavel
para um valor menor de n contém dois elementos consecutivos
com imagens consecutivas. o]

Podemos agora melhorar o resultado principal desse capitulo.
O contra-exemplo de Kontsevich é, de alguma forma, o tinico
contra-exemplo.
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Teorema. Uma permutagio é um intercimbio polinomial separdvel.

Ja haviamos observado que intercAmbios polinomiais sdo
separdveis, pois essa é a observacdo de Kontsevich.

Novamente, por indugéo em 7, mostraremos que toda
permutagdo separédvel é um intercdmbio polinomial. Seja 7
uma permutacio separdvel de {1,2,...,n}. Sabemos que exis-
tem dois inteiros consecutivos i,i + 1 com imagens consecutivas
mt(i), w(i+1).

Se “colapsarmos” {i,i + 1} e {7 (i), (i + 1)} em um tnico
ponto, produziremos uma permutagdo 77’ em n — 1 objetos, que
é obviamente separavel, sendo; portanto, um intercAmbio poli-
nomial pela hipétese de inducédo. Segue que podemos encontrar
n -1 polinémios

P,..., P4

resta a fazer é dividir o i-ésimo polindmio P; de modo a produzir
n polindmios

14 14
Pi,...,Piy, PP/ Pii,..., Puy

1

que se intersectam segundo 7. E suficiente definir
P{(x)=P(x) ; P/'(x)=Px)+ (0"

que se intersectam na origem de acordo com 7’. O tnico que
para um valor de N suficientemente grande, par ou impar, de
acordo com 7t(i+1) > (i) ou w(i+1) < 7t(i). o]

Agora que identificamos os intercimbios polinomiais, nossa
proxima tarefa sera entender a estrutura dessas permutagdes
separéaveis.

15
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“Arvore da vida” (1879) de Ernst Haeckel.

O homem no topo da arvore da vida? +


https://en.wikipedia.org/wiki/Tree_of_life_(biology)

Padroes e permutagdes
Donald Knuth

Permutacoes

SE vOCES, LEITORES, FORAM TREINADOS MATEMATICAMENTE
COMO EU FUI, podem ter sentido algum desconforto no capitulo
anterior. Afinal, permuta¢des costumam ser definidas como
bije¢des de um conjunto para si préprio e sua raison d’étre é que
elas constituem um grupo. Mas, néo fizemos isso, manipulamos
as permutagdes de uma maneira estranha quando usamos a
expressdo “A permutacdo 7 contém uma das duas permutacoes
proibidas do Kontsevich” para significar que existem quatro
indices 1 <7y <ip < i3 <ig <1 tais que

7t(in) < w(iy) < 7t(iy) < 7t(i3), ou

7t(iz) < w(iy) < 7t(ig) < 7t(dp).

Isso certamente ndo significa que o conjunto com quatro
elementos {iy,1y,13,i4} é invariante por 7t. N6s ndo estamos
tomando a restricdo a um subconjunto invariante.

Usaremos a palavra “permutacdo” de um outro ponto de
vista, mais préximo da ciéncia da computacdo. Essa abordagem
se deve, em boa parte, a Donald Knuth em seu notével livro “The

72O livro mais recente 3 é uma

art of computer programming
boa fonte de informagdo e mostra que essa area esta florescendo.
Considere um conjunto finito E equipado com duas relagdes

de ordem totais « e «<. Pode-se ordenar os elementos usando a

Donald Knuth. +
o 0
00 o

*D. E. Knuth. The art of
computer programming. Vol.
1: Fundamental algorithms.
Second printing. Addison-
Wesley Publishing Co.,
Reading, Mass.-London-Don
Mills, Ont, 1969.

3S. Kitaev. Patterns in
permutations and words.
Monographs in Theoretical
Computer Science. An
EATCS Series. Springer,
Heidelberg, 2011. Com
um proélogo por Jeffrey B.
Remmel.


http://www-cs-faculty.stanford.edu/~uno/graphics.html
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primeira relacdo
X K Xp K - K Xp

e olhar para a ordenagédo sob <<, definindo uma permutacdo 7
de {1,2,...,n} tal que

xn(l) <KL xn(z) KL e KL xﬂ(n)

No6s vamos adotar esse ponto de vista: uma permutagdo é uma
comparacdo entre duas ordens totais.

Por exemplo, o conjunto {1,2,3,4} pode ser equipado com as
ordens 1 « 2 « 3 «4e2 <« 4« 1<« 3. Vamos denotar a
permutagdo associada por (2,4,1,3).

Qualquer conjunto finito de polinémios reais {P;(x)} pode ser
ordenado pelo menos de duas maneiras: comparando os valores
de P;(x) para pequenos valores negativos ou para pequenos va-
lores positivos de x. Tais ordens nos conduzem aos intercAmbios
polinomiais.

E sempre possivel restringir relagoes de ordem a subconjuntos,
o que define o conceito de inclusdo para permutagoes.

Defini¢do. Seja 77 uma permutagdo de {1,...,n} associada a duas
relagdes de ordem totais <« e << em um conjunto E com n ele-
mentos. Seja F ¢ E um subconjunto com p elementos. A restricdo
de « e «< a F define a permutagdo o :{1,...,p} - {1,...,p}. Em
tal caso, dizemos que o é contida em 7T e escrevemos o < 7t.

Denote por ¥, o conjunto (ndo considerado como um grupo)
de permutacdes de {1,...,n} e Lo a unido disjunta dos %, para
n > 1. Assim, definimos uma relacdo de ordem parcial < sobre
Y. A compreensdo dessa ordem é chamada de “reconheci-
mento de padrdes”, pois também se diz que o é um padrio em 7t
quando o < 7.

Um subconjunto C c X, é chamado de classe de permutagio se
e C eo < mimplicam ¢ € C. Dada uma classe de permutagdo,
pode-se considerar sua base B, que consiste nas permutagdes
7T que nio estdo em C, mas tais que quaisquer o < 7, diferente
de 7, pertence a C. Portanto, uma permutagdo 7r pertence a C e
ndo contém elementos de B. Denota-se C = Ev(B) e diz-se que C
consiste em permutagdes que evitam B.

4 3
3 1
2 +

Cuidado. Nessa figura,
1«2 «3«4and
2«4 xlx3e
(n(1), 7(2), 7(3), 7(4)) =
(2,4,1,3), e, entdo, it é

na realidade a inversa

da permutacao que se
obtém acompanhando os
segmentos dos pontos da
esquerda para os da direita.

Por exemplo, toda permuta-
¢do diferente da identidade
contém (2,1).

O site Database of Permu-
tation Pattern Avoidance
contém uma vasta colecado de
exemplos.

Av((1,2,3)) consiste nas
permutagdes que podem ser
escritas como unido de duas
sequéncias decrescentes.


http://math.depaul.edu/bridget/patterns.html
http://math.depaul.edu/bridget/patterns.html
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Por exemplo, o conjunto Inter c ¥, dos intercambios polino-
miais é obviamente uma classe de permutacéo. Ja vimos que sua
base consiste em dois elementos (2,4,1,3),(3,1,4,2).

A seguir estdo algumas questdes tipicas da teoria. Dada uma
classe de permutacéo C:

* ¢é possivel determinar sua base? Quando ela é finita?

* ¢ possivel contar o ntiimero de elementos em C nX;? Ou, pelo
menos, é possivel estima-lo?

* ¢ possivel determinar algoritmicamente se uma dada permuta-
¢do 7t pertence a C? Qual é a complexidade de tal algoritmo?

Responderemos a todas essas perguntas no tempo devido para a
classe dos intercdmbios polinomiais/permutagdes separaveis.

Ordenagdes por pilha

A teoria de padrdes de permutacdes recebeu um grande impulso
a partir de um exercicio do volume 1 de “The Art of computer
programming”. Donald Knuth teve a ideia de atribuir um grau
de dificuldade aos exercicios de seu livro.

Um “0” significa que o leitor deve ser capaz de resolvé-lo
imediatamente.

Um “10” requer um minuto.

Um “20” pode demandar vérias horas etc.

A escala é de fato logaritmica e parece conter um polo na
vizinhanga de 50...

O exercicio que queremos discutir é rotulado como [M28]. O
M significa que ele é destinado a leitores com enfoque matema-
tico, e 0 28 é uma indicagdo do tempo necessario para resolvé-lo
(na escala logaritmica previamente explicada). Atualmente, essa
questdo ndo é tao dificil, mas ela teve uma influéncia duradoura
sobre a drea da combinatoria.

Vamos descrever a classe de permutacdo que é definida por
uma pilha.

Imagine n objetos rotulados 1,2, ...,n alinhados sobre uma
reta horizontal, nessa ordem da esquerda para a direita. A

Tente provar o teorema
de Erd6s—Szekeres: toda
permutagdo T € XLy
comn > (p-1)(g-1)
contém (1,2,3,...,p) ou
(9,.9-1,...,2,1).

Encontre algum exemplo de
classe de permuta¢do com
base infinita.

The art of computer
programming. T


http://www.numdam.org/item?id=CM_1935__2__463_0
http://www.numdam.org/item?id=CM_1935__2__463_0
http://www-cs-faculty.stanford.edu/~uno/graphics.html
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direita de n, hd4 um “buraco”, uma espécie de poco onde os
objetos podem ser empilhados uns sobre os outros.

Inicialmente, o buraco estéd vazio. Toma-se o objeto 1 e
empurra-o para dentro do buraco. Entdo, ha duas op¢des. Ou
empurrar o tltimo elemento da linha para o topo da pilha, ori-
ginalmente denominado push. Ou tirar o elemento do topo da
pilha para a direita, originalmente denominado pop.

Observe as figuras na margem e acompanhe a evolugdo dos
objetos sob a sequéncia Push, Push, Pop, Push, Pop, Pop, Push,
Push, Push, Pop, Pop, Pop.

No final do processo, a sequéncia (1,2,3,4,5,6) se tornou
(3,2,1,6,4,5). Pode ser pensado como uma permuta¢do ou como
duas ordens 1 « 2 « 3 « 4 « 5 « 6 (do lado esquerdo) e
3«2 <«x 1« 6<«x4<«<5(dolado direito).

Defini¢dao. Uma permutacdo 7t é uma ordenagio por pilha se ela
é o resultado de uma sequéncia de Push’s e Pop’s aplicados a
{1,2,...,n}.

O exercicio 5 do livro de Knuth, do capitulo 2, avaliado como
[M28], é o seguinte:

Teorema. Uma permutagdo é um ordenagdo por pilha se, e somente se,
ela ndo contém (2,3,1).

Vamos resolver esse exercicio:

Comece com uma permutagdo, por exemplo (3,2,1,6,4,5).
O dltimo elemento é 5. Se queremos formar essa permutacao
como uma pilha, ndo hé escolhas: devemos empurrar todos os
elementos da lista (1,2,3,4,5,6) até que o 5 esteja disponivel no
topo da pilha, entdo, o tiramos e colocamos na posigdo devida,
isto é, no final da lista resultante. Em seguida, procuramos
pelo pentltimo elemento da permutagdo desejada, no caso 4,
e seguimos empurrando até que o 4 esteja no topo da pilha
etc. Portanto, se queremos formar uma permutacido, sé6 ha uma
maneira de fazé-lo.

Precisamos apenas entender quando o processo pode dar
errado. No caso, ocorrerd exatamente quando for a hora de tirar
algum objeto a que infelizmente ja estd na pilha e ndo no topo,

123456
12345_
Push 6
1234_
Push g
1234_ 5
Pop 6
123 5
Push g
123_ 45
Pop [ 6 |
123 645
Pop
12_ 645
Push 3
1 645
2
Push 3
645
1
Push g
1645
Pop %
21645
Pop 3
321645
Pop
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mas abaixo de algum objeto b <« a. Se b ja foi empurrado para
a pilha, é porque tivemos que tirar anteriormente algum outro
objeto c <« b« a.

Temos a << ¢, pois c ja foi tirado e estamos tentando tirar a.
Similarmente, temos b << 4, pois ndo queremos tirar b antes
de a. Portanto, o subconjunto {c,b,a} em {1,2,...,n} provoca a
inclusdo (2,3,1) < 7t que é o que tinhamos que provar. o]

Eu o encorajo fortemente, leitor, a fazer todos os exercicios do
livro do Knuth.

O tracado dos trilhos na margem produz ordenagdes por
pilha. Um trem com vagdes rotulados (1,2,...,1) chega pela
esquerda. Os vagdes podem se separar e cada um deve seguir os
trilhos nas dire¢es dadas pelas setas. O trem é remontado na
saida, na direita da figura.

Knuth também definiu “deques” (uma aglutinagdo de “deck”
e “queue”), produzidos pelo tracado mais complicado mostrado

abaixo.

to deque T from deque

Quais sdo as ordenagdes por deques?

Se fecharmos o portdo vermelho, temos o chamado “output-
restricted deque”. As permutag¢des associadas sdo exatamente
aquelas que ndo contém (4,2,3,1), (4,1,3,2). Estamos nos apro-
ximando da caracterizacdo dos intercAmbios polinomiais, que
evitam (2,4,1,3),(3,1,4,2).

Para conhecer muito mais sobre essa drea fascinante, eu
recomendo o j& mencionado livro do Kitaev.

Essa simples ferrovia produz
ordenagdes por pilha.

Isso é um deck-queue = um
deque.

Cuidado ! a dificuldade
dessa questdo pode ser em
torno de 60!
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Catalan onipresente

O exercicio 4 do mesmo capitulo do livro do Knuth é avaliado
[M34]. Entretanto, é mais facil resolvé-lo se ja foi resolvido o
exercicio 5.

O problema é contar o niimero de ordenagdes por pilha de
comprimento 7.

Esse é o famoso n-ésimo niimero de Catalan C,, que aparece em
quase toda parte na matemadtica.

Os primeiros valores sédo:

1,1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012,
742900, 2674440, 9694845, 35357670 etc. (sequéncia Aooo108 na
OEIS).

Vimos que as ordenagdes por pilha sdo descritas unicamente
por uma sequéncia de 2n Push’s e Pop’s. Reciprocamente, se
comegarmos com uma sequéncia de Push’s e Pop’s, obtemos
uma permutacdo desde que néo tiremos algo de uma pilha
vazia. Dito de outra forma, todo segmento inicial da sequéncia
deve conter pelo menos tantos Push’s quanto Pop’s. Também
é possivel descrever a sequéncia considerando a evolugédo do
namero de elementos na pilha. A pilha deve estar vazia nos
tempos 0 e 211, ganha +1 ou perde -1 nivel para cada Push e Pop
respectivamente e sempre é ndo negativa. Isso é chamada uma
palavra de Dyck de comprimento 2n. Aqui estd um exemplo de
uma palavra de Dyck de comprimento 24.

O ntimero de palavras de Dyck é uma das muitas defini¢des
para o n-ésimo nimero de Catalan. Alternativamente, pode-se
encarar um Push como um paréntese aberto “(” e um Pop como
um fechado “)”. A condigdo de nédo aplicar um Pop a uma pilha
vazia é agora equivalente a sequéncia de parénteses estar bem
balanceada: cada “(” aberto é pareado com um “)” fechado e eles

Eugene Catalan nasceu em
1814, em Bruges, na época
pertencente ao Império
Napolednico. T

Walther von Dyck (1856—
1934) foi “o primeiro a
definir matematicamente um
grupo, no sentido moderno”.
Pelo menos é isso que se 1&
na Wikipedia. A questao é
muito mais sutil e muitos
outros nomes deveriam ser
citados. Entretanto, ele foi
realmente um dos primeiros
a manipular apresenta¢des
de grupos, com geradores e
relagdes.

A primeira publicagdo dos
numeros de Catalan no livro
de Mingantu“The Quick
Method for Obtaining the
Precise Ratio of Division of a
Circle” por volta de 1730.  +


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history/Biographies/Catalan.html
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Eugene_charles_catalan.jpg?uselang=fr
https://oeis.org/A000108
https://oeis.org/A000108
http://www.math.ucla.edu/pak/lectures/Cat/Larcombe-The_18th_century_Chinese_discovery_of_the_Catalan_numbers.pdf
http://www.math.ucla.edu/pak/lectures/Cat/Larcombe-The_18th_century_Chinese_discovery_of_the_Catalan_numbers.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Catalan_number
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estdo nessa ordem.

Por exemplo, para n = 3, temos as seguinte C3 = 5 sequéncias

(MO 5 0w > «O) > 000 ; OO0)

Ha4 também uma interpretacdo em termos de “drvores plana-
res enraizadas”. Uma imagem vale mais que mil palavras. Por
alguma razdo, matemadticos e cientistas da computagdo costu-
mam desenhar drvores de cabeca para baixo: a raiz fica no topo,
e as folhas na base.

A imagem na margem é um exemplo desse tipo de arvore.
Ela tem uma raiz, trés vértices internos e quatro folhas. A arvore
é “planar” porque os filhos de seus vértices sdo ordenados da
esquerda para a direita, digamos do mais velho para o mais
novo.

Pode-se associar uma palavra de Dyck a uma dessas arvores.
Basta comecar pela raiz e seguir a arvore externamente, indo
no sentido anti-horério. A cada etapa, vocé ou se afasta ou se
aproxima da raiz, produzindo a sequéncia de +1 e -1, ou “Push”
e “Pop”.

Nesse exemplo, obtemos a sequéncia + ++——+—-—+—++ ——.
Reciprocamente, pode-se transformar uma palavra de Dyck em

\
Vi

uma arvore planar enraizada.

Juntando tudo, temos bije¢des entre:

ﬁ\\
Z

* Ordenagdes por pilha com 7 objetos.

.—:>‘

e Palavras de Dyck de comprimento 2. Q

* Sequéncias balanceadas com 2n parénteses (1 abertos e n
fechados).

>

* Arvores planares enraizadas com # arestas.
Cinco arvores planares

A cardinalidade de qualquer um desses conjuntos é o n-ésimo
numero de Catalan C,,.

Dada uma ordenagéo por pilha 7, considere a posigdo do
altimo elemento 7 na lista de objetos (a esquerda, em preto na
imagem) e a sua posic¢do k a direita. A permutagdo envia o in-
tervalo (vermelho) {k,...,n-1} em {k+1,...,n}, e o intervalo

23

enraizadas com trés arestas.
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amarelo {1,2,...,k-1} é invariante, induzindo portanto uma or-
denacdo por pilha em cada um dos intervalos. Assim, chegamos
a relagdo de recorréncia:

n
Cu=3 Cee1Cpk
k=1
Essa é a marca caracteristica de Catalan, encontrada em muitos
contextos diferentes.

Por exemplo, considere arvores planares bindrias enraizadas.
Sua defini¢do depende do autor, mas irei defini-las como arvores
planares enraizadas tais que todo vértice ndo tem filho ou tem
dois filhos, um sendo “a esquerda” e o outro “a direita”. Essas
drvores com n vértices internos tém n + 2 folhas e 21 + 2 arestas.
Se removemos sua raiz, obtemos duas arvores planares bindrias
enraizadas. Reciprocamente, pode-se adicionar uma raiz comum
a duas arvores planares bindrias enraizadas para produzir uma
outra ainda maior. Apés um momento de reflexdo, vocé, leitor,
pode constatar que o nliimero de drvores planares bindrias enrai-
zadas com n + 1 folhas satisfaz a relacdo de recorréncia de Catalan.
Também pode-se verificar que hd 1,1,2,5 drvores planares bina-
rias enraizadas com 1,2, 3,4 folhas, e, entdo, por indugdo, temos
que C,, é também o niimero de drvores planares bindrias enraizadas
com n +1 folhas.

Isso sugere que deve haver alguma correspondéncia entre
“arvores planares enraizadas” e “drvores planares bindrias enrai-
zadas”. E de fato esse é o caso. Vou apresentar uma leve variagdo
na chamada “transformada de Knuth” ou “representacéo pri-
meiro filho-préximo irmédo”: Comegando com uma arvore planar
enraizada T com n arestas (primeira figura), queremos construir
uma &rvore planar bindria enraizada Tj;;, com n + 1 folhas (tltima
figura). Inicialmente constréi-se uma arvore auxiliar T’ (segunda
e terceira imagens). O conjunto de vértices de T’ é o mesmo
conjunto de vértices de T. A raiz é a mesma. Todo vértice v de T’
tem no maximo dois filhos. O primeiro é o filho mais velho de
vem T se ele existir. O segundo é o préximo irmédo de vem T,
o mais velho entre os irmaos mais novos de v, se houver. Entéo,
é possivel transformar T’ em uma arvore planar bindria enrai-
zada Ty;,, da seguinte maneira: Primeiro apague a raiz e a aresta

Olhe para essa relagdo de
recorréncia em termos de
palavras de Dyck, sequéncias
de parénteses e arvores
planares enraizadas.

Cinco 4rvores planares

bindrias enraizadas com
quatro folhas.
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partindo dela. A nova raiz de Ty;;, é o filho mais velho da raiz de
T. Para cada vértice de T’, adicione um filho a esquerda se esse
vértice ndo tiver filhos em T e adicione um filho a direita se esse
vértice nao tiver irmaos mais novos em T. Assim, se o vértice é
uma folha de T’ (i.e. ele ndo tem filhos nem irm&os mais novos
em T), adicione dois filhos em Tj;, (observe os pontos verdes
na quarta figura). Dessa forma, verifique que isso define uma
bijecdo entre drvores planares enraizadas com 7 arestas e drvores
planares bindrias enraizadas com 7 + 1 folhas ([M15]).

Como de costume em combinatéria, codificamos essa sequén-
cia C; pela “série formal geradora”

C(t)= > Cut"

n=0

e a recorréncia se torna:
C(t) = tC3(t) + 1.

Recordando equagdes quadraticas do ensino fundamental, obte-
mos
1-v1-4t
W=

Segue dessa férmula que o raio de convergéncia de C(t) é 1/4.
Entdo, pelo teorema de Cauchy—-Hadamard, conseguimos uma
estimativa para o crescimento de C;:

lim sup % InCy, =1n4.

n—oo

Também podemos usar essa férmula para chegar a uma expres-
sdo bonitinha de C,;: basta usar a série binomial de Newton.

ﬂ:é(lf)(-zu)n.

Comparando os coeficientes de ", temos:

1(1/2
C - _= _4 Yl+1.
" 2(n+1)( )
Agora limpamos um pouco:

1 1_1)“.(%_7[) (_1)n+122(n+1)

Cu = -

|
NI—=
~
=
+
—_
—
—~
Nl
~
—~
NI

Por que eu escolhi o sinal -
em frente a raiz quadrada?

O segundo “...” significa
que vocé é encorajado a
calcular vocé mesmo!
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Antes de finalizar, refor¢co que as biblias do assunto sobre nu-
meros de Catalan sdo os livros do Stanley 45 Também, como
fonte de informacgio notével, indico o site de Catalan “Catalan

Numbers”, mantido por Igor Pak, e para obter uma perspectiva SR.S. P. Flajolet. An in-
troduction to the analysis of

6 algorithms. Addison-Wesley,
livro escrito por Flajolet e Sedgewick °. 2nd ed edition, 2013.

mais ampla (veja em particular o capitulo 6 sobre arvores): o

Ha4 Cs = 14 maneiras de subdividir um hexagono em tridngu-
los cujos vértices sdo vértices do hexdgono e cujos interiores sao
disjuntos.

DS PCY
A ANAS XD,


http://www.math.ucla.edu/~pak/lectures/Cat/pakcat.htm
http://www.math.ucla.edu/~pak/lectures/Cat/pakcat.htm
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42 parti¢gdes sem interse¢des
de um conjunto com 5
elementos. +


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Noncrossing_partitions_5.svg
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Uma érvore plana em
Guadeloupe, comumente
conhecida como a palmeira
do viajante.



Permutagdes separdveis

Dos polindmios as drvores

O ANEL DE POLINOMIOS K[X] COM COEFICIENTES EM UM
coRrPO K de caracteristica 0 é equipado com uma valuagio v, dada
pelo grau do primeiro coeficiente ndo nulo, e com uma distdncia
ultramétrica natural, definida em termos de v:

dist(P,Q) =exp(-v(P - Q)).

Em linguagem clara, dois polindmios estdo préximos se suas
k primeiras derivadas em 0 coincidem para um valor grande
de k. A propriedade ultramétrica para uma distancia significa
precisamente que para todo e > 0 a relagdo

dist(P,Q) <e¢

é uma relacao de equivaléncia. A medida que ¢ diminui, essas
relacdes de equivaléncia ficam mais finas e suas interse¢des
tornam-se triviais.

Considere um conjunto finito E de polindmios. Pode-se definir
uma arvore da seguinte maneira: a raiz é rotulada pelo conjunto
E. Os filhos da raiz sdo rotulados pelas classes de equivaléncia
da relagdo v(P - Q) > 1. Os netos da raiz sdo rotulados pelas
classes de equivaléncia da relagdo v(P - Q) > 2. E, em geral, a k-
ésima geracdo corresponde as classes de equivaléncia da relacdao
v(P - Q) > k. Assim, essa 4rvore é infinita, mas as classes de equi-
valéncia estabilizam em conjuntos unitarios quando k é grande,
de modo que podemos podé-la e produzir uma arvore finita

\
T~

Nove polinémios cujas
arvores associadas se
encontram abaixo. Vocé
consegue propor nove
equagdes?

©\(©)[c
©/\@/\©

Relagdes de equivaléncia
encaixadas.

Arvore associada.
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cujas folhas sdo rotuladas pelos elementos de E. Reciprocamente,
podemos recuperar a estrutura de valuagdo pela drvore. Dados
dois elementos P, Q de E, vistos como folhas, procuramos na
arvore seu ancestral comum mais préximo. A valuagdo de P - Q
é o nivel desse ancestral, ou seja, o comprimento do caminho
ligando esse ancestral a raiz.

Suponha agora que K é o corpo dos niimeros reais. Como jé foi ob-

servado, qualquer conjunto finito de polindmios é equipado com {y}

duas ordens totais, comparando valores para x pequeno negativo
e positivo, fornecendo uma ordem no conjunto das folhas da
arvore dada pela valuagdo. Observe que os descendentes de um
vértice, i.e. uma classe de equivaléncia a um certo nivel, definem
um intervalo nas duas ordenacgdes. Portanto, nossa drvore é uma
drvore planar de dois modos distintos.

Por convencdo, escolhemos a primeira ordem (i.e. para x < 0
pequeno) e associamos ao nosso conjunto E de polindmios a
drvore planar correspondente. A comparacdo das duas ordens
define uma permutacdo 7t que haviamos chamado de um inter-
cdmbio polinomial.

O conjunto de folhas de qualquer drvore planar é equipado
com duas ordens candnicas. Sendo que a primeira, denotada por
«, é simplesmente a ordem dada pela definigdo de planaridade,
e a segunda, denotada por <, é definida da seguinte maneira:
Dadas duas folhas a e b, denote por a v b seu ancestral comum
mais proximo. Entdo, a « b e a «< b valem simultaneamente
o nivel de a v b é par. Deve-se checar se isso define de fato uma
ordem <<, em outras palavras, que 4 << b << ¢ << ando é
possivel. Podemos assumir que s <« b <« couquec < b « a
e, assim, o segundo caso se reduz ao primeiro por simetria. Se
tivermos 4 << b «< ¢ «< a, o nivel do ancestral comum mais
préximo de (a,b) e (b,c) deve ser impar, e o de (c,a) deve ser
par. As figuras na margem mostram que isso ndo é possivel.

Vamos recapitular:

¢ Um conjunto finito de polindmios reais produz uma rvore
planar com raiz.

¢ Uma arvore planar com raiz define duas ordens no seu
conjunto de folhas e, portanto, uma permutacgdo das folhas.

2 2
X<<=X"<< X

[N

[N}

= <<< R<<< =

{222 {22,

{x,-x°, %) {227 x)

_XZ/XZ} {—XZ,X'

(=} )

2 2
=X <<< XT<<< X

() )

As duas arvores planas
associadas aos polindmios
{x, —x2, x2 }, para valores
pequenos de x negativos
(left <) e positivos (right
«).

Se P(x) < R(x) < Q(x)
para valores positivos
pequenos x (ou para x
negativo pequeno), entao
v(P-Q) > v(R-Q). Segue
que todas as classes de
equivaléncia val(P - Q) > k
sdo intervalos em ambas as
ordens: nossas arvores sao
de fato planas.
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e A permutacdo associada & drvore planar que é relacionada a
um conjunto finito de polindmios é simplesmente o intercAmbio
polinomial correspondente.

Nossas drvores contém informagdo demais e por isso vamos
podar suas arestas.

Primeiro, se um vértice interno tem somente uma folha como
descendente, podemos remover todos os descendentes sem
modificar a permutagdo associada (caminho verde na margem).

Suponha que dois vértices P, Q sdo conectados na arvore por
algum caminho tal que todos os vértices entre P e Q sdo ndo
ramificados, i.e., tém apenas um filho (caminhos vermelho e
azul). Se o ntimero de arestas nesse caminho for par, apenas
as delete e identifique os dois pontos terminais em um tnico
vértice. Se o nlimero de arestas nesse caminho for impar, apenas
as delete e conecte os dois pontos terminais por uma tnica
aresta. Isso produz uma nova drvore. Nesse processo, o nivel
de alguns vértices mudou, mas apenas por um nimero par.
Portanto, se computarmos a valuagdo na nova arvore, a paridade
ndo mudard, constituindo-se na tinica informagdo que importa
para construir o intercAmbio polinomial. Note que a drvore
podada compartilham da propriedade de que todos os seus
vértices internos tém ao menos dois filhos.

Resumindo, dados 1 polindmios, pode-se construir uma drovore
planar tal que:

* A raiz pode ter qualquer ntiimero de filhos.
e Cada vértice interno tem ao menos dois filhos.

* Existem exatamente n folhas, rotuladas pelos n polindmios.

Dizemos que uma arvore planar é podada se ela satisfaz essas
propriedades. Deve ser claro que, para qualquer drvore podada,
pode-se encontrar n polindmios tais que a drvore podada associ-
ada seja a arvore dada. Vimos que, para qualquer conjunto finito
de polinémios, o intercimbio polinomial associado pode ser lido
da drvore. Em particular, o nimero de intercimbios polinomiais
é menor ou igual ao nimero de drvores podadas.

31

Arvore antes de ser podada.

Deletando arestas.

Reconectando.
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De uma permutagio a wma drvore

Mostraremos agora que o nimero de intercimbios polinomiais é .
igual ao ndmero de 4rvores podadas. O problema é mostrar que . ;
duas drvores podadas diferentes com n folhas produzem permutagoes
diferentes. ®
Rotulamos as folhas da nossa arvore planar T por 1 « 2 « i+l

-+ « n, da esquerda para a direita. Seja 7r a permutacdo associ-
ada (n > 2).

Lema. As imagens por 7t de dois inteiros consecutivos i,i + 1 sdo
consecutivos as folhas i,i+ 1 sdo irmdos, i.e. tém o mesmo pai.

De fato, se i e i + 1 tém o mesmo pai, temosivj=(i+1)vj
portodoj #i,i+1, Seguequei << j<<i+lei+l <<j<<ié

impossivel. Ou seja, i,i + 1 sdo consecutivos por <<.
Reciprocamente, suponha que i v (i + 1) ndo seja o pai. Nesse ] i+1

caso, o caminho que conecta i e i + 1 na arvore tem comprimento

pelo menos 3 e contém, portanto, algum vértice interno x tal que

os niveis de x e i v (i + 1) sejam diferentes. Escolha uma folha j

que é um descendente de x diferente de i,i +1 (que existe desde

que T esta podada). Segue-se que j estd entre i e i + 1 para a

ordem <. e As duas arvores podadas

Assim temos outra prova de que qualquer intercambio polino- ~ com duas folhas, definindo a
mial contém pelo menos dois inteiros consecutivos com imagens fransposicdo e a identidade.
consecutivas. Para isso, basta considerar um vértice interno

com o nivel mais alto em T: ele tem pelo menos dois filhos, que
devem ser folhas e, portanto, irmé&os.

Agora podemos provar, por indugdo em n > 2, que hd no mdximo
uma droore podada produzindo uma dada permutagio 7. Isso é trivial
paran = 2. Se T; e T; tiverem #n folhas e definirem a mesma
permutagdo 7, o lema anterior mostra que hé alguns pares ou
folhas consecutivas i,i + 1 que sdo irmds, para ambos T; e Tp.
Delete a folha i + 1 de T; e Ty, produzindo arvores T] e T; com
n -1 folhas. Elas claramente T] e T; definem a mesma permutagao
n’ com n -1 folhas. Entretanto, devemos ter cuidado, pois T| ou
T, podem néo ser podadas. Isso acontece precisamente quando i
e i+1 sdo os tnicos filhos de algum vértice interno em T; ou Ty.

A hipoétese de indugdo mostra que as arvores podadas T;" e T/
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sdo iguais a algumas T”. Nossas arvores T e T, sdo obtidas de

T" por meio de uma das duas operagdes a seguir: adicionando

dois filhos a i-ésima folha de T”, ou adicionando uma irma

a i-ésima folha de T”. Assumindo que T; e T, produzem a

mesma permutagdo, os pais deiei+1em T e T tém niveis

com a mesma paridade. Segue-se que T; e T, sdo obtidos de

T", executando a mesma operacdo. Entdo, Ty = T,, conforme

desejado. o]
Portanto, o niimero de intercimbios polinomiais de tamanho n é

igual ao miimero de drvores podadas com n de folhas.

De uma drvore podada a um intercimbio polinomial e a uma
permutagdo separdvel

Isso nos leva a defini¢do original de permutacdo separdvel: Dadas
duas permutagdes 711 e 71y de 17 e np objetos ordenados, pode-
mos pensar em duas maneiras para produzir uma permutagio
de 11 +ny objetos, a saber: enumere os primeiros 77 objetos como
{1,2,...,n1}, e 0s ny seguintes como {ny +1,ny +2,...,ny +ny}.
Denote por 711 ® 71, a permutagdo definida por

sel<k<m
seny+1<k<n +ny.

m @ (k) =m(k)
=nq1+ mo(k—nq)

Defina também

sel<k<n
senp+1<k<ng+np.

moem(k) =m(k)+m

=y (k—n3)

Segundo a defini¢cdao” de 1998, uma permutagdo é separével se
ela é obtida a partir de diversas cépias da permutacdo trivial
em um objeto, por meio de sucessivas operagdes @ e ©. Temos,
de fato, um entendimento razoavelmente bom dessas permuta-
¢oes 8

Teorema. Seja v uma permutagdo de {1,...,n}. As sequintes condi-
¢oes sdo equivalentes:

1. 7T é o intercdmbio polinomial associado a n polindmios distintos
Pj,..., Py

7T @ 7).

P

7T © TT).

7P. Bose, J. F. Buss, and

A. Lubiw. Pattern matching
for permutations. Inform.
Process. Lett., 65(5):277-283,

1998.

Note que, se uma permu-
tacdo 71 é separével, sua
reversa 7t(k) = n+1- (k)
também sera.

8E. Ghys. Intersecting curves
(variation on an observation
of Maxim Kontsevich). Amer.
Math. Monthly, 120(3):232—
242, 2013.
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2. 71 nio contém (2,4,1,3) ou (3,1,4,2).
3. 7t é a permutagdo definida por uma drvore podada.

4. 1t é obtida a partir de diferentes copias da permutagdo trivial em um
objeto por sucessivas operacdes @ e ©.

Essas permutacdes jd foram definidas como separéveis.

Até aqui j& provamos tudo exceto a equivaléncia entre 3 e 4.

Provemos essa equivaléncia por inducao: Alexander Calder, Mdbile.

Seja 7t descrita por uma arvore podada T. A raiz dessa arvore Evidentemente, os mobiles
de Calder néo sio feitos

_ para serem planares, mas
desse tnico filho definem um outra arvore podada T na qual quaisquer das suas duas

pode ter um unico filho. Se esse for o caso, os descendentes

a nova raiz tem varios filhos. A permutacédo associadaa T é a configuragdes planares di-
ferem por uma permutagdo

reversa 77. Podemos, portanto, assumir que a raiz tem varios separével de suas folhas.  +

filhos, que definem &drvores podadas e intercAmbios polinomiais

1, 73, .., Tk cuja soma & é 1. Por indugdo, as permutagdes

71, T2, . . ., Tl sd0 obtidas da permutagdo trivial pelas operagdes A\

® e © de modo que o mesmo vale para a permutacéo 7t. l l / \.
A reciproca é igualmente facil: Deve-se mostrar que as somas

® e © de duas permutagdes associadas as drvores podadas
também estdo relacionadas a uma arvore podada. Para isso,
basta juntar as raizes das duas drvores podadas com um pai
comum, ou adicionar um avd, dependendo do sinal. =

Trilhos de trem, pilhas, plantas e permutons l l / \.

Adicionando um novo pai
ou av0 para juntar varias
uma plataforma rotatéria matematica, um daqueles dispositivos drvores.

Imagine um trem (matematico) constituido por n vagoes. Insira

que vemos as vezes em ferrovias, que permite rota¢oes de 180
graus. A plataforma rotatdria é matematica, pois assumimos
que ele pode comportar um ntimero qualquer de vagdes con-
secutivos. Consideramos também que revertido um segmento
de vagdes, eles ficardo enganchados de modo permanente, sem
possibilidade de desconexdo. Permita que o trem se mova vérias
vezes na plataforma rotatéria. A permutacéo final dos carros é
separavel quase que por definigdo.
Pode-se expressar a mesma ideia fazendo “pop de pilhas em Uma plataforma rotatéria. +
série”, como mostrado no capitulo anterior. Imagine um ntimero


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/9/9a/DRG_Class_41_on_Neuenmarkt_turntable.JPG
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indefinido de pilhas alinhadas & direita da sequéncia 1,2,...,n.
As regras do jogo de ordenacédo sdo diferentes do caso de uma s6
pilha: A cada passo é permitido empurrar um elemento da lista
(“push”) no topo da primeira pilha, ou empilhar (“pop”) todo o
conteiido de alguma pilha sobre a pilha seguinte.

Aqui temos uma outra defini¢do de permutacdo separédvel: Co-
mece com um retdngulo e o decomponha em diversos “quartos
retangulares” por meio de sucessivas divisdes horizontais ou
verticais. Obtém-se uma planta, como na margem. Encontre uma
boa definicdo para plantas equivalentes e para uma bijecdo com
permutacdes separaveis 9.

Para concluir este capitulo, deixe-me mencionar um artigo
recente '°, que descreve o comportamento probabilistico de uma
permutagédo separdvel quando n tende a infinito. Dada uma per-
mutagdo 7t de {1,...,n}, pode-se considerar seu gréfico: o sub-
conjunto {(i,77(i))} c {1,...,n}?. Podemos mudar a escala dessa
figura de modo a desenha-la no quadrado unitério [0,1]%: para
cada permutacdo 7, associamos uma medida de probabilidade
Hr no quadrado que é a soma das n medidas de Dirac com peso
1/n no ponto (i/n, 7t(i)/n). O espago Prob([0,1]?) de medidas de
probabilidade no quadrado é compacto (na topologia fraca) de
forma que podemos estudar os pontos de acumulagdo das y; em
Prob([0,1]%). E facil ver que qualquer ponto de acumulacéo y é
o que se chama de permuton: uma medida de probabilidade no
quadrado cujas distribui¢des marginais (suas duas proje¢des nos
eixos) sdo a medida de Lebesgue em [0,1]. O artigo de Bassino
et al. discute o limite de permutacdes separaveis: Para cada 7, es-
colha uma permutacdo separavel aleatoriamente (uniformemente
distribuida dentre todas as permutagdes separéveis), produzindo
uma probabilidade no espago Prob([0,1]?) para cada n. Os au-
tores provam que essa sequéncia de probabilidades converge
para uma probabilidade bem definida no espago Prob([0,1]?).
Para esse limite, uma probabilidade concentrada no espaco de
permutons, denomina-se: o “permuton separével aleatério”. As
duas figuras na margem, extraidas desse estudo de Bassino et al.
mostram graficos tipicos de permutagdes separédveis para valores
grandes de n.

9E. Ackerman, G. Barequet,
and R. Y. Pinter. A bijection
between permutations

and floorplans, and its
applications. Discrete Appl.
Math., 154(12):1674—-1684,
2006.

° F. Bassino, M. Bouvel,

V. Féray, L. Gerin, and

A. Pierrot. the brownian limit
of separable permutations.
Ann. Probab., 46(4):2134—2189,
07 2018.


http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X0600117X
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X0600117X
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X0600117X
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X0600117X
https://doi.org/10.1214/17-AOP1223
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Para aprofundamentos em combinatéria de permutagdes
separaveis, recomendo dois livros ' ou **. Antes de encerrar,
deixe-me, no entanto, propor um exercicio:

Mostre que existe um algoritmo que decide se uma permutagio de
{1,2,...,n} dada é ou nio separdvel em tempo linear (em n).

Note que existe um algoritmo 6bvio em tempo polinomial: para
cada quadrupla 1 < iy <ip < i3 < iy < n verifique se suas imagens
estdo ordenadas como uma das permutagdes proibidas. Ir de
tempo polinomial para tempo linear pode ser importante visto
que logn! cresce mais rapido que uma fungéo linear em 7, po-
rém, mais devagar que uma func¢do quadrética pela férmula de
Stirling. Portanto, se vocé conseguir encontrar um algoritmo com
tempo linear, vocé estard provando, em particular, que o ntimero
de permutagdes separdveis é pequeno quando comparado a n!.
Como dica para o exercicio, sugestdo: leia novamente a prova
da bijecdo entre as permutacdes separaveis e as drvores podadas
com raiz.

" S. Kitaev. Patterns in
permutations and words.
Monographs in Theoretical
Computer Science. An
EATCS Series. Springer,
Heidelberg, 2011. Com
um proélogo por Jeffrey B.
Remmel.

> M. Boéna. Combinatorics of
permutations. Discrete Mathe-
matics and its Applications.
CRC Press, Boca Raton, FL,
second edition, 2012. Com
um proélogo por Richard
Stanley.
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Uma érvore aleatéria Igor
Kortchemski t


https://igor-kortchemski.perso.math.cnrs.fr/images/stable15couleur.pdf
https://igor-kortchemski.perso.math.cnrs.fr/images/stable15couleur.pdf
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Delta do rio Mississippi.


http://eoimages.gsfc.nasa.gov/images/imagerecords/4000/4526/aster_mississippi_artII_15m.jpg

Hiparco e Schroeder

Vamos contar drvores

NOs vAMOS CONTAR o nimero a(n) de intercAmbios polinomiais
(ou permutagdes separaveis) com # objetos.

Seja b(n) o ntimero de drvores podadas com # folhas tais que

a raiz tem pelo menos dois filhos se n > 2 (e ndo tem filhos, se n = 1).

Para cada uma dessas arvores, pode-se criar uma nova raiz que
tem a raiz original como seu unico filho. Segue que a(n) =2b(n)
para n > 2. Os primeiros valores de b sdo:

b(1) = 1: uma pequena arvore cuja raiz é sua tinica folha.

b(2) = 1: uma pequena drvore com dois galhos e duas folhas.

b(3) = 3.

E muito tentador estabelecer uma relagéo de recorréncia para
b(n).

Comece com uma arvore podada com 7 folhas tal que a raiz
tenha pelo menos dois filhos. Apagando a raiz e suas arestas,
obtém-se um certo nimero de arvores, havendo um total de n
folhas. Reciprocamente, comegando com um conjunto ordenado
contendo pelo menos duas arvores podadas e com 7 folhas no
total, pode-se adicionar uma nova raiz e conecté-la as raizes
anteriores, para assim construir uma drvore podada com n

folhas.

Portanto, temos a seguinte relagao:

b(n) = > b(i1)b(i2)+-b(ix)-

il,i2,...,ik;i1 +~~-+ik=n

Agora usamos o método cldssico de série geradora. Defina a série

Os primeiros valores de
a(n):
11
22
36
422
590
6 394
7 1806
8 8558
9 41586
10 206098
11 1037718
12 5293446
13 27297738
14 142078746
15 745387038
16 3937603038
17 20927156706
18 111818026018
19 600318853926
20 3236724317174
21 17518619320890
22 95149655201962
23 518431875418926
24 2832923350929742
25 15521467648875090
26 85249942588971314
27 469286147871837366
28 2588758890960637798
29 14308406109097843626
30 79228031819993134650
31 439442782615614361662


https://oeis.org/A006318/b006318.txt
https://oeis.org/A006318/b006318.txt
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de poténcias formal H por:

H(t) =) b(n)t" = F+ 124385 4+,

n=1

Vamos tomar o quadrado de H:
H)? = +283 + 714 + .,

O coeficiente de " nessa nova série é 3; ,;,_, b(i1)b(i2), sendo
igual ao nimero de drvores podadas com #n folhas tais que a raiz
tenha exatamente dois filhos. Usando H(t)?, contamos o ntimero
de arvores cujas raizes tém trés filhos etc.

A série infinita
H(H)?+ H(t)? +--
conta todas as drvores, exceto a tinica que possui apenas uma
folha. Consequentemente, essa soma infinita é H(t) - t.

Provamos que:
H(t)-t=H()?*+H()>+
Somando a série geométrica, obtemos:

2
H()~t= 1?(1?(0
ou
2H(H)> - (1+t)H(t) +t =0,

que fornece:
H(t) =Y b(n)t"=(1+t-V1-6t+12)/4.
n=1

Como uma fungdo de uma variavel complexa, (1+t+V1-6t+t2)/4
é bem definida e a holomorfa no disco de centro 0 cujo raio é a
menor das duas raizes de 1 - 6t + 2 = 0, que ét=3- 2+/2. O raio
de convergéncia de H(t) é, portanto, 3 —2v/2. Em outras palavras

lim sup % logb(n) = log(3 +2V2).
n—oo

O leitor vai facilmente mostrar que o limsup pode ser substi-
tuido por um lim. Os a(n) sdo os grandes niimeros de Schroeder, e

Friedrich Wilhelm Karl Ernst
Schroeder (1841-1902) tinha
muitos passatempos espor-
tivos: andar de bicicleta,
caminhar, nadar, patinar

no gelo, cavalgar e cuidar
do jardim. Como ele era
sempre visto andando com
sua bicicleta por Karlsruhe,
ele era conhecido localmente
como o ‘Professor bicicleta’
(veja MacTutor History of

Mathematics archive). t
Hiparco
(c. 190 — ¢. 120 ac.) +


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history/Biographies/Schroder.html
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/3/34/Ernst_schroeder.jpg
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/BigPictures/Hiparco.jpeg
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0s b(n) sdo os pequenos niimeros de Schroeder. Nao se esqueca que
a(n) =2b(n) paran > 2.

A incrivel Online Encyclopedia of Integer Sequences tem varias
péginas dedicadas a essas duas sequéncias (dentre muitas outras
péginas) e contém provavelmente informagdes demais! Por
exemplo, pode-se encontrar a estimativa assintética:

(3+22)"
2n/2mtn\/3v2 - 4(1 - 9\%7;24 +0)

a(n) ~

Hiparco e Schroeder

O Principio de Arnold afirma que

Se uma nogdo tem um nome proéprio, ndo é o do seu criador

e seu complementar, o Principio de Berry:
O principio de Arnold aplica-se a ele préprio 3.

Isso se aplica em particular a descoberta dos ntmeros de
Schroeder. Ernst Schroeder foi um légico alemao importante. Ele
explicava que seu objetivo era:™:

Transformar a légica em uma disciplina do calculo, especialmente
possibilitar o trabalho exato com conceitos relativos, para, dai

em diante, libertar-se dos marcos rotineiros da linguagem falada,
libertar-se também dos clichés filoséficos, preparando as bases

de uma lingua internacional com fundamento cientifico, que

se parega mais com uma linguagem de sinais do que com uma
linguagem sonora.

Considerando seu ponto de vista sobre a légica, para ele,
era uma questdo muito natural contar o ntimero de maneiras

apropriadas de se por parénteses em uma palavra de tamanho #.

Esse é o proposito de seu artigo de 1870">.

Para uma palavra de tamanho 2, temos duas possibilidades:
ab e (ab).
Seis possibilidades para uma palavra de tamanho 3:

abc (ab)c a(bc)
(abe) ((ab)e) (a(be)).

HISTORIC

(80)

ROUTE

V. L. Arnold. On teaching
mathematics.

4V. Peckhaus. 19th century
logic between philosophy
and mathematics. Bull.
Symbolic Logic, 5(4):433—450,
1999.

5 E. Schroder. Vier combi-
natorische probleme. Bull.
Symbolic Logic, 15:361-376,
18y0.


https://oeis.org/A006318
http://pauli.uni-muenster.de/~munsteg/arnold.html
http://pauli.uni-muenster.de/~munsteg/arnold.html
https://oeis.org/A000108/a000108_9.pdf
https://oeis.org/A000108/a000108_9.pdf
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As regras do jogo sdo que uma letra ndo pode ficar individual-
mente dentro de parénteses como (a) e ndo se pode duplicar
parénteses como ((ab)). A palavra completa pode estar dentro
de parénteses ou néo (e é por isso que os grandes nimeros de
Schroeder sdo pares). Note que um par de parénteses pode cer-
car mais de duas letras. H4 22 possibilidades para uma palavra
de tamanho 4.

Deve estar claro para o leitor que essas 22 expressdes nao sao
nada além da lista de 22 arvores podadas com quatro folhas.
De fato, palavras com parénteses podem ser descritas por ar-
vores podadas, como mostrado na margem. Schroeder estava
simplesmente contando arvores podadas, ou intercAmbios poli-
nomiais, ou permutagdes separaveis. Seu artigo contém a relacédo
de recorréncia e a funcao geradora descritas acima.

Em 1994, David Hough, um aluno de pés-graduacdo da
George Washington University (USA), estava lendo o exercicio
1.45 do livro do Stanley :

A seguinte citagdo é da obra de Plutarco Conversa de Mesa
VIIL.g.732 ‘Crisipo diz que o ndmero de proposi¢des compos-
tas que podem ser feitas a partir de somente dez proposicdes
simples excede um milhdo’. (Hiparco, para ter certeza, refutou
essa afirmagdo, mostrando que do lado afirmativo ha 103 049
proposi¢des compostas, e do lado negativo 310,952.

Segundo Y. Heath, A History of Greek Mathematics, vol 2, p. 245;
“parece impossivel entender o significado desses nimeros.” [He-
ath também nota que uma leitura alternativa de 103 049 é 101

049.]

Sera possivel dar algum sentido a afirmacédo de Plutarco?

abed (abed)
(ab)ed ((ab)cd)
a(be)d (a(be)d)
(ab(cd) ((ab(cd))
(ab)(cd)  ((ab)(cd))
(abc)d ((ab)cd)
a(bed) (a(bed))
(ab)e)d  (((ab)o)d)
(a(bc))d  ((a(be))d)
a((b)d  (a((be)d)
(a(b(cd))  ((a(b(cd)))
((a b)c d)

6 R. P. Stanley. Enumerative
combinatorics. Vol. I. The
Wadsworth & Brooks/Cole
Mathematics Series.
Wadsworth & Brooks/Cole
Advanced Books & Software,
Monterey, CA, 1986. Com
um proélogo por Gian-Carlo
Rota.
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Hough observou que 103 049 é o décimo pequeno ntmero de
Schroeder b(10), fato que ndo poderia ser mera coincidéncia.

Plutarco foi um historiador e biégrafo Grego, cujo papel
(na nossa histéria) se limita a transcrigdo de uma citagao de
Hiparco feita duzentos anos mais cedo. E dificil imaginar que
esse nimero 103 049 pode ser lembrado por tanto tempo sem
estar preservado em um livro na posse de Plutarco.

Hiparco é provavelmente o astronomo mais importante da
Antiguidade. Ele é conhecido por ter descoberto a precessdao dos
equindcios e, acima de tudo, por ter construido uma descrigao S
cientifica coerente do movimento dos planetas. Seu sucessor, (c. AD 46 — AD 120).
Ptolomeu, trezentos anos mais tarde, é famosos pelo Modelo t
geocéntrico Ptolomaico que se tornou o dogma astronémico até
Copérnico introduzir o modelo heliocéntrico, muitos séculos
mais tarde. Ptolomeu deve muito a Hiparco e nem sempre
reconheceu essa sua divida. Mas isso ndo tem a ver com a nossa

historia. 7 R. P. Stanley. Hipparchus,
Plutarch, Schroder, and

Entéo, segundo Hough, Hiparco, sob a transcri¢do de Plutarco, Hough. Amer. Math. Monthly,

estava contando palavras com parénteses de tamanho 10. Sobre 104(4):344-350, 1997.

essa descoberta dos ntimeros de Schroeder por Hiparco, diversos

artigos histéricos foram escritos 7 8. "8 F. Acerbi. On the shoulders
Um artigo ¥ no MathPages da uma explicagdo um pouco gi zﬁglzxcg;ljef zs;ﬁiﬁz_sal

mais elaborada em termos de légica estoica (uma logica pré- torics. Arch. Hist. Exact Sci.,

Aristotélica ensinada em particular por Crisipo, e criticada por 57(6):465-502, 2003.

Hiparco).

9 K. Brown. Hipparchus on

Dado um certo ntimero de assercdes logicas ay,a, ..., a; ha compound statements.

pelo menos duas maneiras de combiné-las por conjuncéao ou
disjungdo:

* 11 OU a; OU --- OU g, que é uma fungdo n-dria OU(ay, ..., a,),
* 11 Eay E - E ay,, que é uma funcio n-aria E(ay,...,a,).

Na notacgdo booleana moderna, usa-se + para OU e um ponto

~ . abcd abc +d
ou concatenacgdo para E. Agora, considere uma palavra de ta- ab+cd  absctd
manho n (por exemplo abcd para n = 4). Para cada um dos n -1 a+bed  a+bc+d

- a+b+cd a+b+c+d
espacos entre letras, escolha um “+” ou um “.”. Temos 2"~

possibilidades (8 no nosso exemplo).

Nos estamos acostumados a dar prioridade a multiplicacdo


https://en.wikipedia.org/wiki/Plutarch
https://en.wikipedia.org/wiki/Plutarch
http://www-math.mit.edu/~rstan/papers/hip.ps
http://www-math.mit.edu/~rstan/papers/hip.ps
http://www-math.mit.edu/~rstan/papers/hip.ps
http://www.mathpages.com/home/kmath397/kmath397.htm
http://www.mathpages.com/home/index.htm
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sobre a soma, mas se quisermos especificar uma ordem para
avaliar essa funcao légica, devemos colocar parénteses.

abcd abc+d
Essa consrugdo na margem pode ser descrita por uma &rvore ab(c+d)  a(be+d)
podada, associando o simbolo OU a um vértice de nivel impar ab+cd a(b+c)d

a(b+cd) (ab+c)d
ab+c+d a(b+c)+d
conjunto de seus filhos, ficando esses filhos entre parénteses. Se a(b+c+d) a+bcd
(a+b)ed (a+bec)d

. . a+bc+d (a+b)(c+4d)
ela age sobre um conjunto unitario. (a+b)c+d a+b(c+d)

e E a um vértice de nivel par. Dessa forma, cada vértice atua no
a raiz tiver um unico filho, ndo é necessdrio rotuld-la com E, pois

Como um exercicio, o leitor é encorajado a mostrar que duas a+(b+c)d a+b+ed

~ . . . . (a+b+c)d a+b+c+d
expressoes diferentes, i.e., duas drvores podadas diferentes,
definem duas funcdes booleanas diferentes {0,1}" — {0,1}
quando avaliadas em 4; = 0 ou 1 (falso ou verdadeiro).

Portanto, Hiparco estava certo: ha a(10) = 2 x 103049 maneiras
de se combinar 10 asser¢des usando OU ou E, no sentido recém-
descrito. Alguém poderia se perguntar por que ele mencionou
b(10) e ndo a(10). Serd que ele percebeu a involugao natural
entre proposicdes compostas dada pela negacdo, que basicamente
permuta E com OU?

Existe uma questdo em aberto relacionada, o Problema de
Dedekind. Ha 22" fungdes booleanas, ou seja, fungdes de {0,1}"
para {0,1}. E facil constatar que qualquer fungio booleana
pode ser escrita como uma férmula usando OU, E e NAO. Tais

fungoes descritas por férmulas que ndo envolvem NAO sdo

chamadas de fungdes booleanas monétonas (mas observe que nés 5

nao impom variavel r n. ma vez n o
do impomos que cada varidvel apareca apenas uma vez na Umn complexo simplicial

férmula, como no caso de Hiparco). A questio de calcular o niimero com conjunto de vértices
de fungdes booleanas mondtonas estd em aberto paran > 8. Esse V={L...,6}. A fungdo as-
b . . 5 L. sociando 0 a um subconjunto
ndmero também tem uma interpretagdo topoldgica interessante: X ¢ V se X for um simplexo,
ele é o nimero de complexos simpliciais cujos vértices sdo e 1 caso contrdrio, é uma
fun¢do booleana monoétona.
{1,2,...,n}.

A maioria dos matematicos, eu inclusive, tem uma ideia
ingénua da matematica grega. No6s acreditamos que ela consiste
apenas de Geometria, no espirito de Euclides. O exemplo do
calculo feito por Hiparco do décimo ntimero de Schroeder pode
ser uma pista de que os gregos antigos desenvolveram uma
compreensdo elaborada da combinatoria, justamente o tema do
artigo do Acerbi anteriormente citado.


https://en.wikipedia.org/wiki/Dedekind_number
https://en.wikipedia.org/wiki/Dedekind_number
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O livro escrito por Netz *° traz novas perspectivas a essa *R. Netz. Ludic proof, reck
mathematics and the Alexan-

] J J ) L drian aesthetic. Cambridge UP,
particular o ntimero 103 049. Ele também contém a descrigdo de 2009.

histéria. O primeiro capitulo discute combinatéria grega e em

um outro enigma combinatério, que foi encontrado no famoso
palimpsesto de Arquimedes. O leitor é instigado a ler e deci-

frar ** como uma histéria de detetive. O jogo é composto de 14 % R. Netz and W. Noel. The
Archimedes codex, Revealing
the secrets of the world’s
Netz “pediu ajuda a seu colega em Stanford, Persi [Diaconis], um greatest palimpsest. Phoenix,

pecas poligonais e é parecido com o Tangram.

notdvel combinatorialista, para resolver o que ele acreditava ser uma London, 2008.
questdo simples: de quantas maneiras é posstvel reconstruir o quadrado?

[...] Diaconis precisou de alguns meses de trabalho colaborativo com

trés colegas para obter o miimero de solugdes: 17 142.”

Serd que Arquimedes sabia a resposta?

Stomachion de Arquimedes.
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De methodis serierum et fluxionum
O método de Newton

Curvas algébricas

DESDE A INTRODUGAO DE COORDENADAS POR RENE DESCAR-
TES, o estudo de curvas planas e, especialmente, de curvas planas
algébricas (definidas por alguma equagéo polinomial P(x,y) = 0),
tornou-se e continua a ser um tema central na matematica. Evi-
dentemente, equagdes de grau 1 e 2 (retas e conicas) eram bem
conhecidas. Quando matematicos do século XVIII olharam para
curvas de grau maior, encontraram uma selva de diversas for-
mas, as quais eles tentaram domar. Isaac Newton, por exemplo,
escreveu um longo tradado sobre curvas de grau 3, decompondo-
as num grande namero de “espécies”. Veja por exemplo as
discussoes ** 23.

Rapidamente, tornou-se claro que os pontos singulares de-
sempenhavam um papel central na geometria dessas curvas. Um
ponto (xg,yo) é singular se ele estd na curva, i.e. se P(xg,10) =0,
e se as derivadas parciais dP/dx e dP/dy se anulam em (xg, yo).
Numa vizinhanca de um ponto regular (i.e. ndo-singular), um
matemadtico moderno néo teria problemas em aplicar o teorema
da funcdo implicita: em coordenadas suaves apropriadas no
entorno de tal ponto, a curva é uma linha reta. Pontos singulares,
no entanto, podem ser muito mais complicados e decifrar sua
natureza levou um longo tempo.

Neste capitulo, vou descrever um dos passos mais importan-

227, Stillwell. Mathematics and
its history. Undergraduate
Texts in Mathematics.
Springer, New York, third
edition, 2010.

2 W. W. R. Ball. On Newton's
Classification of Cubic
Curves. Proc. London Math.
Soc., S1-22(1):104-143, 1890.

Uma curva algébrica.



48 UM PASSEIO MATEMATICO SINGULAR

tes na direcdo de entender essa natureza, seguindo o livro de
Newton De methodis serierum et fluxionum.

Nao quero entrar em nenhum detalhe histérico sobre a rivali-
dade entre Newton e Leibniz em relagédo a invencdo do célculo.
Deixe-me recomendar, especificamente para nossos propositos, a
excelente biografia de Newton por Westfall *4.

Essa é a descri¢do do proprio Newton sobre seu Annus mirabi-
lis 25:

No inicio do ano de 1665, descobri o método de aproximagio a uma

série desse tipo e a regra para reduzir qualquer poténcia de qualquer
binémio a tal série. No mesmo ano, em maio, descobri o método das
tangentes de Gregory e Slusius; em novembro, obtive o método direto dos
fluxdes; no ano seguinte, em janeiro, a teoria das cores; no maio posterior
desvendei o método inverso dos fluxdes. No mesmo ano, comecei a pensar
na gravidade como se estendendo até a 6rbita da Lua [. .. ]. Tudo isso foi
nos dois anos da peste, 1665-1666. Pois, nessa época, eu estava no auge
de minha fase de invengdo, interessava-me mais pela matemdtica e pela
filosofia do que em qualquer ocasido posterior.

Em julho de 1669, baseado nas suas ideias de 1665, Newton
escreveu De Analysi per aequationes numero terminorum infinitas.

Em 1671, escreveu De methodis serierum et fluxionum, mas ndo o
publicou.

Em 1676, escreveu duas famosas cartas a Leibniz (por meio de
Oldenburg como intermedidrio): Epistola prior e Epistola posterior.

A traducdo inglesa (por Colson) do De methodis apareceu
em 1736 (nove anos ap6s a morte de Newton). Uma traducao
francesa da traducéo inglesa, por Buffon, apareceu em 1740.

Todos esse artigos contém uma descri¢do um tanto precisa
de pontos singulares em curvas algébricas, em termos do que
hoje é chamado de “séries de Puiseux”, seguindo novamente o
principio de Arnold.

Queremos estudar a curva P(x,y) =0, onde P é um polindmio
com coeficientes complexos. Devemos entender primeiramente
que Newton ndo pensa nisso como uma “curva”, mas sim como
uma “funcdo”: dado x, ele quer resolver a equagdo P(x,y) =0e
encontra y como uma fung¢do y(x). Seu resultado principal é que
esse fato é possivel, contanto que se esteja disposto a considerar

*#R. S. Westfall. Never at rest,
a biography of Isaac Newton.
Cambridge UP, 1980.

% R. S. Westfall. Newton'’s
marvelous years of discovery
and their aftermath: myth
versus manuscript. Isis,
71(256):109-121, 1980.

In the beginning of the year
1665 I found the Method of
approximating series and
the Rule for reducing any
dignity of any Binomial into
such a series. The same year
in May I found the method
of Tangents of Gregory and
Slusius, and in November
had the direct method of
fluxions and the next year
in January had the theory
of Colours and in May
following I had entrance
into ye inverse method of
fluxions. And the same year
I began to think of gravity
extending to ye orb of the
Moon [...]. All this was
in the two plague years
of 1665-1666. For in those
days I was in the prime of
my age for invention and
minded Mathematicks and
Philosophy more then at any
time since.

Aparentemente Colson
nao aceitou mostrar os
manuscritos em latim para
Buffon!

Posteriormente, estudaremos
0 caso com coeficientes reais
assim como fungdes P que
sdo apenas analiticas.


https://www.jstor.org/stable/pdf/230315.pdf
https://www.jstor.org/stable/pdf/230315.pdf
https://www.jstor.org/stable/pdf/230315.pdf
https://www.jstor.org/stable/pdf/230315.pdf
http://www.newtonproject.sussex.ac.uk/view/texts/normalized/NATP00204
https://archive.org/details/methodoffluxions00newt
https://archive.org/details/lamethodedesflux00newt
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y(x) como sendo uma série infinita de poténcias racionais de
x. Deixe-me enunciar um teorema que tornaremos preciso
posteriormente, e que Newton “quase” provou.

Teorema. Qualquer equagdo polinomial P(x,y) = 0 (onde P nio é
divistvel por x) tal que P(0,0) = 0 é equivalente, numa vizinhanga
de (0,0), a um miimero finito de igualdades da forma y = f;(x) (com
i=1,...,n)onde f; é uma “série de Puiseux” da forma:

oo N
fi(x) = agpx™
P

para determinados coeficientes complexos ay. e inteiros positivos m;.

Em outras palavras, {P = 0} é a unido de uma ntimero finito
de “graficos” de séries f;. Estamos numa posigdo similar a da
pergunta original de Kontsevich, sendo natural nos perguntar-
mos qual é a natureza topoldgica desses gréficos. No entanto,
antes de estudarmos essa questdo, temos muitos detalhes para
consertar, dado que, em particular, essas f; ndo sdo “fun¢des” de
fato. Pense, por exemplo, no “gréfico” da raiz quadrada.

Convido o meu leitor a olhar mais de perto para a primeira
parte do De methodis serierum et fluxionum. A folha de rosto desse
importante livro estd na primeira pagina deste capitulo. Para
simplificar a tarefa para vocé, leitor, seguirei a tradugao inglesa.

O método de Newton

Comecemos a ler Newton.

Visto que hd uma enorme conformidade entre as Operagdes em Espécies,
e as mesmas Operagoes em Niimeros comuns; e que tampouco elas
perecem diferir, exceto nos simbolos pelos quais sdo representadas, o
primeiro sendo geral e indefinido, e o outro definido e particular: ndo
posso deixar de perguntar-me como ninguém pensou em acomodar a
recentem descoberta Doutrina de Fragdes Decimais de maneira andloga
as Espécies [... ] especialmente pela possibilidade de abrir um caminho
para Descobertas mais obscuras.

Explicagio: Por “ntimero comum”, Newton quer dizer...um
ndamero comum, isto é, o que hoje chamamos de um niimero

Newton em 1689, por
Godfrey Kneller. t

Uma pégina do De methodis.
+

Since there is a great
conformity between the
Operations in Species, and
the same Operations in
common Numbers; nor do
they seem to differ, except
in the Characters by which
they are represented, the
first being general and
indefinite, and the other
definite and particular: I
cannot but wonder that
no body has thought of
accommodating the lately
discover’d Doctrine of
Decimal Fractions in like
manner to Species [...]
especially since it might
have open’d a way to more
abstruse Discoveries.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:GodfreyKneller-IsaacNewton-1689.jpg
https://cudl.lib.cam.ac.uk/collections/newton
https://cudl.lib.cam.ac.uk/collections/newton
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complexo. Note que pouquissimos mateméticos naquela época
considerariam esses niimeros “comuns”. Por “espécies”, ele
quer dizer um polinémio em x, ou uma série inteira, ou o que
chamamos hoje de uma “série de Laurent”, ou talvez uma “série
de Puiseux”, i.e. uma série de poténcias racionais de x. Em
qualquer caso, nas palavras de Newton uma “espécie” é algum
tipo de funcéo.

Mas dado que essa Doutrina de Espécies tem a mesma relagdo com a
Algebra que a Doutrina de Niimeros Decimais tem com a Aritmética
comum; as Operagoes de Adigdo, Subtragdo, Multiplicagdo, Divisdo,

e Extragio de Raizes, podem ser facilmente deduzidas dessa, caso o
Estudante seja ao menos habilidoso na Aritmética Decimal, e na Algebra
Vulgar, e observe a correspondéncia que se obtém entre Fragoes Decimais
e Termos Algébricos indefinidamente continuos.

Explicagio: Newton observa que se pode manipular séries do
mesmo modo que se faz com niimeros, para os quais se tém
quatro operagdes (+, -, x,+). Na terminologia moderna, ele
observa que “ntimeros comuns” e “séries de Laurent” sdo ambos
Corpos.

Pois como em Niimeros, os Lugares a direita decrescem continuamente
em Proporgio Decimal ou Subdécupla; e o mesmo acontece respectiva-
mente em Espécies, nos quais os Termos sio dispostos (como imposto no
que se segue), numa Progressdo uniforme indefinidamente continuada,
de acordo com a Ordem das Dimensoes de qualquer Numerador ou
Denominador.

Explicagdo: Novamente na terminologia anacrénica moderna,
Newton nos fala sobre a topologia desses dois corpos. Dois
ndmeros reais estdo proximos se suas expansdes decimais con-
cordam até uma ordem grande, analogamente, dois polindmios
em x, ou duas séries, estdo préximos na vizinhanga de 0 se a
valuacdo da sua diferenca é grande.

A essa altura, podemos adivinhar a estratégia de Newton. Ele
nos ensinard um jeito de resolver equag¢des polinomiais P(x) =0
sendo P um poliné6mio em algum corpo, que pode consistir em
“nimeros comuns” ou em “espécies”. Isso se aplicard, portanto,
a equagdes da forma P(x,y) = 0 sendo P um polindmio em duas
variaveis, visto como um polinémio P(x)(y) em uma varidvel

But since this Doctrine

of Species, has the same
relation to Algebra, as

the Doctrine of Decimal
Numbers has to common
Arithmetick; the Operations
of Addition, Subtraction,
Multiplication, Division,
and Extraction of Roots,
may easily be learned

from thence, if the Learner
be but skill’d in Decimal
Arithmetick, and the Vulgar
Algebra, and observes the
correspondence that obtains
between Decimal Fractions
and Algebraick Terms
infinitely continued.

For as in Numbers, the
Places towards the right-
hand continually decrease
in a Decimal or Subdecuple
Proportion; so it is in Species
respectively, when the Terms
are disposed, (as is often
enjoin’d in what follows)
in an uniform Progression
on infinitely continued,
according to the Order
of the Dimensions of any
Numerator or Denominator.

Capa da traducéo francesa
por Buffon.
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y com coeficientes no corpo das fung¢des racionais C(x), ou no
corpo C((x)) das séries de Laurent.

Numa apresentagdo bastante pedagégica, Newton apresenta
diversos exemplos, mostrando a analogia entre “espécies” e
“nimeros comuns”. Primeiro, ele mostra como expandir a?/(b -
X) em uma série em x. Exatamente do mesmo modo que ele
explicaria numa escola primdria que dividir 1 por 0.9 =1-0.1 da
1.11111111.... Isso é f4cil e deve também ter sido facil para seus
leitores.

Entdo, ele explica o significado de expoentes racionais x/9,
que também deveria ser familiar para a maioria de seus leitores.
Ele pode, entdo, apresentar sua famosa férmula binomial para
uma poténcia racional de (x +a), como uma série infinita em x.

14
q

==

r_q 1 £_2 >
(a+x)7=ai +(p/g)a? "x+5(p/7)(p/q-1)at “x"+-

Chegamos agora na parte mais interessante para nés.

Ele gostaria de resolver o que ele chama de “equacdes afeta-
das”, isto é, equagdes polinomiais cujos coeficientes sdo Espécies,
ou seja, equagdes P(x,y) = P(x)(y) = 0. Novamente, de modo
bastante pedagégico, ele declara que comegard por resolver equa-
¢Oes ordindrias em ntiimeros comuns da forma P(y) = 0, sendo P

um polindmio em C[y].

51
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Esse é o famoso método de Newton, uma das ferramentas mais
fundamentais em analise.

Observe para o modo como ele apresenta os calculos. Seu
exemplo é a equacdo cubica

¥’ -2y-5=0.

Pode-se ver, por tentativa e erro, que existe uma raiz que nao
difere muito de 2. Por esse motivo, ele olha para y como y =
2+ p, com um p pequeno. Substituindo na equagdo original, ele
encontra

p>+6p>+10p-1=0.
Ele pode entdo “rejeitar p* + 6p? pelo fato dele ser muito pequeno”
e obter

10p-1=0

de modo que p estd perto de 1/10. Ele, entdo, pde p = 0.1+g e
substitui na equagdo

7° +6.3¢% +11.23+0.061 = 0

e “como 11.23g + 0.061 = 0 estd préximo da verdade” ele sabe
que g estd proximo de -0.061/1.,23 ~ —0.0054. Escrevendo g =


https://cudl.lib.cam.ac.uk/collections/newton
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-0.0054 + r, ele pode substituir como antes e continuar com a
operagdo “tanto quanto eu queira”. Ele finalmente encontra a
solucdo perto de 2.09455148.

O proximo pardgrafo mostra, se necessario, que Newton
era incrivelmente dotado para calculos. “O trabalho pode ser
bastante abreviado” de fato. Ele explica o que todo estudante
universitdrio sabe (ou deveria saber): que a cada passo o ntimero
de casas decimais corretas é essencialmente dobrado e que
portanto ndo é necessédrio computar exatamente os p, 4,7, s etc. E
por isso que, em sua tabela, alguns digitos estdo cortados: isso
ndo é um erro; é uma simplificagdo inteligente!

Em 1690, Joseph Raphson (1648-1715) (membro da Royal
Society e, portanto, conhecendo Newton muito bem) publicou
um método para resolver equagdes em Analysis eequationum
universalis. Comece com uma solucdo aproximada yo de P(y) =0
e considere a sequéncia definida por

_ . Py
Y1 = Yk P,(yk)

que, se tudo der certo, convergira para a solugdo. Raphson néo
menciona Newton. Alguns historiadores alegam que os dois
métodos sdo bem diferentes. No caso de Raphson, mantém-se

a mesma equagdo e computa-se a sequéncia yi. No caso de
Newton, a cada passo computa-se uma nova equagdo. Os dois
métodos ddo exatamente o mesmo resultado e sdo formalmente
idénticos mas, claramente, se os cédlculos forem feitos a méo, a
apresentacdo de Newton é muito mais eficiente. Poderiamos
dizer que Raphson usa uma iteracdo e Newton uma recursio 2°.
Alguns matematicos alegam que Raphson entendeu o papel

da derivada de P e que Newton estava apenas linearizando a
equacdo. Bem, quem pode dizer que Newton, o inventor da
derivada, ndo notou que a parte linear era a derivada? Como de
costume, eu continuarei falando do método de Newton e ndo do
método de Newton-Raphson.

Como um comentdrio final, é desnecessario dizer que New-
ton ndo discute nenhuma questdo sobre convergéncia. Note
também, leitor, que seu exemplo envolve apenas raizes reais de
polindmios reais.

t
O método de Newton pode
ser usado para encontrar rai-
zes de polindmios P(z) com
coeficientes complexos.
Comegando com z;,;;, es-
peramos que a iteragdo do
algoritmo de Newton conver-
gird para uma raiz. Pode-se,
entdo, decompor o plano
(ou pelo menos o conjunto
dos z;j, para os quais o
método funciona) em varios
dominios, de acordo com a
raiz limite. Em 1880, Cayley
indagou sobre a descrigdo
dessa decomposigdo, escre-
vendo que a questao é facil
para o grau 2 (exercicio para
o leitor) e que para grau 3
isso é “qualquer coisa exceto
6bvio”. De fato, sabemos
hoje que essa decomposicao
é de natureza fractal. Isso é
conhecido como “o coelho
de Newton”.

6 C. Christensen. Newton’s
method for resolving
affected equations. College
Math. ., 27(5):330-340, 1996.


http://www.maa.org/programs/maa-awards/writing-awards/newtons-method-for-resolving-affected-equations
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Arvore da maca de Newton
no Trinity College. As vezes
circula um mito de que essa
era a arvore da qual a maga
caiu sobre Isaac Newton.
De fato, ele ndo estava em
Cambridge durante o seu
Annus mirabilis.



De methodis serierum et fluxionum
Séries de Newton

NEWTON AGORA PODE RESOLVER AS “EQUACOES IMPLICITAS”,
cujos coeficientes sdo fungoes de x. O exemplo sugerido por
Newton é

yo —5xy° + (23 a)y* - 7a®x*y? + 6a°x% + xt = 0.

Nessa equagdo, a,b sdo parametros. Note que Newton toma um
grande cuidado para escrever equagdes homogéneas.

Por simplicidade, eu serei menos cuidadoso e escolherei a = b = 1.
Newton enxerga inicialmente uma “solucdo aproximada” da
forma y = ux® sendo u uma constante ndo nula e desconhecida e
« um numero racional desconhecido.. Substituindo, obtemos

u6x6rx _ 5u5xl+50¢ + u4x3+41x _ 7u2x2+21x + 6x3 + x4 =0.

Essa é uma expressao envolvendo “mondmios” com poténcias
racionais de x. Os expoentes sdo 6«,1 +5«,3 +4a,2 +2a,3,4. Se
estudarmos essa situa¢do numa vizinhanca do 0, o maior termo
corresponde ao menor desses expoentes. Para uma escolha
genérica de &, os seis expoentes correspondentes sdo diferentes.
Caso desejarmos expressar o fato de que o termo dominante
zera, n0s poderiamos forcar e escolher 1 = 0, mas certamente nao
é 0 que queremos fazer. Assim sendo, temos que selecionar «
tal que pelo menos dois dos seis expoentes sejam iguais e, além
disso, os menores possiveis. Newton expressa essa condi¢do
usando o seu famoso poligono, desenhando uma espécie de

Nao esquega que Newton foi
também um grande fisico!

Uma pégina do De methodis.

+
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tabuleiro de damas subdividido em quadrados (que ele chama
“paralelogramos”). Na equacdo original, para cada mondmio nédo
nulo ai]-xj ¥’ (i,j > 0), ele assinala uma estrela no paralelogramo
(i,j). Nesse exemplo, sdo marcadas seis estrelas.

Escolhendo « e comparando os expoentes j + iz, podemos dar

uma interpretagdo geométrica, claramente explicada por Newton:

Coloque uma régua no tabuleiro de xadrez e mova-a até que
toque as estrelas marcadas.

Entdo, quando qualquer equagio é proposta, marca-se tal paralelogramo
assim como todos os correspondentes termos, e usa-se a régua duas ou
talvez mais vezes nos paralelogramos assim marcados, dos quais um é
o0 mais baixo na coluna da esquerda em AB, e o outro tocando a régua
pela direita; e todo o resto, ndo tocando a régua, situa-se acima dela.
Em segquida, selecione os termos da equagdo que sdo representados pelos
paralelogramos que tocam na régua.

Equagoes implicitas

Entdo, nesse caso, o coeficiente a é escolhido como sendo 1/2
(inclinacdo da reta DE) e os trés mondmios dominantes x3,xz]/2
and y° sdo escolhidos. De fato, para a = 1/2, a equagio torna-se
ordenada nas poténcias crescentes de x:

(u® = 7u? + 6)x° - 5u°x7/% + P2x* + utx® = 0.

Por algum motivo, Newton
marca 0s mondmios x/ no
eixo vertical e 0s y' no eixo
horizontal.

+
Then, when any Equation

is proposed, mark such

of the Parallelograms as
correspond to all its Terms,
and let a Ruler be apply’d to
two, or perhaps more, of the
Parallelograms so mark’d, of
which let one be the lowest
in the left-hand Column

at AB, the other touching
the Ruler towards the right-
hand; and let all the rest,
not touching the Ruler,

lie above it. Then select:
those Terms of the Equation
which are represented by the
Parallelograms that touch
the Ruler.

B[*
* *
D *
*
A *|C
E


https://cudl.lib.cam.ac.uk/collections/newton

No6s estamos, portanto, escolhendo u como uma solugdo da
equagao

ub -7u+6=0
que contém trés mondmios, visto que a régua toca trés estrelas.
Existem seis solucoes

V2 ;23

u=+1 ;

Newton parece ignorar as duas tltimas solu¢des imagindrias.
Talvez por estar interessado apenas pelas solugdes reais, mas
mesmo assim, se esse for o caso, é um engano, COmo veremos
mais adiante nesta secdo.

Entéo, ele escolhe a primeira solugdo e escreve y = \/x + p,
como no seu método com os “ntmeros comuns”. Pode-se, entdo,
“continuar o processo com prazer”.

Entretanto, sem nenhuma explicacdo, Newton abandona
seu primeiro exemplo e muda para outros casos numéricos,
mostrando como o seu método funciona na pratica.

Deixe-me mostrar como continuar o primeiro exemplo de
Newton. Novamente, em nome simplicidade, altero ligeiramente
sua apresentacao.

Em vez de melhorar a primeira solu¢do aproximada y ~ \/x
pela adigdo de uma variavel p, vamos definir

2

x=x7 ; y=x1(1+y1).

Nés substituimos esses valores na equagao original e simplifi-
cando por x?. Obtemos:

-5x1 + x% + x‘l1 -8y1 - 25x1y1 + 4x‘11y1
+8y% - SOxly% + 6x‘11y% + ZOy%
3 4.3 4 4
—503c41y41 + 49(51yl + 1551/1 —625x1y1
+Xx7Y7 +6y7 —=5x1y7 +y7 = 0.
Nessa nova equacio, os coeficientes de x; e y; sdo ndo nulos
ambos. Entdo, a “régua de Newton” passa através do pontos
(0,1) e (1,0). Ressalto que essa é uma outra maneira de dizer
que a nova equagdo néo é singular na origem. Assim, os termos
dominantes sdo lineares

-5x1 - 81
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Em 24 de Outubro de 1676,
Newton enviou uma carta
para Leibniz, “descrevendo”
a sua contribuicéo ao
calculus. No final dessa carta,
ele escreve “[...] problemas
inversos sobre tangentes
estdo sobre o nosso poder,

e outros mais dificeis que
esses e, para resolvé-los,

eu usei um método duplo
de que uma parte é mais
pura, a outra mais geral.
Neste momento, julguei
oportuno regista-las em
cartas transpostas...”, e
depois ele esconde o seu
método num anagrama:

saccdee1oeffh11igl3monéoqq
r8s11t9y3x:11abzcddioeaegt
oillgmyn6o3p3q6r5s11t8vx,
3aceqeghsiglgmsn8oq4r3s6
tqv,anddeececceiijmmnnoopr
rrsssssttuu

Pobre Leibniz! Ele deve

ter lutado para encontrar

o significado do anagrama.
Pobre leitor! Mesmo se eu
desse a solugdo, ele terd que
traduzi-la do latim para o
seu proéprio idioma e, entdo,
entenderd que o contetido
néo é tdo claro!

“Una methodus consistit in
extractione fluentis quantitatis
ex aequatione simul involvente
fluxionem ejus: altera tantum
in assumptione seriei pro
quantitate qualibet incognita ex
qua caetera commode derivari
possunt, et in collatione
terminorum homologorum
aequationis resultantis, as
eruendos terminos assumptae
seriei”.


http://sp.rpcs.org/faculty/MillerR/towson/Readings/Forms/AllItems.aspx
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Assim, segue que
5
= —gxl.

Continuando o processo, obtemos:

5
X1=%x ; y1=—§x1(1+yz)

e assim por diante, nés poderiamos determinar uma expansao de
y como o produto de \/x e uma série de poténcias inteiras de x.

Com a ajuda do Mathematica, obtemos:

y(x) = x1/2-5.273x+79.275x%2 _14185.2710x2
+3118083-2715x5/2 — 189696965 - 271813
+24625187405 - 2-22x7/2 _ 1670815928565 - 225 x4 + ...

Para outra solucdo u = \/E, obtemos:

y(x) = V2x1/2 +2x -13v/2-272574x3/2 1 3825722
—267229/2-27557355/2 1. 903813 . 2715743
~1661176381v/2-277575x7/2 4+ 777992628 - 56 x* +

Agora um comentdrio final sobre a motivacdo de Newton:
ele “provou” que qualquer “func¢do” y(x) definida por alguma
relagdo implicita P(x,y) = 0 pode ser expandida como séries
de poténcias de x (ao custo de usar expoentes racionais)desde
que ela, é claro, conhecia muito bem derivadas e primitivas de
qualquer poténcia x*, ele usa essa técnica para calcular derivadas
e primitivas de quaisquer séries. Em outras palavras, ele permite
determinar as derivadas e primitivas de “qualquer” fun¢do. O
restante do De methodis serierum et fluxionum é dedicado a muitas
aplicacdes desse método.

Um engano de Newton?

E surpreendente perceber que Newton esqueceu uma raiz da
equation

ub —7u* +6 = 0.
Pode-se acreditar que as raizes imaginarias +v/~3 conduzem
a solugdes imagindrias para y(x). Mas isso ndo é assim, e eu
acredito que foi realmente um engano.

Newton no momento preciso
do erro? Como visto por
Gotlib. (Homenagem a
Gotlib). t


https://fr.wikipedia.org/wiki/Gotlib
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Em 2016, descobrir um engano em um trabalho importante
escrito por Newton por volta de 1669 é uma experiéncia inte-
ressante! Olhando para o manuscrito original, descobre-se que
Newton teve de corrigir um equivoco e colar um pedaco de pa-
pel acima da péagina original. Suspeito que a biblioteca do Trinity
College ndo concordaria em retirar o precioso manuscrito para
ver o que estd por baixo. Deve ser necessdrio usar raios-X.

Um engano? t

*71. Newton. The correspon-
dence of Isaac Newton, Vol. II:
1676-1687. Published for the
Royal Society. Cambridge

Na verdade, poderia ser dada uma outra interpretacio. No UP, New York, 1960.
seu comentério da Epistola posterior, Turnbull 7 (nota 68, pagina
159) menciona outro “engano”: a “cobertura” do sinal da raiz
quadrada ndo é suficientemente longo, e Newton escreveu
equivocadamente v/2x no lugar de /2x. Entdo, ele comenta que
“Newton rejeita a raiz imaginaria no caso dado por v +3 = 0”.
De fato, é possivel que Newton tenha cometido um erro com
V2x, 0 que o levou a pensar em v/=3x como imagindrio, para
depois rejeita-lo. Se ele tivesse escrito \/~3x, ele teria visto que
essa solugdo ndo é imagindria quando x < 0. Bem, mas isso nés
nunca saberemos!


http://cudl.lib.cam.ac.uk/view/MS-ADD-03960/331
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Na realidade, +v/-3 é imagindario, mas a funcdo aproximada
VRSV -3/x é real se x é um nimero real negativo, entdo, ele ndo
deveria ter sido descartado.

Para a raiz real u = 1, nés temos

x=x1 ; y=x1(1+y1).

Para a raiz imagindria /-3, obtém-se
2
x=-x7 ; Yy=3x1(1+y1)

e nés procedemos como antes. Finalmente, consideramos a
terceira raiz real.

Monumento a Newton na
Abadia de Westminster.

y(x) = -3Y2(x)12-9.273(—x) = 721-276571371/2(—x)3/2 — 36543 . 2710572 (—x)?

~27986569 - 2715373/25-3(_x)5/2 _ 96025589 - 2718574 (—x)3

+169264391911 - 2722375/2575(—x)7/2 4 1398151100829 - 2725570 (—x)* + ...

Pode-se perguntar por que encontramos trés solugdes e ndo

seis. Afinal, a equagéo W -7u2+6=0 possui, de fato, seis solugdes.

Entretanto, isso ocorre simplesmente porque as raizes opostas
dédo origem a mesma solugéo.

Nao esqueca que Newton considera v/x como uma fungéo, tal
que v/x e —\/x produzem “o mesmo”. Concordo que escrever
V/x = —y/x pode levar a contradi¢des, mas ndo na mao do grande
Newton. N6s somos sabios para ensinar nossos alunos que \/x
é a raiz positiva de x, que é um niimero real e positivo, e para
escolher alguma “determinacédo principal” para x € C\R_.

Usando a terminologia moderna, poderiamos dizer que as
curvas parametrizadas (t,t?) and (~t,t?) sdo as mesmas curvas
com diferentes parametrizagoes.

Maio direita nos seus quatro
livros principais.

Mao esquerda apontando
para os anjos mostrando. ..
a série binomial.



O que Newton nio provou

A defini¢do de “convergéncia” nado estava a disposicdo de New-
ton. No entanto, seus cdlculos numéricos sugerem que as suas
séries sdo convergentes e de fato ele as usa, até mesmo o vocé-
bulo “convergente”. Para ser honesto, poderiamos dizer que ele
somente mostra que suas séries fornecem expansdes assintoticas.
Na pratica, as séries

apx™ +a;x"2 + ...

(sendo a; < &y < -+ expoentes racionais) sdo assintéticas para a
fungéo f(x) se para todo k > 1:

F(x) = 3 @t = 0@,
k=1

Isso ndo implica que f, converge para f, mas é ainda frequen-
temente utilizada, porque as vezes é mais 1til do que uma
convergéncia habitual.

Outro aspecto que néo é discutido corresponde a natureza
dos expoentes racionais que aparece nessas séries. Em cada
passo, um novo nimero racional se apresenta, ndo sendo claro
se essa sequéncia dos expoentes converge para o infinito. Mas
parece ser claro o fato de que todos os denominadores sejam
limitados. Entretanto, Newton observa que o seu método ndo
estd restrito a equagdes polinomiais P(x,y) = 0, mas trabalha
perfeitamente para “sequationes numero terminorum infinitas”
da forma ¥; ;59 aijxiyj = 0 (com agp = 0), envolvendo o que hoje
chamamos de fungdes analiticas.

Para concluir esse capitulo, vamos olhar com atengdo para a
curva original de Newton.

P(x,y) = y6 - 5xy5 + x3y4 - 7xzy2 +6x°+x=0.

Se eu pedir para um computador plotar essa curva na caixa
[-50,+20] x [-50,+50], ele fornecerd uma primeira curva na
margem. Isto pode parecer surpreendente, pois vemos apenas
dois ramos na vizinhanga da origem. Se olharmos mais de perto,
isto é, numa caixa menor, por exemplo, [-1,1] x [-2,2] (segunda
curva), podemos ver um segundo ramo. Ampliando ainda
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mais, olhando em [-.1,.1] x [-.4,.4] (terceira curva), fica mais
facil de observar. A situagdo local é completamente clara em
[-.01,.01] x [-.2,.2] (quarta curva). Finalmente, em [-.001,.001] x
[-.05,.05], podemos identificar trés ramos assintdticos para
+1/%, +1/2x, +1/-3x como foi previsto por Newton (a excegao do
terceiro, para x < 0, que ele se esqueceu).

Como esse polindmio P(x,y) é primo, ele ndo pode ser escrito,
de modo néo trivial, por meio do produto de dois polindmios.
Entretanto, como série de poténcia convergente em x,y, na
vizinhanca da origem, pode ser escrito como um produto de trés
fatores, correspondendo aos trés ramos.
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Quando Newton questiona
Oldenbourg para encami-
nhar sua Epistola Posterior
para Leibniz, ele adiciona os
seguinte P.S. Sim, ele tinha
de fato outras coisas em sua
cabeca.
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Uma figura do livro de
Cramer sobre curvas.



Um pouco de dlgebra formal

A ALGEBRA NESTE CAPITULO SERA “FORMAL” uma vez que
consideraremos séries formais.

Encontrando uma solugio

Repetirei os argumentos de Newton, expressando-os numa termi-
nologia algébrica mais moderna. Atribuir tudo que segue a New-
ton exige imaginagdo e extrapolagdo infinitas. Enfatizaremos, no
entanto, uma importante contribui¢do de Cramer. Geralmente,
uma boa parte também ¢ atribuida a Puiseux, mas isso exigiria,
pelo menos, 0 mesmo tanto de extrapolagéo. Descreveremos a
contribui¢do de Puiseux no seu devido tempo.

Existem livros excelentes sobre esse assunto. Eu recomendo,
em particular, Walker 28 Brieskorn and Knorrer 29, Wall 3° e
Casas-Alvero 3.

Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. O
principal exemplo que tenho em mente é o corpo C dos nimeros
complexos.

Algumas notagdes:

— K[x] é o anel de polindmios em x com coeficientes em K.

— K(x) é o corpo de fungoes racionais em x com coeficientes em
K (corpo de fragdes de K[x]).

— K[[x]] é o anel de séries formais em x: expressdes da forma
>, a;x' tais que os a; estdo em K, sem nenhuma referéncia a
questdo de convergéncia.

#R.J. Walker. Algebraic
curves. Springer-Verlag,
New York-Heidelberg, 1978.
Reimpressado da edigdo de

1950.

» E. Brieskorn and

H. Knorrer. Plane algebraic
curves. Birkhduser/Springer
Basel AG, Basel, 1986.

*C.T.C. Wall. Singu-

lar points of plane curves,
volume 63 of London Mathe-
matical Society Student Texts.
Cambridge UP, 2004.

3 E. Casas-Alvero. Singulari-
ties of plane curves. London
Mathematical Society Lec-
ture Note Series. Cambridge
UP, 1 edition, 2000.


https://archive.org/details/in.ernet.dli.2015.84243
https://archive.org/details/in.ernet.dli.2015.84243

66 UM PASSEIO MATEMATICO SINGULAR

— De modo similar, em duas varéaveis, definimos K[x,y] (po-
lindmios), K(x,y) (fungdes racionais) e K[[x, y]| (séries formais).
Podemos agora enunciar o teorema de Newton de forma

precisa.

Teorema (Newton—-Cramer). Seja F(x,y) uma série formal em
K[[x,y]| que se anula na origem e ndo é divistvel por x. Entdo, existe
um inteiro m > 1 e uma série de poténcias formal f(t) € K[[t] se
anulando em 0 e tal que F(t™, f(t)) seja identicamente nula. Em
outras palavras, a equagio F(x,y) = 0 tem ao menos uma “solucio” da

forma y = f(x'/™).

Ja vimos a estrutura geral da prova.

Deixe-me escrever F(xg,1p) em vez de F(x,y) uma vez que
descreveremos uma construgao iterativa, envolvendo alguns
Xk, Yk- Entdo, seja Fo(xo,Y0) = ¥ aijxf)yjo (com agg = 0) uma série
formal. Para cada (i, j) tal que 4;; # 0, consideramos o quarto de
plano x > i;y > j. O poligono de Newton é o fecho convexo da unido
desses quartos de plano. A figura na margem mostra o poligono
para

F = Yo = Xqy° + X35 + X33

4 4.6 5,4 7 7
+x0y0 + XoYo + XoYo + X0 + XpYo-

Observe que sempre podemos assumir que Fy ndo é divisivel
por Yo, pois, caso contrério, dividiriamos por algum mondmio y{)
sem alterar o problema. Em outras palavras, cada um dos eixos
intersecta o poligono de Newton. A fronteira desse poligono,
longe dos eixos, consiste num niimero finito de segmentos,
contidos em retas suportes cujas equagdes tém a forma i+ fj = 7y
sendo «, B inteiros positivos que podemos assumir serem primos
entre si. Escolha uma dessas retas agi + foj = Yo e selecione

os coeficientes 4;; tais que (i,) estejam nessa reta (existe uma
quantidade finita deles). Isso define um polindmio “dominante”

Fdom(xOryO) = Z

api+Poj="0

iJ
al-]-xoyo.

Entédo, procuramos por uma solugdo “aproximada” parametri-
zada por t, da forma

x=t% ; y=uth,

N
—o>

Um poligono de Newton:
Termos na série com a;;
néo nulo sdo representados
por pontos. Existem trés
retas suporte. Note que eu
nao estou seguindo a ideia
estranha de Newton de
escrever o0s i no eixo vertical.
Para o beneficio do leitor,
sigo a tradigdo e uso x e y
para os eixos horizontais e
verticais respectivamente.

Exemplo: Escolha a reta
suporte

2i+j=7,

de modo que (a,8,7) =

(2,1,7). Fdom(xO/,l/O) =
¥’ - x%y® e o polindmio p seja

p(u) = u” —u®

Escolha 1 = 1 de modo que
a solugdo aproximada seja

xo =ty =t
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Por “aproximada”, queremos dizer que ela resolve a parte domi-
nante da equagéo

Faom (%0, utf0) = 0.

Obtemos uma equagédo polinomial em u:

pu)y=" Y

agi+PBoj="70

lli]‘uj =0.

Como K é algebricamente fechado, existe a0 menos uma solu-
¢do ndo nula ug. Voltamos, entdo, a equacgao original Fy(xo, o) =
0 e substituimos xq por x{° e yo por uoxf °(1+y1). Obtém-se uma
nova série formal em (x1,11) que, por construgdo, é divisivel
por x]°. Dividindo por x]°, obtém-se outra equagdo equivalente
Fi(x1,y1) =0

...e 0 processo pode ser continuado “tanto quanto se queira”,
produzindo uma sequéncia de equagdes Fi(xy, yx) (k > 1) e de
inteiros ay, By, Y-

Esta faltando uma propriedade importante que ndo foi dis-
cutida por Newton. Temos que mostrar que, apds um nimero
finito de passos, os coeficientes wj sdo sempre iguais a 1, o que
significa que a inclinacdo de todas as retas suportes sdo inversos
de inteiros e ndo apenas ntimeros racionais. Essa questdo é im-
portante porque cada passo implica na introdugdo de uma raiz
X1 = xi/ “k e, entdo, terfamos um problema caso tivéssemos que
realizar um ntmero infinito de vezes.

Isso é analisado em detalhes no Capitulo VII do excelente
livro de Cramer Introduction a I'analyse des lignes courbes algé-
briques3?, publicado em 1750. O autor da créditos a Newton,
porém:

O verdadeiro Método das Séries é baseado no Paralelogramo do Sr.
Newton, excelente invengido, mas o Autor nio deu a Demonstragdo,
aparentando nem mesmo ter percebido todo seu valor.

Definicdo. Se F é uma série formal em K[[x,y] ndo divisivel por
x, a multiplicidade, denotada mult(F), é a valoragdo de F(0,y)
como uma série em y. E também a menor altura de um ponto do
poligono de Newton de F no eixo vertical.

Primeiro pass: Em Fy
substitua

X0 — x%;yo - x1(1+y1).

e divida por x]. Obtemos
F](X],yl) = X1 +4y1 +
2x% +2x111 + 18]/% + 6x%y1 +
X132 + 34y3 +10x2y% + 354 +
+10x2y3 + 2133 + +5x3yT +
7y§ +3x] + x2S + ] + a8+
10x7y1 + xSy +21x73 +
24x7y3 +16x7y} + 6x715 +
+x{y?, que tem um termo
linear nao trivial em ¥,
de modo que y; pode ser
expresso como uma série de
poténcias em xj.

3 G. Cramer. Introduction a
I"Analyse des lignes courbes
algébriques. Fréres Cramer et
CL. Philibert, 1750.

La vraye Méthode des
Séries est fondée sur le Paral-
lélogramme de Mr. Newton,
invention excellente, mais
dont I’Auteur n’a pas donné
la Démonstration, dont il
semble méme n’avoir pas
senti tout le prix.


https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
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Note que, pela convexidade, qualquer reta suporte intersecta
o eixo j abaixo de mult(F). Em particular, o grau do polindmio
p(u) é no maximo mult(F).

Lema. mult(Fy) < mult(F).

Por definicao,

Fi(x, 1) =" Z ﬂz‘jxi(OHﬁO]
ij

u{)(l +11 ).
Para encontrar mult(F;), fazemos x; = 0 e olhamos para a
valoragdo de p(up(1+y1)) como polindmio em y;.

mult(Fy) < degree(p) < mult(F).

Entdo, pelo algoritmo de Newton, a sequéncia de multi-
plicidades mult(F) é ndo crescente. Veremos agora que essa
desigualdade é estrita exceto quando Fy tem uma forma muito
especial.

Tem-se a igualdade p(ug(1+y1)) contém apenas um monoémio
de grau mult(F). Isso implica, em particular, que o grau de p é
igual a mult(F). Dito de outra forma, a raiz y; = 0 de p(up(1 +
y1)) = 0 deve ter multiplicidade mult(F). Isso significa que p tem
a forma

p(u) = C(u - )™ (P,

Esse polindmio tem coeficientes ndo nulos em todos os graus

de 0 a mult(F). Por conseguinte, o segmento da fronteira do
poligono de Newton que escolhemos contém pontos para cada
valor de j desde j = 0 até j = mult(F). Isso implica que o poligono
de Newton tem apenas um lado (além dos segmentos nos eixos)
e que ag = 1.

Vamos recapitular: Ao longo do algoritmo, as multiplicidades
mult(Fy) sdo ndo crescentes e, portanto, tém que ser constantes
ap6s um determinado tempo. Nesse ponto, todos os poligonos
de Newton tém a; = 1 (e, mais ainda, tém a estrutura muito
especial que acabamos de descrever).

Temos

4 KoK

Kol N
xO:x10:x2 :...:xk()l k=1 _ ..

Gabriel Cramer (1704-1752).
Seu livro sobre curvas
contém, além de uma séria
discuss@o sobre séries de
Newton, uma teoria de
equagdes lineares com n
incégnitas (a famosa Regra
de Cramer) e elementos

da teoria de eliminagéao.
Gosto do titulo do apéndice
1: “De ’évanouissement

des inconnues” (N.T. em
Portugués: “Sobre o desmaio
das incégnitas”) o que

soa mais atraente que
“eliminagdo”. +

Retire a hipétese que K
tem caracteristica zero e
considere o fecho algébrico
do corpo FF, com p elemen-
tos. Tente o algoritmo com
F = y? +yP*1 — x e mostre
que algo de estranho ocorre.


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/6d/Gabriel_Cramer.jpg
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Trecho da prova de Cramer
(pagina 200).

Yo = X} (14 1) = o2 (1+ w1252 (1 +y2)) = -+

Uma vez que sabemos que o0s «j sdo iguais a 1 para valores
grandes de k, podemos tomar m como sendo o produto de todos
0s & e chamar de t os valores de x; para k grande. Temos xg = "
e, mais geralmente, cada x; é uma poténcia de f com algum
expoente inteiro. A férmula indutiva

Y1 = uk+1xfk(l +Yk)

define a sequéncia dos polindmios yx(¢) na varidvel t. Essa
sequéncia “converge” para uma série limite f(t) € K[[t]. Isso
quer dizer que a valoragao de f(t) - y,(t) vai para infinito quando
k converge para infinito.

Para ser completo, deve-se checar se encontramos de fato
uma solugdo para nosso problema, i.e. que F(t", f(t)) se anula
identicamente. Encorajo vocé, meu leitor, a fazer essa verificagdo.
Afinal, todo o algoritmo tinha apenas um objetivo: encontrar
uma solugéo!

Essa é a prova do teorema de Newton: toda equagdo da forma
F(x,y) = 0 tem alguma solug¢do, num sentido apropriado. o]

Fecho Algébrico

E hora de construir uma defini¢do precisa de séries com expoen-
tes racionais.

Denotamos por K[[x]|[x™!] o corpo das séries formais de Laurent,
. L ~ . oo o (a
isto é, expressdes formais da forma Yisiy AiX (ip pode ser um “Un spectacle dont on ne se
inteiro negativo). Esse é o o corpo de fragdes do anel K[[x]]. lasse jamais”.


https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
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Geralmente, se 71 é um inteiro, denotamos por K[[x!/"]/[x~1/"]
o corpo das séries de Laurent formais na variével x'/": expres-
soes formais da forma Y7 a;x'/" (ig pode ser um inteiro nega-
tivo). O subcorpo das séries tais que 4; = 0 sempre que i ndo
for divisivel por 1 é canonicamente isomorfo a K[x]][x~!] de
forma que podemos ver K[[x!/*][x~1/"] como uma extensio de
K[[x][x"']. O grupo de Galois dessa extenséo é facil de se des-
crever, pois consiste nas raizes n-ésimas da unidade. A acédo de
uma tal raiz w em -

Z aixi/n
i>i
produz
oo
> whaxlm,
i>i
Essa extensdo é de Galois: os elementos de K[[x'/"]|[x~1/"]
que sdo invariantes pela agdo do grupo de Galois estdao em
K] [x1].

Do mesmo modo, se 11 divide 1, o corpo K[x'/™M][x~1/"] é
um subcorpo de K[[x!/ ] [x~1/™]. O limite direto de todas essas
extensoes de K[[x]|[x~!] é denotado por K[[x*T[x*~!].

Esse é o corpo de séries de Puiseux: séries com expoentes racio-
nais, tendo um denominador comum. Em termos concretos, uma

(o]
i>ig
para algum inteiro positivo n. Séries de Puiseux com iy > 0

série de Puiseux é uma expressio formal da forma Y32, a;x'/"

constituem um anel, que denotamos por K[[x*]].

Teorema (Newton—Cramer). O corpo de séries de Puiseux K[[x*]J[x* 1]
é algebricamente fechado, constituindo-se no fecho algébrico das séries
de Laurent K[x][x"'].

Esse teorema néo é nada além de uma reformulagdo do teo-
rema principal desse capitulo.

O fato de K[[x*]|[x*~!] ser uma extensio algébrica de K[x]|[x"!]
é claro. De fato, qualquer série de Puiseux estd em algum
K[[xY"][x~1/"] sendo, portanto, algébrica sobre K[x]/[x7!].

Considere uma equacéo polinomial com coeficientes em
K[[x*][x*~!] e variavel y. Introduzindo uma nova variavel ¥ =
x'/" para algum 1 e multiplicando todos os coeficientes por uma


https://archive.org/details/bub_gb_gtKvSzJPOOAC
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poténcia alta de ¥ podemos assumir que os coeficientes do nosso
polindmio estdo em K[[X]. Nossa equagdo €, por conseguinte,
da forma F(x,y) = 0 sendo F uma série formal. Sabemos que tal
equacdo possui como solugdo uma série em T/ para algum m
que, em particular, estd em K[[x*][x*~!]. Entdo, para qualquer
polindmio nao constante com coeficientes em K[[x*[x*7!],
encontramos uma raiz em K[[x*J[x*71]. o

Encontrando todas as Solucdes

Se pensarmos em F(x,y) = 0 como uma equagdo na qual a
incognita é uma série y(x) € K[x]][x '], podemos tentar, como
farfamos com uma equagdo polinomial qualquer, fatorar F como
um produto de fatores lineares no fecho algébrico.

F=AQoy)(y - A (Y- fa(x))(y = fulx))

sendo A(0,0) # 0 e as 1 solugdes f;(x) em K[x*])[x*~']. Se F
fosse um polindmio na varidvel y, seria 6bvio, mas é apenas uma
série formal. No caso, ndo é claro que nossa equagdo tenha uma
quantidade finita de solugdes.

Na verdade, Newton estava certo, e nossa equacgao estd, de
fato, bem préxima de ser uma equagdo polinomial “padrao”,
como explicarei agora.

Deixe-me comegar com algumas observagdes elementares.

Lema. Suponha que uma série formal y = f(x) € K [x]] é solugdo de
uma equacio F(x,y) = 0 com F € K[[x,y]|. Entdo, F é divisivel por
y = f(x) em K[x, y].

Isso é 6bvio se f(x) = 0. Agora, a transformacao formal
(x,y) =» (x,y - f(x)) induz um automorfismo de K[[x,y] que
envia y em y — f(x). o

Lema. Para f € K[x*], defina
fly) = (=AY - f2(x)) (Y - fulx))

sendo fi,..., fn 0s conjugados de Galois de f. Entdo, f(x,y) estd em
K[[x,y].

71
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Uma vez que f(x,y) é um polindmio em y cujos coeficientes
sdo invariantes pelo grupo de Galois. Observe que esse polind-
mio é o polindmio minimal do elemento f de K[x*[[x*~] como
uma extensao algébrica de K[[x][[x~!]. o

Lema. Suponha que uma série de Puiseux formal y = f(x) € K[[x*]]
seja a solugdo de uma equagdo F(x,y) = 0 com F € K[[x,y]. Entdo, a
série associada f(x,y) € K[[x,y]| divide F(x,y) no anel K[[x,vy].

Uma vez que f é uma solugdo e a equagdo é invariante pelo
grupo de Galois todos os conjugados sdo também solugdes.
Mostra-se, entdo, usando o primeiro lema n vezes, que F é

1/n

divisivel por f(x,y) em K[[x}/",y]. Agora, o quociente F/ f é

invariante pelo grupo de Galois de onde ele estiver, de fato, em
K[x,y]- o

Podemos provar agora o chamado teorema de preparagio de
Weierstrass para séries formais.

Teorema. Seja F(x,y) € K[[x,y]. Assuma que F ndo seja divistvel por
x e denote por mult(F) sua multiplicidade. Pode-se, entio, escrever F
como um produto A(x,y)P(x,y) considerando A, P em K[[x,y] e

e A(0,0) # 0 de forma que A é um elemento invertivel.
* P(x,y) é um polindmio em y de grau mult(F).

A prova é por indugdo em mult(F). Note que a valoragdo de
um produto é a soma das valoragdes e que mult(F) = 0 significa
precisamente que F(0,0) # 0. Se mult(F) > 1, sabemos que F tem
ao menos uma solugdo em y = f(x) € K[x*] e que F é divisivel
por f(x,y) € K[[x,y]. O quociente tem uma multiplicidade
menor. o

Agora, podemos colher os frutos do nosso trabalho e enunciar
dois corolédrios que seguem facilmente do teorema anterior. As
provas sdo as mesmas do caso classico de anéis de polinomios
sobre corpos.

Teorema. Qualquer elemento nio nulo F de K[[x,y]| pode ser decom-
posto como

F=AQ,y)x'(y= L))y = fa(x)(y - fu(x))
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sendo A € K[[x,y]| tal que A(0,0) # 0, as k solugdes f;(x) estdo em

K[[x*T er=>0.
Teorema. O anel K[[x,y]| é um dominio de fatoragdo tinica.

Os fatores irredutiveis sdo os f; € K[[x,y].

Para concluirmos, proponho dois exercicios.

Exercicio. Vimos que o algoritmo de Newton produz solu¢des
y(x). A cada passo, temos que escolher uma das retas suportes

na fronteira do poligono e uma raiz da equagdo polinomial
correspondente. Mostre que esse algoritmo produz todas as
solugdes f;(x) de F(x,y) =0.

Exercicio. Suponha que sigamos o algoritmo de Newton

com determinadas escolhas de segmentos, levando finalmente

a uma solugdo y = f(x). Durante esse processo, obtemos
umas sequéncia de séries formais Fi(xy, y;) € provamos que
as multiplicidades my de F; sdo eventualmente constantes,
iguais a um inteiro m > 1. Mostre que essa “multiplicidade
final” m é apenas a multiplicidade da raiz, ou seja, o niimero
de fatores iguais a (y — f(x)) na decomposicdo acima F =
A (Y= A~ f2(0)(y - filx).

Basta de élgebra por hora!

E lamentavel que o Sr. Newton tenha se contentado em espalhar
suas descobertas sem apresentar demonstragdes e que ele tenha
preferido o prazer de ser admirado ao de instruir.

11 est facheux que Mr. Newton
se soit contenté d’étaler ses
découvertes sans y joindre de
démonstrations et qu'il ait
préféré le plaisir de se faire
admirer a celui d’instruire.

Do prefacio de Cramer.

Uma das curvas de grau 6
estudadas por Cramer. A
equagao é:

Y- (y-2)(y-4x*)* =0.

O ponto singular tem 3
ramos. Vocé pode desenhar
esses ramos?
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A partir de 1796 (quando ele tinha 19 anos) Gauss registrou suas
descobertas matematicas no seu famoso Tagebuch. Uma lista
impressionante de resultados. Veja os comentérios de Klein 33
and 34 para uma traducdo em inglés. Esta pagina acima diz
respeito a agosto a outubro de 1797. O tltimo item “Aequationes
habere radices imaginarias methodo genuina demonstratum” enuncia
sua prova do teorema fundamental da dlgebra. Abaixo desta
linha, com uma tinta diferente, uma adi¢do posterior menciona
que este era o tema de sua tese: “Prom[ulgatum] in dissert[atione]
peculliari] mense Aug. 1799” +

3 E Klein. Gaufy’ wis-
senschaftliches Tagebuch
1796-1814. Math. Ann.,

57(1):1-34, 1903.

3].]. Gray. A commentary
on Gauss’s mathematical
diary, 1796-1814, with

an English translation.
Exposition. Math., 2(2):97-130,
1984.


http://webdoc.sub.gwdg.de/ebook/e/2005/gausscd/html/kapitel_tagebuch.htm
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/?PID=GDZPPN002259079
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/?PID=GDZPPN002259079
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/?PID=GDZPPN002259079

Curvam algebraicam
neque alicubi subito abrumpi posse

Gauss e as curvas algébricas

O teorema fundamental da dlgebra

CARL FRIEDRICH GAUSS TINHA 22 ANOS QUANDO DEFENDEU
A SUA TESE DE DOUTORADO EM 1799. Isso é um trabalho ex-
traordinério3> contendo o que pode ser considerado a primeira
“prova” do teorema fundamental da algebra.

Qualquer polindmio com coeficientes complexos e ndo constante
possui pelo menos uma raiz complexa.

Usando uma terminologia ligeiramente diferente e sem a
presenca das palavras “complexo” ou “imagindrio”, que eram
suspeitas naquela época, Gauss provou que qualquer polindmio
real é um produto de fatores de primeiro ou de segundo graus.
Numa linguagem diferente, o titulo da sua tese de doutorado é:

Demonstratio nova theorematis omnem functionem algebraicam
rationalem integram unius variabilis in factores reales primi vel
secundi gradus resolvi posse

Essa ndo é uma prova pelos padrdes atuais, mas apresentarei
uma variacdo ligeira no mesmo tema, perfeitamente aceitavel
pelos matemaéticos do século XXI. N&o foi a primeira tentativa
de uma prova. Entre os predecessores de Gauss, pode-se menci-
onar d’Alembert, Euler e Lagrange. Nenhuma dessas “provas”

Um selo comemorativo do
plano complexo de Gauss. +

3 C. F. Gaufs. Werke. Band
III. Georg Olms Verlag, Hil-
desheim, 1973. Reimpressao
do original de 1866.

Gauss obteve o titulo de
doutor na Universidade de
Helmstedt, sendo orientado
formalmente por Johann
Friedrich Pfaff, que leu
cuidadosamente a sua tese.
Entretanto, esse doutorado
foi in absentia, i.e., ndo
houve apresentagéo oral.

O manuscrito menciona
que o principal resultado
foi obtido em outubro de
1797. Uma tradugédo para

o inglés da tese de Gauss,
feita por Ernest Fandreyer, é
disponivel online.


https://musingsonmath.com/my-collection/
https://archive.org/details/werkecarlf03gausrich/page/n11
https://archive.org/details/werkecarlf03gausrich/page/n11
https://archive.org/details/werkecarlf03gausrich
http://www.quantresearch.org/Gauss_PhD_Dissertation.pdf
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anteriores eram sélidas, mesmo naquela época, mas tentarei
reconstruir a prova de d’Alembert uma vez que ele usou o poli-
gono de Newton.

A primeira metade da tese de Gauss trata sobre uma critica
as tentativas de provas de seus trés predecessores, explicando
cuidadosamente porque as provas sdo falhas. Hoje é dificil
imaginar uma situacdo semelhante: um homem muito jovem

defendendo seu doutorado, comecando pela destruicdo sistema-

tica de grandes e respeitados mestres que haviam morridos ha
apenas quinze anos ou, no caso de Lagrange, que ainda estava
vivo. Depois dessa primeira parte, Gauss, entdo, na segunda
metade da tese, apresenta a sua prova. Bela prova, de fato, mas
ndo totalmente isenta de “fatos ndo provados”. Num momento
crucial, a ser descrito a seguir, ele necessita de uma descri¢ao
bastante precisa da estrutura local de uma curva algébrica real.
Ele entdo afirma, sem prova, que

Mas, de acordo com a matemdtica superior, qualquer curva algébrica
(ou as partes individuais de uma tal curva algébrica, talvez consista

de vdrias partes) ou volta para si mesma ou se estende até o infinito.
Consequentemente, um ramo de qualquer curva algébrica que entra em
um espago limitado, deve necessariamente sair desse espago em algum
lugar.

Em outras palavras, Gauss estd afirmando que uma curva al-
gébrica ndo para simplesmente num ponto. A “prova” é dada
numa nota de rodapé, um exemplo tipico de uma prova por
intimidacéo:

Parece ter sido provado com suficiente certeza que uma curva algébrica
ndo pode ser quebrada de repente em qualquer lugar (como acontece,
por exemplo, com a curva transcendental cuja equagdo é y = 1/log x).
Nem se perde, por assim dizer, em algum ponto depois de infinitas
voltas (como a espiral logaritmica). Tanto quanto sei, ninguém levantou
diividas sobre isso. No entanto, se alguém a exigir, entdo, comprometo-
me a dar uma prova que ndo estd sujeita a qualquer diivida, em alguma
outra ocasido.

Ninguém levantou dudvidas, e ele vai dar uma prova em al-
guma outra ocasido @! Acontece que ele nunca provou esse fato
(ainda que publicou mais trés provas do teorema Fundamental

Os “fatos ndo provados” de
Gauss nao tém nada a ver
com “fake news”: afinal
todos eles sdo verdadeiros.

lam ex geometria sublimori
constat, quamuis curvam alge-
braicam, (siue singulas cuiusuis
curuae algebraicae partes, si for-
te e pluribus composita sit) aut
in se redientem aut utrimque
in infinitum excurrentem esse,
adeoque si ramus aliquis curuae
algebraicae in spatium defini-
tum intret, eundem necessario
ex hoc spatio rursus alicubi
exire debere.

Satis bene certe demonstra-
tum esse videtur, curvam
algebraicam neque alicubi
subito abrumpi posse (uti
e.g. evenit in curva trans-
scendente, cuius aequatio
y = 1/log x), neque post
spiras infinitas in aliquo
puncto se quasi perdere

(ut spiralis logarithmica),
quantumque scio nemo
dubium contra hanc rem
movit. Attamen si quis
postulat, demonstrationem
nullis dubiis obnoxiam alia
occasione tradere suscipiam.
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da algebra, como se ele proprio nado estivesse convencido). Que
jovem arrogante (e brilhante)!

Gauss forneceu dois exemplos de curvas: O primeiro é o
grafico de 1/log(x), e o segundo, a espiral logaritmica (r =
exp(#) em coordenadas polares). Ambos podem ser definidos
por uma equacdo F(x,y) =0 e tém algum tipo de ponto de parada.
Se desenharmos um pequeno disco em torno desse ponto, a
curva entra nesse disco, mas ndo sai dele. A afirmacéo (correta)
de Gauss é que esse fato se deve a natureza transcendental
dessas curvas, mas ndo acontece para curvas algébricas para as
quais P(x,y) é um polindmio.

Uma reconstrugdo da prova de Gauss

Minha intencdo certamente nado é discutir essa prova de um
ponto de vista histérico. H4 muito a ser discutido: o conceito

de continuidade, de curva, os argumentos topolégicos e acima
de tudo o uso geométrico de niimeros complexos como pontos
em um plano. Recomendo fortemente os livros de Dhombres e
Alvarez 3 e van der Waerden 37. Permita-me apenas mencionar
um ponto de vista licido expresso por Gauss, mais de vinte anos
antes de Abel e Galois. Detalhe: o que ele chama de equacdo pura,
a seguir, ¢ uma equagao da forma x” = a.

[...] Depois de tanto trabalho de tdo grandes matematicos hé
muito pouca esperancga deixada para chegar a uma solugédo geral
de equagdes algébricas. Parece cada vez mais provével que tal
solugdo seja inteiramente impossivel e contraditéria. Isso ndo deve
ser considerado paradoxal, como o que é geralmente chamado

de solugdo de uma equacio é de fato nada além de sua reducéo
para equagdes puras. Pois a solucdo de equagdes puras nao é aqui
ensinada mas pressuposta; e se vocé expressa as raizes de uma
equagdo X" =H por '\"/ﬁ, vocé ndo a tem resolvido, e vocé nao fez
mais do que se tivesse inventado algum simbolo para denotar a
raiz de uma equacio x4+ Ax" 1+ ete. = 0 e definir a raiz igual a
essa.

Aqui meu modesto propésito é fazer uma moderna recons-
tru¢do da prova, mostrando o quanto Gauss precisava de al-
guma compreensdo da natureza local das curvas algébricas.

A curva xexp(-1/y) =1 (i.e.
y = 1/log x) tem um “ponto
final” em (0,0).

™

™

A espiral logarit-

mica de equagdo
y-xlogtg(x?2 +y?) = 0

(o = exp(—0) em coorde-
nadas polares) tem uma
infinidade de voltas e con-
verge para a origem.

3], Dhombres and C. Alva-
rez. Une histoire de I'invention
mathématique : les démonstra-
tions du théoreme fondamental
de I'algeébre dans le cadre de
I'analyse réelle et de I'analyse
complexe de Gauss a Liouville.
Hermann, 2013.

7 P. D. B. L. van der Waer-
den. A History of Algebra:
From al-Khwarizmi to Emmy
Noether. Springer-Verlag
Berlin Heidelberg, 1 edition,
1985.
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Seja P(z) um polindmio moénico de grau n > 1 com coeficientes

complexos. A ideia principal consiste em pensar no niimero Note que a “ideia simples”
de pensar um polindmio
como uma aplicacdo de um
p(x,y) +iq(x,y), definindo dois polindmios reais em (x,y). plano em outro plano era

complexo z = x + iy como um ponto do plano e P(x +iy) como

Provar a existéncia de uma raiz complexa de P é equivalente a um ideia inovadora em 1797.
mostrar que as duas curvas algébricas p(x,y) =0e g(x,y) =0 se
intersectam ndo trivialmente. Vamos analisar o comportamento
qualitativo dessas duas curvas na vizinhanga do infinito.
Quando o médulo de z é grande, P(z) e z" sdo equivalentes,
de modo que se considera como primeira aproximagdo as curvas

R(x+iy)"=0  J(x+iy)" =0.

Essas equagdes podem ser facilmente resolvidas: elas definem
linhas radiais

argz:% (0<k<2n-1) argz:zzk—nn (0<k<2n-1)

as quais se intersectam na origem. Essas 2n linhas intersectam
cada circulo |z| = R em 4n pontos. A primeira afirmacao feita por
Gauss foi a seguinte:

Lema. Quando R é suficientemente grande, cada uma das duas curvas
algébricas p(x,y) = 0 e g(x,y) = 0 intersecta o circulo |z| = R em 2n
pontos que sio préximos aos pontos anteriores.

As partes real e imagindaria de %P(R exp(if)) sdo polindmios

trigonométricos de grau n na varidvel 6, aparecendo cos(n0) e
sen(nf). Portanto, cada um pode zerar no maximo 2n vezes, e
eles zeram 2n vezes pelo teorema do valor intermediario. Os

detalhes elementares sdo deixados para vocé, meu leitor. A prova
desse ponto por Gauss é perfeita. o]
Agora vem a parte topolégica da prova:

3#J. W. Milnor. Topology from

Inicialmen nh rvas algébri xX,Y) =
N ente suponha que as curvas geb cas P( /]/) Oe the differentiable viewpoint.

q(x,y) =0, que vamos chamar de curva azul e vermelha, respecti- Princeton Landmarks in
vamente, sdo suaves. No interior do disco |z| < R, elas consistem Mathematics. Princeton
University Press, Princeton,

em um numero finito de arcos, cada um deles difeomorfo ao NJ, 1997
intervalo [0,1], e em um certo numero de curvas fechadas, dife-
omorfas a um circulo. Isso segue da classificagdo das variedades

diferenciaveis compactas unidimensionais (veja, por exemplo, 3
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ou 39). Entao, temos 4n pontos num circulo, azuis e verdes, onde
essas cores se alternam. Vamos dizer que dois desses pontos
(com a mesma cor) sdo pareados se eles sdo as duas extremidades
de um desses arcos azuis ou vermelhos no interior do disco. En-
tdo, o conjunto dos nossos 41 pontos consistem em 2n pares de
pontos.

Considere quatro pontos distintos no circulo, dois deles
coloridos de vermelho e os outros dois de azul. Do ponto de
vista topolégico, existem duas possibilidades: Podem ser entre-
lagados ou nio entrelagados. Contornando o circulo, 1é-se cores
alternadas, como “azul, vermelho, azul, vermelho” (caso entrela-
¢ado), e “azul, azul, vermelho, vermelho” (caso nio entrelagado).
O lema topoldgico crucial, bastante intuitivo, é o seguinte:

Lema. Sejam by, by, 1o, 11 quatro pontos de um circulo tais que {bg, by }
e {ro,r1} sdo entrelagados. Sejam b (r, respectivamente) um arco suave
no disco, conectando by e by (v and vy, respectivamente). Entdo, b e r
se intersectam ndo trivialmente.

Isso decorre de um dos primeiros teoremas em topologia algé-
brica (portanto, ndo estava formalmente a disposi¢do de Gauss).
Duas curvas fechadas no plano que se intersectam transversalmente tém
um nimero par de pontos de intersegio (veja por exemplo, o livro do
Milnor). Se existirem arcos disjuntos conectando os pontos azul e
vermelho no interior do disco, poderiamos construir duas curvas
fechadas no plano que se cruzam exatamente em um ponto (veja
a figura na margem). o]

Pelo teorema de Jordan, cada vez que c; entra em uma com-
ponente conexa do complemento de c¢; (modificado), ele tem
que sair de modo que haja realmente um ntimero par de interse-
¢Oes. Agora, leitor, tente provar o teorema de Jordan a partir da
paridade de intersecéo.

Lema. Suponha que 2k pessoas sentam em torno de uma mesa e elas
apertam as mdos dois a dois, sem cruzar os bragos! Entdo, pelo menos
dois vizinhos apertam as mios.

Para k = 2, é o lema anterior. Considere duas pessoas aper-
tando as méos. Eles decompdem a borda da mesa em dois

39V. Guillemin and A. Pol-
lack. Differential topology.
AMS Chelsea Publishing,
Providence, RI, 2010. Reim-
pressdo do original de 1974.

Entrelacados ou nao.

O fato de duas curvas fechadas
transversais no plano se
cruzarem em wm niimero par
de pontos é mais ou menos
equivalente ao teorema de
Jordan: “o complemento de
uma curva fechada mergulhada
no plano tem exatamente duas
componentes conexas”. De
fato, se ¢ e ¢p sdo fechadas
e transversais, pode-se
primeiro modificar ¢;
ligeiramente, sem alterar
sua interse¢do com ¢y, de tal
forma que ¢; se torne uma
imersdo com autointerse¢des
transversais. Entao, é
possivel modificar c;, como
na figura abaixo, novamente
sem alterar a intersecdo com
2, para substitui-la por uma
unido disjunta de curvas
fechadas mergulhadas.

Col)-001
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intervalos. Se um esté vazio, o resultado estd demonstrado. Caso
contrdrio, prossiga por indugéo. o

Ainda assumindo que as duas curvas p(x,y) = 0e q(x,y) =
0, azul e vermelha, sdo suaves, n6s podemos agora provar o
teorema fundamental da 4lgebra, seguindo Gauss.

Por contradicdo, suponha que os arcos azul e vermelho nédo se
cruzam. Pelo lema anterior, dois vizinhos no circulo sdo conecta-
dos. Mas isso é impossivel uma vez que pontos consecutivos ndo
tém a mesma cor. o]

Agora nds entendemos a dificuldade e o porqué “ninguém
levantou davidas”. Se houvesse uma curva algébrica com um
beco sem saida, um arco poderia penetrar no interior do disco e
parar 14, sem sair: fatal para a prova.

Agora vamos enunciar precisamente a afirmagdo de Gauss.

Teorema. Seja (xg,yo) um ponto nio isolado em alguma curva algé-
brica real C definida por F(x,y) = 0 sendo F um polindmio real em
R[x,y]. Entdo, hd um homeomorfismo de algum pequeno disco cen-
trado em (xg,Yyo) enviando C para a unido de um nimero par de raios
distintos.

Essa afirmacdo é de fato verdadeira e “Eu me comprometo
a dar uma prova que ndo estd sujeita a qualquer ddvida, em
alguma outra ocasido.” ©

Assumindo que isso é verdade, é facil finalizar a prova. Se as
curvas azul e vermelha p(x,y) = 0, q(x,y) = 0 sdo singulares e
disjuntas, podemos ligeiramente modificd-las como na margem,
conectando os raios em pares, para que elas se tornem arcos
disjuntos ndo singulares. Mas nés tinhamos visto que isso ndo é
possivel. o]

Comentdrios sobre essa prova

Steve Smale discutiu essa prova em um artigo que trata de
versdes efetivas do teorema Fundamental da dlgebra 4°. Ele
enfatizou a afirmacdo de Gauss:

Mas, por enquanto, gostaria de salientar a imensa lacuna que
a prova de Gauss continha. E um ponto sutil até hoje que uma

Considere um ntimero par
de pontos em um circulo e
conte o niimero de maneiras
de parear esses pontos de
modo que os pares nao se
entrelacem. Mostre que é
um ntimero de Catalan.

N
N

4 S. Smale. The fundamental
theorem of algebra and
complexity theory. Bull.
Amer. Math. Soc. (N.S.),
4(1):1-36, 1981.


http://www.math.lsa.umich.edu/~pboland/euclid.bams.1183547848.pdf
http://www.math.lsa.umich.edu/~pboland/euclid.bams.1183547848.pdf
http://www.math.lsa.umich.edu/~pboland/euclid.bams.1183547848.pdf
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curva plana algébrica real ndo pode entrar em um disco sem sair.

Ele também comenta a intermindavel discussdo sobre quem
deu a “primeira” prova aceita.

Pode-se entender melhor a situagdo histérica talvez do ponto
de vista de Imre Lakatos #'. Lakatos na tradicdo de Hegel, por
um lado, e Popper, por outro, veem a Matemédtica como um
desenvolvimento que procede como uma série de ‘provas e
refutacoes.

Existem muitas maneiras de “corrigir” a prova e preencher
a “imensa lacuna”. Primeiro, deve-se mencionar o longo ar-
tigo detalhado de Ostroswki, datado de 1920, totalmente dedi-
cado a prova da afirmacado de Gauss 4*. As curvas p(x,y) = 0
e q(x,y) = 0 usadas por Gauss sdo realmente curvas algébricas,
mas sdo curvas algébricas muito especiais. Na terminologia mo-
derna, esses polindmios sdo partes reais e imagindarias de uma
fung¢do holomorfa P(z) e, portanto, sdo polindémios harmonicos.
A prova detalhada de Ostrowski trata realmente de polindmios
harmonicos, suficiente para o nosso problema atual. Com no-
¢Oes elementares sobre a analise complexa, é realmente facil
preencher os detalhes, como mostro agora.

Considere P(z) = P(x +iy) = p(x,y) +iq(x,y) como uma
aplicagdo de C = R? para outra cépia de si mesmo. A diferencial
dessa aplicagdo P no ponto zg = xg + iy pode ser vista como uma
matriz real 2 x 2 ou como o nimero complexo P’(zy). Portanto, os
pontos criticos sdo simplesmente os zeros finitos da derivada P/,
e as curvas azuis e vermelhas sdo as imagens inversas dos dois
eixos. Vamos analisar a imagem inversa por P de alguma reta:

No caso de emergéncia, o livro 43 pode ser muito util para
entender essas figuras.

Na vizinhanga de algum ponto z(, temos:
P(z) - P(20) = cx(z - 20)" + cs1 (2 = 20) " + -+ cu(z - 20)"

para algum k > 1 (a valuagdo de P(z) — P(zp) em zp). Entdo,

k

P(2) - Plz0) = ((z—z@%{/l r Bl oz) o] = gla).

4 1. Lakatos. Proofs and
refutations. Cambridge Philo-
sophy Classics. Cambridge
UP, paperback edition, 2015.
Publicado originalmente em
1976.

4 A Ostrowski. Uber

den ersten und vierten
Gauss’schen Beweis des
Fundamental satzes der
Algebra. Nachrichten der
Gesellschaft der Wissenschaften
Gottingen, 1920.

4 T. Needham. Visual complex
analysis. The Clarendon Press,
Oxford University Press,
New York, 1997.

o
N

A imagem inversa do eixo
vertical pelo polindmio

2z% — 322 + 1 +i. Os pontos
criticos sdo z = 0,1 e os
valores criticos sdo 1 +i e i:
um deles, entdo, estd sobre o
eixo vertical.

A imagem inversa do
eixo horizontal por 223 -
3z2 + 1 +i. Ndo existem
valores criticos nesse eixo.


http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/?PID=GDZPPN002505827
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/?PID=GDZPPN002505827
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/?PID=GDZPPN002505827
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/?PID=GDZPPN002505827
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/?PID=GDZPPN002505827
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Aqui {/ci é qualquer escolha da raiz k-ésima e a segunda raiz
k-ésima é uma série de poténcias convergente pelo teorema
binomial de Newton. A diferencial em zy de ¢ nédo é zero de
modo que ¢ é um difeomorfismo local. Em suma, P(z) é a
composigdo local de um difeomorfismo e da aplicacdo z +
P(zg) + (z - z9)*. Portanto, é 6bvio que a imagem inversa por P
de uma curva suave passando por P(zp) é a unido de k curvas
suaves através de zg. Em particular, temos localmente 2k meias-
retas, e isso prova a afirmacdo de Gauss no caso especial que ele
precisava. Esse caso é realmente muito especial, j& que temos k
curvas suaves fazendo angulos iguais. o]

Mas ndo se esquega que ainda nio provamos a afirmagio de Gauss
em sua generalidade.

Existe outra maneira de preencher a “imensa lacuna” de
Gauss. Girando o eixo por um angulo 6, podemos substituir P(z)
por exp(i0)P(z). A curva p(x,y) = 0 (ou q(x,y) = 0) é singular
se, e somente se, um dos valores criticos de P estiver no eixo real
(ou imagindrio). Portanto, basta rotacionar com um ¢ adequado
para evitar essa situacdo, de modo que Gauss também poderia
ter comegado com a afirmagdo de que se pode sempre supor que
as curvas azuis e vermelhas sdo suaves. Esse argumento é ficil,
mas nao era facil em 1797.

Hoje ha muitas provas do teorema fundamental da &lgebra.
Eu recomendo o trabalho de Eisermann 4+ para uma visdo
geral ltcida. Essa prova de Gauss certamente ndo é a mais
direta, nem a mais fécil. Limpa-la requer alguns argumentos
topolégicos sutis, porém, seguindo esse caminho, ganhamos
grandes recompensas, por exemplo: entendemos muito melhor
sobre polindmios complexos como aplicagdes.

Deixe-me apresentar a minha prova favorita, no espirito da
prova topoldgica de Gauss, que encontramos no artigo de Smale
ja mencionado. Para mim, essa é a mais simples 45. Escolha um
ponto zj de tal forma que o segmento 7y conectando 0 a P(zg)
ndo contenha um dos valores criticos finitos de P. Isso é possivel
se 0 ndo é um valor critico, mas se esse é o caso 0 é um valor de
modo que P tenha uma raiz! Considere a imagem inversa de
7 por P, uma variedade suave e compacta de dimensédo 1, com

# M. Eisermann. The
fundamental theorem of
algebra made effective: an
elementary real-algebraic
proof via Sturm chains. Amer.
Math. Monthly, 119(9):715—
752, 2012.

O que eu quero dizer com
“a mais simples”? Provavel-
mente ndo a mais curta, pois
essa prova contém muitos fa-
tos implicitos que devem ser
provados. A simplicidade

é um conceito sutil e muito
pessoal na matemadtica.
Nesse caso especial, eu diria
que ela é simples porque

eu acho que ndo poderia
esquecé-la.

# E. Ghys. Inner simplicity
vs. outer simplicity. In

R. Kossak and P. Ording,
editors, Simplicity: Ideals of
Practice in Mathematics and
the Arts Conferences (CUNY
New York, 2013). Springer
Verlag, 2017.


https://arxiv.org/abs/0808.0097
https://arxiv.org/abs/0808.0097
https://arxiv.org/abs/0808.0097
https://arxiv.org/abs/0808.0097
https://arxiv.org/abs/0808.0097
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borda. O ponto z( estd na borda de uma componente. O outro
ponto da borda dessa componente é claramente uma raiz de P.
Voila! o
Essa prova simples realmente dd muito mais. Longe dos va-
lores criticos, pode-se fazer um pull-back do campo de vetores
radiais —xd/dx — yd/dy pela diferencial de P. Temos um campo
vetorial no plano, longe dos pontos criticos. As trajetérias desse
campo vetorial sdo precisamente as imagens inversas das linhas
radiais. Portanto, partindo de um ponto e resolvendo essa equa-
¢do diferencial, devemos chegar as raizes de P. Uma maneira de
aproximar as solu¢des de uma EDO ¢é usar o método padrdo de
Euler. Acontece que o esquema iterativo de Euler coincide com o
método de Newton. E assim, Newton, Gauss e Euler juntos!

A prova de d’Alembert

Vou descrever também uma prova de d’Alembert 4® por duas
razdes. A primeira é que, na Franga, o teorema Fundamental da
algebra é frequentemente chamado de teorema de d’Alembert
©. A segunda é que isso estd intimamente relacionado com os
poligonos de Newton que discutimos anteriormente. Veja 47
e 48 para muito mais sobre essa prova. Um fato: D’ Alembert
ndo menciona Newton. Como poderia um francés reconhecer a
contribui¢do de um inglés?

Surpreendentemente d’Alembert publicou uma segunda
versdo dessa prova num artigo discutindo da causa dos ventos®.
Suponhamos que se queira resolver

2" +a, 12" 4y =0.
seja z = y/e. obtemos uma equagdo estritamente equivalente:
Y+ a,_ eyt 4w eag = 0.

é claro que y = 0 é uma solucdo para ¢ = 0 e queremos uma
solugdo para ¢ # 0. Considere a equagdo acima como uma
equacdo da forma F(e,y) = 0. Sabemos, por Newton e Cramer,
que existem solugdes ndo triviais y(e) expressas como séries de

Puiseux em e. Portanto, encontramos uma raiz de nossa equagéo.

[}
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O retrato de fase do campo
vetorial —P(z)/P’(z) for
P(z) = z° - 1. As trajetérias
sdo mapeadas por P em
linhas radiais.

4], D’Alembert. Recherches
sur le calcul intégral. Histoire
de I’Acad. Royale Berlin, pages
182—224, 1748.

47 C. Baltus. D’Alembert’s
proof of the fundamental
theorem of algebra. Historia
Math., 31(4):414—428, 2004.

# C. Gilain. Sur I'histoire du
théoréme fondamental de
I'algebre: théorie des équati-
ons et calcul intégral. Arch.
Hist. Exact Sci., 42(2):91-136,
1991.

¥]. D’Alembert. Réflexions
sur la cause genérale des vents.
David l'ainé, Paris, 1747.

Jean Le Rond d’Alembert
(1717-1783). t


http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k62550m/f5.item.r=d'alembert
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k62550m/f5.item.r=d'alembert
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086003001083
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086003001083
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086003001083
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k62565n
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k62565n
http://www.wikiart.org/en/maurice-quentin-de-la-tour/jean-le-rond-d-alembert
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Claro que o “portanto” anterior esta sujeito a muita discus-
sdo. Uma das principais dificuldades é que nem Newton, nem
Cramer, nem d’Alembert provaram a convergéncia da série. Pior
ainda, o algoritmo de Newton, que constréi a série de Puiseux,
usa o teorema fundamental da algebra.

Deixe-me concluir esse capitulo com um exercicio, sugerido
pelo meu ex-aluno Victor Kleptsyn. Considere as imagens in-
versas do eixo real (digamos: vermelho) e do eixo imaginario
(azul) por algum polindmio complexo P(z), produzindo dois
grafos (azul e vermelho) em um disco de raio suficientemente

grande. Assim, os vértices do grafo azul (ou vermelho) sdo pon-
tos criticos de P, mapeados para o eixo real (ou imaginario),
apresentando um ndmero par de arestas azuis (respectivamente
vermelhas) saindo de um vértice. Geralmente, nao existe tal
ponto singular. A imagem local em torno da interse¢do dos dois As imagens inversas dos
grafos foi descrita acima: 4k bordas saindo do vértice, alternando eixos real imagindrio por
z% - 3z + 2. Existem dois

ciclicamente azul e vermelho. Tais interse¢ées existem pelo te- -
valores criticos: 0 and 4.

orema fundamental da 4lgebra. Além disso, sabemos que em
grandes circulos, temos alternancia entre vermelho e azul.

A questao, leitor, diz respeito ao inverso. Suponha que temos
dois grafos, azul e vermelho, em um disco apresentando todas as
caracteristicas qualitativas anteriores. Sob que condi¢des existe
algum polinémio P(z) tal que seus grafos coloridos associados
sejam homeomorfos ao grafos dados, sob algum homeomorfismo
do disco?
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Essa é a tinica figura da
Tese de Gauss. t


https://archive.org/details/werkecarlf03gausrich
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Joseph Alfred Serret
(1819-1885).


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Serret.html

Prova da afirmagio de Gauss sobre singularida-

des de curvas algébricas:

Dois artigos por dois Serret

E HORA DE PROVAR A AFIRMAGAO DE GAUSS: “a vizinhanga
de um ponto de uma curva algébrica plana é homeomorfa a um
ndmero par de raios em um disco”.

Provas Insuficientes

Joseph Alfred Serret (1819-1885) ndo deve ser confundido com
Paul Joseph Serret (1827-1898).

O primeiro deles, Joseph Alfred, teve uma carreira brilhante
na matemadtica. Ele assinava seus livros como “Membre de
I'Institut et du bureau des longitudes, Professeur au College de
France et a la faculté des sciences de Paris”. Em 1849, publicou
o bastante influente Cours d’algebre supérieure em dois volumes
contendo uma das primeiras exposi¢des sistemdticas da Teoria
de Galois. Também se encontra na origem do triedro de Frenet—
Serret para curvas em um espago tridimensional.

Ja o segundo, Paul Joseph, era mais jovem e teve uma carreira
bem mais modesta, assinando seus livros como “Docteur es
sciences, membre de la société philomatique” e lecionando no
College Sainte-Barbe in Paris. Nado sei se é um indicador valido
sobre sua carreira modesta, mas ndo consegui encontrar uma
fotografia dele dessa época!

Figuras locais de uma curva
algébrica.


https://archive.org/details/thorienouvelleg00serrgoog
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Em 1847, Joseph Alfred escreveu um artigo >° no qual ele
“prova” uma afirmacdo de Newton:

Se uma curva é assintética a um ramo de uma curva algébrica,
entdo, ela é também assintdtica a outro ramo.

Note que o que Newton chama aqui de “ramo” é metade do
que nés chamamos de um ramo... Como um exemplo simples,
olhe para o folium de Descartes x> + > = 3xy. Sua assintota é
aproximada pela curva quando x tende a +oo ¢ a —oo, correspon-
dendo a dois ramos na terminologia de Newton e a um ramo no
infinito na nossa nomenclatura.

A prova de Joseph Alfred Serret consiste no seguinte: Seja
F(x,y) = 0 a equagdo da curva em um sistema de coordenadas
de modo que y = 0 seja a assintota. Mudemos x por 1/x, que
produz uma segunda curva algébrica Fi(x,y) = 0. Agora se
a curva original tivesse apenas um ramo assintéticoa y = 0,
entdo, a curva algébrica F;(x,y) = 0 teria um “point d’arrét”, i.e.
um ponto de parada, o que é impossivel. Surpreendentemente,
Joseph Alfred toma como certo que um tal ponto de parada
é impossivel. Claramente, isso ndo é uma prova em nenhum
sentido da palavra.

Ironicamente, ele critica Euler por sua falta de rigor. Ao
final do seu curto artigo, ele cita Euler Introductio in analysin
infinitorum (volume 2, chapter 7, section 174):

Quam ob rem Linea curva duos habebit ramos in infinitum
excurrentes inter se oppositos. ..

A ultima frase do artigo de Joseph Alfred é: “Isso quam ob rem
precisava de uma prova”. Serd que ele acreditava mesmo que
Euler, ou Newton, ndo teriam pensado na mudanga de varidveis
x> 1/x?

Dezoito anos mais tarde, o desconhecido Paul Joseph escreveu
outro artigo curto 5, no mesmo jornal cientifico, criticando o ar-
tigo de seu quase xaré e prestigioso colega, dizendo que Joseph
Alfred reduz o problema de assintotas ao problema de pontos de
parada de curvas algébricas, mas isso era “a priori 6bvio”. Agora
— Paul Joseph insiste — a questdo principal continua em aberto:
ainda é preciso provar que uma curva algébrica ndo pode ter

5°J. A. Serret. Théoreme

sur les courbes algébriques
asymptotiques. Nouvelles
annales de mathématiques,
journal des candidats aux
écoles polytechnique et normale,
6:217-218, 1847.

De acordo com Joseph
Alfred, “Ce théoréme est dii

a Newton, et est énoncé, si

je ne me trompe, dans son
Enumeratio Linearum tertio
ordains”. “Esse teorema

é devido a Newton e esta
enunciado, se ndo me
engano, em seu Enumeratio
Linearum tertio ordains.”

o

A assintota do folium de
Descartes x3 + 43 - 3xy = 0.

“ce qui ne peut arriver pour une
courbe algébrique”.

Por essa razio, a curva tem
dois ramos no infinito que serdo
opostos um ao outro. ..

5t P. J. Serret. Note sur les
courbes algébriques. Nouvel-
les annales de mathématiques,
journal des candidats aux
écoles polytechnique et normale,

4:311-313, 1865.


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1847_1_6__217_0
http://www.numdam.org/item?id=NAM_1847_1_6__217_0
http://www.numdam.org/item?id=NAM_1847_1_6__217_0
http://www.numdam.org/item?id=NAM_1865_2_4__311_1
http://www.numdam.org/item?id=NAM_1865_2_4__311_1
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um ponto de parada. Para isso, ele finalmente propde a seguinte
prova.

Seja (0,0) um ponto em uma curva algébrica F(x,y) = 0.
Intersectemos a curva com um pequeno circulo centrado na
origem x? +y? = r>. Obtemos a seguinte parametrizagao.

_2rt _(1—t2)r
S 1+1£2 C1+1£2

Substituindo em F(x,y) = 0 e multiplicando por (1 + t?)? sendo
d o grau de F , obtemos uma equagédo ¢,,4(t) = 0, sendo ¢,; um
polinémio de grau 2d. Agora se o ponto (0,0) fosse um ponto
de parada, a curva intersectaria um pequeno circulo em um
tnico ponto, de modo que uma equacao em t de grau 2d teria
uma Unica raiz, “ce qui serait absurde”.

Incrivel. Como pode Paul Joseph nao saber que t> tem grau
dois e tem uma tnica raiz? Essa raiz é “dupla’, mas esse é exata-
mente nosso problema. Poderia-se imaginar uma curva algébrica
indo a um ponto e voltando, seguindo o mesmo caminho.

Neste ponto, ha algo a ser provado.

Dois fatos importantes em dlgebra comutativa

Coletei aqui dois teoremas basicos sobre polindmios que nos
permitird consertar a prova de Paul Joseph. Para aprofundar,
leitor, na 4lgebra, recomendo esses livros > 53, ou >4. Todos os
anéis serdo assumidos comutativos. Algumas defini¢des tteis
estdo na margem.

Teorema. Seja R um dominio de fatoracio tinica. Entdo o anel polino-
mial R[x] também é um dominio de fatoragdo inica.

Dizemos que um polindmio em R[x] é primitivo se seus coe-
ficientes sdo primos entre si. O ponto principal é o chamado...
“lemma de Gauss”.

Lema. O produto de dois polindmios primitivos em R[x] é primitivo.

A prova (moderna) é facil (mas, de certo modo, indireta). Se
p é primo em R, o0 anel R/p é um dominio de integridade Se

Por grau de F, quero dizer
0 M&ximo i + j com x'y/
variando entre todos os
mondmios com coeficientes

ndo triviais.

Como veremos, Paul Jo-
seph esta certo: o grau é
exatamente 2d e ndo apenas
<2d.

2S. Lang. Algebra, volume
211 of Graduate Texts in
Mathematics. Springer-Verlag,
New York, third edition,
2002.

5 M. Artin. Algebra. Prentice
Hall, Inc., Englewood Cliffs,
NJ, 1991.

> N. Bourbaki. Commuta-
tive algebra. Chapters 1—7.
Elements of Mathematics
(Berlin). Springer-Verlag,
Berlin, 1998.

Provado por Gauss no Ar-
tigo 42 de seu Disquisitiones
Arithmeticae em 1801, trés
anos apo6s seu PhD.
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P;(x) e P,(x) sdo dois polindmios cujo produto néo é primitivo,
todos os coeficientes de P; P, sdo divisiveis por algum primo p e,
entdo, pode-se reduzir todos os coeficientes médulo p e obter a
seguinte igualdade em (R/p)[x]:

Pl(x)ﬁ2(x) =0.

Como um anel de polindmios sobre um dominio de integridade
¢ um dominio de integridade, concluimos que P;(x) ou P,(x) é
zero em (R/p)[x].

Definimos o contetido cont(P) de um polindémio P(x) € R[x]
como o maximo divisor comum de seus coeficientes. Clara-
mente, todo polindmio P(x) pode ser escrito como o produto
cont(P)P(x) sendo P(x) primitivo. O lema de Gauss significa
simplesmente que o contetido do produto é o produto dos con-
teados.

Podemos agora provar o teorema. Vamos mostrar que elemen-
tos primos em R[x] sdo:

1. Elementos primos de R, vistos como polindmios constantes,

2. Polindmios primitivos em R[x] que sdo primos quando vistos
como polindmios sobre o corpo de fracdes Frac(R) de R.

O anel de polindmios sobre um corpo é euclideano. Isso se
aplica ao Frac(R)[x] de modo que qualquer elemento P(x) de
R[x] pode ser escrito como um produto de polindmios primos
em Frac(R)[x]. Eliminando denominadores, podemos escrever P
como um produto de elementos dos tipos 1 e 2 :

P(x) =u-ry-r Py(x)--Py(x).

Aqui u é uma unidade em R, os r; sdo primos em R e os P; sdo
primitivos e irredutiveis em Frac(R)[x]. Por Gauss, o produto
r1--1¢ é o contetido de P e, portanto, fica unicamente determi-
nado por P.

Como R é um dominio de fatoracdo tinica, os r; sdo unica-
mente determinados por P a menos de unidades e permutacoes.

Como Frac(R)[x] é também um dominio de fatoragdo unica,
os fatores P;(x) sdo também unicamente determinados a menos

Um dominio de integridade é
um anel no qual o produto
de dois elementos ndo nulos
é ndo nulo.

Uma unidade em um anel
é um elemento que admite
inverso.

Dois elementos a,b em um
anel sdo chamados associados,
denotado por a = b, se
existe uma unidade u tal que
b = ua.

Um elemento primo p em um
dominio de integridade R
é um elemento tal que o
anel quociente R/p é um
dominio de integridade.

Um elemento a em um
dominio de integridade é
irredutivel se ndo é o produto
de dois elementos que nao
sejam unidades. Elementos
primos sdo irredutiveis, mas
a reciproca nao vale em
geral.

Um dominio de fatoracdo
tinica (as vezes chamado

de dominio fatorial) é

um anel no qual todo
elemento é um produto de
elementos primos, tinico

a menos de ordenagao

e de multiplicagdo por
unidades. Anéis euclideanos
e principais — por exemplo
o anel de polindmios sobre
um corpo — sdo anéis de
fatoragdo tinica. Nesse caso,
0s conceitos de primos e
irredutiveis coincidem e
pode-se definir maximo
divisor comum etc.
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de unidades e permutacdes, em Frac(R)[x]. Agora uma igual-
dade Q(x) = aP(x) sendo P(x), Q(x) primitivos em R[x] e a estd
em Frac(R) implicando que a4 é uma unidade em R. o]

O corolério imediato que usaremos é que para qualquer corpo K,
os anéis de polindmios K[x1, ..., x,] sdo dominios de fatoragdo iinica.
Nesse caso especial, o teorema significa que qualquer polindmio
ndo constante em K[x1,...,x,] pode ser escrito como produto de
fatores irredutiveis, de modo tinico, a menos de permutacées e
de multiplica¢des por fatores constantes (em K).

O segundo fato algébrico que usaremos diz respeito ao resul-
tante. Sejam P (x), P,(x) dois polindmios no anel de polindmios
R[x] sobre algum dominio de integridade R, de graus dq,dp > 1.
Denotemos por R;[x] o R-médulo dos polindmios de grau
menor ou igual a d, isomorfo a R, Considere a aplicacio

b (Al,Az) € R[x]dz,l X R[x]dl,l = Alpl —A2P2 € Rd]‘Fdz*l [x]

Isso pode ser vista como uma aplicagio linear do espago R%1+%2
nele mesmo. Seu determinante é chamado resultante de P; e

P,, sendo denotado por Res(Py, P»). Esse elemento de R é uma
expressdo polinomial universal, com coeficientes em Z, nos
coeficientes de P; e P,.

Teorema. Suponha que R seja um dominio de fatoragdo iinica. O
resultante Res(Py, Py) é igual a zero Py e P, tém um divisor ndo trivial
comum em R[x].

De fato, se P; = QQ1 e P, = QQ», o elemento (Q, Q1) estd no
ntcleo de ® de modo que o resultante se anula.

Reciprocamente, se o resultante se anula, o nticleo de ® é ndo
trivial, existindo elementos A, A; em R[x]4,_1 e R[x]y,-; tais
que APy = ApP,. A conclusdo segue do fato de que R[x] é um
dominio de fatoragdo tnica: se P; e P, fossem primos entre si,
Py dividiria A o que é impossivel uma vez que o grau de A, é
menor que o grau de P;. @

Prova da afirmagdo de Gauss

Podemos agora provar que a vizinhanga de um ponto numa
curva algébrica real consiste num nimero par de arcos se intersec-

Q()(y)=0

‘ Res(i’(x),Q(x)):O

A projecdo da intersecdo de
duas curvas P(x,y) = 0e
Q(x,y) = 0no eixo x é dada
pelos zeros do resultante.



92 UM PASSEIO MATEMATICO SINGULAR

tando apenas na origem.

Seja F(x,y) = 0 a equagdo da nossa curva algébrica real
passando pela origem (0,0). Sabemos que F pode ser escrito
como um produto de fatores irredutiveis:

F(x,y) = F(x,y) - Fa(x,1).

Sem mudar o lugar geométrico dos zeros de F em uma vizi-
nhanca de (0,0), podemos deletar os fatores duplicados na
decomposicdo anterior assim como os fatores que nao se anulam
em (0,0). Podemos, portanto, assumir que todos os F; se anulam
em (0,0) e que sdo fatores irredutiveis ndo associados.

O conjunto dos zeros de F em uma vizinhanca de (0,0) é a
unido dos conjuntos dos zeros das F;.

Para provar a afirmacdo de Gauss, provamos dois lemas.

Lema. Seja P(x,y) um polindmio irredutivel e Q(x,y) um polindmio
qualquer. Suponha que as curvas P(x,y) = 0e Q(x,y) = 0 tenham
um niimero infinito de pontos de intersegio em alguma vizinhanga

da origem. Entdo, P divide Q em R[x,y]. Em particular, se P e Q

sdo ambos irredutiveis e ndo-associados, entio, numa vizinhanga
suficientemente pequena de um ponto dado, as correspondentes curvas
podem se intersectar apenas naquele ponto.

Lema. Se P(x,y) for irredutivel, seu conjunto de zeros numa vizi-
nhanga da origem consiste em um niimero par de arcos convergindo
para (0,0).

Comecemos com o primeiro lema:

Se P(x,y) = 0 contém um numero infinito de pontos no
mesmo eixo vertical x = xg, o polindémio P(x,y) deve ser divi-
sivel por (x —xp) e, uma vez que estamos assumindo que esse
polindmio é irredutivel e se anula na origem, isso implica que
P(x,y) é um multiplo constante de x para o qual o lema é ébvio.
Sem perda de generalidade, podemos assumir que P(x,y) = 0
intersecta cada linha vertical num ntmero finito de pontos.

Se P(xo,y0) = Q(x0,Y0) =0, os dois polinémios P(xo,y), Q(xo,¥),
vistos como elementos de R[y], tém uma raiz comum y e, por-
tanto, seu resultante é nulo como elemento de R.

Os polindmios F;, F; sdo
ditos ndo associados quando
F; # F; para i # j: ndo existe
constante c tal que F; = cF;.
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Assuma que as curvas P(x,y) = 0e Q(x,y) = 0 tenham um
ndamero infinito de pontos de interse¢do em uma vizinhanca
pequena da origem. Olhemos para o resultante de P,Q € R[x][y]
como um elemento de R[x]. Esse resultante se anula para uma
quantidade infinita de valores xq e, portanto, se anula identica-
mente. Vimos que isso implica que P, Q tém um fator comum
em R[x,y]. Como P é irredutivel, isso mostra que P divide Q. ®

Provaremos agora o segundo lema seguindo a ideia de Paul

Joseph:
Coloquemos
F(x,y) =) aix'y.
L]
Denotemos por d o grau de F (que é por defini¢do o valor ma- Observe que quando

F(x,y) = x, 0lema é 6b-

ximo de i +j para o qual a;; # 0). Note que, uma vez que F é vio,

irredutivel, ele ndo é divisivel por x (a menos que seja um mdul-

tiplo constante de x) de modo que um dos coeficientes ay; néo é
0. Fixando r, obtemos uma parametrizagdo t do circulo de raio r
(menos o ponto (0, -r)):

2t 1-#2

=r—.
1+1#2

B
1+1#2

Substituindo em F(x,y) e multiplicando o resultado por (1 + %)%

Paa, (1) = D ayr I (28) (1 - ) (1 + %),
ij

Isso é um polindmio em f cujo mondmio de grau mais alto é

(Z(—l)]aoﬂ’]) i’zd
i

que certamente ndo é zero para r # 0 pequeno. Portanto, Paul
Joseph estava certo e o grau de @,y ,(t) é igual a 2d.

Para concluir a prova, ainda precisamos mostrar que as raizes
de ¢p4,(t) = 0 sdo simples para r # 0, o que implicarad que exis-
tem um nidmero par de raizes. Numa raiz dupla ty, o polindmio
¢24,(t) e sua derivada se anulam simultaneamente. Geometri-
camente, isso significa que a tangente ao circulo nesse ponto é
também tangente a curva F(x,y) = 0. Dito de outra forma, os
pontos duplos que queremos excluir correspondem a intersegéo

93
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de F(x,y) = 0 com a curva ydF/dx — xdF [dy = 0. Dado que assu-
mimos que F é irredutivel, o primeiro lema implica que essas
curvas intersectam num ntmero finito de pontos, a menos que
yoF[dox — xdF [dy divida F. Por questdes de grau, isso somente
pode acontecer se yoF /ox — x0F /0y é um multiplo constante de
F, significando, por sua vez, que F é constante no circulo. Isso
implica que F é um polindmio em x? + y? e, uma vez que se anula
na origem, deve ser divisivel por x* + . F é, por conseguinte, um
miiltiplo constante de x? + 2, cujo conjunto de zeros se reduz a
origem. o]

A prova da afirmagdo de Gauss esta essencialmente concluida.
A restricdo de F a cada circulo x% + y? = 1? para r pequeno e na
nulo tem uma quantidade par de zeros que sdo simples. Usando
o teorema da fungdo implicita nessa situagdo bastante elementar,
concluimos que esse zeros definem um niimero par de curvas
disjuntas convergindo para a origem. Mas essa conclusdo ndo
diz nada sobre a direcdo limite dessas curvas: elas podem a
priori convergir para a origem sem ter uma tangente limite oj

Realmente: Carl Friedrich Gauss e Paul Joseph Serret estavam
certos.

Veremos que qualquer ramo
de uma curva algébrica tem
de fato uma tangente.
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https://archive.org/details/coursdecalculdi01serrgoog
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Uma figura do livro de J. Lamouroux, datado de 1821, representando Oculina Hirtella. Este livro
estava na biblioteca do HMS Beagle, que também foi a cabine de Darwin por cinco anos. Ramis sparsis

divergentibus! t



De seriebus divergentibus:

Euler, Cauchy e Poincaré

Seriebus divergentibus por Euler

NEWTON NAO FEZ O USO DE SERIES INFINITAS PARA AS EQUA-
GOES DA FORMA F(x,y) = 0. Também utilizou um caminho usual
para resolver equagoes diferenciais, em uma abordagem essencial-
mente pratica: Olha-se para uma solu¢do como uma série formal
e, entdo, pode-se calcular indutivamente um grande ntmero de
termos da série, a fim de obter alguma “precisdao”. Na época, ndo
havia uma compreensao sistemaética em relacdo ao conceito de
convergéncia, mas as séries eram de fato convergentes em todos
os casos tratados por Newton.

Mais tarde, Euler tornou-se o grande mestre das séries. E uma
opinido comum entre matematicos contemporaneos que Euler foi
descuidado com séries e manipulou algumas que “néo faziam
sentido”. Por exemplo, a seguinte férmula 5>

1-2%433 450 Pyt
8

E chocante para os estudantes de graduagdo que foram ensina-
dos, desde cedo, sobre a definicdo de uma série convergente.
Consequentemente, eles se recusam a considerar esses horrores.
Nao! Mas Euler sabe o que faz. Ele discute vérios procedimentos
para atribuir uma soma a uma série, mesmo que ela seja diver-
gente, tentando comparar os diversos métodos. As suas séries

ndo sdo as mais gerais, sdo implicitamente definidas por algum

| —
Fim da linha. Este capitulo
é completamente indepen-
dente do resto do livro.

Leonhard Euler (1707-1783)
+

55 L. Euler. Remarques sur
un beau rapport entre les
séries des puissances tant
directes que réciproques.
Meémoires de I'académie des
sciences de Berlin, 17:83—106,
1768. Veja o Euler Archive
para tradugdes para o Inglés
e comentarios.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Euler-10_Swiss_Franc_banknote_(front).jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Euler-10_Swiss_Franc_banknote_(front).jpg
https://math.dartmouth.edu/~euler/pages/E352.html
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tipo de algoritmo, usando um anacronismo. Ele estava conven-
cido de que séries divergentes representam “algo” inerentemente
ligado a natureza da série.

L. Euler. De seriebus
divergentibus. Nowvi Com-
mentarii academiae scientiarum
Petropolitanae, 5:205-237,
1760. Veja o Euler Archive
para tradugdes para o Inglés
e comentarios.

O seu trabalho De seriebus divergentibus5® é uma joia e eu o
recomendo fortemente a qualquer matematico.

Um dos seus exemplos é famoso:
S=1-11+2!-3!+4!-5!+....

Usando cinco diferentes métodos para somar a série, Euler
obtém que o valor indicado por S poderia ser 0.5963473621237.
Um dos mais convincentes métodos considera o fato de que a
série formal

Flx) =x—11x% 2003 — .

é uma solugdo da equagdo diferencial linear
2y +y=nx.

Uma equacdo bastante elementar que pode determinar uma

Ser cuidadoso! Eu certa-
mente ndo gostaria de dar
ao meu jovem leitor um
sentimento errado de que
qualquer série divergente

tem uma soma bem definida.

solucdo explicita, que é 0 para x = 0:

e =exp() [ exp(-3)dr

De alguma forma, pode-se dizer que f representa o valor da
série formal ]?(x) O valor numérico encontrado por Euler
0.596347362123 é o valor de f(1).

Basta digitar o seguinte em seu computador
N[Exp[1] * Integrate[ Exp[-1/t]/t,,0,1],100]

e obter aproximadamente

Algumas séries divergen-
tes sdo de fato soméveis
usando diferentes métodos
que produzem somas dife-
rentes. Um exemplo facil,
consiste em pensar na série
1-1+1-1+--.

0.5963473623231940743410784993692793760741778601525487815734849104823272191148744174

Nao totalmente de acordo com o resultado numérico de Euler.

Cauchy

Entdo, chegou o periodo de desgraga para as séries divergentes.
O novo mestre foi Augustin Cauchy, que definiu claramente o

Augustin Cauchy
(1789-1857). t


https://math.dartmouth.edu/~euler/pages/E247.html
http://steiner.math.nthu.edu.tw/usr3/summer99/44/stamp/cauchy.jpg

DE SERIEBUS DIVERGENTIBUS Q9

conceito de convergéncia, geralmente associado ao rigor matema-
tico. Esse ponto de vista ndo é completamente errado, mas sem
duavida representa uma simplificacdo exagerada. Mas, por um
lado, o rigor existia antes de Cauchy e, por outro lado, Cauchy
ndo rejeitava completamente as séries divergentes 7.

Infelizmente, mesmo hoje, muitos estudantes ainda estdo
convencidos de que as séries divergentes sdo coisas do satands. ..

Em 1821, no prefacio de Cours d’analyse, Cauchy escreveu
que foi forcado a abandonar as séries divergentes!

Tenho sido for¢ado a admitir algumas proposi¢des que parecerao,

talvez, dificeis de aceitar. Por exemplo, que uma série divergente
nao tem soma.

Em uma famosa carta a Holmboe, Abel escreveu em 1826:

As séries divergentes sdo, em geral, algo fatal, e é uma vergonha
basear qualquer prova nelas.

Poincaré

O grande mestre seguinte foi Poincaré que compreendeu cla-
ramente que as séries divergentes ndo sdo apenas tteis, mas
também necessarias para resolver questdes naturais da meca-

nica celeste. Vou abster-me de discutir esses aspectos dindmicos,

embora sejam fascinantes e ligados a atividade atual de pesquisa.
Permita-me citar o segundo volume do tratado Les méthodes
nouvelles de la mécanique céleste.

Existe uma espécie de mal-entendido entre os gedmetras e os astrénomos
sobre o significado da palavra convergéncia. Os gedmetras, preocupados
com o rigor absoluto e ndo incomodados pelo comprimento dos cdlculos
inextricdveis concebidos, mas sem tentar realizd-los explicitamente,
diriam que uma série é convergente quando a soma dos termos tende

a um limite definido, mesmo se os primeiros termos diminuam muito
lentamente. Pelo contrdrio, os astrénomos adquiriram o hdbito de dizer
que uma série converge quando, por exemplo, os primeiros 20 termos
diminuem muito rapidamente, mesmo se 0s termos restantes crescerem
para sempre. Assim, vamos dar um exemplo simples e considerar duas
séries abaixo que tém como termo geral

57 A. Cauchy. Sur un
emploi légitime des séries
divergentes. Comptes
Rendus Académie des Sciences,
XVII:18-25, 1843.

“]'ai été forcé d’admettre
diverses propositions qui
paraitront peut-étre un peu
dures. Par exemple qu’une
série divergente n’a pas de

”

sommie. . .

Les séries divergentes sont

en général quelque chose de
bien fatal et c’est une honte
qu’on ose y fonder aucune
démonstration. Volume 2 das
Obras completas de Abel.


http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k90188b/f24
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k90188b/f24
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k90188b/f24
https://archive.org/details/coursdanalysedel00cauc
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1000" and n!
n! 1000"°

Os gedmetras vao dizer que a primeira série converge, e seus
termos convergem rapido [...], mas a segunda série diverge [...]
Ao contrario, os astrébnomos irdo considerar a primeira série como
divergente [...] e a segunda como convergente. E as duas regras
sdo legitimas: a primeira no campo das pesquisas tedricas e a
segunda nas aplica¢des numéricas.

Il y a entre les géometres et les astronomes une sorte de mal-
entendu au sujet de la signification du mot convergence. Les
géometres, préoccupés de la parfaite rigueur et souvent trop indif-
férents a la longueur de calculs inextricables dont ils congoivent
la possibilité, sans songer a les entreprendre effectivement, disent
qu’une série est convergente quand la somme des termes tend % forn=1,...
vers une limite déterminée, quand méme les premiers termes

diminueraient trés lentement. Les astronomes, au contraire, ont

coutume de dire qu'une série converge quand les vingt premiers

termes, par exemple, diminuent trés rapidement, quand méme
les termes suivants devraient croitre indéfiniment. Ainsi, pour
prendre un exemple simple, considérons les deux séries qui ont
pour terme général 107?!0" et %. Les géometres diront que la

premiere série converge, et méme qu’elle converge rapidement,

[...] mais ils regarderont la seconde comme divergente [...]. Les |
astronomes, au contraire, regarderont la premiére série comme
divergente, [...] et la seconde comme convergente [...] Les deux
régles sont légitimes : la premiére, dans les recherches théoriques;
la seconde, dans les applications numériques. ”

O exemplo de Poincaré é perfeito: olhe para os valores de

1
1076!0,1 x" e 102!0 x" parax=.0landn=1,...,20.

O sela-né e a equagio de Euler

Vejamos um exemplo muito simples que mostra que ndo ha
escolhas: se queremos entender equagdes diferenciais ordinérias,
mesmo com coeficientes polinomiais, nés temos que lidar com
séries divergentes.
Considere o simples sistema a seguir:
dx 5 dy

E—x E——y+x.
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Ele é chamado de sela—nd porque parece realmente uma sela
para x > 0 e um né quando x < 0. Pode-se pensar que essa é
uma situagdo muito degenerada, mas aparece em codimensdo 1:
na origem, a parte linear do campo vetorial tem um autovalor
que é nulo. Portanto, devemos esperar encontrar nés de sela
semelhantes em um pardmetro familias de campos vetoriais no
plano.

A imagem na margem mostra o retrato de fase desse campo
vetorial. Claramente, vemos uma curva invariante suave que
passa pela origem. Isso é chamado de variedade central.

Considerando essa curva como um gréfico y(x), obtemos
imediatamente a equagdo de Euler ng—z +y = x. Entdo, a equacdo
da principal variedade é uma fun¢do C* definida por

wr-o(?) [ Lov( 1)

E temos que entender como essa fungéo estd relacionada com a
série formal divergente f.

Fungdo de Euler, fenomeno de Stokes etc.

Aqui sigo a apresentacao feita por Hardy 58,

Fazendo a mudanga de varidveis ¢ = x/(1 + xw), segue que

f(x):xfommdw.

1+ xw

~

~
=

N—
1

/Ooo exp(~w) (x - ¥*w + x*w? -+ (1) x"w" 1) dw

oo _ n
+(—1)”x”+1[0 7ex11(+:2)w dw

x— 12 4213 — o+ (1) (n - 1)1x" + Ry, (x).

O termo R, é facilmente majorado. Se x,w > 0, temos que
1+xw > 1, e, entdo, obtemos

If(x) = (x =11 +212% — o4 (1)L (- 1) 1™)| < mlx™HL

Retrato de fase do n6 da
sela.

Cuidado: mudangas de
variaveis perigosas!!

$# G. H. Hardy. Divergent
series. Editions Jacques Ga-
bay, Sceaux, 1992. Com um
prefacio por J. E. Littlewood
e uma nota por L. S. Bosan-
quet, Reimpressao da edigao
revisada de 1963.

“Os jovens devem pro-
var teoremas, os velhos
devem escrever livros”.

(Hardy 1877-1947)


https://archive.org/details/DivergentSeries
https://archive.org/details/DivergentSeries
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Em outras palavras, a série formal f é assintdtica a funcio f que é
c*=.

Na verdade, podemos ser muito mais precisos. Suponha
agora que x é um nimero complexo que ndo é um nimero
real negativo. Entdo, a férmula que define f faz todo o sentido
porque f é uma fungio holomorfa em C ~ R_. Suponhamos agora
restringir x a uma regido onde seu argumento estd em [-71 + 6, 7T -
0] para algum ¢ > 0. Nessa regido, podemos minorar |1 + xw|
(w ainda é um ntimero real positivo) para que possamos obter
alguma desigualdade

IF(x) = (x = 1% + 2128 — o4 (D) T (- 1) 16| < C(8)m! x|+

Para x nessa regido. Dito de forma diferente, a série formal f é
assintética a fungdo holomorfa f em qualquer regido sem conter a parte
negativa do eixo real.

Mais ainda pode ser dito. Continuemos com a apresentacdo
de Hardy das manipulacdes de Euler.

1
1y [reeG) _1y [ exp(-u)
exp(x)/O ; dt = exp( x)/% ” du

~exp(3)li(exp(-3))

f(x)

sendo i a integral logaritmica definida para 0 < v <1 por

li(v) = vﬂ——foo exP(Jdu.

0 logt - log% u
, o exp(-u
ditep(-y) = TR gy
_ f“exp(—u) du—fl 1-exp(-u) i
1 u 0 u
_/ydl+fy 1—-exp(—u) i
1 u Jo u

- _7—logy+y—ﬁy2+ﬁyg‘

sendo 7 ...a constante de Euler. Assim, segue que

f(x) = exp(%)longrS (%)

Lembre que uma série

Yk apx® é assintética a uma
fungéo f(x) se para todo n,
temos que f(x) — X}, axk =
O(x™).

Pacman.

o dx

Note que li(x) = [, Togx
também ¢é definida para
x > 1 como a integral
impropria:

1-¢ x dt

lim ( f + / ) —

=0\ Jo 1+¢/ logt
Ela é famosa na Teoria dos
Numeros por fornecer uma
estimativa bem precisa
para a fungdo 7(x), que
representa a quantidade
de ntimeros primos < x
quando x tende ao infinito.
Em particular, sabe-se que

|70(x) ~li(x)| = 0 ((log%)l\’)

para todo N > 1.



DE SERIEBUS DIVERGENTIBUS 103

com 1 1
S(y) = —exp(y) (7—y+ TR )

Note que S(y) é uma funcéo inteira, i.e. holomorfa e uniforme
em todo o plano complexo.

Isso fornece alguma extensdo holomorfa de f no recobrimento
universal de C~\{0}. A medida que d4 uma volta em torno da
origem, a fun¢do muda de 2in exp(%).

Vamos resumir as propriedades de f.

e E uma fungio holomorfa multivalente que é definida em todo o
plano, ou mais precisamente uma fungdo holomorfa na superficie de
Riemann do logaritmo.

* Num setor de dngulo < 271, a fungio f é assintdtica a série formal
Flx) =x—1x% + 206 — ..,

* A monodromia, ou seja, a mudanga no valor de f(x) como x cir-
cunda a origem, é 2iTt exp(%), sendo plana em qualquer setor de
dngulo < 27, significando que quaisquer duas determinagdes de um
tinico valor de f em um setor tém a mesma expansiio assintética f.

A divergéncia da série formal f corresponde ao fato de que
a fungdo f é multivalorada a menos de uma fungdo plana. Essa
ndo é a primeira vez que se explica um fené6meno no dominio
real por outro no dominio complexo. Isso é chamado de fené-
meno Stokes (descoberto em 19 de marco de 1857 as 3 da manha).

E claro que o exemplo de Euler é apenas um exemplo. O fato
notével é que o caso foi tdo significativo que implicou em uma
bela teoria desenvolvida. Equagoes diferenciais algébricas ou
analiticas podem ter solugdes que sdo séries divergentes, mas,
mesmo divergentes, pode-se dar um significado perfeitamente
bem definido & sua soma, como fun¢des holomorfas multivalen-
tes.

Eu me abstenho de continuar nessa diregdo, ja que o nosso
passeio ndo iria nos levar para onde eu planejo ir. Mesmo em
passeios é bom navegar para algum tipo de lugar bem definido.

Para uma descricdo fascinante do desenvolvimento histérico
da teoria, eu recomendo dois artigos 5. Para uma descri¢do mais

Como esse capitulo discute
séries divergentes, pode ser
uma boa ideia mencionar

a expansdo assintdtica
divergente

. X > k!
M) = fogx (Z aogx>k)

, que vocé querido leitor,
deve ser capaz de provar por
si mesmo, integrando por
partes.

Uma “Uma fungéo holo-
morfa na superficie de
Riemann do logaritmo” é
uma maneira antiquada de
falar de ¢(logz) sendo ¢ a
funcdo holomorfa no plano
complexo. Ela é multiva-
lente, pois log z é definida “a
menos de 2imt”.

%9 J.-P. Ramis. Poincaré et
les développements asymp-
totiques (premiére partie).
Gaz. Math., 133:33—72, 2012.;
and J.-P. Ramis. Les déve-
loppements asymptotiques
apres Poincaré: continuité
et divergences. Gaz. Math.,
134:17-36, 2012.


http://smf4.emath.fr/Publications/Gazette/2012/133/smf_gazette_133_33-72.pdf
http://smf4.emath.fr/Publications/Gazette/2012/133/smf_gazette_133_33-72.pdf
http://smf4.emath.fr/Publications/Gazette/2012/133/smf_gazette_133_33-72.pdf
http://smf4.emath.fr/Publications/Gazette/2012/134/smf_gazette_134_17-36.pdf
http://smf4.emath.fr/Publications/Gazette/2012/134/smf_gazette_134_17-36.pdf
http://smf4.emath.fr/Publications/Gazette/2012/134/smf_gazette_134_17-36.pdf
http://smf4.emath.fr/Publications/Gazette/2012/134/smf_gazette_134_17-36.pdf
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sistematica e acessivel, sugiro as notas ®, que poderdo ser tteis.

Além disso, destaco o trabalho ©*, uma apresentacdo mo-
derna das séries divergentes publicadas em comemoragdo ao
aniversério de 300 anos de Leonhard Euler.

% M. Loday-Richaud. Diver-
gent series, summability and
resurgence. 11, volume 2154
of Lecture Notes in Mathe-
matics. Springer, [Cham],
2016. Simple and multiple
summability, With prefaces
by Jean-Pierre Ramis, Eric
Delabaere, Claude Mitschi
and David Sauzin.

V. S. Varadarajan. Euler
and his work on infinite
series. Bull. Amer. Math. Soc.

(N.S.), 44(4):515-539, 2007.


https://doi.org/10.1007/978-3-319-29075-1
https://doi.org/10.1007/978-3-319-29075-1
https://doi.org/10.1007/978-3-319-29075-1
http://www.ams.org/journals/bull/2007-44-04/S0273-0979-07-01175-5/S0273-0979-07-01175-5.pdf
http://www.ams.org/journals/bull/2007-44-04/S0273-0979-07-01175-5/S0273-0979-07-01175-5.pdf
http://www.ams.org/journals/bull/2007-44-04/S0273-0979-07-01175-5/S0273-0979-07-01175-5.pdf
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Henri Poincaré (1854-1912).
Quantos matematicos
chegaram a ser tao famosos
em vida que sua fotografia
foi impressa em barras de
chocolate?
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Augustin Cauchy.
(1789 ~1857).


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Cauchy.html

Convergéncia

Le calcul des limites de Cauchy

EU PROVAREI AGORA O CHAMADO “TEOREMA DE PUISEUX”
por meio de uma parametrizagdo local de uma curva algébrica
complexa numa vizinhan¢a de um ponto singular, em termos de
séries de poténcias convergentes. Nao seguirei a abordagem origi-
nal de Puiseux. Em vez disso, usarei um método introduzido por

Cauchy sob 0 nome de “Calcul des limites” 2.

O teorema da fungio implicita

Comegarei com uma prova a la Cauchy do teorema classico da
fungdo implicita. Essa costumava ser a prova padrao nos livros-
textos antigos, mas é frequentemente ignorada atualmente e
substituida por métodos mais poderosos, baseados em teoremas
de ponto fixo. No entanto, tem algumas vantagens: é elementar e
quase inteiramente combinatéria. Recomendo esse livro 3 para
uma abordagem histérica interessante.

Denotemos por K um corpo de caracteristica 0, equipado com
uma norma, aplicagdo x € K — |x| € R, tal que |1] = 1, |xy| = |x||y|
e |x+y| < |x|+y|. Assumimos que |x| =0 x = 0 e que K equipado
com |

é completo: sequéncias de Cauchy convergem.
Eu tenho em mente basicamente os casos C e R, mas existem
muitos outros exemplos (corpos p-ddicos em particular).

62 A. Cauchy.
CEuvres completes, volume 12.
Gauthier Villars, 1882.

A palavra “limite” ndo deve
ser entendida como “limite”
mas como “cota”.

%S, G. Krantz and H. R.
Parks. The implicit function
theorem, history, theory, and
applications. Birkhaduser
Boston, Inc., Boston, MA,
2002.

Assumiremos também que
anorma ndo é a norma
trivial, com |x| = 1 para todos
elementos ndo nulos x.


https://archive.org/stream/oeuvresdaugusti212caucrich#page/n59/mode/2up

108 UM PASSEIO MATEMATICO SINGULAR

Denotemos por K{x} o anel das séries

f2) = 3w
k>0
para as quais os uy em K e satisfazem alguma desigualdade da
forma

|uy| < CrF

para determinados C,r > 0. Uma vez que K é completo, isso
corresponde a séries que sdo absolutamente convergentes em
alguma vizinhanca do 0 (germes de fungées analiticas para C,R).
Por simplicidade, diremos que os elementos de K{x} sdo séries
convergentes.

Similarmente, denotamos por K{x,y} o anel das séries conver-
gentes

F(x,y) = ) ajx'y
i,j>0
para as quais os 4;; estdo em K e existem C,r > 0 tais que para
todos i, j:
|a,»j| < Criti.

Teorema (da fung¢do implicita). Seja F € K{x,y} tal que F(0,0) =0
e dF/9y(0,0) = 0. Entio, existe uma série convergente f(x) € K{x}
tal que f(0) = 0 e F(x, f(x)) = 0. As solugdes (x,y) da equagdo
F(x,y) = 0 numa vizinhanga de (0,0) em K? sdo precisamente os pares

(x, f(x))- —

A prova é a seguinte: Se substituimos a série formal y =

Y1 XK na série formal Xi,j>0 az-jxiyj (com agg = 0), obtemos uma
série formal Y51 v;x! cujos coeficientes dependem dos uy e dos
a;j. Vamos computar os primeiros termos

k>1 1>1

j
Zaijxi S| =Y ol
ij

Encontramos

U1 =4dq0 t a1t

Up =dpo + Ay + ﬂozu% +ap1u2

U3 =4a3p +dyu + alzu% + a03u? +daq Uy + 2a02u1u2 +dog1Us

U4 = Ag0 + Az U7 + u13ui’ + ao4u‘% + ap Uy + 2a1pU Uy + 3a03u%u2 + aozug +aq1Uz + 2apU1Us3 + agi Uy
etc.
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Mesmo sendo complicado, prova-se imediatamente por indugao
que 7] se escreve como

01 = Gy (@) ivjet, (k)kei-1) + o114

sendo G; uma expressdo polinomial com coeficientes inteiros
positivos envolvendo os a;; parai+j < I e os uy parak < [ -1.
Nosso problema é mostrar que dada uma série convergente F,
existe uma tinica f(x) convergente tal que F(x, f(x)) = 0. Em
outras palavras, nos sdo dados a;; tais que |a;j| < Cri*i e queremos
mostrar que as equagdes v; = 0 com incégnitas u; tém uma tnica
solugdo convergente.

Pelas nossas hipéteses, ag; # 0, de modo que, multiplicando
F por —1/ag;, podemos supor que ap; = —1. Do mesmo modo,
mudando x,y por multiplos constantes, podemos assumir que
C =1er =1. Em outras palavras, assumimos que |a;j| < 1 para
todos 7,j > 0.

Como G; depende apenas dos uy para k <1 -1 (e dos 4;j), as
féormulas anteriores definem indutivamente uma tnica série u;
(dependendo dos a)):

Ui =4aio
2 2
Up = dpp +ap1Uy + AUy = azp +4aiidio +4ap2d7

uy = Gy ((aij)ivjer (U kei-1) -

Nossa tarefa é mostrar que essa série Y, u;x! é convergente.
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Agora vem a ideia simples e bela de Cauchy 4. Verificaremos 6 U. Bottazzini and J. Gray.

o teorema em um exemplo especifico e, entdo, mostraremos que _
fantasies. Sources and

isso implica no caso geral. Studies in the History of
Mathematics and Physical
Sciences. Springer, New

Para esse exemplo, escolhemos F tal que dg; = -1 e todos os
outros Ei]- =1: York, 2013.

F(x,y) = —1—2y:—y+x2+xy+y2+x3+x2y+xy2+y3+-~~

.
(1-x)(1-y)

Seja 1] a sequéncia correspondente associada a essa escolha de F
definida por:

u :Gl((l)/(ﬁk)kslfl) k=1,2,....

Hidden harmony—geometric
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Sabemos resolver F(x,y) = 0 uma vez que a equagao

1
A o0y 20

é equivalente a y = % (1 £/ 1119;‘) . Na vizinhanga do 0, deve-se
escolher o sinal —— e obtemos uma tnica solugdo analitica
1 1-9
f =5 (1-VE)
= ux +ﬁ2x2 +oee
x+3x% +13x% + 71x* + 441x° +2955x6 + ---.

y

Os coeficientes 1 obviamente satisfazem alguma desigualdade
1. < cpF uma vez que f é analitica em alguma vizinhanca de 0.

Agora estudamos o caso de uma F geral para a qual assumi-
mos |a;j| < 1. Dado que os polindmios G; tém coeficientes inteiros
positivos, obtemos por indugao que |u;| < ;. De fato:

il = 1G ((@if)isjersns (ke ) |
< G (), (JukDrsr) |
< G (), (k<) |
< U

Em particular, [uy] < co* e a série f(x) = ¥y u;x' é convergente.

A prova do teorema estd quase concluida. Encontramos uma
solugdo convergente y = f(x) e ainda temos que mostrar que
todas as solucdes de F(x,y) = 0 na vizinhanga da origem sdo da
forma (x, f(x)).

No anel K{x,y}, é claro que um elemento F(x,y) é divisivel
por y se, e somente se, ele se anula quando substituimos y por 0.
A transformagédo (x,y) = (x,y - f(x)) induz um automorfismo de
K{x,y}, levando y em (y — f(x)). Sabemos que y = f(x) é solucdo
de F(x,y) =0 de modo que a observagao anterior implica que F é
divisivel por y - f(x) in K{x,y}. O quociente é ndo nulo em (0,0)
uma vez que

F(x,y) =-y+apox+- e  f(x)=apx+--
Temos, portanto, que

F(x,y) = U(x,y)(y - f(x))



sendo U € K{x,y} tal que U(0,0) # 0. Em particular, na vizi-

nhanca de (0,0), a equagdo F(x,y) = 0 é de fato equivalente a

y = f(x). O teorema estd provado. o
Para uma boa descricédo de la méthode des limites, recomendo o

livro de Hille 5.

Teorema de Puiseux

Lembre que ja resolvemos equagdes implicitas da forma F(x,y) =
0 quando F é uma série formal ndo trivial em K[[x,y] onde K é
um corpo algebricamente fechado.

Mostramos (com ajuda de Newton e Cramer) que qualquer
elemento ndo nulo F em K[[x,y]] pode ser decomposto como um
produto de séries de Puiseux formais:

F=A(x,y)x" (y - () - f2())(y — fu(x))

sendo A(0,0) # 0 e as n solugdes f;(x) séries de Puiseux formais
em K[[x*]].

Nosso objetivo agora é mostrar que se F é uma série conver-
gente, também serdo as f;(x).

Assumimos agora que K seja uma corpo algebricamente fechado
equipado com uma norma completa . Uma vez que todo elemento
f(x) em K[[x*]] estd num anel K[x'/N] para algum N, i.e. ¢ uma

/N nao ha dificuldade em definir séries de

série na varidvel x
Puiseux convergentes.

Denotamos por K{x*} e K{x*,y*} os anéis das séries de
Puiseux convergentes em uma e duas varidveis.

Mesmo que séries em K{x*} convirjam, devemos ser cuidado-
sos: ndo sdo fungdes de fato definidas na vizinhanga de 0. Sao

fungdes “multivalentes” de x.

Teorema (de Puiseux). Qualquer elemento nio nulo F em K{x,y}
pode ser decomposto como

F=A(x,y)x"(y = () - f2())-(y = fu(x))

sendo A(0,0) # 0 e as n solugdes f;(x) séries de Puiseux convergen-
tes em K{x*}.
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% E. Hille. Ordinary differential
equations in the complex
domain. Dover Publications,
Inc., Mineola, NY, 1997.
Reimpressdo do original de
1976.

O completamento do fecho
algébrico do corpo dos
ndameros p-adicos é um bom
exemplo.

Espero que meu leitor tenha
adivinhado a defini¢do do
anel das séries de Puiseux
convergentes em duas varié-
veis: basta considerar séries
de poténcias convergentes
em (x,y) e substituir for-

malmente x e y por x'/" e
yl/n.
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A prova pode parecer um pouco complicada, mas o leitor
dever ter em mente que esse teorema é uma leve generalizacdo
do teorema da funcao implicita.

Lembremos dos seguintes fatos:

1. Se a série de Puiseux formal y = f(x) é uma raiz de F(x,y) =
0, ela é obtida a partir de uma aplicacdo do algoritmo de
Newton, fazendo-se uma escolha do lado do poligono de
Newton a cada passo.

2. A cada passo do algoritmo, define-se xj = x?’;l ey = ukx]’fk(l +
Yk+1) para determinados inteiros positivos ay, Bk, e substitui-
se Fe(xg, yx) por Fey1(x ) = x. "*Fe(xt, i) (para um

k\ Xk, Yk ) POY Ly1(Xk41, Vi1 k1 Tk Xk Vi) (P
determinado inteiro positivo ). Portanto,a série f(x) pode
ser também descrita como a série yx(xx) (k > 1). Claramente,
é equivalente provar a convergéncia de f(x) ou de qualquer
uma das v (xg)-

3. Apds um certo nimero de passos, as multiplicidades de
Fi(xx, yx) (i-e. as valoragdes de Fi(0,yx)) se mantém igual a
uma “multiplicidade final” m > 1 (teorema de Cramer).

4. Essa “constante final” m associada a raiz y = f(x) de F(x,y) =
0 é também a multiplicidade da raiz, em outras palavras,
é o ntimero de fatores iguais a (y - f(x)) aparecendo na
decomposigdo de F.

Podemos terminar a demonstragdo do teorema de Puiseux:

Seja F em K{x,y} e seja
F=AQx,y)x (y- f1(0))(y - f2(x))(y = fu(x))

sua decomposicdo em séries de Puiseux formais. Escolha N
tal que todas as f;(x) pertencam a K[x'/N] e tome ¥ = x'/N

de modo que F também possa ser visto como um elemento de
K{%,y} e todas as f; como elementos de K[x].

Reduzimos ao caso em que F estd em K{x,y} e todas as f;(x)
sdo séries formais em K[[x] e temos que provar que essas f; sdo
na verdade séries convergentes, i.e. pertencem a K{x}.

Se a “multiplicidade final” m de uma raiz y = f(x) é igual a
1, sabemos que o caminho seguido pelo algoritmo de Newton
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levando a solugdo f(x) trard finalmente uma Fi(xy, yx) com

multiplicidade 1. O teorema da fungdo implicita aplicado a Fy

convergente mostra que a solugdo f(x) é também convergente.
Se um polindmio tem raiz multipla, essa raiz é também

raiz de sua derivada. Em nosso contexto, isso significa que

se f(x) é uma série formal em K[[x]], solugdo de F(x,y) = 0 com

multiplicidade m > 2, entdo, a mesma série é uma solucdo de

dF/9y(x,y) = 0 com uma multiplicidade menor. Evidentemente,

se F(x,y) é convergente, sua derivada parcial com respeito a y

também serd. Uma simples indugdo termina a prova. o

Coroldrios

Fizemos a maior parte do trabalho. E hora da sobremesa!

Primeiro, obtemos 0os mesmos corolarios que tinhamos para
séries formais com as mesmas provas.

Continuamos a assumir que K é um corpo algebricamente fechado,
com caracteristica 0 e equipado com uma norma completa.

Teorema (Teorema de preparacao de Weierstrass). Seja F(x,y)
uma série convergente no anel K{x,y} com multiplicidade mult(F) e
que nio é divistvel por x. Entdo, podemos escrever F como um produto
A(x,y)P(x,y) estando A, P em K{x,y} e

e A(0,0) # 0 de modo que A é um elemento invertivel.
* P(x,y) é um polindmio em y de grau mult(F). o
Teorema. O anel K{x,y} é um dominio de fatoragdo inica. o]

Uma formulagéo bastante ttil do teorema de Puiseux é dada
em termos de parametrizagdes.

Teorema (ParametrizagGes de Puiseux). Seja F(x,y) uma série
convergente ndo nula no anel K{x,y}, anulando-se na origem e nio
divistvel por x. Entdo, existem

1. inteiros n; > 1

2. conjuntos abertos U; c K, contendo 0 (na topologia definida pela
norma)

113
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3. séries g; € K{x} convergindo em U;

tais que a intersegdo da curva F(x,y) = 0 com uma vizinhanga pequena
de (0,0) € K? é a unido das imagens de aplicagdes

@i tel;— (1", gi(t)) € K2

Mais ainda, essas aplicagdes ¢; sdo injetivas e suas imagens intersectam
apenas na origem.

Se f(x) € K{x*} é uma solugdo de F(x,y) = 0, denotamos por
n 0 menor inteiro tal que f(x) € K{x'/"}. Sabemos que isso de-
fine n conjugados distintos pelo grupo de Galois f1(x),..., fu(x)
sob a agdo das raizes n-ésimas da unidade. Nenhuma dessas
fi(x) é uma “func¢do” de x no sentido usual. No entanto, a es-
colha de alguma raiz n-ésima de x define n valores para f;(x).
Mudando a raiz de x ha apenas a permutagdo dos valores de
fi(x). Dito de outra forma, existe uma g(t) € K{t} convergente
tal que esses 1 valores sdo os 1 valores de g({/x) para as n possi-
bilidades de {/x. Todos esses pontos estdo parametrizados numa
vizinhanga de 0 por:

@:telw (",g(t) e K.

Obtemos, desta forma, um ntimero finito de ¢; como no teorema
cujas imagens recobrem o lugar geométrico dos zeros F (sempre
numa vizinhanga da origem).

Agora falta mostrar que as ¢; sdo injetivas e que elas se inter-
sectam apenas na origem.

E conhecido que os zeros de uma fungao analitica sio isolados.
O teorema seguinte diz simplesmente que isso é verdade em
K{x} para um K geral. Deixamos a prova como exercicio para
vocé, prezado leitor.

Lema. Seja h uma série convergente em K{x}. Se existir uma sequéncia
(x1)nz0 € Kn{O} convergindo para O tal que h(x,) =0, entdo, h=0. ©

Suponha agora que ¢ ndo seja injetiva na vizinhanca de 0. Isso
implicaria que existe alguma raiz n-ésima da unidade w tal que
as solugdes de g(wt) = g(t) se acumulam em 0. De acordo com o



lema, terfamos que g(wt) = g(¢) identicamente, contradizendo o
fato de n ser o menor inteiro tal que f(x) € K{x/"}.

O mesmo argumento mostra que as imagens de

p1:telw (1",g1(1)) e K @aitellm (1"2,8(t)) € K2

se intersectam néo trivialmente (i.e. suas interse¢des se acumu-
lam na origem) n1 = ny = n e g, g1 sdo conjugados pelo grupo de
Galois, de modo que g»(t) = g1(wt), identicamente, para alguma
raiz n-ésima da unidade. Nesse caso, as duas imagens de fato
coincidem na vizinhanga do 0. o]

As imagens das ¢; sdo normalmente chamadas de ramos da
curva F(x,y) = 0. As parametrizagdes tipo Puiseux sdo tinicas a
menos da agdo pelo grupo de Galois.

Em particular, uma vizinhanga da origem em {F(x,y) = 0}
é homeomorfa a unido de um nimero finito de bolas em K se
intersectando num ntimero finito de pontos. Note que “uma
bola” é um intervalo em R, um disco em C e um conjunto de
Cantor para os ntimeros p-adicos.

Niimeros reais

Até agora, assumimos que o corpo K é algebricamente fechado.
Vamos estudar o caso dos niimeros reais que, afinal, estd na
origem da nossa caminhada.
Seja F(x,y) € R{x,y} uma série convergente ndo-nula que
se anula na origem. Podemos olhar para seu conjunto de zeros
{(x,y)|F(x,y) = 0} como uma curva complexa em C? ou como
uma curva real em R2, numa vizinhanga de (0,0). Aqui, estamos
principalmente interessados na descricdo de uma curva real.
Sobre os nimeros complexos, sabemos que esse conjunto de
zeros é a unido de alguns ramos parametrizados por:

i tel;— (tni,g,‘(t)) e C2.

Como F(x,y) tem coeficientes reais, o lugar geométrico de seus
zeros em C? é globalmente invariante por conjugagéo complexa.
Uma vez que ramos sdo disjuntos longe da origem, um ponto
real diferente da origem deve pertencer a uma ramo que coincide
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Para alguma F(x,y) «
R{x,y}, pode acontecer
que a parte real de seus
zeros se reduzem a origem.
O exemplo mais 6bvio

é x2 +y*> = 0. Sobre os
numeros complexos, essa
curva consiste em dois
ramos imagindarios y =
ixandy = —ix, que se
intersectam somente em
(0,0). Naturalmente, como
estamos apenas interessados
na parte real dos conjuntos
de zeros de F, poderiamos
simplesmente descartar os
fatores irredutiveis de F
cujos zeros se reduzem a
origem (sobre os reais).
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com seu conjugado. O conjugado complexo da imagem de ¢; é a
imagem de

Piitel; (t”",gi(f)) e C2.
Portanto, ramos contendo pontos reais diferentes da origem sdo
tais que

8i(t) = gi(wt)

para alguma raiz n;-ésima da unidade w. Escrevendo

gl(t) = Z aktk/

k=1
essa condicdo significa que
ay = akwk .
Seja p uma das duas raizes quadradas de w e seja t = ys. Entdo

n; — n; n; - n;
th=us +S

gi(t) =Y, aptc = > akyksk =y bis®.

k>1 k=1 k>1
Agora os coeficientes by sdo reais uma vez que

7 _—=—k k., —k k
by =ax i = agw" y™" = agp” = by.
Vamos resumir a discussao:

Teorema. Seja F(x,y) € R{x,y} uma série convergente ndo nula com
coeficientes reais, anulando-se na origem e ndo divisivel por x. Assuma
que o lugar geométrico dos zeros de F na vizinhanga de (0,0) € R?
nio se reduz a origem. Entdo, esse conjunto de zeros é a unido de um
miimero finito de curvas da forma

@it €] —¢;, +&i[~ (it”irgi(t)) eRR%

sendo g; uma série convergente com coeficientes reais. As ¢; sdo injeti-
vas e suas imagens se intersectam apenas na origem. o]

E facil ver que essas curvas ¢; sdo transversais a um pequeno
circulo centrado na origem. De fato, pontos de tangéncia corres-
pondem aos zeros de

d . - ,
E(tzn’ +g7 (1)) = 2mt" "+ 2g;(1)g(t)



que sdo isolados. Note que essa expressdo nao pode ser identica-
mente 0, caso contrdrio, a curva seria uma circulo!

Provamos mais do que a afirmagdo de Gauss. Mostramos que,
localmente, uma curva real analitica é feita de um ntmero finito
de ramos.

e Cada ramo é homeomorfo a | —¢, +¢[.
e Cada ramo é transverso a circulos pequenos.

¢ Cada ramo intersecta circulos pequenos em dois pontos (um
para t > 0 e outro para t < 0).

* Dois ramos distintos se intersectam apenas na origem.

* Ao longo de um ramo y/x converge a um limite em Ru {co }
quando ¢ tende a zero 0 . Isso significa que cada ramo tem
uma tangente bem definida na origem.

Aqui temos um simples coroldrio, andlogo ao fato de que todo
polindmio real de grau impar tem uma raiz real.

Seja F(x,y) uma série convergente nio nula com coeficientes reais,
se anulando na origem, ndo divisivel por x, e com multiplicidade tmpar.
Entdo, a curva real F(x,y) = 0 ndo se reduz a origem. Para valores
reais pequenos de x, existe ao menos uma solugdo real de F(x,y) = 0.

Esse fato simples foi transformado numa ferramenta pode-
rosa por Poincaré que a usou em intimeras situa¢des, como, por
exemplo, para provar a existéncia de ¢érbitas periddicas no pro-
blema de trés corpos (vide % pagina 70). Esse é o seu “método
de continuidade”.

Diagramas de Cordas

A topologia local de uma curva analitica na vizinhanga de um
ponto singular sugere a definicdo a seguir, muito importante
para o restante deste nosso livro-passeio.

Definicdo. 1. Um diagrama de cordas é um conjunto de 2n pontos
no circulo equipado com alguma involugdo sem pontos fixos.
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Em particular, uma curva
algébrica ndo pode chegar
a origem como uma espiral
infinita.

% H. Poincaré. Les méthodes
nouvelles de la mécanique
céleste. Tome 1. Les Grands
Classiques Gauthier-Villars.
Librairie Scientifique et
Technique Albert Blanchard,
Paris, 1987. Reimpressdo do
original de 1892.

Dois diagramas com trés
cordas.


https://archive.org/details/lesmthodesnouv001poin
https://archive.org/details/lesmthodesnouv001poin
https://archive.org/details/lesmthodesnouv001poin
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Em outras palavras, uma cole¢do de 2n pontos pareados dois
a dois.

2. Dois diagramas de cordas sdo considerados equivalentes se
existe um homeomorfismo do circulo que preserva orientacdo
e leva o primeiro no segundo, comutando com a involugéo.
Em outras palavras, consideramos uma palavra ciclica de
2n letras na qual cada letra aparece exatamente duas vezes.
Imaginamos cordas conectando os pares. Isso as vezes é
também é chamado de palavra de Gauss ou um pareamento,
dependendo do contexto. Deve-se fazer uma escolha, e eu
decido por “diagrama de cordas”.

3. O diagrama de cordas associado a uma curva analitica em
algum ponto (singular) é o diagrama de cordas que se obtém
ao intersectar-se a curva com um circulo pequeno ao redor
do ponto, onde os pontos pareados correspondem aos ramos.
Diremos que um tal diagrama de cordas é analitico.

Gostaria de entender diagramas de cordas analiticos e a
topologia das curvas reais analiticas?

Seja paciente! Chegaremos la.

Uma controvérsia que diz respeito a forma dos bicos de pdssa-

70S7?

Em 1751, Euler escreveu um artigo muito interessante (em
francés) sobre a geometria das curvas algébricas. Na introducao,
ele menciona que

Mesmo a Geometria nio estd isenta de controvérsias e aparentes contradi-
¢oes, embora nds frequentemente sustentemos o contrdrio.

A controvérsia que Euler queria discutir diz respeito ao for-
mato dos pontos cuspidais ®7. Houve uma discordéancia entre
o Sr. le Marquis de I’'Hopital e o Sr. Gua de Malves. Euler agiu
como juiz e dissipou a aparente contradi¢cdo de modo brilhante.

Até o momento, discutimos apenas a topologia de ramos na
vizinhanga de um ponto singular e ndo dissemos muito sobre

Méme la géométrie n’est pas
exemte [sic] de controverses,
& des contradictions appa-
rentes, quoi qu’on soutienne
souvent le contraire.

Serd que deveria dar exem-
plos?

67 L. Euler. Sur le point de
rebroussement de la seconde
espece de M. le Marquis

de I'Hopital. Mémoires de
I'académie des sciences de
Berlin, 5:203—221, 1751. Veja o
Euler archive para tradugdes
para o Inglés e comentdrios.


http://eulerarchive.maa.org

sua geometria. Mencionamos apenas que um ramo tem uma
tangente no ponto singular.

O livro de I'Hopital é intitulado “Analyse des infiniment pe-
tits pour l'intelligence des lignes courbes” e foi publicado em
1696. E o primeiro livro-texto em calculo diferencial. Contém
uma classificacdo de ramos singulares de curvas algébricas em
quatro categorias. Deixe-me expor em terminologia moderna:
Escolha coordenadas de modo que a tangente seja y = 0. Lo-
calmente, nosso ramo é a unido de dois “semirramos” que sdo
graficos de duas fungdes f1(x), f2(x), definidas num pequeno
intervalo da forma ] —¢,0] ou [0, ¢[. Essas fungdes sdo suaves,
longe da origem. Os quatro casos sdo:

1. f1 é definidaem | -¢,0] e f, em [0, ¢[ e suas segundas deri-
vadas tém mesmo sinal. Nesse caso, a curva é convexa (ou
cOncava) e estd em um lado da sua tangente.

2. Um ponto de inflexdo. O mesmo que antes exceto que as segun-

das derivadas tém sinais diferentes.

3. Um ponto cuspidal padrdo. Aqui fi e f, estdo definidas no

mesmo lado da origem e suas segundas derivadas tém sinais

opostos. Entdo, ambos os semirramos tém concavidades
opostas.

4. Um bico de pdssaro (“point de rebroussement a bec d’oiseau”
no qual as segundas derivadas tém o mesmo sinal nas duas

_/

metades de ramo.

—

E facil encontrar exemplos das trés primeiras categorias. Para

a quarta categoria, I'Hopital deu o seguinte exemplo: Enrole

um fio em alguma curva com um ponto de inflexdo e com uma

extremidade pressa em algum outro ponto. Quando vocé o
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A fronteira entre geometria
e topologia ndo é clara.
Deixe-me dizer que a topo-
logia lida com propriedades
invariantes por homo-
morfismos e a geometria,
invariantes por. .. grupos
menores, COMO, POr exem-
plo, isometrias euclideanas,
automorfismos projetivos ou
simplesmente difeomorfis-
mos.



http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k205444w
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k205444w
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desenrolar, mantendo-o apertado, o ponto terminal descreverd
uma curva (chamada de envolvente) que apresenta o tal bico de
passaro.

3 como uma curva com inflexdo e

Escolhi simplesmente y = x
pedi ao meu computador que desenhasse a curva de I’'Hopital. O
resultado estd na margem. De fato, conforme afirmado, o ponto
terminal do fio descreve a curva vermelha que apresenta um
bico de passaro quando o fio é tangente ao ponto de inflexao.
Os semirramos tém a mesma concavidade. Para 'Hopital, isso é

“mecanicamente” ébvio.

Em 1740, o Sr. Gua de Malves publicou um livro incrivel®®
cujo prop0sito era evitar as técnicas de Newton e usar apenas as
de Descartes! Deve-se lembrar das controvérsias entre os ingleses
e os franceses durante o século XVIII em torno de Descartes e
Newton. Como uma ilustracdo dessa guerra anglo-francesa, eu
recomendo as “lettres sur Descartes et Newton”, por Voltaire.

Um francés chegando a Londres encontrard a filosofia, assim como todo
o resto, muito diferente Id. Ele deixou o mundo pleno, e o encontra
vazio. Em Paris, vé-se o universo composto por vértices de matéria
sutil; em Londres, nio se vé nada disso. Na Franga, é a pressiio da Lua
que causa as marés; mas na Inglaterra é o mar que gravita em diregio
a Lua; de modo que, quando vds acreditais que a lua deveria fazer a
maré baixa, esses senhores acreditam que deveria ser maré alta, o que
infelizmente ndo pode ser provado, pois seria necessdrio, para esclarecer
isso, investigar a Lua e as marés no primeiro instante da criagdo.

De qualquer forma, o livro de Gua é sobre um debate, ainda
ativo: a geometria algébrica deveria usar ferramentas transcen-
dentais da geometria diferencial? Entre os “teoremas” nesse
livro, encontra-se a afirmagdo que 'Hopital estava errado e que
bicos de pdassaro ndo existem.

Gua estd ciente do exemplo de I’'Hopital, mas ele o critica do
seguinte modo: Suponha que se tenha duas pardbolas y = x?
ey = 2x%, mas somente para x > 0. Obtém-se duas metades
de pardbolas convexas cuja unido se parece com um bico de
péssaro. Portanto, de acordo com Gua, o bico que se observa
no exemplo de I'Hopital é artificial: a curva algébrica completa
contém dois ramos suaves, como no exemplo das parédbolas e na
construcdo mecénica usando o fio, estd faltando uma metade da

O comprimento do fio mais
o comprimento curvilineo ao
longo da curva é constante.

7].-P. Gua de Malves. Usages
de I'analyse de Descartes pour
découvrir, sans le secours du
Calcul Différentiel, les Proprie-
tés, ou affectations principales
des lignes géométriques de tous
les ordres. Briasson, 1740.

Un Frangais qui arrive a
Londres trouve les choses
bien changées en philoso-
phie comme dans tout le
reste. Il a laissé le monde
plein; il le trouve vide. A
Paris, on voit I'univers
composé de tourbillons de
matiére subtile; a Londres,
on ne voit rien de cela. Chez
nous, c’est la pression de la
lune qui cause le flux de la
mer chez les Anglais, c’est la
mer qui gravite vers la lune,
de fagon que, quand vous
croyez que la lune devrait
nous donner marée haute,
ces Messieurs croient qu’on
doit avoir marée basse ; ce
qui malheureusement ne
peut se vérifier, car il aurait
fallu, pour s’en éclaircir, exa-
miner la lune et les marées
au premier instant de la
création.


https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/usagesdelanalys00malvgoog
https://archive.org/details/lettresphilosoph02volt

CONVERGENCIA 121

curva algébrica. Convincente? Gua continua e “prova” que bicos
de pdssaro sdo impossiveis para uma curva algébrica.

A “prova” segue mais ou menos a seguinte linha: Um ramo
tem a forma y = ax?/7 + o(xP/7) para algum par de inteiros p, g
primos entre si com p > g se y = 0 é a tangente em 0. Se existe um

bico, g deve ser par, pois, do contrario, y estaria definido para
todo x, positivo ou negativo. A concavidade é dada pelo sinal da
segunda derivada, que é proporcional a

(p—9) (p=29)
14 4 =) (p=29)
x(ﬁ_l)(ﬁ_Z) =x 7?

Como g% é par e (p-q)(p —2q) é impar, as duas determinagdes
da segunda derivada tém sinais diferentes, de modo que seus
dois semirramos tém concavidades opostas: isso ndo é um bico
de pdssaro.

Agora vem o grande Euler: Seu artigo é muito claro e inquesti-
onével. Inicialmente, ele foi convencido pelo argumento de Gua,
mas encontrou um erro em 1744. Numa coluna intitulada “Did
Euler prove Cramer’s rule”, Rob Bradley menciona uma carta
entre Euler e Cramer, discutindo esse t6pico.

Euler, Gua e 'Hopital usam livremente séries de Puiseux
e ndo levantam davidas quanto a sua convergéncia. O que é
notével no artigo de Euler é a descri¢do do papel dos ntimeros
complexos quando se quer entender curvas algébricas reais (em
1751). Aqui estd um dos exemplos de Euler:

y= X112 1 304,

O gréfico na margem de fato se parece com um bico de dguia!
Como saber se esses gréficos, com sinal +, pertencem ao mesmo
ramo e ndo podem ser completados como em nosso exemplo
com duas parabolas? Euler d4 um argumento convincente
usando ndmeros complexos. Eu encorajo fortemente, meu leitor,
a encontrar o erro na “prova” de Gua.

Pode-se também eliminar os radicais e escrever explicitamente
uma equagdo polinomial. Euler encontra

vt 2xy? +x? - 2% —4yx? = 0


http://eulerarchive.maa.org/hedi/HEDI-2009-11.pdf
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e eu lhe instigo a desenhar o poligono de Newton e checar que
existe de fato um tnico ramo na origem.

Hoje ndo se menciona mais bicos de passaros. Esses pontos
sdo agora chamados de “ctspides de segunda ordem” de um
jeito mais neutro. As vezes, ainda se encontra o nome curva
ranfoide, do grego “poppoc” associado ao bico curvo de aves de
rapina.

Para concluir este capitulo, deixo apenas um conselho: pare
de ler este livro e va ler os artigos de Euler. Agora!
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O formato do bico de

pardais das Ilhas Galdpagos
foi importante na descoberta
de Darwin da evolugao. t


http://darwin-online.org.uk/converted/published/1845_Beagle_F14/1845_Beagle_F14.html
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Uma faixa de Mobius no
sagudo principal do IMPA,
onde uma primeira versio
desse livro foi escrita.



Mobius e a sua faixa

EssE £ 0 TfTULO DE UM LIVRO %9 dedicado & Matematica Alema
do século XIX. Neste capitulo, nés vamos discutir a topologia
associada ao processo de desingularizagdo de curvas analiticas,
levando a alguns belos colares feitos de faixas Mobius.

August Ferdinand Mobius

Coordenadas polares (1825-1884). '

% R. F. John Fauvel, Ro-

bin Wilson. Moebius and
plano. his Band: Mathematics and
Astronomy in Nineteenth-

®:(p,0) e RxR/2Z  (pcos b, psend) e R, IC;;:‘W Germany. OUP,

Olhe para a seguinte aplicacdo familiar: um cilindro para um

Ela tem as seguintes propriedades.

1. P restrita a R} x R/2nZ é um difeomorfismo sobrejetivo na
regido R? ~ {(0,0)}.

2. ® “colapsa” o circulo {0} x R/27tZ para a origem.

3. A imagem inversa por ® de um ponto que é diferente da
origem contém precisamente dois pontos, da forma (p,6) e
(—p, 0+ m).

A propriedade 3 ndo é muito conveniente para um sistema
de coordenadas e essa é a principal razao pela qual vamos
modificar ligeiramente ® em um dado momento. As vezes,
usa-se a restri¢do de ® a R, x R/271Z, mas isso introduz uma
fronteira artificial.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Mobius.html
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A propriedade 2 é interessante no contexto da desingularizagio.

Numa pequena vizinhanca da origem, ®~! est4 se comportando
como um microscépio: pequenos circulos x* + y? = ¢2, de pe-
rimetro 27te, sdo mapeados por ®~! em dois grandes circulos
{xe} x R/27tZ, de perimetro 271.

Como um primeiro exemplo ingénuo, considere uma reta
D passando pela origem. A imagem inversa ®~!(D) consiste
de duas “linhas” 6 = « e 6 = & + 77 mais o circulo {0} x R/27Z.
Portanto, se duas linhas distintas D7 and D, se intersectam
na origem, suas imagens inversas tornam-se de algum modo
disjuntas. A operagdo ®~! remove o ponto de intersegio. O
de “alguma forma” é devido ao fato de que ®~!(D) contém
®1(0,0) de modo que as imagens inversas de duas linhas que
se intersectam ndo podem ser disjuntas.

Um procedimento melhor é o seguinte: Dado um subconjunto
X do plano, denota-se por ®- 1(X) o fecho em R x ]R/Z?TZ de

& 1(X~ {0,0}). Com essa definicao o~ ®1(D;) e D 1(D,) sdo de
fato disjuntos. Dizemos que &~ d1éa transformagdo estrita.

A fim de visualizar ®, podemos considerar a superficie S
mergulhada em R? x R/271Z, definida por xsenf = ycos#. Isso
é andlogo a uma escada espiral dupla. A imagem na margem
representa uma escada simples em R? x [0,27t[. Note que S é uma
superficie suave. Nossa aplicagdo @ corresponde a projecdo sobre
o plano horizontal R?, e ®71(0,0) é a vertical R/27tZ x {(0,0)}.

Como um segundo exemplo simples, considere a curva plana

= 2, tendo um ponto singular cuspidal na origem. Sua
transformacdo estrita tem a equagéo p = sen®f/ cos® @ (com duas
componentes, como deve ser) e ndo é mais singular, sendo agora
suave e tangente ao circulo R/27Z x {(0,0)}.

A ideia geral é que a transformada estrita de uma curva seja
“menos singular” do que a curva original na origem. Repetindo
a operagdo, um certo nimero de vezes, esperamos transforma-la
em uma curva suave.

Porém, antes de continuar, temos de corrigir o problema de
que pré-imagens por ¢ contém dois pontos. Iterando o processo
n vezes, obtemos 2" pontos e isso é muito dificil de manusear.

Chapa 27 de Instruction en
la science de perspective,
H. Hondius (1625).


https://archive.org/details/instrvctionenlas00hond
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A faixa de Mobius

Note que a involugdo enviando (p,0) para (-p,0 + 7r) ndo tem
pontos fixos. Uma maneira facil de se livrar das pré-imagens
duplas de & é identificar os pontos (p,8) e (-p,8 + 1) em R x
R/27tZ. O quociente é uma superficie suave. A involugao inverte
orientagdo desde que o seu determinante Jacobiano seja -1.
Portanto, segue que a superficie quociente ndo é orientével,
constituindo-se na famosa faixa de Mobius 7°.

Poderfamos expressar o mesmo da seguinte maneira: O
conjunto das retas que passam pela origem é um circulo, que
pode ser parametrizado

— por sua inclinagio t a qual é um elemento do plano projetivo
real Pk ~Ru{ oo}.

— ou por seu angulo 0, agora definido mddulo 7t.

Considere o espago M, consistindo dos pares (p, D) sendo p um
ponto do plano e D uma reta passando através da origem e de p.
Pode-se ver isso como

M={((x,y),t) e R*x (Ru{ 0o}) | y = tx}

ou

M={((x,9),8)) e R*xR/7Z | xsenf = ycosb}.

A primeira apresentacdo tem a vantagem de ter uma equacao
muito simples e a desvantagem de ndo mostrar imediatamente
que M é uma superficie suave na vizinhanga de t = co. No
entanto, em um segundo pensamento, substituindo ¢ por t' = 1/t,
a equagao torna-se x = t'y e a desvantagem desaparece. A
segunda apresentagdo mostra que M é de fato o quociente de
R x R/27Z pela involugdo mencionada acima.

Note que x = y = 0 define um circulo E mergulhado em M:
chamado de o divisor excepcional.

Agora consideremos a aplicagao
¥ ((x,y),t) e M (x,y) e R

Ela tem exatamente as propriedades que queriamos:

7 P. Popescu-Pampu. La
bande que tout le monde
connait. Images des Mathémati-
ques, 2010.

Em 1895, nos seus artigos
Analysis Situs, Henri Poin-
caré ndo fez mengdo sobre

a faixa de Mobius, mas da
“surface unilatere que tout le
monde connait” (a superficie
unilateral que todo mundo
conhece).

a

sin < ’

cos

O circulo de angulos modulo
7t é uma linha projetiva real.

(1t)

O circulo de angulos modulo
27t também é uma linha
projetiva real.


http://images.math.cnrs.fr/La-bande-que-tout-le-monde-connait.html
http://images.math.cnrs.fr/La-bande-que-tout-le-monde-connait.html
http://images.math.cnrs.fr/La-bande-que-tout-le-monde-connait.html
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1. Y restrita ao complemento do divisor excepcional é um
difeomorfismo sobrejetivo no complemento da origem no
plano.

2. Y “colapsa” o divisor excepcional na origem.

Por essa razdo, dizemos que M foi obtida a partir do plano por
um blow-up da origem. Reciprocamente, usualmente, diz-se que ¥
é uma aplicagdo blow-down.

Como queremos trabalhar localmente, é frequentemente ttil
restringir a uma superficie compacta com borda.

M={(x,y),0)|®+y* <1} c M.

Claramente M é obtida de [-1,+1] x [0, 7] ap6s colar (t,0) e
(=t, ).

Temos a imagem familiar da faixa de Mobius: um retangulo
onde dois lados opostos sdo identificados apds uma torgdo.

Deve ficar claro que a borda de M é conexa, visto que é
levada homeomorficamente da borda de um disco pela aplicagdo
Y.

Deve ficar igualmente claro que o complemento do divisor
excepcional em M é conexo. Essa é uma maneira complicada
de dizer que se cortarmos a faixa ao longo do “circulo do meio”,
a espinha dorsal, obtém-se um anel bona fide. Na verdade, o
complemento de E é homeomorfo a um disco perfurado.

Finalmente, a imagem inversa de um circulo, digamos
PP =1/2

é um circulo mergulhado em M que o desconecta em duas
partes. O primeiro é um anel ndo torcido, mapeado para x2 + y? >
1/2 por ¥, e o segundo é uma faixa de Mobius menor, mapeada
para x2 +y%> <1/2 por ¥.

Algumas imagens

A faixa de Mobius €, sem dtvida, um dos poucos objetos mate-
maticos que sdo famosos fora do mundo matematico. Em ficgao
cientifica, em arte, filosofia etc.

A terminologia vem da

geometria algébrica e é
confusa, pois o divisor
excepcional é um circulo
mergulhado em M que ndo
divide a superficie em duas
componentes, ao contrario
da espinha dorsal de um
anel.

A terminologia excepcional
também tem procedéncia
da geometria algébrica,
mas é bem mais dificil
de explicar. Duas curvas
complexas e suaves numa
superficie complexa tém
um numero positivo de
interse¢do. Um “blow-
up” de um ponto em uma
superficie complexa produz
um divisor, que agora é uma
reta projetiva complexa que
nao pode ser deformada
holomorficamente. Para
calcular o ntimero de
autointersec¢des, temos
que usar deformagdes ndo
holomorfas. Acontece que
sua autointersecdo é -1,
considerada surpreendente
pelos gedmetras-algébricos
do passado.

O site Impact Earth permite
que vocé exploda nosso
planeta em qualquer ponto.
+


http://www.purdue.edu/impactearth/
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Apenas por diversdo, deixe-me citar algumas frases do famoso
psicanalista Jacques Lacan 7' no seu semindrio “I'Etourdit”, em

1972:

Le non-enseignable, je I'ai fait mathéme de I'assurer de la fixion
de I'opinion vraie, fixion écrite avec un x mais non sans ressource
d’équivoque. Ainsi un objet aussi facile a fabriquer que la bande
de Mobius en tant qu’elle s'imagine, met & portée de toutes mains
ce qui est inimaginable dés que son dire a s’oublier, fait le dit
s’endurer. D’ol1 a procédé ma fixion de ce point doxa que je n’ai
pas dit, je ne le sais pas et ne peux donc - pas plus que FREUD -
en rendre compte de ce que j'enseigne, sinon a suivre ses effets
dans le discours analytique, effet de sa mathématisation qui ne
vient pas d’une machine, mais qui s’avére tenir du machin une
fois qu’il I'a produite.

Para grandes (e sérios) comentarios sobre a faixa de Mobius,
convido o leitor a olhar para o livro de J. Scott Carter 7.

A faixa tem o nome de Mdbius, que a publicou em 1865,
mas — como de costume — ele nédo foi o primeiro. Listing tinha
descrito o mesmo objeto em 1862.

Poder-se-ia facilmente produzir um livro cheio de faixas de
Mobius, de diferentes formas, cores etc. Deixe-me apresentar
aqui apenas uma pequena amostra:

Faca um né simples com uma faixa de papel e aperte-o. Vocé
obtém algo como na figura abaixo. Quando vocé fecha seu
pentdgono regular, vocé produz uma faixa de Mobius.

O capitulo 4 do belo Topological picturebook 73 é dedicado ao
impossivel tribar.

Considere um disco ou o interior de uma elipse no plano. Seu
exterior tem a topologia de um anel. Agora pense nessa elipse no

7']. Lacan. L’Etourdit. Seuil,
1973.

Nao sou capaz de traduzir
para o Portugués (ou mesmo
para o francés compreensi-
vel).

“olhe para” é
mais apropriado que “leia”
nesse caso.

72]. S. Carter. How surfaces in-
tersect in space: an introduction
to topology. K & E series on
knots and everything. World
Scientific, 2nd ed edition,

1993.

t

7 G. K. Francis. A topological
picturebook. Springer-Verlag,
2006.
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Quadrinhos de Mébius, por
Etienne Lecroart. Vocé pode
ler a histéria e voltar ao
inicio de cabeca para baixo e
a histdria comeca de novo! +

Esta é uma homenagem de
J. Leys a ]. S. Bach Bach crab
cannon em uma faixa de
Mobius (1747), por Jos Leys.

+

Isso pode parecer enganoso.
E possivel realiza-lo de tal
forma que ele é feito de

trés trapézios planares como
parece na imagem? Se as
trés pegas forem torcidas,
esse objeto descreve uma
faixa de Mobius no espaco.
Sua borda é um circulo,
como deve ser, mas ele é
um noé ndo trivial no espago:
é um no de trevo. Isso é
diferente do quadro usual
em que a borda é um né
trivial.


http://e.lecroart.free.fr
https://www.youtube.com/watch?v=xUHQ2ybTejU
https://www.youtube.com/watch?v=xUHQ2ybTejU
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Um objeto impossivel. t

Partindo de uma

faixa de Mobius usual, e
Deformando-se

até que o limite de

torne-se um circulo re-
dondo, obtemos o Caracol de
Mobius. +

Vocé ja notou que o simbolo
internacional de reciclagem é
uma faixa de Mobius? +



https://en.wikipedia.org/wiki/Impossible_object
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plano projetivo real onde se tem que adicionar a linha no infinito,
que é um circulo: um ponto para cada direcdo. Cada linha no
plano projetivo intersecta o infinito em exatamente um ponto.
Mostre que isso implica que o complemento de um disco no
plano projetivo é uma faixa de Mobius.

Cada dobradiga tem quatro bragos. Portanto, essa é a unido de
muitos segmentos. Verifique se isso representa duas faixas de
Mobius que se cruzam ao longo da sua espinha dorsal comum,
COmMo Na margem.

Os seguintes desenhos mostram o colapso do divisor excepcio-
nal numa faixa de Mobius.

A imagem final é um cone sobre algum laco imerso na esfera
com dois pontos duplos. Um cone sobre um circulo é um disco,
como esperamos de um mapa de blow-down. Cortando o cone
com um plano, encontra-se um “folio de Descartes”, e a equagao
do cone poderia ser x* + y* - 3xyz = 0, como nos seguintes
modelos de fios.

Nao se deve confundir o
plano projetivo real, obtido
do plano R? pela adigdo de
uma reta real projetiva (i.e.
um circulo) no infinito, e

a reta projetiva complexa,
obtida de C por adicao de
um ponto no infinito.

Uma escultura cinética por
Anthony Howe.



MOBIUS E A SUA FAIXA 133

Reducing the Mobius,
triptico em ldpis de cor em
ardoésia, madeira e metal, de
Sylvie Pic. t

Um cone de terceira ordem.
B
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Testando nosso microscépio

Vamos testar a eficiéncia do nosso microscépio ¥~ !:

Se X c R? é um conjunto qualquer, ele é estritamente transfor-
mado no fecho de ¥~1(X « {(0,0)}) em M.

Vamos tentar primeiro com duas retas x2 - y2 = 0. Portanto,
definimos y/x = t, que juntamente com y = +x dé tx = +x. Como
calculamos a transformada estrita, trabalhamos fora da origem e
obtemos ¢ = +1. Note que t = co ndo estd na transformada estrita,
como se vé facilmente na coordenada ' = 1/t. Agora o fecho
de t = +1 em M consiste de duas curvas disjuntas. Portanto,

a transformada estrita de duas curvas suaves que se cruzam
transversalmente na origem produz curvas suaves disjuntas.

O que acontece com um ponto cuspidal y* - x> = 0? Esse dé
t2x? - x° e n6s podemos simplificar por x? e obter x = t2. Portanto,
nas coordenadas (x,t) de M, a transformacéo estrita é uma
parébola suave, tangente ao divisor excepcional (x = 0).

Agora vamos considerar y? — x° = 0. Portanto, a transformada

estrita é 2 = x3

, um ponto cuspidal.

Percebemos que um tnico blow-up serd insuficiente e preci-
saremos fazer um blow-up novamente. Da mesma forma que o
algoritmo de Newton: nem sempre terminaremos no primeiro

passo.

/INN
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Figuras provenientes do
livro de Listing “Der Census
raumlicher Complexe, der
Verallgemeinerung des
Euler’schen Satzes von den
Polyedern” onde apareceu

a faixa de Mobius pela
primeira vez, em 1862.
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Max Bill,

“Unidade tripartida”, 1948—
49, escultura, MAC/USP,
Sao Paulo, Brasil. O “tripar-
tido” se relaciona ao fato de
que esta é a soma conexa de
trés planos projetivos menos

um disco? +


https://en.wikipedia.org/wiki/Max_Bill

Colares de Mobius

Blowing up vdrias vezes

NOs vIMOS COMO FAZER UM BLOW-UP DE UM PONTO DO
PLANO. A construgdo pode ser generalizada: Dado um ponto p
em uma superficie suave S, um blow-up S em p produz uma outra
superficie suave S, e uma aplica¢do blowing down ¥, : §,, > S
como antes. A imagem inversa de p é o divisor excepcional Ej:
seus elementos sdo as linhas tangentes em p e é identificado
com a linha projetiva P! (Ty(S)), construida a partir do plano
tangente T,(S) de S em p. Fora do divisor excepcional, ¥, é um
difeomorfismo em S~ {p}.

Vamos iterar o processo. Escolha um ponto p; no divisor
excepcional E, = ‘i’;l(p) e blow-up S, em p;. O resultado ¢é
uma superficie suave S ,, e uma aplicacao blowing down ¥,
de Sy, para S, com um divisor excepcional Ep; c Spp,. A
imagem inversa (¥, o ¥}, )"!(p) consiste na unido de Ep eda
transformacao estrita de E, em ¥, . Essa unido é chamada de
divisor excepcional da composigdo ¥ oYy, : Spp, = S. Fora deste
divisor, a aplicagdo ¥, o ¥y, é um difeomorfismo em S~ {p}.

Escolha um ponto p, em (¥ 0 ‘I’pl)‘l( p) e continue o processo
em qualquer niimero finito de vezes, tantas vezes quanto for
necessdrio. O resultado final é:

¢ uma superficie suave S,

 uma aplicacdo suave ¥ : S — S, que envia difeomorficamente
-1
¥ (S~ {p}) para S~ {p}.

S
()
A fim de fazer um blow-
up em um ponto de uma
superficie, exclua um disco
em torno desse ponto e
faga um blow-up desse
disco, colando a borda da

faixa de Mobius a borda do
complemento do disco.

L. o A
I ]
Nessas figuras, deve-se colar

as flechas correspondentes.
Esta é uma faixa de Mobius.

SP/P]

Blowing-up duplo.
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Observe, em particular, que a borda de S é conexa. A imagem
inversa ?_1( p) é o divisor excepcional. E uma unido finita de cir-
culos suaves mergulhados em S. Quaisquer dois desses circulos
sdo disjuntos ou se cruzam transversalmente em um tinico ponto.
Trés circulos diferentes ndo se intersectam. A imagem é uma
reminiscéncia do logotipo dos Jogos Olimpicos. A diferenga é
que os anéis olimpicos sdo disjuntos, diferentemente de nossa
situagdo em que alguns circulos se intersectam.

Esta composicdo de blowing ups é o microscépio multilentes
que usaremos e que nos permitird analisar todos os pontos
singulares.

O microscopio

Antes de usar nosso microscépio, vamos examina-lo. Se comecar-
mos com um disco S, o tnico blow-up S é uma faixa de Mobius.
Tlustraremos a topologia de S no caso geral de um ntimero finito
de blowing ups.

Vamos comegar com os dois blow-ups: O resultado de um
blow-up de um ponto é uma faixa de Mobius. Considere agora
uma faixa de Mobius M contendo o divisor excepcional E como
sua espinha dorsal. Como antes, escolha um ponto p; em E e
blow-up M em p;. O resultado serd uma superficie M; con-
tendo dois circulos E; e E; intersectando em um ponto. Aqui E;
é a transformac@o estrita de E e E; é o divisor excepcional do

My
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segundo blow-up.

Seja v um lago em alguma superficie S. Comece com alguma
orientagdo do espago tangente de S em (0) e siga-o ao longo
de . Quando o lago retorna a sua origem, a orientagdo é a
original ou foi invertida. Por conseguinte, direi que 7y é orientante
ou desorientante. Formalmente, isso define um homomorfismo [
do grupo fundamental de S (ou sua primeira homologia) para
Z[27Z.

Dé uma olhada, leitor, no logotipo dos Jogos Olimpicos do Rio
de Janeiro e nos lagos que sdo orientantes/desorientantes. (8{0201*6

Voltando ao nosso blow-up da faixa de Mobius M, veremos "
que E; é orientante e E; desorientante.

O fato de que E; é desorientante deve ser claro. Quando
fizemos um blow-up M em p;, introduzimos uma faixa de
Mobius cuja espinha dorsal é E;. Quanto a Eq, é a transformacgao
estrita da espinha dorsal E de M. Claramente E é desorientante

r*
L]

em M, mas isso ndo implica que sua transformagdo estrita seja
desorientante também. Muito pelo contrario, como veremos.
Para construir M, cavamos um buraco no M original e colamos
outra faixa de Mobius em sua borda. Como estamos lidando

com topologia, podemos cavar um “buraco quadrado”.

Excluindo uma pequena vizinhanga anular do bordo de M,

podemos até imaginar que o buraco quadrado cruza M “de lado A

a lado” (sem esquecer que uma faixa de M&bius tem apenas

uma borda circular). Nesse caso, o complemento do quadrado \
em M é outro quadrado. Portanto, a constru¢do de M; pode

ser feita de outra maneira. Comece com uma faixa de Mobius,

escolha dois intervalos separados em sua borda e cole os dois

lados opostos de um quadrado nesses dois intervalos. Mas ainda

resta uma pergunta. A colagem dos dois lados pode ser feita de

duas maneiras: com ou sem uma torgdo.

A construcdo anterior pode ser visualizada da seguinte ma-
neira: Considere uma cruz. Cole os lados superior e inferior com

de Mobius. O eixo vertical é a curva desorientante E,.

uma tor¢do para que a parte vertical da cruz se torne uma faixa <

Agora temos que colar os lados esquerdo e direito da cruz e
decidir se eles devem ser torcidos ou néo.
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Vamos tentar primeiro com uma tor¢do. O bordo da superficie
resultante ndo é conexa: ndo pode ser nossa superficie M.
Portanto, os dois lados devem ser colados sem torcer: a curva E;
é de fato orientante.

No6s obtivemos uma boa imagem para M. Um amigo re-
comendou que eu mostrasse a melhor imagem de M; ©! Eu
desenhei em vermelho e azul o divisor excepcional.

Coragdes entrelacados

Encorajo o leitor a praticar os seguintes truques topolégicos:

Comece com uma cruz, cole os lados opostos sem torcer.
Corte a superficie resultante ao longo da cruz central, em outras
palavras, ao longo dos dois circulos. O resultado é um quadro
quadrado. Vocé teria adivinhado? Imagine um toro no espago
tridimensional e cave um quadrado nele. Em seguida, corte e
abra-o ao longo de um meridiano e um paralelo. Claramente, o
que resta é um quadrado com um buraco quadrado: um quadro
quadrado.

Surpreendentemente, este exemplo de uma cruz com lados
opostos identificados ja foi considerado por Gauss sob o nome
Doppelring. Em seu notavel artigo Gauss als Geometer, Stackel 74
relata uma conversa entre Gauss e Mobius. Gauss observa que
o Doppelring tem uma borda conexa. Mais interessante, ele ob-
serva que existem dois arcos disjuntos conectando dois pares de
pontos entrelagados na fronteira. Lembro que a impossibilidade
de tal configuracdo em um disco era o ponto crucial em sua

74 P. Stackel. Literaturberichte:
Materialien fiir eine wissens-
chaftliche Biographie von
Gaufs. Monatsh. Math. Phys.,
32(1):A5, 1922. Gesammelt
von F. Klein, M. Brendel und
L. Schlesinger. Heft V: C. F.
Gauf$ als Geometer. In Kom-
mission bei B. G. Teubner in
Leipzig, 1918.


https://archive.org/details/s2p4werkehrsgvon10gausuoft
https://archive.org/details/s2p4werkehrsgvon10gausuoft
https://archive.org/details/s2p4werkehrsgvon10gausuoft
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prova do Teorema Fundamental da Algebra.

Pegue novamente a mesma cruz e cole os lados opostos, agora
com uma torgdo. Corte a superficie resultante ao longo dos dois
circulos. O resultado é ...

Bem, depende de como vocé torceu. Como uma superficie
abstrata é bem definida: consiste de duas componentes conexas,
cada uma homeomorfo a um anel. No entanto, o modo como é
mergulhado no espago depende da tor¢do. Experimente!

O resultado mais impressionante ocorre quando ambos os la-
dos opostos da cruz sdo torcidos, mas de uma maneira diferente:
a esquerda e a direita, por assim dizer. Isso produz dois cora¢des
entrelacados.

Sobre este topico, o leitor
deve olhar para Tadashi
Tokieda apresentado em
Unexpected shapes no
Youtube (em duas partes). +

Finalmente, colando dois dos lados opostos com uma torgdo
e ndo os outros dois, n6és pegamos nossa faixa de Mobius blown-
up, com uma borda conexa. O que acontece quando o abrimos
ao longo dos dois circulos excepcionais? Isso é facil, pois o blow-
up é um homeomorfismo fora do divisor excepcional. N6s temos
algo como um homeomorfo em um disco perfurado. De fato,
também obtemos um quadro quadrado. Além disso, a maneira
como esse quadro é mergulhado no espago depende da torgéo.
Pratique esses truques topomaégicos!


https://www.youtube.com/watch?v=wKV0GYvR2X8&feature=youtu.be
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Blowing up mais pontos

Eu agora descrevo a situacdo quando mais pontos sofrem blow-
ups. E facil descrever a topologia da superficie resultante. Fazer
um blow-up em um ponto equivale a cavar um buraco na super-
ficie e a colar uma faixa de Mobius na borda. Dito de maneira
diferente, a operagdo de fazer um blow-up é equivalente a soma
conexa com um plano projetivo. Dadas duas superficies conexas

M; e M, sua soma conexa M #M, é obtida excluindo um disco
de cada uma delas e colando-os ao longo das bordas recém-
criadas. Como ja observamos que, quando deletamos um disco
em um plano projetivo, obtemos uma faixa de Mobius, o efeito
topolégico de um blowing up é a soma conexa com um plano
projetivo. Portanto, se fizermos um blow-up de um disco k ve-
zes em uma linha, a superficie resultante serd a soma conexa de
k planos projetivos menos um disco. Lembre-se de que qualquer
superficie ndo orientdvel e compacta com uma borda conexa
e homeomorfa a uma superficie desta forma, e também que o
namero 1 -k é conhecido como a caracteristica de Euler-Poincaré
da superficie. Veja por exemplo os livros 75 e 7°. No entanto,
essa é apenas uma descricdo parcial do resultado, uma vez que
ainda temos que descrever a posicdo e a natureza do divisor
excepcional. O tltimo ndo depende apenas de k, mas também
das escolhas dos k pontos sucessivos que sofreram blow-up.

Veja a bela escultura de Max Bill ilustrando este capitulo.
Um paragrafo do livro de Ton Marar 77 é dedicado a mostrar
que essa escultura representa uma soma conexa de trés planos
projetivos (menos um disco). Isso é explicado nas imagens a
seguir, extraidas deste artigo. O mesmo artigo contém outra
versdo da mesma superficie, inspirada no ja mencionado livro de
Francis (péagina 101).

Existe uma questao de
orientagdo sutil aqui. As  +
duas superficies perfuradas
podem ser coladas de duas
maneiras diferentes, uma
vez que o circulo do bordo
tem duas orientagdes. No en-
tanto, superficies orientaveis
tém homeomorfismos rever-
tando a orientagdo. Verifique
se isso implica em que a
soma conexa € de fato bem
definida entre superficies
conexa, orientaveis ou nao.

75S. Barr. Experiments in
topology. Dover Publications,
Inc., Mineola, NY, 1989.
Reimpressdo do original de
1964.

7 V. G. Boltyanskif and V. A.
Efremovich. Intuitive combina-
torial topology. Universitext.
Springer-Verlag, New York,
2001.

77'T. Marar. Aspectos
topoldgicos na arte concreta,
2004. Notas de um minicurso
da II Bienal da Sociedade
Brasileira de Matematica,
Salvador, UFBA.


http://www.bienasbm.ufba.br/M39.pdf
http://www.bienasbm.ufba.br/M39.pdf
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Colares de divisores

Ainda temos que descrever a topologia do divisor excepcional
dentro da soma conexa dos planos projetivos.

No primeiro passo, ndo hé surpresa: o divisor é a espinha
dorsal da faixa de Mobius.

Na segunda etapa, fazemos um blow-up de um ponto da faixa
de Mobius. O caso de interesse é quando fazemos um blow-
up em um ponto de E;, conforme discutido anteriormente. Os
gedmetras algébricos pensam na linha projetiva como uma linha
...e a desenham como uma linha, embora ela seja homeomorfa a
um circulo... Quando chegamos ao terceiro blow-up, podemos
escolher o ponto em Eq, ou em Ep, ou no cruzamento de E; e
E;. Em todos os casos, a superficie blow-up é uma soma conexa
de trés planos projetivos (menos um disco), isto é, a superficie de
Max Bill. No entanto, a localizacdo do divisor excepcional nesta
superficie ndo é a mesma. Como exercicio, o leitor deve tentar
(mentalmente) desenhar os trés possiveis divisores excepcionais,
diretamente na escultura.

A situagdo geral é agora facil de descrever. Combinatoria-
mente, as vdrias componentes do divisor excepcional sdo organi-
zadas como uma &rvore.

A cada blow-up, uma nova faixa de Mébius é anexada ao
colar anterior.

No entanto, isso altera a orientabilidade da faixa na qual a
nova faixa estd conectada.

Para perdoa-los, devo
lembrar que a linha projetiva
sobre os ntimeros complexos
é homeomorfa a uma esfera
de dimensédo 2 e a um
conjunto de Cantor no caso
dos nimeros p-adicos.



Para provar isso, considere uma curva fechada 7y em uma
superficie S. Deforme levemente 7 para algum +/, transversal a

7, e conte 0 nimero de pontos de interse¢do em y Ny’ modulo 2.

Isso é chamado de autointersecio de y. E igual a 0 ou 1 de acordo
com o fato de 7 ser orientante ou desorientante.

Agora vamos fazer um blow-up em algum ponto p de ¢ c S.
Escolha 7/ que também passa por p e deixe-nos aumentar a
imagem em p. As duas transformagdes estritas 7 e 7/ tém preci-
samente um ponto a menos de intersegdo que 7 e 9/, ja que as
tangentes em p sdo diferentes. Segue-se que a autointersecdo de
7 é igual a autointerse¢do de v menos (ou mais, ja que contamos
médulo 2!) um.

Vamos elaborar um exemplo: A imagem na margem ilustra
uma sucessdo de seis blow-ups. Os pontos grossos representam
os centros dos blow-ups. As retas representam as retas projetivas
(ndo esqueca que elas sdo na verdade circulos). As retas traceja-

das representam os novos divisores que aparecem em cada etapa.

Assim, as aplicagdes blow-down, representadas por setas para
baixo, estdo colapsando essas retas pontilhadas em pontos da
mesma cor. Retas duplas representam as componentes orientan-
tes. No final do processo, o divisor excepcional consiste em seis
circulos.

Agora podemos desenhar o colar correspondente, feito de
quatro faixas de Mobius e dois anéis. Os lados opostos das
seis faixas devem ser colados como sugere a figura. Vocé deve
verificar se a borda é de fato conexa, como deveria ser. V4 ao
redor da borda, seguindo os ntimeros de 1 a 12 e depois de volta
para 1.

Colagem

Aqui estd outra visdo do exemplo anterior:

Um topodlogo diria que esta superficie é obtida por meio da
colagem de vérias faixas de Mobius e anéis. Esta operagdo é
muito simples. Suponha que vocé tenha duas superficies S1, S»
com borda néo vazia. Escolha dois mergulhos i1,i; do quadrado
[-1,1]?> em Sy e S, de tal forma que as imagens i1 ({1} x [-1,1])
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.l
8

1 7 6 3 11 4



e ip([-1,1] x {+1}) encontram-se no bordo de S; e S, respectiva-
mente.

Agora, para cada (x,y) € [-1,1]?, identifique i1(x,y) e ir(x, y).
O resultado é a colagem de S; e Sp ao longo de i1,iy. Esta é uma
superficie com borda (e cantos que podem ser suavizados facil-
mente). Veja este artigo 78 para uma apresentagdo de algumas
variagdes em torno dessa construgao.

Vamos comegar agora com uma drvore planar enraizada. Para
cada vértice, pegue um anel ou uma faixa de Mobius. Agora
junte todas essas faixas de acordo com o diagrama dado pela
arvore. Cada faixa é colada para todas as faixas associadas aos
seus filhos na drvore, como na figura na margem. Note que o
anel e a faixa de Mobius admitem quatro homeomorfismos, per-
mutando lados opostos do quadrado, de modo que a operagao
de colagem de tal faixa é bem definida. O resultado final desta
colagem é uma superficie S com borda.

Cada faixa (anel ou faixa de Mobius) contém um circulo como
sua espinha dorsal. A unido desses circulos define um grafo
E c S que podemos chamar de divisor, mesmo que nosso S
ndo tenha sido necessariamente construido por uma sequéncia
de blowing ups. Existe uma projecdo 7 de S em E tal que a
imagem inversa 771(x) consiste em um arco se x for um ponto
regular de E e dois arcos intersectados de outra forma. Vamos
denotar por S/E o espago topoldgico obtido colapsando E para
um dnico ponto. Se S é o resultado de uma sequéncia de blowi-
ups, sabemos que S/E é um disco fechado e a projecdo de S para
S/E é a aplicagdo blowing down.

Exercicio: Mostre que o espago S/E é homeomorfo a um cone
cuja base é a unido disjunta de k circulos, sendo k o nimero de
componentes conexas da borda de S.

Em particular, o espago do quociente S/E é homeomorfo a um disco
se, e somente se, o bordo de S é conexo.

O exercicio a seguir fornece um critério simples que nos
permite verificar diretamente a partir do diagrama se a borda
de S é conexa. Isso é mais facil do que desenhar a figura em
uma folha de papel e seguir cuidadosamente a borda. A solugao
desse exercicio requer alguma compreensao da homologia das
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Pontos azuis correspondem
a faixas de Mobius e brancas
a anéis.

7 B. Ozbagci and P. Popescu-
Pampu. Generalized
plumbings and Murasugi
sums. Arnold Math. .,
2(1):69-119, 2016.

N\NZ4
2\

As fibras da projecdo 7 : S —
E.

Nao confunda 7t de S no
divisor E com a aplicagdo
blowing down ¥ de S para
S/E.


https://arxiv.org/abs/1412.2229
https://arxiv.org/abs/1412.2229
https://arxiv.org/abs/1412.2229
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superficies. Suponha que a arvore tenha n vértices. Considere

a matriz simétrica A de ordem 1, com os coeficientes em Z/27Z,
definidos da seguinte maneira: Defina a;; = 0 se o vértice i for um
anel e a;; = 1 se for uma faixa de Mobius. Se i # j, defina a;; = 1 se
os vértices i, j forem adjacentes na arvore e 0 caso contrério.

Exercicio: Mostre que a borda de S é conexa se, e somente se, a
matriz A for invertivel (sobre Z/27).

Sugestdo: Verifique o seguinte:

* Ainjecdo E c S e a projegdo 7 : S - E induz isomorfismos
inversos entre H1(S,Z/27Z) e H\(E,Z/2Z).

* Uma base de H;(E,Z/2Z) é dada peles espinhas dorsais das
n faixas.

e A forma de interse¢do simétrica em H;(E,Z/2Z) é dada pela
matriz A.

* O nucleo da forma de intersegdo é a imagem de H;(9S,Z/2Z)
em Hi(S,Z/27Z).

O cone em dois circulos.
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Colando duas faixas de
Mobius:
uma garrafa de Klein.
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Um microscépio de 1882 . +



Resolugio de singularidades

NOSs VAMOS UTILIZAR UM MICROSCOPIO PARA ANALISAR A
NATUREZA DAS SINGULARIDADES. Provaremos um teorema que
é essencialmente devido a Max Noether 79.

Fazendo blowing up em um ramo

Considere algum ponto singular de uma curva analitica real
plana definida por uma equagdo do tipo F(x,y) =0.

Suponhamos que encontramos um ramo real dessa curva, ou
seja, uma solugdo da forma

x=xt" y=Y gt
k>1

Vamos olhar para o conjunto I ¢ IN ¢ Z dos inteiros k tais que
ar # 0. N6s podemos sempre assumir que o maximo divisor
comum dos elementos de I é igual a 1. Em outras palavras, o
subgrupo de Z gerado por [ é Z.

Seja p > 1 o menor inteiro tal que 4, # 0.

Se u < m, a série y/x “tende ao infinito” quando ¢ tende para
0, o que geometricamente significa que o eixo vertical x = 0 é
tangente ao ramo na origem.

Se i > m, a série y/x “tende para 0” quando t tende para 0,
0 que geometricamente significa que o eixo horizontal y = 0 é
tangente a0 ramo na origem.

Se y = m, a reta tangente ao ramo na origem é y = a,,x.

Agora, seguindo Newton, nés olhamos para y como uma

7 M. Noether. Rationale
Ausfiihrungen der Opera-
tionen in der Theorie der
algebraischen Funktionen.
Math. Ann., 23:311—358, 1883.

Max Noether (1844-1921). +


http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002247968
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002247968
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002247968
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002247968
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Noether_Max.html
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“fun¢do” de x. Nos estamos mais interessados na curva F(x,y) =
0 e, assim, podemos permutar os papéis de x e y.

Entdo, sempre podemos assumir que y > m.

De fato, podemos definir T como alguma p-ésima raiz de
Y= Zisp a;t* de modo que T é uma série de poténcia em t. N6s
invertemos os papéis de x e y e temos que agoray = t# e x é
uma série de poténcias inteiras de T.

Se 0 nosso ramo for singular, i.e. se m > 1, nés procedemos
como se segue.

1. Seja B1 o menor inteiro em I que ndo é mdltiplo de m.

2. Seja 2 o menor inteiro em I que ndo pertence ao grupo
gerado por m e B;.

Continuando nesse caminho, vocé obtém uma familia de
inteiros em I gerando Z. Isso define uma sequéncia de inteiros

m < By < Po << Bg. Essa lista € a caracteristica de Puiseux do ramo.

Mais uma vez, Puiseux ndo é responsével por essa defini¢do, que
foi introduzida por Halphen e Smith 8°. Pobre Puiseux!

Nos agora vamos analisar o efeito de um blow-up sobre o
nosso ramo. Perceba que na pratica olhamos para as coordena-
das (x,y1) onde y1 = y/x que é a inclinacdo da reta passando pela
origem e pelo ponto (x,y). Nessas coordenadas (x,y1), temos:

yi =t
k2p

x =+t

A divisdo euclideana de 1 por m revela que

B1=mg+m; com O0<my<m

Assim,

x = +t™ Y1 =y + app ™+ + aqmt(”’_l)m + > aptcm

k=P
Agora, se definirmos vy, = y1 — a,;, segue que

x = +t" Yo = agyt™ + - +aqmt(q_1)m + > k"

k=1

Esse procedimento pode
parecer complicado. E muito
semelhante ao algoritmo

de Euclides. .. Dados dois
inteiros positivos 0 < a < b,
subtraindo a de b obtemos
a,b-a.Se0<a<b-a,
continuamos o processo

e obtemos a,b — 2a. No6s
continuamos enquanto o pri-
meiro inteiro for menor que
o segundo. Isso nada mais

é do que a divisdo euclide-
ana de b por a. Entdo, nés
permutamos os dois inteiros
e continuamos o processo.
O algoritmo termina ap6s
um numero finito de passos,
quando o segundo inteiro
for igual a 0. Nesse passo
final, o primeiro ntimero é o
m.d.c de a e b. Por exemplo
(6,9) = (6,3) - (3,6) ~
(3,3) = (3,0). No caso da
nossa situagdo, que é mais
complicada, podemos pro-
ceder no mesmo caminho,
fazendo blowing up quantas
vezes forem necessarias e
ainda podemos permutar

0s papéis de x e y e nds
continuamos. ..

% E. R. Garcia Barroso,

P. D. Gonzélez Pérez, and
P. Popescu-Pampu. Variati-
ons on inversion theorems
for Newton-Puiseux series.
Math. Ann., 368(3-4):1359—
1397, 2017.


https://arxiv.org/abs/1606.08029
https://arxiv.org/abs/1606.08029
https://arxiv.org/abs/1606.08029
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e n6s podemos fazer um blow-up novamente se g > 2. Fazendo
um blow-up g vezes, finalmente obtemos:

k—
Yo = D, at ™.
k=py

x =+t

Como B1 —gm = my <m, o eixo vertical é tangente a essa curva na
origem. Como antes, nés permutamos papéis das duas coordena-
das e, entdo,

x=Y bt
k>1

yg = =T

Em outras palavras, apés um certo ntiimero de blow-ups, obte-
mos uma nova curva com multiplicidade m; < m. Continuando
nesse caminho, apés um ntimero finito de passos, obtemos uma
curva suave.

Provamos, portanto, o seguinte:

Teorema. Seja C um ramo de alguma curva analitica F(x,y) = 0 na
vizinhanga da origem. Entdo, a transformagio estrita de C por uma
apropriada sucessdo de blow-ups é uma curva suave.

Blowing up em todos os ramos

Em uma vizinhanga da origem, a curva F(x,y) = 0 consiste de
varios ramos. Nos jd aprendemos a desingularizar cada um
desses ramos, mas as muitas curvas suaves que obtemos podem
estar em uma situagdo relativa bastante complicada. N6s ainda
temos que fazer mais blow-ups para desvendar as cordas.

Usando o teorema anterior, podemos desingularizar todos os
ramos, um por um. Temos

— uma aplicagdo blow-down ¥ de alguma superficie S para a
vizinhanga da origem,

— um divisor excepcional E c S mapeado na origem por ¥,
tais que a transformada estrita de nossa curva é a unido de um
certo nimero de curvas suaves. Cada uma delas intersecta o
divisor excepcional em um tinico ponto.

Se todos esses pontos sdo distintos, nosso trabalho é finali-
zado: nds teremos desingularizado a nossa curva singular F = 0
em uma unido de curvas suaves disjuntas.

Estritamente falando, n6s
apenas definimos o blowing
up para superficies reais.
Também poderiamos definir
blowing ups semelhantes
sobre os ntimeros complexos.
Nesse caso, o resultado de
uma sucessdo de blow-ups
seria uma superficie holo-
morfa (isto é, de dimenséo
complexa 2), que contém
um divisor excepcional,
agora uma unido de linhas
projetivas complexas que se
cruzam transversalmente.
Poderfamos até mesmo
definir essas operagdes de
blowing up no contexto de
superficies algébricas em
qualquer corpo. A maior
parte deste capitulo se adap-
taria literalmente a esse caso
geral.

Em dimensao 3 ou mais,
a desingularizagdo é muito
mais sutil e os blow-ups
ndo sdo suficientes. Hiro-
naka provou, em 1964, que
qualquer variedade algé-
brica sobre um corpo de
caracteristica zero pode ser
desingularizada. Sempre
foi dito que essa prova é
um tour de force que é muito
dificil de digerir. No en-
tanto, em suas palestras de
2007 sobre a resolugao de
singularidades (Princeton
University Press), J. Kollar
escreve que “A persistente
percepgdo de que a prova é
muito dificil divergiu gradu-
almente da realidade. ...é
possivel provar a resolugdo
nas duas udltimas semanas
de um curso de geometria
algébrica inicial”. Entdo, por
que néo tentar ler Kollar?
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A tinica tarefa que ainda temos que fazer é lidar com um
certo nimero de curvas suaves, passando pelo mesmo ponto p no
divisor excepcional. Observe que algumas dessas curvas podem
ser tangentes ao divisor.

O ponto p pode pertencer a uma ou duas componentes de
E. Adicione esta ou estas componentes a lista de nossas curvas
suaves que passam por p. Escolha as coordenadas locais (x,¥)
na vizinhanca de p tais que as equagdes das curvas suaves
sdo y = fi(x) onde os f; sdo séries de poténcias convergentes
distintas.

Entao, fazemos um blow-up novamente, introduzindo uma
nova linha projetiva. As transformadas estritas de todas as
curvas permaneceram suaves e cruzardo a nova componente
do divisor num ponto correspondente as derivadas dos f; na
origem.

Duas curvas podem ser tangentes na origem, isto é, dois
fi podem ter a mesma derivada em 0, mas podemos fazem
um blow-up novamente. Nesse processo, separaremos os f;
por alguns de seus polindmios de Taylor. Eventualmente, o
resultado é uma colegdo de curvas suaves que sdo disjuntas e
transversais. Podemos até assumir que a colecao final de curvas
s6 intersectam o divisor em pontos regulares, ou seja, ndo na
interse¢do de dois circulos.

Vamos provar o teorema de Noether:

Teorema. Seja C uma curva analitica na vizinhanga da origem. Entdo,
a transformada estrita de C sobre uma sucessio apropriada de blow-
ups é uma unido disjuntas de curvas suaves de curvas transversais ao
divisor excepcional.

Transformagoes quadrdticas

Max Noether estava trabalhando no contexto global de curvas
algébricas e ndo de singularidades locais de curvas analiticas,
como discutimos. Seu microscépio era ligeiramente diferente e é
chamado de Transformagio quadrdtica.

Introduzimos primeiro o grupo Cremona do plano projetivo
P?(K) sobre algum corpo K 81. E o grupo de automorfismos

\

\

As curvas vermelha, azul

e verde sdo tangentes ao
divisor em preto. Trés blow-
ups produzindo um (novo)
divisor.

Isto é um desvio. +

81G. Cantat. The Cremona
group in two variables.

In European Congress of
Mathematics, pages 211-225.
Eur. Math. Soc., Ziirich,
2013.


https://perso.univ-rennes1.fr/serge.cantat/Articles/ecm.pdf
https://perso.univ-rennes1.fr/serge.cantat/Articles/ecm.pdf
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do corpo K(x,y) de fungdes racionais em duas varidveis. Tal
automorfismo é completamente definido por duas fungdes
racionais f(x,y),g(x,y) que sdo as imagens de x e y. Duas
fungdes f, g definem um elemento do grupo de Cremona se
a transformacéo (x,y) -> (f(x,y),8(x,y)) é um isomorfismo
biracional.

As transformagdes projetivas em PGL(3,K) sdo isomorfismos

birracionais do plano, mas o grupo de Cremona é muito grande.

Um exemplo tipico é a involugdo quadratica

o:(x,y) - (1/x,1]y)

Que se pode ver também em coordenadas homogéneas [x:y : z]

o:[x:y:z]->[yz:zx:xy].
Esta involugdo ndo é definida nos trés pontos [1:0:0], [0:1:0]
e [0 : 0 : 1]. Além disso, ela colapsa a reta que contém dois
desses pontos para o terceiro ponto. Longe das trés retas, o é
uma bijegdo e até mesmo uma involugdo. Note também que
[1:1:1] é um ponto fixo de ¢.

Se A, B,C, M é uma base projetiva de PZ(K) (i.e. nenhum
de trés sdo colineares), existe uma transformagcao projetiva ¢
enviando-os para [1:0:0],[0:1:0],[0:0:1]e[1:1:1]. O
conjugado ¢! o0 o ¢ é a transformagio quadrdtica associada ao
triangulo A, B, C (e ponto fixo M).

Max Noether usou esses mapas em vez dos blow-ups que
utilizamos.

A vantagem é que toda a discussdo é feita no plano projetivo
sem ter que introduzir uma nova superficie. A desvantagem é
que ¢ é um blow-up e um blow-down ao mesmo tempo. Ele co-
lapsa retas e blow-up pontos de modo que ao resolver algumas
singularidades, cria novas.

Noether mostrou que ¢ e PGL(3,K) geram todo o grupo
Cremona.

Comece com uma curva algébrica definida por alguma equa-
¢do polinomial P(x,y) = 0. Escolha um ponto singular A e
selecione dois pontos B, C que nédo estejam na curva e tal que
as linhas AB, BC,CA intersectem a curva algébrica transver-
salmente (exceto em A). Entdo, considere a imagem da curva

Luigi Cremona
(1830-1903). +

A involugao quadrética
mapeia o pincel de linhas
através de M para o pincel
de conicas passando por
A,B,C,M.



http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Cremona.html
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por uma transformacdo quadratica associada a A, B, C (e algum
ponto fixo M que néo é relevante). No ponto A fizemos um
blow-up. As outras interse¢des da curva com AB, BC,CA pro-
duzem curvas suaves que se cruzam transversalmente. Entao,
podemos fazer um blow-up quantas vezes quisermos, ao custo
de introduzir vérios pontos onde as curvas suaves se cruzam
transversalmente.

Essa é a maneira como Noether expressou seu teorema:

Teorema. Qualquer curva algébrica pode ser transformada sob um
automorfismo de Cremona adequado em outra curva cujas inicas
singularidades sdo ordindrias, isto é, consistem em alguns ramos
suaves que se cruzam transversalmente.

Ha outra involugdo famosa no plano: a inversdo. Ha 60 anos,
todos os alunos do ensino médio estavam familiarizados com ela.
Os livros-textos estavam cheios de exercicios do seguinte estilo:

pegue seu teorema favorito em geometria plana, transforme-o \‘
por inversdo e produza um novo teorema. A defini¢do é muito
simples.

Escolha um ponto P no plano euclideano, chamado de polo

de inversdo. Todo ponto Q é enviado por inversdo num ponto 705G - 1
Q' tal que P, Q, Q" estdo numa mesma reta e tal que o produto

PQ - PQ’ = 1. Essa involugéo néo é definida para o polo P,
transforma circulos ndao contendo P em circulos, e circulos
contendo P em retas ndo contendo P. Se escolhermos P como
sendo a origem do plano complexo, essa transformagcdo é dada

explicitamente por ze C* — 1/z e C*. o R g

Por exemplo, considere o teorema que todas as criancas
francesas chamam de relagdo de Chasles: Por 3 pontos Q’, R, S’

numa reta orientada, tem-se que Q'R’ + R’S’ = Q’S’. Aplicando a
inversdo a esse teorema, vocé pode obter o teorema de Ptolomeu: p
P

“Seja PQRS um quadrildtero convexo inscrito num circulo. Entédo,
a soma dos produtos dos dois pares de lados opostos é igual ao
produto das suas duas diagonais.”
Acontece que a inversdo é um caso especial de transforma-
¢do quadrética. Para o primeiro vértice A do nosso tridngulo, QR-SP+PQ-RS=PR-QS.
escolhemos o ponto [0 : 0 : 1] em P?(R), que é a origem do
plano R?, ponto 0 € C. Para o segundo e o terceiro vértices, B,C,
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vamos escolher os chamados pontos ciclicos: aqueles pontos que
costumavam ser famosos entre os alunos, que sdao a0 mesmo
tempo no infinito e imagindrio. Mais precisamente, eles sdo os
pontos [1:i:0] e [1:—i:0](ié+/~1). Eles sdao chamados cicli-
cos visto que todos os circulos no plano euclideano passam por
esses pontos. Para um ponto fixo M, escolha, por exemplo, o
ponto [1:0:1],ie., 0 ponto 1 € C. Eu lhe encorajo, meu leitor, a
mostrar que a transformacdo quadratica nesse caso é justamente
a inversdo. Isso pode ser verificado diretamente ou usando ge-
ometria projetiva classica. Observe que a imagem de uma reta
por uma transformacdo quadratica é uma conica que passa pelos
trés vértices do triangulo. Note também que qualquer conica que
passa pelos pontos ciclicos é um circulo. Aprecie a prova!

Vamos elaborar um exemplo

Considere a curva cuja equacio é x* + x?y% - 2x%y — xy* + y* = 0.
Essa é uma curva de Euler, que faz parte das curvas ranfoides,
que serdo discutidas mais tarde, com uma ctiispide de segunda
ordem. Vamos escolher um tridngulo (azul) com um vértice no
ponto singular e transversal a curva em qualquer outro lugar.

Vamos realizar uma transformacéo quadratica.

O resultado é mostrado na imagem da direita acima (que eu
ampliei). O ponto singular da curva ranfoide sendo localizado
em um vértice, a transformagdo se comporta como um blow-up
na vizinhanca deste ponto. Nesse vértice é feito um blow-up

Mais precisamente, eu deve-
ria falar de complexificagio de
circulos, mas essa complexi-
ficagdo era sempre implicita
no passado. O conjunto

dos trés pontos [0 : 0 : 1],
[T:i:0]e[1:-i:0]estd
contido em P?(C) e ndo

em P%(R), mas a involugéo
correspondente em P?(C)
preserva P2(R) e induz a
inversdo no plano real eu-
cideano, considerado como
o complemento da reta no
infinito em P2(R). Verifique!
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para o lado oposto do tridngulo. No entanto, a singularidade é
muito profunda para ser resolvida no primeiro passo. A nova
curva ainda tem um ponto singular em um vértice (algum outro).
Cada lado no triangulo é colapsado para o vértice oposto e isso
cria um ponto duplo na origem.

Portanto, escolhemos outro tridngulo (maior e verde) com um
vértice no ponto singular, como mostrado na préxima imagem.
Aplicamos uma vez mais a correspondente transformada qua-
drética. O resultado é mostrado a direita. A nova curva ainda é
singular no canto inferior esquerdo, enquanto os outros vértices
sdo pontos duplos comuns.

No6s escolhemos algum outro tridngulo (roxo). Uma outra
transformada quadrética leva finalmente a uma curva cujas
Unicas singularidades sdo interse¢des transversais de curvas
suaves.

XT—

O teorema de Noether é indiscutivelmente belo, mas essas
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singularidades ordindrias ndo sdo tdo simples afinal. O exercicio
seguinte mostra que n curvas suaves que se cruzam transversal-
mente ainda contém muita informacgao.

Exercicio (ndo tdo fdcil): Suponha que vocé tenha um ntmero
finito n de curvas analiticas suaves que se cruzam transversal-
mente em um ponto. Mostre que para n = 1,2,3,4 pode-se
encontrar um difeomorfismo analitico local do plano enviando-
os para n retas no plano. Mostre que isso ndo é necessariamente
verdadeiro quando n > 5. Vocé pode descrever o espago de moduli
de n curvas suaves transversais, ou seja, 0 espago quociente sob
difeomorfismos locais?

Ha uma outra abordagem: Considere o espago tangente ao es-
paco projetivo P?(K) de dimensio d sobre um corpo K. Pode-se
projetivizar esse espaco tangente para produzir uma variedade
algébrica de dimenséo 2d -1, que pode, portanto, ser mergu-

lhada em algum espaco projetivo de maior dimensao P2(24-1+1,
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Dada uma curva algébrica C em P4(K), pode-se tomar o fecho Uma variedade algébrica

(Zariski) do conjunto de suas linhas tangentes em pontos regula-
res. Isso produz uma outra curva algébrica C; em algum outro mergulhada em algum

projetiva suave de dimensdo
k pode ser, por definicdo,

espacgo projetivo de dimensdo d;. Repetindo o processo, obtém-se espaco projetivo de alguma
dimensdo. Pode-se entdo

finalmente uma curva mergulhada suave C, em um espago pro-

projetd-lo genericamente

jetivo de alguma dimenséo alta d,. Agora escolha uma projecao em um subespago projetivo

genérica para uma curva em P?(K). Terminamos com uma curva .
produzir esse mergulho.

C que é suave com um ntimero finito de pontos duplos ordindrios.
Teorema. Qualquer curva algébrica é birracionalmente equivalente a
outra curva cujas vinicas singularidades sdo pontos duplos comuns onde
dois ramos lisos se cruzam transversalmente.

Podemos ser otimistas e esperar que qualquer curva algébrica
planar seja birracionalmente equivalente a uma curva planar
suave, mas isso estd longe de ser verdade. O género de uma
curva suave planar de grau d é (d -2)/2 de modo que se uma
curva algébrica tiver um género que nao seja um inteiro dessa
forma, os pontos duplos sdo obrigatdrios.

Poderiamos ser menos otimistas e esperar que qualquer
curva algébrica possa ser transformada em alguma curva cujas
singularidades sejam pontos duplos comuns usando alguma
transformacgéo de Cremona. Infelizmente, isso também n&o é

com dimensado 2k + 1 para
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verdade. A equivaléncia birracional fornecida pelo teorema
anterior pode nao ser induzida por alguma transformacao de
Cremona 52 (pagina 42).

Para uma apresentagdo moderna de todos esses conceitos,
eu recomendo os livros de Wall e Dolgachev 83 8 e, para uma
verso tradicional, o livro de Semple e Roth 85.

8 1. V. Dolgachev. Classical
algebraic geometry. A modern
view. Cambridge UP, 2012.

8 C. T. C. Wall. Singu-

lar points of plane curves,
volume 63 of London Mathe-
matical Society Student Texts.
Cambridge UP, 2004.

7. G. Semple and L. Roth.
Introduction to algebraic
geometry. Oxford Science
Publications. The Clarendon
Press, Oxford University
Press, New York, 1985.
Reimpressdo do original de
1949-


https://arxiv.org/abs/math/0508332
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Projecdes de uma curva do
espago nos trés planos de
coordenadas.

Acht Draht-Modelle iiber die
Abhiingigkeit der Riickkeh-
relemente der Projectionen
einer unebenen Curve von
denen der Curve selbst (1884).
Geometric Models collection,
Karazin Kharkiv University.

+


http://touch-geometry.karazin.ua/m/singularities-of-space-curves
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Um toro de Clifford pre-
enchido com os chamados
circulos de Villarceau. Cada
um destes circulos é a inter-
secdo de alguma reta em C2
(passando pela origem) com
a esfera unitéria S° (e proje-
tado estereograficamente no
espago tridimensional).



A esfera de dimensdo 3 e a fibragio de Hopf

Um mundo complexo?

DEMOROU MUITO TEMPO ATE QUE NUMEROS COMPLEXOS
PUDESSEM SER ACEITOS PELOS MATEMATICOS COMO NUMEROS
GENUINOS.

Com o surgimento da algebra, as raizes complexas das equacoes
reais clamaram mais e mais insistentemente por reconhecimento.

Estas sdo as palavras de Coolidge em seu maravilhoso livro 8

descrevendo o lento surgimento da geometria complexa na
matematica. Como vimos, Gauss foi um dos mais importantes pi-
oneiros, pensando em um nimero complexo como um ponto no
plano. Visualizar C? foi muito mais dificil, pois tem dimensao 4
em relacdo aos ntimeros reais e apenas visiondrios poderiam ima-
ginar a quarta dimensdo durante o século XIX. Muitas tentativas
malsucedidas sdo explicadas no livro de Coolidge.

Mesmo Riemann, com seu conceito revoluciondrio agora cha-
mado de “superficie de Riemann”, teve que “mergulhar” algumas
superficies no espaco de dimensdo real 3, exibindo algumas

With the rise of algebra,
the complex roots of real
equations clamoured more
and more insistently for
recognition.

7. L. Coolidge. Geome-
try of the complex domain.
Clarendon Press, Oxford,
1924.

Um modelo a la Riemann
de Gottinger Sammlung
mathematischer Modelle
und Instrumente.


https://archive.org/details/geometryofcomple00cool
https://archive.org/details/geometryofcomple00cool
http://modellsammlung.uni-goettingen.de
http://modellsammlung.uni-goettingen.de
http://modellsammlung.uni-goettingen.de
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estranhas linhas onde a superficie se autointersecta, de alguma
forma virtual. O minimo que se pode dizer é que a geometria
sobre os nimeros complexos carregava algum ar de mistério.

No entanto, ficou progressivamente claro que a geometria
complexa ndo é nada complexa, e que é de grande ajuda para
a compreensdo do dominio real. A seguinte citacdo de Paul
Painlevé, em 1900 87 ¢ um bom exemplo.

Parece que, entre duas verdades do dominio real, o caminho mais
facil e mais curto passa muitas vezes pelo dominio complexo.

Atualmente a geometria complexa é melhor compreendida. A
grosso modo, existem dois tipos de abordagens.

A primeira consiste em usar formalmente ntimeros complexos,
como elementos de algum corpo algebricamente fechado, sem
qualquer tentativa de visualiza-los. Isso tem sido muito eficiente
na geometria algébrica moderna e, de fato, as propriedades algé-
bricas de C sdo incrivelmente poderosas. A desvantagem é que
as perguntas originais, vindas de ntimeros reais, sdo geralmente
esquecidas. A histéria de um famoso gedmetra algébrico em
uma palestra sobre variedades Abelianas (complexas) mostra
bem a realidade (ou a nédo realidade). Depois de sua apresen-
tagdo, no final de sua palestra, surgiu uma pergunta sobre as
variedades abelianas reais. O palestrante ficou surpreso e demo-
rou algum tempo até responder com seriedade:

Desculpe, nunca pensei em realidade!

A segunda abordagem consiste em construir figuras, proje-
¢Oes, se¢des etc. Mais importante, tenta-se desenvolver alguma
intuicdo sobre espagos de dimensdes altas, baseada em alguma
analogia. Topdlogos e gedmetras modernos ndo tém mais medo
de objetos em C? e até os consideram muito concretos. Neste
capitulo, tentamos desenvolver algumas dessas intuicdes.

De acordo com uma estéria circulando na internet, Sophus Lie
teria dito:

A vida é complexa porque tem uma parte real e uma parte
imaginaria.

87 P. Painlevé. (CEuvres de Paul
Painlevé. Tome I. Editions

du Centre National de la
Recherche Scientifique, Paris,
1973. Analyse des travaux
scientifiques, pages 72-73.

1l apparut que, entre deux
vérités du domaine réel, le
chemin le plus facile et le plus
court passe bien souvent par le
domaine complexe.
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é dificil acreditar que um matematico tdo sério tenha dito tal
coisa.

A esfera redonda de dimensio 3

Na maioria das vezes, os gedmetras desenham uma reta no
quadro-negro quando eles querem significar P!(C) em P?(C),
mesmo sabendo que P!(C) é uma esfera de dimensao 21 (Ri-
emann) e que P?(C) é uma variedade de dimenséo 4 nao-
contractil, que ndo tem muito em comum com um quadro-negro.
Eles frequentemente desenham um circulo no plano quando eles
querem se referir a uma esfera de dimensio 3 em C2. Eles dese-
nham um ramo real de uma curva P(x,y) = 0, mesmo sabendo
que a topologia real sobre os nliimeros complexos é muito mais
rica.

Usamos essas “figuras erradas”, pois elas sdo muitas vezes a
tnica aproximagdo possivel da “realidade” no mundo complexo.
Nosso objetivo é fornecer uma descricdo, tdo visual quanto

possivel, da vizinhanc¢a de um ponto em uma curva analitica
F(x,y) = 0 em C2. Aqui x e y sdo ntimeros complexos x1 +ix;
e y1 +1y2 € X1,X2,Y1,Y2 sa0 nimeros reais. A curva é realmente
dada por duas equacdes

R(F(x1 +ixp,y1 +1iy2)) = I(F(x1 +ixg,y1 +iy2)) =0

em R*, de modo que, do ponto de vista dos ntimeros reais, nossa
curva é uma superficie. A ideia muito natural é cruzar nossa
curva/superficie com uma pequena esfera de dimensao 3, de
raio € e esperamos ver algo de dimensdo 1 (sobre os reais).

Portanto, comegamos com uma descri¢do da esfera de dimen-
sdo 3. A interse¢do de nossa curva com a esfera serd exibida
posteriormente.

Existem vérias maneiras de visualizar a esfera unitaria de
dimensdo 3

g’ {(y) eC | xP+lyP =1}

= (G ) e R [ oG+ 5 4yt +y5 =1}

Poderiamos primeiro usar a projegio estereogrdfica. Escolha

165
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por exemplo o ponto N = (0,0,1,0) ¢ R* como o polo norte
de S3 e projete a partir de N para o plano tangente no polo
sul (0,0,-1,0) € R* O ponto (xq,x2,Y1,Y2) € 53¢ mapeado
para (u,v,-1,w) de modo que os pontos N, (x1,X2,Y1,12) €
(1,v,-1,w) estdo alinhados. Na férmula,

2x 2x 2
IT: (x1,%2,¥1,42) €S2~ {N} = (1_;1, 1_;1, 1_y;1) e R3.

A esfera menos um ponto pode, portanto, ser representada como o
espaco comum de dimensdo 3. Algumas simetrias sdo perdidas,

no entanto, desde que o polo norte seja completamente arbitrario.

Essa é uma boa oportunidade para recomendar o famoso livro 38

sobre a imaginagdo na geometria. Eu também recomendo o
video Dimensions.

As seguintes propriedades da projecdo estereografica sao bem
conhecidas:

* a projecdo é conforme e sua diferencial em qualquer ponto é
uma semelhanga.

* aimagem de um circulo na esfera de dimensdo 3 é um circulo
no 3-espaco (ou uma reta se o circulo original passar pelo polo
norte).

Projetando Bernhard
Riemann esterografica-
mente.

+

8 D. Hilbert and S. Cohn-
Vossen. Geometry and

the imagination. Chelsea
Publishing Company, New
York, N. Y., 1952. Traduzido
por P. Neményi.

De acordo com alguns histo-
riadores, estas propriedades
foram estabelecidas (no caso
bidimensional) por Hiparco,
a quem ja conhecemos neste
livro.


http://www.dimensions-math.org
http://www.dimensions-math.org
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O grupo SO(4) de rotagdes positivas da esfera S® pode, portanto,
ser visto como um grupo de difeomorfismos conformes R® U {oo}.

O grupo de difeomorfismos conformes da esfera de dimensao
n é realmente muito maior que SO(n + 1), pois é ndo compacto.
Por exemplo, R"*2 pode ser equipado com a forma quadratica
de assinatura (n+1,1) dada por g = x3 + -+ +x2,, - x2,,, de
forma que a esfera de dimensdo n possa ser interpretada como
a intersecdo do cone isotrépico g = 0 com o hiperplano x,,, = 1.
Equivalentemente, a esfera de dimensao n pode ser pensada
como o espago das retas isotrépicas. O grupo ndo compacto
SO(n +1,1) induz uma ag¢do conforme na n-esfera.

A geometria conforme das esferas é muito rica.

Deixe-me mencionar apenas duas propriedades: Qualquer di-
feomorfismo conforme entre dois abertos conexos em uma esfera
de dimensdo de pelo menos 3 é a restricdo de um difeomorfismo
conforme global (o teorema de Liouville). Isto estd em forte
contraste com o caso da dimens&o 2 no qual os difeomorfismos
conformes coincidem com difeomorfismos holomorfos ou anti-
holomorfos, e a paisagem matemadtica seria muito menos bela se
as aplica¢des holomorfas se reduzissem aos automorfismos de
Mobius (az +b)/(cz +d) da esfera de Riemann.

Se o grupo conforme de uma variedade Riemanniana é nido
compacto, essa variedade é conforme com a esfera ou com o
espago euclideano. Este é o teorema de Obata e Lelong-Ferrand.

Eu me abstenho de continuar nessa diregdo, pois nés poderia-
mos facilmente nos perder e nunca mais voltar do nosso passeio
matematico. Eu recomendo o livro de Berger 89 assim como o
seu vasto panorama 9. Para o leitor interessado em apresenta-
¢Oes antigas, o livro de Coolidge 9* ¢ lindo.

A esfera de dimensdo 3 “quadrada”

Como x> +|y|*> = 1, a esfera de dimenséo 3 pode ser dividida em
duas partes Ty, T, definidas por

T ={(xy) eS| A7 <1/2} e T={(xy) eS| |y <1/2}.

Uma vista conforme de Paris.
+

% M. Berger. Geometry
I. Universitext. Springer-
Verlag, Berlin, 2009.

% M. Berger. Geometry
revealed. A Jacob’s ladder

to modern higher geometry.
Springer, Heidelberg, 2010.

9 ]. L. Coolidge. A treatise
on the circle and the sphere.

Clarendon Press, Oxford,

1916.

Quadrando o circulo?


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Stereographic_projection_of_Paris.jpg
https://archive.org/details/treatiseonthecir033247mbp
https://archive.org/details/treatiseonthecir033247mbp
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A intersecdo de T e T, é um toro de Clifford parametrizado por

(6,9) € (]R/27TZ)2 ~ (\éi exp(if), \ézexp(i(p)) €S,

Quanto a T; e T, eles sdo toros sélidos, parametrizados por um
produto de um disco unitério D? em C e um circulo.

Y

(z,¢) € D> x (R27Z) (222 2

1- Zzexp(iq))) €Ty c§®

|2

(6,2) € (R/27Z) x D* ( 1- o

exp(if), \fz) €T, cS.

A esfera de dimensdo 3 é, portanto, a unido de dois sé6lidos toros,
colados ao longo de suas bordas. Os meridianos de dT;, ou seja,
os circulos que enlacem um disco em T; sdo colados a paralelos

de 9T,, que ndo sdo bordas de um disco em T, e reciprocamente.
N6s também poderiamos usar a “bola quadrada”

D?xD?={(x,y) eC?|x|<1e |yl <1}.

Seu bordo consiste em dois toros sélidos T] = {|x| < 1ey| = 1}

e Ty = {|x| = 1Tely| < 1}. Usando a projecdo radial, os dois
toros sélidos Ty, T, sdo identificados com Tj, T;. Frequentemente
é mais conveniente usar a esfera quadrada, ja que podemos
desenhar figuras no toro solido sem ter que usar a projecdo
estereografica. Esta ideia simples, mas muito ttil, é devida a
Kéhler 92.

A esfera de dimensio 3 é muito redonda

William Thurston 93, um dos mestres do aspecto visual da ma-
temadtica, costumava dizer que a esfera de dimenséo 3 é “mais
redonda” do que as outras esferas. Ele tinha em mente o fato
importante de que o grupo SO(n +1) ndo é um grupo simples se,
e somente se, 11 = 3 (e, claro, nn = 0,1). Isso esta relacionado ao que
foi chamado na antiga literatura de paralelismo de Clifford.
Lembre-se de que os quatérnios sdo expressdes formais da
forma q = x1 +ix + jy; + ky2 em que xq, X, Y1, Y2 S40 nimeros

92 E. Kéhler. tiber die Verzwei-
gung einer algebraischen
Funktion zweier Veranderli-
chen in der Umgebung einer
singuldren Stelle. Math. Z.,
30(1):188-204, 1929.

9 W. P. Thurston. How to
see 3-manifolds. Classical
Quantum Gravity, 15(9):2545—
2571, 1998. Topology of

the Universe Conference
(Cleveland, OH, 1997).

Uma captura de tela de
Knots to Narnia. William
Thurston (1946—2012)
mostra que quando ele d4
um no, ele chega “em outro
lugar”. Este video vintage
do YouTube é obrigatério. +


http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002371154
https://www.youtube.com/watch?v=IKSrBt2kFD4
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reais e os simbolos formais i, j, k satisfazem ij = —ji = k; jk = —kj =
i;ki = —ik = jei® = j> = k* = 1. Isso define uma algebra de
divisdo ndo comutativa IH. O conjugado 7 de g é definido como
X1 -ixp - jy1 —kyz e a norma N(q) é o produto g7 = x3 +x3 + 3 + /3.
Essa norma é multiplicativa, ou seja, N(q142) = N(g1)N(g2) e o
inverso de um quatérnio diferente de zero é 47! = §/N(q).

Segue-se que a esfera de dimensdo 3 é identificada com o grupo dos
quatérnios unitdrios {q e H|N(q) = 1}. E um dos grandes sucessos
do século XX matematico provar que as tnicas esferas que
podem ser equipadas com a estrutura de um grupo topoldgico
sao S* ~ Z/27,S' ~ SO(2) e S*. Um bom ponto de partida para
este topico estd em Numbers 94.

Mas esta ndo é a tinica razdo pela qual a esfera de dimensao 3
é redonda. Assim como qualquer grupo, ele pode ser visto como
homogéneo de duas maneiras usando as transla¢des a direita e
a esquerda. Dados dois quatérnios unitérios 41,42, a aplicacdo
q € H ~ g199;' € H é uma isometria e define um elemento de
SO(4). Acontece que esse homomorfismo de S° xS a SO(4) é
sobrejetivo e seu nucleo contém apenas +(1,1). Noutras palavras,
cada rotagdo da esfera de dimensdo 3 é a composi¢do de uma
rotagdo a esquerda e uma rotagdo a direita que comutam. Essa
situagdo é exclusiva da dimens&o 3, pois todos os outros grupos
de rotagdo sdo simples (com a exce¢do 6bvia de SO(2)).

A fibragdo de Hopf

Podemos agora iniciar nossa descri¢do da topologia das curvas
algébricas em C? e comegar com a curva mais simples possivel:
uma reta.

Vamos ver a interse¢do das retas x = 0 e y = 0 com a esfera
unitdria.

Sob a projecao estereografica, como a reta x = 0 passa pelo
polo norte, sua imagem é simplesmente uma reta vertical. A
outra reta y = 0 é projetada em um circulo que “gira em torno da
reta vertical x = 0”.

Em nossa decomposi¢do em dois toros sélidos, x = 0 torna-se
o circulo {0} x (R/27tZ), que é a espinha dorsal de T. Recipro-

% H.-D. Ebbinghaus, H. Her-
mes, F. Hirzebruch, M. Koe-
cher, K. Mainzer, J. Neukirch,
A. Prestel, and R. Remmert.
Numbers, volume 123 of
Graduate Texts in Mathematics.
Springer-Verlag, New York,
1990.

Um grupo (ndo trivial) é
simples se nao contiver um
subgrupo normal préprio.
E comum dizer que um
grupo de Lie é simples se
todo subgrupo normal de
Lie é discreto ou aberto. Isso
equivale a dizer que sua
algebra de Lie é simples, ou
seja, ndo contém um ideal
préprio. O tinico subgrupo
normal ndo préprio de
SO(n) (paran # 1) é {+Id}
para n par, portanto, SO(n)
néo é simples como um
grupo para n par, mas é
simples como um grupo de
Lie.

Heinz Hopf (1894-1971) ndo
deve ser confundido com
Eberhard Hopf (1902-1983)
(o tinico matematico que

se mudou dos EUA para a
Alemanha em 19367?). T


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Hopf.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Hopf_Eberhard.html
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camente, y = 0 torna-se o circulo (R/27tZ) x {0}, que é a espinha
dorsal de T. Observe que esses dois circulos estdo entrelagados.

A reta y = x intersecta a esfera em um circulo que estd em Tj e
T,: ndo é nem um meridiano, nem um paralelo, mas sua classe
de homotopia é (1,1) em ambos T; e T.

Toda essa estrutura é descrita globalmente pela chamada fibra-
¢do de Hopf. Cada ponto (x,y) do plano perfurado C2~ {(0,0)}
pertence a uma tinica reta complexa que passa pela origem, ou
seja, define um elemento de P!'(C). Em outras palavras, uma reta
através da origem tem uma equagdo y = Ax com A pertencendo
a Cu {oo}, identificado com a esfera de Riemann ou com uma
esfera bidimensional S2. Isso define uma aplicagdo

7:8% > G2

cujas fibras sdo circulos, intersec¢des de retas complexas com a
esfera. Quaisquer duas fibras estdo entrelagadas.

Aqui estdo algumas figuras da fibragdo de Hopf, sob a proje-
¢do estereografica, extraidas du filme Dimensions.

Qual é a versdo real da fibragdo de Hopf? Ela existe, mas é um
pouco decepcionante. Cada ponto (x,y) de R\ {(0,0)} pertence
a uma reta tnica que passa pela origem e define um elemento de

Um meridiano, um paralelo
e um (1,1)-circulo em um
toro. +

Claro, esta aplicagao ndo foi
inventada por Hopf! Sua
contribuigdo mostrou que
nado é homotépico para uma
aplicagdo constante, mas isso
é outra historia.

A fibragdo de Hopf: cada
circulo é uma fibra de 7.

A imagem inversa de um
circulo por 7t é um toro de
Clifford, que é uma uniao
de fibras (da mesma cor na
imagem). +


http://www.dimensions-math.org
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A mesma imagem acima,
depois de uma rotacdo da
esfera de dimensao 3, que
corresponde a uma aplicagdo
conforme em R U {co0}.  +

Circulos de Hopf, na vi-
zinhanga de um deles,
projetado como uma reta

no espaco (em vermelho) .
Uma vez, ndo me esqueci,
um dos meus leitores me
disse que ele vé essa figura
como “assustadora”. Vocé
concorda com ele? t


http://dimensions-math.org
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P!(RR). Essa reta tem a forma y = Ax tal que A pertence a Ru {co},
uma esfera unidimensional, i.e., um circulo S'. Isso define uma
aplicagdo

m:8' > 6l

cujas fibras sdo g0 interse¢des de retas reais com o circulo unita-
rio. Essa é apenas a multiplicagdo por 2 em R/Z. N&o esqueca
que uma esfera de dimensao zero é um par de pontos.

Links de Hopf

Uma fibra Hopf é apenas um circulo redondo na esfera, entdo,
nao ha muito a dizer sobre isso. (Isso ndo é bem verdade: a
geometria do espago de circulos no espago de dimensédo 3 é
maravilhosa. Veja o livro moderno de Cecil % ou o cldssico
Vorlesungen 9 de Blaschke).

Dois circulos Hopf sdo mais interessantes, pois definem o link
ndo trivial mais simples. Observe que, mesmo estando entre-
lagados, os dois circulos limitam um anel. De fato, olhe para a
pré-imagem pela fibragdo de Hopf de algum arco conectando
dois pontos: é um anel.

Trés circulos Hopf (ou mais) ddo um link de Hopf. Cada com-
ponente é um circulo e quaisquer duas componentes sio entre-
lagadas uma vez. E facil encontrar uma superficie orientavel
com tal link como borda. De fato, vamos considerar n niimeros
complexos Ay,...,A; e o polindmio

F(x,y) = (y = AMx)(y — Aax)-+(y — Anx).

A interse¢do da esfera de dimens&o 3 com o conjunto de (x,y)
tal que F(x,y) é um namero real positivo é uma superficie cuja
borda consiste em 7 circulos de Hopf. Tudo isso sera bastante
generalizado nos capitulos seguintes.

9 T. E. Cecil. Lie sphere
geometry. With applications to
submanifolds. Universitext.
Springer-Verlag, New York,
1992.

% W. Blaschke. Vorlesungen
iiber Differentialgeometrie und
geometrische Grundlagen von
Einsteins Relativititstheorie.
Band 1. Elementare Differential-
geometrie. Dover Publications,
New York, N. Y., 3 edition,

1945.


https://archive.org/details/vorlesungenberdi00blas
https://archive.org/details/vorlesungenberdi00blas
https://archive.org/details/vorlesungenberdi00blas
https://archive.org/details/vorlesungenberdi00blas
https://archive.org/details/vorlesungenberdi00blas
https://archive.org/details/vorlesungenberdi00blas
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Dois circulos de Hopf,
limitando um anel. +

Trés circulos de Hopf,
limitando uma superficie. +
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Dante, La Divina Commedia e a esfera de dimensdo 3

Foi argumentado por Mark Peterson 97 que o universo de
Dante, como descrito na Divina Comédia, ¢ homeomorfo a uma
esfera de dimensao 3. Mesmo que eu néo esteja totalmente
convencido de que “seja claro que Dante inventou a nogdo de

variedade 98"

, eu gosto desta visdo cosmolégica. Pelo menos, res-
ponde a uma pergunta que todos nés perguntamos a nossos pais
quando éramos criangas: o que acontece quando chegamos ao
limite do universo? Bem, o universo de Dante é uma variedade
de dimens&o 3 compacta sem borda.

Deixe-me lembrar que o mundo herdado dos gregos antigos
é finito 99. Basicamente, no sistema de Aristoteles—Ptolomeu, a
Terra esta fixada no centro do Universo e é cercada por sete esfe-
ras celestes, cada uma carregando um “planeta”: Lua, Merctrio,
Vénus, Sol, Marte, Japiter e Saturno. Uma oitava esfera carrega
as estrelas fixas. Finalmente, uma nona esfera, chamada Primum
Mobile, serve como um recipiente para o sistema completo e gera
o movimento das outras esferas.

Quatro circulos de Hopf,
limitando uma superficie.

Esta se¢do, obviamente, ndo
é necessdria para o restante
do livro.

9 M. A. Peterson. Dante
and the 3-sphere. American
Journal of Physics, 47:1031—
1035, 1979.

%M. A. Peterson. The
geometry of paradise. Math.
Intelligencer, 30(4):14-19,
2008.

9 A. Koyré. From the Closed
World to the Infinite Universe.
Johns Hopkins University
Press, 1957.

t


https://www.researchgate.net/publication/252338100_Dante_and_the_3-sphere
https://www.researchgate.net/publication/252338100_Dante_and_the_3-sphere
http://sacred-texts.com/astro/cwiu/index.htm
http://sacred-texts.com/astro/cwiu/index.htm
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Gravura de Flammarion (1888). +

O mundo é considerado, portanto, uma bola de dimenséao
3, cuja borda é o Primum Mobile. Além desse limite, comega
o reino do chamado Empireo cuja natureza ndo é muito clara.
De acordo com Aristételes '°°: “é claro que [ndo contém] nem
espago, nem vazio, nem tempo”.

A Divina Comédia é um longo poema escrito entre 1308 e
1320 que oferece uma descrigdo fascinante do mundo cristdo no
século XIV ™' 192 Dante nos conta sobre sua jornada através do
Inferno, do Purgatério e do Paraiso, como uma alegoria para a
salvacdo das almas. Na parte final, no Paraiso, sua musa Beatrice
o0 ajuda a visitar sucessivamente as nove esferas celestes. Quando
ele chega ao Primum Mobile, ele pode contemplar o mundo a
partir de sua fronteira, com a mindscula Terra no centro. De
repente, ele volta e descobre que o Empireo tem exatamente a
mesma estrutura que o mundo sensivel. Consiste no mesmo
numero de esferas que estdo agora centradas em Deus. Estas
esferas angélicas, simétricas as esferas celestes, tém os seguintes
nomes (indo de Deus ao Primum Mobile): Serafins, Querubins,
Tronos, Dominacdes, Virtudes, Poderes, Principados, Arcanjos,
Anjos.

O universo de Dante é, portanto, a unido de duas bolas de dimensio

Sistema geocéntrico de Aristételes e Ptolomeu.  +

E claro que a Lua e o Sol ndo
sdo planetas, mas giram em
torno da Terra ... no sistema
geoceéntrico.

® Aristotle. On the Heavens.
Traduzido por J. L. Stocks.

1 D. Alighieri. Divina
Commedia. Recomendo essa
bela tradugdo comentada
para o Inglés de 2017.

2 D. Alighieri. Divina
Commedia. Nova Fronteira,
2003. Tradugédo para Portu-
gués Brasileiro por Xavier
Pinheiro (1822-1882).


https://en.wikipedia.org/wiki/Flammarion_engraving
https://en.wikipedia.org/wiki/Geocentric_model
https://en.wikisource.org/wiki/On_the_Heavens/Book_I
https://digitaldante.columbia.edu/dante/divine-comedy/
https://digitaldante.columbia.edu/dante/divine-comedy/
http://www.dominiopublico.gov.br/download/texto/eb00002a.pdf
http://www.dominiopublico.gov.br/download/texto/eb00002a.pdf
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3, coladas ao longo do Primum Mobile. Portanto, é uma esfera de
dimensio 3. o]

Veja o livro'® para uma discussdo muito mais profunda sobre
a visdo medieval do Universo e o pequeno livro '*4 para fruir
mais poesia e matematica.

Os ultimos versos da Comédia:

“A I'alta fantasia qui manco possa;
ma gid volgeva il mio disio e 'l velle,
si come rota ch’igualmente é mossa,

l'amor che move il sole e I'altre stelle.”

Para a alta fantasia aqui o poder falhou;
mas jd meu desejo e minha vontade foram rolados -
mesmo como uma roda que se move igualmente -

pelo Amor que move o sol e as outras estrelas.

193 J. Grzybowski. Cosmologi-
cal and Philosophical World of
Dante Alighieri: “The Divine
Comedy”. Peter Lang GmbH,
1st new edition, 2015.

4 R. Osserman. Poetry of
the universe, From the Divine
Comedy to Riemann and
Einstein. Anchor, 1995.



A ESFERA DE DIMENSAO 3 E A FIBRAGAO DE HOPF 177

Rosa Celeste: Dante e
Beatrice olhando o céu,

a Empyrean (figura por
Gustave Doré). +


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/d/d2/Paradiso_Canto_31.jpg
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Uma pégina do livro aberto

de Milnor associado a curva

yz—x3:0.

t



A ciispide e o trevo

O PROPOSITO DO NOSSO PASSEIO é descrever a topologia das
singularidades das curvas analiticas reais. Conforme explicado
anteriormente, um atalho através do dominio complexo pode
possivelmente lancar alguma luz sobre a nossa discussdo “real”.
Em qualquer caso, neste livro, estamos mais interessados nos
desvios do que nos atalhos.

Para uma descri¢do completa da topologia das singularidades
das curvas algébricas complexas, eu recomendo fortemente o
excelente livro '°> por Brieskorn and Knorrer, de 721 paginas.
Entretanto:

Un petit livre est rassurant.

Como escreveu Jules Tannery no prefacio da sua bela e concisa
introdugdo °° a teoria de Galois. Seguindo esse conselho, irei
me limitar a caracteristicas bdsicas da teoria com o objetivo tinico
de convencer o leitor da riqueza inacreditdvel da topologia local

de uma singularidade no dominio complexo.

O link de uma singularidade

A ideia de intersectar uma curva analitica complexa F(x,y) =0
por uma pequena esfera S? = {(x,y) € C% | x> +|y]* = €%} é
provavelmente bastante antiga. O primeiro trabalho explicando
essa construgdo foi feito por Brauner '°7, publicado em 1928,
que seguiu a ideia proposta pelo seu orientador de doutorado,
Wirtinger, em 1905. Veja ° para uma apresentagio inspiradora

15 E. Brieskorn and

H. Knorrer. Plane algebraic
curves. Birkhauser/Springer
Basel AG, Basel, 1986.

6 H. Vogt. Legons sur la
résolution algébrique des
équations. Librairie Nony,
1895.

17 K. Brauner. Zur Geometrie
der Funktionen zweier kom-
plexer Verdnderliche. Abh.
Math. Sem. Univ. Hamburg,
6(1):1-55, 1928.

8 M. Epple. Branch points
of algebraic functions and
the beginnings of modern
knot theory. Historia Math.,
22(4):371-401, 1995.

E importante relembrar
que toda curva sobre os
nuimeros complexos tem
dimensao 1 sobre C e
dimenséo 2 sobre R; entdao
uma curva complexa é
uma superficie real. Esse
equilibrio constante entre
curvas e superficies é um
dos encantos da teoria.
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http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086085710312
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do desenvolvimento histérico dessas ideias.

Anteriormente nés tinhamos olhado o caso simples F(x,y) =
Yy — Ax, considerando a fibracdo de Hopf. Agora nés vamos ver um
segundo e significante exemplo: a singularidade cuspidal, definida
por F(x,y) = y* - x°.

Como escolher um raio pequeno &? Poderiamos usar também
alguma outra hiperficie, como por exemplo um elipsoide?

A palavra hiperficie foi introduzida por Elon Lages Lima que achava
que “hypersurface” tem pouco sentido em inglés sendo que “hyper” e
“sur” significam a mesma coisa em grego e latim respectivamente!

A resposta é que sob suposi¢des muito moderadas, todas
essas interse¢des definem o mesmo objeto topoldgico, a menos de
homeomorfismos. O caso de y* — x> = 0 é particularmente simples.
Considere o seguinte fluxo linear em C?:

¢'(x,y) = (eth, eSty) teR.

O espago O das 6rbitas de ¢f em C2\ {(0,0)} é homeomorfo a S°.

De fato, ao longo de cada 6rbita, a norma |x|* + |y|? é estritamente
crescente e cada Orbita intersecta cada 6rbita a esfera exatamente
uma vez. O mesmo argumento poderia ser usado com um
elipsoide centrado na origem, ou com nossa “esfera quadrada”
max(|x|, [y|) = ¢, ou com muitas outras hiperficies.

Agora observe que o fluxo ¢’ preserva nossa curva, cuja
equagio é y* - x3 = 0, que define canonicamente um subconjunto K
de O. Se identificarmos O com Sg?, nos realizamos que, a menos
de homeomorfismos, a intersecdo de uma curva com S? é de
fato independente de € e que poderiamos também usar a esfera
quadrada.

Entdo, vamos intersectar y? - x> = 0 com max(|x|,|y|) = €. Se
€ <1, é parametrizada por 6 € R/27tZ

x = eexp(2i0) y= &2 exp(3if)

no toro sélido (sendo |x| = € e |y| < €). Esse é o nd de trevo, visto
como um toro né de tipo (3,2): construido e é desenhado em um
toro padrdo de revolugdo no espago 3-dimensional, que da trés
voltas ao redor do meridiano e duas ao longo do paralelo.
Existem muitos livros excelentes sobre a topologia dos nos.
Recomendo o “pequeno livro” de Sossinsky %9 e o livro de

O no6 de trevo.

% A. Sossinsky. Knots.
Mathematics with a twist.
Harvard University Press,
Cambridge, MA, 2002.
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Kauffman 1'°, bastante visual.

A fim de entender a topologia da curva cuspidal y* - x3 = 0, L. H. Kauffman. On
na pequena bola x> + |y|* < €2, é suficiente notar que todas as knots, volume 115 of Annals
peq yr =gy q of Mathematics Studies.
esferas concéntricas intersectam a curva em um trevo. Segue que Princeton University Press,
em uma bola pequena, nossa curva é homeomorfa a um cone to- Princeton, NJ, 1987.

polégico sobre o n6 de trevo. O trevo é um circulo, mergulhado
de uma maneira ndo trivial. Entdo, o cone é um disco mergu-
lhado de uma maneira complicada no espago de dimenséo 4.
Sobre os niimeros complexos, a curva é topologicamente suave:
é localmente homeomorfa a um disco, mas ele estd mergulhado
em C? de uma forma nao é trivial. Esse é um exemplo tipico

de um fenémeno que pode ser identificado sobre os ntimeros
complexos, podendo ser invisivel sobre os ntimeros reais, visto
que temos para a curva real y> - x> = 0 e todos os ramos de uma
curva analitica real sdo localmente homeomorfos a uma reta do plano:

. . . 5 A figura local de um ramo
essa foi 0 que chamamos anteriormente de afirmacdo de Gauss. (projetado no espaco tridi-

mensional), onde o ramo
nao estd mergulhado.

Fibragio de Milnor '

Descrevemos agora a curva ctspide e mostramos um caso muito
especial de um teorema geral de Milnor que seréd apresentado
posteriormente com mais detalhes.

Considere a aplicagéo:
pi(xy) eSSy -xdeC.

A imagem inversa do 0 é um no de trevo. Queremos ver a ima-
gem inversa Ly da semirreta saindo da origem, cuja equagédo é
arg(z) = 0 € R/2nZ. Em outras palavras, desejamos ver as fibras
da aplica¢do composta arg oy definidas no complemento do né
de trevo com valores no circulo R/27tZ. E fécil ver que argou é
uma submerséao. De fato, o fluxo

P (x,y) = (e2isx, €3isy)
preserva as esferas e satisfaz arg(y o ¢°) = arg(u) + 6s. Segue
que o campo de vetores associado a ° ndo estd no ntcleo da
diferencial de argopu. Observe que ° permuta as fibras .

Na vizinhanca do né de trevo, a situagdo é muito facil de
analisar. N6s ainda podemos utilizar a esfera quadrada, visto
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que argopu é invariante por ¢' e nés ainda estamos de fato no
espaco das oOrbitas 0. Parametrizar uma vizinhanga de um
trevo por pares (6,() com 0 € R/27tZ e { um pequeno nimero
complexo:

_ 32

x = eexp(2ia) y (exp(Bia) +exp(-3in)]) .

Nessas coordenadas, arg oy é igual a arg({) na primeira ordem.
Segue que na vizinhanga do trevo, os Xy sdo superficies que

se comportam como as paginas de um livro em torno da sua
lombada.

Um livro estranho em que
as paginas sdo ordenadas
ciclicamente e sem primeira
pégina. Um livro de sonhos
que vocé 1é para sempre.
Pelo menos as péginas sdo
orientaveis.

Afirmarei, entdo, que o n6 de trevo é fibrado ou que seu com-
plemento fibra sobre o circulo. As fibras sdo pdginas disjuntas
cujos fechos na esfera de dimensao 3 tém todos o n6é como fron-
teira comum. Observe que uma pégina passa pelo polo norte na
esfera de dimens&o 3, o centro da projecdo estereogréfica. Essa
pégina, quando projetada no espago euclideano tridimensional,
ndo é compacta.

Monodromia

O fluxo ¢*(x,y) = (¢**x,e¥*y) permuta as paginas do nosso livro.
Mais precisamente, 1° leva a pagina Ly na péagina Xy, ¢s. Note
que ¥*7 é a identidade e que ¢™/3 fixa globalmente cada pagina,
induzindo um homeomorfismo de ordem 6, para cada pagina,
denominado de monodromia da cispide.
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Algumas péginas. t
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Agora nosso objetivo é descrever a topologia das paginas e a
acdo da monodromia.

Por defini¢do, uma pagina X é o conjunto dos pares (x,y) em
S3 tal que o nimero complexo y* - x> estd em alguma semirreta,
por exemplo, o eixo real positivo. R} c C. Seja C a curva algé-
brica definida por y? - x> = 1 em C2. Pense na esfera de dimensio
3 como o espago de 6rbitas do fluxo ¢'(x,y) = (¢*'x,e’y) agindo
sobre C2 \ {(0,0)}. As duas superficies reais T e C definem um
mesmo objeto nesse espaco de 6rbitas, entdo, vamos trabalhar
com C. A agdo da monodromia corresponde a

(x,y) €C > (W?x,wy) €C

sendo w = exp(2i7r/6) uma raiz primitiva 6-ésima da unidade.

A topologia de C é facil de descrever se vocé conhece algo so-
bre o género da superficie de Riemann ou das curvas algébricas.
Em P?(C), a curva ctibica homogeneizada y?z — x° = z% é uma
curva eliptica suave intersectando triplamente a linha do infinito
no ponto [0:1:0]. “Entdo”, a curva afim C é homeomorfa a um
toro perfurado uma vez.

De uma forma mais elementar, procedemos da seguinte
maneira. Seja Y = y?, de modo que a aplicacdo (x,y) e C ~ Y é
um recobrimento com seis folhas de C, ramificadono 0 e 1, com
ordens 2 e 3.

Construa um arco no plano complexo conectando Y = O e
Y = 1. Ele pode ser levantado em seis arcos em C

Acima de Y = 0, existem 3 pontos, onde os 6 arcos se retinem
em 3 grupos de 2. Acima de um pequeno circulo centrado em
0, existem 3 placas duplas, como na parte esquerda da imagem a
seguir. Acima de Y = 1, como na segunda figura, existem dois
pontos, onde os arcos se reiinem em dois grupos de trés.

Como ¢é impossivel desenhar no espago 4-dimensional C2,
essas imagens representam o grafico de alguma combinacdo
apropriada das partes real e imaginaria de VY + V/1-Y.

A combinatéria dos seis arcos é representada na margem
direita.




Cortando C ao longo de trés arcos, de —o0o a0,de0al,edel
a oo, decompomos C em dois tridngulos, sendo a parte imagindria
positiva ou negativa (amarelo e verde na figura). Esses sdo, de
fato, os tridngulos cujos vértices sdo 0,1 and co. Em C, produz-se
no total 18 arcos, e 12 = 6 x 2 tridngulos.

H& um outro caminho possivel para vermos os nés na mesma
figura. Para isso, identifique os lados opostos de um hexagono
regular por translagdes. Dessa forma, obteremos um toro que ao
ser apagado o centro, teremos um toro perfurado.

A partir do centro do hexdgono, construa os 6 segmentos
indo para os vértices e as 6 alturas dos lados. Nosso toro estd
decomposto em 12 tridngulos, tendo no total 18 lados. As seis
raizes da unidade agem por rota¢des no hexdgono (furado),
permutando os tridngulos exatamente como no caso de C.

Resumindo, cada pdgina do livro associado a ciispide é um toro
furado como o toro acima, e a monodromia é simplesmente uma rotagio
de 1/6 de um volta completa.

A CUSPIDE E O TREVO 185

A apresentagdo mais econd-
mica e comum de um toro
é a partir de um quadrado,
mas a nossa apresentagao
com o hexdgono é a mais
bela. Observe que os seis
lados definem trés arcos

no toro e os seis vértices
definem dois pontos nesse
toro.
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NG6s do tipo toro

A maior parte do que foi observado para a caspide y> = x°

estende-se a uma curva geral F(x,y) = 0. Isso exigira algum tra-
balho, mas hé pelo menos uma familia de exemplos na qual ndo
ha trabalho extra. Sejam p, g4 dois inteiros positivos relativamente
primos e vejamos a curva y?¥ — x7 = 0. Podemos assumir g > p.
Assim como antes, olhamos para a intersecdo com a esfera
quadrada.
x=eexp(ipf)  y=e"Pexp(igh).

Isso é um no toral K, ; tragado num toro padrdo no espago 3-
dimensional, indo p vezes em torno de um paralelo e g vezes de
um meridiano.

Exatamente pela mesma razado, ha uma decomposi¢gdo como
um livro aberto e uma fibragdo sobre o circulo. Qualquer pédgina
é homeomorfa a curva algébrica afim y” — x7 = 1, cuja topologia
pode ser descrita da mesma maneira. Defina Y = y” e observe
esta curva como espalhada em cima de Y e ramificadaem 0 e 1.
Sobre um ponto Y diferente de 0,1, existem pg pontos. Acima de
0 (resp. 1), existem apenas g (resp. p) pontos, mas cada um com
multiplicidade p (resp. q). Substitua o hexdgono por um pg-gono
e a situacdo é a mesma. Existem 2pq tridngulos (pgq de cada cor)
e 3pq arestas. Existem p vértices acima de 0, 4 acima de 1 e um
acima do infinito.

Isso d4 um ntimero de Euler—Poincaré igual a

p+q+1—3pq+2pq:2—2(p_1)2&.

Portanto, cada pdgina é uma superficie de género (p-1)(q-1)/2

furada num ponto.

Esboco, agora, uma demonstracdo de um fato fundamental: a
topologia recupera boa parte da curva algébrica y” = x7.

Teorema. Se algum homeomorfismo da esfera de dimensdo 3 envia o né

toral (p1,q1) em (p2,q2), entdo, os conjuntos {p1,41} e {p2, 92} sdo
iguais.

A demonstragdo requer um pouco de topologia algébrica. Da

Um no toral (3,4).

No prefacio, afirmei que
tentaria escrever um livro
que até um estudante de
graduacao entenderia. Para
o final deste capitulo, temo
que ndo seja esse 0 caso. Se
for o caso, basta ignora-lo!
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topologia do né toral, nés construimos um truque algébrico que
nos permitird reconstruir p, g.

O complemento do nd toral (p,q) na esfera de dimenséo 3 é
uma 3-variedade. O seu invariante mais primitivo é o seu grupo
fundamental, representado por I'y ;. O ponto chave é extrair
algebricamente p e g desse grupo. N6s vamos provar que I'y, 4, €
isomorfo a I'y, 4, somente se {p1,q1 } = {p2,92}-

Primeiro, observe que a aplicagdo argy = arg(y” — x7) do
complemento do né toral (p,q) na esfera de dimensdo 3 para
R/27tZ pode induzir um homomorfismo sobrejetivo.

AiTpg>m(SH)~2Z

Os iniciantes sdo encorajados
a olhar para o notével site de

entre os grupos fundamentais. De fato, considere o seguinte laco Henri Paul de Saint Gervais
na esfera unitdria t € [0,1] definido por: dedicado a Analise Situs.
_V2(1+5()

x(t) = exp(2iprt) y= ? exp(2igrt).

21+¢(8)]
Para valores pequenos de 7, esse é um pequeno laco que d4 uma
volta ao redor do né toral (p,q). O argumento de y desse lago é
préximo a

T +arg (t) +2mpqt

de modo que podemos escolher {(t) = eexp(i(1-2pgt)m) e
garantir que a imagem deste lago por A é 1.

No primeiro passo, nés mostramos que esse homeomorfismo, a
menos de sinal, é a nica sobrejecdo de I'y ; em Z. Segue que o
niicleo de A depende apenas da topologia do né.

No segundo passo, n6s vamos analisar a abelianizagdo do nu-
cleo de A, mostrando que é um grupo abeliano livre finitamente
gerado, e encontrar seu posto. Isso nos permitira recuperar {p,q}
a partir do grupo I'y ; conforme necessario.

O primeiro passo pode ser explicado de vdrias maneiras,
mais ou menos sofisticadas, a maioria baseada na dualidade de
Lefschetz. Suponha que alguma variedade orientavel e fechada
X, por exemplo, o circulo, seja mergulhada em uma esfera de
dimensao 3. Entdo, a homologia do complementar de X ndo
depende do modo como a variedade X é mergulhada na esfera.
Em particular, a homologia do complementar de um né na esfera


http://analysis-situs.math.cnrs.fr
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de dimensdo 3 é a mesma que no caso de um né trivial, entao,
essa homologia é simplesmente isomorfa a Z no grau 1.

Eu poderia apresentar o mesmo fato da seguinte maneira: Seja
« um laco suave em S° \ K, ;. Desde que a esfera seja simples-
mente conexa, y é a borda de alguma aplicagad suave D — S°
que poderia ndo ser um mergulho. Ponha esse disco numa posi-
¢do genérica com K 4, tal que as intersecdes entre K ; e D sejam
transversais. Conte o nimero de interse¢des entre os discos D e
Ky, sendo a contagem algébrica, tendo em conta as orientagdes.
Esse nimero é o niimero de entrelace lk(y). Acontece que s6 de-
pende da classe de homologia de y em S \ K, ;. Isso segue do
fato de que uma superficie sem borda em S® tem uma intersecao
algébrica trivial com qualquer curva fechada.

Portanto, define-se um homomorfismo sobrejetivo:
lk:Hy (S°~K(p,9),2) > Z

Agora, se 7y estd no ntcleo de Ik, isso significa que sinais
+ e — podem ser acoplados na interse¢do. Cave buracos em
D, em torno dos pontos de intersecdo, e conecte suas bordas
em pares com tubos, a fim de construir uma superficie cuja
borda ainda é <y e que ndo intersecta mais K(p,q). Desse modo,
mostramos que os elementos do ntcleo de Ik sdo homoélogos
a zero. Em outras palavras, [k é um isomorfismo. Finalmente,
lembre-se que o primeiro grupo de homologia é a abelianizacdo
do grupo fundamental, de modo que qualquer homomorfismo
71 (S° N K) — Z fatoriza por meio de lk. Segue-se em particular
que Ik coincide (a menos do sinal) com o A definido previamente.
Esse é o primeiro passo.

Vamos agora proceder o segundo passo. Denote o nucleo de Ik
por G(p,q). E, portanto, o grupo fundamental de algum recobri-
mento de Galois de $° \ K(p,q) cujo grupo de automorfismos é
infinito ciclico Z = I';/Ker k. Esse recobrimento é claramente o
produto X xR de uma pédgina com R e o grupo de transformagoes
do recobrimento sendo simplesmente gerado por

(p,t) eZxR - (M(p),t+2m) e xR

seja M representando a aplicagdo de monodromia. Segue que
G(p,q) é o grupo fundamental de uma pédgina >. Como vocés

Note que o complemento de
um no trivial na esfera de
dimensao 3 é homeomorfo a
RZ x 8.

Qualquer aplicagéo de S!
para S® estende-se ao disco
unitario D?. Se essa extensdo
for um mergulho, entdo, 7y

é um no trivial. Entretanto,
qualquer né é borda de

uma superficie orientével
(de género maior): essa é

a chamada superficie de
Seifert.

Mais precisamente esse é

o numero de entrelace de

7 e Kp,4. Voltaremos a esse
conceito mais tarde neste
passeio, digo, livro.

numero de entrelace.

Removendo dois pontos de
intersecdo. +
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devem lembrar, j4 escrevemos anteriormente a topologia de uma
pagina. Caso G(p,q) ndo seja abeliano, pode ser mais facil torna-
lo abeliano. Denote por H(p, q) essa abelianizagdo, que ndo é
nada mais do que a primeira homologia de uma pégina.

Vamos descrever esse grupo abeliano H(p,q) e a agdo de M.
Em X existe um grafo contendo pg arcos, obtido por meio do
levantamento do arco 0 e 1. Ele contém g vértices acima de 0 e
p vértices acima de 1. Relembre que X é obtido a partir de uma
superficie triangulada fechada por supressdo de um vértice que
é comum a todos os tridngulos. Portanto, a superficie perfurada
Y. pode ser deformada para a unido de todos as bordas opostas
a esse vértice, que corresponde ao nosso grafo com pq arestas,
geralmente denominado de grafo bipartido completo. Isso produz
um 1-complexo muito simples que calcula H(p, 7).

O grupo abeliano de 1-cadeias é livremente gerado pelos arcos
cijsendoieZ[pZ eje Z[qZ. O grupo abeliano de 0 cadeias é
gerado por p pontos a; e g pontos bj com i€ Z/pZ e je Z[qZ. O
operador borda mapeia ¢; ; em b; - 4;. Finalmente, a monodromia
Z[|pgZ ~ Z|pZ x Z|qZ age de uma maneira 6bvia sobre os
indices i, .

A homologia H(p,q) se encaixa em uma sequéncia exata
0— H(pq) — 2V 02! 202! —Z—0

equivariante em relagdo as a¢des de Z/pZ x Z[qZ para cada
nivel. O gerador M de monodromia é associado com a agdo de
(1,1). Fazendo o produto tensorial por R, para obter espagos
vetoriais e aplicagdes lineares, segue a dimensdo de H(p,q) ® R
ispg-(p+q)+1,ie. (p-1)(g-1). O polindbmio caracteristico da
agdo de M sobre H(p,q) pode ser calculado usando a seguinte
sequéncia exata:

(X7 -1)(X-1)

PX) = Zrnyxa-1)

Observe que as raizes de P, autovalores de M,, sdo as pg-ésimas
raizes da unidade, menos as p-ésimas e as g-ésimas raizes, mais
1. A partir deste espectro, os valores de p,q podem ser extraidos.

A demonstracdo do teorema esté finalizada.

189
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Do grupo fundamental I' do (complemento do) né K(p,q),
construa seu primeiro grupo derivado I'y = [T, I'], que é também,
como temos visto, o nicleo de k. Em seguida, faca I'; abeliano
e defina o grupo I'1/[I';,I'1]. Agora considere algum elemento g
em I' com lk(g) = +1 e a conjugacéo por g em (I'1/[I';,I'1]) ® R.
Examinando os autovalores desse mapa linear, recuperamos os
valores de p, q. .

Esse truque algébrico é realmente uma técnica muito geral
e poderosa e ndo esta restrito aos nés. Dado qualquer grupo T,
veja a agdo da abelianizacéo I'y, = I'/T1 =I'/[I,I'] por conjugagdo
na abelianizac¢do (T'1/[T'1,T1]) ® R. Isso define uma familia
comutativa de automorfismos cujas classes de conjugacdo sao
invariantes do grupo I'. Fala-se do mddulo de Alexander de I', um
dos invariantes mais primitivos de um grupo.

Por André Nachbin.
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Uma ctispide no café. t
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Pico Puiseux.


https://en.wikipedia.org/wiki/Mont_Pelvoux

Victor Puiseux, finalmente!

O NOME DE PUISEUX JA APARECEU VARIAS VEZES NESTE LI-
VRO.

O leitor pode estar ansioso para saber o que ele realmente
fez. Infelizmente, o “famoso teorema de Puiseux” nido se deve
a ele, mas, como vimos, a Newton, com alguma ajuda posterior
de Cramer. Pode-se argumentar que nem Newton, nem Cramer
provaram a convergéncia das séries associadas, mas ela pode ser
facilmente provada, por exemplo, usando o calcul des limites de
Cauchy.

No entanto, Puiseux abordou o problema da estrutura local
das singularidades de uma maneira totalmente diferente e sua
contribuigdo é fundamental. Neste capitulo, gostaria de explicar
ponto de vista dele, mas, infelizmente, seria intitil manter sua
apresentacdo original.

Destino estranho para um matematico: ele é “famoso” por um
teorema que era conhecido muito antes dele, e que entendemos
hoje muito melhor do que ele, usando técnicas que vieram muito
depois dele.

Felizmente, o Puiseux é ainda mais famoso entre os alpinistas,
j& que o pico mais alto do Monte Pelvoux (3.946 m), no Macico
dos Ecrins, é chamado pico Puiseux.

Ele chegou a este pico em 9 de agosto de 1848. Infelizmente,
novamente, a mesma peculiaridade: nem sequer é possivel ter
certeza de que ele foi “o primeiro”, ja que o capitdo Durand afir-
mou ter alcangado o cume 18 anos antes. Um eterno segundo?

Victor Puiseux (1820-1883) +


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Puiseux.html
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A abordagem topoldgica de Puiseux

Vamos nos lembrar do que geralmente é chamado de teorema de
Puiseux.

Teorema. Seja F(x,y) uma fungdo holomorfa diferente de zero definida
na vizinhanga da origem em C? e tal que F(0,0) = 0. Entdo, existe um
miimero finito de fungdes holomorfas g1, .. .,gn definidas na vizinhanga
de 0 € C e inteiros positivos my, . .., my tais que a curva F(x,y) =0, no-
vamente na vizinhanga de (0,0), é a unido de n ramos t — (t™i, g;(t))
(parai =1,...,n) (mais, possivelmente, o eixo y). Além disso, esses
ramos sio injetivos e s6 se cruzam na origem.

Como vocés estdo lembrados, ja discutimos uma prova pré-
Puiseux, de espirito muito algébrico, quando encontramos
primeiro as série formais g; antes de provar que elas convergem.

Puiseux prop6s uma abordagem topoldgica ™'

em 1850, pouco
antes dos grandes trabalhos de Riemann, apresentando ideias
topoldgicas em geometria algébrica. Devemos, portanto, “perdoa-
lo”, pois, é claro, ele ndo poderia se expressar em termos de
superficies de Riemann.

Deixe-me esbogar essa prova topolégica:

Considere primeiro F(0,y). Se for igual a zero, F pode ser di-
vidido por uma poténcia de x sem alterar o problema. Podemos,
portanto, assumir que a valoragdo de F(0,y) (também chamada
de multiplicidade) é um inteiro positivo m > 0. Em particular
F(0,y) tem um zero isolado na origem (de multiplicidade m).
Escolha algum ¢ > 0 tal que 0 é a tnica raiz de F(0,y) = 0 em
ly| < e. Por um simples argumento de continuidade, existe al-
gum 77 > 0 tal que néo existe raiz de F(x,y) = 0 no toro sélido
{(x,y) | |x| €7, ly| = ¢}. Dividindo x e y por ¢ e #, assumimos
quee=7=1

Vamos agora fazer algumas suposi¢des que serdo analisadas
em detalhes mais adiante.

Suponha que a derivada parcial dF [0y ndo se anula na curva
F(x,y) =0, exceto na origem .

Denote por C* a curva perfurada

{(x,y) €C* | (x,y) #(0,0); F(x,y) = 0; |x| < 1; [y| <1}

Dois ramos podem ser
entrelacados. t

Dois modelos de Colecédo de
modelos e instrumentos ma-
tematicos de Gottingen que

o leitor deve definitivamente
visitar. +

1V, Puiseux. Recherches
sur les fonctions algébriques.
Journal de Mathémagiques
Pures et Appliquées, 15:365—
480, 1850.

Nao se esquega que toda
essa discussdo é local, entdo,
quando escrevo “nao se
anula”, quero dizer “néo se
anula em alguma vizinhanca
da origem”.


http://modellsammlung.uni-goettingen.de/index.php?lang=en&s=1
http://modellsammlung.uni-goettingen.de/index.php?lang=en&s=1
http://modellsammlung.uni-goettingen.de/index.php?lang=en&s=1
http://sites.mathdoc.fr/JMPA/PDF/JMPA_1850_1_15_A24_0.pdf
http://sites.mathdoc.fr/JMPA/PDF/JMPA_1850_1_15_A24_0.pdf
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A principal afirmagdo é que a projegio de C* sobre o disco perfurado
D* ={x||x| <1} ~ {0} é uma aplicagdo de recobrimento.

Deixe-me lembrar rapidamente a defini¢cdo das aplicagdes de
recobrimento e como elas diferem dos homeomorfismos locais.

Uma aplicagdo continua p : X - Y é um homeomorfismo local (as
vezes chamado de aplicagdo étale) se cada ponto em X tiver uma
vizinhanga aberta U tal que p(U) é aberto e a restri¢do de pa U
é um homeomorfismo em p(U).

Uma aplicagdo continua p : X — Y é uma aplicagio de recobri-
mento se cada ponto em Y tiver uma vizinhanga aberta V tal que
p~1(V) é uma unido disjunta de conjuntos abertos Uj e tal que a
restricdo de p a cada U; é um homeomorfismo em V.

Claramente, uma aplicacdo de recobrimento é um homeomor-
fismo local, mas exemplos simples mostram que o inverso néo é
verdadeiro. E facil mostrar que um homeomorfismo local é um
espaco de recobrimento se for prdpria.

Vamos agora mostrar nossa afirmacdo de que C* é um re-
cobrimento do disco perfurado. O fato de a projecao ser um
homeomorfismo local decorre imediatamente de nossa suposicdo
de que 0F/dy ndo zera em C* e do teorema da fung¢do implicita.
A propriedade da projecdo também é clara, ja que uma sequéncia
de pontos em C* escapa de um conjunto compacto se, e somente
se, convergir para a origem.

O principal teorema da teoria dos espacos de recobrimento
estd associado com os espagos de recobrimento conexos (e local-
mente simplesmente conexo) de um espago conexo descritos, a
menos de isomorfismos, pelos subgrupos do grupo fundamental.
Por exemplo, os espagos de recobrimento conexos de D* sdo
equivalentes a alguma aplicagdo poténcia x € D* — x € D*, por
algum inteiro m > 1, ou para a exponencial complexa restrita ao
semi plano fR(x) <0.

Escolha alguma componente conexa C; de C*. Como um
recobrimento de Cj — D* tem fibras finitas, ele é isomorfo a
algum recobrimento x € D*  x € D*. Dito de forma diferente,
ha alguns homeomorfismos

p:xeD* — (xa™,g(x)) €Cy.

Mais uma vez, ndo perca
Analysis Situs, de Henri
Paul de Saint Gervais,
disponivel online.

A palavra étale foi intro-
duzida por gedmetras
algébricos franceses. Signi-
fica “estaciondrio”, sendo
frequentemente usado para
descrever a superficie do
mar quando em repouso.

Y
O
Uma aplicagdo étale que nao
é um recobrimento.

Uma aplicacao é propria
se a imagem inversa de
um conjunto compacto
for compacta. Claro que o
inverso ndo é verdadeiro
e uma aplicagdo de reco-
brimento pode néo ser

prépria (como por exemplo
teR ~ exp(it) e Sh).

Na verdade, Puiseux usava
implicitamente recobrimen-
tos, quando ele descrevia
alguns lagos seguidos por

x em torno da origem, e a
permutagédo associada dos
valores de y satisfazendo
F(x,y) =0.


http://analysis-situs.math.cnrs.fr
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Esse ¢ é claramente holomorfo no disco perfurado e ainda temos
que mostrar que ele se estende como uma funcdo holomorfa
no disco. Isto segue do teorema de extensdo de Riemann: uma
funcdo holomorfa limitada em um disco perfurado é holomorfa
no disco inteiro.

O teorema estd provado, supondo que a derivada parcial oF [dy
ndo se anula na curva perfurada F(x,y) = 0, que serd discutida no
préximo pardgrafo.

Raizes simples

Uma fungdo holomorfa de uma varidvel complexa y e sua de-
rivada se anulam simultaneamente em algum vy se, e somente
se, esse zero for multiplo. Portanto, temos que mostrar que no
teorema de Puiseux, pode-se sempre supor que F tem a propri-
edade que, para xg pequeno e diferente de zero, ndo existem
raizes multiplas de F(xg,y) = 0.

Acontece que Puiseux nédo considerou fun¢des holomorfas
gerais F(x,y), mas polindmios em x,y. Nesse caso, é ficil lidar
com vérias raizes e, na verdade, Puiseux descarta o problema em
uma frase (exatamente na pagina 135 do seu artigo). Deixe-nos
ser um pouco mais cuidadosos do que ele.

Considere o polindmio F como um elemento de C[x][y]. Esse
polinémio F pode ser visto como um polindmio em uma varia-
vel y com coeficientes em um anel fatorial. Podemos escrever
F como um produto de fatores irredutiveis para que a curva
F(x,y) = 0 seja a unido das curvas associadas a esses fatores
irredutiveis. Portanto, podemos supor que F é irredutivel.

Suponha agora que ha uma sequéncia (x, yx) convergindo
para (0,0) com x; # 0 tal que yj é uma raiz multipla de F(xy,y) =
0. Entdo, o discriminante do polinémio F(xy,y) é igual a 0.
Portanto, o discriminante de F, como um elemento de C[x],
anula-se de forma idéntica, uma vez que possui um nimero
infinito de raizes. Se o discriminante de algum polinémio P se
anula, o polindmio e sua derivada tém um fator comum. Isso é
impossivel se P for irredutivel.

Portanto, se F é irredutivel em C[x][y] e se x é pequeno e

Mais um anacronismo!

O discriminante de um
polindmio é o resultante
deste polindmio e do seu
polinémio derivado.
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diferente de zero, entdo, F(x,y) = 0 ndo tem nenhuma raiz
multipla como um equacdo em y. Esse é o ingrediente que
faltava para a prova do teorema de Puiseux, para uma equagio
polinomial F(x,y) = 0.

Para uma funcado holomorfa geral F(x,y) = 0 (mais uma vez,
Puiseux néo considerou), ainda hd algum trabalho a ser feito.

O teorema de preparacio de Weierstrass

Anteriormente ja encontramos o teorema de preparagdo de Wei-
erstrass, que provamos primeiro no contexto de séries formais
antes de estabelecer a convergéncia. O objetivo agora é provar o
mesmo teorema usando andlise complexa.

Vamos lembrar o enunciado:

Teorema. Seja F(x,y) uma fungio holomorfa diferente de zero definida
em alguma vizinhanga da origem em C2. Entdo, existem m fungoes
holomorfas ag(x),...,a,—1(x) definidas em alguma vizinhanga de

0 € C, uma fungdo holomorfa U(x,y) que ndo zera na origem e um

inteiro r > 0, tal que ‘
Karl Weierstrass

F(x,y) =x"U(x,y) (y" + @y ()Y +a1(x)y +ag(x)). (1815-1897). !

Esse teorema é exatamente o que é necessdrio. Ele afirma, a
menos de fung¢des que ndo zeram, podemos sempre assumir
que a fungdo F em estudo é um polinémio na varidvel y, com
coeficientes no anel C{x} de séries convergentes em x. A prova
anterior de Puiseux (sempre é possivel supor que 0F/dy ndo se
anula identicamente na curva, exceto na origem), pode, portanto,
ser reproduzida palavra por palavra, substituindo o anel de
polinémios em x pelo anel de séries convergentes. Portanto, o
teorema de Puiseux é provado, usando o teorema de Weierstrass.

Agora apresento a prova analitica de Weierstrass.

Suponha, depois de dividir F por alguns x”, que F(x,y) ndo
se anula para |x| < 1 e |y| = 1. Fixando x com |x| < 1, a func¢do
y ~ F(x,y) tem um numero finito de zeros y;(x),y2(x), ..., ym(x)
no disco da unitario, contando as multiplicidades. A principal
dificuldade é a impossibilidade de escolher essas fung¢des y;(x)
como fungdes holomorfas de x ou continuas, precisamente pelo


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Weierstrass.html
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cardter multivalorado de y(x), implicito em F(x,y) = 0. No
entanto, mostraremos que todas as fun¢des simétricas dos y;(x)
sao, de fato, fungdes holomorfas de x.

A prova mais simples usa a férmula de Cauchy. Vamos avaliar

krr
1 vy E(xy)
se(x) = 5:— —o oy
2itJyyl=1 F(x,y)
so € o nimero de raizes.
Sendo um inteiro e uma
fungdo holomorfa de x
. , 4 Ao Ao ok 4 ; S
raizes y;(x), é a k-ésima poténcia y;(x)", de modo que si(x) é constante. Foi usado impli-

O residuo de kuy’(x,y)/F(x,y) em funcio de y, em uma das

a soma das k-ésimas poténcias das raizes. A integral mostra Cifam?nte algumas linhas
claramente que sx(x) é uma fungdo holomorfa de x. acimas

Como os s, geram as fungdes simétricas , todas as fungdes Outro teorema bem conhe-
simétricas do y;(x) sdo func¢des holomorfas de x, em particular cido de Newton.
as fung¢des simétricas elementares a;(x). Pelo teorema de Viete, o

polinémio
Y = a1 ()Y (<) ey (x)y + (-1)ag(x)

anula-se exatamente nos mesmos pontos que F com as mesmas
multiplicidades, de modo que o quociente U(x,y) ndo se anula.

O teorema da preparacgdo de Weierstrass e o teorema de
Puiseux estdo provados. o]

Quem provou o teorema de preparagio de Weierstrass?

Meu leitor ja deve ter adivinhado: a resposta simples para essa

pergunta nao é certamente Weierstrass. Os historiadores da ma- "2 H. Cartan. Sur le théoréme
s . de préparation de Weiers-

tematica sabem muito bem que perguntas como “quem provou

) - ) T q perg q P trass. In Festschr. Gediicht-

isso primeiro?” sdo muito ingénuas e frequentemente nao tém nisfeier K. Weierstrass, pages

uma resposta muito precisa. No entanto, é interessante notar que 155-168. Westdeutscher

112 Verlag, Cologne, 1966.

dois importantes matematicos do século XX, Henri Cartan e

Carl Siegel '3 escreveram artigos detalhados tentando desdobrar ~ *3C. L. Siegel. Zu den Bewei-
sen des Vorbereitungssatzes

o desenvolvimento de ideias em torno desse teorema. Seus arti- .
von Weierstrass. In Number

gos, no entanto, ndo sdo completamente convergentes. Deixe-me Theory and Analysis (Papers
mencionar apenas alguns passos. in Honor of Edmund Landau),
~ T , pages 297—306. Plenum, New
— O fato de que as fungdes simétricas das raizes de alguma York, 1969.

equacdo holomorfa F(x,y) = 0, sendo y a incégnita e x um
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pardmetro, dependem holomorficamente em x ja era conhecido
por Cauchy em 1831, estando presente na prova que apresentei.

— Weierstrass publicou sua prova em 1886, mas menciona
em uma nota de rodapé que estava dando palestras sobre esse
teorema desde 1860. Néo é surpreendente que ele evitou, tanto
quanto possivel, o uso de residuos de Cauchy, mas ndo completa-
mente, e trabalhou com séries. Sua prova é apenas parcialmente
algébrica.

— O teorema é provado por Poincaré em sua tese, em 1879,
sem mengdo a Cauchy. Como de costume, a palavra “prova”
deve ser tomada com grande cuidado na escrita de Poincaré,
sendo especialmente verdadeiro neste artigo. Muito mais tarde,
por exemplo, em seus Méthodes Nouuvelles, ele se referiu a sua
tese, sem fornecer uma prova melhor e sem mencionar Weiers-
trass. Curiosamente, Henri Cartan, um dos pais fundadores de
Bourbaki, ndo menciona Poincaré em seu artigo.

— Em 1905, Lasker "4 forneceu uma prova totalmente algé-
brica e deduziu as consequéncias algébricas para os anéis das
séries formais e convergentes.

— Siegel também enfatiza que, segundo ele, a prova mais curta
é devida a Stickelberger '*> em 188y.

Para uma apresentagdo moderna e elementar do teorema, veja
o livro de Ebeling **®. Para uma descricio cuidadosa das muitas
variantes do teorema e dos comentarios histéricos adicionais,
consulte Grauert e Remmert 7.

Nado posso terminar este capitulo sem mencionar que hd uma
versdo desse teorema para fung¢des C*, conjecturada por Thom e
provada por Malgrange 8. Mas essa é uma outra histéria 9. ..

4 E, Lasker. Zur Theorie der
Moduln und Ideale. Math.
Ann., 60(1):20-116, 1905.

"5 L. Stickelberger. Ueber ei-
nen Satz des Herrn Noether.
Math. Ann., 30(3):401-409,
1887.

16 W. Ebeling. Functions of
several complex variables and
their singularities. GSMo83.
AMS, 2007.

"7 R. R. H. Grauert. Analy-
tische Stellenalgebren. Die
Grundlehren der mathe-
matischen Wissenschaften
176. Springer-Verlag Berlin
Heidelberg, 1971.

18 B. Malgrange. Ideals of
differentiable functions. Tata
Institute of Fundamental
Research Studies in Mathe-
matics, No. 3. Tata Institute
of Fundamental Research,
Bombay; Oxford University
Press, London, 1967.

19V. I. Arnold, S. M. Gusein-
Zade, and A. N. Varchenko.
Singularities of differenti-

able maps. Classification

of critical points, caustics

and wave fronts. Modern
Birkhéauser Classics. Birkhau-
ser/Springer, New York,
2012. Reimpresséo da edicido
de 1985.


http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002260093
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002260093
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002250470
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002250470
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De uma carta de Victor Puiseux descrevendo sua expedicdo ao
Monte Pelvoux: “Contemplando o magnifico panorama ao meu
redor”. Victor Puiseux poderia ter sido um modelo para Caspar
David Friedrich quando pintou o Caminhante sobre o mar de neblina,
mas a expedi¢do Pelvoux aconteceu 30 anos depois! t

“Il était un peu plus de midi, la température étant fort agréable, je
passai la une demi-heure & contempler le magnifique panorama
qui s’étendait autour de moi. L'objet le plus frappant était peut-
étre le pic isolé du Viso; le Mont Blanc était un peu voilé par les
nuages.”
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Victor Puiseux, na época da
expedicdo ao Monte Pelvoux.
t


https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/btv1b8452909w/f1.item
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/btv1b8452909w/f1.item
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As fibras de Milnor de

X3 -2



Jack Milnor e a sua fibragio

QUANDO EU ENTRO NUMA BIBLIOTECA DE MATEMATICA, ou
quando eu navego através dos Mathematical Reviews, ou simples-
mente no Google, sou frequentemente dominado pela vastidao do
mundo matemadtico. Mesmo tépicos que podem parecer micros-
copicos para o leigo, como, por exemplo, a topologia de curvas
algébricas, sdo realmente territérios enormes cuja exploragao
poderia facilmente exigir varias vidas. Esse sentimento pode ser
deprimente ou intoxicante, dependendo do meu humor ©. Neste
pequeno livro, o melhor que posso fazer é descrever um exemplo
significativo, mencionar alguns dos principais resultados e referir
alguns dos livros (longos) que propdem uma discussdo completa
do estado da arte.

Em qualquer caso, um tnico livro deve ser enfatizado como
uma joia e tem que ser lido por todos os alunos interessados por este
topico: Pontos singulares de hiperficies complexas *>°
um grande mestre na arte de escrever matemaética.

por Milnor :

Um exemplo

Considere a curva
F(x,y) =27 = x'% + 628y - 3x0y% + 2x°y° + 3:°y* - y© = 0.

Esse F ndo foi escolhido aleatoriamente. Qualquer equagdo
F = 0 pode ser resolvida usando séries de Puiseux. Nesse exem-
plo, eu trapaceei e comecei da solugao

y= X312 4 508,

John Milnor.

20 J. Milnor. Singular points
of complex hypersurfaces.
Annals of Mathematics
Studies, No. 61. Princeton
University Press, Princeton,
N.J.; University of Tokyo
Press, Tokyo, 1968.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Milnor.html
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E eu olhei para a equacdo! Nesse caso,
(y - x32)3 = 2.

Expandindo e elevando a uma poténcia adequada para eliminar
0s expoentes racionais, encontramos realmente F(x,y) = 0. Na
verdade, definindo x = x2 e y = x3(1 +y;), como se deve fazer
usando o algoritmo de Newton, o resultado fatoriza conforme
esperado:

F(x,x3(1+y1)) = —x1° (x1 - 93) (-8+x1 - 12y1 — 67 - 113) .

Segue-se que o conjunto dos zeros de F na vizinhanga da origem
contém exatamente um ramo x; = y% ou

x=t° 94 10

y=t

3/2 . .5/3

o que revela que y = x°/“ + x°/° como previsto. Para um F qual-
quer, mesmo para um polindmio, devemos esperar uma série de
Puiseux infinita, mas vamos primeiro olhar para esse exemplo
especifico.

Examinemos o link da singularidade, interse¢do da curva F = 0
com uma pequena esfera S3. A transversalidade da intersegdo
da curva com pequenas esferas é facil de ver. Na verdade, o

quadrado da norma
@:teCr|P+]P+1P R,

12 para t pequeno, e a equacdo ¢(t) = &> define

1/6

é equivalente a |f
um laco em C, perto de |f| = ¢'/°, transversal as linhas radiais. Em
outras palavras, a intersegdo de F = 0 com uma pequena esfera S
é um circulo mergulhado, i.e., um 16, a imagem por ¢ desse laco.
A menos do homeomorfismos da esfera, esse n6 é indepen-
dente de e. Poderiamos até usar elipsoides em vez de esferas
ou mesmo nossa esfera quadrada max(|x|,|y|) = . A prova
detalhada é técnica e chata, mas a ideia-chave é bastante sim-
ples. Dadas duas normas euclideanas Ny, N; em R*, podemos
intersectar a curva F(x,y) = 0 com esferas pequenas Ny = ¢ e
Nj = ¢, resultando em dois nés de duas variedades homeomorfas
a uma esfera. N6s agora construimos um caminho de normas

\/

O poligono Newton de F.

Um 16 é um mergulho do
circulo na 3-esfera. Um link é
uma unido disjunta de uma
quantidade finita de muitos
nds. Dois nés ou links sdo
considerados equivalentes se
existe um homeomorfismo,
que preserve a orientagao da
esfera enviando o primeiro
ao segundo.

A nédo prova a seguir oculta
um fato fundamental da
topologia diferencial: Se
tivermos uma familia de
mergulhosiy : X - Y
(for0 < A < 1) de uma
variedade compacta X em
alguma outra variedade Y,
entdo, existe uma isotopia,
isto é, uma familia de
difeomorfismos @), de Y tal
que iy = P, oip.
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AN7 +(1-A)Ny (for 0 < A < 1) de forma que realmente temos
uma familia continua de circulos mergulhados em esferas que,
portanto, definem “o mesmo né¢”. Um argumento semelhante
poderia ser usado para a “esfera quadrada”. Para uma ilustracdo
de possiveis erros que um principiante ingénuo poderia cometer,
veja este artigo™?'.

Denote esse né por Kr. Vamos usar uma esfera quadrada
conveniente: max(|x|,|y|) = e. A interse¢do com a curva estd
localizada no toro s6lido |x| = ¢ e |y| < ¢ tal que |¢| = €!/°. Vamos
trocar de escala, pondo X = x/e e Y = y/e. Em particular, X estd

no circulo unitario e Y no disco unitario. Se t = £'/°1, segue que

X =18 Y = /270 4 21310

com T descrevendo o circulo unitério.

Em todas as figuras seguintes, o toro sélido S x D? é desenhado com
o cilindro [0,27t[xD? e as duas faces {0} x D? e {27t} x D? deveriam
ser coladas.

Para todo X no circulo unitario, existem exatamente seis
valores de Y, diferindo pela multiplicacdo de T por algumas
raizes sextas da unidade. Dizemos que o n6 Kr estd em formato
de tranga, pois ele intersecta transversalmente todos os discos
{*} x D?, em torno do circulo, sendo esses seis pontos permutados
em um caminho que ndo esta descrito.

Observe que £2/3 é pequeno comparado a ¢'/2 para todo &
q peq P P

1 E. Deloup. The funda-
mental group of the circle is
trivial. Amer. Math. Monthly,

112(5):417-425, 2005.

PASS
WITH
CARE

Nao tenha pressa! Olhe para
as imagens neste capitulo
com muito cuidado mesmo
que ndo seja facil. t

\


http://www.maths.ed.ac.uk/~aar/papers/deloup3.pdf
http://www.maths.ed.ac.uk/~aar/papers/deloup3.pdf
http://www.maths.ed.ac.uk/~aar/papers/deloup3.pdf
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pequeno. Observe também que '/21° recebe apenas dois valores
quando um deles multiplica T por um raiz sexta da unidade. O

no associado para
X =1° Yy = g2

é simplesmente nosso velho amigo trevo x° = y?>. Quando X varia
em torno do circulo, os correspondentes dois pontos em {X} x D?
giram por trés meia voltas, produzindo o né de trevo.

1/209 4 ¢2/3,10

Considere Y = ¢ = Yy + Y7 como uma pequena

perturbacdo de Y. Note que
X=10 ¥, =310

dados trés (muito pequenos) valores de Y; para cada valor de

X no circulo unitario. Entdo, os seis pontos Y, em cada disco

{*} x D?, vém em dois grupos de trés pontos. Em outras palavras,
0 né Kr vive numa estreita vizinhanga tubular do né de trevo e
intersecta pequenos discos transversais ao né de trevo em trés
pontos.

Essa vizinhanga tubular do né de trevo pode ser parametri-
zada da seguinte maneira:

(1,0) €' x D? o> (X = 42, ¥ = !/? - 26273

O circulo 8! x {0}, espinha dorsal desse toro sélido, é levado
1/2,3
M

13 + 26237, que também poderia

ao no de trevo. Poderiamos perguntar porque escolher ¢
26213 #73¢ e ndo simplesmente ell?

ser uma parametrizacdo. O ponto é que, com essa escolha de

O coeficiente 2 diante do
€2/3=% ndo é importante: o
seu tnico papel é dar um
diametro suficiente para o
tubo que contém o nosso né.
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coordenadas, nessa vizinhanga tubular, x3 - yz éigual a
53(y2)3 _ 82(81/2#3 _ 282/3;4_3§)2

que é da ordem de 4¢'9/°¢ para um pequeno , entdo, o argu-
mento de x° - y? é préximo ao argumento de {. Entretanto, as
fibras de Milnor de x* -y = 0 numa vizinhanga tubular estdo préximas
ds pdginas arg { = constante.

Nessas coordenadas, podemos comparar as expressdes
51/2y3 - 282/3y‘3 e el/279 4 23710 para Y. Usando p = T3, nosso né
KF é a imagem de

TSt e (1,0) = (T3,—%T19) €Sl x D2

Isto é, um no toral (19, 3).

Esse 19 pode parecer estranho. Note que existe um homeo-
morfismo do toro sélido S! x D? que leva o n6 toral (19,3) no né
toral (19 - 3k, 3) para qualquer k (por exemplo, o né toral (1,3),
que é muito mais simples), mas tal homeomorfismo nédo pode ser
tanto homotdpico a identidade na fronteira quanto estendido a
toda a esfera.

Segue que Kr é obtido intersectando um né toral (19,3) em
uma vizinhanga de um né toral (3,2). Este é um exemplo tipico
de um né toral iterado. As vezes, eles sdo chamados de 16 cabo
porque se assemelham a construgdo de cabos feitos de fios
torcidos trangados em conjunto, ou satélites girando em torno de
um planeta que, por sua vez, gira em torno do sol.

Fibragdo de Milnor

No caso do né de trevo, as superficies de nivel de arg(x> - y?)
preenchem o complemento do né como as paginas de um livro
cuja lombada é o n6 de trevo. Descrevemos a topologia dessas
péginas como um toro furado.

Em 1968, no seu livro seminal, Milnor mostrou que esse é
um fato geral. Ele realmente provou um teorema em todas as
dimensdes, mas nos limitaremos ao caso de dimenséo 2.

Teorema. Seja F(x,y) um fungio holomorfa reduzida definida numa
vizinhanga da origem de C? tal que F(0,0) = 0.

De fato, a aplica-

gdo (1,0) = (7,77)

é um homeomorfismo
que torce o toro sélido.

Uma série F(x,y) é reduzida
se ela ndo possui fatores
miltiplos na sua decomposi-
¢do em fatores irredutiveis.
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— A curva F(x,y) = 0 intersecta transversalmente pequenas esferas
S2 ao longo de algum link L, c S? cuja topologia é independente de e.

— Além disso, a aplicagdo

F(x,y) cgl
EGoy)l ©°

¢ uma fibragdo localmente trivial. Os fechos das fibras sdo superficies

(x,y) €S\ Le = arg(F(x,y)) =

compactas cujas bordas coincidem com Le. Numa vizinhanga tubu-
lar desse link, eles sdo parecidos com um livro aberto: as fibras sdo
localmente produtos de um segmento radial em D? e um segmento.

Esse teorema é a ferramenta fundamental para o estudo local
de singularidades. Entretanto, preciso confessar: por um longo
tempo, ndo tinha olhado a prova e estava convencido de que
ela teria que ser elementar e direta. Temos uma aplicacdo muito
natural para o circulo; por que néo seria uma fibragdo? Descobri
que eu estava errado, e a prova é bastante sutil. Surpreendente-
mente, os livros que lidam com essa questdo sdo de dois tipos:
O primeiro, ao chegar ao ponto-chave da prova, de uma forma
muito discreta, escrevem “Ver Milnor, capitulo 2”. O segundo,
também no mesmo ponto, apenas copiam praticamenente pala-
vra por palavra do contetddo apresentado em “Milnor, capitulo
2”. Na verdade, ambos estdo certos, pois é dificil escrever melhor
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do que “Milnor, capitulo 2”. Assim, meu objetivo aqui ndo é
inovar, mas dar alguma intui¢do sobre esse teorema.

Inicialmente, observe que o teorema é verdadeiro e elementar
em dimensdo 1. Seja f(x) alguma funcdo holomorfa ndo nula
definida numa vizinhanga da origem de C e tal que f(0) = 0.
Escreva f(x) = ax™ +--- with a # 0 e veja a aplicagdo

f(x) 1
o0

Essa é obviamente um recobrimento para ¢ suficientemente

x €S} arg(f(x)) =

pequeno. De fato, isso é préximo na topologia C! da aplicagao
de recobrimento x ~ arg(a) arg(x)".

Ap0s esse caso trivial, vamos considerar a curva F(x,y) = 0
: Assuma que F é reduzida e, entdo, 0F /0y ndo zeraem F = 0
(exceto na origem). Em vez de usar a esfera redonda, usaremos a
nossa esfera quadrada max(|x|, |[y|) = e. Por simplicidade, assuma
que a curva intersecta apenas o toro sélido T; definido por |x| = ¢,
l<e.

Nosso objetivo é mostrar que o argumento de F(x,y), restrito
a esse toro sélido, é uma submersao (fora de F = 0). Em outras
palavras, dado um ponto (x,y) em T, n6s olhamos para alguma
dire¢do tangente em T; ao longo da qual a derivada de arg F é
ndo nula. Como uma primeira tentativa, podemos olhar para
alguma direcdo vertical, fixando x. Entdo, F(x,y) muda de
acordo com a derivada parcial 0F/dy de modo que arg F seja
de fato uma submersao, pelo menos fora do conjunto dos zeros de

209

oF / ay. O argumento de um niimero

Para esse conjunto dos zeros de dF/dy(x,y) = 0, agora, é ser definido de varias

complexo ndo nulo z pode

alguma outra curva, apenas intersectando F = 0 na origem, maneiras. Ele poderia ser

podendo ser parametrizada a la Puiseux por x = t" ey = f(t).

um elemento do intervalo
[0,27[, ou R/27tZ, ou z/|z|

Usando o nosso caso (trivial) de dimensao 1, o cireulo unitério. Para o
1 n 1 que segue, sempre escolherei
te Sgl/n = arg F(t /f(t)) €S a maneira mais conveniente:

acredito que isso nao
é uma aplicacdo de recobrimento. Portanto, nos pontos onde causard dificuldades.

dF/dy(x,y) = 0 pode ser encontrada outra diregdo na qual a
derivada do argumento ndo se anula.

Mas esse argumento ndo é uma prova completa do teorema de
Milnor por vérias razdes.
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A primeira: ndo podemos usar uma esfera quadrada em vez
de uma esfera redonda. Embora isso nado seja tdo sério assim
e o argumento possa facilmente ser adaptado para uma esfera
redonda.

A segunda: uma submersao néo precisa ser uma fibragdo
sem assumirmos a compacidade das fibras. N6s precisamos
estudar a estrutura local da nossa submersdo préximo do link
Le c SS’. E isso ndo representa nenhuma dificuldade. O ponto-
chave consiste que se F(x,y) = 0 e se consideramos alguma
reta complexa em C2, passando por (x,y) e transversal a curva,
entdo, podemos aplicar o caso (trivial) dimens&o 1 para analisar
o argumento arg F, numa vizinhanca de (x,y), para obter uma
imagem local em torno do link.

Note que nossa apresentagdo é simples e limitada para o caso
de dimensédo 2, diferente do teorema de Milnor: verdadeiro para
qualquer dimensé&o.

Para uma excelente apresentacdo, sugiro Milnor, capitulo 2 ©.

Fibragio de Milnor no nosso exemplo

Vamos voltar ao nosso exemplo: O final deste
capitulo requer uma grande
F(x,y) = 22— x10 4 6x8]/ - 3x6y2 + 2X5]/3 + 3x3y4 _ ]/6 =0. atengdo, mesmo que nio seja
necessario para o restante do

. livro.
A curva F(x,y) = 0 intersecta uma pequena esfera ao longo de e '

um noé, um satélite do né de trevo. Agora desejemos descrever a
topologia das fibras de Milnor arg F(x,y) = const. Se eu pedir ao
meu computador para desenhar uma dessas fibras, o resultado é
a figura abaixo.
Mas isso é complicado e requer uma anélise cuidadosa. Note
que pelo menos uma dessas superficies intersecta a fronteira
de um toro sélido ao longo de seis curvas (em vermelho). O
no, representado em amarelo, é também uma componente
da fronteira. As cores azul e verde das duas faces destacadas
mostram que essa superficie é orientavel. Mantenha em mente
que existem sete componentes limitadas.

A fim de entender essa figura, vamos inicialmente olhar
para as fibras de Milnor de uma p,q curva xP —y7 = 0, sendo p
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e g relativamente primos (com p > g). Sabemos que elas sdo
superficies de género (p - 1)(g-1)/2 com um disco removido.
Vamos olhar para as suas posi¢des relativas na nossa esfera
quadrada max(|x|, |y|) = e. Desde que p > g, a intersecao com

F = 0 vive no toro sélido T; definido por |x| = . Na fronteira

|x| = e eyl = ¢ o valor de x” — y7 é muito préximo de y7 e o
argumento de x” —y7 é quase igual a g vezes o argumento de y.
Segue que a fibra de Milnor de x” — 7 intersecta a fronteira de T}
ao longo de g curvas préximas de g paralelas.

Uma fibra de Milnor do né
de trevo vista como um né
toral (3,2). A fronteira da
superficie ¢ um noé e sua
intersegdo com a fronteira de
um cilindro consiste de duas
paralelas. T

Pela mesma razdo, em um outro toro sélido T, definido
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por |y| = ¢, um fibra de Milnor quase coincide com g discos,
com o argumento de y tomando g valores e x descrevendo o
disco de raio e. Em outras palavras, a interse¢do de alguma
fibra de Milnor de x” — y7 com Tj é uma superficie de género
(p-1)(g-1)/2, onde 1 + g discos foram removidos. A fronteira
do primeiro disco removido é um né toral, posicionado no
interior de T; e os outros g discos tém como fronteiras g circulos
fronteirigos de Tj.

Vamos voltar ao nosso exemplo mais complicado definido por
F(x,y)=0.
Extraindo os termos dominantes do poligono de Newton,
obtemos:
Fx,y) = (23 -y?)3 - 210+ 6xBy + 2012

Relembre que construimos uma vizinhanga tubular 7; do né de
trevo, parametrizada por (1,{) € S! x D?, na qual x® - y? é de
ordem 4¢'°/67. Na fronteira desse toro s6lido, onde || = 1, nés

Uma fibra de Milnor de
um no toral de tipo (19, 3).
A fronteira da superficie

é 0 n6 (em amarelo) e sua
intersecdo com a fronteira
do cilindro consiste de trés
paralelas (em vermelho).
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Aqui estd uma pequena
fatia para entender melhor

a figura anterior. As cores
azul e verde mostram que
tal superficie é, de fato,
orientavel. t

temos |(x° - y?)3] ~ 6457/ e |x|,|y| < &, em que F(x,y)/(x® - y?)3
é muito préximo de 1, e o argumento de F(x,y) é proximo de
arg({)3. Em particular, cada fibra de Milnor de F na fronteira de
Te € muito préxima de trés paralelas tais que arg { = constant.

Isso também ocorre fora de 7;: cada fibra de Milnor de F fora
de 7: é muito préxima das trés fibras de Milnor de x> -2 = 0.
Nao esqueca que as fibras de Milnor de x> - y? = 0 sdo toros
perfurados. Suas interse¢des com T, consistem de dois discos e
sua interse¢do com T; tem trés componentes fronteiras: duas na
fronteira de T; e a terceira corresponde ao préprio né. Isso é, de
fato, o que pode ser visto escondido no interior de 7.

O interior de 7¢ é o dominio do né (19,3) que é inserido no
tubo. Vamos avaliar F(x,y) = F(eX,eY) no interior do tubo, em
coordenadas (y,{):

r (eyz, 83/2}13 3 285/3;4‘3@) .

Isso se anula exatamente em 32¢° = —3u!%, para a primeira
ordem. Portanto, uma fibra de Milnor de F, interior a 7T¢, é
préxima a uma fibra de Milnor de y° = x°. E uma superficie
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de género (3-1)(19-1)/2 =18 com 4 discos removidos. Uma
das fronteiras é o nosso no, com deveria ser, e as trés outras sdo
paralelas a fronteira de 7.

Em resumo, um fibra de Milnor de F(x,y) = 0 é homeomorfa a uma
superficie fechada e orientdvel de género 18, com trés somas conexas
com um toro, onde finalmente eliminamos um disco. E uma superficie
de género 21. Bastante complicada.

O resto desse capitulo sera bastante vago: ndo posso dar mais
do que um vislumbre da teoria.

Dividindo o complemento de Kr ao longo de uma fibra de
Milnor %, obtemos um produto X x [0,1] . Para reconstruir o
complemento do né, deve-se colar X x {0} a X x {1} usando al-
gum difeomorfismo de X. Este difeomorfismo, bem definido a
menos de isotopia, é chamado de monodromia do né. A agdo da
monodromia na primeira homologia possui um polinémio carac-
teristico denominado de polinémio de Alexander do né. No nosso
exemplo, tudo pode ser descrito de forma bastante concreta.

Isso representa uma fibra de
Milnor de F, fora de uma
vizinhanca tubular do né de
trevo. Essa superficie quase
coincide com as 3-fibras de
Milnor de x® -2, t

Na verdade, a fibragdo de
Milnor no complemento de
uma fibra é uma fibragao

m [0,1], dai uma fibracdo
trivial, uma vez que [0,1] é
contratil.
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Deixe-me dar apenas um resultado. Nossa superficie 3. con-
tém trés curvas fechadas ; (i = 1,2,3) ao longo das quais nos re-
alizamos uma soma conexa. Cortando ao longo das +y;, obtemos
quatro componentes: S,%;, sendo S uma superficie de género 18
menos 4 discos e cada X; é um toro perfurado. Alguma aplicagdo
de monodromia ¢ preserva as curvas ; sendo um Dehn twist em
algum anel em torno dessas curvas. Isso significa que ¢, numa
vizinhanca dessas curvas, é parecido com a figura na margem,
mostrando que a acdo da monodromia na homologia é periédica.
Entretanto, poderia ndo ser verdadeiro na homotopia: as curvas
Y; sdo hom()logas a zero, mas nao sao homot()picas a zero.

Se cortarmos o aberto X ao longo de ;, nés determinaremos,
trés vezes, as monodromias de x> — y2 e, uma vez, de x%° — y3 .
Segue que o polindmio de Alexander é o produto do cubo do
polinémio para x> - 1% e do polindmio para x!* - y°. Portanto,

temos:
(X0 -1)3(X-1)3(X -1)(X-1)

(=106 -1 (X7 - 1) (X3 -1)

que é igual a

(1-X+X2)P1-X+X3-X*+ X0 - X7+ X7 - X104 x12
_Xl3+X15_X16+X18_X20+X21 —X23+X24—X26
+X27—X29+X30—X32+X33—X35+X36).

O caso geral

Deixe-me apenas mencionar alguns resultados mais expressivos:

Os nos associados a um ramo de uma curva sdo sempre nds
do tipo toro, iterados.

Os nos associados a duas curvas irredutiveis Fi(x,y) = O e
F,(x,y) = 0 sdo topologicamente equivalentes por meio de um
homeomorfismo da 3-esfera se, e somente se, os dois ramos
associados tenham o mesmo invariante caracteristico de Puiseux.
Na verdade, distingue-se esses nés usando os polinémios de
Alexander. Isso foi provado ha muito tempo para o caso de nés e
também para o caso de curvas com dois ramos. O fato andlogo,
para as curvas ndo irredutiveis, produzindo links consistindo de
vdrios nés disjuntos, foi estabelecido muito mais recentemente.

Um Dehn twist: esse home-
omorfismo, como mostrado,
¢é a identidade na fronteira
do anel, torcendo os circu-
los concéntricos, mas os
preservando.
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As monodromias associadas as curvas gerais tém sido descritas
lindamente por A’Campo **2.

Eu poderia dizer que a situagdo estd agora muito melhor
entendida.

Neste ponto, é aconselhédvel parar nossa excursdo aqui se
quisermos continuar nosso passeio: ha outros lugares para vi-
sitar. No entanto, eu entendo perfeitamente alguma frustragao
do leitor obrigado a retroceder e ndo continuar nesse caminho
que parece ser (e realmente é) bastante bonito. Para os leitores
frustados e os demais, se quiserem saber mais sobre o tema, com
uma perspectiva histérica, minha sugestdo é olhar na maravi-
lhosa pesquisa de Weber ™3 e no ja mencionado 4.

*>*N. A’Campo. Sur la
monodromie des singularités
isolées d’hypersurfaces
complexes. Invent. Math.,
20:147-169, 1973.

23 C. Weber. On the topo-
logy of singularities. In
Singularities II, volume 475
of Contemp. Math., pages
217-251. Amer. Math. Soc.,
Providence, RI, 2008.

*4E. Brieskorn and

H. Knorrer. Plane algebraic
curves. Birkhauser/Springer
Basel AG, Basel, 1986.


http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002090465
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002090465
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002090465
http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/dms/loader/img/?PID=GDZPPN002090465
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Figure 1. The torus knot of type (2, 3).

As seis figuras do livro de
J. Milnor “Singularities of
complex hypersurfaces”
(1968).
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A famosa figura Melencolia
de Diirer (1514). O politopo
néo é Ks! Eu recomendo um
artigo do Glinter Ziegler

no The Guardian Diirer’s
polyhedron: five theories
that explain Melencolia’s
crazy cube. t


https://www.theguardian.com/science/alexs-adventures-in-numberland/2014/dec/03/durers-polyhedron-5-theories-that-explain-melencolias-crazy-cube
https://www.theguardian.com/science/alexs-adventures-in-numberland/2014/dec/03/durers-polyhedron-5-theories-that-explain-melencolias-crazy-cube
https://www.theguardian.com/science/alexs-adventures-in-numberland/2014/dec/03/durers-polyhedron-5-theories-that-explain-melencolias-crazy-cube
https://www.theguardian.com/science/alexs-adventures-in-numberland/2014/dec/03/durers-polyhedron-5-theories-that-explain-melencolias-crazy-cube

O associaedro de
Hiparco—Schroeder—Iamari—Stasheff

No6s vAMOS ESQUECER AS CURVAS ANALITICAS por enquanto
e vamos voltar para as drvores, as palavras e a combinatéria.
Temos um diciondrio natural entre trés tipos de objetos.

» Arvores planas enraizadas bindrias com n folhas.
Um modelo de Ks.

* Parénteses bindrios em uma palavra de tamanho 7.

e Partigoes de um poligono convexo com (n + 1) arestas (uma delas
sendo chamada “a raiz”) em 7 tridngulos.

Isso estd ilustrado pelas figuras na margem.

a
Também temos discutido drvores enraizadas com n folhas
tais que todo vértice interno tenha pelo menos dois filhos. Essas
arvores estdo associadas a parénteses de Schroeder em uma d
palavra de comprimento n que ndo sejam necessariamente
bindrias. Em termos das diagonais, em um poligono convexo de b c

(n+1) lados, elas correspondem a cole¢des de k diagonais sem
intersecdo, com 0 < k < n. O nimero desses objetos é o n-ésimo
(pequeno) ntimero de Hiparco-Schroeder.

Um politopo abstrato

Estamos indo para a construgdo de uma sequéncia de politopos
K, de dimensdo n - 2, chamados de associaedros.


http://images.math.cnrs.fr/Associaedre.html
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Desenhe um intervalo e rotule-o com a tinica rvore de raiz
que tenha trés filhos e nenhum outro vértice. Rotule seus pontos
finais com as duas &rvores bindrias planas com trés folhas. No6s
temos a seguinte figura. Isso é K3: apenas um intervalo.

/NN

*-—

Como sugerido na figura anterior, se podemos passar de uma
para outra por uma transi¢do local, é muito tentador conectar
duas arvores bindrias por uma aresta. Se vocé detectar dentro
de uma arvore bindria alguma subdrvore com trés folhas, vocé
a apaga e substitui pela outra drvore com trés folhas, definindo
uma aresta no associaedro.

Vamos construir uma figura para n = 4. Existem cinco arvores
com quatro folhas. Nés as colocamos nos vértices de um penté-
gono. As cinco folhas sdo rotuladas por cinco drvores planares
de quatro folhas e exatamente um vértice com 3-filhos. Temos
mais uma drvore planar enraizada com quatro filhos. Nés a co-
locamos no centro do pentdgono, como um rétulo para a face de
dimensdo 2 do Pentdgono. Isso é o Kj.

Isso sugere que se poderia definir algum “politopo” de di-
mensdo n — 2 cujos vértices sdo rotulados por arvores bindrias
com 7 folhas, cujas arestas sdo rotuladas por drvores com um
tnico vértice com trés filhos etc. cuja tnica face de dimenséo
maxima n -2 é rotulada pela tinica drvore enraizada com # filhos
(geralmente chamada de corola).

Indo para n =5, ainda podemos construir uma figura.

Acontece que é realmente possivel construir um tal politopo





https://embuchestissues.files.wordpress.com
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para todos os valores de n. Mas o primeiro problema é dar

uma defini¢do precisa da palavra “politopo” em um contexto
combinatério. Gostariamos de uma definicdo inspirada em nossa
intuicdo geométrica de um politopo no espago euclideano, mas que
ndo deveria levar em conta um mergulho em algum espaco.

Existe um conceito bem definido de poliedro combinatério cujas
faces sao segmentos, tridngulos e simplexos em geral. Comece
com um conjunto V de pontos chamados “vértices” e selecione
alguns subconjuntos de V, denominados “faces”, respeitando
apenas uma condi¢do: um subconjunto de uma face deve ser
uma face. Se uma face contém k + 1 elementos, diz-se que é um
simplexo de dimens&o k. Essa é uma defini¢do bastante facil,
mas isso ndo é adequado em nossa situagdo. Por exemplo, o
politopo dimensao 3 Ks acima tem faces bidimensionais que sdao
quadrados ou pentdgonos, ndo tridngulos.

Ha4, de fato, vérias defini¢des combinatérias (ndo equivalen-
tes) de politopos abstratos, mas ndo as usaremos, uma vez que
eventualmente perceberemos nosso politopo como um objeto
geométrico no espago euclideano. Ndo obstante, um “politopo
abstrato” deveria pelo menos ser feito de “faces” tendo alguma
dimens&o e haver alguma ordenacao parcial entre faces, cor-
respondendo a ideia intuitiva de adjacéncia. Entdo, vamos nos
contentar com a defini¢do de um conjunto parcialmente orde-

nado K, de dimensdo n—2. Mas isso é muito facil. A dimenséo de um conjunto
parcialmente ordenado é a
cardinalidade de um sub-
no plano IT,,1 com (n + 1) vértices, mas a construcdo a seguir conjunto méximo totalmente

Para simplificar, escolheremos alguns poligonos convexos

é independente da escolha desse poligono. Vamos também ordenado menos 1.
selecionar um lado do poligono, chamado de raiz.
Uma face de dimenséo d de K é, por defini¢do, um conjunto
de F de n -2 —d diagonais sem intersecdo em I1,,,1. A relagdo
de adjacéncia é definida usando a incluséo reversa: dizemos
que uma face associada a um subconjunto F; é uma subface
de F, se F, c Fj. Por exemplo, vértices de K, de dimens&o 0,
correspondem a parti¢des de IT,.1 em (n — 1) tridngulos por
n -2 diagonais. Usando a raiz, esses vértices estdo associados a
arvores binarias planares, como queriamos.

Uma face de codimensao g de K, esta associada a uma arvore



planar com raiz com 7 folhas e exatamente g vértices internos
(diferentes da raiz e das folhas) ou, equivalentemente, com ¢
arestas internas. Visto do “ponto de vista da drvore”, pode-se
dizer que a face associada a alguma arvore T; é uma subface
daquela associada a T, se obtiver T, de T; colapsando algumas
arestas.

Por enquanto, s6 defini alguns conjuntos parcialmente orde-
nados. Nao seria dificil verificar se isso satisfaz os axiomas que
definem os politopos abstratos. .. que escolhi ndo explicitar.

Este é o associaedro de Hiparco—Schroeder—Tamari—Stasheff.

Algumas histérias

Como de costume, dar um tnico nome a um objeto matemaético é
quase impossivel.

Como sabemos, Catalan contou o nimero de vértices de K, e
Hiparco e Schroeder contaram suas faces.

Dov Tamari (anteriormente Bernhard Teitler) definiu o objeto
combinatério em 1951 em sua dissertagao.

Sugiro que vocé leia o primeiro capitulo do Festschrift de
Tamari "> para entender a motivagéo dele e conhecer a sua
biografia (um “passeio” na Alemanha, Palestina, Franga, Israel,
EUA, Brasil e Holanda ao longo do século XX). Aprende-se, por
exemplo, que

Pelo menos a partir de 1948, Tamari se op0s as injustigas que os
israelenses fizeram aos palestinos, bem como a discriminagéo
dirigida contra os imigrantes judeus dos paises do Oriente Médio
(essas visdes ndo eram amplamente aceitas naqueles dias).

Em 1963, Jim Stasheff definiu o mesmo objeto, também em
sua dissertacdo, mas em um contexto topolégico muito diferente,
que discutiremos com algum detalhe no préximo capitulo. Des-
taco que ele ndo estava ciente do trabalho anterior de Tamari.

A imagem na margem mostra o “politopo curvo” de seu artigo
original.

A construgdo de um politopo convexo em algum espago euclide-
ano era uma questdo muito natural. De acordo com uma anedota,

ASSOCIAEDRO 223

Dov Tamari (1911—-2006).

Uma figura da dissertacdo
de Tamari.

25 F. Miller-Hoissen, J. M.
Pallo, and J. Stasheff, edi-
tors. Associahedra, Tamari
lattices and related structures.
Tamari memorial Festschrift,
volume 299 of Progress

in Mathematical Physics.
Birkhduser/Springer, Basel,
2012.

L s,
- .,
- .
I~
~
Seean

A figura de Stasheff.
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Milnor compareceu a defesa do PhD de Stasheff com um modelo
de papelédo de K5

O nome “associaedro” foi cunhado por Gil Kalai que pergun-
tou a Mark Haiman se existiria um politopo convexo geométrico
(ndo abstrato) em R" que realiza K;,_». Haiman forneceu alguma
construc¢do em 1984, mas ndo a publicou. Uma construgéo foi
publicada por Carl W. Lee em 1989. Vérios autores forneceram
outras construgdes. Para maiores detalhes, veja o capitulo corres-
pondente de Cesar Ceballos e Giinter Ziegler no Festschrift de
Tamari.

A construgio de Loday

Para encerrar este capitulo, descrevo uma bela construcéo de

Jean-Louis Loday 2® em 2004, de um politopo convexo o espaco 6] -L. Loday. Realization of
the Stasheff polytope. Arch.

. L. . . Math. (Basel), 83(3):267—278,
mente a combinatéria do associaedro de Hiparco e outros. 2004.

euclideano cujas faces (no sentido geométrico) realizam precisa-

Considere uma arvore binaria planar enraizada T com n
folhas, pensada como um vértice de K;,. Rotule as folhas de
1 a n da esquerda para a direita. Para cada par de folhas i, j,
denotamos por i v j o vértice de T que é o mais jovem ancestral
comum de i e j. Para cada inteiro i tal que 1 <i <n -1, considere

o vértice i v (i + 1) e denote por v;(i) (resp. v+(i)) o nimero de I
seus descendentes ao longo do ramo esquerdo (resp. direito). 4
Associamos a arvore T ao ponto 2 3

- B B n-1 ViB)=2  V,3)=1
M(T) = ((Dvr (1), 1) (2), ..., v (n - Dve(n - 1)) e R™. 31
Teorema. O fecho convexo do conjunto de pontos M(T) € R"!

que T descreve todas as drvores bindrias planares enraizadas é um

politopo convexo cuja combinatoria é precisamente a do associaedro de
Hiparco-Schroeder—Tamari—Stasheff.

Primeiro mostraremos que todos os pontos M(T) estdo no
hiperplano de R"~! cuja equagéo é

n(n-1)

X1 +Xp+ -+ Xyq = >



Uma maneira de provar é contar o ntimero de triplas (a,b,v) em
que a < b sdo duas folhas com v = a vb. Como v é determinado
por a,b, esse nimero é igual ao ntimero de pares a < b, igual a
n(n-1)/2. Se contarmos este mesmo ntimero de acordo com o
vértice v, obteremos a soma do v;(i)v,(i) dei=1an-1. Isso
prova a afirmagcéo. o]

Para provar o teorema de Loday, primeiro identificamos as
faces F de codimensdo 1 de Kj,. Elas sdo rotuladas por arvores
(ndo necessariamente binarias) com um tnico vértice interno.
Elas sdo definidas por dois inteiros 1 < p < p+g-1<ne
obtidas enxertando uma g-corola no p-ésimo vértice da n - g+ 1-
corola. O conjunto Fy 4 dos vértices dessa face é o conjunto
das arvores (planares enraizadas) bindrias que sdo obtidas
enxertando qualquer arvore (bindria, planar e com raiz) com
q folhas na folha rotulada p em alguma arvore (bindria, planar e
com raiz) com (n —g+ 1) folhas.

Pode-se expressar o mesmo ainda de uma maneira diferente.
Uma érvore binéria T pertence a Fy 4 se, e somente se, a menor
subarvore bindria Ty, de T contendo as folhas {p,...,p+q-1}
ndo contém nenhuma outra folha.

Defina uma funcéo linear [, ; em R™"! por:

Ipqa(x1,%2,. ) Xno1) = Xp + Xpi1 + o+ Xpyg1-

Vamos avaliar I, ;(M(T)) quando T é um vértice da face Fy; de
codimensdo 1. Sabemos que T é um enxerto de alguma arvore
(bindria, planar e enraizada) com g folhas na folha rotulada p em
alguma arvore (bindria, planar e enraizada) com (n - g+ 1) folhas.
Claramente, a i-ésima coordenada de M(T) para p<i<p+g-1,¢
a (ip)-ésima coordenada de M(T;) € R7! de modo que Ipq(T) =
q(g—-1)/2 como vimos.

Suponha agora que T ndo esteja em F, 4, entdo, existe pelo me-
nos alguma folha 7 no intervalo {p,---,p+q -1} tal que iv (i+1)
tem algum descendente fora dele. Ao computar [,,(M(T)), sabe-
mos que obtemos q(q - 1)/2 se contarmos apenas os descendentes
de iv (i+1) que estdo dentro do intervalo {p, p +q-1}. Qualquer
descendente que esteja fora do intervalo {p, p +q -1} produz uma
soma maior.

A prova do teorema estd terminada. De fato, para cada face
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Fp,; de codimensao 1 de K;;, mostramos que a fungao afim [, ; -
q(g-1)/2 é zero em todos os M(T) para todos os vértices T de
Fp,5 e positivo em todos os M(T) para vértices T de K, que ndo
estejam em F, ;. Em outras palavras, encontramos fungdes afins
de apoio que mostram explicitamente que o fecho convexo dos
pontos M(T) tem, de fato, a combinatdria de nosso politopo
abstrato.

Jean-Louis Loday explicou a descoberta desse mergulho em
um belo artigo online *7. Ele frequentemente usou "Guillaume

William Zinbiel'como pseuddnimo, por sua admiragdo a Leibniz.

Jean-Louis Loday (1946—
2012) falando sobre o
associaedro.

?7].-L. Loday. Comment j’ai
trouvé 1’associaedre.


http://www-irma.u-strasbg.fr/annexes/conferences/loday06/lodayconf.jpg
http://www-irma.u-strasbg.fr/~loday/associaedreHistoire.pdf
http://www-irma.u-strasbg.fr/~loday/associaedreHistoire.pdf
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Este é o cartdo da tem-
porada CIRM para 2005,
representando K3. Eles até
produziram uma camiseta. +


http://www.cpt.univ-mrs.fr/~coque/
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“Cherry Tree” de Hasegawa
Kytiz6, biombo pintado com
papel folheado a ouro (1592).

t



Jim Stasheff e os espagos de lagos

NAO HA NECESSIDADE DE RECORDAR A IMPORTANCIA DOS
GRUPOS na matemdtica em geral e em particular na topologia.
Ocorre que um dos problemas é o carater bastante sutil desse
conceito na teoria da homotopia conforme explicado neste capitulo.

Relembre que duas aplicagdes continuas fy, f1 : X - Y
sdo homotdpicas quando existe uma aplicagdo continua F : X x
[0,1] - Y (chamada homotopia) tal que F(x,0) = fo(x) and
F(x,1) = f1(x). Dois espagos topoldgicos X,Y tém o mesmo
tipo de homotopia se houver equivaléncia homotopica f : X - Y
eg Y - X, ie., uma aplicacdo tal que f o g and go f sdo
homotopicas a identidade. A teoria da homotopia estuda a
categoria homotdpica cujos objetos sdo espagos topoldgicos e cujas
morfismos sdo aplicagdes a menos de homotopia.

Como um exemplo trivial, um intervalo fechado ndo pode
ser homeomorfo a um grupo topoldgico, pois o conjunto de seus
dois pontos finais é invariante sob qualquer homeomorfismo,
enquanto qualquer grupo age transitivamente em si mesmo por
meio de translagdes. No entanto, o intervalo é contrétil: tem
0 mesmo tipo de homotopia que um ponto, que é um grupo
(trivial). Em sua dissertacao de 1961 (publicada em 1963 '28), Jim
Stasheff abordou a questdo de determinar quais espagos tém o
tipo de homotopia de um grupo topolégico.

Jim Stasheff. +

Atengdo: desvio! Estrita-
mente falando, este capitulo
nao é necessario para o
restante do livro, mas servira
como uma motivagdo para

o conceito de operad que,
por sua vez, também nao é
necessario, apesar de lancar
luz sobre a figura geral.
Provavelmente, leitor, é a
parte mais dificil do nosso
passeio. t

287 D. Stasheff. Homotopy
associativity of H-spaces. I,
II. Trans. Amer. Math. Soc.
108 (1963), 275-292; ibid.,
108:293-312, 1963.


http://www.ams.org/journals/tran/1963-108-02/S0002-9947-1963-99939-9/S0002-9947-1963-99939-9.pdf
http://www.ams.org/journals/tran/1963-108-02/S0002-9947-1963-99939-9/S0002-9947-1963-99939-9.pdf
http://www.ams.org/journals/tran/1963-108-02/S0002-9947-1963-99939-9/S0002-9947-1963-99939-9.pdf
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Grupos Topoldgicos e fibrados principais

Nesta secdo, dou uma breve visdo geral do papel dos grupos
topolégicos na teoria da homotopia. Meu tnico objetivo é in-
troduzir a terminologia e fatos basicos suficientes para explicar
a contribuicdo de Stasheff. Mais uma vez, este é um territério
enorme e eu tenho que me referir a livros excelentes, como por
exemplo, o de ... Milnor e Stasheff ™9, lidando com as chamadas
classes caracteristicas.

Seja G um grupo topoldgico, ou seja, um grupo equipado com
uma topologia de tal forma que a composicado e as aplicacdes in-
versas sejam continuas. Um G-fibrado principal é uma agdo livre de
G em algum espago X com um “bom quociente” B. Cada ponto
em X deve ter uma vizinhanga G-invariante homeomorfa a um
produto U x G em que a G-agdo é apenas a agdo por transla¢oes
no segundo fator. Frequentemente, é mais conveniente pensar no
fibrado como uma aplicagdo de projegdo p : X - B no espago B
das G-6rbitas. Um G-fibrado p’ : X’ - B é isomorfo a p se houver
um homeomorfismo G-equivariante entre X e X’, induzindo a
identidade em B. Diremos que o espago total X esta sobre a base B
e que a imagem inversa de um ponto por p, uma G-6rbita, é uma
fibra.

Neste ponto, devemos ser muito cautelosos sobre o tipo de
espagos topoldgicos que serdo usados. Eles devem ser Haus-
dorff e ndo muito patolégicos. Normalmente, restringe-se o
estudo a CW-complexos. Como ndo é minha inten¢do dar uma
descri¢do precisa desses espagos, apenas mencionarei que tal
espaco X é, por defini¢do, uma unido crescente de subespagos
Sk, (X), chamados de n-ésimos esqueletos. De forma que o (n+1)-
ésimo esqueleto Sk, ,1(X) é obtido a partir de Sk, (X), colando
algumas bolas (1 + 1)-dimensionais B"*! ao longo de algumas
“aplicacdes de colagem” u : 9B"*! - Sk,(X). O livro de Hat-
cher 3°(disponivel gratuitamente na Internet) é uma excelente
referéncia.

Os fibrados principais sdo objetos fundamentais na topologia
(diferencial). Por exemplo, dada uma variedade diferencidvel
M de dimenséao m, seja Fr(M) o espago de pares (x, f) sendo
x um ponto de M e f um referencial em x, em outras palavras,

29], W. Milnor and J. D.
Stasheff. Characteristic
classes, volume 76 of Annals
of Mathematics Studies.
Princeton University Press,
Princeton, N.J., 1974.

Tradicionalmente, no con-
texto dos fibrados principais,
os grupos atuam 4 direita.

— @

Tome um ponto, dois
intervalos e um disco.

Cole os pontos finais dos
intervalos num ponto,
produzindo uma figura
oito. Cole a borda do disco
para uma componente

dos oito. Vocé obtém um
exemplo muito simples de
um CW-complexo. E claro
que, em geral, as aplicagdes
de colagem podem ser muito
mais complicadas.

3° A. Hatcher. Algebraic
topology. Cambridge UP,
2002.


https://www.math.cornell.edu/~hatcher/AT/AT.pdf
https://www.math.cornell.edu/~hatcher/AT/ATpage.html
https://www.math.cornell.edu/~hatcher/AT/ATpage.html
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uma base do espaco tangente Ty(M). H4 uma acéo livre 6bvia
do grupo linear GL(m,R) em Fr(M) e o mapa p, enviando (x, f)
em Fr(M) para x € M um fibrado principal.
Dado um G-fibrado principal p : X - B e uma aplicagdo
i: By — B, o pull-back p produz um fibrado principal p; : X1 - Bj.
Formalmente, X; é o subespago de B; x X que consiste de pares
(b1, x) tal que i(b1) = p(x) e p1(b1,x) = by. Por exemplo, se i é
uma inclusdo, p; é a restricdo para “o que estd acima de i(B;)
em X”.
Aqui estd um exemplo importante: Seja Gry , o espago de
subespagos lineares de dimensdo k em R”. Essa é uma variedade
compacta, chamada Grassmanniana. Existe um fibrado tautoldgico
GL(k,R) sobre Gry, cuja fibra sobre algum subespago consiste
nas bases daquele subespaco. Se uma variedade k dimensional
M estd imersa em R”, entdo, a diferencial dessa imersdo d4 uma
aplicagao de M para Gry ,,. O pull-back do GL(k,IR) é um fibrado 131 M. Audin. Publier sous
tautolégico sobre Gry ,, que é isomorfo ao fibrado dos referenciais I'Occupation. I. Autour du
de M. cas de Jacques Feldbau et de

I’Académie des sciences. Rev.
Deixe-me mencionar dois fatos importantes sobre os fibrados Histoire Math., 15(1):7-57,
principais: 2009
— Qualquer fibrado com uma base contratil B é trivial(izavel),
ou seja, isomorfo a B x G. Veja 13" para a historia desse teorema.
—-Sei,i’ : By - B sdo homotopicos, entdo o pull-back dos
fibrados principais pi, p; de p por i,i’ sdo isomorfos.
Essas duas propriedades mostram que o conjunto de classes
de isomorfismos dos G-fibrados principais sobre algum espaco
B depende apenas do tipo de homotopia de B e define algum
functor contravariante na categoria de homotopia.

Classificando os espagos

Um fibrado G-principal pg : E(G) - B(G) é chamado universal
se todo G-fibrado principal p : X — B é isomorfo ao pull-back de
pc para alguma aplicagdo i : B - B(G) que é tnica, a menos de
homologia. Mais tarde, iremos esbogar uma prova do seguinte

teorema. Sequéncias espectrais e
orbitas da acdo de grupos,
Teorema. Para todo grupo topologico G, existe um fibrado universal por A. Fomenko. t


http://www.numdam.org/item/RHM_2009__15_1_7_0
http://www.numdam.org/item/RHM_2009__15_1_7_0
http://www.numdam.org/item/RHM_2009__15_1_7_0
http://www.numdam.org/item/RHM_2009__15_1_7_0
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pc : E(G) - B(G).

Em outras palavras, existe uma bijecdo natural entre:

— (classes de isomorfismos de) fibrados G-principais sobre
algum espago B.

— Classes de homotopia [B, B(G)] de aplicacdes de B em B(G).
Diremos que B(G) é o espaco classificante de G.

Deixe-me descrever dois exemplos importantes: Como pri-
meiro exemplo, suponha que G seja um grupo discreto. Em tal
situagdo, um fibrado G-principal nada mais é do que uma aplica-

¢do de recobrimento galoisiano com grupo Galois G. Os espagos Para a teoria de espagos de
recobrimento, veja o livro de

de recobrimento de um espago B sdo descritos por subgrupos o
Hatcher ou Analysis Situs.

de seu grupo fundamental. Nesse caso, B(G) é um espago de
Eilenberg—-MacLane K(G,1): seu grupo fundamental é G e seu
recobrimento universal E(G) é contrétil (equivalentemente todos
grupos de homotopia mais altos de K(G,1) sdo triviais). Um
recobrimento de algum espago B e de grupo de Galois G é equi-
valente a uma classe de homotopia de aplicagdes B - K(G, 1).

Uma observagdo importante:

Para definir o grupo fundamental de um espago X, precisa-
mos de um ponto base x € X. Uma notacdo como f: (X, x) - (Y,y)
significa que f(x) = y. Para discutir homotopia de aplicagdes,
devo mencionar explicitamente se essa homotopia preserva os
pontos de base ou ndo. Eu deveria ... mas ndo vou! Se fizesse,
implicaria frases longas e técnicas e, como o leitor ja percebeu,
este livro ndo é uma enciclopédia completa. Espero que meu
querido leitor perdoe essa falta de precisao.

Como segundo exemplo, considere o grupo U(1) dos ntime-
ros complexos de médulo 1. Para cada n, hd uma acdo de U(1)
na esfera unitaria $?*~! em C". O elemento w age em (z1,...,2,)
para produzir (wzy,...,wz,). Isso define um U(1)-fibrado princi-

pal
L e2n-1 n . . . ..
Pn: S - CP Poliedros e cadeias simplici-
ais 1973, A. Fomenko.
sobre o espago projetivo complexo. Todas essas esferas e es- t

pacos projetivos sdo naturalmente encaixadas, mergulhando
(z1,..-,2zn) em (z1,...,24,0,...,0), para que possamos definir um
U(1)-fibrado principal cujo espago total é a esfera dimensional


http://analysis-situs.math.cnrs.fr

infinita e cuja base é o espaco projetivo dimensional de dimensao
infinita.
Poo : 8% = CP*.

Veremos que esse € o fibrado universal para G = U(1). O ponto-
chave é o seguinte:

Proposigao. Um G-fibrado é universal e o seu espago total é contritil.

A prova desse fato fundamental é um exemplo tipico da teoria
da obstrugio. Comece com algum G-fibrado pg : E(G) - B(G)
tal que E(G) seja contratil e deixe-nos mostrar que é universal.
Considere algum outro G-fibrado p : E - B e queremos mostrar
que é o pull-back de pg por alguma aplicagdo i : B - B(G).
Construimos i nos esqueletos de B (que é, como sempre, um
CW-complexo), por indugdo em suas dimensdes. A cada passo,
alguma aplicagdo continua tem que ser estendida e a contratibili-
dade de E(G) é precisamente o necessario para esta construgao.
Veja o livro de Milnor e Stasheff para os detalhes e para a prova
da reciproca.

No exemplo de U(1), o espaco classificante B(U(1)) é CP* ja
que a esfera dimensional infinita é de fato contréatil.

A construcdo de Milnor

A construcdo de B(G) por Milnor é linda e fécil '32. Qualquer
grupo topolégico G age livremente sobre si mesmo, mas é claro
que o grupo ndo precisa ser contratil. Portanto, temos que forcar
a contratibilidade, preservando uma agdo livre de um grupo.
Seja E(G) o simplexo sobre G. Um elemento de E(G) é, por defini-
¢d0, uma combinacdo baricéntrica formal finita de elementos de
G, isto é, uma soma formal

)Log0+/\181 +~-~+Akgk

sendo A; > 0 and }; A; = 1. Este espago é convexo, portanto, con-
tratil, estando equipado com uma agdo livre de G. A projegdo de
E(G) no seu quociente B(G) é, portanto, um espaco classificante.
Et voila!
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Sugestdo: verifique tudo
sozinho, sem abrir muito os
livros recomendados! Por-
que a esfera 5*° é contratil?

Espacos celulares, por
A. Fomenko. +

32 J. Milnor. Construction of
universal bundles. II. Ann. of
Math. (2), 63:430—436, 1956.


http://www.jstor.org/stable/pdf/1969609.pdf
http://www.jstor.org/stable/pdf/1969609.pdf
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Poderiamos ser mais cuidadosos na defini¢do de E(G). Come-
cando com a unido disjunta dos produtos G"*! x A, sendo

A”:{(/\O/"'/)\ﬂ) | }\120 and Z/\l:]_}
i

é um simplexo padrédo. Entdo, introduzimos uma relacao de
equivaléncia “6bvia” gerada por

((gol" '/gi/gi+1/gi+2/' --,gn)/ (/\0/' . -//\iror)\l‘+2/- . '/)\l’l)) € Gn+1 X An
= ((go,.. -rgi/gi+2/~ --/gn)/ (/\0,. . .,/\i,/\l‘+2,. ..,/\n)) € Gn X An—l

definindo E(G) como o espaco quociente. Isso é a construgio

“join” de Milnor. O nome vem do fato de que “conexdes virtuais’
foram criadas, juntando pontos em G.

Lagos e suas composigoes

Dado um espago B com um ponto base » € B, o espago dos lagos
baseados ()(B, x) é o espago de ...lacos baseados ©, isto é, das
aplicagdes continuas v : [0,1] — B tais que y(0) = (1) = *
equipado com a topologia aberta compacta. Dados dois lagos
baseados 1, 72, eles podem ser concatenados. Uma defini¢ado
possivel é definir 7 e y2(t) como y1(2t) para0 < t < 1/2e
v2(2t -1) para 1/2 <t < 1. Essa aplicagdo de composigao

Q(B,*) x Q(B,*) - Q(B, x)

certamente ndo é associativa. Na composicado (y1 ® ) ® 73 ao
longo de 71 quando ¢ € [0,1/4], entdo, ao longo de 7y, quando

t € [1/4,1/2] e, finalmente, ao longo de 3 quando ¢ € [1/2,1].
Esse ndo é o mesmo caminho que 71 ® (2 @ y3), mesmo que esses
dois lagos sejam homot6picos.

Alterando um pouco as defini¢des, obtemos um espago de
lagos que é estritamente associativo, ndo apenas a menos de ho-
motopia. Vamos usar os chamados lagos de Moore, que consiste
em algum ntmero [ > 0 ( pensado com algum comprimento) e
alguma aplicagdo continua y : Ry — B tal que 7(0) = x e y(t) = »
para t > I. H4 uma topologia natural no espago desses lagos
estranhos, denotada por (B, *), que tem 0 mesmo tipo de

Complexos simpliciais em
1973, por A. Fomenko.

t



homotopia de Q)(B, ). Dados (I1,71) e (I2,72), a composic¢do é
definida como (1 +Ip,¥) onde ¥(t) = v1(t) parat <l e y2(t - 11)
para t > [1. Isso é claramente associativo.

Isso é devido a Milnor (encore lui!). E descrito em um li-
vro 133 de Stasheff. No caso, fazemos uma suposi¢do muito leve:
B é a realizagdo geométrica de um complexo simplicial com um
nuimero enumerdvel de faces. Defina um grupo G(B) da seguinte
maneira: Comece com a unido disjunta dos B" com n > 0. Pense
em um elemento de B" como um caminho discreto by, ..., by,
com n passos, de forma que um ponto, em vez de seguir um
caminho continuo, salta de ponto a ponto. Considere a relagio
de equivaléncia:

(b1/'~ '/bi—libi/bi+1/' '-/bn) = (blf- . '/bi—llbi+1l’ '-/bn)

se bi = bi+l ou bi—l = bi~

Existe outro truque, menos conhecido, para obter outro es-
pago, ainda com o mesmo tipo de homotopia Q)(B, *), que é um
grupo topoldgico.

No espago do quociente, defina G(B) como o subespaco de
classes que tem um representante (by,...,b,) tal que by = b, = *
e tal que quaisquer dois elementos consecutivos b;, b;,1 estdao no
mesmo simplexo (entdo, mentalmente, podemos conecta-los por
um segmento). A estrutura do grupo é apenas concatenagéo.

E um exercicio simples verificar que é realmente um grupo
topolégico, com o mesmo tipo de homotopia que o espago de
lagos Q)(B, ).

Bem, essa construgdo néo é tdo complicada, mas é preciso ter
em mente que o grupo produzido é bastante extenso, mesmo
que B seja muito simples. Esse grupo é muito raramente usado
“na préatica”.

De qualquer forma, devemos lembrar que um espaco (B, *)
define um usual Q)(B, *) equipado com alguma aplicacdo de
concatenagdo, ndo associativa, mas que pode ser transformada
em uma lei associativa ou mesmo em um grupo topolégico ao
custo de algumas contor¢des topoldgicas.

Uma observagdo final nesta segdo:

Proposi¢do. Qualquer grupo topolégico G tem o mesmo tipo de

ESPACOS DE LAGOS 235

33 ]. Stasheff. H-spaces

from a homotopy point of
view. Lecture Notes in
Mathematics, Vol. 161.
Springer-Verlag, Berlin-New
York, 1970.

Um complexo simplicial é
um conceito combinatério
que consiste de um conjunto
V cujos elementos sdo
chamados vértices, e uma
familia de subconjuntos
finitos de V, chamados

de faces. Temos um tnico
axioma: um subconjunto
ndo vazio de uma face

é uma face. Dado um
complexo simplicial, existe
um espaco topolégico
associado chamado realizagio
geométrica. Consiste de
fungdes t : V — [0,1] tal
que Y,y t(x) =1 e tal que
{x|t(x) # 0} é uma face.
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homotopia que o espago de lagos de seu espago classificante.

Apenas listo as palavras-chave na prova para ilustrar o tipo
de gindstica requerida nesta parte da topologia. Se (X, x) for um
espago com um ponto base, sua suspensio S(X, x) é obtida de
X x[0,1] pelo colapso de X x {0}, X x {1} e {x} x [0,1], para um
tnico ponto. Uma aplicacdo de S(X, x) para algum outro espago
(Y,y) é equivalente a uma aplica¢do de (X, x) para o espaco de
lagos Q(Y,y). Os seguintes sdo equivalentes:

- uma classe de homotopia de aplica¢des de (X, x) para
Q(B(G),e) (e é a unidade em G);

- uma classe de homotopia de aplicacdes de S(X, x) para
(B(G),e);

- uma classe de isomorfismo de um G-fibrado sobre X x [0,1]
trivializado sobre X x {0}, X x {1} e {x} x[0,1];

- um caminho de G-fibrados p; sobre X e isomorfismos entre
po € p1 com o fibrado trivial X x G.

Observe que, dado um fibrado trivializado X x G - X, as outras
trivializagdes sdo simplesmente dadas pelas aplicagdes X — G.
De fato, um isomorfismo de X x G - X para si mesmo envia (b, g)
para (b,u(g)g) para algumas aplica¢des u : B - G. Portanto,
as classes de homotopia de mapas de (X, x) a Omega(B(G),e)
estdo em bije¢des candnicas com as classes de homotopia de
(X,x)a(G,e). o]

O teorema de Stasheff em H-espagos

Um espaco (X, «) é chamado de H-espago se for equipado com
uma “multiplicacdo”
my: XxX—->X

tal que my(x, x) =my(*,x) = x.

A questdo estudada por Stasheff é denominada de problema
de reconhecimento. E possivel decidir a partir de X e m; se existe
algum espago Y e alguma equivaléncia de homotopia de (X, x) para
o espago de lago Q(Y,y) que transforma m; na concatenagéo de
lagos em Q(Y,y)? Isso equivale ao reconhecimento de grupos
topolégicos entre H-espagos, a menos de homotopia.

Um espago fibrado por
A. Fomenko. t

Note que o fato de que
as translagdes a direita e
a esquerda comutarem
ndo é nada mais do que a
associatividade.

H é em homenagem a Heinz
Hopf e ndo de Homotopia.
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Esta é realmente uma questdo fundamental:

Qual é o conceito correto de grupo na categoria homotdpica?

Como o leitor certamente adivinhou, a resposta dada por
Stasheff envolverd o associaedro introduzido no capitulo ante-
rior.

Suponha que (X, x) tenha de fato o tipo de homotopia de
algum espaco de lagos Q(Y,y) e que m; seja homotdpico a
concatenagao. E conveniente usar o espaco de lagos de Moore
Oum(Y,y) com sua concatenagdo associativa y. As duas aplicagdes

(x1,x2,x3) € X3 my(my(xq,x2),x3) € X
m mp(x1,mp(x2,x3)) € X

devem ser homotépicas, uma vez que y é associativo. Essa
condi¢do ndo necessariamente ocorre, mas se acontecer, o H-
espago é associativo a menos de homotopia e dizemos que o H-
espago (X, my) é um Aj-espago. A homotopia, neste caso, é uma
aplicacio de X® x [0,1] para X e o fator [0,1] deve ser visto como
0 associaedro de Kj.

Quatro termos definem cinco aplicagdes de X* - X associa- Anti-Diirer - Do ciclo
. . L. : Didlogo com autores
dos as cinco arvores bindrias planares com quatro folhas. Estas
cinco arvores podem ser vistas como os vértices de um pen- A. Fomenko.
tdgono Ky. Na etapa anterior, consideramos cinco aplica¢oes
[0,1] x X* » X, que concordam nas suas bordas e definem uma
aplicagao 9Ky x X* » X. Se X tem o tipo de homotopia de um
espago de lagos Qp(Y), com multiplicagdo estritamente associa-
tiva y, esta aplicagdo tem que se estender ao pentdgono completo
Ky x X* » X. Se isso acontecer, dizemos que X é um Aj-espaco.

Deve ficar claro que essa imagem continua em todas as dimen-
soes.

Podemos finalmente enunciar o teorema de Stasheff:

Teorema. Um H-espaco my : X x X — X é homotopicamente
equivalente a algum espago de lagos se, e somente se, for um espago
Aco-espago, ou seja, se existirem aplicagdes coerentes my, : Ky x X" - X
compativeis com as faces do associaedro K, (n > 1).

A condicado necessdria é clara agora. A parte mais interessante
Matar os espagos na to-

do teorema é, evidentemente, a condicdo suficiente, que eu ndo pologia homotépica, por

irei provar na proxima segdo. A. Fomenko.

do século XVI, 1975, por
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Comece com algum espaco X de tipo Ao, com aplicagdes
compativeis m;, : K, x X" - X, nosso objetivo é produzir um
espago Y cujo espago de lagos tenha o mesmo tipo de homotopia
como X. Sabemos que Q(Y,y) tem 0 mesmo tipo de homotopia
que algum grupo topoldgico G que, por sua vez, tem o tipo
de homotopia de Q)(B(G), »). Portanto, é tentador escolher
Y = B(G), mas ndo conhecemos G.

Afinal, s6 sabemos a cole¢do de mapas m;, : K, x X" - X que é
algum tipo de substituto para uma estrutura de grupo. Portanto,
nossa estratégia é clara: temos que adaptar a construgdo de
Milnor de B(G) para essas A -estruturas mais gerais. Este
projeto foi realizado por Stasheff.

Em vez de comegar com a unido disjunta de G"*! x A, e iden-
tificar pontos de acordo com alguma relagdo de equivaléncia
“6bvia”, comece com a unido disjunta de K, x X" e defina al-
guma relacdo de equivaléncia “6bvia” nessa unido disjunta. Isso
produzird um espago B(X), o espago classificante do Ao-espago X.

A tnica coisa que ainda temos que “mostrar” é, como espe-
rado, o espago de lagos de B(X) ser uma solugdo para o nosso
problema: isto é, um desenlagamento de X . Isso ndo é facil e
Stasheff provou isso com alguma hipétese adicional (menor)

sobre a topologia de X.
34 J. M. Boardman and
R. M. Vogt. Homotopy
. invariant algebraic structures
CET@]@ZT&S on topological spaces. Lecture
Notes in Mathematics,
Vol. 347. Springer-Verlag,

A fim de obter alguma intui¢do por trds de B(X), deixe-me Berlin-New York, 1973.

descrever brevemente as Cerejeiras introduzidas por Boardman
e Vogt '34. Considere uma arvore bindria planar enraizada com
n folhas. Se as n — 2 arestas internas estiverem equipadas com
algum comprimento em [0, 1], obteremos uma arvore métrica.
O conjunto dessas métricas define um cubo [0,1]"~2 para cada
arvore bindria.

Se uma ou mais arestas internas tiverem comprimento 0, elas
poderédo ser colapsadas e o resultado serd uma arvore planar
com raiz, que deixa de ser bindria, mas cujas arestas internas
ainda tém comprimento. Isso produz algumas identificagdes
ao longo das bordas desses cubos. O conjunto dessas arvores



ESPACOS DE LACOS

métricas define uma decomposigdo ctibica de Kj,. Portanto,

K, pode ser visto como um espago de arvores métricas. Por
exemplo, o pentagono é decomposto em cinco quadrados. Esta
apresentacdo de K, como um espago de drvores métricas nos
permite definir aplicagdes de enxerto iy, x

Kin % (Kkl x Kkz XX Kkn) - Kk1+"'+kn'

Assim, basta colar drvores métricas nas folhas de uma arvore
métrica.

Agora, queremos visualizar K, x X". Simplesmente imagine
que cada folha de nossas drvores métricas carrega algum ele-
mento de X, pensado como uma cereja. Esta é uma cerejeira: uma
arvore métrica com cerejas nas folhas.

O espago classificante B(X) pode ser descrito usando essa
terminologia. Suponha que uma cerejeira T contenha uma aresta
e que seja totalmente crescida de comprimento 1. Cortando e, a
arvore T é decomposta em duas drvores métricas. Deixe-nos
denotar por T a parte que consiste em descendentes do ponto
final de e: esta é uma cerejeira com k < n folhas. A outra arvore,
Ty, contendo a raiz de T, ndo é bem uma cerejeira, pois a folha
recém-criada, na origem de e, ndo estd equipada com uma cereja.
Agora podemos avaliar m na arvore de cereja T; e depositar
o resultado como uma nova cereja na folha de Ty, que estava
esperando por sua cereja. Isso produz uma nova cerejeira.

Por definic¢do, o espago classificante B(X) é o quociente do
espago das cerejeiras por meio dessa operacdo de corte de arestas
totalmente crescidas e aplicagdo de my conforme explicado.
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Eu ndo vou mostrar que o espago de lagos de B(X) tem o 155 E. Hoefel, M. Livernet,

mesmo tipo de homotopia de X. Aqui tenho que admitir: as

and J. Stasheff. Ao -actions
and recognition of relative

referéncias que eu dei contém provas, mas definitivamente nao loop spaces. Topology Appl.,

sao faceis de ler ©. 206:126-147, 2016.

A referéncia mais acessivel que eu conhego é este artigo '35.


https://doi.org/10.1016/j.topol.2016.03.023
https://doi.org/10.1016/j.topol.2016.03.023
https://doi.org/10.1016/j.topol.2016.03.023
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Uma érvore trangada,
ilustrando um operad?



Operads

DEIXE-ME COMEGAR ESTE CAPITULO COM UMA CITAGAO de
Peter May 13°.

Z

O nome ‘operad’ é uma palavra que eu me concentrei, passando
uma semana pensando em nada mais. Além de soar bem, o nome
deve trazer a mente tanto as operagdes quanto as ménadas. [...]
O que eu néo previ era o qudo flexivel seria a nogdo, quantos
contextos matematicos essencialmente diferentes existem em que
desempenharia um papel natural, quantos modos filosoficamente
diferentes poderiam ser explorados.

De acordo com Wikipedia, outra razdo para este nome é que
a mae de May era uma cantora de 6pera. Como quase todos
o0s conceitos que discutimos até agora, os operads “existiam”
muito antes do seu nascimento 137, melhor dizendo, antes do
momento quando eles foram “batizados”. .. A defini¢do de May
é destinada a encapsular muitos tipos de “operacdes”, a maioria
lembrando os enxertos de drvores que ja encontramos neste
passeio.

Sabemos que um grupo é muito mais do que um conjunto
equipado com alguma aplicagdo de composigdo satisfazendo al-
guns axiomas. Grupos s6 existem através de suas representagdes
como automorfismos de “algo”. Da mesma forma, os operads
s6 existem por meio de suas representacdes e ndo vamos gastar
muito tempo com as defini¢des abstratas.

Um operad consiste de

¢ conjuntos O, para n > 0 (pensados como operagdes n-arias).

367, P. May. Operads,
algebras and modules.

In Operads: Proceedings of
Renaissance Conferences
(Hartford, CT/Luminy, 1995),
volume 202 of Contemp.
Math., pages 15-31. Amer.
Math. Soc., Providence, RI,

1997.

37]. Stasheff. The pre-
history of operads. In
Operads: Proceedings of
Renaissance Conferences
(Hartford, CT/Luminy, 1995),
volume 202 of Contemp.
Math., pages 9—14. Amer.
Math. Soc., Providence, RI,
1997-

Nesta palestra “On teaching
mathematics”, V. Arnold cri-
tica fortemente a abordagem
axiomaética da teoria dos
grupos, como é geralmente
ensinado na Franca. E eu
concordo plenamente com
ele.


https://en.wikipedia.org/wiki/Operad_theory
http://pauli.uni-muenster.de/~munsteg/arnold.html
http://pauli.uni-muenster.de/~munsteg/arnold.html
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¢ algum elemento 1 em O; chamado de unidade,
* para todo n,ky,..., ks, uma operagio , i.e. uma aplicagdo

On x (O, % Oy x++x O, ) = O 4,

satisfazendo ...alguns axiomas. Ndo quero escrever as férmulas
que expressam esses axiomas, pois eu mesmo ndo conseguiria ler
as férmulas que escreveria.

Eu prefiro dar primeiro um exemplo (que o leitor provavel-
mente ja tenha adivinhado) antes de usar palavras para descre-
ver 0s axiomas.

O exemplo é dado por arvores planares binarias: Denotemos
por Oy, o conjunto das arvores planares bindrias enraizadas
com 7 folhas e chamamos de 1 a arvore com uma folha que é
ao mesmo tempo a raiz. A operacdo de enxerto que ja usamos
varias vezes define o exemplo mais fécil de um operad.

Os cientistas da computacao
nos ensinaram que algumas
bije¢Ses computaveis N — IN
sdo faceis de avaliar, mas
possuem inversos muito
complicados. Escrever uma
férmula geralmente é facil,
mas as entender pode ser
terrivelmente complicado.

Agora, quais sdo os axiomas de um operad geral? Enxertar 1
em alguma arvore ndo muda a 4rvore. Se selecionarmos duas
folhas em alguma arvore e enxertarmos algo na primeira folha
e outro algo na segunda folha, poderfamos também comecar
enxertando o outro algo na segunda folha e depois o algo na
primeira. Na realidade, os axiomas operacionais sdo nada mais
do que isso, substituindo a palavra “enxerto” pela operagdo
operad.



Naturalmente, poderiamos também enxertar drvores planas
enraizadas que ndo sdo necessariamente binarias. Por exemplo,
poderiamos usar o que chamamos anteriormente de “arvores
podadas”, ou seja, drvores planas enraizadas tais que que cada
vértice interior tem pelo menos dois filhos. Isso produz o operad
de Hiparco—Schroeder—Tamari-Stasheff.

Para uma introducdo de duas péginas sobre os operads, veja
este artigo '38. Para uma apresentagdo de 27 paginas, consulte
este livro '39. Para um livro de 634 paginas mais recente sobre

140 Qual o meu

0 mesmo tépico, consulte esse enciclopédia
querido leitor escolherd? Diga-me o que escolhes e sabereis
quem és? ©

Aqui estéd outro exemplo de uma operagéo simples: Escolha
algum conjunto E e defina O, como o conjunto das aplicagdes
E" — E. Neste exemplo, 1 é a identidade e as operagdes sao
simplesmente dadas por substituicdo. Se tivermos uma aplicacdo
f:E" > E e n aplicagdes f; : Efi - E, pode-se substituir x; por f;
em f(x1,...,x,) para obter aplicacdes EX1*+kn — E. Isso satisfaz
0s axiomas que nao escrevemos. .. Denotamos este operad por
End(E).

Uma dlgebra sobre um operad O (também chamada de repre-
sentacdo) é um conjunto E e uma homomorfismo de operad de
O para End(E). Em outras palavras, cada elemento de O, define
uma operacao n-aria E" - E de uma “maneira compativel”.

Pode-se trabalhar em muitas categorias diferentes. Em vez de
conjuntos, pode-se usar espacos topologicos, tipos de homotopia,
espagos vetoriais etc.

Agora descrevo exemplos mais interessantes de operads.
Outros virdo nos capitulos seguintes.

Permutacoes

Lembre-se que no inicio deste livro estudamos algumas questdes
combinatérias relativas ao “reconhecimento de padrdes”. Isso se
encaixa muito bem com o seguinte operad.

Oy, é o conjunto de permutagdes de {1,...,n}. Eu escrevi
“conjunto” e ndo “grupo” porque ndo vamos compor estas permu-
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1387, Stasheff. Whatis ... an
operad? Notices Amer. Math.
Soc., 51(6):630-631, 2004.

39 E. Chapoton. Operads and
algebraic combinatorics of
trees. Sém. Lothar. Combin.,
58:Art. Bs8¢, 27, 2007/08.

40 ].-L. Loday and B. Vallette.
Algebraic operads, volume

346 of Grundlehren der Mathe-
matischen Wissenschaften
[Fundamental Principles

of Mathematical Sciences].
Springer, Heidelberg, 2012.


http://www.ams.org/notices/200406/what-is.pdf
http://www.ams.org/notices/200406/what-is.pdf
http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/EMIS/journals/SLC/wpapers/s58chapoton.pdf
http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/EMIS/journals/SLC/wpapers/s58chapoton.pdf
http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/EMIS/journals/SLC/wpapers/s58chapoton.pdf
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tacdes. Em vez disso, pensamos em uma permutagdo como duas
relacdo de ordem total em {1,...,n}.

Suponha que tenhamos algumas ordenagdes totais o em
{1,...,n}eo,,0nem{1,...,ki},...,{1,..., ky}. Escreva {1,... k1 +...+k,}
como uma unido disjunta de n intervalos consecutivos de tama-
nhos kq,ky, ..., k;. Ordene estes intervalos de acordo com ¢ e,
dentro do i-ésimo intervalo, ordene os elementos de acordo com
a ordem sigma;. Isso produz uma ordenacéo total natural em
{1,...,k; +...+ky}. Claramente essas “operacdes de enxerto” em
ordenagdes satisfazem os axiomas de um operad.

No capitulo que discutimos permutagdes separaveis, nota-
mos que qualquer drvore podada enraizada planar define uma
permutacdo das folhas.

Em outras palavras, construimos uma homomorfismo do
operad de Hiparco-Schroeder—Tamari-Stasheff para o operad
de Permutagdes. Nés também provamos que isso é uma injegdo:
pode-se reconstruir a drvore a partir da permutagéo.

O operad livre: Hiparco—Schroeder novamente

Considere uma sequéncia de conjuntos (E;),»1 e a defini¢do

do operad livre gerado por E,;. N6s temos que criar os conjuntos

Oy, cujos elementos sdo produzidos sob as operagdes a partir Estou consciente do fato de
que ndo é uma defini¢do

. ; Pprecisa, mas estou relutante
livre”, todos esses novos elementos devem ser assumidos como em definir usando objetos

dos elementos dos E,. Uma vez que queremos um “operad

diferentes, a menos que algum uso dos axiomas implique que iniciais em categorias.
eles sejam iguais. . Ndo é dificil construir este operad livre.

Um elemento de O, é uma arvore planar enraizada com n
folhas, de tal forma que cada vértice com i filhos estd equipado
com algum rétulo pertencente a E;. As operagdes deste operad
sdo novamente definidas através de enxertos.

Como exemplo, vamos considerar o caso em que todos os E,
sdo vazios, exceto Ey contendo um elemento. Entdo, o operad
livre construido a partir um elemento “de grau 2” é o operad das
arvores bindrias enraizadas. Uma algebra sobre este operad é
apenas um conjunto com uma operagao bindria.

Como outro exemplo, vamos considerar o caso em que cada



E; contém um tnico elemento para n > 2. Obtemos arvores
planas enraizadas, ndo necessariamente bindrias, de modo que
aos parénteses de Hiparco-Schroeder. Uma algebra sobre este
operad é apenas um conjunto com uma operacao n-dria para
cada n.

Simétrica e ndo simétrica

Estritamente falando, lidamos até agora com operads que sdao
chamados ndo simétricos. Em muitos casos, ha a¢des dos grupos
simétricos X, em O, que sdo compativeis com as opera¢des da
operad

Ou x (O, x Oy x - x O,) = O 4oy -

Nesse caso, o operad é chamado simétrico. Frequentemente, o ad-
jetivo “simétrico” é omitido. Aqui convido o leitor a determinar
quais dos exemplos anteriores sdo simétricos.

Pequenos cubos e Stasheff novamente

Lembre-se de que interpretamos o associaedro K;,, como espagos
de arvores métricas, onde cada aresta interior tem um compri-
mento em [0, 1]. Enxertar essas drvores produz aplica¢des

Kin % (Kkl x KkZ XX Kkn) - Kk1+"'+kn'

Em outras palavras, a verdadeira natureza da sequéncia de poli-
topos K;; é a de um operad: o operad de Stasheff. Este é um operad
topolégico, pois O, agora é visto como um espago topolégico.

Uma élgebra sobre K, é, por defini¢do, uma familia de aplica-
¢oes de K;; x X" a X, que define um homomorfismo de operad.
Claramente, todas as defini¢des foram preparadas de tal maneira
que a condi¢do “homomorfismo de operad” coincide com a de-
finicdo dos espacos de tipo Ac. Podemos, portanto, reafirmar o
teorema de Stasheff como

Teorema. Um H-espaco my : X x X — X é homotopicamente
equivalente a um espago de lagos se, e somente se, ele se estender como
uma dlgebra sobre o operad de Stasheff.
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Encontre a definigdo correta!
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Boardman e Vogt transformaram essa afirmacéo, escrevendo
ainda de outra maneira e introduziram o “operad dos pequenos
cubos”. Vamos escolher alguma dimensdo d > 1 e definir um
operad topoldgico Cub, da seguinte maneira:

e Cuby(n) é o espago de n-uplos (c1,¢p,...,cn) dos mergulhos
[0,1]% - [0,1]¢ de tal forma que os interiores das imagens sdo
disjuntos. O ¢; deve ser uma aplicagdo afim e, mais precisa-
mente, da forma c;(x1,...,x43) = («1;x1 + B1i, - -, &3iX3 + Bai)
(LKZ']' > 0)

* As operagdes deste operad
Cubd(n) X (Cubd(kl) X oo X Cubd(kn)) - Cubd(kl +oee +kn)
sdo “6bvias”. Basta inserir os cubos como na figura.

Se (Y, *) é um espago topolégico (na verdade, como de cos-
tume, um CW-complexo), o espago dos d-lagos Q"l(Y, *x)éo
espaco das aplicagdes continuas (com ponto de base) da esfera
de dimenszo d para Y. Pode-se também definir Q%(Y, x) como o
espaco das aplicacoes [0,1]? — Y que enviam a borda do cubo
para o ponto base.

O espago dos d-lacos de Y aparece naturalmente como uma
lgebra sobre o operad dos pequenos cubos. As opera¢des do
operad

Cubg(n) x Q4(Y, star)" - Q(Y, x)

sdo “6bvias”. Dados n cubos pequenos (cy,c¢y,...,c,) e n elemen-
tos 7; : [0,1]% - Y de Q4(Y, »), pode-se definir uma aplicagdo de
[0, 1]d — Y. Dentro da imagem de c;, use a composicdo de ¢; e 7;
e, de fora, use a fungdo constante enviando tudo para o ponto
base.

Em seu parecer do livro de Markl, Shinder e Stasheff sobre
operads "', John Baez explica uma das motiva¢des para os
operads.

A maioria dos especialistas da teoria da homotopia alegremente
venderiam suas almas pela capacidade de computar os grupos de
homotopia de um espago arbitrario.

[ ]

41 M. Markl, S. Shnider,

and ]. Stasheff. Operads in
algebra, topology and physics,
volume 96 of Mathematical
Surveys and Monographs.
American Mathematical
Society, Providence, RI, 2002.


http://math.ucr.edu/home/baez/operad.pdf

De fato, Boardman, Vogt '4* e May '43 generalizaram o teo-
rema de Stasheff:

Teorema. Se um espago conexo X é uma dlgebra sobre o operad dos
pequenos cubos Cub,, entdo, é homotopicamente equivalente ao espago
dos d-lacos Q4 (Y) de algum espaco Y.

Mais operads

Acredito que meu jovem leitor tenha entendido que os operads
ocorrem em quase toda parte na matemadtica, em um nivel
fundamental. Talvez (quem sabe) essa grande generalidade torne
a teoria um pouco abstrata demais? Para terminar este capitulo
conceitual, deixe-me dar mais alguns exemplos.

Insira uma férmula em um programa matematico, por exem-
plo, o seguinte no Mathematica,

Se vocé quiser saber como o seu computador “entende” essa
férmula, basta digitar o seguinte.

Vocé tem ... uma arvore.

Os vértices sdo rotulados por operadores, o que poderiam
ser n-arios para cada n. As folhas sdo “dtomos”. Portanto, a
linguagem de um software como o Mathematica é na verdade um
operad.

Note, no entanto, que este operad néo é livre. Por exemplo, o
TreeForm de sen(x +y) é a &rvore na margem. Se eu substituir
4 por x e 7T — a por y e se eu perguntar novamente pela drvore

correspondente:
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42 ], M. Boardman and R. M.
Vogt. Homotopy-everything
H-spaces. Bull. Amer. Math.
Soc., 74:1117-1122, 1968.

“3]. P. May. The geometry of
iterated loop spaces, volume
271 of Lectures Notes in
Mathematics. Springer-Verlag,
Berlin-New York, 1972.

Alguns matematicos recla-
mam que o grupo livre é
muito abstrato para me-
recer o apelido de grupo,
sendo apenas um monte de
palavras.


https://projecteuclid.org/euclid.bams/1183530111
https://projecteuclid.org/euclid.bams/1183530111
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noés obtemos a arvore trivial com apenas um vértice rotulado
com 0. O Mathematica “sabe” que sen(7t) = 0, entdo, a drvore
entrou em colapso. Em outras palavras, o operad Mathematica é
definido por geradores e relagdes, que sdo incorporados. O usudrio
tem permissdo para adicionar regras locais e trabalha no operad
quociente correspondente.

Superficies de Riemann fornecem outra boa fonte de operads.
Suponha que tenhamos duas superficies Riemann X, X, com
borda. Note que uma superficie de Riemann é canonicamente
orientada e isso induz uma orientacdo na borda. Suponha que
tenhamos algum difeomorfismo f invertendoa orientacdo entre
um circulo S; contido na borda 0% e um circulo S, contido
em dX,. Pode-se colar as duas superficies ao longo de f para
produzir uma nova superficie (orientada!).

Colando superficies de
Acontece que essa nova superficie é canonicamente uma Riemann.


http://josleys.com

superficie de Riemann, isto é, estd equipada com uma estrutura
de uma variedade holomorfa de dimensao 1. Isto é facil de ver
se f é analitica real, j& que neste caso é possivel ser estendido a
um difeomorfismo holomorfo entre pequenos anéis, que podem
ser usados para definir uma estrutura holomorfa na superficie
colada. Pode-se também colar superficies de Riemann ao longo
de difeomorfismos ndo analiticos, mas isso ndo é importante em
nosso contexto.

Usando esta operacdo de colagem, pode-se construir um ope-
rad. Um elemento de O,, é uma classe de isomorfismo de uma
superficie Riemann compacta com (7 + 1) bordas rotuladas, sendo
um deles chamado de entrada e os outros n saindo. Além disso,
cada componente da borda é equipada com um difeomorfismo
com o circulo. Colando superficies ao longo de suas bordas,
como no jogo de Lego, d& um exemplo de um operad.

Pode-se também aplicar varios functores a operads para produ-
zir mais operads. Por exemplo, vamos olhar para o operad Cub,
de pequenos quadrados. Cub,(n) tem o tipo de homotopia do es-
paco de n pontos distintos em um quadrado. Vamos considerar
seu grupo fundamental PB,,. Isso é chamado de grupo de tranga
pura.

Um elemento de PB;, consiste em 1 pequenos quadrados,
numerados em 1,2,...n em um quadrado (ou um disco) que se
movem ao longo de n lagos sem se cruzarem. No final dos lagos,
os quadrados voltariam as suas posi¢des iniciais e essa tltima
propriedade é o que se entende por “puro”.

Usando grupos fundamentais, obtemos aplicagdes
PBy, x (PBy, x - x PBy, ) = PBy ...k,

e nés temos um operad de grupo. Isso ndo é muito complicado.
Um elemento de PB,, dé origem a n tubos em um cilindro [0,1]? x
[0,1]. A estrutura de operad consiste em inserir tubos em tubos.
Nao ha razado para nos limitarmos ao caso de dimenséo 2
e ao grupo fundamental. Dado um espaco topoldgico X e um
inteiro positivo n, pode-se considerar o espago de configuragio
X[l definido como o espaco de n-uplas de pontos distintos em X.
Se X é um disco de dimensdo 2, pode-se mostrar que o recobri-
mento universal desse espago é contratil para que, do ponto de
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Trés pequenos quadrados
seguem um laco.


http://josleys.com
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vista da homotopia, apenas seu grupo fundamental seja interes-

sante: esse é o grupo de trangas puras que acabamos de discutir.

No entanto, se X for uma bola de dimensdo mais alta, x[nl ¢
simplesmente conexo e tentaremos descrever sua topologia.

Por exemplo, se X = R® e 1 = 2, a resposta é facil: dois pontos
distintos x, y no espago sdo completamente definidos pelo seu
ponto médio (x +y)/2 e o vetor diferente de zero xy. Portanto,
(R%)12] tem 0 mesmo tipo de homotopia que uma esfera de
dimensdo 2. A situacdo se torna mais complicada para n = 3: trés
COrpos no espaco. ..

Uma boa abordagem é estudar a homologia ou cohomologia
desses espacos ndo individualmente, para cada valor de 1, mas
globalmente: a cohomologia do operad dos pequenos cubos.

Peco ao meu leitor que leia o artigo (muito acessivel) ', que
poderé servir como porta de entrada para a teoria dos operads.
Vocé aprenderd, por exemplo, que “A homologia do operad
dos d-cubos é o grau d do Poisson operad” (seja 14 o que isso
signifique).

4 D. P. Sinha. The (non-
equivariant) homology of
the little disks operad. In
OPERADS 2009, volume 26
of Sémin. Congr., pages 253—
279. Soc. Math. France, Paris,
2013.

O operad de Poisson (Peixe
em francés).


https://arxiv.org/abs/math/0610236
https://arxiv.org/abs/math/0610236
https://arxiv.org/abs/math/0610236
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Esta é uma visao local,
centrada em Gauss, da
“arvore dos matematicos”,
onde dois matematicos
estdo conectados, se um é o
orientador do outro. +



Operads singulares

VOLTAMOS A NOSSA DISCUSSAO INICIAL SOBRE A POSIGAO
RELATIVA DOS GRAFICOS DE UMA FAMILIA DE POLINOMIOS.

Os operads de polindmios reais

Sejam (Py, Py, ..., Py) e (Q1,Qa,...,Qn) duas n-uplas de poliné-
mios distintos em R[x] que zeram na origem. Direi que sdo Raizes ou ramos?
topologicamente equivalentes se para valores pequenos nio nu- (Rio Preguigas, Brasil).
los de x, as duas n-uplas de nameros reais (P;(x),..., P,(x))

e (Q1(x),...,Qn(x)) sdo ordenadas da mesma maneira. Seja

Polr(n) o conjunto (finito) de classes de equivaléncia de tais n-

uplas. Vamos construir uma estrutura de operad muito simples

em Polr(n).

Suponha que sejam dados
e (P, P,,...,Py) (um representante de) um elemento de Polg(n),

e paracadai =1,...,n, um elemento de Polr(k;) dado por (a
classe de) (P;1, ..., Pix,)-

Nos queremos enxertar os P; nos P;. Apenas considere os polind-
mios ky + - +ky,

P;(x) +x2NP1-,.]-(x) (1<i<nand 1<j<k;)

na ordem lexicografica de (i,j), sendo N um inteiro suficiente-
mente grande.
Algumas explicagdes podem ser tteis: O papel de x*N é ter Raizes e ramos.

~ .. - . (Hong Kong).
certeza de que os termos que sdo adicionados aos P; sdo muito & hong
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menores que as diferencas P; - P; (i # j). Para garantir essa
propriedade, basta escolher 2N maior que todos os v(P; - P;) (i #
j)- Fixando i, os gréficos dos k; polindmios P;(x) + x*N P;(x) estdo
muito préximos do grafico de P;. O expoente par 2N implica
que, fixando i, a ordem entre P;(x) + x*N Pj(x) é amesma que a
ordem entre o P;j(x). Topologicamente, os graficos dos P; foram
transformados em algumas fatias finas nas quais os P; foram
inseridos.

Deve ficar claro que isso estd bem definido e fornece uma
estrutura de operad em Polr(n). Um operad simétrico, pois os
polindmios (Py, P, ..., P;) podem ser permutados.

Deve ficar igualmente claro, desde os primeiros capitulos
deste livro, que esse operad estd muito préximo do operad (ndo
simétrico) das permutagdes separaveis.

O operad dos polindmios complexos

Vamos brincar de um jogo similar com polinémios complexos. Se
(Py,P,,...,Py;) é uma n-upla de polinémios distintos em C[x],
que zeram na origem, olhamos para os seguintes lacos em C (por
1<i<n):

i :0 € R/271Z — P;(eexp(v/-16)) € C.

Escolha € muito pequeno. Entdo, para cada 6, os n pontos
71(0),72(0), ... sdo distintos. Isso define um lago no espago

das n-uplas de pontos distintos no plano, ou seja, um elemento
do grupo de trancas puras PB,,. Para ser exato, eu deveria falar

de uma classe de conjugac¢do de uma tranca pura, uma vez que
os pontos iniciais 7;(0) poderiam estar em qualquer lugar e a
defini¢do do grupo de tranga pura requer algum ponto de base.
Essa classe de conjugacdo é independente da escolha do pequeno
€.

Dizemos que (P, P, ..., Py) e (Q1,Q2,...,Qx) sdo topologi-
camente equivalentes se as trangas correspondentes forem con-
jugadas em PB,,. Denote por Polc (1) o conjunto de classes de
equivaléncia.

Lembre-se de que os grupos de trangas puras definem um dos
nossos exemplos de operads, em que as operagdes consistem em

Lembre-se que v(P) indica a
valoragédo de P.

A

Um desafio: vocé, leitor,
consegue encontrar uma
relacdo explicita entre os
dois operads?

E equivalente a existéncia
de um homeomorfismo
local de C? na vizinhanca da
origem, enviando cada curva
complexa P; = 0 para a curva
complexa Q; = 0?
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inserir trancas em vizinhancas tubulares de uma determinada
tranca. Isso sugere que Polc(n) poderia ser um suboperad do
PB,,. Este é realmente o caso como eu mostrarei agora:
Sabemos que exp(-v(P; - P;)) define uma distancia ultramé-
trica em {Py,...,P,}, que pode ser codificada por uma drvore
enraizada. Por sua vez, a raiz corresponde ao conjunto completo
{P1,P,...,P,} e seus filhos sdo as classes de equivaléncia da
relagdo v(P; - P}) > 2 etc. Até chegarmos aos singletons {P;} que
sdo as folhas, rotuladas por 1,2,...,n.
Ressalto que existem duas diferengas principais em relagdo ao
caso dos polindmios reais:
Uma arvore nao planar no
— Nao hé estrutura de ordem natural nos nés, de modo que Jardim Botanico, Rio de
nossa arvore nao seja planar (afinal, a maioria das arvores na Janeiro.
natureza ndo sdo planares).
— No caso real, fizemos algumas podas na arvore. Fizemos
isso porque, por exemplo, os pares (0,x) e (0,x%) sido topologi-
camente equivalentes sobre os reais: x e x> tém os mesmos sinais.
Mas isso ndo é mais verdade no dominio complexo: a tranca
associada a (0,x%) gira 3 vezes ao contrério de (0,x) que gira
apenas uma vez, pois x descreve a borda de um pequeno disco
centrado em 0.
O seguinte resultado (elementar) fornece uma descri¢ao
precisa de Polc(n).

Teorema. Duas n-uplas de polindmios complexos (P, Py, ..., Py)
e (Q1,Qy,...,Qn) sdo topologicamente equivalentes se, e somente
se, eles definirem a mesma drvore enraizada ou equivalentemente se
o(P; - P;) =v(Q; - Qj) para todos 0s i,].

Inicialmente vamos mostrar que a drvore determina a tranga:
Comece pela raiz e desga p arestas até chegar ao primeiro né
com gq > 2 filhos. Isso significa que os p-ésimos polindmios de
Taylor de todos os P; sdo todos iguais e que existem g polindmios
(p +1)-ésimos polindmios de Taylor distintos.

Se t, denota este p-ésimo polinémio de Taylor comum, sub- Um cabo telegréfico sub-

traimos t, de todos os P; sem alterar a tranga correspondente. marino de 1858 ligando a
Portanto, P;, P, ..., P, vém em g grupos, onde colocamos no Inglaterra e a Holanda e sua
se¢do transversal. +

mesmo grupo dois P; com o mesmo polindmio de Taylor de
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ordem (p+1), da forma a auxPL parav=1,...,q, sendo todos os
a, nimeros complexos distintos. Quando x descreve o circulo de
raio ¢, esses g pontos a ,;,xP*! descrevem circulos pequenos sob
a mesma rotacéo rigida e giram em p + 1 voltas completas. Essa
(classe de conjugacdo dessa) tranga em PB; depende apenas de
g e p e ndo da posicdo dos a,: temos g pontos que simplesmente
giram em bloco e descrevem p + 1 ciclos completos.

Em torno de cada a,eP*! exp(v/~1(p + 1)8) construa um pe-
queno disco que contenha todos os P;(eexp(v/~16)) com (p +1)-
ésimo Polindmio de Taylor a,xP*!. Continue o processo dentro
de cada um desses discos, dividindo novamente cada grupo de
acordo com os polindmios de Taylor de ordem superior.

A conclusdo é que a tranca é como um sistema solar, movendo-
se ao longo de epiciclos, a la Hiparco . Ela consiste de um grupo
de g discos pequenos que giram rigidamente em p + 1 voltas
. Dentro de cada disco, a imagem é semelhante. E assim por
diante, até chegarmos a ;(6). Todos esses niimeros p, g, para
todos esses discos, sdao dados pela combinatéria da arvore, de
modo que a tranga (sempre a menos de uma conjugacdo) é de
fato determinada pela drvore, de uma maneira muito concreta.

Explico agora como construir a drvore a partir de uma tranga.

Escolha dois inteiros 1 < i < j < n. Uma tranca pura em PB;,

é uma classe de homotopia de um lago de n pontos distintos
(xl, .. .,xn) no plano. Esqueca todos os pontos, exceto x; e xj:
isso define algum homomorfismo de PB; a PB,, para cada i,j. A
estrutura de PB; é muito simples: é isomorfo a Z. Quando dois
pontos distintos se movem e retornam a sua posigdo original,

o vetor x; — x; € um lago no plano perfurado e tem um indice
relativo a 0. Este é o isomorfismo entre PB, e Z. Isso define
homomorfismos n(n -1)/2 Ik;; : PB, — Z, que simplesmente
expressam o numero de voltas de x; — x;. Duas trangas conjugadas
tém as mesmas imagens por lk; ;.

Vamos voltar a nossa tranga definida pelos ;. Avaliando
Ik; j nesta tranga, estamos contando o nimero de voltas de
Pi(x) - Pi(x) quando x ultrapassa a borda de um pequeno disco
centrado na origem. Essa é obviamente a valoragdo v(P; - P;).
Portanto, as valoragdes v(P; - P) podem ser lidas a partir da

Encore lui!

O movimento aparente do
Sol, Merctrio e Vénus visto
da Terra.

+
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classe de conjugacdo da tranca, conforme desejado. o]

Reciprocamente, dada uma arvore enraizada com # folhas, é
facil construir n polindmios cuja drvore associada é aquela dada.

O fato é que nossas arvores ndo sado planares. No entanto, as
arvores enraizadas ndo planares podem ser enxertadas assim
que suas folhas forem rotuladas de 1 a #n. Dada uma 4rvore en-
raizada T com n folhas, rotuladas 1,...,n e n arvores Ty,..., Ty,
podemos enxertar T; na folha numerada i de T. Isso define a
operagdo de drvores enraizadas ndo planares rotuladas.

Portanto, essa operacdo de enxerto define uma estrutura
natural de operad em Pol¢(n). Além disso, a discussdo anterior
mostra que Polc(n) é um suboperad do operad de trangas puras.

Podemos descrever essa estrutura em féormulas, diretamente
em termos de polindmios. Dado algumas n-tuplas (P, ..., P,),
defina

d; = maxv(P; - P;).
j#i

A operagéo de (Py,...,P;) em uma familia (P;;) (1 <i < n and
1<j<k;) é definida como a (k1 +--- + ky, )-upla de polindmios (em
ordem lexicografica)

Pi(x)+x%Pyi(x) (1<i<n and 1<j<k).

Em resumo Pol ,5inppc (1) € isomorfo a um operad de drvores enrai-
zadas ndo-planares rotuladas e aparece como um suboperad do operad
PB,.

Um operad associado as curvas complexas singulares

Para dois polindmios complexos P;(x) e Pj(x) anulando-se em
0, a valuagdo v(P; — P;) também é chamada de multiplicidade
de intersegdo das duas curvas suaves y = Pi(x) ey = Pj(x)
na origem. Ndo hé surpresa nessa terminologia, j& que essa é,
de fato, a multiplicidade, no sentido usual da palavra, da raiz
0 de (P; - P;)(x) = 0. O pardgrafo anterior também pode ser
reinterpretado da seguinte maneira:

As curvas y - P;(x) = 0 sdo suaves em C2. Elas se cruzam
transversalmente uma pequena esfera S em um né trivial. N6s

Uma tranga pura com trés
fios. t

Este é um operad simétrico,
uma vez que os polindmios
podem ser permutados.

6; é o nivel no qual a folha P;
estd anexada a arvore.

Verifique se esta definigdo
realiza o enxerto das arvo-
res marcadas associadas,
conforme desejado.
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olhamos para estes nds na esfera quadrada max(|x|, |[y|) = € e n6s
os denotamos por 7;. Acontece que o niimero de entrelace de ; e
7j nada mais € do que sua multiplicidade de intersecdo. Esta é
uma interpretacdo topoldgica da multiplicidade.

O numero de entrelace de dois nés orientados ky,k, em S° é
definido da seguinte maneira: Escolha uma superficie orientada
mergulhada cuja borda orientada seja k; e conte o niimero de
intersecdo (algébrico) dessa superficie com k.

Em nosso caso simples, considere o link da curva lisa y -
P;(x) = 0 na 3-esfera como a borda de uma de suas fibras Mil-
nor, sendo y — P;(x) real e positivo. Para calcular o nimero de
entrelace das duas curvas y - P;(x) = 0 e y - P;j(x) = 0 na 3-esfera,
temos que contar a intersegao (algébrica) do né y - Pi(x) = 0 com
a fibra de Milnor y - P;(x) € Ry. Agora (P; - P;)(x) = ax? PP,
de forma que o segundo né cruze a fibra Milnor exatamente
o(P; - Pj) vezes (deve-se checar se as intersegdes sdo positivas). Se-
gue que o nimero de entrelace entre y; e 1y é de fato a multiplicidade
U(Pi - P])

Acontece que a maior parte do que foi dito é verdadeiro para
ramos de curvas ndo suaves. Seja F(x,y) = 0 uma curva analitica
complexa singular (assumida reduzida), admitindo n ramos .
Escreva F = F;---F,;, uma decomposicdo em fatores irredutiveis.
Cada ramo F; = 0 admite uma parametrizagdo de Puiseux:

teCr (1", gi(t)).

O inteiro m; é a ordem do ramo. A intersecdo de cada ramo

com uma pequena esfera é um no k;, o que néo é trivial se o
ramo ndo for suave. O namero de entrelace m;; de k; e kj é a
multiplicidade de intersegdo dos dois ramos. O leitor pode ver isso
como uma defini¢do, se sua mente for topologicamente orientada.
Se ela preferir dlgebra, ela poderia proceder da seguinte maneira:
Insira a parametrizagdo de um ramo na equagédo do outro e
observe a multiplicidade do zero t =0 de

FeC s F(H", gi(1)).

Observe a analogia das duas defini¢des: “multiplicidade algé-
brica de intersec¢do de dois ramos” e “ntimero de entrelace”

Os dois dltimos capitulos
deste livro tratam do nu-
mero de entrelace em mais
detalhes.

numero de entrelace =
1-1=0.

numero de entrelace =
1+1=2.

numero de entrelace = 4.

Vocé pode provar que um
ramo define um no trivial se,
e somente se, a ramificagdo
for suave?
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de dois nés. Ambos parecem assimétricos, mas na verdade sdo
simétricos.

Acontece que as multiplicidades da intersegéo m;; entre os
ramos sempre tém as propriedades importantes que notamos
para curvas suaves.

* m;j é um inteiro positivo. Isso € facil.

* Os m;jj/m;m; satisfazem algum tipo de desigualdade ultramétrica.

Em outras palavras, para cada ¢ > 0, a relagdo m;;/m;m; > ¢ é
uma relacdo de equivaléncia em {1,...,n} para que possamos
construir um arvore, como antes (exceto quando os compri-
mentos das arestas ndo sdo inteiros, mas niimeros racionais).

O segundo item é devido a Ploski 4> em 1985. Veja o ar-
tigo 46 para uma apresentagio e aplicacio modernas e este
outro 47 para uma ampla generalizacdo.

Podemos agora construir um operad de curvas singulares com-
plexas. Na verdade, como antes, precisamos rotular os ramos de
nossa curva y = Pi(x),...,y = P,(x) (sendo os P; agora as séries
de Puiseux gi(x% )). Em outras palavras, consideramos o con-
junto de n-tuplas de séries distintas do Puiseux, denotadas como
Curvy,, como curvas complexas com ramificagdes rotuladas. Nos
determinamos uma estrutura de operad nos Curv, exatamente
como fizemos com os polindmios. Defina ntimeros positivos
racionais &1, .. ., 0y, associados a (Py, ..., P,) € Curv, por

6; = maxo(P; - Pj)
J#

sendo v agora o menor expoente racional de um termo néo
trivial de uma série de Puiseux.

Dados os elementos de Curvy,, ..., Curoy,, definidos pela série
de Puiseux Pjj paral <i<nel <j<k; podemos construir o
elemento de Curvy, ,....x, como a (kq + - +ky )-tupla

Pi(x) +x%Pyj(x) (1<i<n and 1<j<k;)

em ordem lexicogréfica. Isso define uma operagdo (simétrica).

Exercicio:

45 A. Ploski. Remarque sur
la multiplicité d’intersection
des branches planes. Bull.
Polish Acad. Sci. Math., 33(11—
12):601-605 (1985), 1985.

1461, Abio, M. Alberich-
Carramifana, and

V. Gonzélez-Alonso. The
ultrametric space of plane
branches. Comm. Algebra,
39(11):4206—4220, 2011.

47 E. Garcia Barroso, P. Gon-
zélez Pérez, and P. Popescu-
Pampu. Ultrametric spaces
of branches on arborescent
singularities. Preprint no
arXiv, 2016.


http://www.iri.upc.edu/files/scidoc/1313-The-ultrametric-space-of-plane-branches.pdf
http://www.iri.upc.edu/files/scidoc/1313-The-ultrametric-space-of-plane-branches.pdf
http://www.iri.upc.edu/files/scidoc/1313-The-ultrametric-space-of-plane-branches.pdf
https://arxiv.org/abs/1605.02229v1
https://arxiv.org/abs/1605.02229v1
https://arxiv.org/abs/1605.02229v1
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A intersegdo de F(x,y) = 0 com |x| = ¢ define uma tranga, que
ndo é mais uma tranga pura. Na verdade, cada ramo intersecta
x = £ um nimero de vezes igual ao seu proprio m;. Ao contrario
do caso anterior, o n6 definido por cada ramo néo é trivial.

Desafio: encontre uma versdo topolégica do operad anterior.
Em outras palavras, encontre uma relacdo de equivaléncia natu-
ral entre as curvas F(x,y) = 0 (com ramifica¢des rotuladas) em
termos das trancas associadas que elas definem. Essa relacdo
de equivaléncia deve ser tal que o operad age sobre classes de

Uma tranga “nédo pura” com
equivaléncia. 3 fios . +
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Um manuscrito inédito de
Gauss, no qual ele inicia
o estudo topoldgico de
trangas.
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Gauss em 1840.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Carl_Friedrich_Gauss_1840_by_Jensen.jpg

Gauss estd de volta: curvas no plano

MUITOS GRANDES MATEMATICOS, PASSADOS OU PRESENTES,
DESFRUTARAM OU GOSTARAM DE DESENHAR CURVAS. Como

teste, eu coloco algumas imagens, e meu leitor deve adivinhar

Desvio! Eu gosto

deste capitulo, mas é
completamente indepen-
dente do resto do livro.

seus autores.
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Palavras de Gauss

Neste capfitulo, revisaremos uma bela pergunta levantada por 8 C. F. GauB. Werke.
Band VIII. Georg Olms

. . Verlag, Hildesheim, 1973.
prova do teorema fundamental da dlgebra se baseia no comporta-  Reimpressao do original de

Gauss sobre curvas no plano. Lembre-se de que sua primeira

mento qualitativo das curvas dentro de um disco. 1900.

O volume 8 de Gauss Werke contém algumas péginas 45 (pagina
272 e 282-286) sobre curvas imersas no plano. Devemos ter cui-
dado: estas sdo as chamadas Nachlasse, notas que permaneceram
inéditas durante a vida de Gauss. Ndo esqueca o seu lema Pauca
sed matura (Poucos, mas maduros). Essas paginas ndo devem ser
consideradas como uma publicagdo real, mas como um rascunho V
privado.

Desenhe uma curva imersa fechada e orientada genérica d A
i : S - R? no plano. Genérico significa que pontos multiplos
sdo apenas pontos duplos com duas tangentes diferentes. Rotule
os pontos duplos por n simbolos 4, ...,a, (que Gauss chamou abedefbegehadgfh
de Knoten). Indo ao redor da curva, nés passamos duas vezes
em cada um desses a;, definindo uma palavra ciclica de compri-
mento 2n na qual cada a; aparece duas vezes. A curva fechada,
portanto, define um diagrama de cordas com uma corda para cada a;.

A questdo levantada por Gauss é reconhecer quais diagramas
de cordas provém de alguma curva planar. Ele primeiro listou
todas as possibilidades para n < 8 a méao! Entdo, ele encontrou
uma condigao necessdria. Escrevendo a palavra em um circulo,
entre duas ocorréncias de um a;, deve haver um ntimero par de
letras. No exemplo na margem, a corda d decompde o circulo em
dois intervalos contendo respectivamente 6 e 8 letras.

Alguns autores modernos afirmam que esta era uma con-
jectura de Gauss e que ele ndo podia provar isso. Que falta de
respeito! Parece claro, para mim, que Gauss podia provar isso e

ndo quis perder tempo a escrevé-lo em seu caderno particular.
Um dos primeiros teoremas de topologia, conhecido por
Gauss em seu doutorado, como ja citamos, é que duas curvas
fechadas no plano que se cruzam transversalmente tém um
niimero par de pontos de intersecio. Uma das provas possiveis é
mover a primeira curva por um caminho genérico de translacées,
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de modo que, no final do movimento, ndo haja mais ponto de
intersecdo. Examinando como os pontos de intersecdo aparecem
ou desaparecem em situagdes genéricas, ndo é dificil ver que,

genericamente, os pontos aparecem ou desaparecem em pares.

Um fato intimamente relacionado foi notado por todos os
alunos que desenham rabiscos, durante as aulas chatas de mate-
matica. Se vocé desenhar uma curva fechada genérica no plano,
as componentes conexas do complemento podem ser coloridas
em preto e branco, como em um tabuleiro de xadrez. Apenas
use branco para a componente no infinito e para alguma outra
componente a conecte ao infinito por algum arco genérico, sendo
cor branca se este arco cruzar a curva fechada em um nimero
par de pontos, e preta de outra forma. Isso é coerente por causa
da observagdo anterior.

Agora, a condi¢do necessaria de Gauss é um coroldrio f4cil:
Qualquer corda decompde o circulo em dois intervalos Iy, I

que definem duas curvas fechadas no plano, digamos 71 e

72, comecando do mesmo ponto. Mova levemente essas duas
curvas para torna-las transversais. O niimero de letras em I;

é igual ao nimero de pontos de intersegdo entre y; e 7,, mais
o dobro do niimero de autointerse¢des de 1. Portanto, este
nuimero é par. Na imagem na margem, um dos dois lagos de b

para b é ligeiramente desviado e mostrado como um lago azul
pontilhado.

Essa condicdo necessaria ndo é suficiente, como Gauss sabia
muito bem.

Palavras de Gauss com sinais

O problema de Gauss foi resolvido muitas vezes, de muitas
maneiras diferentes, em diferentes comunidades matematicas,
basicamente topoldgicas ou combinatérias. Isto estd em sintonia
com a citagdo de Poincaré:

[...]1iln’y a plus des problémes résolus et d’autres qui ne le sont
pas, il y a seulement des problemes plus ou moins résolus.

Eu descreverei apenas duas solugdes.
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Deixe-me apresentar primeiro uma solucdo de um problema
mais simples, usando um argumento topolégico, misturando 49,
150 e 151, Se o plano é orientado, cada ponto duplo da nossa
curva genérica define dois vetores tangentes, de modo que um
deles é “o primeiro” e o outro é “o segundo”. Indo ao redor
da curva, quando encontramos um ponto duplo, marcamos
um sinal de + se passarmos pelo primeiro e um sinal de — caso
contrério. Assim, a palavra ciclica é agora decorada com sinais,
ou expoentes, +1. Cada letra ocorre duas vezes, com sinais
diferentes. Em termos equivalentes, poderiamos pensar em um
diagrama de cordas orientado em que cada corda vai, digamos, de
seu inicio + para seu final —. O problema de Gauss com sinais (que
Gauss ndo estudou) é o seguinte. Dada uma palavra com sinais,
pode-se decidir se ela estd associada a alguma curva genérica no
plano?

Para cada simbolo ay,ay,...,a,, desenhe um cruzamento como
na margem. Cada cruzamento tem dois lados entrando e dois
lados saindo. Cada cruzamento tem dois bragos, rotulados + e —.

Uma palavra ciclica com sinais w define unicamente uma
maneira de colar cada lado de saida de cada cruzamento para
algum lado de entrada de algum outro cruzamento. O resultado
dessa operagdo de colagem é alguma superficie orientada S
com borda contendo uma curva orientada imersa 7. Indo em
torno desta curva, lemos precisamente a palavra com sinais w.
Se S for planar, pode ser mergulhado no plano, nosso problema
seria resolvido desde que construamos uma curva no plano.
Inversamente, se a palavra vem de uma curva imersa no plano,
alguma vizinhanca de sua imagem é claramente uma unido de
cruzamentos, montada como em S.

Portanto w é realizdvel por alguma curva planar imersa se, e so-
mente se, S for planar.

Para o restante deste capitulo, é necessdria alguma familia-
ridade com a teoria basica da homologia das superficies. Esta
é uma boa oportunidade para recomendar o livro visual de
Fomenko 152. Ao abrir este livro, meu leitor entendera imedia-
tamente por que gosto disso. O livro mais padrdo e Massey é
muito acessivel '33.

% G. Cairns and D. M. Elton.
The planarity problem for
signed Gauss words. J.

Knot Theory Ramifications,
2(4):359-367, 1993

5* G. Cairns and D. M. Elton.
The planarity problem. II.

J. Knot Theory Ramifications,
5(2):137-144, 1996.

atvicdetfoctgentadtetfir

5> A. Fomenko. Visual
geometry and topology.
Springer-Verlag, Berlin,
1994. Traduzido do Russo
por Marianna V. Tsaplina.

3 W. S. Massey. A basic
course in algebraic topology,
volume 127 of Graduate Texts
in Mathematics. Springer-
Verlag, New York, 1991.
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Seja k o ntimero de componentes da borda de S. Seja S a su-
perficie obtida de S colando um disco em cada um de seus com-
ponentes de fronteira. A superficie S tem o tipo de homotopia de
um grafo com n vértices e 2n arestas. Assim, a caracteristica de
Euler—Poincaré de $ é n - 2n + k. Superficies orientadas compactas
sem borda sdo classificadas pela caracteristica de Euler-Poincaré.
Como um coroldrio, S é planar se, e somente se, k—n = 2.

Isso d4 um algoritmo muito simples para decidir se w é reali-
zavel: Comece com w, cole os cruzamentos e conte o niimero de
componentes da borda, que deve ser n +2. Isso é essencialmente
devido a Carter 4.

Agora apresento outro ponto de vista: Segue-se da classifi-
cacdo de superficies orientadas compactas com borda - uma
superficie é planar se, e somente se, quaisquer duas curvas
transversais fechadas se cruzarem em um nimero par de pon-
tos. De fato, se o género de uma superficie for > 1, ela contém
um toro perfurado que contém duas curvas que se intersectam
exatamente em um ponto. Portanto, para verificar se o género
de S é 0, é suficiente encontrar uma base de sua homologia
H{(S;2Z/27Z) moédulo 2, e calcular a forma de intersegao.

Existe uma maneira facil de encontrar uma base de Hy(S; Z/2Z).

Como observacao preliminar, note que um par ordenado de pon-
tos (a*,a”), no circulo orientado, define um intervalo aberto

no circulo, enquanto viajamos na dire¢do positiva de a* para

a~. Eu direi que os elementos desse intervalo sdo entre a* e a”.
Tenha cuidado, no entanto: o intervalo é alterado para o seu
complemento se os dois pontos forem permutados.

A curva original y é desenhada em S e, portanto, define uma
classe de homologia [y]. Além disso, paracadai =1,...,n,0
intervalo de a; a a; no circulo define um lago ; em S e uma
classe de homologia [;] em H;(S;Z/2Z). Note que quando
v; entra em um cruzamento, ele ndo muda de dire¢do com a
excecdo da cruz marcada com 4;, onde ela se modifica. Dito de
forma diferente, a intersecdo de 7; com um cruzamento diferente
daquele marcado com g; é vazia, ou um segmento reto, ou dois
segmentos perpendiculares.

Lema. As classes [v], [7ili<i<n definem uma base para Hy(S;Z[2Z).

54 ]. S. Carter. Classifying
immersed curves. Proc. Amer.
Math. Soc., 111(1):281-287,

1991.
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A superficie S tem o tipo de homotopia de um grafo conexo
com n vértices e 2n arestas. A caracteristica de Euler-Poincaré
é —n e é igual a 1 menos o posto de H;(S;Z/2Z). Portanto,
esse posto é (n +1). Para provar o lema, basta mostrar que os
(7], [7i]1<i<n s@0 linearmente independentes em H; (S;Z/2Z).
Qualquer arco 0 em S com pontos finais na borda de S define
uma forma linear em Hy(S; Z/2Z): apenas conta pontos de
intersecgdo com ¢ (sempre médulo 2). Por exemplo, escolha o
em algum cruzamento, como na margem, na pagina anterior.
Claramente <y intercepta ¢ em apenas um ponto para que [7]
ndo seja trivial. Na cruz associada a letra a;, deixe o; ser a soma
das duas curvas mostradas na margem. A intersec¢do de ¢; com
vj€0sei#jelsei=j Aintersecdo de <y e c;é0. Portanto,
é possivel usar as n + 1 formas lineares 0; e o para mostrar
que [7], [7vi]1<i<n s@0 linearmente independentes e o lema esté
provado. o]
Agora, a superficie S tem o género zero se, e somente se, 0s
nameros de interse¢do dos lagos v, 7y; forem todos 0, médulo 2.
Observe que a autointersec¢do de qualquer curva fechada em
qualquer superficie orientavel é 0 (sobre Z e, portanto, sobre
Z / 27.). Por qué?

a direita para obter uma curva 7 que é transversal a ;. Nao

esqueca que a superficie S e os lagos «y; estdo orientados. Segue- aj \J

se que o nimero de interse¢do de y e y; é o ntimero de letras

I
Vamos calcular o niimero de interse¢do de v e v;, denotado a. /—\
1
por 7 - ;. Para torné-los transversais, mova 7y ligeiramente para Q a;

. 2 o~ Z +
entre a; e a;. Assim, recuperamos a condigdo necesséria de a a
Gauss. a
Suponha, a partir de agora, que essa condigdo esteja satisfeita.
a;

Vamos calcular o nimero de intersecdo médulo 2 de v; e 1,
denotado por 7; - ;.

Se as letras al-*, aji estiverem nao entrelagadas, existem dois in-
tervalos disjuntos I, ] no circulo (ou em a palavra ciclica) cujos
pontos finais séo a;,a; e a]fr,aj_ respectivamente. Como ; pode
ser substituido por ; — ¢ no calculo do nimero de intersecao,
segue-se que, neste caso ndo entrelagado, 7; - I'; € o ndmero de
letras na palavra com um ocorréncia em [ e a segunda em J. Esta

269
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é, portanto, uma segunda condi¢do de paridade, necessaria para
a realizagdo de w.

Se as letras aii,aj* estiverem entrelagadas, os lagos +y; e 7; nao
sdo transversais, uma vez que coincidem em algum intervalo
nao trivial. Mova 7; levemente para a direita, para produzir 7;, e
mova 1, para a esquerda, para obter ’y]’.. As curvas 7] e ’y]’. estdo
agora paralelas nesta parte comum. Agora contamos o nimero
de intersecdo de 7] e 'y]’.. Veja a figura.

Hé uma intersegéo no cruzamento 4; e nenhuma na cruza-
mento a;. As outras intersec¢des correspondem a letras entre a;’ e
a; cuja segunda ocorréncia é entre a]fr ea;.

Portanto, quando a;, aji estao entrelagados, o niimero de intersecdes
;. é igual a 1 mais o niimero de letras entre al e a; cuja outra
ocorréncia é entre a]’? ea.

Portanto, obtemos uma resposta muito simples para o pro-
blema de Gauss com sinais.

Teorema. Uma palavra de Gauss com sinais é realizdvel por uma curva
imersa planar se, e somente se, as seguintes condigdes forem satisfeitas.

1. Para cada letra a;, existe um niimero par de letras entre a;“ ea;
(condigio de paridade de Gauss).

2. Para cada i, tal que as letras af e 11]‘-—‘ ndo estio entrelacadas, sejam

. . ‘ oy D
1, ] os intervalos disjuntos cujos pontos finais sdo a; ,a; e a;,a;
(excluindo estes pontos). O niimero de letras na palavra com uma

ocorréncia em I e a outra em | é par.

*
. ] . ’
de letras entre aj e a; cuja outra ocorréncia é entre a]* ea

3. Para cada i,j tal que as letras af e a: estdo entrelagadas, o niimero

- ¢ impar.

O problema de Gauss

Vamos voltar ao problema original: palavras sem sinais. E claro
que poderfamos trapacear e tentar todas as formas de escolher
sinais na palavra. Isso pode demorar muito tempo. Até mesmo a

forca computacional de Gauss poderia ter sido derrotada por 2".

Além disso, isso ndo seria muito esclarecedor.

Equivalentemente, as
duas primeiras condicdes
necessdrias podem ser
expressas em termos do
diagrama de cordas.

1 / Toda corda é in-
tersectada por um ni-
mero par de cordas.

2 / Dadas duas cordas

sem interse¢do, o ntimero de
cordas que cruzam ambas é

par.
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Note que o critério de paridade de Gauss é independente dos
sinais. A segunda condigdo, no caso em que 4 e aji néo estdo
entrelacados, também ¢é independente dos sinais.

Portanto, assumimos que ambos estio satisfeitos com uma palavra w
sem sinais.

Deixe-me apresentar o grafo de entrelagamento G(w). Seus
vértices sdo os inteiros 1,...,n ou as cordas a;, e hd uma aresta
entre duas cordas se elas se intersectarem.

Aqui estd um exemplo do artigo de Cairns e Elton:
W = a1a2a304050106030205040¢.

Verifica-se facilmente que a condigdo de paridade de Gauss é sa-
tisfeita, bem como a segunda condi¢do no caso nao entrelagado.
O grafo de entrelacamento esta representado na margem.
Escolha alguma palavra com sinais W cuja palavra associada
sem sinais seja w, por exemplo:

Como estamos de volta as palavras com sinais, sabemos como
calcular os nimeros de intersecéo ;- I'; dos lagos associados. Isso
define um elemento f(e) € Z/2Z para cada aresta e de G(w). Por
exemplo, as duas cordas 1 e 3 se cruzam. Na figura da margem,
ndo hd letras no intervalo de 4] a a; (em verde pontilhado) cuja
outra ocorréncia é entre a3 e a; (em azul pontilhado) . Portanto,
7173 éigual a 0+ 1 médulo 2 e nds escrevemos um 1 na aresta
conectando a; e a3 no grafo. Como vemos 1 em algumas arestas
em nosso exemplo, essa palavra com sinal ndo é realizada por
uma curva imersa no plano. Agora temos que decidir se poderia
haver uma mudanga inteligente nos sinais nas letras para que
todas as arestas pudessem ser rotuladas por 0.

Essa rotulagdo f(e) pode ser considerada como 1-cocadeia f
(com valores em Z/2Z) no grafo, portanto, um 1-cociclo (ja que
ndo ha 2-faces em um grafo). Vamos examinar como esse cociclo
muda quando os sinais em w sdo modificados. Uma mudanga
de sinais é definida por alguma funcdo u de {1,...,n} toZ/2Z,
que podemos considerar como uma 0-cocadeia no nosso grafo.
Afirmo que o novo 1-cociclo f' em G(w), ap6s a mudanga de

G}

a, as
as ay
ay as
as a,
a a
1 ag 3
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sinal associado a u, é simplesmente igual a f + du, em que du

é o coborda de u. Esse du, avaliado em alguma aresta e é, por
definicdo, a diferenca (ou soma desde que trabalhamos o médulo
2) dos valores de u nas duas extremidades de e.

Vamos comegar alterando apenas o sinal de uma letra, digamos
ai. Para cada i, tal que as letras af e aj* estdo entrelagadas, em
outras palavras, para cada aresta do grafo G(w), temos que
comparar dois ntimeros de intersecdo, para as duas palavras com
sinais w, W’ cujos sinais diferem apenas na letra k. Claramente,
esses niimeros de intersegdo sdo iguais se k for diferente de i e j.
Acontece que eles diferem em 1 (médulo 2), quando k=i ou k =j.
Por exemplo, se k = i, temos que comparar:

1. o nimero de letras entre 4 e a; cuja outra ocorréncia é
entre a]JF eaj, e

2. o ntimero de letras entre a; e a; cuja outra ocorréncia é
entre al e a;.

] ]
+
. . . . ]
e aj, diferente de a;. Esse ntimero € impar, pois assumimos que a

Assim, o médulo 2 é a diferenca entre o namero de letras a

condigdo de paridade de Gauss vale e 4} e a].i estdo entrelagados.
Portanto, o efeito de alterar os sinais em uma tnica letra a; é
alterar em 1 os rétulos nas arestas de G(w) com a; como um
ponto final, e ndo modificar os outros rétulos. Portanto, para
esse caso simples, a formula f’ = f + du é vélida. O caso geral
segue desde que possamos mudar sinais um por um.

Como consequéncia, o objeto que é bem definido, inde-
pendentemente dos sinais, é a classe de cohomologia de f em
H'(G(w);Z/2Z). Essa classe é zero se, e somente se, o cociclo é
zero para alguma escolha dos sinais, ou seja, se, e somente se, a
palavra sem sinais w é realizdvel por uma curva genérica imersa
no plano.

Finalmente, uma classe de cohomologia em um grafo é trivial
se, e somente se, for zero quando avaliada em ciclos. Isso d4 um
algoritmo muito eficiente: Escolha qualquer palavra com sinal w,
calcule o 1-cociclo e some seus valores em ciclos no grafo G(w).

Em nosso exemplo, o ciclo a1 - a3 — a5 = a1 em G(w) dd
um total de 1 de tal modo que a palavra sem sinal w néo seja
associada a uma curva imersa no plano.
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Veja 155 para uma histéria do problema até 1972 e 15° para um
livro mais recente.

O género de um diagrama de cordas

Seja w um diagrama com n cordas. Pegue um anel e cole as bor-
das de n bandas de acordo com w, como na figura da préxima
pégina. Vocé obtém uma superficie S(w) com borda, que pos-
sui algum género (que é por definigdo o género da superficie
fechada obtida apés a colagem de discos em cada componente
de fronteira): isto é, o género g(w) do diagrama de cordas.

Existe uma boa maneira de calcular esse género, devido a
Moran 7. Considere a matriz n x n cujos coeficientes a;j € Z/2Z
sdo iguais a 1 se as duas ocorréncias de a; estiverem entrelacadas
as duas ocorréncias de 4; e 0 caso contrario. Essa € a matriz de
incidéncia do grafo de entrelagamento, médulo 2.

Teorema. O género de um diagrama de cordas é metade do posto da
matriz de incidéncia médulo 2 do grafo G(w).

A prova dada por Moran é bastante complicada, mas pode ser
apresentada de uma maneira mais simples.

As cordas podem ser vistas como arcos em S(w).

No6s também podemos ver essas cordas como arcos no disco
de dimens&o 2.

Cole o disco e S(w) ao longo do circulo externo para obter
uma superficie S'(w). As duas cépias de cada corda definem
lagos by, ..., b, gerando a homologia de S’(w). Nessa base, a in-
terseccdo de b; e bj € 0 se i,j ndo se entrelacem e 1 caso contrério.

No6s agora colamos k discos ao longo dos componentes do
bordo de S’(w) para produzir uma superficie orientada fechada
S(w). O mergulho de S’'(w) em $(w) induz uma sobrejegao
(moédulo 2) na primeira homologia. Na verdade, qualquer laco
em $(w) pode ser deformado homotopicamente fora dos discos
que foram adicionados. No entanto, esse mergulho ndo induz
uma inje¢do na homologia. De fato, quando colamos discos
ao longo da fronteira, os componentes de contorno morrem
em homologia, uma vez que agora sdo bordas de discos. No

%5 B. Griinbaum. Arrange-
ments and spreads, volume 10
of Conference Board of the
Mathematical Sciences Re-
gional Conference Series in
Mathematics. American
Mathematical Society Provi-
dence, R, 1972.

156 C. Godsil and G. Royle.
Algebraic graph theory,
volume 207 of Graduate

Texts in Mathematics. Springer-
Verlag, New York, 2001.

Desvio no desvio.

57 G. Moran. Chords in a
circle and linear algebra over
GF(2). ]. Combin. Theory Ser.

4, 37(3):239-247, 1984.
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entanto, qualquer elemento no ntcleo estd no ntcleo da forma
de interse¢do de S(w), uma vez que é homoéloga a uma colegio
de curvas paralelas a borda. Segue-se que a forma de intersecdo
em S’'(w), médulo seu ntcleo, é isomorfo a forma de intersegdo
de S(w). Para uma superficie orientada fechada do género g, a
forma de interse¢do é ndo degenerada de posto 2g. o]

Um teorema de Lovdsz e Marx
58 L. Lovasz and M. L. Marx.
Existe uma solucdo diferente para o problema de Gauss. Ela Ahforbidqen substructure
characterization of Gauss

se encaixa muito bem com a nossa descrigdo de permutacdes codes. Acta Sci. Math.
separaveis como aqueles que evitam os dois padroes 3142 e 2413.  (Szeged), 38(1-2):115-119,
Curiosamente, este teorema é publicado sem provas '55. Tenho 1976
certeza que o meu leitor gostard de encontrar uma prova pessoal.

Dada uma curva planar imersa genérica, hd duas maneiras de
excluir um determinado ponto duplo, ilustradas na margem. Na
primeira, a curva é dividida em dois componentes, de tal forma
que podemos escolher um deles.

Do ponto de vista combinatério, essas duas operagdes podem
ser expressas da seguinte maneira.

— Partindo de uma palavra w = allaV, exclua a e considere a
palavra UV~ (todas as palavras sio escritas ciclicamente).

— Comegando com uma palavra w = allaV, exclua a e todas as
letras que aparecem em V.

Portanto, cada palavra w produz algumas outras palavras com
menos letras. As imagens na margem mostram que as novas
palavras sdo realizaveis se a primeira foi. Continue e produza
novas palavras mais curtas. Dizem que estas palavras mais
curtas sdo contidas na palavra inicial w.

Teorema. Uma palavra de Gauss é realizdvel se ela ndo contiver a
palavra ayay---ayaiay---a, com n par.

Observe que o grafo de entrelacamento de ayay---a,aia;---a, é o
grafo completo em 7 vértices.


https://projecteuclid.org/euclid.bams/1183537624
https://projecteuclid.org/euclid.bams/1183537624
https://projecteuclid.org/euclid.bams/1183537624
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Um operad Gaussiano

Defino uma estrutura de operad no conjunto de palavras de
Gauss. Mais precisamente, vou lidar com curvas imersas ori-
entadas marcadas genéricas no plano R? ~ C. Genérico significa,
como antes, que varios pontos sdo apenas pontos duplos com
duas tangentes diferentes. Marcado significa que escolhemos um
dos pontos duplos como o ponto inicial e que os pontos duplos
restantes sdo rotulados de 1 a n.

Como o plano e nossa curva estdo orientados, qualquer ponto
duplo define uma rosa bussola (rosa dos ventos): os quatro
pontos de intersecdo com um pequeno circulo ao redor do ponto
podem ser rotulados pelas dire¢des cardeais.

Se o ponto de partida marcado for enviado no infinito por
inversdo, obtemos uma imagem composta de duas curvas longas,
Yb,7r : R = R? (azul e vermelho) com as seguintes propriedades.

* A curva azul (resp. vermelho) 7, (resp. ;) vai do sul para o
leste (respectivamente de oeste para norte). Mais precisamente
vp(t) é igual a it para grandes valores negativos de ¢ e f para
grandes valores positivos de t (resp. T e it) .

* 7} e 7, estdo imersos e os tnicos pontos multiplos de sua
unido sdo pontos duplos transversais chamados 1,...,n.

Denote por I'; o conjunto de pares de curvas satisfazendo essas
propriedades e tendo n pontos duplos, a menos de difeomorfis-
mos preservando a orientacdo do plano.

Existe uma estrutura natural de operad na unido dos I';.

Pegue um par (7, yr) de curvas azul-vermelho como acima,
tendo n pontos rotulados duplos.

Escolha n pares de curvas azul-vermelho (7, 7,;) (para
i=1,...,n),tendo ki, ky, ..., k;, como pontos duplos. Cavar pe-
quenos discos em torno dos pontos duplos de (v, y,). Gostaria-
mos de inserir os (7p,7;,;) no disco com o rétulo i, respeitando
as direcdes cardeais. No entanto, isso nédo é possivel. Quando
cavamos um buraco, as curvas azuis vdo do sul para o norte e
as curvas vermelhas vdo do oeste para o leste, de modo que isso
ndo é coerente com o comportamento do sudeste e oeste-norte

Um elemento de Tg.
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das curvas azul e vermelha (7}, 7,;) que queremos inserir. E
facil contornar esse problema. Antes de inserir os (7p i, Vr,i),
é suficiente inserir primeiro um anel padrdo contendo arcos
orientados, alternando norte e leste.

O resultado dessa operagdo de recortar e colar é um par de
curvas com kj +--- + k, pontos duplos.

Este é o operad Gaussiano (simétrico). Leitor, vocé consegue en-
contrar um sistema de geradores? E as relacdes entre geradores?

Para concluir este capitulo sobre uma ampla abertura, reco-
mendo o livro '59, uma introdugdo notavel e compreensivel sobre
os invariantes de nés de Vassiliev, nos quais os diagramas de
cordas desempenham um papel crucial.

59 S, Chmutov, S. Duzhin,
and J. Mostovoy. Introduction
to Vassiliev knot invariants.

Cambridge UP, 2012.

A lista de Gauss, com 1, 2, 3
letras.


https://arxiv.org/abs/1103.5628
https://arxiv.org/abs/1103.5628
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Quatro letras.
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O carécter Kanji da palavra
“arvore”. T



Diagramas de cordas analiticos:

um algoritmo

NESTE CAPITULO, ALCANGAMOS UM DE NOSSOS OBJETIVOS:

a descrigdo algoritmica dos diagramas de cordas que ocorrem
na vizinhanga de um ponto singular de uma curva analitica
real plana. Lembre-se de que essa curva intersecta um pequeno
circulo em torno do ponto singular em um ndmero par de
pontos que vém em pares, cada par sendo associado a um ramo
real.

Pode-se pensar nessa estrutura como uma palavra ciclica de
comprimento 2n na qual cada letra ocorre exatamente duas vezes
(os nomes das letras sdo irrelevantes). Para ser mais pedante (e
preciso), estamos discutindo pontos fixos de involugdes livres
de Z/2nZ a menos de conjugagdes por permutagdes ciclicas.
Também podemos desenhar 7 cordas em um circulo.

O numero total desses diagramas de cordas de comprimento
2n foi estudado em muitos artigos. Veja por exemplo ° com
fortes motivacdes da teoria dos nés. O problema seria fécil
se, em vez de uma palavra ciclica, procurdssemos palavras
padrdo (ndo ciclicas) de comprimento 2n nas quais cada letra
ocorre exatamente duas vezes e na qual os nomes das letras sdo
irrelevantes. De fato, escreva a primeira letra da palavra e, em
seguida, escolha qualquer um dos 21 - 1 locais restantes para
a outra letra que seja idéntica a primeira, escreva a segunda
letra no primeiro lugar livre disponivel e escolha outra letra
idéntica em qualquer um dos 2n - 3 locais restantes etc. Portanto,

Uma curva com trés ramos.

b

c b

abaccb
As vezes eu pulo a palavra
“corda” para “diagrama de
corda”.

%0 A. Stoimenow. On the
number of chord diagrams.
Discrete Math., 218(1-3):209—
233, 2000.
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o nimero total dessas palavras é (211 —1) - (21 - 3)--3-1. As vezes
esses nimeros sdo chamados de fatoriais duplos e denotados por
(2n-1)!1. Veja " para uma apresentacdo de suas propriedades
combinatorias.

Seria tentador dividir (2n - 1)!! por 2n para levar em conta as
permutacdes ciclicas, mas algumas palavras admitem simetrias,
por isso, que a combinatéria é mais sutil. Em qualquer caso,
destas consideracdes, segue-se que o niimero de diagramas de
cordas de comprimento 2n cresce exponencialmente com 7.

Veremos que uma propor¢do muito pequena de diagramas de
cordas sdo analiticos, no sentido de que eles estdo associados a
alguma singularidade de uma curva analitica plana.

Uma condigdo necessdria

Lembre-se de que no primeiro capitulo deste livro mostramos
que, para qualquer permutacdo separavel, existem dois inteiros
consecutivos com imagens consecutivas. Esse foi o ponto-chave
que nos permitiu produzir um algoritmo que decide se uma
permutacdo é separdvel. Agora irei provar uma propriedade
similar para diagramas de cordas analiticos.

Direi que uma corda em um diagrama é solitdria se ela co-
necta dois pontos consecutivos do diagrama como na imagem
a esquerda abaixo. Duas cordas sdo paralelas (resp. antiparalelas)
se estiverem na segunda (terceira) imagem, ou seja, se as letras
correspondentes 4, b ocorrerem na palavra ciclica como ---ab---ba---
(respectivamente ---ab---ab---). Finalmente, duas cordas, como na
quarta imagem, constituem uma forquilha (---a---bab---).

101D, Callan. A combinatorial
survey of identities for the
double factorial. Preprint no
arXiv, 2009.

Cuidado! O fatorial duplo
(2n = 1)!! ndo é nem o
fatorial do fatorial nem um
ponto de exclamagao!

Use a férmula de Stirling
para mostrar que (2n - 1)!! é
equivalente a \/2 ( % )n elogn
quando 7 tende ao infinito.
Entdo, (2n - 1)!! esta de fato
crescendo superexponen-
cialmente, mas ndo muito
mais rapido. Por exemplo, é
pequeno quando comparado

com CA" para qualquer
e>0eA>1.

il ol%
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Lema fundamental ©. Qualquer diagrama de cordas analitico
contém uma corda solitdria, um par de cordas paralelas ou antiparalelas
ou uma forquilha.

Observemos que isso implica imediatamente o teorema que
foi enunciado no prefacio.

Teorema. Ndao hd uma curva analitica singular no plano que consiste
em cinco ramos cruzando um pequeno circulo como na imagem na
margem. &

Vamos ao blow-up

Comece com algum ponto singular de alguma curva analitica no
plano (real). Faca um blow-up pela primeira vez. O resultado é
uma curva em alguma faixa de Mobius, cujos pontos singulares
estdo no excepcional divisor, no meio da faixa. Se as coisas forem
bem, o ponto singular se divide em vérios pontos singulares,
presumivelmente mais simples. Vamos fazer um blow-up de
todos eles. Pode acontecer que, ap6s um blow-up, ainda exista
um dnico ponto singular no divisor. Entdo, vamos fazer um
blow-up pela segunda vez. Vamos continuar o processo de
fazer blow-up quantas vezes forem necessarias. Sabemos que
depois de algum tempo, a singularidade seréa resolvida. Isso
significa que a transformacéao estrita da curva inicial é agora uma
colecdo de n curvas analiticas suaves disjuntas, que intersectam
transversalmente o divisor excepcional.

Esse divisor excepcional é uma unido de retas projetivas reais
que sdo circulos que se cruzam transversalmente. Considere
o grafo cujos vértices sdo essas retas projetivas e uma aresta
conecta dois vértices se as retas projetivas se cruzarem. Esse

grafo é uma drvore, como pode ser facilmente visto por indugéo.

De fato, no processo indutivo de desingularizagdo, a cada passo
noés fazemos um blow-up num ponto que pode ser um ponto
suave do divisor excepcional ou uma intersecdo de duas retas
projetivas. No primeiro caso, uma nova folha é enxertada em
uma arvore e, no segundo caso, uma aresta é dividida em duas
arestas. A primeira reta projetiva, vinda do primeiro blow-up,
pode ser escolhida como a raiz dessa arvore.

© Alguns teoremas ou lemas
sdo tdo famosos que parece
proibido usar palavras como
“Teorema A, B” (Cartan)
ou”Lema Fundamental”

Cinco ramos impossiveis.
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Serd conveniente aumentar e fazer mais um blow-up de
cada um dos n pontos no divisor excepcional, se necessério,
introduzindo novas retas projetivas, a fim de garantir que no
final do processo cada reta projetiva contenha no mdximo um
ponto da transformacao estrita. Podemos até supor que aqueles

componentes do divisor que tocam a transformacdo estrita sao

folhas da arvore de desingularizagao.

Vamos resumir. Dada alguma curva analitica C definida em
uma vizinhanca de (0,0) em R? por alguma equacio F(x,y) =0,
podemos construir os seguinte objetos:

=

2

* Uma superficie S com borda conexa e orientada.

N g

* Um divisor excepcional E c S, consistindo em um certo nu-

B

mero de circulos se intersectando transversalmente, cada par
se encontrando no méximo uma vez. O grafo de interse¢do
associado é uma &rvore com raiz. O mergulho E c S é uma
equivaléncia de homotopia.

¢ Uma unido disjunta finita C de arcos analiticos suaves By, ..., Bn
em S intersectando transversalmente E. A intersecio de ¢ com
uma componente de E serd vazia se este componente néo for
uma folha da drvore e contiver no maximo um ponto se for
uma folha. Podemos supor, além disso, que C é transversal a
borda de S e que cada arco B; cruza a borda em dois pontos.

¢ Uma aplicagdo de blow-down analitica ¥ : S - R?, colap-
sando E para a origem, um difeomorfismo de S \ E em algum
pequeno disco perfurado, que colapsa C para nossa curva
singular C.

Lembre-se de que cada lagco em S pode ser orientante ou
desorientante. Seja y uma curva imersa fechada em uma super-
ficie, passando uma vez por um ponto x. Quando é realizado
um blow-up da superficie em x, a autointersegdo (mddulo 2) da
transformacdo estrita de y (no blow-up da superficie) é igual a
autointersecdo de v (na superficie original) mais 1. Na constru-
¢do indutiva, quando uma reta projetiva aparece pela primeira
vez no divisor excepcional, é a espinha dorsal de uma faixa de
Mobius, de autointersecdo 1. Mais tarde, podemos fazer um
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blow-up em alguns de seus pontos. Cada um desses blow-ups
permuta o status de orientante/desorientante de uma compo-
nente do divisor. As imagens anteriores na margem (seis retas,
uma arvore com seis vértices e seis circulos) correspondem ao
mesmo exemplo que foi analisado no capitulo sobre colares,
sendo obtido apoés seis blow-ups. Eu indiquei em azul as compo-
nentes que correspondem as faixas de Mobius.

Algumas componentes de E cruzam a curva desingularizada
C: elas definem algumas das folhas na drvore de desingulari-
zagdo. Chame essas folhas de coloridas. Observe que algumas
folhas podem estar sem cor.

Observe que, se escolhermos alguma orienta¢do de cada
componente de E, a drvore correspondente é planar de modo
que os filhos de qualquer vértice sdo ordenados linearmente.
Alterar a orientacdo inverte essa ordem.

Um exemplo

Olhe o colar na margem. Este ainda é o mesmo objeto que ja foi
discutido no capitulo sobre colares de Mobius. Seis blow-ups
produziram seis faixas, duas orientdveis e quatro ndo orientaveis.
O divisor excepcional consiste nas seis espinhas dorsais das seis
faixas. A curva desingularizada consiste em trés arcos vermelhos,
denominados a,b, ¢, cada um cruzando a borda de S em dois
pontos. No topo, vemos em preto a transformagao estrita do
eixo y. Indo ao redor da borda de S, podemos ler o diagrama de
cordas analitico correspondente. Basta seguir a seta e ler abacbc.
Pois é, aqui, devo admitir que ndo é tdo facil seguir as flechas!

A prova do lema fundamental

Uma primeira observacéo trivial é que a operacdo de deletar
uma corda em um diagrama analitico o transforma em algum
outro diagrama analitico. Isso corresponde a excluir um ramo.
Comece com algum diagrama de cordas w associado a alguma
singularidade de uma curva analitica planar. Considere uma
arvore de desingularizagdo como antes. Ha uma projecdo v da

283
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superficie S no divisor excepcional E que é uma equivaléncia
homotépica. Para cada ponto x € E, a fibra 777! (x) é um arco
conectando dois pontos da borda se x for um ponto regular, e
uma cruz se x for um ponto a intersecc¢do de dois circulos.

Seja L algum vértice da arvore, ou seja, uma das retas proje-
tivas que constituem o divisor excepcional E. Existe um tinico
caminho de vértices indo de L até a raiz. Corte dois arcos disjun-
tos em S, como na figura, para desconectar L da raiz em S. Os
quatro pontos finais desses arcos decompdem o bordo do circulo
de S em quatro intervalos. Dois deles (de cor vermelha) corres-
pondem a “o que estd em L ou abaixo de L” na arvore. Indo ao
redor da borda de S e lendo o diagrama de cordas, encontramos
dois intervalos de letras, abaixo de L, cuja unido é estédvel sob a
involugdo, enviando cada ocorréncia de uma letra para a outra
ocorréncia. Observe que esses intervalos podem estar vazios se
ndo houver uma folha colorida abaixo de L. Se houver uma folha
colorida abaixo de L, pelo menos um dos dois intervalos ndo est4
vazio, mas pode ser que apenas um deles ndo seja vazio.

Em resumo, todo vértice L na drvore define um diagrama de cordas
w(L) que é um subdiagrama do diagrama original w e que é “conexo”
no sentido de que suas letras formam um ou dois intervalos em w.

Pense em uma arvore enraizada como uma 4rvore geneal6-
gica, sendo a raiz o membro fundador da familia. Cada vértice
tem um certo ndmero de descendentes, alguns deles sendo fo-
lhas coloridas. Seja L um dos membros mais jovens da familia
com pelo menos duas folhas coloridas como descendentes. Entre
os filhos de L, seja Ly, ..., Ly a lista daqueles com pelo menos um
descendente colorido (assim ordenado ao longo de L). Temos
k > 2ja que de outra forma um dos filhos de L teria pelo menos
dois descendentes coloridos. Pelo mesmo motivo, cada L; tem
um descendente colorido.

Agora corte a superficie S como na figura da margem, desco-
nectando L; e L, da raiz e de todas as outras folhas coloridas.
Como antes, isso define dois intervalos (verdes) no limite de S
cuja unido contém exatamente quatro pontos do nosso diagrama
inicial, associados a duas cordas, que em dois intervalos podem
ser organizados das quinze maneiras a seguir:
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As fibras de 7r. Nao con-
funda 7t (de S para o divisor
E) com ¥ (de S para o disco)
o qual é um blowing down E
para um ponto.

As folhas coloridas sao
verdes!
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Em cada caso, ha uma corda solitdria, uma forquilha ou um
par de cordas paralelas ou antiparalelas.

Este é o fim da prova do lema fundamental. o]

Mais diagramas ndo analiticos

Observamos que a exclusdo de algumas letras em um diagrama
analitico de cordas produz outro diagrama analitico. Digamos
que um diagrama seja bdsico ndo analitico se ndo for analitico,
mas se torna analitico quando uma tinica corda é excluida.
Claramente, um diagrama de cordas analitico ndo contém um
diagrama bdsico de cordas ndo analitico. Lembre-se que uma per-
mutacdo é separavel se, e somente se, ndo contém a permutacdo
de Kontsevich (2,4,1,3) ou sua permutacdo reversa (3,1,4,2),
de modo que, neste caso, existem apenas duas permutagdes
bésicas ndo separaveis. A situagdo é mais complicada no caso de
diagramas de cordas.

Teorema. Existe um niimero infinito de diagramas bdsicos nio analiti-
cos de cordas.

Aqui é um exemplo que serd denotado por C; (n > 5). Con-
sidere os 2n pontos de Z/2nZ ordenados de forma natural no
circulo. O diagrama de cordas combina 2k e 2k +3 parak=1,...,n.
Para n = 5, é 0 nosso exemplo anterior de diagrama ndo analitico
com cinco cordas. Esse diagrama C, (n > 5) ndo é analitico pelo
mesmo motivo que no caso #n = 5. Ainda temos que mostrar que,
se uma letra for excluida, o diagrama restante é analitico. Para
isso, precisamos de uma condigio suficiente de analiticidade, que
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sera fornecido por meio de um algoritmo muito simples que
determina se um diagrama de cordas é analitico.

Teorema. O algoritmo a sequir decide se um diagrama de corda é
analitico:

1. Se ndo houver uma corda solitdria, nenhuma forquilha e nenhum
par de cordas paralelas ou antiparalelas, o diagrama néo é analitico.

2. Se houver uma corda solitdria, apague-o e continue. Se houver uma
forquilha, exclua a “pequena corda” e mantenha a alga. Se houver
um par de cordas paralelas ou antiparalelas, exclua uma delas e
continue.

3. Se vocé acabar com o diagrama vazio, o original era analitico.

A prova é facil. N6s temos que mostrar que se w é um dia-
grama e se W é o novo diagrama com uma corda a menos obtido
ap6s uma etapa do algoritmo, entdo, w é analitico se W é ana-
litico. O inverso é f4cil: se w é analitico, w também é analitico,
pois corresponde a exclusdo de um ramo. Agora temos que
adicionar um ramo adicional.

Escolha alguma desingularizagdo de algum ponto singular em
alguma superficie S. Uma corda corresponde a um arco suave 7y
(em azul na margem) conectando dois pontos no bordo, transver-
sal ao divisor em algum ponto x. Adicione uma nova curva ana-
litica (vermelha) 4’ em S, também transversal ao divisor, muito
préxima de 7y e transversal a 7y, como em 1 . O blow-down de S
produz um novo ponto singular com mais um ramo. Claramente,
o novo diagrama tem mais uma corda paralela ou antiparalela
a corda inicial, dependendo das orienta¢des da borda. Agora
escolha 7/ como em 2 com uma tangéncia quadrética com y em
x e vocé obtém a outra situacdo paralela ou antiparalela.

Caso vocé queira criar uma forquilha com uma dada alga,
basta adicionar uma curva suave 7/ préxima a y com uma tan-
géncia quadratica com o divisor como em 3 .

Finalmente, se vocé quiser adicionar uma corda solitaria logo
ap0s alguma carta, prossiga como em 4 . o]

Vamos testar nosso algoritmo no diagrama anterior em C,

(n > 5). Excluindo uma corda, obtemos uma cadeia nao ciclica

\\/
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de n -1 cordas . As duas primeiras cordas u,v definem uma
forquilha, entdo, podemos excluir a primeira corda e continuar
até que haja apenas uma corda. Este diagrama é, portanto,
analitico. Existe, de fato, um ntimero infinito de diagramas
bésicos ndo analiticos.

Usando o computador

Para contar os diagramas analiticos de cordas, vamos usar um
computador para testar valores pequenos de n. Isso é facil.
Primeiro listamos todas as palavras possiveis de comprimento 2n
em que cada letra ocorre duas vezes. A tnica sutileza é levar em
conta o cardter ciclico da palavra em considera¢do. Aqui estd o
resultado para n <7.

Na tabela a seguir:

n 3| 4 5 6 7
15 | 105 | 945 | 10395 | 135135
5 | 18 | 105 | 902 | 9749

5| 17 | 79 | 554 5283

Palavras

Diagramas de cordas

NN [N

A menos de simetria

— Palavras significa “palavras de comprimento 21 em que cada
letra ocorre duas vezes”. O nimero dessas palavras é o fatorial
duplo de 2n - 1.

— diagramas de cordas, como os definimos, sdo palavras a menos
de permutagdes ciclicas.

— A imagem de um diagrama de cordas por uma simetria em
relacdo a alguma reta é outro diagrama, que pode ser o0 mesmo
diagrama ou ndo. O item “a menos de simetria” conta o nimero
de palavras a menos dessas simetrias diedrais.

Em seguida, contamos o nimero de diagramas analiticos.

Em principio, isso ndo é dificil, usando o algoritmo descrito
anteriormente.

O resultado é:

n 23|45 6 7
Diagramas analiticos | 2 | 5 | 18 | 102 | 817 | 7641

A menos de simetrias | 2 | 5 | 17 | 76 | 499 | 4132

The On-Line Encyclopedia of
Integer Sequences, Aooy769,
A054499, A279207, A279208.
Neil Sloane adicionou as
duas tltimas sequéncias
baseadas em uma versao
preliminar deste livro.


https://oeis.org/A007769
https://oeis.org/A054499
https://oeis.org/A279207
https://oeis.org/A279208

288 UM PASSEIO MATEMATICO SINGULAR

Segue que para n < 4, todos os diagramas sdo analiticos.

Entre os 105 diagramas com 5 cordas, apenas os 3 exemplos na
margem nio sdo analiticos.

O primeiro diagrama ja é familiar, sob o nome Cs. Deixe-me
denotar os outros por Néo foi dificil para mim adivinhar o
primeiro, mas devo admitir que ndo encontrei os outros dois a
mao, mas com um computador.

Entre os 902 diagramas de com 6 cordas, 85 ndo sdo analiticos.
No entanto, a maioria deles nédo é analitico porque um de seus
subdiagramas ndo é analitico. Existem apenas dois diagramas
com 6 cordas que sdo bdsicos: ndo sdo analiticos e todos os seus
subdiagramas sdo analiticos.

Observe que o primeiro é o membro Cs da familia infinita
dos diagramas bésicos C,. Corresponde a Z/12Z, sendo cada
namero par k (mod 12) conectado a k + 3 (mod 12). O segundo
serd denotado por

Entre os 9749 diagramas de cordas com 7 cordas, 2108 ndo sdo
analiticos. O tinico exemplo bdsico ndo analitico é C;.

No préximo capitulo, mostrarei que meu computador encon-
trou todos os diagramas ndo analiticos bdsicos.

Diagramas de cordas marcados

Para concluir este capitulo e colocd-lo em um contexto mais
geral, gostaria de descrever uma estrutura que estd por trds da
cortina. Serd conveniente primeiro introduzir um leve fortaleci-
mento da nogdo de diagramas de corda analiticos.

Quando provamos que nosso algoritmo decide se um dia-
grama ¢é analitico, o ponto principal é a possibilidade de inserir
um novo ramo. Acontece que singularidades mais complicadas
também podem ser inseridas, como explicarei agora: Considere
uma desingularizacdo de alguma curva C como antes, para que
tenhamos uma superficie S, um divisor E e uma colegdo de
curvas suaves ,61, ey ,Bn intersectando E transversalmente em
um numero finito de pontos, p1,..., pu, sendo n é o ntimero de
ramos reais. Escolha um desses pontos, digamos, p;1. Escolha
agora algumas outras curvas singulares C;, com 717 ramos reais e

Cs

Pl

Os 3 diagramas de cordas
bésicos nado analiticos com 5
cordas.

siele

D6

Os 2 diagramas de cordas
néo analiticos com 6 cordas
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suponha que ndo contém o eixo y. Exclua B; e substitua por uma
coépia de C; na superficie S, de modo que o eixo y para C; seja
mapeado para o divisor E e o ponto singular de C; é mapeado
para p;. Agora podemos fazer um blow-up a unido dessa copia
de Cy e B2,...,Bu. O resultado é um novo ponto singular, com
n+mny -1 ramos: um deles C foi substituido por uma cépia de C;.

Vamos examinar o efeito desse tipo de operacdo nos diagra-
mas de cordas associados. Observando o diagrama associado
a Cy, vemos que o eixo y decompde a palavra de comprimento
211 em dois componentes, Esquera e Direita. No novo diagrama
de cordas com 2(n + ny - 1) letras, um par de letras idénticas do
diagrama antigo com 2n letras foi substituido por dois intervalos,
que sdo Esquerda e Direita. Devemos ter cuidado, no entanto,
que neste processo, as ordens das letras Esquerda e Direita pode-
riam ter sido revertidas. De fato, as duas interse¢des da borda
orientada de S com B; podem ser de sinais diferentes. Além
disso, a insercdo de C; em S pode ser feita de quatro maneiras,
uma vez que S nao é orientavel e E ndo é orientado.

E claro que, podemos proceder da mesma maneira com todos
os outros ramos do C, usando outras curvas singulares Cy, ..., Cy.

Todas essas observagdes sugerem a seguinte definigéo:
Definicao. Um diagrama de cordas marcado é uma colecdo de
2n pontos distintos af?, ..., 4! na unido de dois lados opostos
de um quadrado {-1,1} x [-1,1] (a menos de homeomorfismos,
preservando a orientacdo de cada lado).

Observe os recursos adicionais se compararmos com diagra-
mas padrdo. Os diagramas marcados tém uma parte direita e
uma esquerda. Além disso, cada corda a; é agora rotulada com
um ndmero i de 1 a n e é orientada de a;' a a;!.

Deixe-me denotar por AMC o conjunto dos diagramas de
cordas marcados que sdo analiticos, i.e., que surgem de alguma
curva analitica F(x,y) = 0 que ndo contém o eixo y. Observe que
a analiticidade de um diagrama marcado ndo depende nem da
orientacdo das cordas nem da rotulagem.

Agora espero que o leitor tenha adivinhado a estrutura de
operad em AMC. Seja w algum diagrama analitico de cordas
marcado com 7 cordas. Dados n diagramas analiticos de cordas

B

Right = ayay, Left = ajazazas

Note que Esquerda ou
Direita podem estar vazios.

Em uma equagédo F(x,y) =0,
podemos substituir (x,y)
por (-x,y) ou (x,—y) ou
(x,xy). A transformagéo

(x,y) = (x,xy)

preserva cada reta vertical,
colapsa o eixo x = 0 para a
origem e inverte a orientagao
no x < 0. Mas isso nédo é
uma surpresa: exatamente
uma aplica¢do de blow-
down. O quadrado dessa
transformacdo preserva a
orientagdo em cada reta
vertical (por x # 0).
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(marcados) wy, ..., wy, com kq,...,k; cordas, defina a agdo de
wem (wy,...,wy) da seguinte maneira: Desenhe w e engrosse

Le a;rl como

cada corda 4; de w, criando retangulos. Use os a;
os lados esquerdo e direito desses novos retangulos. Agora
insira wy, ..., wy, nesses retangulos respeitando os rétulos e as
orientagdes. Renomeie as cordas, de 1 para ky + ky + ... + ky,
usando a ordenacéo lexicografica. O resultado é outro diagrama
de cordas analitico marcado, pois essa operagdo corresponde a

insercdo de curvas analiticas anteriormente descrita.

Portanto, AMC tem, de fato, uma estrutura natural de operad.

Para completar, vamos observar que a agdo natural dos grupos
simétricos, permutando os rétulos dos cordas, mostra que é
realmente uma operacao simétrica.

Vamos limitar o niimero de diagramas de cordas

Seria 6timo ter algumas informagdes precisas sobre o ntimero
a, de diagramas analiticos com 7 cordas. Por exemplo, uma for-
mula explicita para a série geradora ) a,t" daria a exata taxa de
crescimento exponencial de A;,. Infelizmente, ndo consegui cal-
cular esta série ©. Nesta se¢do, mostro que o lema fundamental
fornece pelo menos uma cota razoével.

Considere uma drvore planar bindria enraizada finita. Equipe
cada um de seus vértices interiores (incluindo a raiz) com um
dos seis exemplos de diagramas marcados com duas cordas re-
presentadas na margem. Por inser¢des recursivas dos diagramas
dos irmé&os no diagrama de seus pais, produz-se um diagrama
analitico marcado e, portanto, um diagrama analitico, esque-
cendo os rétulos, as orientac¢des e os dois lados do quadrado.

Afirmo que todos os diagramas analiticos com 1 cordas sdo
produzidos com esta receita, que vale para n = 2, pois os dois
diagramas com duas cordas (entrelacadas ou ndo) aparecem
quando alguém esquece a marcagao nos seis exemplos. Agora
seja w algum diagrama analitico com # + 1 cordas e aplique o
lema fundamental. Portanto, encontramos ---aa---, ---ab---ba---,
--ab---ab--- ou ---b---aba--- no diagrama. No caso de aa, chame b
a letra que vem antes de a4 na ordem ciclica. Nosso algoritmo

O papel das rotulagens e das
orientagdes é simplesmente
fornecer as informacdes rele-
vantes sobre qual diagrama
marcado estd inserido em
cada corda e de que maneira
é essa insercao.

a; ﬂz-l

aZ+1

a5
0
a7 :
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exclui a e produz um diagrama analitico @ com n cordas, para

o qual podemos aplicar a inducéo. Isto significa que @ pode ser
“vestido” com rétulos e orientagdes de tal forma que é produzido
por uma arvore bindria, como acima. Nosso diagrama w é obtido
de @, substituindo uma corda por duas delas. E facil verificar se
nossos seis exemplos sdo suficientes para realizar essa duplica- 1

¢do usando uma inser¢do no operad. Portanto, w é construido 2%
a partir de uma arvore bindria com 7 + 1 folhas com a mesma

2 2 ;
receita. ! I Q 9 |

Uma 4rvore bindria enraizada com # folhas tem n — 1 vértices /\

interiores (incluindo a raiz) de modo que temos 6" ! etiquetas 1 5
possiveis nos vértices interiores. O ntimero de arvores bindrias

planares com n folhas é dado pelo (1 — 1)-ésimo ntimero de

Catalan. Portanto, obtemos a seguinte estimativa:

Teorema. O miimero A, de diagramas de cordas analiticos com n
cordas é menor que 6" vezes o mimero (n — 1)-ésimo niimero de
Catalan C,_1.

Lembre-se que %log Cy converge para log4 quando n tende
para o infinito. Portanto,

lim sup % log Ay <log(24).

Note que qualquer permutacédo de letras n pode ser vista como
um diagrama com 7 cordas, de forma que todos as suas cordas
conectem pontos em ambos os lados de um quadrado. Em

particular, as permutagdes separaveis produzem diagramas (i)
analiticos marcados. Essa situagdo da um limite inferior para
o crescimento de A;, uma vez que ja contamos permutagdes

separaveis.

liminf 1 log A, > log(3 +2V/2).
n
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Os 2° = 64 hexagramas chineses consistem em seis barras horizontais que podem ser conectadas ou
desconectadas. Eles apareceram no I Ching — o livro das Mudangas — escrito ha mais de 2500 anos e
sdo comumente usados como uma ferramenta de adivinhagao. Originalmente, eles foram ordenados
de uma maneira misteriosa, geralmente atribuida ao rei Wen, que os estudiosos ainda estao tentando
decifrar. Mil anos atras, Shao Yong ordenou-os como mostrado na foto, em um circulo e em um
quadrado. Em 1701, 0 jesuita Joachim Bouvet enviou uma cépia dessa configuragdo para Leibniz, que
a explicou em termos de expansdes binarias e escreveu uma das primeiras exposigdes sistematicas de
aritmética na base 2. Este é um exemplo interessante de interacdo entre a filosofia oriental e a ciéncia

ocidental. Vou discutir esses I Chings um pouco mais na segdo final deste capitulo.



Diagramas de cordas analiticos:
grafos de entrelacamento

Os ASPECTOS AGRADAVEIS DOS PASSEIOS ALEATORIOS S0

as muitas surpresas que eles nos oferecem. Christopher-Lloyd
Simon é estudante de graduagio na Ecole Normale Supérieure de
Lyon e gentilmente concordou em ler o primeiro rascunho deste
livro. Enquanto ele estava lendo uma versdo preliminar do capi-
tulo anterior, ele teve a brilhante ideia de transferir a discussao
dos diagramas de cordas para seus grafos de entrelacamento associ-
ados. J4 encontramos esse conceito em nosso estudo das palavras Christopher-Lloyd Simon.
de Gauss associadas a curvas imersas genéricas no plano. Dado
um diagrama de cordas, o conjunto de vértices de seu grafo de
entrelacamento é simplesmente o conjunto de cordas, e as arestas
conectam cordas entrelacadas (isto €, intersectando-as). Nem
todo grafo vem de um diagrama, podendo vir de vérios diagra-
mas. No entanto, os grafos de entrelacamento provenientes de
diagramas analiticos revelaram-se faceis de analisar. A cereja do
bolo é que esses grafos foram introduzidos hd quarenta anos em
um contexto totalmente diferente, sendo muito bem compreendi-
dos. Gragas a essa nova perspectiva, obteremos a lista completa
de diagramas bésicos de cordas nédo analiticos.

Voltando as permutagoes separdveis

A fim de motivar o que se segue, vamos revisitar rapidamente
a situagdo muito mais simples de intercAmbios polinomiais



294 UM PASSEIO MATEMATICO SINGULAR

(também denominadas de permuta¢des separaveis), que ja
examinamos nos primeiros capitulos.

Seja T uma permutacdo de {1,...,n}. O grafo de permutagio
G(7) associado a 7t tem {1,...,n} como vértices, e uma aresta
conecta i e j se 7T inverte a ordem de (i, ). Esse é também o grafo
de entrelagamento do diagrama de cordas marcado associado,
com letras n em cada lado.

Sabemos que se 7T é um intercdmbio polinomial, pelo menos
dois inteiros consecutivos possuem imagens consecutivas. Por-
tanto, as cordas correspondentes tém a seguinte propriedade:
qualquer corda que intersecta uma delas intersecte a outra.

considerando o grafo G(7r), hd a seguinte defini¢gdo: Dois
vértices x,y em um grafo sdo chamados gémeos se tiverem os
mesmos vizinhos (diferentes de x ou y). Eles sdo chamados
gémeos verdadeiros ou falsos dependendo da existéncia de uma
aresta que os conecta. Dois gémeos em um grafo podem ser
mesclados em um tinico vértice, produzindo um grafo menor
com um vértice a menos.

Portanto, o grafo G(7r) vindo de um intercAmbio polinomial
7T contém pelo menos dois gémeos, correspondendo a dois
inteiros consecutivos i,i+ 1 tal que 7w(i+1) = 71(i) + 1. Mesclar os
gémeos no grafico equivale a mesclar os dois elementos 7,7+ 1. Os
intercambios polinomiais sdo caracterizados pelo fato de que a
iteracdo desse procedimento de fusdo leva a permutacao trivial
comn=1.

Defini¢ao: Um grafo finito é chamado de cografo se puder ser re-
duzido a um grafo de apenas 1 vértice trivial, fundindo gémeos
sucessivamente.

Proposi¢dao. Uma permutagio é um intercdmbio polinomial se, e
somente se, seu grafo de permutagdo for um cografo.

Acabei de explicar por que o grafo de permutacdo de um
intercambio polinomial é um cografo. Para provar o contrério,
basta mostrar que, se G(7r) é um cografo, existem dois inteiros
consecutivos com imagens consecutivas. A prova é por indugao
sobre n. Se i < j sdo falsos (resp. verdadeiro) gémeos, a imagem
por 7 do intervalo {i,i+1,...,j} é {m(i), t(i+1),...,7(j)} (resp.
{m(j), n(j+1),...,7(i)}). Se j > i+2, aimagem 7({i,...,j—1})

1—2

X,

1
2
3
4

Uma permutagdo e seu

Gémeos falsos. Observe

que dois vértices solitarios
sdo gémeos falsos. Nao sou
responsével pela terminolo-
gia classica, mas parece-me
mais conveniente do que o
termo gémeos dizigéticos
(ou fraternos), aproximando-
se mais do francés “faux
jumeaux”.

Gémeos verdadeiros, (idénti-
cos ou monozigoticos), vrais
jumeaux.

A terminologia “cografo”
surge do fato de que o
complemento de um cografo
é também um cografo. Um
grafo G e seu complemento
G tém os mesmos vértices

e dois vértices sdo adja-
centes em G se nio forem
adjacentes em G.
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também é um intervalo e aplicamos a hipétese de indugédo a
restricdo de 7 para {i,...,j - 1} para que se encontrem dois
inteiros consecutivos com imagens consecutivas. o]

Os cografos foram introduzidos na década de 1970 com
diferentes nomes: (D*-grafos, hereditarios de Dacey e grafos de
2-paridade 2. Eles ndo sdo muito dificeis de descrever. Deixe-
me listar algumas de suas propriedades e as provas (elementares)
ficam para vocg, leitor.

A seguir, todos os grafos sdo finitos, sem lacos e sem ares-
tas multiplas. Um grafo conexo define um espago métrico em
seu conjunto de vértices. A distdncia entre dois vértices é, por
defini¢do, o comprimento do caminho mais curto que os conecta.

Os especialistas em teoria dos grafos dizem que um subgrafo
H de um grafo G é induzido se qualquer aresta de G conectando
dois vértices de H for também uma aresta de H.

Teorema. As sequintes propriedades de um grafo finito G sdo equivalen-
tes.

1. G é um cografo.

2. Qualquer subgrafo induzido e conexo de G tem um didmetro menor
ou igual que 2.

3. G é o grafo de permutagio de algum intercdmbio polinomial.

4. Nio hd subgrafo Py induzido com quatro vértices como na margem.

Note que os grafos de permutagdo associados as duas per-
mutagdes proibidas de Kontsevich (2,4,1,3) e (3,1,4,2) sdo
isomorfos a Py.

Grafos colapsdveis

A partir de uma arvore, vocé pode tirar as folhas e fazé-lo no-
vamente até que a drvore tenha sido completamente despida.
Digamos que um vértice em um grafo seja pendente se for adja-
cente a um tnico vértice. Qualquer arvore pode ser construida
por adicdes sucessivas de vértices pendentes, comecando a partir
da arvore com apenas um vértice.

162 A Brandstidt, V. B. Le,
and ]. P. Spinrad. Graph
classes: a survey. SIAM
Monographs on Discrete
Mathematics and Applica-
tions. Society for Industrial
and Applied Mathematics
(SIAM), Philadelphia, PA,
1999

Um cografo.

Py

Vértice pendente.
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Defini¢do. Um grafo finito é colapsdvel se puder ser reduzido a
um grafo de um vértice, aplicando dois tipos de operagdes ele-
mentares: excluindo um vértice pendente e mesclando gémeos.

Se vocé é mais construtivo do que destrutivo, pode expressar
a mesma coisa de outra maneira. Comece com o grafo trivial
com um vértice e aplique dois tipos de operagdes: adicionando
um vértice pendente ou criando um par de gémeos. A segunda
operacdo consiste simplesmente em duplicar um vértice e co-
nectar o gémeo recém-nascido ao resto do grafo como o vértice
original. Entdo, decida se vocé quer gémeos verdadeiros ou
falsos.

O ponto chave é o seguinte:

Proposic¢ao. Um diagrama de cordas é analitico se, e somente se, o seu
grafo de entrelacamento for colapsdvel.

Isso seguird a partir da descrigdo algoritmica dos diagramas
analiticos apresentados no capitulo anterior.

Antes da prova, deixe-me fazer uma observacdo elementar,
como aperitivo.

Seja w um diagrama e A seja um subconjunto de suas 2n
letras num circulo. Eu direi que A é estdvel sob w se qualquer
corda com uma extremidade em A tiver sua outra extremidade
em A. Dito de forma diferente, A é um diagrama de subcordas
wu de w.

Suponha que haja um intervalo A que seja estavel sob w e que
seja B seu complemento. Claramente, o grafo de entrelacamento
G(w) de w é a unido disjunta dos grafos G(w,) e G(wg) de wu
e wp. Segue-se que G(w) é colapsavel se, e somente se, G(w4) e
G(wp) forem colapsaveis. Nosso algoritmo mostra que se w4, wg
sdo analiticos, entdo, é w. Por outro lado, se w é analitico, o
mesmo acontece com os subdiagramas w4 e wg.

Vamos provar agora a proposicado:

Comece com um diagrama analitico w. Se duas cordas de w sdao
paralelas ou antiparalelas, os vértices associados no grafo de
entrelacamento sao gémeos e nosso algoritmo os reinem. Uma
forquilha fornece um vértice pendente no grafo e o algoritmo
exclui a corda curta e mantém a al¢a. Uma corda solitdria define

DODOO
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um vértice pendente, removido pelo algoritmo. Segue-se que o
grafo de entrelagamento associado a um diagrama analitico é
colapséavel.

Para a reciproca, mostramos que todo diagrama w cujo grafo de
entrelacamento G(w) é colapsdvel contém uma corda solitdria, uma
forquilha ou um par de cordas paralelas ou antiparalelas.

Uma corda solitaria em um diagrama corresponde a duas
letras idénticas consecutivas ---aa--- na palavra ciclica.

Uma forquilha corresponde a uma subpalavra da forma
-..abg---

Um par de cordas paralelas (resp. Antiparalelas) corresponde
a ---ab---ba--- (respectivamente ---ab---ab---).

Nossa prova serd por contradi¢do: Considere um possivel
contra-exemplo w para a assercdo anterior com um niimero minimo
de cordas. Entdo, G(w) é colapsavel e w nido contém cordas solita-
rias, nenhum par de cordas paralelas ou antiparalelas e nenhuma
forquilha.

Como G(w) é colapsavel, existe um vértice a que é solita-
rio, ou pendente, ou faz parte de um par de gémeos. Seja W o
diagrama obtido excluindo « de w.

E claro que G(@) é colapsével para que, por minimalidade,

w contenha uma subpalavra ---aa--- ou ---aba--- ou ---ab---ba--- ou
--ab---ab---. O problema é que estas sdo subpalavras de W e ndo
de w, que também contém duas copias da letra a, que poderiam
entrar nas subpalavras acima.

Observe que, por minimalidade, qualquer intervalo estavel
sob w é vazio ou tudo.

297

A priorL Esta prova caso a caso ndo é
- 0,1 ou 2 letras « poderiam infiltrar-se na subpalavra; particularmente agradavel.
_ . Vocé pode pulé-la se quiser,
— A subpalavra de W poderia corresponder a uma corda mas se fizer isso, vocé deve
solitdria, a uma forquilha ou a um par de cordas paralelos ou simpatizar-se comigo, que
. teve que listar todos os casos
antiparalelos;

um por um.
— a pode ser solitario, pendente ou gémeo, verdadeiro ou

falso, em G(w).
Isso faz com que tenhamos 3 x 4 x 4 casos para examinar!
Felizmente, muitos casos podem ser estudados simultaneamente.
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1. Se nenhuma letra & chegar nas subpalavras acima, nao ha
problema: nossa corda solitdria ou forquilha, ou um par de cor-
das paralelas, ou antiparalelas em @ tem a mesma propriedade
para w /.

2. Se « é solitdrio em G(w), isso significa que nenhuma corda
intersecta a. Portanto, &« decompde o circulo em dois intervalos
estaveis, que devem ser vazios ¢.

3. Se duas letras « entrarem, elas ndo podem ocorrer como
letras consecutivas, pois isso forcaria a corda « a ser solitaria em

w?.

Entdo, ainda neste caso, temos que olhar

.. .aablxa. ey, or-- .aab. . .blxa. oy, or-- .aab. . .alxb. ..

Isso produz, respectivamente, uma forquilha («,b), um par de
cordas paralelas («,b) ou cordas antiparalelas («,b) em w Z.

4. Inserindo um o em uma corda solitdria, rende ---ana--- que
produz uma forquilha em w com alga « 7.

Até agora, ndo usamos o fato de que « é pendente ou gémeo.
Isso sera usado nos casos restantes, quando um tnico & entra
numa forquilha ou um par de cordas paralelas ou antiparalelas
de w.

Se a é pendente, seja  a tinica corda em w que intersecta «.
Se « tiver alguns irmdos gémeos, vamos denotar um deles por
B. No caso, as duas cordas «, B determinam quatro intervalos no
circulo, excluindo «, B, que chamarei de setores. Se a é pendente, a
unido de dois setores que estdo no mesmo lado de « é estavel. Se
«, B sdo gémeos, a unido de setores opostos é estavel.

5. Suponha agora que uma iinica letra « insira ---aba---, ou ---ab---ba---,
ou ---ab---ab--- e uma dessas duas letras a,b é igual a B. Entdo, as duas
letras & e B sdo consecutivas em w. Isto implica que um dos
setores esta vazio.

5-1. No caso pendente, isso implica que o outro setor, do
mesmo lado de &, é um intervalo estavel e, portanto, também
vazio. Logo, &, B é uma forquilha em w com o alga § Z.

5-2. No caso gémeo, isto implica que o setor oposto é um
intervalo estavel e, portanto, vazio. Entdo, «, f é um par de
cordas paralelas ou antiparalelas em w /.

Uso o simbolo £ para
significar “contradi¢do”.

B

B
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6. Finalmente, suponha que uma iinica letra o entre ---aba---, ou
---ab---ba---, ou ---ab---ab--- e que nenhuma das duas letras a,b é igual a
B.

6-1. Suponha que (a,b) sejam cordas paralelas ou antipa-
ralelas em w. Inserindo um « em ab, produz-se ---aab---ba--- ou
---aab---ab---. Das letras consecutivas ba (ou ab), segue-se que essas
duas ocorréncias estdo no mesmo lado da corda a. Das letras
consecutivas anb em w, segue-se que essas outras ocorréncias de
a e b estdo em lados diferentes de a. Assim, a corda « intersecta
apenas uma das cordas a,b.

6-1-1. Se a é pendente, isso forga a ou b a ser igual a B 7.
6-1-2. Se a, B sdo gémeos, isso ndo é possivel z.

6-2. Suponha que (a,b) seja uma forquilha em w. Inserindo
uma letra « em ---aba--- tem-se ---axba or ---abaa, entdo, a corda «
deve intersectar a corda a.

6-2-1. Se a é pendente, isso forcaa = 7.
6-2-2. Se (a, B) forem gémeos, as letras consecutivas
anba mostram que as duas letras a estdo em lados opostos de «,
portanto, em setores opostos. Segue-se que b = 2
Isso finaliza a prova. Ufal B

Agora, precisamos entender a natureza dos grafos colapsaveis.

Grafos colapsdveis, distdncia hereditdria 1 E. Howorka. A characteri-
zation of distance-hereditary

. .. L. B graphs. Quart. |. Math. Oxford
Os grafos colapsaveis foram definidos por varios autores ha Ser. (2), 28(112):417—420,

quarenta anos, sob diferentes nomes, com motiva¢des muito 1977.
diferentes. Veremos que esses grafos estdo muito proximos de
serem arvores.

Howorka 103 definiu grafos de distancia hereditiria em 1977.

Definicdo. Um grafo finito G é de distincia hereditdria se para cada
subgrafo induzido conexo H c G, a distancia entre dois vértices
de H em H é igual a distancia entre os mesmos vértices em G.

Por exemplo, uma arvore é de distincia hereditdria e um ciclo Um ciclo de comprimento

d . . ~ 2 1 > 5 que ndo é de distancia
e comprimento de pelo menos cinco ndo é. Basta escolher H hereditaria.

como o subgrafo induzido definido por um caminho dentro do
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ciclo cujo comprimento é maior que a metade do comprimento
do ciclo (em azul na figura).

Considere um grafo finito e escolha um comprimento para
cada aresta, que pode ser qualquer ntimero real positivo. Defina
o comprimento de um caminho como a soma dos comprimentos
de suas arestas e a distancia entre dois vértices como o menor
comprimento de um caminho conectando-os. Estamos diante de
um grafo métrico.

Estamos procurando uma caracterizagdo de espagos métricos
(geralmente chamadas de drvores métricas) que surgem dessa
maneira a partir de drvores. Aqui estd a resposta: Seja (E,d) um
espaco métrico finito. Escolha quatro pontos x1, xp,x3,x4 em E e
calcule as somas dos comprimentos dos trés pares de diagonais:

d(xq,x2) +d(x3,x4); d(x1,x3) +d(x2,x4); d(x1,x4) +d(x2,x3).

Sejam s (resp. M, I) o menor (resp. médio, maior) desses trés
nuameros: s < m < [. Acontece que um espago métrico finito

é isométrico a um subconjunto de uma drvore métrica m = [
para cada quadrupla de pontos. Isso ndo é dificil de provar, e eu
deixo como um exercicio M25. O leitor preguicoso pode ver a
prova neste breve artigo 4.

No6s devemos ter cuidado. Um grafo, onde todas as arestas
tém comprimento 1, pode ser isométrico a um subconjunto de
uma arvore métrica sem ser em si uma arvore. Veja o exemplo
na margem.

Na teoria dos grafos, esses grafos sdao chamados grafos de blo-
cos. Para construi-los, comece com uma arvore, delete alguns dos
seus vértices e substitua-os por cliques, ou seja, grafos finitos com
todos os pares de vértices sdo adjacentes, como na figura. Sugiro
que meu leitor prove que isso é de fato uma caracterizagdo de
grafos de blocos (M15 e, em caso de emergéncia, ver este livro
165)‘

Na década de 1980, Gromov desenvolveu uma teoria geomé-
trica para espagos hiperbdlicos que teve uma influéncia muito forte
sobre a teoria combinatéria e geométrica dos grupos (infeliz-
mente, essa parada ndo faz parte do nosso passeio).

A definicdo é a seguinte: Um espago métrico (E,d) é chamado

Um grafo bloco.

164 P, Buneman. A note on the
metric properties of trees. |.
Combinatorial Theory Ser. B,
17:48-50, 1974.

5 F. Harary. A characteriza-
tion of block-graphs. Canad.
Math. Bull., 6:1-6, 1963.

Um espago métrico (E,d)
é geodésico se para cada
par de pontos (x,y) existir
um mergulho isométrico
i:[0,d(x,y)] — E tal que
i(0) =xand i(d(x,y)) = y.


http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0095895674900471
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0095895674900471
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X09003771
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X09003771
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hiperbolico se existir algum ¢ > 0 tal que para cada quadrupla
de pontos como acima, m e [ sdo “quase iguais”, i. e., [ —m <
6. Observe que qualquer espaco métrico finito é trivialmente
hiperbdlico (para ¢ suficientemente grande), de modo que esse
conceito é relevante somente para geometria em grande escala.

Existem muitas formulag¢des equivalentes dessa propriedade:
a mais popular (para espagos métricos geodésicos) é aquela que
todos os tridngulos geodésicos sdo magros. Considere trés pontos
x,Y,z e escolha trés geodésicas [x,y], [x,z], [y,z] conectando-os.
Cada ponto em [x,y] deve estar a uma distancia uniformemente
limitada da unido [x,z]u[y,z], independentemente da escolha de
x,Y,z (veja a figura).

Esse conceito é notavelmente robusto. Por exemplo, o recobri-
mento universal de uma variedade Riemanniana compacta de
curvatura negativa é hiperbdlica. Esses espacos métricos sdo bem
aproximados por arvores, de forma quantitativa. Para mais sobre

esta teoria, o leitor é encorajado a ler este livro 166

Em 1986, Bandelt e Mulder publicaram um artigo %7 pro-
pondo caracterizagdes puramente métricas para grafos heredita-
rios, préximas das condigdes de hiperbolicidade de Gromov.

Defini¢ao. Um grafo finito G é tipo drvore se para cada 4-tupla de
vértices x1, X, X3, x4 dois dos trés nimeros seguintes sdo iguais:

d(x1,x2) +d(x3,x4);  d(x1,x3) +d(x2,x4);  d(x1,x4) +d(x2,%3)

Meu leitor provavelmente adivinhou que todas essas defini-
¢Oes acabam sendo equivalentes.

Teorema. Seja G um grafo finito. As propriedades a seguir sdo equiva-
lentes:

1. G é o grafo de entrelagamento de algum diagrama analitico de
cordas;

2. G é colapsdvel;
3. G é de distdncia hereditdria;

4. G é tipo drvore;

6 E. Ghys and P. de la
Harpe, editors. Sur les
groupes hyperboliques d’apres
Mikhael Gromov, volume 83
of Progress in Mathematics.
Birkh&duser Boston, Inc.,
Boston, MA, 1990.

167 H.-J. Bandelt and H. M.
Mulder. Distance-hereditary
graphs. |. Combin. Theory Ser.
B, 41(2):182-208, 1986.

Um ciclo de comprimento
quatro é tipo arvore, mas
ndo é uma arvore.

Exercicio: Mostre que um
grafo tipo drvore é hiperb6-
lico no sentido de Gromov
com J=2.


http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0095895686900432
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0095895686900432
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5. G ndo contém um ciclo de comprimento de pelo menos cinco, ou
uma casa, ou uma gema, ou um domind, como um subgrafo indu-
zido.

Uma casa, uma gema e um domindé sdo mostrados abaixo.

Todas as equivaléncias no teorema anterior (exceto, é claro, o
primeiro item) sdo provadas nos artigos acima mencionados. No
entanto, vou propor em breve algumas provas elementares.

Agora é hora de colher os frutos do nosso trabalho e obter
uma descrigdo bastante simples dos diagramas analiticos de
cordas.

Vocé ndo deve se surpreender que os grafos de entrelaga-
mento de 3%, £, $X* sdo a casa, a gema e o domind.

Exercicio: Mostre que <X, %, £ sdo os tnicos diagramas de
cordas cujos grafos de entrelagamento sdo a casa, o dominé e a
gema.

Da mesma forma, ja descrevemos o diagrama de cordas ndo
analitico C,, definido por Z/2nZ (n > 5), existindo uma corda
conectando 2k e 2k + 3 (para k =1,...,n). De forma que seu grafo
de entrelagamento é um ciclo de comprimento 7.

Exercicio: Mostre que C;, é o tnico diagrama de cordas cujo
grafo de entrelacamento é um ciclo de comprimento 7.

Por fim, observe que um diagrama de subcordas define um
subgrafo induzido no grafo de entrelagamento. Portanto, obte-
mos uma descri¢do muito satisfatéria dos diagramas analiticos
de cordas. Uma vez que é um destaque em nosso passeio, im-
primo o seguinte teorema em azul:

e o
Cn e seu grafo de entrelaca-
mento: o n-ciclo.
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Teorema. Um diagrama de cordas é analitico se, e somente se, nio
contiver X, 3%, & ou Cy (n > 5) com um subdiagrama de cordas

% £ 2%

Note a analogia completa com a nossa caracterizagdo de
intercdmbios polinomiais como as permutagdes separdveis, que sdo,
por sua vez, precisamente aquelas que ndo contém os exemplos
de Kontsevich (2,4,1,3) e (3,1,4,2).

Algumas demonstragoes

Apresento agora as provas das equivaléncias das defini¢des
da secdo anterior. Eles sdo principalmente elementares, e eu
sugiro que o leitor interessado tente prova-las sozinho. E nesse
processo, é importante desenhar figuras porque, nesse caso
especifico, provavelmente foi mais desafiador encontrar as
definicdes significativas do que provar sua equivaléncia.
No <> B 153 é um subgrafo induzido = distancia hereditdria.
Seja H um subgrafo induzido de um grafo G. Conecte dois
vértices p,q de H a uma distdncia n em H por um caminho
c = (x0,%1,...,%n) (com p = xp e g = x) em H. Dois vértices
xj, xj sdo adjacentes se, e somente se, i,j forem consecutivos, caso
contrdrio, haverd um atalho. Em outras palavras, o caminho ¢
é induzido em G. Segue-se que, para mostrar que um grafo é
de distancia hereditdria, devemos provar que a distancia entre
os pontos finais de qualquer caminho induzido em G é igual ao
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comprimento do caminho.

Suponha que {,<>H 51 ndo é induzido em G. Tome o caminho
induzido ¢ = (xg, x1,...,X,) e mostremos, por inducdo em n, que
a distdncia em G entre x( e x;, é exatamente 1.

[2cm]

Conecte xg a x,; por um caminho mais curto ¢z = (Yo, Y1, -, Y1)
em G (com yp = xp ey; = x;). Naturalmente, c; também é
induzido e d(yo,y;) = i para 0 < i < I. Por indugdo, d(xo, x;) =
ipara0 < i < n-1. Segue-se que [ éigualan-2,n-1ou
n. Mostramos que os dois primeiros casos ndo sdo possiveis.
Suponha que / =n -2 ou n - 1. Por indugédo, podemos supor que
os dois caminhos ¢, ¢, somente se intersectam em seus pontos
de extremos: qualquer outro ponto de intersecdo poderia ser
usado como ponto de partida dos caminhos mais curtos ¢} e c5.

Desenhe uma imagem no plano de tal forma que a altura de
um vértice de c; ou c; seja a distancia de xp. Os casos [ =n-2e
I =n -1 sdo mostrados na margem. Vértices de c; sdo vermelhos e
vértices de c; sdo azuis. A unido de ¢y e ¢; define um ciclo ¢ em
G. O comprimento de c é pelo menos cinco. O ciclo ¢ ndo pode
ser induzido, pois ndo ha ciclo induzido de comprimento > 5.
Portanto, deve haver diagonais conectando vértices de ¢; com
vértices de c5.

Pela desigualdade do triangular, a diferenca de altura dos dois
pontos finais de uma diagonal pode ser apenas -1,0,1. Além
disso, as diagonais conectam pontos de cores diferentes.

Vamos ordenar as diagonais (x;,y;) de cima para baixo, ou
seja, (x;,y;) é antes de (xy,yj) sej>j ouj=jei>i

Agora, tente construir a escada: uma diagonal de cada vez. A
regra do jogo é a seguinte: Vocé tem que desenhar uma sequén-
cia ordenada de diagonais d1, 4y, ..., respeitando as condi¢des
acima e sem criar nenhuma {}<>H/5} induzida. Note que a
diagonal §; junto com a parte de c que estd acima dela define
um ciclo. Qualquer corda neste ciclo tem que ser uma das cordas
previamente escolhidas 4y, ..., 0;_1.

No caso | = n -1, existem apenas duas possibilidades para a
primeira diagonal J1. Pode ser (x;,_1,y4-2) ou (x,-2,¥5-2). No
caso de | = n -2, existe apenas uma possibilidade para d;.

Xn-1
Xn-2 xn:yn-Z

Y3

Xn-3

X1

Xo=Yo

Xy=Yn-1
Xn-1

Xn-2

yn~2

Xn-3

]/ n-3

o]

X0=Yo
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Em seguida, tente selecionar a segunda diagonal é,, evitando A
A< H) . Apenas uma das trés opgdes de §1 permite que vocé

faca isso.

Finalmente, tente desenhar a terceira diagonal, no tinico caso
em que vocé poderia desenhar 1, d,. Ndo é possivel continuar
sem criar um dos grafos proibidos. o]

Distancia hereditdria = Colapsdvel.

Deixe-me primeiro fazer uma observagdo elementar.

Escolha um vértice x em um grafo conexo de distancia here- > ¢
ditdria G e observe o maior k tal que a esfera Sy em G de raio k \‘ (

e centrada em x nédo estd vazia. Seja C um componente conexo
de Si. Se C contém apenas um elemento, entdo, é um vértice
pendente em G.

Escolha dois vértices y,y’ em C que sdo adjacentes em C.
Escolha algum ponto z que seja adjacente a y, a distancia k-1 de
x. Escolha uma cadeia ¢ de comprimento k-1 de x a z e chame ¢’
a cadeia de comprimento k +1 obtida adicionando a aresta entre
zeyedeyay'. Como a distancia entre x e iy’ é exatamente k,
esta cadeia ndo pode ser induzida e y’ tem que ser adjacente .
a z. Isto implica que dois pontos em C sdo simultaneamente

adjacentes ou simultaneamente ndo adjacentes a qualquer ponto
z a distancia k - 1 de x. Segue-se que C ndo pode conter um :
caminho induzido Py de comprimento 3, ja que junto com z
produziria uma gema em G, que ndo é de distdncia hereditéria.
Portanto, C é um cografo e, em particular, contém um parde 7
gémeos. Pela observacdo acima, dois gémeos em C sdo gémeos
em G. o]

Colapsidvel == Tipo drvore.

Facil por indugdo: Pegue quatro pontos em um grafo, exclua
um vértice pingente ou junte dois gémeos. Um dos quatro
pontos pode ser o vértice que foi removido. Se este for o caso,
substitua-o pela outra extremidade da aresta removida. Olhe
para os pontos correspondentes no grafo diminuido (tendo
em conta, por exemplo, o fato de que dois dos nossos quatro
pontos podem ser os dois gémeos que foram fundidos). Aplique
a hipétese de inducéo. o]

. z ~ . . A 1
Tipo drvore = Nao induzido {,<)7HI).
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Obvio, pois verifica-se facilmente que nenhum desses exem-
plos de grafos sdo grafos tipo drvores. o

Grafos completamente decomponiveis

Grafos que podem ser levados para um ponto, excluindo so-
mente vértices pendentes, sdo arvores. Grafos que podem ser
levados para um ponto, unindo apenas pares de gémeos, sdo
cografos.

Meu leitor provavelmente adivinhou que os grafos colapséveis
ndo devem estar longe de serem arvores. Isso é verdade, como
explico agora:

Seja G um grafo conexo finito. Suponha que seus vértices
tenham sido particionados em duas partes A; e Ay. Seja By c A
(resp. B, c Aj) o conjunto de vértices de A; (resp. Ay) adjacentes
a algum vértice em Aj (resp. Aj). Suponha que todo elemento
de By seja adjacente a todos os elementos de B. Esta condigdo é
trivialmente satisfeita se A1 ou A; contiverem apenas um (ou
zero!) elemento, por isso, assumimos que A; e Ay contenham
pelo menos dois elementos cada. Nesta situagdo, o grafo G é
chamado decomponivel e a partigdo Aj, Ay é uma decomposigio.
Para acompanhar essa decomposigdo, vamos criar dois grafos,
G1, Gy, da seguinte maneira. O conjunto de vértices de Gy (resp.
Gz) é A1 mais um vértice extra x; (resp. x2) chamado de vértice
de controle. Quanto as arestas de Gy (resp. Gy), escolha aquelas
de G mais as arestas extras conectando x; (resp. x2) a todos os
elementos de B; (resp. B, ).

O grafo G pode ser reconstruido a partir de (Gy,x1) e (Go, x2)
por uma construcdo elementar. Observe que os pontos de con-
trole x1, x, ndo sdo vértices de G: eles sdo tteis apenas para
definir as arestas que conectam as duas partes.

Note que quando A; contém dois elementos, como na mar-
gem, o grafo G tem um vértice pendente ou um par de gémeos.

Hammer e Maffray 168 introduziram outra definicdo em 1987.

Definicdo. Um grafo finito é completamente decomponivel se todo
subgrafo conexo induzido com pelo menos quatro vértices for
decomponivel.

Aqui hd outro desvio porque
0 tnico propésito desta
sec¢do é descrever a estrutura
dos grafos colapséveis.

Prefiro a terminologia
“decomponivel” em vez de
“separdavel”, bastante comum
na drea, uma vez que ja
usamos a palavra “separavel”
para permutagdes.

18P L. Hammer and F. Maf-
fray. Completely separable
graphs. Discrete Appl. Math.,
27(1-2):85-99, 1990. Computa-
tional algorithms, operations
research and computer
science (Burnaby, BC, 1987).
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Nao é dificil provar que grafos completamente decompostos
(conexos) sdo precisamente os grafos colapsaveis (conexos).

De fato, na construgdo da jungéo, se G; e G, forem colapsé-
veis, o mesmo vale para G, de modo que os grafos completa-
mente decomponiveis sdo colapsaveis por indugdo.

Reciprocamente, vimos que um vértice pendente ou um par
de gémeos dé origem a uma decomposi¢do. Portanto, os grafos
colapséveis sdo decomponiveis e até mesmo completamente
decomponiveis, uma vez que um subgrafo induzido de um grafo
colapsével é colapsével.

A fim de fornecer uma descrigdo precisa dos grafos completa-

mente decomponiveis, deixe-me mostrar primeiro o importante
teorema da decomposigdo para grafos (conexos e finitos) gerais.

Se um grafo conexo finito G for decomponivel, considere-

o como a juncdo de G; e G como antes. Em seguida, tente
decompor G; e Gy etc. até que os grafos resultantes ndo sejam
decompostos. O resultado final dessa decomposi¢do em “pecas
primdrias” pode ser convenientemente descrito por um grafo
rotulado drvore, conforme explicado abaixo:

Consiste em uma arvore T onde cada vértice interno x é equi-
pado com um grafo finito conexo Gy. Além disso, foi escolhida
alguma bijecdo entre os vértices de G e as arestas saindo do
vértice x em T. Suponha que a valéncia de cada vértice seja pelo
menos 3. Dada tal estrutura, construimos um grafo G(T) que é
uma “composigdo dos G,’s controlados por T”. A definicdo é a
seguinte:

Os vértices de G(T) sdo as folhas de T. A fim de entender
as arestas de G(T'), deixe-me desenhar uma figura, inspirada

no artigo de Gioan e Paul 1%

, que introduziu esse conceito de
grafos de drvore rotulada. N6s vemos uma arvore com 16 folhas e
6 vértices internos em rosa. O grafo associado, com 16 vértices, é
desenhado a direita.

Escolha duas folhas de T e conecte-as pelo caminho mais
curto da arvore. Para cada vértice x visitado por esse caminho,
ha uma aresta de entrada e uma aresta de saida. Por sua vez,

essas duas arestas definem dois vértices de Gy. Dois vértices

Observe a analogia com as
arvores: Um grafo conexo
finito é uma arvore se, e
somente se, cada subgrafo
conexo induzido contiver
uma aresta de corte, ou seja,
uma aresta que a desconecte.

%9 E. Gioan and C. Paul. Split
decomposition and graph-
labelled trees: characteri-
zations and fully dynamic
algorithms for totally decom-
posable graphs. Discrete Appl.
Math., 160(6):708—733, 2012.


https://arxiv.org/abs/0810.1823
https://arxiv.org/abs/0810.1823
https://arxiv.org/abs/0810.1823
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de G(T), isto é, duas folhas de T, sdo adjacentes em G(T) se
para cada vértice x visitado por este caminho, os dois vértices
correspondentes de G, sdo adjacentes em Gy. Os vértices dos Gy
generalizam os dois vértices de controle, como no caso simples
em que T contém apenas uma aresta.

O principal resultado, provado por Cunningham e Ed-
monds '7°
grafo conexo finito é obtido por tal construgdo na qual o Gy’s sdo inde-
componiveis, de uma maneira essencialmente tvinica. A existéncia desta

divisdo é facil. A parte dificil é a “unicidade essencial” que ndo

em 1980 (e reformulado por Gioan e Paul): qualquer

defino, pois ndo precisarei dela.

Agora vamos voltar aos grafos completamente decomponiveis.
Neste caso especial, os Gy devem ter no mdximo trés vértices. De
fato, sdo subgrafos indecomponiveis e induzidos de G, de modo
que a afirmacao decorre da defini¢do de decomposibilidade com-
pleta. Isto d4 uma descri¢do geométrica razoavelmente precisa
de grafos completamente decomponiveis: Tome uma arvore de
modo que cada vértice tenha uma valéncia trés. Para cada vér-
tice, escolha um grafo conexo com trés vértices (ndo hd muitas
opgoes!) E construa uma arvore marcada com grafo de arvore
rotulada como na margem. Todos os grafos completamente
decomponiveis sdo produzidos desta maneira.

Mas isso ndo é absolutamente uma surpresa. De fato, olhe
para a terceira figura na margem: trés pequenos grafos com trés

7°W. H. Cunningham and

J. Edmonds. A combinatorial
decomposition theory. Canad.
J. Math., 32(3):734—765, 1980.



https://cms.math.ca/openaccess/cjm/v32/cjm1980v32.0734-0765.pdf
https://cms.math.ca/openaccess/cjm/v32/cjm1980v32.0734-0765.pdf
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folhas. Quando vocé conecta um deles a uma folha (azul) de
uma arvore rotulada com um grafo T, vocé obtém outro grafo
de arvore rotulada com o nome T’ com mais uma folha. Se vocé
examinar o efeito no grafo associado G(T), verd que dividiu um
vértice em um par de gémeos (verdadeiro ou falso) ou criou um
vértice pendente, dependendo dos casos. Estamos de volta a
definicdo original de grafos colapsaveis como grafos que podem
ser construidos a partir de um ponto por sucessivas introdugoes
de gémeos ou de vértices pendentes. Nos também estamos de
volta aos operads e este foi realmente um 6timo desvio!

Computabilidade

Existe um algoritmo que decide em tempo quadratico (em ) se
um grafo de tamanho n é um grafo de entrelacamento. Isto foi
provado em 7' apds um longo periodo de sucessivas melhorias
a partir de um algoritmo n’, de 1987.

Dado um diagrama com n cordas, construir seu grafo de 7' ]. Spinrad. Recognition of
circle graphs. J. Algorithms,

entrelacamento requer um tempo que é quadratico em n. Em 16(2):264-282, 1994,

seguida, procure vértices, gémeos e pendentes, repetindo o
processo n vezes para que vocé decida em tempo quadratico se é
analitico.

Um exercicio esotérico

Os 64 hexagramas retratados na primeira pagina deste capitulo
sdo tradicionalmente agrupados em 32 pares de hexagramas
complementares. Pense no Yin e Yang. Para obter o dual de um
hexagrama, basta virar de cabega para baixo. No caso em que

0 hexagrama é simétrico, substitua cada linha conexa por uma
desconexa e vice-versa.

Aqui estdo dois exemplos de pares duais:

Os numeros (27—28) e (37—38) sdo relativos a ordenacgéo do
rei Wen. Muitos especialistas gostam de desenhar um segmento
entre hexagramas duplos. Trabalhando com o arranjo circular de
Shao Yong, produz-se um diagrama com 32 cordas.

Meu leitor terd paciéncia para desenhar essas cordas e decidir
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quando ou nio esse diagrama I Ching é analitico?

Em 14 de novembro de 1701, Leibniz recebeu uma cépia do
arranjo circular de Shao Yong do jesuita francés Joachim Bouvet,
que vivia na China. Dois anos depois, publicou um notavel
artigo sobre aritmética bindria 72 em Mémoires de I’ Académie des
Sciences. De acordo com ele:

Essas figuras talvez sejam o monumento mais antigo da ciéncia
existente no mundo.

“Leibniz esperava que sua andlise astuta dos trigramas do I
Ching despertasse na China um profundo apreco pela ciéncia
ocidental e, por fim, pelo cristianismo '73.”

7> G.-G. Leibniz. Explication
de I'arithmétique binaire, qui
se sert des seuls caracteres 0
et 1 avec des remarques sur
son utilité et sur ce qu’elle
donne le sens des anciennes
figures chinoises de Fohy.
Mémoires de mathématique

et de physique de I’ Académie
royale des sciences, pages

85-89, 1703.

Ces figures sont peut-étre le
plus ancien monument de
science qui soit au monde.

73 D. Lach. Leibniz and
China. Journal of the History of
Ideas, 6(4):436-455, 1945.


https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/ads-00104781/document
https://www.jstor.org/stable/pdf/2707344.pdf
https://www.jstor.org/stable/pdf/2707344.pdf
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O arranjo circular que
Leibniz recebeu.
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O planeta anao Ceres,
como visto pela missdo
Dawn, em julho de 2016. A
determinacéo de sua 6rbita
foi um sucesso espetacular
de Gauss.



Gauss novamente:

ligando o magnetismo e a astronomia

Gauss e os niimeros de entrelace

EM 22 DE JANEIRO DE 1833, GAUSS ESCREVEU UMA FORMULA
ENIGMATICA no seu caderno 74,

Uma moeda alemad, produ-
zida em 1977, celebrando o
200° aniversario de Gauss. +

74 C. F. Gauf8. Werke. Ergiin-
zungsreihe. Band V. Georg
Olms Verlag, Hildesheim,
1975. Briefwechsel: C. F.
Gauss-H. C. Schumacher.
Vol. 3. Editado por C. A. E.
Peters, Reimpressdo dos
originais de 1863 e 1865.

Sua finalidade é “contar o niimero de entrelace de duas curvas “Die Umschlingungen zweier
fechadas: um inteiro associado a duas curvas fechadas disjuntas i’;;‘;gi"fsener Lieben zu

no espaco de dimensdo trés que é invariante sob deformacao.
Em 1833, a Topologia ainda ndo existia. . . Até mesmo a pala-

vra sé apareceria impressa doze anos depois em um livro por

Listing. Leibniz j4 havia cunhado a palavra Analysis Situs e es-


https://archive.org/details/Werkecarlf05gausrich
https://archive.org/details/vorstudienzurto00listgoog
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tava apenas sonhando com alguma ciéncia manipulando formas,
assim como a algebra manipula simbolos. Gauss usa a termi-
nologia Geometria Situs e menciona Euler e Vandermonde como
precursores.

Nao esqueca que estes Nachlasse ndo foram destinados para
publicacdo. O que ele teria pensado se soubesse que seus rascu-
nhos privados se tornariam disponiveis publicamente? Essa nota
de 1833 foi de fato publicada em 1867, apés a morte de Gauss,

e o editor a incluiu em um volume dedicado ao eletromagne-
tismo. Essa foi uma escolha razodvel, e um recente artigo 7>
propde uma boa interpretacdo eletromagnética. Outro traba-
lho '7° afirma, pelo contrério, que a férmula tem uma origem
astronOmica e o artigo parece bastante crivel. Quem esta certo?
Ambos, claro! Gauss estava convencido pela profunda unidade
da matematica, ndo construindo fronteiras entre matematica,
astronomia, fisica etc. Eu certamente ndo farei uma escolha e
apresentarei trés pontos de vista paralelos: trés defini¢des do nu-
mero de entrelace de duas curvas fechadas disjuntas no espago
de dimensé&o trés.

Geometria

Uma curva fechada suave, orientada e mergulhada no plano limita
um dominio, que possui alguma drea. Digamos que essa drea
seja positiva se a curva for orientada no sentido anti-horario e
negativa no outro caso. Isso é facil. Agora, se a curva néo esta
mergulhada, a situagdo é um pouco mais complicada, como, por
exemplo, na figura oito, limitando o dominio. O lago esquerdo é
orientado no sentido anti-horério e o direito no sentido horario,
de modo que somos levados a definir a drea com sinal como a
soma algébrica das duas areas.

No caso geral de uma curva imersa com muitos pontos du-
plos finitos, procedemos de maneira semelhante. A curva de-
compde o plano em componentes conexas. Vamos equipar cada
componente ilimitado com o coeficiente 0. Agora, equipamos
cada componente com algum inteiro a partir da convengdo de
que quando cruzarmos a curva positivamente, esse inteiro salta
em +1. Em outras palavras, um ponto se movendo na curva na

75 R. L. Ricca and B. Nipoti.
Gauss’ linking number
revisited. ]. Knot Theory
Ramifications, 20(10):1325—
1343, 2011.

7 M. Epple. Orbits of
asteroids, a braid, and the
first link invariant. Math.
Intelligencer, 20(1):45-52,
1998.

e

Tente e prove a existéncia

de tal rotulagem usando

o fato de que o ntimero

de intersegdes (algébricas)
de duas curvas orientadas
transversais fechadas no
plano é 0. Sejam c; e ¢ duas
curvas orientadas transver-
salmente em uma superficie
orientada. Qualquer ponto
de intersecgdo de c; e ¢ tem
um sinal +1 dependendo

da orientagdo dada pelo par
de vetores tangentes de c; e
¢ neste ponto. A soma de
todos esses sinais para todos
os pontos de intersecdo é o
niimero de intersegdo algébrica
de c¢; e cp, que caso sejam
curvas no plano, o niimero
de interse¢do é 0. Em termos
modernos, isso decorre do
fato de que a homologia

do plano é trivial. Gauss
sabia disso. Vocé pode pro-
duzir uma prova de que ele
poderia ter aceitado?
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direcdo positiva vé um coeficiente a esquerda igual ao coeficiente
a direita +1. Acontece que essa rotulagem existe e é tinica.

Em seguida, definimos a 4rea sinalada da curva como a
combinacdo linear das dreas geométricas dos componentes com
esses coeficientes inteiros. Esta defini¢do é natural e é devida a
... Gauss.

Outra definicdo vem do fato de que, afinal, a 4rea abaixo
de uma curva y(x) é a integral de ydx. Considere a 1-forma
diferencial w = -y dx no plano e integre-o ao longo da curva.
Encorajo ao meu leitor, parceiro desse passeio, a verificar se essas
duas defini¢des fornecem o mesmo niimero. En passant, note

que a diferencial de w é a 2-forma dx Ady, que é a forma da area.

Isto ndo é uma surpresa para um matematico do século XXI, mas
estava longe de ser 6bvio no inicio do século XIX.

Considere agora uma curva orientada fechada na esfera uni-
taria de dimensdo dois. Podemos definir a drea fechada? Se a
curva estiver mergulhada, ndo ha problema. A curva decompde
a esfera em dois dominios, um deles tendo a curva orientada
(borda) no sentido anti-horério, e podemos definir a 4rea como
a 4rea deste dominio. Agora, se a curva é complicada, o que
podemos fazer? Ainda podemos atribuir ntimeros a cada com-
ponente conexa do complemento com a mesma propriedade
de antes, mas eles ndo podem ser normalizados pedindo que
alguma componente no infinito tenha o peso 0, desde que ndo
haja o infinito. Portanto, todos esses inteiros sdo bem definidos a
menos da adi¢do do mesmo inteiro a cada componente. A area
com sinal delimitada pela curva é definida apenas a menos de
uma adi¢do de um maultiplo integral da drea da esfera, ou seja,
moédulo 47tZ.

Uma curva suave fechada na esfera define um cone em espaco
de dimensé&o trés, com o vértice na origem. A area da curva &,
por definicdo, o dngulo sélido do cone, portanto, definida como
modulo 47tZ. Assim como um angulo orientado no plano, é
definido como médulo 271Z.

Suponha agora que temos uma curva orientada fechada y no
espaco, ndo necessariamente mergulhada. Para cada ponto x fora
de 7, veja o angulo sélido A (x) do cone com o vértice x e com

Uma curva fechada de
dimensao trés é a imagem
de uma aplicagio de S'
para R®. Em dimenséo
dois, podemos considerar
uma aplicagdo de S° para
R?, ou seja, dois pontos
P, Q no plano! O cone
agora é substituido por
um triangulo e a fungao
angulo A : R\ {P,Q} —
R/27Z associado para
cada x o angulo PxQ. Ao
olhar para as fibras de A,
pode-se lembrar da escola
secundaria. . .

315
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base em <. Seu angulo sélido define uma fungéo
Ay RPNy > R/4nZ.

Note que se v é um no, ou seja, se é um circulo mergulhado, a
pré-imagem A;l (6) é uma superficie orientavel com y como sua
borda para cada valor regular 6 de A,. Ja encontramos essas
superficies com o nome de Seifert.

Vamos calcular a diferencial dAV. Sejam x, x" dois pontos
préximos no espago, ambos longe de «y. Para calcular A (x), de-
vemos transladar y por -x, projetar radialmente o resultado na
esfera unitéria e calcular sua drea com sinal. A diferenca de areas
Ay (x) - Ay(x") é a drea com sinal da proje¢do na esfera unitaria
do anel delimitando as bordas de  por —x e —x’. Aproximando
7 por alguma curva poligonal de modo que A, (x) - A, (x") é
aproximada pela soma de dreas sinaladas das proje¢des de al-
guns paralelogramos. Note que se dx,6'x sdo dois vetores no
espaco, o volume da pirdmide com apice 0 e base

X,xX+0x,x+0x,x+5x+0'x

[N

1

gdet(x, 5x,6'x).
Se dx e ¢'x sdo muito pequenos, o dngulo s6lido correspondente
é obtido aproximadamente dividindo este valor pela norma de x
ao cubo. Colocando tudo junto, passando o limite, obtemos uma
férmula para dA no ponto x, no vetor v:

angulo sélido.

~ 1 dy
dA,(x,0) = ﬁ T 3 det(fy(t),ﬁ(t),v)dt.

Conhecemos o conceito de indice de Cauchy de uma curva
fechada ¢ no plano perfurado C \ {0}: o niimero de “voltas”
ao redor da origem quando se caminha ao longo de c. Siga
o argumento por continuidade enquanto vocé gira em torno
de c e depois compute o incremento do argumento quando
vocé estd de volta ao ponto de partida. Pode-se também usar
a forma diferencial ﬁdz/z e integra-la em c. Tudo isso parece
facil para os estudantes de hoje, mas ndo era ébvio para os pais
fundadores Gauss—Cauchy etc.
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Agora, faca exatamente o mesmo procedimento no espago
de dimenséo trés, substituindo o argumento pelo dngulo sélido
criado por alguma curva fechada -y. Se uma curva 9’ nio in-
tersectar v, contorne ' e observe o aumento do angulo s6lido
ao fazer uma volta completa (dividido por 47r). Este indice é
chamado de niimero de entrelace de 7y e ¢': esse é um inteiro.

Usando a férmula para dA.,, obtemos a férmula de Gauss
para o numero de entrelace link(7y,"):

1 1 Lo dy dy' )
mﬂwdef(v(t)—v(t )/dt(f)/dt,(t))dtdt.

Isso é exatamente o que Gauss escreveu em seu caderno em 22
de janeiro de 1833.

Note que a férmula acima mostra que o nimero de entrelace
é simétrico link(vy,7") = link(vy/, ), que ndo era 6bvia a partir da
definicdo. Isso é o que Gauss escreveu:

0 4 i Abyed o Der Werth ist gegenseitig,
valor é simétrico i.e. permanece o0 mesmo quando se troca uma

curva pela outra.

umgetauscht werden.
Note também que se 7 e 7' sdo deformadas continuamente

de tal forma que elas ndo se cruzam durante a deformacao, o
nimero de entrelace tem que ser constante: um inteiro ndo pode
mudar continuamente. Essa é a caracteristica mais importante do
nuamero de entrelace: invariante sob deformagdo.

Astronomia

A 6rbita do cometa de

317

d. i. er bleibt derselbe, wenn
beide Linien gegen einander

Halley, juntamente com as
Orbitas de Marte, Jupiter,
Saturno, Urano e Netuno.
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O artigo de Epple mencionado acima propde uma possivel
abordagem para nimeros de entrelace. Uma das primeiras re-
alizagdes de Gauss que o tornou famoso foi sua determinagédo
em 1801 da drbita do planeta ando Ceres, que acabara de ser
descoberto. Suponha que observemos um planeta a partir de
uma posig¢do fixa no nosso planeta Terra. Onde devemos olhar
no céu? Mais precisamente, seja y a trajetéria da Terra em espaco
fixo (fixado em relagdo ao Sol) e deixe que 7' seja a trajetéria do
planeta que queremos observar. Por simplicidade, eu assumo
que 7y e 7' sdo disjuntos ©. Se os periodos de rotagio sio racio-
nalmente independentes, as posigdes da Terra e do planeta em
suas drbitas sdo varidveis aleatérias independentes. Gauss chama
zodiaco do planeta (em relacdo a Terra) a imagem da aplicacdo:

iy 2 () =7(1) 2
P RIZY = =y <

Essa é a zona na esfera celeste onde o observador deve procurar
pelo planeta.

O integrando na férmula de Gauss para o nimero de entre-
lace é simplesmente o determinante Jacobiano desta aplicagéo,
de modo que o ntmero de entrelace é 1/47 vezes a drea com
sinal do zodiaco. Um matemaético moderno sabe que a integral
do determinante jacobiano de um mapa entre duas variedades
orientadas da mesma dimensao é o grau topoldgico desta aplica-
¢do. Portanto, o niimero de entrelace também pode ser definido como o
grau da aplicagio zodiaco @.

Naturalmente, Gauss estudou em detalhes o caso de duas
elipses no espago.

Quando as duas elipses ndo estdo entrelagadas, como na imagem
acima, o zodiaco ndo cobre toda a esfera celeste.

Duas elipses nao entrela-
¢adas. O zodiaco estd a
esquerda.
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A zona azul clara no zodiaco corresponde a pontos que sdo
cobertos duas vezes por @. A zona mais escura, com dois pontos
singulares, é coberta quatro vezes. Compare com a imagem
usual (na margem) da perspectiva de um toro de revolugdo e as
singularidades que aparecem em seu contorno.

Quando as elipses estio entrelacadas, como na imagem abaixo,

o zodiaco é a esfera completa. A zona azul clara no zodico
corresponde a pontos que sdo cobertos apenas uma vez por @. A
zona mais escura, com quatro pontos singulares, é coberta trés
vezes.

Dada uma aplicacido suave f : M — N entre duas variedades
compactas e orientadas, sem borda, existem varias defini¢des
possiveis para o seu grau topoldgico. A primeira consiste em
escolher alguma forma volume vol em N, do volume total 1, e
integrar o pull-back f*vol em M. Nao é dificil ver que isso é
independente de vol. De fato, se vol” é outra opgao de forma de
volume, vol’ — vol é uma forma exata e, portanto, a integral de
f*vol’ - f*vol é zero . A partir dessa defini¢do, é facil ver que isso
é invariante sob deformacdo. De fato, se duas aplicagdes fy, f1
sdo homotépicas, f§vol - f;vol é uma forma exata. E bem menos
facil ver que esse grau é um inteiro.

Uma segunda defini¢do consiste em escolher um valor regular
(de f) y € N e observar as pré-imagens xy,...,x; de y em M

Em cada uma dessas pré-imagens, o diferencial de f preserva
ou inverte a orientagao, e atribuimos a elas um sinal + ou - de
acordo. O grau de f é a soma desses sinais. E preciso mostrar
que isso ndo depende da escolha do valor regular e de que é
um invariante por homotopia. Isto estd provado brilhantemente
no livro de Milnor '77. Deve-se também provar que as duas

Projecdo de um toro em um
plano.

Duas elipses entrelagadas. O
zodiaco estd a esquerda.

Veja novamente as figuras
anteriores do zodiaco de
duas elipses e descubra os
sinais + ou —.

77 J. W. Milnor. Topology from
the differentiable viewpoint.
Princeton Landmarks in
Mathematics. Princeton
University Press, Princeton,
NJ, 1997.
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defini¢des sdo equivalentes ... Uma possibilidade é usar uma
sequéncia de formas de volume em N que converge para a
massa de Dirac no valor regular y.

Vamos usar o ponto de vista do valor regular para calcular o

A

grau da aplicagao zodiaco ¢ : R?/Z? — S2. Escolha o polo sul de
S? como o ponto y. As pré-imagens de y consistem dos pares de
pontos y(t) e v'(t') tal que y(t) esta acima de 7/ ('): eles tém as
mesmas coordenadas x,y e a coordenada z de y(t) é maior que

/

9'(t"). A diferencial de ¢ em tal ponto é fcil de calcular. Nao é

o
/

degenerada se as projegdes de 7y e ¢’ no plano (x,y) cruzarem-se
transversalmente no ponto correspondente. Seu determinante
Jacobiano é positivo (resp. negativo) se a intersegdo das projegdes
for positiva (resp. negativa).

Isso leva a definicdo combinatéria do ntimero de entrelace,
que Gauss obviamente sabia. Projete as duas curvas 7,7’ em um
plano genérico para que as duas projecdes 7,7’ intersectam-se
transversalmente. Marque um indice +1 ou -1 para cada ponto

Ct‘

de intersec¢do, conforme os vetores tangentes em 7y e ' definam
uma base positiva ou negativa. Entre esses pontos de intersecgdo,
selecione apenas aqueles em que 7y estd sobre '. A soma dos
sinais correspondentes é o numero de entrelace de y,7’. Na
imagem, a curva vermelha passa trés vezes sobre a azul com os
sinais +1,+1,-1. O ntiimero de entrelace é de 1.

O chamado link de Whitehead na margem tem o ntimero de

entrelace 0, mas isso ndo significa que as duas componentes
possam ser separadas por alguma deformacio 7°. Mostre que \
ndo ha curva algébrica complexa com dois ramos, de forma que

o link associado seja esse link de Whitehead.
Link de Whitehead.

Eletromagnetismo 78D, Rolfsen. Knots and links,
volume 7 of Mathematics
Lecture Series. Publish or

. . . Perish, Inc., Houston, TX,
da FlSlca. Uma corrente eletrlca gera um CampO magnethO. 1990. Reimpressao Corrjgida

Suponha que um fio fechado 7 é atravessado por uma corrente do original de 1976.

A férmula de Gauss é uma reminiscéncia da lei Biot-Savart

constante, com intensidade de i e seja x um ponto fora do fio.
Entédo, o campo magnético criado em x é

_ Hot 1 dy(t)
B0 = 5% [, i (”(” A dt)‘”
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sendo gy a constante magnética. Esse campo vetorial é o dual
da 1-forma dA, (com relacdo a métrica euclideana no espaco
fisico de dimensédo 3. Ele também pode ser interpretado como
o campo de gradiente de uma primitiva local da 1-forma A,.
Segue-se que a circulagdo do campo magnético em algum lago
7" é a mesma que a integral de dA,, em 7/, ou seja, o nimero
de entrelace. Portanto, o numero de entrelace link(7y,v') é a
circulagdo do campo magnético criado por uma corrente.

O artigo acima mencionado de Ricca e Nipoti da4 uma inte-
ressante reconstrugdo do que poderia ter sido a interpretacao
magnética na mente de Gauss. Nao se esquega que, junto com
Weber, Gauss estabeleceu o primeiro telégrafo transmitindo
mensagens através de Goettingen.

O campo magnético gerado
por um toro. +

O cédigo de Gauss—Weber
para o seu telégrafo: combi-
natéria de novo!

+
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Um diagrama da corda é também um método grafico de exibir as inter-relagdes entre os dados. Dada
uma matriz estocéstica a;; (ie. a;;>0e ¥ j aij = 1), pode-se pensar em 4;; como a proporgdo da entidade
i interagindo com j. Desenhamos # intervalos I, ..., Iy ao redor do circulo, cujos comprimentos
ly,...,In precisam ser determinados, e bandas conectando ; e I; com larguras a;;l;. A condigdo de
compatibilidade pode ser expressa como /; = ¥;a;;l;. A existéncia de uma solugéo ¢é garantida pelo

teorema de Perron-Frobenius. T


https://en.wikipedia.org/wiki/Chord_diagram

Kontsevich estd de volta:

Um invariante universal

ESTE PASSEIO £ UM LACO HOMOTOPICO A UM PONTO?

Estamos de volta ao nosso ponto de partida: Maxim Kontse- 7 M. Kontsevich. Vassiliev’s
knot invariants. In I. M.
Gelfand Seminar, volume 16
um vasto dominio que mostra: na matematica, é possivel voltar of Adv. Soviet Math., pages

vich. Este capitulo ndo é uma conclusdo, mas uma abertura para

a ideias muito antigas com uma perspectiva completamente ;37‘?5(” Amlg' Math. Soc.,
. . . rovidence, RI, 1993.
nova. Para isso, quero apresentar uma pequena introdugdo de
um desenvolvimento maravilhoso, na teoria dos nés, envolvendo

diagramas de cordas, de um artigo de 1993 de Kontsevich '79.

Um novo ponto de vista sobre o niimero de entrelace

Sejam y1,72 : R/Z — R3 duas curvas fechadas orientadas e
disjuntas. Sabemos que o nimero de entrelace de y; e 72 é 0
grau topolégico da aplicagio zodiaco de Gauss, do produto das
duas curvas para a esfera unitdria. A férmula de Kontsevich ird
expressar 0 mesmo numero que um grau topolégico de uma
aplicagdo de uma variedade dimensdo 1 orientada, portanto, uma unido
de circulos para um circulo. A grande vantagem é que esse novo
ponto de vista nos permite definir muitos mais invariantes.
Vamos pensar no espaco R* com as coordenadas (x,y,t) como
o produto da linha complexa C (com coordenada z = x +iy) e
R (com coordenada t). Suponha que nossas curvas 71, ¥, sejam
de tipo Morse. Isso significa simplesmente que a projecdo para
a coordenada t tem um numero finito de pontos criticos e que a
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segunda derivada ndo é zero nesses pontos criticos. Suponha que
os valores criticos das t-coordenadas sejam todos distintos.

Considere agora o conjunto de pares de pontos em 71,72 que
tém a mesma coordenada t. Formalmente, este é o conjunto

X ={(s1,52) € (R/Z)*|t(11(s51)) = t(72(s2)) }-

Essa é uma curva suave do toro de dimensdo 2. O tnico fato
(facil) que se deve verificar é que este é realmente o caso na
vizinhanga de pontos criticos.

Veja este exemplo: Existem oito valores criticos, decompondo
a primeira curva em 18 fios e a segunda em 10 fios.

A subvariedade X esta representada na figura a seguir:

Existe uma orienta¢do canonica em X. Escolha um pequeno
intervalo I em X, longe dos valores criticos. Esse intervalo é
mapeado de forma difeomorfa em algum intervalo [; em 7 e
em algum outro intervalo I, em 7. Um intervalo néo critico
em 1 (ou em %) estd equipado com duas orienta¢des, vindas
da orientagdo y; (ou 7,) por um lado, e das t-coordenadas, por
outro lado. Entéo, direi que tal intervalo é positivo se essas duas
orientagdes concordarem e negativo caso contrario. Oriente [
usando o aumento de t se I; e I, forem ambos positivos ou
negativos, e usando menos ¢ da outra forma.

Agora, um ponto em X define dois pontos y1(s1) e y2(s2),
que projetam para pontos distintos no plano complexo x +iy. O

Verifique se isso define uma
orientagdo em X.
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(=)

RN WHR Oy o © =

1234567 89 101112131415161718

argumento da diferenca define um mapa 7 : X - S!. Esta é uma
aplicagdo entre variedades orientadas de dimenséao 1.

Eu afirmo que o grau de 7t é o niimero de entrelace de 1 e 7.

Vamos provar essa afirmagdo: O niimero de entrelace é o grau
topolégico da aplicagdo

. c 2., nG)-7(2) o
@:(s1,52) € (R/Z) Iv1(51) = 72(52)] >

entre superficies orientadas. A esfera unitaria S contém o equa-
dor horizontal S' (sendo t = 0). A suposicdo de que 71 e 2 sdo do
tipo Morse com valores criticos distintos implica que @ é trans-
versal a §! c §2. A imagem inversa 77~ (S') é X, por definigao.
A diferencial de @ identifica o fibrado normal de X, no 2-toro,
com o fibrado normal do equador, na esfera. Nossa convencao
de orientacdo em X é tal que essa identificagdo é positiva.

Queremos comparar os dois graus topolégicos de @ e 7.
Tome um valor regular v € S' c §? de 7t e deixe u ser um ponto
na sua pré-imagem. Observe que v também é um valor normal
de w. O sinal do jacobiano da diferencial de 7r em u é o mesmo
que o sinal do jacobiano de @ em u. Segue que os graus de @ e
7T sdo iguais. o]

Agora, obtemos uma nova férmula para o nimero de entre-
lace, usando indices do tipo Cauchy. Este é um caso especial do
teorema de Kontsevich.

325
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Teorema. Fatie 1 e 7y por planos horizontais que passam pelos pontos
criticos da t-coordenada de «y1 ou 7yp. Entre dois planos consecutivos,
1,72 definem um certo niimero de filamentos que sdo positivos ou ne-
gativos. Escolha um dos fios correspondentes a 71, definida por algum
grafo (C1(t),t) (para t_ <t < t.). Escolha um dos fios ( zetay(t),t)
para a curva vy, (também para t_ <t < t,). Calcule a quantidade de
rotacdo
1 f** d (G1(t) - Ca(t))
2ir Jie () - Ga(t)
sendo € +1 se os dois fios escolhidos tiverem o mesmo sinal e -1 caso
contrdrio.

Some todos esses niimeros para todos os posstveis pares de planos
horizontais consecutivos, e para todos os pares de um fio para y1 e um
fio para y,. O resultado é o niimero de entrelace 1k(7y1,y2).

No exemplo anterior, os 8 valores singulares definem 7 in-
tervalos contendo 2, 2, 2, 2, 4, 4, 2 fios azuis e 0, 2, 4, 2, 2, 0 fios
vermelhos. Portanto, existem

2x0+2%x24+2x4+2%x2+4x2+4x0+4x0=24

emparelhamentos entre fios, correspondendo ao ntiimero de
intervalos em X.

Invariante Kontsevich universal de um noé com valores na dl-
gebra de cordas

Para concluir, eu esbogo a defini¢do de um invariante associado
a um n6 com valores em séries formais com coeficientes em
diagramas de cordas. Esta é uma ideia brilhante de Kontsevich,
do seu famoso artigo de 1993.

Seja Chord(n) o conjunto de diagramas de cordas com n cor-
das. Como vimos muitas vezes, sdo conjuntos de 2n pontos em
um circulo orientado, agrupados em pares, até a orientacdo de
preservar os homeomorfismos do circulo. Denotar por C[Chord]
0 espago vetorial com a unido Chord de todos os Chord(n) como
base. Seus elementos sdo, portanto, somas finitas Y ,ccpord Aw - W
em que Ay = 0 para todos, exceto um nimero finito de w. Con-

Alguns truques de mégica
tentando convencé-lo de
que o namero de entrelace
nao existe. Do maravilhoso
“Ashley’s book of knots”

(1944), contendo 7000 figuras

representando 3800 nos.

t


https://archive.org/details/TheAshleyBookOfKnots
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sidere C[Chord] como um espago vetorial graduado, sendo a
graduagédo dada por n.

Denote por A o quociente de C[Chord] pelo subespago gerado
por duas relagdes, que podem parecer artificiais a primeira vista:

— uma relagdo de um termo. Isso significa que qualquer dia-
grama de cordas obtido a partir da imagem abaixo, completando-
o em qualquer caminho na parte pontilhada do circulo, é decla-
rado como 0 em A. Dito de forma diferente, cada diagrama
contendo uma corda solitaria é igual a 0 em A.

.........
. .
O ..

— uma relagdo de quatro termos. Analogamente, a parte pon-
tilhada do circulo pode ser completada de qualquer maneira,

mas é claro que da mesma maneira nos quatro constituintes da
relacéo.

Esse espago vetorial A é realmente uma dlgebra graduada
®5>0A,. Dois diagramas de cordas podem ser multiplicados da
seguinte forma.

DD

A relagdo de quatro termos é exatamente o que é necessario
para garantir que essa operacao seja bem definida, independente-
mente do lugar da soma conexa.

Considere o completamento A, no qual adicionamos somas
formais infinitas 3 ccnord, Aw - w sem condigdo nos nimeros A.

327
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Vamos chamar A the dlgebra de cordas.

Agora posso definir a invariante universal Kontsevich de um nd,
com valores em A.

Seja v um né no espago, assumido do tipo Morse.

Corte-o por planos horizontais passando pelos pontos criticos
das coordenadas t. Isso decompde 0 né em um ntimero finito
de fios, que podem ser positivos ou negativos, em relacdo a
orientacdo do nd.

Escolha algum inteiro n. Considere o espago de 2n-tuplos de
pontos distintos (p1,41,- .-, Pn,qn) No N6 de modo que

t(p1) = t(q1) <t(p2) = t(q2) <~ <t(pn) = t(qn)

Esta é uma subvariedade n-dimensional X;, com borda sendo o
toro de dimensdo 2, canonicamente orientado pela orientagdo do
circulo.

Note que qualquer elemento de X, define um diagrama de
corda com n cordas.

Existe uma aplicagdo natural @ de X, para (C*)". De fato, se
p e g sdo dois pontos distintos em 7, com a mesma coordenada
t, sua diferenga é um nimero complexo diferente de zero. Por-
tanto, associamos o n-upla (41 — p1,...,9n — pn) € (C*)" para
(P41, Pudin)-

Considere, agora, a n-forma diferencial (complexa)

1 C’D* (dgl dén)

(2117_[)” VANREEIVAY

gl gn

em X;. Integrando-a em cada componente conexa de X;;, mul-

tiplicando com o elemento correspondente de Chord(n) e so-
mando todos os componentes de X;;, obtemos um elemento de
Ay;. A soma formal de todos esses elementos, por todos os valo-
res de n, define um elemento A: esta é o invariante Kontsevich de
7, denotado por Z(7y), que é um elemento de A.

Estritamente falando, isso ainda ndo é um invariante! Acon-

tece que serd apenas um invariante se o né 7 for deformado
entre os nés de tipo Morse, preservando o ntimero de pontos —>
criticos. Isso ja é um fato ndo trivial.

Uma deformagao geral de y poderia introduzir uma corcunda.
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No entanto, a mudanca nesta introduc¢ao de uma corcunda
pode ser completamente descrita. Seja Z(H) a invariante da
corcunda na margem.

Pode-se mostrar que se a t-coordenada de um né v tiver 2c
pontos criticos, o quociente

I(K) = Z(K)JZ(K)"* € A

é um invariante verdadeiro do né v, para qualquer isotopia,
que é qualquer deformagdo do né, evitando a criacdo de pontos
duplos.

Mas ainda tenho que justificar a divisdo por Z(K)“/? na alge-

c/2

bra A. Fato que ndo é dificil, pois é facil ver que Z(K)“/? tem o

formato 1+a com a de grau > 1, de modo que o inverso de 1+a é
l-a+a?-a3-
Eu néo provei absolutamente nada.

Eu ndo expliquei em que sentido esse invariante é universal.
De fato, ndo se sabe se dois nés sdo equivalentes se, e somente se,
eles tiverem um mesmo invariante: isso seria fantastico.

Para uma apresentagdo detalhada, recomendo fortemente o

artigo '8 e este livro 87,

0§, Chmutov and

S. Duzhin. The Kontsevich
integral. Acta Appl. Math.,
66(2):155-190, 2001.

1§ Chmutov, S. Duzhin,
and J. Mostovoy. Introduction
to Vassiliev knot invariants.
Cambridge UP, 2012.

Mais nés do livro dos nés de
Ashley. +


https://arxiv.org/abs/math/0501040
https://arxiv.org/abs/math/0501040
https://arxiv.org/abs/1103.5628
https://arxiv.org/abs/1103.5628

330 UM PASSEIO MATEMATICO SINGULAR

Caspar David Friedrich:
Arvore dos corvos.


https://en.wikipedia.org/wiki/The_Tree_of_Crows
https://en.wikipedia.org/wiki/The_Tree_of_Crows

Postdcio

Nosso PASSEIO ACABOU. Vagamos por muitas florestas ma-
temaéticas, vimos realmente muitas drvores, mas nossa viagem
definitivamente ndo era um caminho geodésico, e espero que
meu leitor queira viajar mais e explorar novos territérios com
muito mais detalhes e talvez mais a sério.

J& que nosso passeio foi uma espécie de circuito fechado que
comecou com o Caminhante sobre o mar de neblina, de Caspar
David Friedrich, acredito ser apropriado, neste final, admirar
Arvore dos corvos do mesmo artista, de 1822. Naquele periodo,
Gauss sonhava com a geometria ndo euclideana.

A pintura foi escolhida como frontispicio para um dos meus
livros matematicos favoritos que também lida com &rvores 52,
embora muito diferente dos caminhos e das vistas que experi-
mentamos durante o nosso passeio. O préximo destino para o

meu leitor?

82 ] -P. Serre. Trees. Springer
Monographs in Mathematics.
Springer-Verlag, Berlin, 2003.
Traduzido do original em
Franceés por John Stillwell,
Segunda impressdo corrigida
da tradugdo para o Inglés de
1980.
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Caspar David Friedrich:
Mann und Frau in Betrach-
tung des Mondes (Homem e
mulher contemplando a Lua)
(1818-1824). +


https://en.wikipedia.org/wiki/Two_Men_Contemplating_the_Moon
https://en.wikipedia.org/wiki/Two_Men_Contemplating_the_Moon
https://en.wikipedia.org/wiki/Two_Men_Contemplating_the_Moon
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