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Résumé. Soit GA le groupe des transformations affines de R préservant
I'orientation. Nous étudions les actions localement libres de GA sur les
3-variétés fermées. Il s’avére que ces actions sont remarquablement rigides, ce
qui permet de les étudier a4 conjugaison différentiable prés. Nous classifions
complétement ces actions sous I’hypothese qu’elles préservent une forme de
volume puis nous montrons que cette hypothese est inutile si la variété
ambiante est une sphére d’homologie réelle. Comme application, nous
obtenons un résultat de rigidité pour certains groupes fuchsiens: un nombre
fini de paramétres suffit pour décrire, 4 conjugaison différentiable prés, les
déformations de ces groupes dans Diff(S?).
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0. Introduction

On définit d’ordinaire un systéme dynamique classique comme étant une action
différentiable d’un groupe de Lie sur une variété. Il est clair que le premier cas a
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envisager est celui ou le groupe de Lie est abélien et tout particuliérement celui
d’un flot. La considération de ces systémes dynamiques montre que la seule
relation d’équivalence «raisonnable» est celle de 'équivalence topologique: deux
flots sont topologiquement équivalents s’il existe un homéomorphisme entre les
variétés ambiantes envoyant les orbites du premier flot sur celles du second, tout en
respectant leurs orientations naturelles. Toute relation d’équivalence plus forte
serait instable; par une petite perturbation, on peut modifier les valeurs propres de
la transformation de Poincaré d’une orbite périodique, ainsi que la période de
celle-ci. Imposer a ’équivalence topologique d’étre un difffomorphisme ou encore
de commuter aux flots exclurait donc P'existence de flots structurellement stables.

Il est beaucoup plus difficile de perturber une action d’un groupe non abélien et
la relation de conjugaison différentiable peut s’avérer utile (deux actions sont
différentiablement conjuguées s’il existe un difffomorphisme commutant aux
actions). C’est ce que nous voudrions montrer dans ce travail a propos des actions
localement libres de codimension 1.

Le premier résultat que nous obtenons dans cette direction est le suivant:

Théoréme A. Soit G un groupe de Lie non unimodulaire et &: G x M — M une action
localement libre de G, de codimension 1 et de classe C"(2 Sr £ ), sur une variété
compacte M. On suppose que @ préserve une forme de volume sur M, de classe C°.
Alors cette forme de volume est en fait de classe C"~2.

Par la suite, nous nous intéressons plus précisément aux actions localement
libres du groupe GA des transformations affines de IR préservant ’orientation {(ou

encore le groupe des matrices g 1
localement libres de GA sur les 3-variétés fermées.

Plusieurs raisons motivent le choix de ce groupe. La premiére est le lien étroit
entre ces actions et les flots d’Anosov sur les 3-variétés fermées; les feuilletages
stables des flots d’Anosov peuvent étre paramétrés par des actions localement
libres de GA, de classe C° (cf. [Mar]).

Par ailleurs, les actions localement libres de groupes abéliens ainsi que celles de
groupes nilpotents sont bien connues (cf. [Ros-Rou-Wei, Cha, Hec 1]). Le groupe
affine apparait comme le premier exemple de groupe de Lie résoluble mais non
nilpotent. On peut donc considérer cette étude comme un «prototype» d’étude
d’actions de groupes résolubles plus généraux.

Enfin, dans un travail précédent, en collaboration avec Sergiescu [Ghy-Ser],
nous avions mis en évidence un phénomeéne de stabilité trés forte pour les actions
localement libres de G A sur les 3-variétés dont le groupe fondamental est résoluble.
Il s’agissait de savoir si cette rigidité était due a la variété ambiante ou au groupe
affine.

Une famille assez générale d’actions localement libres peut étre obtenue de la
fagon suivante. Soit G” un groupe de Lie de dimension net G"* ! un groupe de Lie
de dimension n+ 1 contenant G". Supposons que G"* ! contienne un sous-groupe
discret I' tel que G"*"/I' soit compact. Le groupe G" opére sur G"*! par
translations a gauche; il opére donc sur G"*/I'. Les actions localement libres
obtenues de cette fagon seront appelées «actions homogenes de G"».

b (e o .
) avec a>0). Nous allons étudier les actions



Actions localement libres du groupe affine 481

Explicitons les actions homogénes de GA. On montre (voir 11.2) qu’il n’existe
que deux groupes de Lie simplement connexes de dimension trois, contenant G4 et
possédant un sous-groupe uniforme discret. L’un est le revétement universel de
SL(2,R) et 'autre est un groupe résoluble. Les actions homogénes correspondant
4 SL(2,IR) sont bien connues, ce sont les «feuilletages horocycliques» encore
appelés «feuilletages de Roussarie» ou encore «feuilletages stables des flots
géodesiques des surfaces a courbure négative constante». Les actions homogénes
correspondant au groupe résoluble sont, elles aussi, bien connues: ce sont les
feuilletages stables des suspensions d’automorphismes hyperboliques du tore T2,
Ces deux familles d’exemples sont les exemples classiques de «systémes dynami-
ques hyperboliques», aux fortes propriétés ergodiques.

Le théoréme suivant classifie, & conjugaison différentiable prés, les actions
localement libres de GA préservant le volume.

Théoréme B. Soit ®: GA x M>—M? une action localement libre de GA, de classe
C"(2<r £ w), sur une 3-variété fermée M>. On suppose que ® préserve une forme de
volume de classe C° (et donc C""2). Alors ® est C"™' conjuguée a une action
homogéne.

Soit I' le groupe fondamental de la surface compacte orientable de genre g = 2.
La donnée d’une métrique riemannienna a courbure égale a —1 sur cette surface
fournit une représentation injective de I', dans PSL(2,IR) et donc une action
projective de I, sur le cercle (identifi¢ 4 la droite projective réelle). Deux de ces
actions, correspondantes 4 deux métriques, sont toujours topologiquement
conjuguées mais ne sont C* conjuguées que lorsque les métriques sont isométri-
ques (II1.4). Nous obtenons alors le résultat suivant, qui nous semble surprenant et
précise la stabilité structurelle connue de ces actions.

Théoréme C. Soit ¥: I',»PSL(2,R)CDiff"(S') la représentation du groupe
Sfondamental d’une surface de genre g =2 correspondant d la donnée d’une métrique a
courbure constante égale @ —1.

Si ¥': I, > Diff"(S") (5 <r < w) est une représentation C* proche de ¥ (sur un
systéme de générateurs de I' }, alors il existe un difféomorphisme h de S*, de classe
C" 3, tel que le conjugué de ¥’ par h est formé de transformations projectives de
PSL(2,R).

En d’autres termes, ces actions de I, sur le cercle sont C°-structurellement
stables, C l-structurellement instables, mais ont un «module de stabilité différen-
tiable» de dimension finie; les actions projectives suffisent pour décrire toutes les
actions voisines.

Enfin, toujours guidés par ces phénomeénes de rigidité différentiable, nous
avons cherché a savoir s’il est nécessaire d’imposer d 'action de préserver le volume
pour obtenir le résultat du Théoréme B. Nous y sommes parvenus en imposant une
condition sur la topologie de la variété ambiante, ce qui donne une classification
compléte des actions de GA sur certaines variétés.

Théoréme D. Soit M une 3-variété fermée dont le premier nombre de Betti est nul et
@: GAx M3*->M? une action localement libre de classe C'(2<rSw). Alors, @
préserve une forme de volume de classe C° sur M* (et ® est donc homogéne d’aprés le
Théoréme B).
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L. Généralités
1. Propriétés qualitatives des actions localement libres

Le but de cette partie est de fixer les notations et d’indiquer les principales
propriétés qualitatives des actions de groupes de Lie. Soit G un groupe de Lie
connexe de dimension n, et M une variété de dimension p. Une action a gauche de
classe C"(2<r<w) de G sur M est dite localement libre si le stabilisateur de tout
point de M est un sous-groupe discret de G. Toute action localement libre d'un
groupe de Lie conduit naturcllement a une action localement libre de son
revétement universel. Sans perdre de généralité, nous supposerons donc que G est
simplement connexe.

Si I'action du groupe G sur la variété M est localement libre, les orbites des
points de M sous l'action de G définissent un feuilletage de M de codimension
p—n. Lafeuille de ce feuilletage passant par un point m de M est homéomorphe au
quotient de G par le stabilisateur de m.

Considérons une action localement libre @ de G sur M: &: Gx M—>M.

Pour simplifier, nous noterons g - m le point ®(g, m). Soit X, ..., X,, une base
de I'algebre de Lie de G considérée comme ’algébre des champs de vecteurs sur G
invariants a droite. Soient cf; les constantes de structure associées a cette base,
c’est-a-dire:

[Xia Xj] = kz; C:",Xk .

A T'aide de @ et des champs X, nous pouvons construire de maniére naturelle
des champs X; sur M, de classe C"~!, définis par:

Xy(m)=do(—,m),(X(e))

ou e désigne I'élément neutre de G et &(—,m) 'application partielle de G dans M.
Les champs ainsi construits vérifient de maniére immeédiate la relation de
commutation

[Xi9Xj]= Zc:-‘ij.

Nous appellerons ces champs les «champs fondamentaux associés a laction».
Il est bien connu que, réciproquement, si 'on se donne sur M une famille de
champs de vecteurs complets X; vérifiant la relation précédente, on peut
reconstruire une unique action ¢ de G sur M dont les champs fondamentaux sont
les X;. Cette action est localement libre si et seulement si les X; sont linéairement
indépendants en chaque point.

Puisque nous disposons de n champs de vecteurs X; sur la variété M ainsi que
d’une action de G sur M, il peut étre utile de décrire la fagon dont G opére sur ces
champs. Considérons pour cela la représentation adjointe de G dans son algebre
de Lie G,. Celle-ci s’écrit sous la forme

ad(g)(X)= L ay(9)X;.
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Les champs fondamentaux X; se transforment alors sous I'action de G par la
formule
9.(Xy)=2ai{g)X;.

(Comme nous le ferons souvent par la suite, nous avons identifié ici 'élément g de
G et le difftomorphisme correspondant de M.) Il suffit en effet de voir comment les
champs invariants a droite X, se transforment par translation 4 gauche. Or, ceci est
précisément une définition de la représentation adjointe.

Nous ne nous intéressons désormais qu’aux actions localement libres de
codimension 1, c’est-a-dire que nous imposerons la condition n=p—1. On peut
alors faire quelques remarques d’ordre qualitatif sur le feuilletage de codimension
1 engendré par I’action.

Rappelons qu’un lacet y d'une feuille d’un feuilletage est appelé cycle
évanouissant s’il existe une homotopie libre (y,), <, <, telle que yo=y; y, n’est pas
homotope a zéro dans sa feuille; pour tout ¢, le lacet y, est un lacet d’une feuille;
mais y, est homotope a zéro dans sa feuille dés que ¢ est non nul. Si un feuilletage de
codimension 1 ne posseéde pas de cycle évanouissant, le groupe fondamental de
chaque feuille s’injecte dans celui de la variété. La propriété la plus générale connue
sur les actions localement libres de codimension 1 est la:

Proposition L.1.1. (cf. [Pla 2]). Un feuilletage défini par une action localement libre
d’un groupe de Lie est sans cycle évanouissant.

Corollaire 1.1.2. Soit G un groupe de Lie homéomorphe a R". §’il existe une action
localement libre de G sur une variété M de dimension n+ 1, alors le revétement
universel M de M est homéomorphe ¢ R"*1.

Démonstration. Soit F le feuilletage induit par 'action et & son relevé dans M.
Puisque # est sans cycle évanouissant, toutes les feuvilles de # sont homéomor-

phes a G, c’est-a-dire a R". D’aprés [Pal], la variété M est homéomorphe a
]Rn+ 1. D

Une autre obstruction a 'existence d’une action localement libre est décrite par
le théoréme suivant:

Théoréme I.1.3. Soit G un groupe de Lie dont tous les espaces homogénes G/ avec I’
discret, ont une croissance exponentielle. S’il existe une action localement libre de
codimension I de G sur une variété compacte M, alors le groupe fondamental de M a
une croissance exponentielle.

Démonstration. Pour les notions de croissance d’une variété riemannienne, d’un
groupe de génération finie, voir [Pla 1] ou [Hec3]. La croissance d’un espace
homogene G/I' est la croissance de la métrique riemannienne provenant d’une
meétrique invariante a droite sur G.

Il est clair que si un feuilletage peut étre défini par une action localement libre,
on peut toujours trouver une métrique riemannienne sur la variété ambiante telle
que les champs fondamentaux X,, X,, ..., X,, soient de norme 1 et orthogonaux
deux a deux. Toutes les feuilles sont alors isométriques a un espace homogéne G/I"
muni d’une métrique provenant d’'une métrique de G invariante a droite. Sous les
hypothéses du théoréme, toutes les feuilles sont donc a croissance exponentielle.
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La conclusion cherchée est alors une conséquence du théoréme de Plante [Pla]
suivant lequel la croissance des feuilles d’un feuilletage est dominée par celle du
groupe fondamental de la variété ambiante lorsque le feuiletage considéré est sans
cycle évanouissant. [

2. Différentiabilité des formes de volume invariantes ( Théoréme A)

Soit 4 une forme de volume invariante a gauche sur le groupe de Lie G. Notons
R, la translation 4 droite de G correspondant a I'élément g. La «fonction
modulaire» A4 est le morphisme de G dans R* défini par:

R*i=A(g)- .

Supposons maintenant que G n’est pas unimodulaire, c’est-a-dire que A n’est
pas une constante. Soit ¢: Gx M—-M une action localement libre, de classe
C'(2<rZw) et de codimension 1, sur la variété compacte M. On suppose que @
préserve une forme de volume Q de classe C° sur M et I'on se propose de montrer
que 9 est en fait de classe C" 2.

Lemme L2.1. Il existe un élément g, de G et un point m de M tels que A(g,)+1 et
g, -m=m.

Démonstration. Soit @ la 1-forme définie par w=iy iy,...iy 2. Cette forme
définit le feuilletage associé a @ et on a g*w=A(g)w. Soit X un élément de G, tel
que A(exp(X))<1 et considérons le flot &, de M associé au sous-groupe a
1-paramétre exp(tX). Tous les points de M sont non-errants pour &, car P,
préserve Q. Puisque @} contracte @, on déduit de [Hir-Pug-Shu] qu’il existe un
champ de vecteurs Z transverse au feuilletage tel que (9),.(Z) tend vers 0
exponentiellement. Considérons alors un ouvert distingué B pour le feuilletage
etudié. Il est alors facile de construire un réel ¢ arbitrairement grand et un point
m de B tel que &(m) et m appartiennent a la méme plaque de B. On a donc
& (m)=g,-m ou g, appartient a un voisinage uniformément borné de ¢ dans G.
Si ¢ est assez grand, le point m et 'élément g, =g, * - exp(tX) conviennent. [J

Soit T'(t) un arc transverse au feuilletage, paramétre par t € ]—e, + ¢[ et tel que
T (o) soit le point m. Soit U un voisinage de I’¢lément neutre de G. Sil'on choisit U
et T assez petits, I'application

¢:(g,)eUx]—¢, +g[r>g-teM

est un difféomorphisme sur son image notée V. Soit ¢, application partielle de U
dans M.

La forme de volume £, considérée comme mesure sur M, peut se «désintégrer»
dans V. Cest-a-dire qu’il existe une mesure y, sur J—¢, +¢[ (2 densité continue et
strictement positive par rapport a dt) telle que, pour tout borélien B contenu dans
V, on ait:

(*) ’fg Q= : § . Mg (B)dps (1)

—E, +
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Etudions ’holonomie a I’aide de la carte ¢. Puisque ¢ est un difffomorphisme
de classe (", il existe un réel positif # et deux fonctions de classe C".

K:]=n, +1[-G,
H:]—n, +n{-]—¢, +e,
telles que, pour tout te 1—%, +4[:
g T()=K(@)- T(H(t)) et K(o)=e.

Il est clair que H n’est autre que ’holonomie de la feuille considéree, calculée
sur la transversale T'(¢).

On peut alors trouver un voisinage U’ de e dans G, contenu dans U, tel que si
geU ette]—n, +n[, on ait:

g1+ T()=(9:991 ) (g1 T®)
=(9:99: ) (K@) - T(H®)))-
Cest-a-dire que, dans la carte ¢y xj—,, + > L'application
xeMr>g,-xeM

s’écrit en coordonnées locales:

(g, (g,99: 'K(®), H(1)).

Ecrivons maintenant que 2 est invariante par I'action de G. En choisissant
pour B I'image par ¢ du produit d’'une boule et de 'intervalle [0, t], la formule (*)
donne:

t H(t)

(49 fdu@=a)* T 4KQ (0

car la mesure de Haar 4 est multipliée par (g,) "' 4K(¢) dans la transformation
g—¢199: ‘K@) (g, et t fixes).

Lemme 1.2.2. Sig, € G et me M sont tels que A(g,)+1 et g, -m=m, alors Q est de

classe C"~2 au voisinage de m.

Démonstration. Soit u la fonction continue et strictement positive telle que la
mesure du, que nous avons construite dans le lemme précédent soit u(t)dr. La
formule #*) s’écrit alors:

t H({)
fu@)dt=A4(g,)* f AK(t) u(t)dt .

0 0

Si l'on dérive cette égalité par rapport a t et si Uon fait =0, on obtient:

u(0)=A4(g,)~" - H'(0) - u(0)
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et par conséquent, o = H'(0) = A(g,) n’est pas égal a 1. D’apres [Ste], le germe de H
au voisinage de 0 est C"™! conjugué a sa partie linéaire, c’est-a-dire que l'on
pouvait choisir un paramétrage de U'arc T(t), de classe C" ™, de telle sorte que
H(t)=uat. Pour ce paramétrage, on a:

u(t) = A(K(at)) u(oz) .

Supposons par exemple a<1. On a alors:
u(t) =u(0) ];[1 A(K(2't)).

I est facile de vérifier que ce produit infini définit une fonction de classe C" 1.
Dans la carte ¢, de classe C" !, la forme Q était donc de classe C"~'. La forme Q
était donc de classe C"~2 au voisinage de m. Remarquons de plus que si la
transversale T(z) était invariante par g,, on aurait u(t)=u(0). O

1.2.3. Démonstration du Théoréme A. Rappelons qu’un ensemble minimal » d’un
feuilletage de codimension 1 peut étre de trois types différents; soit » est une feuille
compacte, soit » = M, soit » est de type «exceptionnel».

Le feuilletage qui nous intéresse ne posséde pas de feuilles compactes car un
groupe de Lie non unimodulaire G n’a pas de sous-groupes uniformes discrets I’
{car alors la translation a gauche sur G/I' par un élément g tel que A(g)>1
augmenterait le volume total de G/I', ce qui est impossible).

Les Lemmes 1.2.2 et 1.2.3 montrent que Q est de classe C"~ % sur un ouvert non
vide et donc sur le saturé de cet ouvert par I'action car celle-ci préserve £2. Si toutes
les feuilles sont denses, Q est donc de classe C"~? sur la variété M toute entiére.

Si le feuilletage posséde un minimal exceptionnel, le theoréme de Sacksteder
[Sac], montre qu’un certain lacet tracé dans ce minimal a une holonomie
hyperbolique, c’est-a-dire que dans le Lemme I.2.1, on peut choisir m dans le
minimal. Par conséquent, Q est de classe C" 2 sur un ouvert rencontrant tous les
ensembles minimaux. Puisque £ est invariante par G, c’est donc que Q est de classe
C"? partout. [J

Remarque 1.2.4. On pourrait montrer que, dans les conditions du Théoréme A,
I’action de G n’a pas de minimal exceptionnel.

Remarque 1.2.5. On pourrait affaiblir ’hypothése du Théoréme A en supposant
seulement que l'action préserve une mesure absolument continue par rapport a
une forme de volume et dont la densité est bornée supérieurement (voir [Ghy]
pour la démonstration dans le cas du groupe affine).

I1. Exemples d’actions du groupe affine

Nous noterons GA le groupe affine de la droite réelle, c’est-a-dire le groupe des
transformations

xeR-ax+beR a>0.
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Ce sont les actions localement libres de GA que nous allons étudier. Nous
représenterons un élément g de GA par un couple (a, b) et, lorsque cela sera
nécessaire, nous noterons a(g) et b(g) les deux composantes de g.

1. Propriétés de GA

Nous rassemblons dans une proposition quelques propriétés algébriques de GA.
Toutes sont €élémentaires, nous ne les démontrerons donc pas.

Proposition IL1.1. Le groupe affine GA est résoluble, une base de son algébre de Lie
est donnée par les deux champs de vecteurs invariants a droite suivants:

_ 6 i, - 0
X(a,b)= +b6_b }f(a,b)zég'

La relation de commutation est:
[X,Y]=~
Dans cette base, la représentation adjointe est donnée par:
ad(g)(X)=X-b(g9)Y,
ad(g)(Y)=a(g)Y.

La mesure de Haar invariante a gauche est la suivante:

1= da/idb .
a
La fonction modulaire A est:
A(g)=a(g)™"

La métrique invariante a droite sur GA (définie a une constante multiplicative
prés) a une courbure négative constante. C’est-a-dire que GA s’identifie métrique-
ment au plan hyperbolique. [

La proposition suivante est, elle aussi, classique et élémentaire:

Proposition IL1.2. Tout sous-groupe discret de G A est soit trivial soit infini cyclique.

Démonstration. Soit I' un sous-groupe discret non trivial de GA. Si I' est abélien,
deux cas sont possibles:
i) I est uniquement constitué de translations. Etant discret, I" doit €tre infini

cyclique.
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ii) Tous les éléments de I’ fixent un point commun de IR (par l'action
canonique de I sur IR). Dans ce cas, on peut supposer (quitte a effectuer une
conjugaison intérieure) que I est inclus dans le groupe des homothéties de centre 0.
Ici encore, I' étant discret, il doit étre infini cyclique.

Si I' n’est pas abélien, il contient au moins une translation (1,b) et une
homothétie (a, b"). Alors I" contient:

(a,b)7"(1,b) (a, b= (15)“7 (1,0).

Le sous-groupe I' n’est pas discret. O

Il est bien connu que le demi-plan de Poincaré est a croissance exponentielle.
L’espace homogéne GA/I" ou I' est engendré par une translation (1,b) est un
“cusp”, sa croissance est, elle aussi, exponentielle. Lorsque I' est engendré par une
homotheétie, un calcul facile montre que 'espace homogéne correspondant GA/I’
est encore un cylindre a croissance exponentielle.

En résumé, les diverses remarques d’ordre qualitatif que nous avons faites au
paragraphe I et les propriétés de GA que nous venons de décrire nous ménent au
résultat suivant:

Proposition 11.1.3. Soit ® une action localement libre de GA sur une variété compacte
M, de dimension 3 et de classe C'(r=2). Alors:

i) Il existe deux champs de vecteurs X et Y, de classe C"~ ', linéairement
indépendants en chaque point et vérifiant [ X, Y]= — Y. Ces champs se transforment
sous laction du groupe par les formules suivantes:

9. X0)=X-b@Y, g (Y)=a(gY.

il) Les feuilles du feuilletage induit sont des cylindres ou des plans. Toutes sont a
croissance exponentielle. Par conséquent, la variété M est sans bord, son groupe
fondamental est & croissance exponentielle et son revétement universel est dif-
féomorphe a R3. [

Précisons ces résultats.

Proposition 11.1.4. I existe effectivement des cylindres, il existe effectivement des
plans. Tous les cylindres ont une holonomie non triviale.

Démonstration. Si le feuilletage défini par laction avait toutes ses feuilles
homéomorphes a des plans, la variété M serait homéomorphe au tore T3 (cf.
[Ros]). Le groupe fondamental de M ne serait pas a croissance exponentielle, d’ou
une contradiction.

De méme, si le feuilletage ne contenait que des cylindres, le groupe fondamental
de la variété serait a croissance polynomiale (cf. [Hec 2]), ce qui donne encore une
contradiction.
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De plus, si 'un des cylindres avait une holonomie triviale, 'argument utilisé
dans le lemme fondamental de [Hec2] pourrait s’appliquer et montrerait que
toutes les feuilles sont des cylindres. Tous les cylindres ont donc une holonomie
non triviale. [J

Proposition IL.1.5. Toutes les feuilles d’un feuilletage obtenu a I'aide d’une action
localement libre de classe C* de G A sur une variété compacte de dimension trois, sont
partout denses.

Démonstration. Les feuilles du feuilletage induit étant des plans ou des cylindres,
elles ont un ou deux bouts (cf. [Eps]). On utilise alors le résultat de Duminy (cf.
[Dum]) affirmant que si un feuilletage de codimension un et de classe C2 d’une
variété compacte posséde un minimal exceptionnel, il posséde au moins une feuille
ayant une infinité de bouts. Comme le feuilletage considéré est sans feuilles
compactes, toutes les feuilles sont partout denses. [J

Remarquons que cet argument reste valable pour une action de groupe
résoluble, car les espaces homogénes de groupes de Lie résolubles ont un nombre
fini de bouts.

Remarque I1.1.6. La proposition précédente serait fausse si l'action n’était
supposée que de classe C* (voir [Pla4] pour une étude des ensembles minimaux
des actions localement libres de GA, de classe C*).

La proposition suivante sera importante pour la suite:

Proposition I1.1.7. Toute action localement libre de GA sur une 3-variété compacte
M préserve une mesure de Borel finie sur les compacts. Si action est de classe C2,
cette mesure est positive sur les ouverts.

Démonstration. 1l suffit d’observer qu’un groupe résoluble est moyennable et que
tout groupe moyennable opérant sur un compact préserve une mesure de Borel
finie sur ce compact. (voir [Gre]). Le support de cette mesure est un fermé invariant
par laction. Si celle-ci est de classe C2, toutes les orbites sont partout denses et le
support de la mesure est donc M tout entier. [

Proposition I1.1.8. Si Paction considérée est de classe C?, les orbites périodiques du
champ X ne peuvent pas étre répulsives. Tous les points de M sont non-errants pour le
flot associé a X.

Démonstration. Cest une conséquence immédiate du fait que le flot associé a X
préserve une mesure y qui charge les ouverts. [J

2. Actions homogénes de GA

a) Construction d’actions « homogénes»

Soient G un groupe de Lie de dimension n et G’ un groupe de Lie de dimension p
contenant un sous-groupe isomorphe a G. Supposons que G’ contienne un sous-
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groupe discret I' tel que G’/I" soit compact. Le groupe G opére sur G’ par
translations & gauche, il opére donc sur I'espace homogéne G'/T.

G x G/ >GI
(g,h-T)—>gh-T.
Le stabilisateur du point Al est:

hIrh~'nG.

Ce groupe est discret dans G. Par conséquent, I'action que nous venons de
décrire de G sur G'/T est localement libre. Les actions de ce type seront appelées
«actions homogénes» de G.

Essayons d’appliquer cette méthode au groupe affine.

Proposition I1.2.1. II existe deux groupes de Lie G et deux seulement tels que:
i) G’ est simplement connexe et de dimension trois.
i) G’ contient un sous-groupe isomorphe a GA.
iii) G’ contient un sous-groupe discret I tel que G’/I" est compact.

Ces deux groupes de Lie sont les suivants:
i) Le revétement universel SL,(R) de SL,(R), dont l'algébre de Lie est
engendrée par X, Y, Z, avec les relations:

[X’ ﬁ:—y’
[X’Z]=Z_:
[Y,Z]=2X.

ii) Un groupe de Lie résoluble de dimension trois que nous noterons G dont
'algébre de Lie est engendrée par X, Y, Z avec les relations:

[X7 7]=#Ya
[X,Z]1=Z,
[Y.Z]=0.

Démonstration. 11 suffit d’examiner, dans la liste des algébres de Lie de dimension
trois (cf. par exemple [Kir]) celles qui contiennent deux éléments X et Y tels que
[X,Y]=—Y. On trouve finalement que les seuls groupes de Lie simplement
connexes de dimension trois contenant le groupe affine sont:

i) SL,(R)

ii) Gy

iii) des groupes de Lie résolubles non unimodulaires.

Le troisiéme cas est a éliminer car un groupe de Lie non unimodulaire ne peut
posséder de sous-groupe uniforme discret.

Le fait que SL,(R) contienne des sous-groupes uniformes discrets (i.e. 4
quotients compacts) est bien connu. Nous étudierons le cas de G, dans le
paragraphe suivant, et en particulier, nous verrons qu’il existe effectivement des
sous-groupes uniformes discrets de G;. 0O
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Nous voyons donc apparaitre deux familles d’actions localement libres du
groupe affine; celles sur les espaces G5/, et celles sur SL,(R)/I". Les deux
paragraphes suivants sont consacrés a la description géométrique de ces actions.

Remarque 1. Les «actions homogénes» sont évidemment transversalement
homogénes, c’est-a-dire que la structure transverse du feuilletage associé a I'action
est modelée sur 'espace homogéne G'/G.

Remarque 2. Dans le cas d’une action de groupe de Lie nilpotent G, on sait que la
variété ambiante est un espace homogéne G’/ ou G’ est un sur-groupe de G (cf.
[Hec 1]). Cependant, action localement libre peut étre totalement différente d’une
action «homogeéne». En ce qui concerne le groupe affine, nous allons montrer que
si la mesure invariante est suffisamment réguliére, 'action est conjuguée a une
action «homogeéney.

b) Les actions «résolubles»

Nous nous intéressons dans ce paragraphe aux actions homogénes du type:
GAXG3/I-G3/I.

Commengons par préciser la nature de G5 et de ses sous-groupes uniformes
discrets. Soit 4 une matrice de SL,(Z) de trace strictement supérieure a deux. La
condition relative a la trace signifie que A posséde deux valeurs propres
strictement positives. Ceci permet de définir A* pour tout réel ¢. Considérons, dans
I'ensemble des triplets (¢, x, y) de R3, la loi de composition suivante:

t,x, ), X, )=+, A'(X,y)+(x, ).

On vérifie facilement que ceci définit une structure de groupe et que le groupe
obtenu est isomorphe a G, (et ceci quelle que soit la matrice A de SL,(Z) telle que
trd4>2).

Indiquons comment le groupe affine se plonge dans G;. Soit U un vecteur
propre de A, associé a la valeur propre positive 4. A 1'élément (a,b) de GA,

associons P’élément
Loga
—b
(Logﬂ’ U)

de G;. On obtient ainsi deux plongements de GA dans G, (un pour chaque
direction propre de A).

Soit I', le sous-groupe de G, formé des triplets entiers (¢, x, y) de Z3. Il est facile
de constater que I', est un sous-groupe uniforme discret de G .

Proposition IL.2.2. Lespace homogéne G5/I, est difféomorphe d un fibré en tores sur
le cercle T} dont la monodromie est donnée par A. Plus précisément:

T >T? xR/(m,t)~(A(m),t+1)

ou A désigne automorphisme du tore déduit de A.
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Démonstration. Le groupe I', est engendré par:
(1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1).
L’espace homogéne G,/I', est donc 'espace IR® ou I'on identifie les points:
(t,x,y) avec (t+1,A(x,y))
t,x+1,y)
t,x,y+1).
11 est alors clair que G,/I', est difffomorphe 4 7;. [

La proposition suivante montre que les espaces homogénes décrits précédem-
ment sont les seuls a considérer.

Proposition IL2.3. Soit I' un sous-groupe uniforme discret de G4. Alors, il existe une
matrice A de SL,(Z), de trace strictement supérieure d deux telle que I' soit conjugé a
I, dans G,.

Démonstration. Le groupe G, s’écrit comme une extension:
0-R?->G,—»R-0.

Soit y un élément de I' qui n’est pas dans R2. Le sous-groupe discret ' nIR? de
IR2 est un sous-groupe discret invariant par la conjugaison intérieure par y. Ce
sous-groupe n’est pas trivial car, le commutateur de deux éléments de I' appartient
aR?, et I' n’est pas abélien. Ce sous-groupe n’est pas non plus de rang 1 car I'action
de y sur R? aurait une valeur propre égale 4 + 1. Ceci montre que I'mR? est
isomorphe a Z? et que I'action de y sur R? préserve ce treillis: Il est alors facile de
compléter la démonstration. [

Il nous reste a décrire géométriquement les actions obtenues sur ces fibrés 7.

Le feuilletage de IR? par droites paralléles a 'une des directions propres de 4
définit un feuilletage par droites du tore T? =R?/Z2. Le feuilletage produit sur T2
x R est évidemment invariant par Papplication:

(m,HeT?* xRi—>(A(m),t+1)eT*xR.

On obtient ainsi deux feuilletages (un pour chaque choix d’une direction
propre) sur le fibré en tores Tj;. Ces feuilletages sont évidemment ceux définis par
les actions homogeénes de GA sur T;. (Voir aussi [Ghy-Ser] pour une étude de ces
feuilletages.)

Preécisons les champs de vecteurs fondamentaux associés a I'action. Soit (u,v)
des coordonnées propres de R? relatives a la matrice 4 et A la valeur propre
correspondant 4 la direction propre choisie. Les deux champs de vecteurs de R?

1 0

X(M,U,t)=@5,

o i,
7t
Y(u,v,t)=2 Eol
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passent au quotient sur T} en deux champs de vecteurs X et Y qui sont bien siir les
champs de vecteurs fondamentaux associés a I'action.

En plus de ces deux champs, on dispose d’un troisiéme champ Z correspondant
au troisiéme générateur de 'algébre de Lie de G5. Ce champ est défini par:

_, 0
Z(u,v,t)zl tg;.

Il se transforme sous l'action de GA par la formule:

1
VgeGA, g, Z=—-Z.
g 9= )

¢) Les actions « semi-simples»

Le groupe affine se plonge dans SL,(R) de deux fagons «naturelles»:

GA—SL,(R)

(@, b)—

(a,b)— l/;l

A ces plongements correspondent des actions homogénes que nous allons
décrire.

Soit IH? le demi-plan de Poincaré. Le groupe PSL,(R) opére par isométrie sur
H?, il opére donc sur le fibré unitaire tangent T,(JH?) a H2. On vérifie facilement
que cette action est transitive et libre, ce qui permet d’identifier PSL,(R) a T,(H?).
Considérons alors les relations d’équivalence suivantes dans T, (IH?). Deux points
(x4, vy) et (x5, v,) de T;(H?) sont équivalents si et seulement si les géodésiques
partant de x, et x, dans les directions v, et v, (resp. dans les directions opposées a
v; et v,) ont les mémes points a infini. Les classes d’équivalence dans T;(H?)
munissent T, (IH?) d’un feuilletage (trivial) invariant par 'action de PSL,(R). Une
feuille de ce feuilletage peut étre représentée de la fagon suivante:

[

Fig. 1
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Si I' est un sous-groupe discret de SL,(IR) tel que le quotient SL,(R)/T" soit
compact, on peut considérer la variété M, quotient de T,(IH?) par l'action de I’
munie du feuilletage quotient. Les feuilletages ainsi obtenus sont les «feuilletages
horocycliques» sur M;. Suivant la relation d’équivalence choisie dans T, (IH?), les
feuilletages obtenus sont ceux correspondants aux actions homogénes de GA sur
SL,(R)/I" déduites de I'un ou de l'autre des plongements naturels de GA dans
SL,(R).

Les variétés M, ont beaucoup été étudiées; par exemple, les fibrés unitaires
tangents aux surfaces de genre supérieur a deux, ainsi que les variétés de Brieskorn

1 1 1 - e,
Vo ar <avec » + p + o< 1) sont de ce type. En particulier, une infinité de ces

variétés M, sont des sphéres d’homologie.

Ici encore, il existe sur M, outre les champs X et Y définissant I'action, un
troisiéme champ de vecteur Z correspondant au troisiéme générateur de ’algébre
de Lie de SL,(RR). Ce champ Z se transforme sous ’action de GA par la formule:

2
L 7220y @)y
a(g) a(g) a(g)

11 suffit pour cela d’expliciter la représentation adjointe

ad:SL,(R)—Aut (sl, (R))

g*Z=

¢t de prendre sa restriction au sous-groupe GA de fagon a obtenir 'action de GA
sur le champ Z.

d) Propriétés communes aux deux familles d’exemples.
Relations avec les flots d’ Anosov

Dans les deux familles décrites précédemment, on a la caractéristique commune
suivante. En plus des champs X et Y, il existe un troisiéme champ Z vérifiant les
propriétés suivantes:
i) X, Y, Z sont linéairement indépendants en chaque point;

i) [X,Y]=-Y;, [X,Z]=Z; LY, Z]=-2kX,

1 b(g) b*(g)

iii) g,(Z) @) Z+2 29) kX ) kY.

Si le réel k est nul, on retrouve la famille «résoluble», si k est non nul, on

retrouve la famille semi-simple. Il est clair que si, dans le cas général, on arrive 4
construire un troisiéme champ de vecteurs Z vérifiant les trois propriétés
précédentes, il sera facile de montrer que I'action considérée est conjuguée, avec
paramétres, & 'une des actions que nous venons de décrire. En particulier, la
variété ambiante sera soit un fibré en tores sur le cercle, soit un fibré de Seifert.

Rappelons qu’un flot f, sur une variété compacte M est dit «flot d’Anosov» (cf.
[Ano]) s’il existe une décomposition du fibré tangent a M en une somme de trois
sous-fibrés continus:

T(M)=E;®E®E;
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telle que:
i) E! est le fibré tangent aux orbites de f,. (E! est de dimension un).

ii) E* et E° sont invariants par df,.

iii) df, contracte exponentiellement les vecteurs tangents a E° quand ¢ tend vers
+ 0.

iv) df_, contracte exponentiellement les vecteurs tangents a E* quand ¢ tend
vers + co.

On peut dire que la donnée d’une action localement libre de GA donnelieu a un
«demi-flot d’Anosov». En effet, la condition de crochet [ X, Y]= — Y montre que
le flot associ¢é a X dilate exponenticllement les vecteurs proportionnels a Y.
Cependant, on ne dispose pas a priori du sous-espace stable E°. Par contre, le
champ instable E*, qui est ici Y, est supposé differentiable, ce qui n’est pas le cas
pour un flot d’Anosov quelconque.

Inversement, d’aprés un théoréme de Marcus, (cf. [Mar]), pour tout flot
d’Anosov de codimension un (i.e. tel que la dimension de E* soit un), il existe une
action localement libre de GA, de classe C° telle que:

VxeM, le flot t—(e',0)- x est le flot donné.

Vx e M, la courbe b—(1,b) - x est une courbe tangente en tout point a E*.

En conséquence, les problémes de classification des flots d’Anosov et des
actions du groupe affine s’avérent trés voisins. Sil’on s’intéresse aux flots d’Anosov
dont les sous-espaces stables ES et instables E% dépendent differentiablement de x
et tels que les vecteurs de E° (resp. E*) soient uniformément contractés (resp. dilatés),
alors, on dispose du résultat de [ Gree] affirmant que seuls les flots homogénes que
nous venons de décrire possédent ces propriétés. Voici une démonstration
¢lémentaire de ce résultat.

Proposition IL.2.2. Soient X, Y, Z trois champs de vecteurs de classe C?, linéairement
indépendants en chaque point sur une 3-variété fermée et tels que [X,Y]=~Y et
[X, Z]=£&Z pour un certain réel &. Alors

1) é=+1;

2) [Y, Z] est un multiple constant de X ¢’est-a-dire que le flot associé @ X est un
flot homogéne, décrit plus haut.

Démonstration. Si Q est 1a forme de volume égale a 1 sur (X, Y, Z), la dérivée de Lie
Ly est égale a (£ —1)Q. Si € était different de + 1, le volume total de la variété ne
serait pas respecté par le flot associé a X. Ceci démontre 1).

L’identité de Jacobi, appliquée a X, Y, Z donne

—[Y.Z]+[[Y, 2], X]-[Z,Y]=0

et, par conséquent, le champ [Y, Z] commute avec X. Puisque X est de type
Anosov, il est élémentaire que ceci implique que [ Y, Z] est un multiple constant de
X O

IIL. Classification des actions de GA preservant le volume

Dans ce chapitre, nous considérons une action localement libre de GA4, de classe
C'2<r<w) sur une 3-variété compacte M. Nous supposerons qu’une mesure
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invariante par Paction est une forme de volume de classe C"~2. Nous nous
proposons de construire un champ de vecteurs Z de classe C"~ 2 tel que l'on ait les
égalités

[X s Z] =Z,

[Y,Z]=-2kX,

pour une certaine constante réelle k.
Pour cela, nous allons d’abord construire un champ Z de classe C° se
transformant sous I'action de GA selon la formule:
1 b(g) b*(g)
9, 2=——Z+2k—-X—k Y.
¥ alg) a(g) a(g)

)

Nous montrerons ensuite que le champ trouvé est de classe C" ™2 et qu'il vérifie
les relations de crochet écrites plus haut.

Nous utiliserons de fagon importante la classification des représentations
unitaires irréductibles du groupe affine. Commengons par faire quelques rappels
concernant ces représentations.

1. Représentations unitaires irréductibles du groupe affine

Une référence générale est [Kir].

Définitions. Une représentation unitaire d’un groupe de Lie G dans un espace de
Hilbert H est un morphisme continu de groupes

R: G—Aut(H)

tel que pour tout ¢lément g de G, Pautomorphisme R(g) est unitaire.
Deux représentations R, et R, d’'un groupe G dans les espaces de Hilbert H et
H, sont équivalentes, s'il existe un isomorphisme ¢ de H, sur H, tel que:

VgeG, Ryg)=9¢R,(g)¢ .

La représentation R est dite irréductible, si les seuls sous-espaces fermés de H
invariants par tous les R(g) sont {0} et H.

Le théoréme suivant montre que I'étude des représentations unitaires se réduit
en grande partie a celle des représentations unitaires irréductibles.

Théoréme IIL1.1. (cf. [Kir], page 144). Toute représentation unitaire R de G dans un
espace de Hilbert séparable H peut étre décomposée en une somme continue de
représentations irréductibles.

Explicitons un peu ce théoréme. Il existe un ensemble mesuré (X, v) tel que
Pespace H est une somme continue d’espaces de Hilbert H,:

H= [ H.dv.
X
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Et la représentation R se décompose en:

R= | R.dv
X

ou R, est une représentation unitaire irréductible de G dans H,.
Il s’avére que les représentations unitaires irréductibles du groupe affine sont
entiérement connues & équivalence pres. Donnons en la liste (cf. [Nai, Gel]):

(1) Les représentations de dimension un.
11 s’agit d’'une famille a4 un paramétre. Soit a un réel et considérons I'espace de
Hilbert H,=C et la représentation R, définie par:
Ry
GAxH,—— H,

(a,b), z—>e™*1oge . 7,

(2) Les représentations de dimension infinie.
Il y a deux telles représentations. Soit H, (resp. H_) I'espace de Hilbert

dx 1 , . .
L? (]R";, —) et considérons les représentations R, et R_ suivantes:
X

R,:GAxH,—~H,
R.[(a,b), f1(x)=e™f(ax),
R_:GAxH_—-H_
R_[(a,b), f1(x)=e"**f(ax).

Les représentations R,, R, et R_ épuisent la liste des représentations unitaires
irréductibles de GA.

Indiquons maintenant comment nous pouvons associer une représentation
unitaire de GA a une action localement libre de GA sur une variété compacte M.
Soit 4 une mesure invariante par I'action. Puisque GA opére sur M, il opére sur
I'espace de Hilbert L*(M, ) de la fagon suivante:

GA x LA(M, 1)~ L*(M, 1)
(g, Fy—>Fog™'.

Cette représentation de GA dans L*(M, ) est unitaire car la mesure p est
invariante:

§IFog™'fdu= | |F|*du.
M M

C’est cette représentation que nous allons utiliser. Remarquons que celle-ci
n’est pas irréductible. Par exemple, dans le cas des actions homogénes sur T3, le
sous-espace de L*(T;, p) formé des fonctions constantes sur les fibres est un sous-
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espace fermé non trivial et invariant par la représentation. Ce sous-espace
s’identifie a I'espace des fonctions définies sur la base de la fibration, ¢’est-a-dire &
I'espace des fonctions périodiques de R dans €. La décomposition de la
représentation restreinte a ce sous-espace est exactement la décomposition des
fonctions périodiques en séries de Fourier.

2. Le champ Z de classe C°

a) Position du probleme

Supposons la variété M compacte orientable et notons toujours 2 une forme
volume invariante par ’action de GA.
Soit alors Z’ un champ de vecteurs tel que:

QAX,Y,Z)=1.
Appliquons un ¢élément g de GA a cette égalité:
g*AUX. Y, Z)=Q(X, Y, Z)=1,
Q9,X,9,Y,9,2)=1,
QX -b@YagYyg,Z)=1.

Ceci montre que g,Z’ s’¢crit sous la forme:

9.2 =—Z'+ ¢ X +¥,Y,

1

ag)

ou ¢, et ¥, sont, pour chaque g de GA, des fonctions réelles définies sur M.

Commengons par expliciter les relations fonctionnelles liant les fonctions ¢, et ¥,
Si g et h sont deux éléments de GA, on a:

(gh)Z’ = ~(—T)Z’+¢yhX+ Y.Y

=g*(h Z)

< (h)Z’+¢,,X+ ¥,Y)
I [ ! Z'+¢,X+Y, ]+¢;,og‘1[X~b(g)Y]+¥/;,og‘1-a(g)Y.
a(h) a(g)

Ceci méne aux égalités.

b=y ot oo @

oh= (h)'f’ —b(@)rog~ +alg)¥rog". 3)
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Notre probléme est de trouver un champ Z se transformant par GA comme
dans la formule (1). Nous chercherons Z sous la forme:

Z=72'+F - X+G Y,

ou F et G sont des fonctions numériques définies sur M.
Exprimons les conditions imposées & F et G. On a d’une part:

9o Z=9,Z' +Fog (X—b(g)Y)+Gog la(g)Y

1
=——Z'+¢X+¥V,Y+Fog '(X=b(@Y)+Gog '-a(g)-Y

a( )
( ) [Z-FX~-GY]+4,X+¥,Y+Fog '(X=b(@Y)+G-g '-a(g)Y.
D’autre part, la condition imposée a Z est:
7= P ILC) S () Y

a(g) (g) a(g)

En comparant ces deux formules, on obtient les conditions cherchées:

L bg)
a(g) a(g)’

G+¥,~b(g)Fog™'+a(g)Gog™'=—

F+¢,+Fog '=2k-—" ©)]

_ b PLEC)
a(g) a(g)

Finalement, le probléme est le suivant: Résoudre les équations fonctionnelles
(4) et (5) sachant que ¢, et ¥, satisfont (2) et (3).

®)

Remarque. Tous ces calculs pourraient se formaliser de la fagon suivante. Soit &
’algébre de Lie des champs de vecteurs tangents aux feuilles. Le groupe G4 opére
évidemment sur . Les fonctions ¢, et ¥, permettent de définir une application:

c: GA-X
g—a(g) (P, X + P,Y).

Les conditions (2) et (3) signifient simplement qu’ une cochaine de GA a valeur
dans & est un cocycle. De méme les fonctions F et G définissent une 0-cochaine o
de G4 a valeur dans &, en 'occurence le champ FX + GY. Notons ¢, le 1-cocycle
suivant:

¢: GA-X
g—k(2b(g) X —b*(9)Y).
Résoudre les équations fonctionnelles (4) et (5) revient a résoudre 'équation en

c—c¢, =do.

k
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Autrement dit, nous sommes précisément en train d’étudier une classe de
cohomologie de H}(GA, &), cohomologie continue de GA a valeur dans Z. Nous
n’utiliserons pas cependant ce formalisme car nous aurons besoin par la suite de
formules explicites.

b) Résolution partielle

Nous allons résoudre (4) et (5) dans le cas particulier ou g est une homothétie (a, 0).
Nous verrons ensuite que si les équations (4) et (5) sont vérifiées pour les
homotheéties, alors elles le sont pour tous les ¢€léments de GA. Ceci est dans I'esprit
d’un lemme dii a Mautner que nous citerons ici bien que nous ne I'utilisions pas.

Lemme. Soit R une représentation de GA dans un espace de Hilbert H. Soit V
un élément de H invariant par les homothéties, i.e.:

Va>0, R(@,0)(V)=V.
Alors, V est invariant par tout le groupe:
Yge GA, R(g(WM)=V. O

Commengons donc par étudier le cas des homothéties. Si g=(a,0), les
équations (4) et (5) s’écrivent:

F=a¢£a,0)+aFo(a_150)9
G=a¥, 0 +a°Go(a"1,0).

Considérons, dans I'espace de Banach Cy(M) des fonctions continues sur M,
les fonctionnelles U, et V, suivantes.

FeCo(M)=Uy(F)=afjs 0 +a-Fo(a',0),
Ge Co(M)-V(G)=a¥, 0 +a*Go(a"*,0).

11 est clair que, si a est strictement inférieur a 1, ces fonctionnelles sont des
contractions. Il s’ensuit que, pour chaque a strictement inférieur a 1, il existe un
unique couple de fonctions (F,, G,) tels que:

Fa = Ua(Fa) »
G,=ViAG,).

Montrons, maintenant, que les solutions trouvées (F,, G,) ne dépendent pas de
a et que cette solution commune est encore solution pour a supérieur a 1. Il suffit
pour cela, de remarquer que si a et @’ sont deux réels strictement positifs:

Ua° Ua’= Ua’o UazUaa”
VyoVim Vo Vi Vi

Les opérateurs U, et U, (resp. V, et V) commutant, et ayant chacun un unique
point fixe, ces points fixes sont en fait tous les mémes, c’est-a-dire que

F,=F, et G,=G,, si a<l et da'<l.



Actions localement libres du groupe affine 501

Soit F (resp. G) cette solution commune et soit a>1. On a alors:
U ' (F)=U,,(F)=F.
Donc
F=U4F)
et de méme
G=V,(G).

En conclusion, nous avons trouvé deux fonctions F et G vérifiant (4) et (5) dans
le cas particulier ou g est une homothétie. Il va falloir montrer maintenant que si les
équations (4) et (5) sont vérifiées lorsque g est une homothétie, elles le sont aussi
pour les autres ¢léments de GA.

¢) Résolution globale

Considérons le champ Z défini par:
Z=7'+FX +GY,

ou F et G sont les fonctions trouvées précédemment. Introduisons les fonctions ¢,
et ¥, telles que:

9 Z=—Z+,X+¥,Y.

()

Ces fonctions peuvent, bien siir, s’exprimer en termes de ¢, et ¥},

9xZ=94Z' +Fog {(X=b(g)Y)+Gog ' -alg)Y

1
=g X+ WY +Fog ' (X—b(g)Y)+Gog ' a(g)Y.

Ceci donne:

$,=¢,— ——F+Fog™!,

()

v,=Y,— ()G b(g)Fog '+a(g)Geg™?.

Les fonctions ¢, et ¥, vérifient elles aussi les relations (2) et (3). Par définition de
Z,on a:
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Nous aurons donc résolu notre probléme si nous montrons la proposition
suivante:

Proposition IIL2.1. Soient ¢, et ¥, deux familles de fonctions continues sur M,
indexées par les éléments g du groupe dffine et vérifiant:

1) ¢gi¢ é +¢h >

(h)

2) V= ¥, —b(g)grog ' +a(@)¥,og9 ",

(h)
3) Y40.0=0,
4) ¢(a,0)=0~

Alors, il existe une constante réelle k telle que:

2b(g)
a(g)’

b*(g)
a(g)

La suite de ce paragraphe est consacrée 4 la démonstration de la proposition.
Nous allons utiliser ici les résultats de la partie 1 concernant les représentations.
L’espace de Hilbert L*(M, ) se décompose en une somme continue d’espaces de
Hilbert, chacun d’entre eux étant isomorphe a H,, H, ou H_. Sur chacun de ces
espaces, la représentation est R,, R, ou R_. Les fonctions ¢, et ¥, en tant
quéléments de L2(M, u) vont se décomposer sur les différents espaces H,, H , et
H _. Nous allons montrer que les composantes de ¢, et ¥, sur H,, H , et H_ sont
toutes nulles, 4 'exception des composantes sur H, qui sont respectivement égales

s %0 o PO
a(g) a(g)’
invariantes par GA et les fonctions ¢, et ¥, étant continues, la proposition sera
démontrée. En définitive, la proposition se scinde en trois lemmes correspondants
aux trois types de représentations: Ry, R, (avec a+0) et R,.

VxeM, ¢,(x)=k-

Y,x)=—k

La représentation R, correspondant aux fonctions

Lemme I1.2.2. (Cas de R,). Soient z, et w, deux familles de complexes, indexées
par GA telles que:

1) zp= (h) Zg+ Zp;

1
2) W (h) y_b(g)zh+a(g)wh;
3) Z(a,0)=0;

4) w, 0=0.
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Alors, il existe une constante k telle que:

b(g)
a(g)’

bz(g)
a(g)

VgeGA, z,=2k—2-

Lemme II1.2.3. (Cas de R,, avec a=0). Si z, et w, vérifient:

1 .
1) Zp= = 2,+ L0890 7,

a(h) y

2) o= gy W= DO Ry alg) 4R
3) 240=0;
4) W(ayo) = 0 .

Alors, pour tout g de GA, on a:

z,=w,=0.

Lemme I11.24. (Cas de R, et R_). Soient F; et G, (resp. F, et G, ) deux
d
familles de fonctions de L* <R’_‘;, ?x) indexées par GA et telles que:

1) Fi(x)=—=FF(x)+e**9@*F(a(g)x);

(h)

2) Ga(x)= —= G, (x)—blg)e* " P*Fi(alg) - x) +alg)e* "Gy (a(g) - x);

(h)
3) F(J—,:,O)zo;
4) G(f,0)=0.
Alors,Vge GA, F} =G; =0.

Démonstration des Lemmes 111.2.2, 3, 4.
Lemme I11.2.2. On a:

2@ = 21.0@0 = Za,nt 2@ 0= PRCNCE

D’autre part:

Zi, b+ = 21,0 T 21,07 -
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11 existe donc une constante k telle que

Z(l’b)=2k' b .
Par suite:
b
Zp o =2k—.
(a,b) P
Etudions maintenant w,.
1
Wa,n=Wi,0@o =, Wit,by— b2, 0)+ Wi, 0
1
=Wy -
PRCH

D’autre part:
Wit,b+5)=Wat,b — DZ1,n + Wb
=W,p+ W ,py— 2kbb".
Ceci montre qu’il existe 4 tel que:
Wa.m=—kb*+4b.
C’est-a-dire que:
1 b? b

Weany =~ Wipy= —k—+ 4.
(a,b) a (1,b) a a

Montrons que cette valeur de w, ne peut satisfaire ’équation fonctionnelle que
si A est nul.

1 b2 ’ b/2 b/
W(a.b)(a',b')=;<—k7 +ig> —b-2k% +a<—k +A )

a ;9

(b+ab’)? +) ab’+b

aa aa

W(aa’,ab’ +b)= — k

On doit donc avoir I'identité:

2 ’ 2172 217 n2 ’
—k(b +2bb'a+a*b >+Ab+a/b =—k(b+a,b) +,lab +b.

’

aa aa aa

’

aa

Ce qui donne immédiatement 4=0 et donc finalement:

b*(g)
a(g)

YgeGA, w,=-—k
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Lemme II1.2.3. On procéde de fagon analogue:
z =z —— + ialogl
@h=Z1,p@0= S Za,pTe Z(,0)

1
252(1,1;),

Zap+0y = 2,0t 20, -

Ceci montre que z, doit s’écrire sous la forme:

b
Zam=—Zq m=2k—.
(a,b) a (1,b) a

Montrons que ceci ne peut convenir que si k est nul.

1 .
_ = izaLoga
Zaby@,v) = planTe “Z@,b)

2. @V +) _

2k . !
__7_12 +emLoga'2k?_/
aa a a a

ceci n'est possible que si k est nul, c’est-a-sire que:
VgeGA, z,=0.

Etudions w, de la méme facon.

1
Wa.t) =W, b)@,00 = PRCEE

Wi, p+57= Wi, W,

On doit donc avoir:
W(l ,b) = }.b N

donc 1
W(a,b)= El'b-

Or, on vérifie, de méme que dans le Lemme II1.2.2 que cette valeur ne peut
convenir que si 4 est nul, c’est-a-dire:
VgeGA, w,=0. O

Lemme IIL.2.4. On procéde d’une fagon similaire. (Nous traitons seulement le
cas de R, l'autre cas étant identique.)

1
Flan®)=F by@o(X)= aF(l,b)(x) car F, o, est nul.
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On obtient alors:

1/1 1
(1) F .y, py(X) = ;( Fg, b)(x)> +ebx Fi pylax)

1
= aa F(I,ab’+b)(x) .

Cette égalité donne pour a=1.

F(l,b)(x)+eibxF(1,b’)(x)=F(l,b+b’)(x)

et par symétrie: "
Fi,on(x)+ €7 "Fq p(X)=F 1 15(%) .

Ceci montre que:
Fi1,p(x) _ Fy p(x)
1—e

ibx 1 _eib’x ’

Par conséquent, F,; ;) s’écrit sous la forme:

Fp(x)=("~Do(x).

L’égalité (1) donne alors:
1 ib ib 1 b’ 1 b’ + b
(@ D)+ e (= Dp(@) = (€ T 1)p(x).

Remplagons ab’ par b’, on obtient:
(€%~ D) +ae™ (e~ D p(ax) = (€ "~ 1) (x).

La quantité a p(ax) est donc indépendante de a, c’est-a-dire que ¢ s’écrit sous la
forme:
A
Px)=—.
X

Finalement, F, ,, s’écrit:

1 A
F(a,b)(x)zaFu,b)(x):*(lbx_l)‘P(x)_ (elbx 1);

Enfin, ceci entraine que 4 est nul car la fonction F, ,, est un ¢lément de

L? <]R”;, %?), alors que la fonction

n’est pas dans L? (IR’L;, dx ) Donc F,=0.
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Etudions maintenant, de la méme fagon, la fonction G,. G, 5 =G1, )0

{ , . . L.
= G1,p)(x) car F, et G, o, sont nuls. L’équation fonctionnelle s’écrit alors:

1
G(a b)(a’, b’ )(x)— G(1 ab’ +b)(x)

11 |
=== G 1.p(%) + ae™ " G.pax).
Pour a=1, on obtient:

G p+py(0) =Gy p(x) + PGy ().

Cest-a-dire, que, ici encore, G, 5 s’écrit sous la forme:

G(l,b)(x) = (eibx —De(x).

L’équation fonctionnelle s’écrit alors:

1. 1 ;
i(ab’ +b)x _ 1 — lbx -1 1bx ib'ax __ 1 .
e Jp() = — (€= Dp(0+ = (e~ ) p(ax)

Ici encore, en remplagant ab’ par b’, on obtient que ¢ s’écrit sous la forme

A
p(x)= 2

) 1
Cest-a-dire que G, ,(x)= 2 G(Lb)(x)= ( P Do(x)

__& eibx__l
Ta\ x* )7

. dx . .
Cette fonction n’est dans L2 <IR”+‘ , v> que si A est nul, ce qui montre que G, =0
X

et termine la démonstration des trois lemmes. [

Nous avons donc en définitive trouvé un champ de vecteurs Z de classe C° tel
que

1 bg) D@ .
a) g Z= @ )Z+2k (g) —k a(9) Y;

b) AX,Y,Z)=1.

Le but du paragraphe suivant est de montrer que ce champ est différentiable.
3. Différentiabilité du champ Z. Démonstration du Théoréme B
Pour montrer que le champ Z est différentiable, il suffit de montrer qu’il 'est sur un

ouvert, car 'ensemble des points ou il est différentiable est clairement invariant par
Paction du groupe et les orbites de cette action sont denses.
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Considérons un point m de M stable par 'homothétie (4, 0). Puisque ’on a:

1
(A0 Zn=~Zn,

(4,0, X,=X,,
et
(4,0),Y,=A4Y,,
les valeurs propres de
(4,0),: T.(M)- T, (M),
sont

1
A, 1 et —.
> € 1

Nous pouvons donc construire une variété stable T du point fixe m (cf.
[Hir-Pug-Shu]). I s’agit d’une courbe différentiable, de classe C’, immergée dans
M, invariante par (4, 0) et telle que:

yeT implique (4,0)"y———m.

Construisons, comme nous I'avons fait au paragraphe 1.2.2, une carte de M au
voisinage du point m, en choisissant un arc T” voisinage de m dans T et un
voisinage U de I'élément neutre dans GA de telle sorte que:

UxT'-M,
g,t—=g-t,

soit un difffomorphisme sur son image.

Comme au paragraphe 1.2, la forme Q donne une 1-forme différentielle sur T’
de classe C" 2, Paramétrons T” a I'aide de cette forme, soit T(t) ce paramétrage.
On obtient alors une carte de classe C"~! au voisinage de m

Ux]—e +¢[-M,
(d, ﬂ),t—’(d,ﬁ)' T(t),

telle que:
1) dans cette carte, la forme invariante s’écrit
dond
dt A . p .

2) dans la carte, 'application

yeM—(4,0)-yeM,
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s’écrit:

¢ t

(aa /3> t)—A’ <(X, Aﬁ, *> .
A
3) pour les valeurs de g =(a, b) proches de I'identité, application
yEM—g-yeM,

s’écrit dans la carte:

(o B 1) —2> (ac, aB+b, 1).

Proposition IIL3.1. Soit k un réel quelconque. Alors, il existe un unique germe de
champ de vecteur Z de classe C° au voisinage de (1,0,0) dans GA xR tel que:

1) dta docc:\ ap (X,Y,Z)=1 (ou X et Y sont les champs canoniques sur GA) ;
2) (¢A)*Z - Z
5_ 1 -, b(g) b*(g)
3) 0) 2= G )Z ka (g)X k @) Y pour les valeurs de g proches de
Pidentité.

Cet unique germe posséde un représentant global analytique.

Démonstration. Cherchons la restriction de Z a {e} x R.
- _ - 0
Zi0,=u(t)Xq,0,+0(t) Yl,O,t+W(t)_a;

La condition 1) relative a la forme volume donne w(t)=1. La condition 3)
permet de calculer Z en un point quelconque:

B By

G(zzﬁ)*(ZIOt)“‘_ apt+2k XaBl_k ﬂt

_ - 0
=u(t) 0y, )5 (X)1, 0. V()00 )5 (Y)1 0.0 O, gy <E>1 ok
L0t

c’est-a-dire

u(t)()?—ﬂ?)+v(t)-oz7+é 1ZM,+2kﬁX kﬁ2

ot

Finalement:

Z, p,=(ou() = 2kB) X, 5 .+ (P0(O) —afu(t) + k*) ¥, 4, t+<13—



510 E. Ghys

Il reste a vérifier la condition 2.
_ 1 -
D=2,

(cu(t) — 2KB) X + A(o20(e) — xfu(e) + k) Y + %

1) o) gt (1) 522} ¥ 2
= [(au(A) 2kAﬁ>X+ (oz U<A> aﬂAu<A> +kA*p >Y+aat:|.
Ce qui donne, réductions faites:
1 t
u(t) - Z u <Z> s
Ac®v(t) — Aafu(t) = iv L —afu L
T A4\4 A)’

La premiére de ces équations donne:

1

v(t)= % v<§>

. 1 t
De méme U(t) = Zz‘n v (?) T—? 0.
Par conséquent v(t) =0. C’est-a-dire que le seul germe de champ Z vérifiant 1),
2) et 3) est:

Donc u(t)=0.
La seconde devient donc:

Z=—2kpX +kp? T +a .

Il est analytique, ce qui démontre la proposition.
Corollaire IIL3.2. Le champ Z est le champ associé a un flot de classe C"™*.

Démonstration. En effet, le champ Z est analytique et la carte locale considéree de
Ux]—¢, +¢[ dans M est de classe C"~ 1. [

Nous pouvons maintenant démontrer le Théoréme B. Si @:GA x M —M est
une action localement libre de GA préservant une forme de volume de classe C°,
nous supposerons tout d’abord que @ est de classe C" avec r 2 3. Dans ce cas, le
champ Z que nous avons trouvé est de classe C' et son flot est de classe C2. Nous
pouvons donc calculer les crochets [ X, Z] et [ Y, Z]. Envisageons le crochet de
deux champs comme étant 'oppos¢ de la dérivée du second dans la direction du
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flot associé au premier. Puisque
(€,0),Z=e"'Z et (L,1), Z=Z+2ktX —kt*Y,
on trouve
[(X,Z1=Z et [Y,Z]=-2kX.

Si k est nul, on trouve une action localement libre de G, sur M, prolongeant
celle de GA. Cette action est de classe C"~ ! puisque le flot de Zestdeclasse C"~ 1.Si
k est non nul, on obtient une action localement libre de SL(2, R), de classe C"~*
prolongeant celle de GA. Ceci démontre le Théoréme B si r=3.

Sir=2,le champ Z n’est que de classe C° et les crochets [ X, Z] et [ Y, Z] n’ont
plus de sens. Cependant, on dispose toujours de lacarte ¥: U x ] —¢, +¢[ > M qui
est de classe C' etona ¥ (X)=X; ¥ (Y)=Y, Y (Z)=Z ou X, Y, Z sont des
champs analytiques pour lesquels [ X, Z] Z et [Y,Z]= —2kX. Ceci montre que
les flots (de classe C ) correspondant 4 X, Y, Z engendrent une action de G (ou
SL(2,R)), de classe C!, et prolongeant celle de GA. On obtient donc le Théoréme B
lorsque r=2.

Remarque 111.3.3. Lorsg{e I’action de classe C” étudiée est C"~! conjuguée a une
action homogéne sur SL(2,IR)/I", on peut améliorer la conjugaison obtenue:
Paction est C" conjuguée a 'action homogene. Cela découle du résultat suivant:

Théoréeme I11.3.4. Soit @ une action localement libre de GA sur M, de classe
C"(2=r S w). Supposons qu’il existe un homéomorphisme @ d’un espace homogéne
SL(2 R)/I sur M faisant commuter I'action homogéne de GA avec ®. Alors ¢ est de
classe C'.

Démonstration. Notons X et Y les champs fondamentaux associés a @ et soient X',
Y, Z' les champs canoniques sur SL(2,R) )/T". Nous verrons plus loin (voir IV.1. 2)
qu’il existe un unique feuilletage %, de codimension 1, transverse d Y, et invariant
par le flot de X. Ses feuilles sont de classe C". (#° est le feuilletage stable de X si
celui-ci était de type Anosov.) -

Il est clair que l’image de #* par ¢! est le feuilletage de SL(2,R)/I" engendré
par X’ et Z’'. Notons & ce dernier 1 feuilletage. Sib est un réel non nul, considérons
le feuilletage de dimension 1 sur SL(2, ]R)/F dont les feuilles sont les intersections
de celles de #* et de celles de (1, b),.#*". Un calcul simple montre que ce feuilletage
de SL »(R)/T" est engendré par le champ Z’+bX’. Une orbite de Z'+bX’ étant
I'intersection d’une feuille de #* et d’une feuille de (1,),#*, son image par ¢ est
une courbe de classe C° située a la fois dans une feuille de #° et dans une feuille de
(1,b),.7°. Ces feuilles étant de classe C', on en déduit que, pour tout b non nul, ¢
envoie toute orbite de Z’+bX’ sur une courbe de classe C'.

Etudions alors ¢ au voisinage d’un point m de SL,(IR)/I". Soit T” un arc d’orbite
de Z'+ X’ passant par m et paramétré par ] —¢’, +¢[. Comme nous 'avons déja
fait, nous obtenons ainsi une carte au voisinage de m

Ux]—¢, +e[—SL,(R)/T,

ou U est un voisinage de ¢ dans GA.
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Soit T I'image de T’ par ¢. Nous venons de montrer que T est un arc de classe
C" de M. Paramétrons T différentiablement par un réel de ]—e, +¢[. Nous
obtenons aussi une carte autour de ¢(m):

Ux]—¢ +e[-M.

C’est dans ces cartes que nous allons étudier ¢. Définissons & comme étant
'unique application continue de 1—¢, + & dans J—e¢, +¢f telle que

@[((1,0),0]=[(1,0), h()] .

Ceci définit entiérement ¢ car ¢ commute aux actions:

o[((x,y),)]=[(x, ,V),h(t)] (x,y)eUCGA.

Considérons un arc d’orbite de Z’ 42X’ passant par m. Cet arc peut étre défini
dans la carte U x ]—¢, +¢] par une équation du type

t-[(p(0), A1), t]e U x T,

ou 2 et y sont deux fonctions de classe C” et ou y(0) est non nul car les champs
X'+ Z et X’+2Z’ sont linéairement indépendants.
L’image de cet arc par ¢ est donnée par:

t-[( (), AO)), B(1)]e U x]—¢, +¢[.

Or, nous avons vu que cette image est une courbe de classe C". La fonction y
étant localement inversible au voisinage de 0, on en déduit que h(t) dépend
différentiablement de y(z). La fonction y étant de classe C", il en est de méme pour b
et donc pour ¢ au voisinage de m. Le point m étant arbitraire, le théoréme est
démontré. [

4. Stabilite structurelle forte des groupes fuchsiens

Fixons nous une action homogéne de GA sur PSL(2,R)/I" et notons %, le
feuilletage de codimension 1 correspondant. Un corollaire de la stabilite
structurelle des flots d’Anosov est le fait que %, est structurellement stable: tout
feuilletage & de codimension 1 et de classe C?, suffisamment C' proche de %, est
C° conjugué a %, La proposition suivante montre qu’il n’est pas question
d’obtenir une conjugaison différentiable entre %, et &.

Proposition IIL4.1. Soit I' un groupe abstrait que nous supposerons sans torsion
pour simplifier et soit i et i, deux injections de I' dans PSL(2, R) telles que i,(I') et
i,(I) soient uniformes et discrets dans PSL(2,R). Supposons que les feuilletages
induits par les actions homogénes de GA sur PSL(2,R)/i,(I") et PSL(2, R)/i,(I') sont
C! conjugués. Alors, il existe un automorphisme 0 de I' et un élément g de PSL(2,R)
tels que, pourtout y de I':

iXy)=g-i; °6('}’)'9—1

cest-a-dire qu’il n’y a C conjugaison que dans les cas “évidents”.
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Remarque. Cette proposition est un corollaire immédiat d’un résultat de Sullivan
(voir [Sul]) affirmant que si les actions fuchsiennes de I' sur le cercle S' ~ P1(R)
correspondant a i; et i, sont absolument continument conjuguées, alors elles
sont projectivement conjuguées. La démonstration que nous proposons ci-
dessous a cependant I'avantage d’étre trés simple.

Démonstration. Puisque nous supposons que I’ est sans torsion, I'action de
O(2)/ i, -iqy sur PSL(2,R)/; ) (r=1 ou 2) par translation a gauche est libre.
Cest-a-dire que PSL(2,R)/; , est diffeomorphe au fibré unitaire tangent d’une
surface X, 4 courbure négative constante et que le feuilletage que nous considérons
est le feuilletage stable du flot géodésique de X. Le groupe fondamental de
PSL(2,R)/; ) est une extension de son centre (isomorphe a Z) par le groupe
fondamental de X, canoniquement isomorphe & i (I'). La conjugaison de classe C*
dont nous disposons fournit alors un isomorphisme au niveau des groupes
fondamentaux, donc un isomorphisme de i,(I") sur i,(I"), C’est-a-dire un automor-
phisme 6 de I
Si yeI'—{id}, il existe une unique géodésique fermée sur X, dont la classe
d’homotopie libre est celle de i(y). Cette géodésique fermée correspond 4 un
cylindre pour le feuilletage de codimension 1 correspondant sur le fibré unitaire
tangent. L’holonomie de ce cylindre est engendrée Ppar un germe de difféomor-
phisme de R dont la dérivée au point fixe est égale a exp(l,(y)) ou I (y) désigne la
longueur de la géodésique considérée sur 2. Puisquune conjugaison de classe C*
doit préserver la partie linéaire des groupes d’holonomie, on en déduit que, pour
touty e I'— {id}, les géodésiques fermées de X', et 2, librement homotopes d i,(y) et
i5(y) ont la méme longueur. Ceci implique que i, et i, o 8 sont conjuguées dans
PSL(2,R). (Une métrique a courbure — 1 sur une surface X, est caractérisée par
l'application y—1,(y), voir, par exemple, [Thu]). [J

Par conséquent, sil’on s’intéresse aux feuilletages proches de %, a conjugaison
différentiable pres, il faut au moins considérer «l’espace de Teichmiiller» des
déformations de morphismes de I dans PSL(2,IR). Cet espace est de dimension
finie car un morphisme de I' dans PSL(2,IR) est caractérisé par 'image d’un
systéme de générateur.

Le théoréme suivant montre que ces « déformations projectives» suffisent pour
décrire les feuilletages proches de %, a conjugaison différentiable prés.

Théoréme IIL4.2. Soit #, un feuilletage de PSL(2,IR)/I" obtenu a partir d’une
action homogéne de GA. Alors, tout feuilletage de codimension 1 et de classe
C'(5 £r £ w) suffisamment C3 proche de F, est C" 3 conjugué au feuilletage induit
par une (autre) action homogéne de GA sur PSL(2, R)/ oti I'" est un {autre) sous-
groupe uniforme discret de PSL(2,R).

Démonstration. Soit X, Y, Z les champs fondamentaux sur PSL(2,R)/,. Soit @, @,
les formes différentielles de degré 1 définies par:

&X)=0, &(Y)=0, &(Z)=1,
3,(X)=1, @&,(Y)=0, @&,(2)=0.
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11 est clair que @ définit &, et que I'on a
da-) = CL_)A(A_)I 5
@&, Ado,(X, Y, Z)=1.

Si # est un feuilletage de classe C" suffisamment C? proche de %, il peut étre
défini par une forme w, de classe C" 1, C? proche de o, telle que

w(Z)=1.
Il existe alors une unique forme w, (de classe C"~ ?) telle que:
do=wAw,,
w(Z)=0,
o, Adw (X, Y, Z) ne s’annule pas.

Pour démontrer le théoréme, c’est-a-dire montrer que le feuilletage %, défini
par o, est différentiablement conjugué au feuilletage induit par une action
homogeéne, il suffit d’associer le Théoréme B (amélioré par la Remarque I11.3.3)
avec la proposition suivante, die a Seke [Bob].(On ar—32>2.)

Proposition ITL.4.3. Soit w et w, deux I-formes différentielles, de classe C" ™2, sur
une 3-variété, vérifiant les deux conditions suivantes:

i) do=wAw,

i) w,Adw, n’a pas de singularité.

Alors, le feuilletage défini par la forme w peut étre paramétré par une action
localement libre de GA, de classe C'~3, préservant la forme de volume v, Adw,.

Démonstration. En dérivant i), on voit que wAdw, est nul, c’est-a-dire qu’il existe
une forme w, de classe C"~? telle que:

iil) dow,=wAw, .

Dérivant de nouveau cette ¢égalité, et utilisant i), on obtient que
wA(w,Aw,—dw,) est nul. Il existe donc une forme w; telle que:

v) do,=w A0, + wAo,.

L’hypothése ii) signifie que w, w4, @, sont indépendants partout.

Définissons alors les champs X et Y de classe C"~ 3 par

oX)=0, o(X)=1, 0yX)=0,
o(Y)=0, w,(Y)=0, w,(Y)=1.

Nous allons montrer que [ X, Y] = — Y. Pour cela, il faut évaluer [ X, Y] sur o,
o, et w,. Tout d’abord, le crochet [ X, Y] est dans le noyau de @ car X et Y le sont
et la forme w est intégrable. La formule iii) donne

doy(X, Y)=Xw,(Y)— Yo, (X)—w([X, Y])
=(wA40,) (X, Y)=o(X)o,(Y)—ao(Y)w,(X).

D’ou il ressort que w,([X, Y]) est nul.
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On procede de méme avec iv)
dowy(X, Y)=Xwy(Y) - Yo,(X) —w,([X, Y])
=(w, A0, +0Aw;)(X,Y)

ce qui donne
o([X, Y])=~1.

Par conséquent, on a bien [ X, Y]=—-Y.
1l reste & montrer que P'action ainsi trouvée préserve le volume w, Adw,. On
calcule pour cela les dérivées de Lie:

Lyw, =iydw +diyw, =ix(wAw,)=0,
de sorte que w, (et donc w, Adw,) est invariante par X. Pour tout vecteur v, on a
(Lyw,) (0)=(iydw, +diy0 ) () =odw,(Y,v)= —w(v).
On a donc
Ly(wAdw,)=(—w)Adw, + 0, Ad(— w)
= —owAvdAw,—ovAdodn,=0. O

La démonstration du Théoréme C est maintenant facile.

Démonstration du Théoréme C 111.4.4. 11 suffit de remarquer que si I est le groupe
fondamental d’une surface compacte orientable, tout morphisme de I' dans le
groupe des difffomorphismes du cercle donne, par suspension, un feuilletage de
codimension 1. Deux tels feuilletages sont C* proches si et seulement si les
morphismes de I dans Diff"(§') sont C3 proches sur un systéme de générateurs.
Le théoréme C est alors une conséquence du Théoréme 111.4.2 puisque la sus-
pension d’un sous-groupe uniforme discret de PSL(2, R)C Diff"(S?!) n’est autre
qu'un feuilletage induit par une action homogéne de GA. O

Les résultats de ce paragraphe suggérent la question suivante:

Question 111.4.5. Existe-t-il un feuilletage de codimension 1, de classe C®, sans
feuilles compactes, sur le fibré unitaire tangent d’une surface de genre =2, qui ne
soit pas C* conjugué au feuilletage stable du flot géodésique de cette surface munie
d’une métrique a courbure constante?

Remarquons que Goldman conjecture dans [ Gol] que tous les feuilletages sans
feuilles compactes sur le fibré unitaire tangent d’une surface de genre =2 sont
topologiquement conjugués.

IV. Existence d’un volume invariant
1. Hyperbolicité du flot X

Fixons nous une action localement libre de GA, de classe C'(2 <r < w), sur une
3-variété fermée M que nous supposerons orientable. Si nous ne supposons pas a
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priori que 'action préserve un volume, il n’est pas clair que le flot associé au champ
X est de type Anosov. Le but de ce paragraphe est de montrer que ce flot posséde
cependant un certain nombre de propriétés générales des flots d’Anosov. Nous
noterons dorénavant ¢, le flot associé a X, c’est-a-dire défini par: ¢(m)=(¢',0) - m.

La différentielle de ¢, définit un opérateur sur 'espace de Banach des champs
de vecteurs bornés sur M>. Nous noterons (¢, ), cet opérateur. Il est clair que (¢,),,
préserve le sous-espace fermé formé par les champs de vecteurs tangents au
feuilletage # défini par I'action de GA considérée. On obtient donc un opérateur,
noté (¢,),, de lespace de Banach quotient, formé des champs de vecteurs
«normauxy,

Lemme IV.1.1. Le spectre de opérateur (¢,), est contenu dans le disque unité
ferme.

Démonstration. Dans le cas contraire, on pourrait construire un réel A > 1, une suite
de points m, de M et une suite de réels ¢, tendant vers + oo tels que:

d¢t,.(mn) : Tm,.M / Tmn’g; - T¢:,.(m,.)M / T‘i’t (m“)f >

soit de norme supérieure a ™, (Ces normes sont calculées a 'aide d'une métrique
riemannienne auxilliaire sur M.) Puisque d¢, multiplie Y par e’ et préserve X, on
en déduirait que, si & désigne un champ de vecteurs transverse & & ;

146 (Z m,) | 2 inf(2, )" | Z |-

Construisons alors une mesure v invariante par ¢, définie par:

 fiv=tim ¥ £(g.(m)de.
M t, o

ou f est une fonction continue de M dans R et ou il a fallu éventuellement
remplacer ¢, par une de ses sous-suites.

Par construction de cette mesure invariante et d’aprés la remarque précédente,
il est clair que les exposants de Liapounov de v sont strictement positifs (supérieurs
a Loginf(4, €)) sauf celui correspondant a la direction X (car d¢,(X)=X) (voir
[Pes]).

D’aprés [Rue 1], il existe v-presque partout une variété instable. Celles-ci sont
des sous-variétés de dimension 2, transverses 4 X. Si X est 'une d’elles, il existe un
réel t,>0 tel que ¢, (X)=2 car tous les points de M sont non errants par ¢,.
L’application ¢,, restreinte & X est alors une dilatation de X, ce qui permet de
construire un point fixe répulsif de ¢, |2, c’est-a-dire une orbite périodique
répulsive de ¢,, contrairement a 11.1.8. [

Corollaire I'V.1.2. Il existe un unique feuilletage F° de codimension 1, transverse au
Seuilletage défini par X et Y (que nous noterons désormais ¥*) et ¢, invariant. Ses
Seuilles sont de classe C".

Démonstration. D’aprés le lemme précédent, le spectre de (¢, ), est de la forme {e}
WA ol 4 est contenu dans le disque unité fermé. Par conséquent, si 1 < ¢ <e, alors
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(¢y), est g-hyperbolique et le corollaire est une conséquence de
[Hir-Pug-Shu]. O

Notons toujours y une mesure sur M invariante par I'action de GA.
Proposition IV.1.3. Il existe un borélien N, de u-mesure strictement positive et ¢,

invariant et, pour tout x de N, une décomposition de TM en une somme de trois
droites vectorielles

T.M=RXORYDE,

tels que:
1) E dépend mesurablement de x;
2) cette décomposition est d¢, invariante;
3) N est saturé par F°;
4) sive E3, la limite

lim_~ Log |dgw)] =" ()

existe et est strictement négative.

Démonstration. D’aprés [Rue 1] et [ Pes], il existe u-presque partout une décompo-
sition d¢, invariante et dépendant mesurablement de x

TM=E®E.DE;,
telle que:
1 .
tlir+n 7 Loglldg(v)]|=0 si veE]

=A*(x,v)>0 si veE:

=1"(x,v)<0 si vekE.

Il est clair que RX C E% et RY C EY%. Supposons que dim E% soit égale 4 2 sur un
ensemble de mesure positive. De méme que dans la démonstration de la
Proposition IV.1.1, on produirait une orbite périodique répulsive pour ¢,, ce qui
n’est pas possible. Par conséquent, pour presque tout x, on a EX=RY.
Considérons maintenant un petit arc y contenu dans une orbite de Y. Il existe
alors un prolongement i de D% x [0, 1] dans M envoyant D? x {*} dans une feuille
de #° et {0} x [0,1] sur y. La mesure conditionnelle y; définie sur [0, 1] par:

pX)=p(i(D*x X)), Xc[o,1],

est absolument continue par rapport a 1a mesure de Lebesgue. Ceci provient du fait
que, localement, u s’obtient en intégrant la mesure de Haar de G4 le long d’une
mesure transverse a % °. Nous sommes donc dans les conditions d’application de la
formule de Pesin [Pes] permettant de calculer entropie de ¢, relative a la mesure

7R
h(y, 1) = Li*(x, Y)du=1.



518 E. Ghys

Considérons alors le flot ¢_,; pour évaluer son entropie, nous pouvons
appliquer I'inégalité de Ruelle [Rue 2]. Si & est un champ de vecteurs tangent a E
defini sur 'ensemble N des points ou EJ est non trivial (et par conséquent de
dimension 1), on obtient:

1=h(¢71,u)§[fv—i*(x,3’)du-

Par conséquent, lensemble N des points ot E, est défini est de yu mesure non
nulle. O

Remarquons que N est dense car y charge les ouverts.

Corollaire IV.1.4. La réunion des orbites périodiques hyperboliques de X est dense
dans M.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que argument classique de Hirsch montrant
que la réunion des orbites périodiques d'un flot d’Anosov transitif est dense,
s’adapte sans difficulté dans notre cas. En effet, nous disposons d’une partie dense
N sur laquelle le flot ¢, est «hyperbolique», ce qui permet de construire des orbites
périodiques hyperboliques. Dans la suite, nous conviendrons que ces orbites et
leurs variétés stables sont dans N. [

Résumons les propriétés de ¢,:

1) ¢, est transitif;

2) pour tout x, il existe une variété instable forte (RY);

3) pour un ensemble de p-mesure strictement positive et ¢, invariant, il existe
une variété stable forte;

4) 1l existe un feuilletage stable (resp. instable) de codimension 1.

Ceci va nous permettre de construire des partitions de Markov. Comme nous
ne disposons pas, en tout point, d’une variété stable forte, il va nous falloir affaiblir
la définition.

Définitions IV.1.5. 1) Soiti:[0,1] x[0,1]— M un plongement transverse 4 X. On
dit que i est un rectange si:

a) Vte[O0, 1], 'image de s [0, 1]—i(t, s) est une courbe de classe C" contenue
dans une feuille de #*;

b) Vse[0, 1], 'image de t € [0, 1]—i(¢, ) est une courbe de classe C” contenue
dans une feuille de #°.

2) Si u:[0,1]1x[0,1]-R™ est continu et strictement positif et si i est un
rectangle, on appelle parallélépipéde de base i et de hauteur u 'ensemble:

P; ,={g(i(s, )I(s, 1) [0, 1] x [0, 1], 0=t =S u(s, 1)} -
On supposera toujours que u est suffisamment petite pour que I'application
(s, t, 1)~ ¢ (i(s, 1)) soit un plongement.
3) Une famille finie de parallélépipédes Py, P,, ..., P, est une partition de M si
U Pk=M H
k

a(Pkf\P,)=aPkﬁaP,, lék,lén.
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Donnons quelques notations. Si (P,) est une partition de M et si i, désigne la
base de P,, on notera: ]
R, =i ([0, 11x[0,1D),
"Ry =i ({0, 1} x [0, 1),
"R, =1,([0,1]x {0,1}),
IntR, =i, (]0, I[ x]0, 1]).

Notons R la réunion des R, et T la transformation de R dans R associant au
point x de R le premier point de 'orbite positive de x situé dans R. Enfin, si

X=h(s 0, on pose S(0) =i({s} x [0, 1),
U =ii([0. 1] x {1}).

Définition I'V.1.6. Une partition (P,) de M est une partition de Markov si pour tout

x de IntR,~nT 'IntR, on a
T(S(x)CS(T(x)),

TUX)NSU(T(x)).

PropositionIV.1.7. Il existe une partition de Markov (P,) telle que 0°P, soit contenu
dans la variété stable d’une orbite périodique hyperbolique.

Démonstration. Les propriétés que nous avons établies pour ¢, permettent
d’adapter immédiatement la démonstration de l'existence d’une partition de
Markov pour les flots d’Anosov sur les 3-variétés telle qu’elle est donnée dans
[Rat]. O

Montrons maintenant comment on peut associer une transformation de
I'intervalle & une partition de Markov. Pour tout k, notons I, =i, ({0} x [0, 1]) et
soit 7, la projection de R, sur I, définie par i, (s, t) =i, (0, t). Soit I =UlI,, n: R—I
la projection correspondant aux =, et f la transformation de I dans I définie par:

fO)=m(T"'(x)).
La condition de Markov entraine que le diagramme suivant commute:

T*l
R———

I

La transformation f est de classe C" par morceaux car le feuilletage instable est
de classe C" et la projection = I'est donc aussi.

2. Démonstration du Théoréme D

Nous nous proposons de montrer que toute action de classe C" de GA sur une
sphére d’homologie M préserve une forme de volume. Soit Q, une forme de volume
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quelconque et introduisons les «Jacobiens» définis par
g*QO = Jg . QO .

Nous cherchons une forme de volume de type Q=¢"F- 2, ou F est une fonc-
tion numérique définie sur M. La forme Q sera invariante si, pour tout g, on a:

Fog—F=LoglJ,.

Comme il est difficile de résoudre cette équation, dérivons la et notons w la
forme dF. On obtient:

g*o—w=d(LogJ,).

Lemme IV.2.1. 1l existe une forme mesurable w définie sur les vecteurs tangents a M
en un point de N et sur les vecteurs tangents a F* en un point quelconque, telle que

;ka)—(l)=dLog-](et,0).

Démonstration. Nous connaissons déja w(X) qui doit étre égal a dF (X) =X (F). On
pose donc

0
CO(X) = ELOgJ(ez’ 0)jt=0"

De méme, on pose

a
a(Y)= ‘a‘tLOgJ(l,t)lt-—-o .

11 reste a définir w(Z) ou Z € E5. On doit avoir
@(dg(Z))— (Z) =d LogJ 0 Z) = Z(LogJ o) -
Faisant tendre ¢ vers + oo et utilisant le fait que ||d¢(2)],- +,—0, on pose:
o(Z)=— tllﬁnw Z(LogJ .0
et il nous faut montrer que cette limite existe. Introduisons la fonction

0
Y= T LogJ .0y On a:

LogJ: 0= i Y (p(x))dr.

Z(Log o) (x)= (IZZ(‘P *4)W o= | 492 PG ).

Comme d¢(Z) a une norme décroissant exponentiellement Pintégrale
§ d6(Z) - ¥(4(x))dr converge. [J
0

Remarque. i) w(X) et w(Y) sont des fonctions de classe C"~2;
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i) Le borélien N est saturé par le feuilletage stable. On peut donc considérer la
restriction de w a une feuille stable de N. La formule définissant o montre que cette
restriction est de classe C" 2.

La fonction F que nous cherchons doit satisfaire dF =@ et nous cherchons
donc une «primitive» pour w, mais, a priori, la forme mesurable w n’est méme pas
fermée. Nous allons donc étudier l'intégrale de w sur le bord de petits rectangles
transverses a X, en espérant montrer que cette intégrale est toujours nulle.

Lemme IV.2.2. La restriction de o d une feuille instable est fermée. De méme, la
restriction de @ a une feuille stable contenue dans N est fermeée.

Démonstration. Nous savons que o(X) et w(Y) sont de classe C"~2 et que
pro—w=dLogJ . o Par suite:

dw(dg(X),d¢(Y))—dw(X,Y)=0,
do(X,é Y)—dw(X,Y)=0.
Faisant tendre t vers + oo, on trouve dw(X, Y)=0.

De méme, dans une feuille stable de N, en notant Z un vecteur tangent a E°,
on a: do(X, Z)=dw(d¢(X),d¢(Z)).

On obtient dw(X, Z)=0 en faisant tendre t vers —co. [J

Si la forme w était définie partout et différentiable partout, on aurait donc
Fdo=dw et iydw=0. On pourrait donc interpréter dw comme unc mesure
transverse invariante pour le feuilletage de dimension 1 engendré par X.
Cest-a-dire que si S, et S, sont deux petits disques transverses a X et
«orbitalement équivalents» (cf. Fig.2), le théoréme de Stokes montre que les
intégrales de dw sur S, et S, sont égales.

~~~~~ ///////////////
= ——
8 e

/%?/////

\

Y

Dans le cas général, nous allons construire de la méme fagon une mesure sur R
invariante par T.
Soit ({0} x [, 1) un intervalle de I; définissons une mesure v sur I par:

v(i({0} x [, B]) = f o

ir(0([0, 1] X [a, B1))

Fig. 2

Fig. 3
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Lemme IV.2.3. v définit une mesure sur I, ayant une densité de classe C"~? par
rapport a la mesure de Lebesgue.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que v est bien définie, en effet,
V(i ({0} x [, f]) = fﬂw— {Tw+ﬂ£,w— J o (cf Fig.3).

Les intervalles af et o’ f” sont tangents a une feuille stable de N et 8 et o’ sont
tangents 4 #*; I'intégrale sur ces intervalles est donc définie. D’autre part, | o est

af
une fonction de classe C"~2 de « et B puisque « et f§ restent dans la méme feuille
instable. De méme pour | . Comme les bords des rectangles sont des courbes de

ap’
classe C" et que 'action de GA est de classe (', il existe une fonction C", fel,
-g(f)e GA telle que B'=g(f)- . Par définition de w, on a alors:

| w=LogJ «p(B) qui est une fonction de classe C1dep.
BB’

De méme pour | w. O

ao’
Lemme IV.2.4. La mesure v sur I est f-invariante:

Démonstration. En effet, T([0,1]x[a, f]) (il nous faudrait écrire T(i,{[0,1]
x[a,B])) est une réunion de rectangles du type [0,1]x[a;,f;] ou

U Lo, Bd=f ~ ([, B]). On peut construire une 2-chaine C tangente 4 %#° ou F*
de telle sorte que 8C =0([0, 1] x [«, ﬂ])—@(U [0, 17 x [, /3,-]) (voir Fig. 4).

Fig. 4

La forme w étant fermée sur F° et F*, les intégrales de w sont les mémes sur

a([0,17 x [a, B]) et <U [0,1] x [« ﬂ,-]), Cest-a-dire que

i

v([o, B =v(f"'([o, p1)). O

Lemme1V.2.5. Toute mesure sur 1, a densité différentiable par rapport a la mesure de
Lebesque, et f invariante est de signe constant. Par exemple, v est de signe constant.

Démonstration. Démontrons le pour v. Soit v=v* —v~ la décomposition de
Lebesgue de v. On a alors f,v=f,v* —f,v™ et, par conséquent, f,v*=v* et
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fv~ 2v~. Sl existait un borélien 4 de I tel que v*(4)<v*(f~'(4)), on aurait
VD =vI A+ TI =A< TH AN+ T T =) =vE(D).

On adonc fv =vFet fv =v".

Si v n’était pas de signe constant, I'ouvert des points ou la densité de v est
strictement positive serait donc un ouvert de I, non vide, non dense, et invariant
par f. L’image réciproque par = de cet ouvert est un ouvert de R invariant par T.
Par conséquent, on obtiendrait un ouvert de M, non vide et non dense, saturé par
F*. Ceci est impossible d’aprés I1.1.5. O

Corollaire 1V.2.6. La mesure v (si elle est non triviale) est 'unique mesure a densité
différentiable et f-invariante (a une constante multiplicative prés).

Démonstration. Si 5 est une autre mesure invariante par f, a densité différentiable,
alors pour tout réel k, la mesure v— k# est de signe constant; ceci montre que n est
un multiple constante de v. [

Corollaire 1V.2.7. Il existe une unique mesure positive y, sur R telle que ug soit
T-invariante et py(n~1(A))=v(A) pour tout borélien A de I.

Démonstration. Nous connaissons déja y, sur la ¢-algébre o7, des boréliens du
type n~*(4). Considérons la partition de R formée par les R,nTR;; c’est une
nouvelle partion de Markov, nous pouvons donc construire une mesure v, sur le
nouvel espace I, et une mesure y, sur les boréliens du type n; }(4) (ACI;) qui
forment une o-algébre ./, contenant «¢,,. Le corollaire précédent montre que cette
extension de u,, de &7, & .o/, est cohérente. Par induction, on construit une suite
croissante de o-algébres et des extensions successives de . Il est clair que ces
o-algébres vont engendrer la g-algébre des boréliens de R et nous obtenons donc la
mesure p, souhaitée sur R. [

Rappelons que notre but est de montrer que la forme w est fermée, c’est-a-dire,
d’aprés ce que nous venons de faire, que y, est nulle!
Pour y parvenir, nous utiliserons une autre 1-forme 6 définie sur N par:

Bl=0, O(Y)=0, 6(X)=1.

11 est clair que 6 satisfait ¢}6=40.
De maniére similaire a ce que nous avons fait avec w, nous définissons une
mesure & sur [ par:

({0} x [, f1)) = f 0.

(010, 1] % [a, 1))

Lemme 1V.2.8. ¢ définit une mesure sur I, ayant une densité de classe C"~? par
rapport a la mesure de Lebesgue et f-invariante.

La démonstration est similaire a celles des Lemmes 1V.2.3; IV.24, O

Lemme IV.2.9. Il existe une unique mesure yu, sur R, de signe constant, T-invariante
et telle que p,(n~'(A))=E(A) pour ACI.

La démonstration est similaire au Corollaire IV.2.7. [
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Corollaire IV.2.10. Si pu, est non nulle, il existe une constante k telle que
po=kpy. O

Pensant a u; comme étant d restreint a R, on voit que p, mesure le «défaut
d’intégrabilité» de E‘@E*.

Lemme IV.2.11. Siyu, est nulle, il existe un feuilletage de codimension 1 et transverse
a X tel que les variétés stables fortes et instables fortes, la ou elles existent, sont
tangentes a ce feuilletage.

Démonstration. Dans chaque parallélépipede P, on choisit un point base x, et on
définit la fonction f, par:

fk(X)={0,

ou y est un chemin polygonal tangent a #* ou F°nN et joignant x a x,. Comme p,
est nulle, ceci ne dépend pas du choix de y et définit un submersion de classe C" !
du parallélépipede dans R. Comme il est clair que f, est constant le long d’une
variété stable ou instable, nous avons le feuilletage souhaité. [

Lemme IV.2.12. Si u, =0, alors uy=0.

Démonstration. Comme dans [Pla 3], nous pouvons approcher le feuilletage
construit précédemment par une fibration (voir le théoréme de Tischler). Soit K
une fibre de cette fibration, transverse a X. Sila mesure y, était non nulle, elle serait
par exemple strictement positive sur les ouverts. On peut supposer que tous les

rectangles R, sont contenus dans K et sont tels que |J R, =K. On a alors
k

0<uo(K)= 3 po(Ry) = ; ai‘; a.

Mais cette intégrale est nulle car chaque arc de R, intervient deux fois dans
cette somme, avec des orientations opposées. [

Etudions maintenant le cas ot , 0, ona alors p, =k - ;. Posons 0’ = w —k#.
I est clair que ¢f 0’ — o’ =d (LogJ . o)) €t si i €st la mesure sur R associée 4 @', on
a po=po—ku,=0. Quitte a remplacer @ par w’, on peut donc supposer que
I'intégrale de w sur un lacet polygonal tangent 4 #* ou #°nN et contenu dans un
parallélépipéde est nulle et ceci que u, soit nul ou pas.

On peut maintenant définir une fonction A, sur chaque parali¢lépipeéde P, par

hk(¢t(x)) = { @,

ou y est un chemin polygonal quelconque reliant un point de base au point ¢,(x). Il
est clair que h, est de classe C"~! dans P, et que sa différentielle n’est autre que w
(qui a du étre éventuellement remplacé par ). Par conséquent, la forme w pouvait
étre définie globalement comme une forme fermée de classe C"~ 2.

Démonstration du Théoréme D. Puisque nous supposons que le premier nombre de
Betti de M est nul, il existe une fonction F définie sur M3, telle que dF = w. Sil'on
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intégre I'égalité
;kw_wzdLogJ(ez,o),

on obtient
Fog,—F=LogJ. q+C() ou C()eR.

Revenant aux notations initiales, la forme Q= ef - Q,, satisfait
PFQ=e0Q).

Puisque l'intégrale de Q sur M doit étre préservée, on a nécessairement
C()=0, c’est-a-dire que la forme Q est invariante par ¢, c'est-d-dire par les
homothéties (a, 0). Il reste a montrer que Q2 est aussi invariante par les translations
(1,b). On introduit pour cela les nouveaux jacobiens J, définis par:

g*R=7Q.
OnalJy=J,oh-J, et J,p=1.
En écrivant (a,0)(1,b)=(1, ab) (a, 0), on obtient
Jfa,())"(lab)=-]f1,b)=']f1,ab)°(aaO)'JEa,O),
Ja,n=J1,a°(@0).

Fixons b et faisons tendre a vers 0. On trouve

Ja.m=lim Jiy a0 (a,0)=1.

CaI‘ %1_1;1‘(1) Jl,ﬂ=J1,0= 1.
Les Jacobiens relatifs aux translations (1, b) sont donc eux aussi égaux a 1 et la
forme Q est donc invariante par l'action. [

Remarque finale. Nous ne savons pas si la condition sur le premier nombre de Betti
de M est nécessaire pour obtenir le Théoréme D.
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