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R6sum6. Soit GA le groupe des transformations affines de R pr6servant 
l'orientation. Nous 6tudions les actions localement libres de GA sur les 
3-vari6t6s ferm6es. I1 s'av6re que ces actions sont remarquablement rigides, ce 
qui permet de les 6tudier fi conjugaison diff6rentiable pr6s. Nous classifions 
compl6tement ces actions sous l'hypoth6se qu'elles pr6servent une forme de 
volume puis nous montrons que cette hypoth6se est inutile si la vari6t6 
ambiante est une sph6re d'homologie r6elle. Comme application, nous 
obtenons un r6sultat de rigidit6 pour certains groupes fuchsiens: un nombre 
fini de param6tres suffit pour d6crire, /t conjugaison diff6rentiable pr6s, les 
d6formations de ces groupes dans Diff(S1). 
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O. Introduction 

On d6finit d'ordinaire un syst6me dynamique classique comme &ant une action 
diff6rentiable d'un groupe de Lie sur une vari&6. I1 est clair que le premier cas/l 
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envisager est celui 06 le groupe de Lie est ab61ien et tout particuli6rement celui 
d'un riot. La consid6ration de ces syst6mes dynamiques montre que la seule 
relation d'6quivalence ~raisonnable)> est celle de l'6quivalence topologique: deux 
riots sont topologiquement 6quivalents s'il existe un hom6omorphisme entre les 
vari&6s ambiantes envoyant les orbites du premier riot sur celles du second, tout en 
respectant leurs orientations naturelles. Toute relation d'6quivalence plus forte 
serait instable; par une petite perturbation, on peut modifier les valeurs propres de 
la transformation de Poincar6 d'une orbite p6riodique, ainsi que la p6riode de 
celle-ci. Imposer fi l'6quivalence topologique d'&re un diff6omorphisme ou encore 
de commuter aux riots exclurait donc l'existence de riots structurellement stables. 

I1 est beaucoup plus difficile de perturber une action d'un groupe non ab61ien et 
la relation de conjugaison diff6rentiable peut s'av6rer utile (deux actions sont 
diff6rentiablement conjugu6es s'il existe un diff6omorphisme commutant aux 
actions). C'est ce que nous voudrions montrer dans ce travail fi propos des actions 
localement libres de codimension 1. 

Le premier r6sultat que nous obtenons dans cette direction est le suivant: 

Th6or~me A. Soit Gun groupe de Lie non unimodulaire et ~: G x M ~ M une action 
localement libre de G, de codimension 1 et de classe Cr(2 __< r < co), sur une varidtd 
compacte M.  On suppose que �9 prdserve une forme de volume sur M,  de classe C ~ 
Alors cette forme de volume est en fair de classe C r- 2. 

Par la suite, nous nous int6ressons plus pr6cis6ment aux actions localement 
libres du groupe GA des transformations affines de R pr6servant l'orientation (ou 

encore le groupe des matrices (~ ~) avec a > 0). Nous allons &udier les actions 

localement libres de GA sur les 3-vari&6s ferm6es. 
Plusieurs raisons motivent le choix de ce groupe. La premi6re est le lien 6troit 

entre ces actions et les riots d'Anosov sur les 3-vari6t6s ferm6es; les feuilletages 
stables des riots d'Anosov peuvent &re param&r6s par des actions localement 
libres de GA, de classe C O (cf. [Mar]). 

Par ailleurs, les actions localement libres de groupes ab61iens ainsi que celles de 
groupes nilpotents sont bien connues (cf. [Ros-Rou-Wei, Cha, Hec 1]). Le groupe 
affine apparaTt comme le premier exemple de groupe de Lie r6soluble mais non 
nilpotent. On peut donc consid6rer cette 6tude comme un <~prototype>> d'6tude 
d'actions de groupes r6solubles plus g6n6raux. 

Enfin, dans un travail pr6c6dent, en collaboration avec Sergiescu [Ghy-Ser], 
nous avions mis en 6vidence un ph6nom6ne de stabilit6 tr6s forte pour les actions 
localement libres de GA sur les 3-vari6t6s dont le groupe fondamental est r6soluble. 
I1 s'agissait de savoir si cette rigidit6 6tait due ~ la vari&6 ambiante ou au groupe 
affine. 

Une famille assez g6n6rale d'actions localement libres peut &re obtenue de la 
fagon suivante. Soit G nun groupe de Lie de dimension net  G ~+ ~ un groupe de Lie 
de dimension n + 1 contenant G n. Supposons que G" § 1 contienne un sous-groupe 
discret F tel que G~+~/F soit compact. Le groupe G ~ op6re sur G ~+~ par 
translations ~ gauche; il op6re donc sur G ~+ ~/F. Les actions localement libres 
obtenues de cette fagon seront appel6es ~actions homog6nes de G~>>. 
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Explicitons les actions homog~nes de GA. On montre (voir 11.2) qu'il n'existe 
que deux groupes de Lie simplement connexes de dimension trois, contenant GA et 
poss6dant un sous-groupe uniforme discret. L'un est le rev&ement universel de 
SL(2, R) et l'autre est un groupe r6soluble. Les actions homog~nes correspondant 
~t SL(2,R) sont bien connues, ce sont les <<feuilletages horocycliques~ encore 
appel~s <~feuilletages de Roussarie)) ou encore <<feuilletages stables des riots 
g6od6siques des surfaces/~ courbure n6gative constante)~. Les actions homog6nes 
correspondant au groupe r~soluble sont, elles aussi, bien connues: ce sont les 
feuilletages stables des suspensions d'automorphismes hyperboliques du tore T z. 
Ces deux families d'exemples sont les exemples classiques de <<syst~mes dynami- 
ques hyperboliques)), aux fortes propri6t6s ergodiques. 

Le th6or~me suivant classifie, fi conjugaison diff6rentiable pr6s, les actions 
localement libres de GA pr6servant le volume. 

Th6or~me 13. Soit q): GA x M3 ~ M  3 une action localement libre de GA, de classe 
Cr(2 < r < oJ), sur une 3-varibt~ ferrule M 3. On suppose que �9 prdserve une forme de 
volume de classe C O (et donc C - 2 ) .  Alors �9 est C r-1 conjugube d une action 
homogkne. 

Soit Fg le groupe fondamental de la surface compacte orientable de genre g > 2. 
La donn6e d'une m&rique riemannienna ~ courbure 6gale ~t - 1 sur cette surface 
fournit une repr6sentation injective de Fg dans PSL(2,R) et donc une action 
projective de Fg sur le cercle (identifi6 ~t la droite projective r6elle). Deux de ces 
actions, correspondantes ~i deux m&riques, sont toujours topologiquement 
conjugu6es mais ne sont C ~ conjugu6es que lorsque les m&riques sont isom6tri- 
ques (Ill.4). Nous obtenons alors le r6sultat suivant, qui nous semble surprenant et 
pr6cise la stabilit6 structurelle connue de ces actions. 

Th~or~me C. Soit 7J: Fg~PSL(2,~)CDiff r (S  ~) la representation du groupe 
fondamental d' une surface de genre g > 2 correspondant d la donnke d' une mdtrique d 
courbure constante dgale ~ - 1 .  

Si ~Y': Fg--*Diff'(S 1) ( 5< r<eg )  est une reprdsentation C 3 proche de 7 j (sur un 
systdme de gbndrateurs de F),  alors il existe un diffdomorphisme h de S ~, de classe 
C'-3,  tel que le conjugud de 71' par h est formd de transformations projectives de 
PSL(2,R).  

En d'autres termes, ces actions de Fg sur le cercle sont C~ 
stables, C~-structurellement instables, mais ont un <~module de stabilit6 diff6ren- 
tiable)) de dimension finie; les actions projectives suffisent pour d6crire toutes les 
actions voisines. 

Enfin, toujours guid6s par ces ph6nom6nes de rigidit6 diff6rentiable, nous 
avons cherch6 ~ savoir s'il est n6cessaire d'imposer ~i l'action de pr6server le volume 
pour obtenir le r6sultat du Th6or6me B. Nous y sommes parvenus en imposant une 
condition sur la topologie de la vari6t6 ambiante, ce qui donne une classification 
compl6te des actions de GA sur certaines vari&6s. 

Th~or~me D. SoitM3une3-variktkferm~edontlepremiernombredeBett iestnulet  
�9 : GA x M 3 ~ M  ~ une action localement libre de classe C"(2<r<co) .  Alors, qP 
preserve une forme de volume de cIasse C O sur M ~ (et �9 est donc homogOne d" apr~s le 
Thdor~me B).  
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I. G6n6ralit6s 

1. Propriktks qualitatives des actions localement libres 

Le but de cette partie est de fixer les notations et d'indiquer les principales 
propri6t6s qualitatives des actions de groupes de Lie. Soit G un groupe de Lie 
connexe de dimension n, et M une vari6t6 de dimension p. Une action ~ gauche de 
classe Cr(2 < r < c0) de G sur M est dite localement libre si le stabilisateur de tout 
point de M est un sous-groupe discret de G. Toute action localement libre d'un 
groupe de Lie conduit naturellement ~t une action localement libre de son 
rev6tement universel. Sans perdre de g6n6ralit6, nous supposerons donc que G est 
simplement connexe. 

Si l'action du groupe G sur la vari&6 M est localement libre, les orbites des 
points de M sous l'action de G d6finissent un feuilletage de M de codimension 
p -  n. La feuille de ce feuilletage passant par un point m de M est hom6omorphe au 
quotient de G par le stabilisateur de m. 

Consid6rons une action localement libre 4 de G sur M: 4:  G x M ~ M .  
Pour  simplifier, nous noterons g. m le point 4(g, m). Soit X1 . . . . .  X m une base 

de l'alg6bre de Lie de G consid6r6e comme l'alg6bre des champs de vecteurs sur G 
k les constantes de structure associ6es ~ cette base, invariants ~ droite. Soient c~j 

c'est-~-dire: 

k = !  

A l'aide de 4 et des champs )(~, nous pouvons construire de manidre naturelle 
des champs X i sur M, de classe C r-  1, d6finis par: 

Xi(m) = d 4 ( - ,  m)e (Xi(e)) 

off e d6signe l'616ment neutre de Get  4 ( - ,  m) l'application partielle de G dans M. 
Les champs ainsi construits v6rifient de mani6re imm6diate la relation de 
commutation 

[-X~, X~.] = k X ~-d Cij  k �9 

Nous appellerons ces champs les , champs  fondamentaux associ6s ~t Faction>>. 
I1 est bien connu que, r6ciproquement, si ron  se donne sur M une famille de 
champs de vecteurs complets Xi v6rifiant la relation pr6c6dente, on peut 
reconstruire une unique action 4 de G sur M dont les champs fondamentaux sont 
les Xi. Cette action est localement libre si et seulement si les Xi sont lin6airement 
ind6pendants en chaque point. 

Puisque nous disposons de n champs de vecteurs X~ sur la vari6t6 M ainsi que 
d'une action de G sur M, il peut ~tre utile de d6crire la faqon dont G op6re sur ces 
champs. Consid6rons pour cela la repr6sentation adjointe de G dans son alg6bre 
de Lie Ge. Celle-ci s'6crit sous la forme 

ad(g) (Xi) = ~, aij(g) Xj .  
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Les champs fondamentaux X i se transforment alors sous l'action de G par la 
formule 

g.(Xi)  = 52 aij(g)X j .  

(Comme nous le ferons souvent par la suite, nous avons identifi6 ici l'616ment g de 
G et le diff6omorphisme correspondant de M.) I1 suffit en effet de voir comment les 
champs invariants fi droite Xi se transforment par translation fi gauche. Or, ceci est 
pr6cis6ment une d6finition de la repr6sentation adjointe. 

Nous ne nous int6ressons d6sormais qu'aux actions localement libres de 
codimension 1, c'est-fi-dire que nous imposerons la condition n = p -  1. On peut 
alors faire quelques remarques d'ordre qualitatif sur le feuilletage de codimension 
1 engendr6 par l'action. 

Rappelons qu'un lacet 7 d'une feuille d'un feuilletage est appel6 cycle 
6vanouissant s'il existe une homotopie libre (Tt)o <t_<l telle que 7o = 7; 7o n'est pas 
homotope/t  z6ro dans sa feuille; pour tout t, le laeet 7, est un laeet d'une feuille; 
mais 7t est homotope ~ z~ro dans sa feuille d6s que test non nul. Si un feuilletage de 
codimension 1 ne poss6de pas de cycle 6vanouissant, le groupe fondamental de 
chaque feuille s'injecte dans celui de la vari6t6. La propri6t6 la plus g6n6rale connue 
sur les actions localement libres de eodimension 1 est la: 

Proposition I.l.1. (cf. [Pla 2]). Un feuilletage ddfini par une action localement libre 
d'un groupe de Lie est sans cycle dvanouissant. 

Corollaire 1.1.2. Soit Gun groupe de Lie homOomorphe ~ ~" .  S'il existe une action 
localement libre de G sur une varidtk M de dimension n + 1, alors le rev~tement 
universel M de M est homdomorphe f i ~ "  +i 

Dkmonstration. Soit ~ le feuilletage induit par Faction et ~ son relev6 dans A4. 
Puisque ~- est sans cycle 6vanouissant, toutes les feuilles de J sont hom6omor- 
phes fi G, c'est-/l-dire fi P,". D'apr6s [Pa 1], la vari6t6 M est hom6omorphe fi 
~ , +  1. [] 

Une autre obstruction fi l'existence d'une action localement libre est d6crite par 
le th6or~me suivant: 

Th~or~me 1.1.3. Soit Gun 9roupe de Lie dont tousles espaces homogdnes G/F avec F 
discret, ont une croissance exponentielle. S'il existe une action localement fibre de 
codimension 1 de G sur une varidtd compacte M,  alors le groupe fondamental de M a 
une croissance exponentielle. 

Dbmonstration. Pour les notions de croissance d'une vari6t6 riemannienne, d'un 
groupe de g6n6ration finie, voir [Pla 1] ou [Hec3]. La croissance d'un espace 
homog6ne G/F est la croissance de la m6trique riemannienne provenant d'une 
m6trique invariante fi droite sur G. 

I1 est clair que si un feuilletage peut ~tre d6fini par une action localement libre, 
on peut toujours trouver une m6trique riemannienne sur la vari6t6 ambiante telle 
que les champs fondamentaux X1, X2 . . . . .  X,  soient de norme 1 et orthogonaux 
deux fi deux. Toutes les feuilles sont alors isom6triques fi un espace homog6ne G/F 
muni d'une m6trique provenant d'une m6trique de G invariante fi droite. Sous les 
hypoth6ses du th6or6me, toutes les feuilles sont done/t  croissance exponentielle. 
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La conclusion cherchOe est alors une cons6quence du th0orOme de Plante [Pla] 
suivant lequel la croissance des feuilles d'un feuilletage est dominoe par celle du 
groupe fondamental de la vari0t0 ambiante lorsque le feuiletage consid0rO est sans 
cycle 0vanouissant. [] 

2. DiffbrentiabilitO des formes de volume invariantes ( Thbor~me A) 

Soit 2 une forme de volume invariante fi gauche sur le groupe de Lie G. Notons 
Rg la translation /t droite de G correspondant /t l'610ment g. La <<fonction 
modulaire)) A est le morphisme de G dans R *  d0fini par: 

R*2=A(g) .  2. 

Supposons maintenant que G n'est pas unimodulaire, c'est-~-dire que A n'est 
pas une constante. Soit ~: G x M ~ M  une action localement libre, de classe 
C" (2 ~ r =< co) et de codimension 1, sur la vari0t0 compacte M. On suppose que 
pr0serve une forme de volume f2 de classe C o sur M et l'on se propose de montrer 
que I2 est en fa r  de classe C r-  2. 

Lemme 1.2.1. Il existe un ~l~ment gl de Get un point m de M tels que /101)# 1 et 
gl .m=m. 

Dkmonstration. Soit o) la 1-forme d0finie par cO=ixlix2...ixO. Cette forme 
d0finit le feuilletage associO/t ~ et on a g*co=/1(g)co. Soit X un 010ment de G e tel 
que A(exp(X))< 1 et consid0rons le riot ~t de M associ6 au sous-groupe 
1-param&re exp(tX). T o u s l e s  points de M sont non-errants pour  ~t car ~, 
prOserve O. Puisque ~* contracte co, on d0duit de [Hir-Pug-Shu] qu'il existe un 
champ de vecteurs Z transverse au feuilletage tel que (~t).(Z) tend vers 0 
exponentiellement. ConsidOrons alors un ouvert distingu0 B pour le feuilletage 
0tudi0. I1 est alors facile de construire un r0el t arbitrairement grand et un point 
m de B tel que ~t(m) et m appartiennent ~i la m~me plaque de B. On a donc 
�9 t(m) = go" m off go appartient ~i un voisinage uniform0ment born6 de e dans G. 
Si t e s t  assez grand, le point me t  l'010ment gl = g o  1 -exp(tX) conviennent. [] 

Soit T(t) un arc transverse au feuilletage, param&r0 par t ~ ] - ~, + e[ et tel que 
T(o) soit le point m. Soit U un voisinage de l'010ment neutre de G. Si l 'on choisit U 
et T assez petits, l 'application 

qJ:(O,t)~U x ] -~ ,  +~[~--~g.tEM 

est un diff0omorphisme sur son image notOe V. Soit ~b, l'application partielle de U 
dans M. 

La forme de volume f2, consid0r0e comme mesure sur M, peut se ~< dOsintOgrer)) 
dans 14. C'est-~i-dire qu'il existe une mesure #1 sur ] -~ ,  + e[ (~i densit0 continue et 
strictement positive par rapport  ~i dr) telle que, pour tout bor01ien B contenu dans 
V, on ait: 

(*) ~ I2= ~ 2(Otl(B))d#l(t). 
B ]-~, +8[ 
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Etudions l 'holonomie ~ l'aide de la carte ~. Puisque ~ est un diff6omorphisme 
de classe C r, il existe un r6el positif ~/et deux fonctions de classe C'. 

K: ] - r / ,  +~[~G, 

H: ]-q,  +r/[~]-e, +e[, 

telles que, pour tout t ~ ] - ~/, + 1t[: 

gl" r ( t ) = K ( t ) "  T(H(t))  et K ( o ) = e .  

I1 est clair que H n'est autre que l 'holonomie de la feuille consid6r6e, calcul6e 
sur la transversale T(t). 

On peut alors trouver un voisinage U' de e dans G, contenu dans U, tel que si 
g~  U' et t ~ ] - ~ / ,  +t/[ ,  on ait: 

gl" (g" T ( t ) ) = ( g l g g ;  1). (gl" T(t)) 

= (glgg[ 1). (K( t ) .  r (H( t ) ) ) .  

C'est-/t-dire que, dans la carte ~blv, • 1-,, +,t, l'application 

x e M w * g  1 . x m M  

s'6crit en coordonn6es locales: 

(g, t)~-~(gxgg; a K(t) ,  H(t)) . 

Ecrivons maintenant que f2 est invariante par Faction de G. En choisissant 
pour B l'image par ~b du produit d'une boule et de l'intervalle [0, t], la formule (*) 
donne: 

(**) I dl21(t) = A(gl ) -  x j AK(t)  dl~l(t) 
o o 

car la mesure de Haar  2 est multiplibe par (gl ) - IAK(t)  dans la transformation 

g~--~glgg~IK(t) (gl et t fixes). 

Lemme 1.2.2. Si gl ~ Ge t  m ~ M sont tels que A(g 0 4= 1 et 91 �9 m = m, alors f2 est de 
classe C ~- 2 au voisinage de m. 

D~monstration. Soit u la fonction continue et strictement positive telle que la 
mesure d#l que nous avons construite dans le lemme pr6c6dent soit u(t)dt. La 
formule **) s'6crit alors: 

t n~o 

I u(t) at = A(g l ) - I  j AK(t)  u(t) dt .  
o o 

Si l'on d+rive cette 6galit6 par rapport  ~ t et si l 'on fait t = 0 ,  on obtient: 

u(O) = A ( 0 1 ) - I  a t ( o )  �9 u(o) 
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et par  cons6quent, ~ = H'(o) = A (01) n'est pas 6gal fi 1. D'apr6s [-Ste], le germe de H 
au voisinage de 0 est C ' -1  conjugu6 fi sa partie lin6aire, c'est-/t-dire que l'on 
pouvait  choisir un param&rage de l'arc T(t), de elasse C ~- 1, de telle sorte que 
H(t) = st. Pour  ce param6trage, on a: 

u(t) = A (K(~t)) u(~t) . 

Supposons par  e x e m p l e ,  < 1. On a alors: 

u(t) = u(O) r I  A(K(.~t)). 
i=1 

I1 est facile de v&ifier que ce produit  infini d6finit une fonction de classe C r-  t 
Dans la carte ~b, de classe C r-  1, la forme f2 &ait donc de classe C ~- 1. La forme O 
6tait done de elasse C ~-z au voisinage de m. Remarquons de plus que si la 
transversale T(t) 6tait invariante par  gl,  on aurait u(t)= u(O). [] 

1.2.3. D&nonstration du ThkorOrne A. Rappelons qu'un ensemble minimal ~ d'un 
feuilletage de codimension 1 peut 6tre de trois types diff6rents; soit ~,~r est une feuille 
compaete, soit ~ = M, soit m est de type <<exceptionnel>>. 

Le feuilletage qui nous int6resse ne poss+de pas de feuilles compactes car un 
groupe de Lie non unimodulaire G n'a pas de sous-groupes uniformes discrets F 
(car alors la translation fi gauche sur G/F par un 616ment g tel que A(g)> 1 
augmenterait  le volume total de G/F, ce qui est impossible). 

Les Lemmes 1.2.2 et 1.2.3 montrent  que (2 est de classe C r-  2 sur un ouvert non 
vide et done sur le satur6 de cet ouvert par  Faction car celle-ci pr6serve ~2. Si toutes 
les feuilles sont denses, O est done de classe C ' - 2  sur la vari6t6 M toute enti6re. 

Si le feuilletage poss6de un minimal exceptionnel, le th6or6me de Sacksteder 
[-Sac], montre  qu 'un certain lacet trac6 dans ce minimal a une holonomie 
hyperbolique, c'est-fi-dire que dans le Lemme 1.2.1, on peut choisir m dans le 
minimal. Par  eons6quent, f2 est de classe C r-  2 sur un ouvert rencontrant tousles  
ensembles minimaux. Puisque ~2 est invariante par G, c'est done que f2 est de classe 
C . - z  partout.  [] 

Remarque 1.2.4. On pourrai t  montrer  que, dans les conditions du Th6or6me A, 
Faction de G n'a pas de minimal exceptionnel. 

Rernarque 1.2.5. On pourrai t  affaiblir l 'hypoth6se du Th6or6me A en supposant  
seulement que l 'action pr6serve une mesure absolument continue par  r appor t / t  
une forme de volume et dont  la densit6 est born6e sup6rieurement (voir [-Ghy] 
pour  la d6monstration dans le cas du groupe affine). 

II. Exemples d'actions du groupe affine 

Nous noterons GAle  groupe affine de la droite r~elle, c'est-~-dire le groupe des 
transformations 

x E F , ~ a x + b ~ P ~  a > O .  
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Ce sont les actions localement libres de GA que nous allons 6tudier. Nous 
repr4senterons un 616ment g de GA par un couple (a, b) et, lorsque cela sera 
n6cessaire, nous noterons a(g) et b(g) les deux composantes de g. 

1. Proprikt& de GA 

Nous rassemblons dans une proposition quelques propri6t& alg6briques de GA. 
Toutes sont 616mentaires, nous ne les d6montrerons done pas. 

Proposition II.1.1. Le groupe affine GA est r&oluble, une base de son alg~bre de Lie 
est donn& par les deux champs de vecteurs invariants ~ droite suivants: 

X{~,b)=a ~a + b ~ ,  ~,b )=  ~ .  

La relation de commutation est: 

IX, Y]=  - F .  

Dans cette base, la repr&entation adjointe est donn& par: 

ad(g) 0 {) = )( - b(g) Y', 

ad(g) (Y) = a(g) Y'. 

La mesure de Haar invariante d gauche est la suivante: 

daAdb 
2= a 2 

La fonction modulaire A est: 

,~ (g) = a(g)- '  

La m6trique invariante gl droite sur GA (d6finie ~ une constante multiplicative 
pr&) a une courbure n6gative constante. C' est-fi-dire que GA s'identifie m6trique- 
merit au plan hyperbolique. [] 

La proposition suivante est, elle aussi, classique et 616mentaire: 

Proposition II.1.2. 7but sous-groupe discret de GA est soit trivial soit infini cyclique. 

D6monstration. Soit F u n  sous-groupe discret non trivial de GA. Si F est abdlien, 
deux cas sont possibles: 

i) F est uniquement constitu4 de translations. Etant discret, F dolt ~tre infini 
cyclique. 
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ii) Tous l e s  616ments de F fixent un point commun de R (par l'action 
canonique de F sur R). Dans ce cas, on peut supposer (quitte ~i effectuer une 
conjugaison int6rieure) que F est inclus dans le groupe des homoth6ties de centre 0. 
Ici encore, F &ant discret, il doit &re infini cyclique. 

Si F n'est pas ab61ien, il contient au moins une translation (1, b) et une 
homoth6tie (a, h'). Alors F contient: 

( a ' b ' ) - " ( l ' b ) ( a ' b ' ) " = ( l ' b )  ,,~o , (1 ,0) .  

Le sous-groupe F n'est pas discret. [] 

I1 est bien connu que le demi-plan de Poincar6 est fi croissance exponentielle. 
L'espace homog6ne GA/F off F est engendr6 par une translation (1, b) est un 
"cusp", sa croissance est, elle aussi, exponentielle. Lorsque F est engendr6 par une 
homoth&ie, un calcul facile montre que l'espace homog6ne correspondant GA/F 
est encore un cylindre fi croissance exponentielle. 

En r6sum6, les diverses remarques d'ordre qualitatif que nous avons faites au 
paragraphe Ie t  les propri6t6s de GA que nous venons de d6crire nous m6nent au 
r6sultat suivant: 

Proposition II.1.3. Soit c~ une action localement libre de GA sur une vari~t~ compacte 
M,  de dimension 3 et de classe Cr(r>_-2). Alors: 

i) II existe deux champs de vecteurs X et Y, de classe C r- 1, lin~airement 
ind~pendants en chaque point et v~rifiant [X, Y] = - Y. Ces champs se transforment 
sous l'action du groupe par les formules suivantes: 

g , (X )  = X - b(g) Y, g , (Y )  = a(g) Y. 

ii) Les feuilles du feuilletage induit sont des cylindres ou des plans. Toutes sont 5 
croissance exponentielle. Par consdquent, la vari~t~ M est sans bord, son groupe 
fondamental est fi croissance exponentielle et son rev~tement universel est dif- 
f~omorphe ~ R a. [] 

Pr6cisons ces r6sultats. 

Proposition 11.1.4. I1 existe effectivement des cylindres, il existe effectivement des 
plans. Tousles cylindres ont une holonomie non triviale. 

D~monstration. Si le feuilletage d6fini par l'action avait toutes ses feuilles 
hom6omorphes ~ des plans, la vari6t6 M serait hom6omorphe au tore T a (cf. 
[Ros]). Le groupe fondamental de M ne serait pas ~t croissance exponentielle, d'ofi 
une contradiction. 

De m~me, si le feuilletage ne contenait que des cylindres, le groupe fondamental 
de la vari6t6 serait ~ croissance polynomiale (of. [Hec 2]), ce qui donne encore une 
contradiction. 
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De plus, si l'un des cylindres avait une holonomie triviale, l 'argument utilis6 
dans le lemme fondamental de [Hec 2] pourrait s'appliquer et montrerait que 
toutes les feuilles sont des cylindres. Tousles  cylindres ont donc une holonomie 
non triviale. [] 

Proposition II.1.5. Toutes les feuilles d' un feuilletage obtenu fi I' aide d' une action 
localement libre de classe C 2 de GA sur une vari~tO compacte de dimension trois, sont 
partout denses. 

Dkmonstration. Les feuilles du feuilletage induit &ant des plans ou des cylindres, 
elles ont un ou deux bouts (cf. [Eps]). On utilise alors le rOsultat de Duminy (cf. 
[Dum]) affirmant que si un feuilletage de codimension un et de classe C 2 d'une 
vari6t6 compacte poss6de un minimal exceptionnel, il poss6de au moins une feuille 
ayant une infinitO de bouts. Comme le feuilletage considOr6 est sans feuilles 
compactes, toutes les feuilles sont partout denses. [] 

Remarquons que cet argument reste valable pour une action de groupe 
r6soluble, car les espaces homog6nes de groupes de Lie rOsolubles ont un nombre 
fini de bouts. 

Remarque 11.1.6. La proposition prOc6dente serait fausse si Faction n'6tait 
suppos6e que de classe C 1 (voir [Pla 4] pour une 6tude des ensembles minimaux 
des actions localement libres de GA, de classe C1). 

La proposition suivante sera importante pour la suite: 

Proposition II.1.7. Toute action localement libre de GA sur une 3-vari~t~ compacte 
M prOserve une mesure de Borel finie sur les compacts. Si l'action est de classe C 2, 
cette mesure est positive sur les ouverts. 

DOmonstration. I1 suffit d'observer qu'un groupe r6soluble est moyennable et que 
tout groupe moyennable op6rant sur un compact pr6serve une mesure de Borel 
finie sur ce compact. (voir [Gre]). Le support de cette mesure est un ferm6 invariant 
par Faction. Si celle-ci est de classe C 2, toutes les orbites sont partout denses et le 
support de la mesure est donc M tout entier. [] 

Proposition II.1.8. Si l' action considdrde est de classe C 2, les orbites pOriodiques du 
champ X ne peuvent pas ~tre rOpulsives. Tousles points de M sont non-errants pour le 
riot associd ~ X.  

Ddmonstration. C'est une consOquence imm6diate du fait que le riot associ6 ~ X 
prOserve une mesure ~ qui charge les ouverts. [] 

2. Actions homog~nes de GA 

a) Construction d' actions u homog~nes ~ 

Soient G u n  groupe de Lie de dimension net  G' un groupe de Lie de dimension p 
contenant un sous-groupe isomorphe ~ G. Supposons que G' contienne un sous- 
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groupe discret F tel que G'/F soit compact. Le groupe G op6re sur G' par 
translations ~t gauche, il opdre donc sur l'espace homog6ne G'/F. 

G x G'/F-~G'/F 

(a, h. F ) - , ah .  F.  

Le stabilisateur du point hF est: 

h F h - l n G .  

Ce groupe est discret dans G. Par cons6quent, l'action que nous venons de 
d~crire de G sur G'/F est localement libre. Les actions de ce type seront appel6es 
<<actions homogdnes>) de G. 

Essayons d'appliquer cette m&hode au groupe affine. 

Proposition II.2.1. II existe deux 9roupes de Lie G' et deux seulement tels que: 
i) G' est simplement connexe et de dimension trois. 

ii) G' contient un sous-groupe isomorphe ?t GA. 
iii) G' contient un sous-groupe discret F tel que G'/F est compact. 

Ces deux groupes de Lie sont les suivants: 
i) Le revfitement universel SL2(R) de SL2(R), dont l'algdbre de Lie est 

engendr6e par X, Y, Z, avec les relations: 

[ x , r ] = - L  

[x, z]  = 2 ,  

[Y,, z ]  = 2)( .  

ii) Un groupe de Lie r6soluble de dimension trois que nous noterons G3 dont 
l'alg6bre de Lie est engendr6e par X, Y, Z avec les relations: 

[X, Y]=  - Y ,  

IX, z ]  = Z ,  

[Y,z] = 0 .  

D~monstration. I1 suffit d'examiner, dans la liste des alg6bres de Lie de dimension 
trois (cf. par exemple [-Kir]) celles qui contiennent deux 616ments X et Y tels que 
[X, Y] = -  Y. On trouve finalement que les seuls groupes de Lie simplement 
connexes de dimension trois contenant le groupe affine sont: 

i) ~L~(~t) 
ii) G3 

iii) des groupes de Lie r6solubles non unimodulaires. 
Le troisiSme cas est ~ 61iminer car un groupe de Lie non unimodulaire ne peut 

possSder de souszgroupe uniforme discret. 
Le fait que SL2(R ) contienne des sous-groupes uniformes discrets (i.e. ~i 

quotients compacts) est bien connu. Nous 6tudierons le cas de G 3 dans le 
paragraphe suivant, et en particulier, nous verrons qu'il existe effectivement des 
sous-groupes uniformes discrets de G 3. [] 
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Nous voyons donc appara~tre deux families d'actions localement libres du 
groupe affine; celles sur les espaces G3/F, et celles sur g~L2(IR)/F. Les deux 
paragraphes suivants sont consacr6s fi la description g60m6trique de ces actions. 

Remarque 1. Les t~actions homog6nes)> sont ~videmment transversalement 
homog6nes, c'est-fi-dire que la structure transverse du feuiUetage associ6 fi l'action 
est model6e sur l'espace homog6ne G'/G. 

Remarque 2. Dans le cas d'une action de groupe de Lie nilpotent G, on sait que la 
vari~t6 ambiante est un espace homog6ne G'/F off G' est un sur-groupe de G (cf. 
[Hec 1]). Cependant, Faction localement libre peut ~tre totalement diff6rente d'une 
action <<homog~ne,. En ce qui concerne le groupe affine, nous allons montrer que 
si la mesure invariante est suffisamment r6guli~re, Faction est conjugu~e fi une 
action ~homog6ne>>. 

b) Les actions r162 

Nous nous int6ressons dans ce paragraphe aux actions homog6nes du type: 

GA x G3/F ~G3/F . 

Commen~ons par pr6ciser la nature de G 3 et de ses sous-groupes uniformes 
discrets. Soit A une matrice de SLz(Z) de trace strictement sup6rieure fi deux. La 
condition relative /t la trace signifie que A poss6de deux valeurs propres 
strictement positives. Ceci permet de d~finir A t pour tout r6el t. Consid6rons, darts 
l'ensemble des triplets (t, x, y) de N 3, la loi de composition suivante: 

(t, x, y) (t', x', y') = (t + t', At(x ', Y3 + (x, y)). 

On varifie facilement que ceci d6finit une structure de groupe et que le groupe 
obtenu est isomorphe/t G3 (et ceci quelle que soit la matrice A de SLz(7Z ) telle que 
trA > 2). 

Indiquons comment le groupe affine se plonge dans G3. Soit U un vecteur 
propre de A, associ6 fi la valeur propre positive 2. A l'61~ment (a, b) de GA, 
associons l'616ment 

Loga 

de G3. On obtient ainsi deux plongements de GA dans G3 (un pour chaque 
direction propre de A). 

Soit FA le sous-groupe de G3 form6 des triplets entiers (t, x, y) de 7/3. I1 est facile 
de constater que FA est un sous-groupe uniforme discret de G3. 

Proposition II.2.2. Eespace homog~ne G 3/ F A est diff~omorphe dun fibr~ en tores sur 
le cercle T~ dont la monodromie est donnke par A. Plus prkcisdment: 

T 2 ~- T 2 x R/(m, t)..~ (A(m), t + 1) 

off A d~signe l'automorphisme du tore ddduit de A. 
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D~monstration. Le groupe F A est engendr6 par: 

(i, 0, 0), (0, 1, 0) et (0, 0, 1). 

L'espace homogSne Gs/FA est done l'espace R3 off l'on identifie les points: 

(t, x, y) avec (t + 1, A(x, y)) 

(t, x + l, y) 

( t , x , y + l ) .  

I1 est alors clair que Gs/FA est diff60morphe ~ T~. [] 

La proposition suivante montre que les espaees homog~nes d6crits pr6c6dem- 
merit sont les seuls ~ consid6rer. 

Proposition II.2.3. Soit Fun sous-groupe uniforme discret de G s. Alors, il existe une 
matrice A de SL2(Z), de trace strictement supkrieure dt deux telle que F soit conjug~ d 
FA darts G3. 

Dkmonstration. Le groupe G3 s'6crit comme une extension: 

0 ~ R 2 ~ G 3 ~ R - o 0 .  

Soit V un 616ment de F qui n'est pas dans R 2. Le sous-groupe discret Fnff~: de 
R 2 est un sous-groupe discret invariant par la eonjugaison int6rieure par y. Ce 
sous-groupe n'est pas trivial car, le commutateur de deux 616ments de F appartient 
fi R 2, et F n'est pas ab6lien. Ce sous-groupe n'est pas non plus de rang 1 ear Faction 
de y sur R 2 aurait une valeur propre 6gale fi + 1. Ceei montre que F m ~  2 est 
isomorphe ~ Z 2 et que Faction de V sur p,2 pr&erve ce treillis: I1 est alors facile de 
compl&er la d6monstration. [] 

I1 nous reste it d6erire g60m&riquement les actions obtenues sur ces fibr& TA s. 
Le feuilletage de R 2 par droites parallSles fi l'une des directions propres de A 

d6finit un feuilletage par droites du tore T 2 = p, 2/~2. Le feuilletage produit sur T 2 
x R e s t  6videmment invariant par l'application: 

(m, 0 e T 2 x RF-o(.4(m), t +  1) e T 2 x R .  

On obtient ainsi deux feuilletages (un pour chaque ehoix d'une direction 
propre) sur le fibr6 en tores Ta s. Ces feuilletages sont 6videmment ceux d6finis par 
les actions homog6nes de GA sur Ta s. (Voir aussi [Ghy-Ser] pour une &ude de ces 
feuilletages.) 

Pr6cisons les champs de vecteurs fondamentaux associ6s fi l'action. Soit (u, v) 
des coordonn6es propres de l (  z relatives fi la matrice A et ~ la valeur propre 
correspondant ~ la direction propre choisie. Les deux champs de vecteurs de R 3 

1 0 
g ( u ,  v, t ) -  - -  

Log2 & '  

~ ( u ,  v, t) = 2 t 0 
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passent au quotient sur T~ en deux champs de vecteurs X et Y qui sont bien stir les 
champs de vecteurs fondamentaux associ6s fi l'action. 

En plus de ces deux champs, on dispose d'un troisi6me champ Z correspondant 
au troisi6me g6n6rateur de l'alg6bre de Lie de Gs. Ce champ est d6fini par: 

g 
Z~ .... , t=2- '  au" 

I1 se transforme sous l'action de GA par la formule: 

1 
Vg ~ GA, g ,Z  = ~ Z .  

c) Les actions asemi-simples, 

Le groupe affine se plonge dans SL2(F,, ) de deux faqons (~naturelles~: 

G A-+ SL2(R ) 

(a, b)~-+ 1 
~ 

(a,b)~--~ ~ 0 

b " 

Aces  plongements correspondent des actions homog~nes que nous allons 
d~crire. 

Soit ~I 2 le demi-plan de Poincar& Le groupe PSL2(N) op~re par isom&rie sur 
~"I 2, il op6re donc sur le fibr6 unitaire tangent TI(~I  2) gt ~"I 2. On v6rifie facilement 
que cette action est transitive et libre, ce qui permet d'identifier PSL2(R) ~ T~(H2). 
Consid6rons alors les relations d'6quivalence suivantes dans T~(H2). Deux points 
(xt, Vl) et (x2, v2) de TI(H 2) sont 6quivalents si et seulement si les g60d6siques 
partant de xl et x2 dans les directions Vl et v2 (resp. dans les directions oppos6es 
vl et v2) ont les m~mes points/t l'infini. Les classes d'6quivalence dans TI(~ 2) 
munissent T1 (~2) d'un feuilletage (trivial) invariant par l'action de PSL2(R). Une 
feuille de ce feuilletage peut ~tre repr6sent6e de la faqon suivante: 

Fig. 1 
/& 
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Si F est un sous-groupe discret de SLz(n~. ) tel que le quotient SL2(N)/F soit 
compact, on peut consid6rer la vari6t6 Mr quotient de TI(IH 2) par Faction de F 
munie du feuilletage quotient. Les feuilletages ainsi obtenus sont les ~<feuilletages 
horocycliques>> sur Mr. Suivant la relation d'6quivalence choisie dans T1(~2), les 
feuilletages obtenus sont ceux correspondants aux actions homog6nes de GA sur 
SL2(I~)/F d6duites de l'un ou de l'autre des plongements naturels de GA dans 
SL2(R). 

Les vari6tgs Mr ont beaucoup 6t6 6tudi6es; par exemple, les fibrgs unitaires 
tangents aux surfaces de genre sup6rieur fi deux, ainsi que les vari6t6s de Brieskorn 

Vp, q, r avec - - + - < 1 sont de ce type. En particulier, une infinit6 de ces 
p q r 

vari6t~s M r sont des spheres d'homologie. 
Ici encore, il existe sur M, outre les champs X et Y d~finissant l'action, un 

troisi~me champ de vecteur Z correspondant au troisi~me g~n~rateur de l'alg~bre 
de Lie de SL2(N). Ce champ Z se transforme sous l'action de GA par la formule: 

g,Z= + Z + 2  a~b(g) X - ~ g ~ Y .  bz(g) 

I1 suffit pour cela d'expliciter la repr6sentation adjointe 

ad: SL2(R)~Aut (S12 (~x)) 

et de prendre sa restriction au sous-groupe GA de fa~on fi obtenir l'action de GA 
sur le champ Z. 

d) Propridtds communes aux deux familles d' exemples. 
Relations avec les riots d'Anosov 

Dans les deux familles d6crites pr6c6demment, on a la caract6ristique commune 
suivante. En plus des champs X et Y, il existe un troisi6me champ Z v6rifiant les 
propri6t6s suivantes: 

i) X, Y, Z sont lin6airement ind6pendants en chaque point; 
ii) [X, Y]=  - Y; [X,Z]=Z;  [Y,Z] = - 2 k X ;  

1 b(9) k X -  b2(g) 
iii) o ,(Z) = a - ~  Z + 2 a(9) ~ ( ~  kr. 

Si le r6el k est nul, on retrouve la famille <<r6soluble~>, si k est non nul, on 
retrouve la famille semi-simple. I1 est clair que si, dans le cas g6n6ral, on arrive fi 
construire un troisi~me champ de vecteurs Z v6rifiant les trois propri6t~s 
pr6c6dentes, il sera facile de montrer que l'action consid6r6e est conjugu~e, avec 
param6tres, /t l'une des actions que nous venons de d6crire. En particulier, la 
vari6t6 ambiante sera soit un fibr6 en totes sur le cercle, soit un fibr6 de Seifert. 

Rappelons qu'un flot ft sur une vari6t~ compacte M est dit <~flot d'Anosow> (cf. 
[Ano]) s'il existe une d6composition du fibr~ tangent ~i M en une somme de trois 
sous-fibr6s continus: 

u s 1 r~(M)=Ex@gx| 
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telle que: 
i) E~ est le fibr6 tangent aux orbites de ft. (Ex ~ est de dimension un). 

ii) E u et E s sont invariants par dft. 
iii) dft contracte exponentiellement les vecteurs tangents fi E ~ quand t tend vers 

+ ~ .  

iv) df-t  contracte exponentiellement les vecteurs tangents fi E u quand t tend 
v c r s  + oo. 

On peut dire que la donn6e d'une action localement libre de GA donne lieu fi un 
<<demi-flot d'Anosov>>. En effet, la condition de crochet IX, Y] = - Y montre que 
le flot associ~ fi X dilate exponentiellement les vecteurs proportionnels fi Y. 
Cependant, on ne dispose pas a priori du sous-espace stable E s. Par contre, le 
champ instable E ", qui est ici Y, est suppos6 diff6rentiable, ce qui n'est pas le cas 
pour un flot d'Anosov quelconque. 

Inversement, d'apr~s un th6or~me de Marcus, (cf. [Mar]), pour tout flot 
d'Anosov de codimension un (i.e. tel que la dimension de E u soit un), il existe une 
action localement libre de GA, de classe C o telle que: 

Vx ~ M, le flot t ~ ( e  t, 0). x est le flot donn6. 
Vx ~ M, la courbe b~(1 ,  b). x est une courbe tangente en tout point fi E ~. 
En cons6quence, les probl6mes de classification des flots d'Anosov et des 

actions du groupe affine s'av~rent tr6s voisins. Si l'on s'int6resse aux flots d'Anosov 
dont les sous-espaces stables E se t  instables E~ d6pendent diff6rentiablement de x 
et tels que les vecteurs de E ~ (resp. E ~) soient uniform~ment contract6s (resp. dilat6s), 
alors, on dispose du r6sultat de [-Greel affirmant que seuls les flots homog6nes que 
nous venons de d6crire poss~dent ces propri6t6s. Voici une d6monstration 
616mentaire de ce r6sultat. 

Proposition II.2.2. Soient X ,  Y, Z trois champs de vecteurs de classe C 2, linkairement 
ind~pendants en chaque point sur une 3-vari6t~ ferm~e et tels que IX,  Y] = - Y e t  
IX,  Z] = ~Z pour un certain r~el 4. Alors 

1) 4=  +1;  
2) [Y, Z] est un multiple constant de X c'est-fi-dire que le riot associ~ fi X est un 

riot homogkne, d~crit plus haut. 

Dbmonstration. Si 12 est la forme de volume 6gale fi 1 sur (X, Y, Z), la d6riv6e de Lie 
5exf2 est 6gale ~i (4 - 1)f2. Si ~ 6tait diff6rent de + 1, le volume total de la vari6t6 ne 
serait pas respect6 par le riot associ6 fi X. Ceci d6montre 1). 

L'identit6 de Jacobi, appliqu6e ~t X, Y, Z donne 

- [ Y , Z ] + [ [ Y , Z ] , X ] - [ Z ,  Y] =0  

et, par cons6quent, le champ [Y, Z]  commute avec X. Puisque X est de type 
Anosov, il est 616mentaire que ceci implique que [Y, Z]  est un multiple constant de 
X. [] 

III. Classification des actions de GA preservant le volume 

Dans ce chapitre, nous consid6rons une action localement libre de GA, de classe 
Cr(2<r<~o) sur une 3-vari6t6 compacte M. Nous supposerons qu'une mesure 
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invariante par l'action est une forme de volume de classe C r-2. Nous nous 
proposons de construire un champ de vecteurs Z de classe C r- 2 tel que l'on air les 
6galit6s 

[X, Z] = Z ,  

[ Y, Z] = -  2kX,  

pour une certaine constante r6elle k. 
Pour cela, nous allons d'abord construire un champ Z de classe C o se 

transformant sous l'action de GA selon la formule: 

1 _ __b(g )_  _b2(g) 
g , Z =  - -  Z + 2 k - - X - - k - -  Y. (1) 

a(g) a(g) a(g) 

Nous montrerons ensuite que le champ trouv6 est de classe C r- 2 et qu'il vOrifie 
les relations de crochet 6crites plus haut. 

Nous utiliserons de far importante la classification des repr6sentations 
unitaires irr6ductibles du groupe affine. Commen~ons par faire quelques rappels 
concernant ces repr6sentations. 

i. Representations unitaires irr~ductibles du groupe affine 

Une r6f~rence g6n6rale est [Kir]. 

D~finitions. Une repr6sentation unitaire d'un groupe de Lie G dans un espace de 
Hilbert H est un morphisme continu de groupes 

R: G~Aut (H)  

tel que pour tout 616ment g de G, l 'automorphisme R(g) est unitaire. 
Deux repr6sentations R1 et R2 d'un groupe G dans les espaces de Hilbert HI et 

Hz sont 6quivalentes, s'il existe un isomorphisme ~0 de H1 sur H2 tel que: 

Vg e G, R2(g) = qgRl(g)qg- a 

La repr6sentation Res t  dite irrOductible, si les seuls sous-espaces ferm6s de H 
invariants par tousles R(9) sont {0} et H. 

Le thOor+me suivant montre que l'6tude des repr6sentations unitaires se r+duit 
en grande partie ~ celle des reprOsentations unitaires irr6ductibles. 

Th6or6me III.l.1. (cf. [Kir], page 144). Toute representation unitaire R de G dans un 
espace de Hilbert sdparable H peut ~tre ddcomposde en une somme continue de 
reprdsentations irrdductibles. 

Explicitons un peu ce th60r~me. I1 existe un ensemble mesur6 (X, v) tel que 
l'espace H est une somme continue d'espaces de Hilbert Hx: 

H = S nxdv.  
x 
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Et la repr6sentation R se d6compose en: 

R = ~ R xdv 
X 

off R~ est une repr6sentation unitaire irr6ductible de G dans H~. 
I1 s'av6re que les repr6sentations unitaires irr6ductibles du groupe affine sont 

enti6rement connues ~ 6quivalence pr6s. Donnons en la liste (cf. [Nai, Gel]): 

(1) Les representations de dimension un. 

I1 s'agit d'une famille fi un param&re. Soit ~ un r6el et consid6rons l'espace de 
Hilbert H~ =112 et la repr6sentation R~ d6finie par: 

R~ 
GA x H,, ~ H~ 

(a, b), z~--~e i~ L o g a  . Z .  

(2) Les representations de dimension infinie. 

Il y a deux telles repr6sentations. Soit H+ (resp. H_) l'espace de Hilbert 
/ - - k  

L21p,.*,a~Xx) et consid6rons les repr6sentations R+ et R_ suivantes: 

R+: G A x H + - ~ H +  

R + [(a, b), f ]  (x) = eibXf(ax), 

R_:  G A x H _ ~ H _  

R_ [(a, b), f ]  (x) = e-ib~f(ax). 

Les repr6sentations R~, R § et R_ 6puisent la liste des repr6sentations unitaires 
irr6ductibles de GA. 

Indiquons maintenant comment nous pouvons associer une repr6sentation 
unitaire de GA fi une action localement libre de GA sur une vari6t6 compacte M. 
Soit # une mesure invariante par l'action. Puisque GA op6re sur M, il op6re sur 
l'espace de Hilbert L2(M, #) de la faqon suivante: 

GA x LE(M, p) ~ L2(M, p) 

(9, F)~-. F o 9 - I . 

Cette repr6sentation de GA dans L2(M, p) est unitaire car la mesure/z est 
invariante: 

S [F~ ~ WlEdl ~. 
M M 

C'est cette reprOsentation que nous allons utiliser. Remarquons que celle-ci 
n'est pas irrOductible. Par exemple, dans le cas des actions homogOnes sur TA s, le 
sous-espace de L2(T 3, ft) form0 des fonctions constantes sur les fibres est un sous- 
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espace ferm6 non trivial et invariant par la repr6sentation. Ce sous-espace 
s'identifie ~i l'espace des fonctions d6finies sur la base de la fibration, c'est-h-dire 
l'espace des fonctions p6riodiques de ~ dans ~.  La d6composition de la 
repr6sentation restreinte ~t ce sous-espace est exactement la d6composition des 
fonctions p6riodiques en s6ries de Fourier. 

2. Le champ Z de classe C O 

a) Position du problkme 

Supposons la vari6t6 M compacte orientable et notons toujours s une forme 
volume invariante par l'action de GA. 

Soit alors Z'  un champ de vecteurs tel que: 

O(X, ~ Z') = 1. 

Appliquons un 616ment g de GA fi cette 6galit6: 

g*O(X, Y,, Z') = f2(X, Y, Z') = 1, 

O(g ,S ,  g ,K  g,Z ' )  = 1 , 

f2(X - b(g) Y, a(g) Y,, g , Z 3  = 1. 

Ceci montre que g ,Z '  s'6crit sous la forme: 

g,Z'= ~ z'+ ~;x + ~e;r, 

! z off fig et ~g sont, pour chaque g de GA, des fonctions r6elles d~finies sur M. 
Commen~ons par expliciter les relations fonctionnelles liant les fonctions ~ et ~ .  

Si g e t  h sont deux 616ments de GA, on a: 

1 
i ( g h ) , Z ' -  Z'  + ~'ghX + ~Pgh Y 

a(gh) 

=g,(h,Z) 
=g,(al(h)Z'+~'hX+'e'hY) 

__ la(h) [ a ~  Z" + ~'gX + ~P'gYl + ~'h ~ g -  l [ X - b ( Y )  Y] + ~'h ~ g -  l " a(g) Y" 

Ceci m~ne aux 6galit6s. 

1 ~;~ = a - ~  ~; + ~ o  g-~. (2) 

, 1 
gJgh = ~ h )  ~'g-  b(g)~'h~ g -  ' + a(g) ~'ho g -  ' (3) 
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Notre probl6me est de trouver un champ Z se transformant par GA comme 
dans la formule (1). Nous chercherons Z sous la forme: 

Z = Z ' + F . X + G .  Y, 

off F et G sont des fonctions num6riques d6finies sur M. 
Exprimons les conditions impos6es ~ F et G. On a d'une part: 

g , Z = g , Z ' + F o  9 l ( X - b ( g ) Y ) + G o g - l a ( g ) Y  

1 
t t a(g) Z ' + r  T o Y + F o g  l (X_b(g )  Y ) + G o g - l . a ( g ) .  y 

1 
= a(g~ [ Z -  FX  - G Y] + O'gX + T" o Y + F o g-  I(X - b(g) Y) + Go g-1.  a(g) Y. 

D'autre part, la condition impos6e ~i Z est: 

g , Z =  1 Z+k2b(g )  X _ k  bZ(g) 
a(g) a(g) ~ Y" 

En comparant ces deux formules, on obtient les conditions cherch0es: 

_ 1 r + o ' g + F o g - l = 2 k b ( g )  (4) 
a(g) a(g) ' 

1 - --a(g) G + T' o - b(g)V o g- 1 .at_ a(g) G ~ g - 1 = _ _  k b2(g)a(g)" (5) 

Finalement, le probl6me est le suivant: ROsoudre les 6quations fonctionnelles 
(4) et (5) sachant que r et T~ satisfont (2) et (3). 

Remarque. Tous ces calculs pourraient se formaliser de la far suivante. Soit Y" 
l'alg6bre de Lie des champs de vecteurs tangents aux feuilles. Le groupe GA opOre 
0videmment sur 5~. Les fonctions r et T' 0 permettent de d0finir une application: 

c: G A ~ X  

(r + T'.Y). 

Les conditions (2) et (3) signifient simplement qu' une cochatne de GA "~ valeur 
dans Y" est un cocycle. De m~me les fonctions F et G d6finissent une 0-cochaine a 
de GA ~ valeur dans f ,  en l'occurence le champ F X +  GY. Notons c k le 1-cocycle 
suivant: 

Ck: G A f f  

g ~k(2b(g) X -  b2(g) Y). 

ROsoudre les 6quations fonctionnelles (4) et (5) revient ~ r6soudre l'6quation en 

C-Ck=d~ . 
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Autrement dit, nous sommes pr6cis6ment en train d'&udier une classe de 
cohomologie de H i  (GA, ~Y), cohomologie continue de GA ~ valeur dans Y'. Nous 
n'utiliserons pas cependant ce formalisme car nous aurons besoin par la suite de 
formules explicites. 

b) R~solution partielle 

Nous allons r6soudre (4) et (5) dans le cas particulier off g est une homoth&ie (a, 0). 
Nous verrons ensuite que si les 6quations (4) et (5) sont v6rifi6es pour les 
homoth6ties, alors elles le sont pour tousles 616ments de GA. Ceei est dans l'esprit 
d'un lemme dfi fi Mautner que nous citerons iei bien que nous ne l'utilisions pas. 

Lemme. Soit R u n e  representation de GA dans un espace de Hilbert H. Soit V 
un dlkment de H invariant par les homoth~ties, i.e.: 

V a > 0 ,  R(a,O)(V)=V. 

Alors, Vest  invariant par  tout le groupe: 

V9 ~ GA,  R(g) (V) = V. [] 

Commenqons done par 6tudier le cas des homoth6ties. Si g=(a ,O) ,  les 
6quations (4) et (5) s'6crivent: 

F = aq)~a, o) + aF o (a -  1,0),  

G = aT~a,o ) + aZG o (a-  1,0).  

Consid6rons, dans l'espace de Banach Co(M) des fonctions continues sur M, 
les fonctionnelles U~ et V~ suivantes. 

F ~ Co(m)  ~ U,(F) = a(:~,, o) + a. F o (a -  1, 0) ,  

G ~ Co(m) -~  V~(G) = a Tt'~, o) + a ZG ~ (a -  1,0) .  

I1 est clair que, si a est strietement inf6rieur/~ 1, ces fonctionnelles sont des 
contractions. I1 s'ensuit que, pour chaque a strictement inf6rieur fi 1, il existe un 
unique couple de fonctions (Fa, G~) tels que: 

F a = U ,( F ,) , 

G. = V~( G.) . 

Montrons, maintenant, que les solutions trouv6es (F~, Ga) ne d6pendent pas de 
a et que eette solution commune est encore solution pour a sup6rieur fi 1. I1 suffit 
pour cela, de remarquer que si a e t a '  sont deux r6els strictement positifs: 

Ua o U~, = U~, o Ua = U~,,  

V.o vo, = v., o v . =  vo.,. 

Les op6rateurs Ua et Ua, (resp. V, et V,,) commutant,  et ayant chacun un unique 
point fixe, ces points fixes sont en fait tous les m~mes, c'est-~-dire que 

F~=F. ,  et G,=Ga, ,  si a < l  et a ' < l .  
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Soit F (resp. G) cette solution commune et soit a >  1. O n  a alors: 

U; '(F) = U,/.(F) = F.  

Donc 

et de m~me 

F = U~(F) 
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Ceci donne: 

1 
4 . = ~'. - y ( ~  F + F o o - , 

1 1 +  . 
7 t o = ~ ' o - ~ ( ~ G - b ( 9 ) F o g -  a(g)Gog- '  

Les fonctions ~b o et 710 v6rifient elles aussi les relations (2) et (3). Par dOfinition de 
Z, on a: 

~a,o)=0, 
7t(~, o) = 0. 

= v . ( e ) .  

En conclusion, nous avons trouv6 deux fonctions F et G v6rifiant (4) et (5) dans 
le cas particulier off 9 est une homoth&ie. I1 va falloir montrer maintenant que si les 
6quations (4) et (5) sont v6rifi6es lorsque g est une homoth&ie, elles le sont aussi 
pour les autres 616ments de CA. 

c) R~solution 91obale 

Consid6rons le champ Z d6fini par: 

Z = Z ' + F X + G Y ,  

oti F et G sont les fonctions trouv6es pr6c6demment. Introduisons les fonctions ~b 0 
et 7~g telles que: 

g , Z  = a ~  Z +qkgX + 7JOY. 

Ces fonctions peuvent, bien stir, s'exprimer en termes de ~b'o et tp~. 

g ,Z  = g ,Z '  + F o g- l(X - b(g) Y) + G o g-  x. a(g) Y 

1 
- a (g) Z '  + ~'oX + ~'o Y + F o g -  ' ( X  - b (g) Y)  + G o g - ' .  a (g) Y. 
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Nous aurons donc r6solu notre probl6me si nous montrons la proposition 
suivante: 

Proposition III.2.1. Soient qJo et 71 o deux familles de fonctions continues sur M, 
indexkes par les kl~ments g du groupe affine et vbrifiant: 

1 g t 1)  gh=a   o+ ho , 

1 
2) ~oh = a(h) ~o-- b(O)Oh o g -  1 + a (a )  tli h o g - 1, 

3) tp(~, o) = O, 

4) ~b(,,o)=0. 

Alors, it existe une constante r&elle k telle que: 

Vx e M ~bg(x) = k. 2b(g) 
' a(g) ' 

7'g(x) = - k bE(g) 
a(g) " 

La suite de ce paragraphe est consacr6e ~i la d6monstration de la proposition. 
Nous allons utiliser ici les r6sultats de la partie 1 concernant les repr6sentations. 
L'espace de Hilbert LZ(M, #) se d6compose en une somme continue d'espaces de 
Hilbert, chacun d'entre eux &ant isomorphe/t H,, H+ ou H_.  Sur chacun de ces 
espaces, la repr6sentation est R~, R+ ou R_. Les fonctions ~b o et Tg, en tant 
qu'616ments de L2(M, #) vont se d6composer sur les diff6rents espaces H,, H+ et 
H_. Nous allons montrer que les composantes de ~b o et 7~ o sur H,, H+ et H_ sont 
toutes nulles, ~i l'exception des composantes sur Ho qui sont respectivement 6gales 

2k b(g) bZ(g) ~i a ~  et - k  a ~ - "  La repr6sentation Ro correspondant aux fonctions 

invariantes par GA et les fonctions ~b 0 et 7~g 6tant continues, la proposition sera 
d6montr6e. En d6finitive, la proposition se scinde en trois lemmes correspondants 
aux trois types de repr6sentations: Ro, R, (avec ~ # 0) et R+. 

Lemme III.2.2. (Cas de Ro). Soient zg et wg deux familles de complexes, index~es 
par GA telles que: 

1 
1) Zgh = a(h) Zg+Zh; 

1 
2) Woh = ~ h )  w g -  b(g)z h + a(g)Wh;  

3) z~a,o)= 0; 

4) w(~, o) = O. 
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Alors, il existe une constante k telle que: 

b(g) 
Vg ~ GA, zg = 2k a(g)' 

k b2(g) w g = - -  a (9)"  

Lemme III.2.3. (Cas de R~, avec c~:t:O). Si zg et wg vbrifient: 

1 
1) zg h = a(h) zg + ei~L~ zh; 

1 
2) Wgh = ~ Wg-- b(g) e i~ Loga(g) . Zh .1r a(g) e iaL~ �9 Wh; 

3) zt. ' 0) = 0; 

4) w~,,,o)= 0.  

Alors, pour tout g de GA, on a: 

Z g = W g ~ O .  

Lemme III.2.4. (Cas de R+ et R_) .  Soient F 2 et Gf (resp. F~, et G2) deux 

famillesde f o n c t i o n s d e L 2 t R * , ? )  indexbespar GA et tellesque: 

1 
1) Fg(x)  = ? ( g  F ;  (x) + e +- ,b~g).~ F~ (a(g) x); 

1 
2) G~(x) = ~ ( ~  G~ (x) - b(g) e +- ib(g)~ F~ (a(g) . x) + a(g) e +- ib(~ (a(g) . x); 

3) F~ ,o )=0 ;  
+ 

4) G~,o)=0 .  

Alors, Vg ~ GA, F~ = G~ = O. 

D~monstration des Lemmes III.2.2, 3, 4. 

Lemme III.2.2. On a: 

1 

D'autre  part :  

1 
2(a,b ) : Z(1,b)(a,O) : a Z(1,b) ~- Z(a,O ) : ~ Z(l 'b) �9 

Z(1,b+b, ) = 2(l ,b ) + 2(1,b,) �9 
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I1 existe donc une constante k telle que 

z(l, b) = 2k. b. 

Par  suite: 

b 
Z(~,b) = 2k - .  

a 

Etudions maintenant  w 0. 

1 
W(a,b) = W(1,b)(a,  O) = a W(1 ,b) - -  b z (a ,  o) + W(a, O) 

1 
= -- W ( l , b  ) �9 

a 

D'autre part:  

W ( l , b + b ,  ) = W ( 1 , b  ) - -  bz(1,b, ) + W(Lb, ) 

= W(~,b) + w(1,b,)-2kbb'. 

Ceci montre  qu'il existe 2 tel que: 

W(1 ,b) = - -  k b 2  + 2b. 

C'est-~i-dire que: 

b 2 b 
W ( a , b ) =  W(1,b)  = - k - -  + 2 - .  

a a 

Montrons  que cette valeur de wg ne peut satisfaire l '6quation fonctionnelle que 
si ; test nul. 

1 - k - - + 2  - b . 2 k  +a + 2  W("'b)(""b')= a ~ a d - J  d ' 

(b + ab') z + 2 ab" + b 
W(aa', ab" + b) ~ - -  k aa' aa' 

On doit donc avoir l'identit6: 

- k  (b2 2bb'a + 2 - -  b+a2b ' - k (b+ab' )2  +2hha- '+-  
aa" aa" aa" 

Ce qui donne imm6diatement 2 = 0  et donc finalement: 

k b2(g) [] 
V g ~ G A ,  w a = -  a(g)" 
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Lemme III.2.3. On proc6de de fa~on analogue: 

1 
Z(a,b) = Z(1 ,b)(a, 0) ~--- a 2( l 'b)  + ei~L~ 1 z(a' 0) 

1 
= ~ 2(l ,b)  ~ 

z ( l , b  +b') = 2(1,b)  + Z(t,b ')  �9 

Ceci montre  que z o doit s'6crire sous la forme: 

1 = 2 k  b.  
Z(a'b) ~--- ~ Z(l 'b)  a 

Montrons  que ceci ne peut convenir que si k est nul. 

1 
Z(a, b) (a', b ~) = S t  Z(a, b) @ eic~ Loga . Z(a, ' b' ) 

__ b / 2k . ( ab" + b ) 2k b + ei~Loga . 2k_~ 
aa' a" a 

ceci n'est possible que si k est nul, c'est-~t-sire que: 

V9 ~ G A ,  zg = O. 

Etudions wg de la m~me faqon. 

1 
W(a, b) = W(1, b) (a, O) : a w(1, b), 

W ( l , b + b , )  = W ( 1 , b ) ' +  W(1,b , )  . 

On doit donc avoir: 

wt~,b ) = 2b, 

donc 1 
W~,b) = -- 2" b. 

a 
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Or, on v6rifie, de m~me que dans le Lemme 111.2.2 que cette valeur ne peut 
convenir que si 2 est nul, c'est-~-dire: 

V 9 E GA ,  w o = 0 .  [] 

Lemme 111.2.4. On proc6de d'une faqon similaire. (Nous traitons seulement le 
cas de R +, l 'autre cas ~tant identique.) 

1 
F ( a ' b ) ( X )  = F ( l ' b ) t a ' O ) ( X )  = a F(l'b)(X) c a r / ; C a ,  0) est nul. 
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On obtient alors: 

1 
- aa; F(l'ab'+b)(X)" 

Cette 6galit6 donne pour a = 1. 

F(1,b)(x) + eibX F(1 ,b ' ) (X)  = F ( 1 , b  +b')(X) 

et par sym6trie: 
F(a,b,)(x) + eib'x F(1 .b ) (x )=  F . . b .  +b)(X) . 

Ceci montre que: 
F(1,b)(x) _ F(x,b')(x) 

1 - -  e ibx 1 - -  e ib'x " 

Par cons6quent, Ftl,b) s'6crit Sous la forme: 

Ftl,b)(X ) = (e ibx - 1) ~p(x). 

L'6galit6 (1) donne alors: 

1 (e,b x _ 1) ~o ( x )  + e ibx ! (e'-b'~ _ 1) ~o (ax )  = 1 (e ~(.b, + b)~ _ 1) ~p (X). 
aa" a'  aa '  

Rempla~ons ab" par b', on obtient: 

(e ibm' - 1) q~ ( x )  + aeib~'(e ib'x _ 1) q~ (ax)  = (e i~b' + b)~, _ 1) q~ (X) . 

La quantit6 a ~o(ax) est donc ind6pendante de a, c'est-~t-dire que ~o s'6crit sous la 
forme: 

F i n a l e m e n t ,  F(a,b  ) s'6crit: 

2 
~ o ( x )  = - .  

x 

Enfin, ceci entrMne que 2 est nul car la fonction F(a,b ) est  un 616ment de 

L 2  [ " , d x \  ~R+,-~-), alors que la fonction 

e i b x -  1 
X t - - - - ~ - - ~  

X 

n'est pas dans Lz ( R * ,  ~ ) .  Donc Fg=0.  

l (eibX 1)r ) l (eibx 1 ) ~ .  Ft"'b)(x) = F~I"b)(X) = a a 
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Etudions maintenant, de la m~me fayon, la fonction G o. G(a,b)=Gu,b)(~,o) 
I 

= --GU,b)(X ) car Fg et G(a,o) sont nuls. L'6quation fonctionnelle s'6crit alors: 
a 

1 
G(o,b)(o, b,)(x) = ~ G.,ab, +b~(x) 

= a ~ a G u ' b ) ( x )  +aeibx Gu'b')(ax)" 

Pour a =  1, on obtient: 

G(l,~+b,)(X) = G(l,b)(x) + eibXGu,b,)(X) . 

C'est-h-dire, que, ici encore, G~l,b) s'6crit sous la forme: 

G(L b)(X) = (e ibx -- 1) q~(x). 

L'6quation fonctionnelle s'6crit alors: 

• 
- 1) q9 (x) = 1 (eib ~ _ 1) ~p (x) + ~ eib~(eib '~' -- 1) q~ (ax) .  (e i (ab" + b)x 

aa" " aa 

Ici encore, en remplaqant ab" par b', on obtient que cp s'6crit sous la forme 

2 
~o(x) = ~ .  

1 
C'est-/t-dire que G(.,b)(X) = a GU'b)(X)= 1_ (eib:, - 1)r 

a 

Cette fonction nest  dans L que si 2 est nul, ce qui montre que G o = 0 

et termine la d6monstration des trois lemmes. [] 

Nous avons donc en d6finitive trouv6 un champ de vecteurs Z de classe C o tel 
que 

1 b(9) X b2(9) 
a) o . Z =  ~ ( ~  Z + 2 k - d ~  - k  ~ V; 

b) ~2(X, Y, Z) = 1. 

Le but du paragraphe suivant est de montrer que ce champ est diff&entiable. 

3. Diff&entiabilitd du champ Z .  Ddmonstration du ThdorOme B 

Pour montrer  que le champ Zes t  diff&entiable, il suffit de montrer  qu'il rest sur un 
ouvert, car l'ensemble des points off il est diff6rentiable est clairement invariant par 
l'action du groupe et les orbites de cette action sont denses. 
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Consid&ons un point m de M stable par l 'homoth6tie (A, 0). Puisque l'on a: 

(A, O),Z~ = 1 Z~.  

(A. O),X.~ = X~. 

les valeurs propres de 

sent 

(A,O).Y,.=AY,. ,  

(A, 0)," TIn(M)~ TIn(M), 

1 
A, 1 et -- 

A" 

Nous pouvons donc construire une vari&6 stable T du point fixe m (cf. 
[Hir-Pug-Shu]). I1 s'agit d'une courbe diff6rentiable, de classe C r, immerg6e dans 
M, invariante par (A, 0) et telle que: 

y ~ T implique (A, 0)"y , m. 
n--* oo 

Construisons, comme nous l'avons fait au paragraphe 1.2.2, une carte de M au 
voisinage du point m, en choisissant un arc T'  voisinage de m dans T et un 
voisinage U de l'616ment neutre dans GA de telle sorte que: 

U x T ' ~ M ,  

g, t--~g" t, 

soit un diff~omorphisme sur son image. 
Comme au paragraphe 1.2, la forme ~ donne une 1-forme diffOrentielle sur T' 

de classe C'-2.  Param&rons T'  ~ l'aide de cette forme, soit T(t) ce param&rage. 
On obtient alors une carte de classe C ~- ~ au voisinage de m 

U x ] - e ,  + e [ ~ M ,  

(~, fl), t ~(a ,  fl) . T(t) ,  

telle que: 
1) dans cette carte, la forme invariante s'6crit 

dt ^ da ^ d___fl~ 

2) dans la carte, l 'application 

y ~ M ~ ( A , O ) . y ~ M ,  
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s'6crit: 

3) pour les valeurs de g = (a, b) proches de l'identit6, l'application 

y ~ M ~ 9 " y e M ,  

s'6crit dans la carte: 

(a, fl, t) og (as, aft+ b, t). 

509 

c'est-g-dire 

La condition 1) relative/t la forme volume donne w(t)= 1. La condition 3) 
permet de calculer Z en un point quelconque: 

O(~,/~),(Zl,0,t) 1 Z~,a, ,+2kfl  - fl 2 =~ x~,~,,-kTLp,, 

, =u(t)O~,,,),(X)l,o,,+ v(t)O,,,,),(~')~,o,,+ O(~,,,, (~)l ,o,~ 

u ( t ) ( X - f l I r ) + v ( t ) . ~ Y +  ~ = ].~ ,,+ 2k fl- X - k  

Finalement: 

Z=, I~,, = (eu(t) - 2kfl)X~, ~,, + (e2v(t) - eflu(t) + kfl2) y,,p,t + e ~ . -  c~ 

Proposition III.3.1. Soit k un rkel quelconque. Alors, il existe un unique 9erme de 
champ de vecteur Z de classe C O au voisinage de (1, O, O) dans GA x [1 tel que: 

do~ /x dfl 
1) dt /x - ~ - -  (X, Y, Z) = 1 (off X et ~" sont les champs canoniques sur GA ) ; 

2) (~9,Z= ~-2; 
3) (Og),Z= 1 ~. _. b(g) ~ _ k  b2(g) Y pour les valeurs de g proches de a @ Z + : z k  a--@ a - @  

l'identits 
Cet unique germe poss~de un repr&entant global analytique. 

DOmonstration. Cherchons la restriction de Z / t  {e} x R.  

8 
21,o,,=u(t)Xl,o,,  + v(t) Yl,o,, + w ( t ) ~ .  
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I1 reste fi v6rifier la condition 2. 

1 
(4A),(2) = ~ 2 ,  

(au(t) - 2kfl) X + A(o~2v(t) - czflu(t) + kfl 2) Y + A Ot ' 

Ce qui donne, r6ductions faites: 

1 ( t )  
u ( t ) =  ~ u ~ , 

Aa2v(t)  - Aaf lu( t )  = ~ v - aflu . 

La premi6re de ces 6quations donne: 

- -  ~ 0  u(t)  = A" , ~  " 

Donc u(t)  = O. 
La seconde devient donc: 

v(t) = ~ v . 

De m~me v ( t ) =  v , O. 
n ~ o o  

Par cons6quent v ( t ) = 0 .  C'est-~-dire que le seul germe de champ Z v6rifiant 1), 
2) et 3) est: 

0 
2 = - 2k/~g" + k/~ 2 P +  ~ ~ / .  

I1 est analytique, ce qui d6montre la proposition. 

Coroilaire III.3.2. Le  champ Z e s t  le champ associ~ d un r io t  de classe C r-  1. 

Dkmonstrat ion.  En effet, le champ 2 est analytique et la carte locale consid6r6e de 
U x ] -  el + e[ dans M est de classe C r-  1. [] 

Nous pouvons maintenant d6montrer le Th6or6me B. Si q~ : GA x M ~ M  est 
une action localement libre de GA pr6servant une forme de volume de classe C ~ 
nous supposerons tout d 'abord que �9 est de classe C r avec r > 3. Dans ce cas, le 
champ Z que nous avons trouv6 est de classe C 1 et son flot est de classe C 2. Nous 
pouvons done calculer les crochets [X, Z]  et [Y, Z].  Envisageons le crochet de 
deux champs comme &ant l'oppos6 de la d6riv6e du second dans la direction du 
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riot associ6 au premier. Puisque 

(e ~, 0 ) ,Z  = e - ' Z  

on trouve 

et (1, t ) , Z = Z + 2 k t X - k t 2 y ,  

I-X, Z]  = Z et [ Y,, Z]  = - 2kX. 

Si k est nul, on trouve une action localement libre de G 3 sur  M ,  prolongeant 
celle de GA. Cette action est de classe C r- 1 puisque le flot de Zes t  de classe C r-  1. Si 
k est non nul, on obtient une action localement libre de S"L(2, ~),  de classe C r-  1 
prolongeant celle de GA. Ceci d6montre le Th6or~me B s i r  > 3. 

Si r = 2 ,  le champ Z n'est que de classe C o et les crochets [X, Z] et [Y, Z] n'ont 
plus de sens. Cependant, on dispose toujours de la carte ~ :  U x ] - e ,  +sE~M qui 
est de classe C 1 et on a ~ . 0 ( ) = X ;  ~ . ( Y ) =  Y, t P . ( Z ) = Z  off X, Y, Z sont des 
champs analytiques pour lesquels [X, Z] = Z et [Y, Z]  = - 2k)~. Ceci montre que 
les flots (de classe C t) correspondant & X, Y, Z engendrent une action de G3 (ou 
SL(2, ]~)), de classe C 1, et prolongeant celle de GA. On obtient donc le Th~or~me B 
lorsque r = 2. 

Remarque 111.3.3. Lorsg.ue l'action de classe C r ~tudi6e est C r-  1 conjugu6e ~ une 
action homog~ne sur SL(2,R)/F, on pent am61iorer la conjugaison obtenue: 
Faction est C ~ conjugu~e & Faction homog~ne. Cela d6coule du r~sultat suivant: 

Th~or~me III.3.4. Soit ~b une action localement libre de GA sur M, de classe 
C ( 2 < r <  fo). Supposons qu'il existe un homkomorphisme ~o d'un espace homogkne 
SL(2, ]~.)/F sur M faisant commuter Faction homogkne de GA avec ~. Alors ~o est de 
classe C ~. 

D~monstration. Notons X et Y les champs fondamentaux associ6s ~i 4~ et soient X', 
Y', Z" les champs canoniques sur SL(2, R)/F. Nous verrons plus loin (voir IV.1.2) 
qu'il existe un unique feuilletage ~-~, de codimension 1, transverse a Y, et invariant 
par le flot de X. Ses feuilles sont de classe C ~. (~-~ est le feuilletage stable de X si 
celui-ci &ait de type Anosov.) 

I1 est clair que l'image de o ~ par (p- ~ est le feuilletage de SL(2, ~)/F engendr~ 
par X'  et Z'. Notons o~ '  ce dernierfeuilletage. Si best un r6el non nul, consid6rons 
le feuilletage de dimension 1 sur SL(2, R)/F dont les feuilles sont les intersections 
de celles de ~-~' et de celles de (i, b ) , ~  -''. Un calcul simple montre que ce feuilletage 
de SL2(R)/F est engendr~ par le champ Z'+bX' .  Une orbite de Z ' + b X '  ~tant 
l'intersection d'une feuille de ~-~' et d'une feuille de (1, b),o ~ ' ,  son image par tp est 
une courbe de classe C O situ6e ~ la fois dans une feuille de ~-~ et dans une feuille de 
(1, b ) , ~  ~. Ces feuilles &ant de classe U,  on en d6duit que, pour  tout b non nul, q~ 
envoie toute orbite de Z'+ bX' sur une courbe de classe C'. 

Etudions alors q~ au voisinage d'un point m de s~L2(R)/F. Soit T'  un arc d'orbite 
de Z ' +  X'  passant par met  param6tr6 par ] -~ ' ,  + e'[. Comme nous l'avons d6j~ 
fait, nous obtenons ainsi une carte au voisinage de m 

u x 3-~ ' ,  + ~ ' [ - ,gL2(R)/ r ,  

off U est un voisinage de e dans GA. 
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Soit T l'image de T' par go. Nous venons de montrer  que Test  un are de classe 
C r de M. Param6trons T diff6rentiablement par un r6el de I - e ,  +el .  Nous 
obtenons aussi une carte autour de go(m): 

U x ] - ~ ,  + ~ [ ~ m .  

C'est dans ces cartes que nous allons 6tudier go. D6finissons h comme 6tant 
l'unique application continue de ] -  g, + e'[ dans ] -  e, + e[ telle que 

go [((1, 0), t)] -- [(1,0), h(t)].  

Ceci d+finit enti+rement go car go commute aux actions: 

go [((x, y), t)] -- [(x, y), h(t)] (x, y) ~ U C GA. 

Considgrons un arc d'orbite de Z'  + 2X' passant par m. Cet are peut ~tre dgfini 
dans la carte U x ] - e, + e'[ par une ~quation du type 

t-~[(7(t), 2(t)), t] ~ U x T ' ,  

off 2 et 7 sont deux fonctions de classe C ~ et off 7'(0) est non nul car les champs 
X ' +  Z' et X ' +  2Z' sont lin6airement ind+pendants. 

L'image de cet are par go est donn6e par: 

t-~ [(y(t), 2(t)), h(t)] ~ U x ] - e ,  + e [ .  

Or, nous avons vu que cette image est une courbe de elasse C r. La fonction 
6tant localement inversible au voisinage de 0, on en d6duit que h(t) d6pend 
diff6rentiablement de 7(0. La fonction 7 ~tant de classe C r, il enest de m6me pour h 
et done pour  go au voisinage de m. Le point m 6tant arbitraire, le th6or6me est 
d6montr& [] 

4. StabilitY. structurelle forte des groupes fuchsiens 

Fixons nous une action homog6ne de GA sur PSL(2 ,R) /F  et notons ~o le 
feuilletage de eodimension 1 correspondant. Un eorollaire de la stabilit6 
structurelle des flots d'Anosov est le fait que ~-o est structurellement stable: tout 
feuilletage ~ de codimension 1 et de classe C 2, suffisamment C x proche de ~o est 
C o conjugu6 ~i ~-o- La proposition suivante montre qu'il n'est pas question 
d'obtenir une eonjugaison diff6rentiable entre ~o  et ~-. 

Proposition III.4.1. Soit F u n  groupe abstrait que nous supposerons sans torsion 
pour simplifier et soit i x et i 2 deux injections de F dans PSL(2, R)  telles que ix(F) et 
i2(F) soient uniformes et discrets dans PSL(2, R). Supposons que les feuilletages 
induits par les actions homogOnes de G A sur PSL(2, R)/ i l  ( F) et PSL(2, R)/i2( F) sont 
C 1 conjugu~s. Alors, il existe un automorphisme 0 de F et un ~ldment g de PSL(2, R)  
tels que, pourtout ~ de F: 

i2(~,)  = g  . i~ o 0 (~ , )  . g -  

c'est-fi-dire qu'il n'y a C 1 conjugaison que dans les cas "~vidents". 
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Remarque. Cette proposition est un corollaire imm6diat d'un r6sultat de Sullivan 
(voir [Sul]) affirmant que si les actions fuchsiennes de F sur le cercle S 1 -~PI(R) 
correspondant fi i 1 et i 2 sont absolument continument conjugu6es, alors elles 
sont projectivement conjugu6es. La d6monstration que nous proposons ci- 
dessous a cependant l'avantage d'etre tr6s simple. 

D~monstration. Puisque nous supposons que F est sans torsion, Faction de 
SO(2)/(id,-id} sur PSL(2,  N)/i~w) (z= 1 ou 2) par translation /t gauche est libre. 
C'est-/t-dire que PSL(2, P')/i,tr~ est diff6omorphe au fibr6 unitaire tangent d'une 
surface S, fi courbure n6gative constante et que le feuilletage que nous consid6rons 
est le feuilletage stable du riot g6od6sique de 17,. Le groupe fondamental de 
PSL(2,P,)/i , tr ) est une extension de son centre (isomorphe ~i Z) par le groupe 
fondamental de 2;,, canoniquement isomorphe fi i,(F). La conjugaison de classe C 1 
dont nous disposons fournit alors un isomorphisme au niveau des groupes 
fondamentaux, donc un isomorphisme de i l (F) sur i2(F), c'est-fi-dire un automor- 
phisme 0 de F. 

Si 7 e F -{ id} ,  il existe une unique g6od6sique ferm6e sur 2;, dont la classe 
d'homotopie libre est celle de i,(7). Cette g6od6sique ferm6e correspond fi un 
cylindre pour le feuilletage de codimension 1 correspondant sur le fibr6 unitaire 
tangent. L'holonomie de ce cylindre est engendr6e par un germe de diff6omor- 
phisme de ~ dont la d6riv6e au point fixe est 6gale fi exp(/,(7) ) off l,(),) d6signe la 
longueur de la g6od6sique consid6r6e sur 2;,. Puisqu'une conjugaison de classe C 1 
doit pr6server la partie lin6aire des groupes d'holonomie, on en d6duit que, pour 
tout ~ ~ F -  {id}, les g6od6siques ferm6es de S 1 et ~2 librement homotopes fi i1(3, ) et 
i 2 ( ~ )  ont la marne longueur. Ceci implique que ix et i 2 o 0 sont conjugu6es dans 
PSL(2, ~). (Une m&rique fi courbure - 1  sur une surface 221 est caract6ris6e par 
l'application 7~-~1~(7), voir, par exemple, [Thu]). [] 

Par cons6quent, si l'on s'int6resse aux feuilletages proches de ~-o ~i conjugaison 
diff6rentiable pr6s, il faut au moins consid6rer <<l'espace de Teichmfiller>> des 
d6formations de morphismes de F dans PSL(2,F,). Cet espace est de dimension 
finie car un morphisme de F dans PSL(2, P,) est caract6ris6 par l'image d'un 
syst6me de g6n6rateur. 

Le th6or6me suivant montre que ces <<d6formations projectives>> suftisent pour 
d6crire tes feuilletages proches de o~ o/t conjugaison diff6rentiable pr6s. 

Th6or6me III.4.2. Soit o~ o un feuilletage de PSL(2,N)/F obtenu gt partir d'une 
action homogkne de GA. Alors, tout feuilletage de codimension 1 et de classe 
C~(5 < r < e)) suffisamment C a proche de ~ o est C ~- 3 conjugub au feuilletage induit 
par une (autre) action homogdne de GA sur PSL(2, P')/r' of~ F" est un (autre) sous- 
groupe uniforme discret de PSL(2, R). 

Ddmonstration. Soit X, Y, Z les champs fondamentaux sur PSL(2, ~')/r. Soit o5, 031 
les formes diff6rentielles de degr6 1 d6finies par: 

03(X) = O, 03(Y) = O, 03(Z) = 1, 

e31(X ) = l ,  031(Y) = 0 ,  03,(Z) = 0. 
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I1 est clair que & d6finit ~o et que l 'on a 

de5 = esAe51, 

es1Adesi(X, Y, Z)  = 1. 

Si ~- est un feuilletage de classe C r suffisamment C a proche de o~ o, il peut &re 
d6fini par une forme co, de classe C r- 1, C 2 proche de es, telle que 

co(Z) = 1. 

I1 existe alors une unique forme col (de classe C r 2) telle que: 

dco = coAcox , 

(DI(Z) ~---0, 

olAdcol(X,  Y, Z)  ne s'annule pas.  

Pour  dOmontrer le th6orOme, c'est-~t-dire montrer  que le feuilletage ~ ,  dOfini 
par  co, est diff6rentiablement conjugu6 au feuilletage induit par une action 
homogOne, il suffit d'associer le ThOorOme B (amOlior6 par la Remarque III.3.3) 
avec la proposit ion suivante, dfie ~ Seke [-Bob]. (On a r - 3  > 2.) 

Proposition III.4.3. Soit co et col deux 1-formes diffbrentielles, de classe C r- 2, sur 
une 3-vari4td, vkrifiant les deux conditions suivantes: 

i) dco=coAcol 
ii) colAdcox n' a pas de singularits 
Alors, le feuilletage ddfini par la forme co peut ~tre paramdtrb par une action 

localement libre de GA, de classe C - 3 ,  pr~servant la forme de volume cotAdcox. 

DOmonstration. En d6rivant i), on voit que coAdcox est nul, c'est-fi-dire qu'il existe 
une forme 09 2 de classe C -2 telle que: 

iii) dco x = coAcoz �9 
D6rivant de nouveau cette 6galit6, et utilisant i), on obtient que 

coA(colAco2-dco2) est nul. I1 existe donc une forme 0)3 telle que: 
iv) dco 2 = colAco2 + coAco 3 . 
L'hypoth&e ii) signifie que co, cox, co2 sont ind6pendants partout. 
D6finissons alors les champs X et Y de classe C ~- 3 par 

co(X) = 0 ,  cot(X)= 1, coz(X) = 0, 

CO(Y) = 0 ,  COl(Y) = 0 ,  CO2(Y)= 1. 

Nous allons montrer  que [-X, Y] = - Y. Pour  cela, il faut 6valuer [-X, Y] sur co, 
cot et co2- Tout  d 'abord,  le crochet IX,  Y] est dans le noyau de co car X et Yle sont 
et la forme co est int6grable. La formule iii) donne 

dcoa(X, Y )=  X c o , ( Y ) -  Yco , (X) -  cox([X, Y]) 

= (coAco2) (X, Y) = co(X)co2(Y) - co(Y)coz(X). 

D'o6  il ressort que col(IX, Y]) est nul. 
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On proc6de de m6me avec iv) 

&o2(X,  Y) = Xo~2(Y ) -- Yo92(X ) - o~2([X , Y]) 

= (~OlAO) 2 + coAm3) (X, Y) 

ce qui donne 
~o2(EX, Y ] ) =  - l .  

Par cons6quent, on a bien [ X ,  Y] = - Y. 
I1 reste fi montrer que l'action ainsi trouv6e pr6serve le volume COlAdo31. On 

calcule pour cela les d6riv6es de Lie: 

Lxo91 = i xdo  I + d i x o l  = ix(ogA~o2) = O, 

de sorte que 01 (et donc o9~Adol) est invariante par X. Pour  tout vecteur v, on a 

( L y O l )  (v)  = ( irdo I + dirr (v)  = r  , v) = - c o ( v ) .  

On a donc 

Lr(c~aAdoh) = ( -  o ) A d o  1 + colAd ( -  o )  

= -- ~ A o o A ~  2 -- ooAoAool = O. [] 

La d~monstration du Th0or~me C est maintenant facile. 

DOmonstration du ThborOme C I I I .4 .4 .  I1 suffit de remarquer que si F est le groupe 
fondamental d'une surface compacte orientable, tout morphisme de F dans le 
groupe des diff6omorphismes du cercle donne, par suspension, un feuilletage de 
codimension 1. Deux tels feuilletages sont C 3 proches si et seulement si les 
morphismes de F dans Diffr(S 1) sont C 3 proches sur un syst~me de g~n~rateurs. 
Le th6or6me C est alors une cons6quence du Th6or6me 111.4.2 puisque la sus- 
pension d'un sous-groupe uniforme discret de PSL(2 ,R)cDif f r (S  1) n'est autre 
qu'un feuilletage induit par une action homog6ne de GA. [] 

Les r6sultats de ce paragraphe sugg6rent la question suivante: 

Question I I I .4 .5 .  Existe-t-il un feuilletage de codimension 1, de classe C ~ sans 
feuilles compactes, sur le fibr6 unitaire tangent d'une surface de genre > 2, qui ne 
soit pas C ~176 conjugu6 au feuilletage stable du riot g6od6sique de cette surface munie 
d'une m6trique fi courbure constante? 

Remarquons que Goldman conjecture dans [Gol] que tousles feuilletages sans 
feuilles compactes sur le fibr6 unitaire tangent d'une surface de genre > 2 sont 
topologiquement conjugu6s. 

IV. Existence d'un volume invariant 

1. Hyperbolicit~ du riot X 

Fixons nous une action localement libre de GA, de classe C'(2 < r <  o),  sur une 
3-vari&6 ferm6e M que nous supposerons orientable. Si nous ne supposons pas a 
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priori que l'action prrserve un volume, il n'est pas clair que le riot associ6 au champ 
X est de type Anosov. Le but de ce paragraphe est de montrer  que ce riot possrde 
cependant un certain nombre de proprirtrs grnrrales des riots d'Anosov. Nous 
noterons dorrnavant  ~bt le riot associ6 fi X, c'est-fi-dire d6fini par: q~t(m) = (e t, 0). m. 

La diffrrentielle de ~b 1 drfinit un oprrateur sur l'espace de Banach des champs 
de vecteurs bornrs sur M 3. Nous noterons (~bl), cet oprrateur. I1 est clair que (41). 
prrserve le sous-espace ferm6 form6 par les champs de vecteurs tangents au 
feuilletage ~ drfini par Faction de GA considrrre. On obtient donc un oprrateur, 
not6 (~-~),, de l'espace de Banach quotient, form6 des champs de vecteurs 
~<normaux)). 

Lemme IV.I.1. Le spectre de l'opkrateur (01), est contenu dans le disque unitb 
fermk. 

Dkmonstration. Dans le cas contraire, on pourrait construire un rrel 2 > 1, une suite 
de points mn de M e t  une suite de rrels t, tendant vers + ~ tels que: 

dr : Tm.M/Tm. aJ-4 T4,,.,m .,M/Tr ' 

soit de norme suprrieure it )~t.. (Ces normes sont calculres & l'aide d'une mrtrique 
riemannienne auxilliaire sur M.) Puisque dq)t. multiplie Y par e t et prrserve X, on 
en drduirait que, si ~e drsigne un champ de vecteurs transverse ~i i f ;  

II dOt.(~m.)[I => inf(2, e) t~ l[ ~ r  I[" 

Construisons alors une mesure v invariante par ~bt drfinie par: 

fdv =lim 1 t. f (q~(m,))dz, 
M tn 0 

off f est une fonction continue de M dans R et off il a fallu 6ventuellement 
remplacer t. par une de ses sous-suites. 

Par construction de cette mesure invariante et d'apr+s la remarque prrcrdente, 
il est clair que les exposants de Liapounov de v sont strictement positifs (suprrieurs 
fi Log inf(2, e)) sauf celui correspondant ~i la direction X (car dOt(X)= X)  (voir 
[Pes]). 

D'aprrs [Rue 1], il existe v-presque partout une varirt6 instable. Celles-ci sont 
des sous-vafi&rs de dimension 2, transverses ~i X. Si X est l'une d'elles, il existe un 
rrel t o > 0 tel que ffto(X)= X car tous les points de M sont non errants par ~b t. 
L'application ~bto restreinte ~i X est alors une dilatation de X, ce qui permet de 
construire un point fixe rrpulsif de ~bto]X, c'est-/t-dire une orbite prriodique 
rrpulsive de ~b t, contrairement ~i 11.1.8. [] 

Corollaire IV.1.2. II existe un unique feuilletage ~ de codimension 1, transverse au 
feuilletage dbfini par X et Y (que nous noterons dksormais ~ )  et qk t invariant. Ses 
feuilles sont de classe C'. 

Dbmonstration. D'aprrs le lemme prrcrdent, le spectre de (~bl) , est de la forme {e} 
~A off A est contenu dans le disque unit6 fermr. Par consrquent, si 1 < e < e, alors 
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(~b0. est 0-hyperbolique et le corollaire est une consequence de 
[Hir-Pug-Shu]. [] 

Notons toujours # une mesure sur M invariante par Faction de GA. 

Proposition IV.1.3. II existe un bor~lien N,  de #-mesure strictement positive et (~t 
invariant et, pour tout x de N,  une ddcomposition de TxM en une somme de trois 
droites vectorielles 

T x M = P , X @ F , . Y O E  ~ , 

tels que: 
1) E~x dkpend mesurablement de x; 
2) cette d~composition est dot invariante; 
3) N e s t  saturk par ~ ;  
4) s iv  ~ E~, la limite 

lim _1 Log II d~t(v)I[ = 2-  (x) 
t ~ "1- OO t 

existe et est strictement nkgative. 

DOmonstration. D'apr6s [Rue 1] et [Pes], il existe/~-presque partout une d6compo- 
sition dr invariante et d6pendant mesurablement de x 

telle que: 

- -  0 S U T ~ M - E ~ G E x O E x ,  

1 
lim--LogH&b,(v)ll=0 si vEE ~ 

t~+oo t 

=2+(x ,v )>0  si v~E~ 

= 2 - ( x , v ) < 0  si v e E r .  

I1 est clair que R X C E  ~ et R Y C E ~ .  Supposons que dimE] soit 6gale ~i 2 sur un 
ensemble de mesure positive. De m~me que dans la d~monstration de la 
Proposition IV.I.1, on produirait une orbite p6riodique rSpulsive pour ~bt, ce qui 
n'est pas possible. Par cons6quent, pour presque tout x, on a E~=F,Y. 

Consid6rons maintenant un petit arc y contenu dans une orbite de Y. I1 existe 
alors un prolongement i de D z • [0, 1] dans M envoyant D z • {*} dans une feuille 
de ~-s et {0} • [0, 1] sur y. La mesure conditionnelle #i d6finie sur [0, 1] par: 

p, (X)=u( i (O 2 • X)), XC[-O, 13, 

est absolument continue par rapport ~i la mesure de Lebesgue. Ceci provient du fait 
que, localement, # s'obtient en int6grant la mesure de Haar de GA le long d'une 
mesure transverse fi ~-'. Nous sommes donc dans les conditions d'application de la 
formule de Pesin [-Pes] permettant de calculer l'entropie de q~l relative ~ la mesure 
#: 

h(~bt,#)= I ,~+(x, Y)d~,= 1. 
M 
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Consid&ons alors le riot q~-t; pour 6valuer son entropie, nous pouvons 
appliquer l'in6galit6 de Ruelle [Rue 2]. Si ~ est un champ de vecteurs tangent fi E~ 
d6fini sur l'ensemble N des points off E~ est non trivial (et par cons6quent de 
dimension 1), on obtient: 

l = h ( ~  1 , # ) < I - 2 - ( x , ~ e ) d # .  
N 

Par  cons6quent, rensemble N des points off E~, est d6fini est de/~ mesure non 
nulle. [] 

Remarquons que N e s t  dense car p charge les ouverts. 

Corollaire IV.1.4. La rbunion des orbites pkriodiques hyperboliques de X est dense 
dans M. 

D~monstration. I1 suffit de remarquer que l 'argument classique de Hirsch montrant 
que la r6union des orbites p&iodiques d'un riot d'Anosov transitif est dense, 
s'adapte sans difficult6 dans notre cas. En effet, nous disposons d'une partie dense 
N sur laquelle le riot ~t est ((hyperbolique >>, ce qui permet de construire des orbites 
p&iodiques hyperboliques. Dans la suite, nous conviendrons que ces orbites et 
leurs vari&6s stables sont dans N. [] 

R~sumons les propri&6s de ~t: 
1) ~, est transitif; 
2) pour tout x, il existe une vari6t6 instable forte (RY); 
3) pour un ensemble de #-mesure strictement positive et ~t invariant, il existe 

une vari&6 stable forte; 
4) I1 existe un feuilletage stable (resp. instable) de codimension 1. 
Ceci vanous  permettre de construire des partitions de Markov. Comme nous 

ne disposons pas, en tout point, d'une vari&6 stable forte, il va nous falloir affaiblir 
la d6finition. 

D~finitions IV.1.5. 1) Soit i: [0, 1] x [0, 1 ] ~ M  un plongement transverse ~t X. On 
dit que i est un rectange si: 

a) Vt ~ [0, 1], l'image de s ~ [0, 1]--*i(t, s) est une courbe de classe C r contenue 
dans une feuille de ~-u: 

b) Vs E [0, 1], l'image de t ~ [0, 1] ~i( t ,  s) est une courbe de classe C r contenue 
dans une feuille de ffs. 

2) Si u: [0, 1] x [0, 1 ] ~ R  § est continu et strictement positif et si i e s t  un 
rectangle, on appelle parall616pip6de de base i e t  de hauteur u l'ensemble: 

Pi,, = {~r t))l(s, t) E [0, 1] x [0, 1], 0__< z__< u(s, t)}. 

On supposera toujours que u est suffisamment petite pour que l'application 
(s, t, O~-.~r O) soit un plongement. 

3) Une famille finie de parall616pip~des P~, P2 . . . . .  Pu est une partition de M si 

U Pk = M  , 
k 

~(PknPt) = OPkc~dPl, 1 <= k, l <-_ n. 
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Donnons quelques notations. Si (Pk) est une partition de M e t  si i k d6signe la 
base de Pk, on notera: 

R~ = r 13 x [0, 13), 

t?~Rk=ik({O, 1} • [0, 1"]), 

~URk=ik(1-O, 1] X {0, 1}), 

IntRk=ik(]O, 11-• ]0, 11-). 

Notons R la r6union des Rk et T la transformation de R dans R associant au 
point x de R le premier point de l 'orbite positive de x situ6 dans R. Enfin, si 
x = ik(s, t), on pose 

S(x) = ik({S} • [0, 1]), 

U(x) = ik([O, 1] • {t}). 

Dkfinition IV.1.6. Une partition (Pk) de M est une partition de Markov  si pour tout 
x de I n t R k ~ T - 1 I n t R b  on a 

T(S(x ) )CS(T(x ) ) ,  

T(U(x))  ~ U(T(x) ) .  

Proposition IY.l.7. II existe une partition de Markov (Pk) telle que d~Pk soit contenu 
darts la vari&k stable d'une orbite p&iodique hyperbolique. 

D~monstration. Les propri6t6s que nous avons &ablies pour  r permettent 
d 'adapter  imm6diatement la d6monstration de l'existence d'une partition de 
Markov pour les riots d 'Anosov sur les 3-vari&6s telle qu'elle est donn~e darts 
[Rat].  [] 

Montrons maintenant comment  on peut associer une transformation de 
l'intervalle ~ une partition de Markov. Pour tout k, notons Ik = ik({0} • [0, 1]) et 
soit nk la projection de Rk sur I, d6finie par rtdk(S, t) = ik(O, t). Soit I = UIk, rc : R-* I 
la projection correspondant aux 7t k et f la transformation de I dans I d6finie par: 

f ( x )  = n ( T -  ' (x)) .  

La condition de Markov  entraTne que le diagramme suivant commute:  

R T l ) R  

I , I .  

La transformation f est de classe C r par morceaux car le feuilletage instable est 
de classe C r et la projection 7t rest donc aussi. 

2. Dkmonstration du Thborkme D 

Nous nous proposons de montrer  que toute action de classe C r de GA sur une 
sph6re d 'homologie M pr6serve une forme de volume. Soit f2 0 une forme de volume 
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quelconque et in t roduisons  les <<Jacobiens~) d6finis par  

g'E2 o = Jg.  t2 o . 

N o u s  cherchons une forme de vo lume  de type f2 = e -  v.  Oo off F est une fonc- 
tion num6rique  d6finie sur M.  La forme f2 sera invar iante  si, pour  tout  g, on a: 

F o g - - F  = L o g J  o . 

C o m m e  il est difficile de r6soudre cette 6quation,  dSrivons la et notons  co la 
forme dF. On obtient :  

g ' c o -  co = d (Log Jg).  

L e m m e  IV.2.1. II existe une forme mesurable co dkfinie sur les vecteurs tangents ?t M 
en un point de N e t  sur les vecteurs tangents ?t ~ "  en un point quelconque, telle que 

~b*~o- co = d Log J(e, ' 0)" 

Dbmonstration. N o u s  connaissons d6j~i co(X) qui doit  5tre 6gal fi d F ( X )  = X(F) .  O n  
pose donc  

De m~me, on  pose 

co(X) = ~ t  L~ o)lt = o. 

O 
co(Y) = ~ Log Jo,t)lt = o- 

I1 reste ~i d6finir co(Z) off Z ~ E~,. O n  doit  avoi r  

co(dgk,(Z)) - co(Z) = d LogJte,  ' o)(Z) = Z ( L o g  Jtet ' 0)). 

Fa i san t  tendre t vers + oo et util isant le fait que II&bt(Z ) Ilt-~ + o0 ~ 0 ,  on pose:  

c o ( z ) = -  l im Z(LogJte ,  o)), 
t--~ + oo 

et il nous  faut mon t r e r  que cette limite existe. In t roduisons  la fonct ion 
O 

7 j =  ~-  LogJ(e,,O). O n  a: 
Ot 

t 

LogJte ' ,o) = S (P(qk,(x))dz. 
0 

Z ( L o g  J(~,, o)) (x) = i Z ( ~ o  ~b,) (x) dz = i dqk~(Z) tp (~b~(x)) dz .  
0 0 

C o m m e  d~,(Z) a une norme d~croissant  exponent ie l lement  

d~, (Z) .  ~(qk~(x))d'c converge.  [] 
0 

Remarque. i) o)(X) et re(Y) sont  des fonct ions de classe C ' - 2 ;  

l ' int6grale 
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ii) Le bor61ien N e s t  satur6 par  le feuilletage stable. On peut donc consid6rer la 
restriction de o) ~i une feuille stable de N. La formule d6finissant to montre que cette 
restriction est de classe C ' - z .  

La fonction F que nous cherchons doit satisfaire dF = to et nous cherchons 
donc une ~primitive~> pour co, mais, a priori, la forme mesurable e) n'est m6me pas 
ferm6e. Nous allons donc 6tudier l'int6grale de to sur le bord de petits rectangles 
transverses ~i X, en esp6rant montrer  que cette int6grale est toujours nulle. 

Lemme IV.2.2. La restriction de co fi une feuille instable est fermbe. De mEme, la 
restriction de co gt une feuille stable contenue dans N e s t  fermbe. 

Dkmonstration. Nous savons que og(X) et to(Y) sont de classe C ' - 2  et que 
~b*to- to = d Log J~e', o)" Par suite: 

&o(d(~,(X), dq~,(Y))- dto(X, Y) = O, 

dto(X, e'. Y ) - d t o ( X ,  Y ) = 0 .  

Faisant tendre t vers + ~ ,  on trouve dto(X, Y)= O. 
De marne, dans une feuille stable de N, en notant  Z un vecteur tangent ~i E s, 

on a: de)(X, Z) =dto(dOt(X), dOt(Z)). 

On obtient dto(X, Z ) =  0 en faisant tendre t vers - o e .  [] 

Si la forme to 4tait d6finie partout  et diffhrentiable partout,  on aurait donc 
tk~'dto=dto et ixdto=O. On pourrait  donc interpr6ter de) comme une mesure 
transverse invariante pour le feuilletage de dimension 1 engendr6 par X. 
C'est-~i-dire que si St et $2 sont deux petits disques transverses /t X et 
~orbitalement 6quivalents)) (cf. Fig. 2), le th6or4me de Stokes montre que les 
int6grales de de) sur S t et S 2 sont 6gales. 

Fig. 2 

Dans le cas g6n~ral, nous allons construire de la m~me fa~on une mesure sur R 
invariante par T. 

Soit ik({0} X [~, fl]) un intervalle de Ik; d~finissons une mesure v sur I par: 

% ( { 0 }  x [~,/~]1 = I 
ik(o([o, 11 x [=, #1)) 

c( 

Fig. 3 
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Lemme  IV.2.3. v d~finit une mesure sur I, ayant une densitd de classe C r- 2 par 
rapport fi la mesure de Lebesgue. 

Ddmonstration. Remarquons  tout  d ' abord  que ves t  bien d6finie, en effet, 

V(ik({O } X [e, fl]) = ~ co-- ~ co + ~ co-- ~ co (cf. Fig. 3). 

Les intervalles ~fl et ~'fl' sont tangents/ t  une feuille stable de N et fiE" et c~' sont 
tangents a ~ " ;  l 'int6grale sur ces intervalles est donc d6finie. D 'autre  part,  ~ co est 

une fonction de classe C r -  2 de ~ et fl puisque ~ et fl restent dans la m~me feuille 
instable. De m6me pour  ~ co. Comme  les bords des rectangles sont des courbes de 

~t'fl' 
classe C r et que Faction de GA est de classe C ~, il existe une fonct ion C ,  f l~ I k 

~g( f l )  ~ GA telle que f l '=g(fl)" ft. Par  dhfinition de co, on a alors: 

co = LogJotp)(fl ) qui est une fonction de classe C r -  1 de ft. 
~/~' 

D e m 6 m e p o u r  ~ co. [] 

Lemme  IV.2.4. La mesure v sur I e s t  f-invariante: 

Ddmonstration. En effet, T([0,  1] x [~,fl])  (il nous faudrait  6crire T(ik([O, 1] 
x [~ , f l ] ) )  est une rhunion de rectangles du type [ 0 , 1 ] x [ ~ i ,  fl/] off 

U [al, f l i ]= f -  1([~, fl]). On peut  construire une 2-cha~ne C tangente fi ~ s  ou ~ "  
i 

de telle sorte que OC=O([0,  1] x [ : r  [0, 1]• fli]] (voir Fig. 4). 
} 

Fig. 4 

~2 ~3 

La forme co 6tant ferm6e sur ,~s et ~-u, les int6grales de co sont les mSmes sur 
~([0, 1] x [~, f l ]) et ( ?  [0, 1] x r~,, fl/]), c'est-fi-dire que 

v ( f ~ , ~ ] ) = v ( f - l ( E ~ , ~ ] ) ) .  [] 

L emme  IV.2.5. Toute mesure sur I, a densitd diff&entiable par rapport d la mesure de 
Lebesgue, et f invariante est de signe constant. Par exemple, v est de signe constant. 

D~monstration. D6mont rons  le pour  v. Soit v = v  + - v -  la d6composi t ion de 
Lebesgue de v. On a alors f , v = f , v  + - f , v -  et, par  cons6quent, f , v  + > v  + et 
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f . v - > v - .  S'il existait un bor61ien A de I tel que v + ( A ) < v + ( f - l ( A ) ) ,  on aurait  

v + (I) = v + (A) + v + (I - A) < v + ( f  -1 (A)) + v + ( f - l ( I - -  A)) = v § (I) .  

On  a donc  f , v  § = v  + et f , v -  = v - .  
Si v n'6tait pas de signe constant,  l 'ouvert  des points off la densit6 de v e s t  

strictement positive serait donc  un ouvert  de I, non vide, non dense, et invariant  
par  f. L ' image r6ciproque par  rc de cet ouvert  est un ouvert  de R invariant par  T. 
Pa r  cons6quent, on  obtiendrait  un ouvert  de M,  non vide et non dense, satur6 par  
=@u. Ceci est impossible d'apr~s 11.1.5. [] 

Corollaire IV.2.6. La mesure v (si elle est non triviale) est l' unique mesure fi densit~ 
diff&entiable et f-invariante (fi une constante multiplicative pros). 

D~monstration. Si q est une autre mesure invariante par  f ,  ~ densit6 diff6rentiable, 
alors pour  tout  r6el k, la mesure v - k t / e s t  de signe constant ;  ceci montre  que t/est 
un multiple constante de v. [] 

Corollaire IV.2.7. II existe une unique mesure positive #o sur R telle que 120 soit 
T-invariante et #o0Z- I (A) )=  v(A) pour tout bor~lien A de I. 

D~monstration. N o u s  connaissons d6jh #0 sur la a-alg6bre ~1o des bor61iens du 
type rc-I(A). Consid6rons la part i t ion de R form6e par  les RkC~TRl; c'est une 
nouvelle par t ion de Markov ,  nous pouvons  donc  construire une mesure vl sur le 
nouvel  espace 11 et une mesure #o sur les bor61iens du type rq-l(A) (ACI1)  qui 
forment  une a-alg6bre M1 contenant  d o. Le corollaire pr6c6dent montre  que cette 
extension de #o, de d o  fi d l  est coh6rente. Par  induction, on construit  une suite 
croissante de a-alg6bres et des extensions successives de #0. I1 est clair que ces 
a-alg~bres vont  engendrer la o--alg6bre des bor61iens de R et nous obtenons  donc  la 
mesure #o souhait6e sur R. [] 

Rappelons  que notre but est de mont re r  que la forme co est ferm6e, c'est-~i-dire, 
d 'apr6s ce que nous venons de faire, que #o est nulle! 

Pour  y parvenir, nous utiliserons une autre 1-forme 0 d6finie sur N par:  

0lEs =0 ,  O(Y) =0,  0(X)= 1. 

I1 est clair que 0 satisfait 4*0 = 0. 
De mani6re similaire/t  ce que nous avons fait avec 09, nous d6finissons une 

mesure r sur I par :  

~(ik({O } x [~, fl])) = ~ O. 
ik(O([0, 1] x [0t, fl])) 

Lemme IV.2.8. ~ d~finit une mesure sur I, ayant une densitk de classe C r-  z par 
rapport dt la mesure de Lebesgue et f-invariante. 

La d6monst ra t ion  est similaire ~t celles des Lemmes IV.2.3; IV.2.4. [] 

Lemme IV.2.9. II existe une unique mesure #1 sur R,  de signe constant, T-invariante 
et telle que # 1 ( ~ - I ( A ) ) =  ~(A) pour A C I. 

La d6monst ra t ion  est similaire au Corollaire IV.2.7. []  
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Corollaire 1V.2.10. Si p~ est non nulle, il existe une constante k telle que 
p o = k # l .  [] 

Pensant fi/~1 comme 6tant dO restreint ~i R, on voit que #1 mesure le <(d6faut 
d'int6grabilit6>> de ES@ E u. 

Lemme IV.2.11. Si #1 est nulle, il existe un feuilletage de codimension i et transverse 
d X tel que les varidtbs stables fortes et instables fortes,  lfi o~t elles existent,  sont 
tangentes & ce feuilletage. 

D~monstration. Dans chaque parall616pip6de Pk, on choisit un point base x k et on 
d6finit la fonction fk par: 

A(x) = I 0, 

off Vest un chemin polygonal tangent ~ ~-u ou ~ S ~ N  et joignant x fi xk. Comme #1 
est nulle, ceci ne d6pend pas du choix de Vet d6finit un submersion de classe C r-  1 
du parall616pip6de dans P-,. Comme il est clair que fk est constant le long d'une 
vari&~ stable ou instable, nous avons le feuilletage souhait6. [] 

Lemme IV.2.12. Si [~1 = 0 ,  alors # o = 0 .  

D~monstration. Comme dans [Pla 3], nous pouvons approcher  le feuiUetage 
construit pr6c6demment par  une fibration (voir le th6or6me de Tischler). Soit K 
une fibre de cette fibration, transverse fi X. Si la mesure #o 6tait non nulle, elle serait 
par  exemple strictement positive sur les ouverts. On peut supposer que tous les  
rectangles R k sont contenus dans K et sont tels que U Rk = K.  On a alors 

k 

0 < #o(K) = Y'. #o(Rk) = Z S 09. 
k ORk 

Mais cette int6grale est nulle car chaque arc de OR k intervient deux fois dans 
cette somme, avec des orientations oppos6es. [] 

Etudions maintenant le cas off Pl # 0, on a alors/z o = k. #~. Posons co' = c o -  kO. 
I1 est clair que ~b*co'- o9' = d (Log J(~,, o)) et si #~ est la mesure sur R associ6e fi co', on 
a # ~ = # o - k / ~ = 0 .  Qui t t e / t  remplacer o9 par co', on peut donc supposer que 
l'int6grale de co sur un lacet polygonal tangent ~ ~-u ou ~ S n N  et contenu dans un 
parall61~pip~de est nulle et ceci que #1 soit nul ou pas. 

On peut maintenant d6finir une fonction hk sur chaque parall616pip~de Pk par 

= I co,  

off ~ est un chemin polygonal quelconque reliant un point de base au point ~b~(x). I1 
est clair que hk est de classe C ' -  ~ dans Pk et que sa diff6rentielle n'est autre que co 
(qui a du ~tre 6ventuellement remplac6 par  (or). Par  cons6quent, la forme co pouvait  
&re d6finie globalement comme une forme ferm6e de classe C ' - z .  

Ddmonstration du Thborkme D. Puisque nous supposons que le premier nombre  de 
Betti de M est nul, il existe une fonction F d6finie sur M 3, telle que dF = co. Si l 'on 
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in t6gre  l '6gal i t6 

o n  o b t i e n t  

~b*~o- ~o = d L o g  J(e, ' o), 

F o ~ t - F = L o g J ( e t ,  o)+C(t)  off C ( t ) ~ R .  

R e v e n a n t  a u x  n o t a t i o n s  in i t ia les ,  la  f o r m e  f2 = e e .  0 0 sa t i s fa i t  

~*0  = eC(')O. 

P u i s q u e  l ' i n t6gra le  de  0 su r  M d o i t  & r e  pr6serv~e,  on  a n 6 c e s s a i r e m e n t  
C(t) = 0 ,  c ' e s t -~-d i re  que  la  f o r m e  0 es t  i n v a r i a n t e  p a r  ~,, c 'es t - / t -d i re  p a r  les 
h o m o t h 6 t i e s  (a, 0). I1 res te  ~ m o n t r e r  que  0 es t  auss i  i n v a r i a n t e  p a r  les t r a n s l a t i o n s  
( i ,  b). O n  i n t r o d u i t  p o u r  ce la  les n o u v e a u x  j a c o b i e n s  J~ d6finis  p a r :  

g*~ = a'go . 

O n  a J o b  = J'o ~ h. J'h et J(,,o) = 1. 
E n  6c r ivan t  (a, O) (1, b) = (1, ab) (a, 0), o n  o b t i e n t  

J~.,o) O (1, b) = J(1,b):-J(1,ab) ~ (a, 0).  J('~, o), 

J~l, b) = J~x,.b) ~ (a, 0 ) .  

F i x o n s  b e t  f a i sons  t e n d r e  a v e r s  O. O n  t r o u v e  

f �9 ! J(1,b) = h m  J,1 ~ ~ (a, O) = 1. 
a ~ O  �9 , ~ p  

C a r  lira J~ A = J~ o :  1. 
#--.0 ,," , 

Les  J a c o b i e n s  relat i fs  a u x  t r a n s l a t i o n s  (1, b) son t  d o n c  eux  auss i  6gaux  fi 1 et  la  
f o r m e  O est  d o n c  i n v a r i a n t e  p a r  Fac t ion .  [ ]  

Remarque finale. N o u s  ne s a v o n s  p a s  si la  c o n d i t i o n  sur  le p r e m i e r  n o m b r e  de  Bet t i  
de  M est  n6cessa i re  p o u r  o b t e n i r  le T h 6 o r 6 m e  D.  
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