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1 Introduction

Le but de cet article est dedrire les actions degseaux des groupes de
Lie semi-simples sur le cercle, par éffmorphismes de clas€2. Lerang
réel d’'un groupe de Lie semi-simple conne& d’algebre de Lie® est
I'entier maximalr tel gu’il existe une sous-algébre&lenneR" C & dont
l'image par la repesentation adjointe est diagonalisable RutJn réseau
I" de G est un sous-groupe discret tel que le volume du quoefit est
fini pour la mesure de Haar. Ugeau estéductiblesi on peut trouver
deux sous-groupes distingsiG,,G, de G, connexes et non triviaux, qui
engendren, dont I'intersection est contenue dans le centre (discre®,de
ettels queG,NT).(G,NT) soit d’'indice fini dangd". Dans le cas contraire,
on dit quer estirr éductible(voir [19]).

Théoréme 1.1SoitG un groupe de Lie semi-simple connexe dont le rang
réel est sugrieur ouégal a 2 et dont aucun facteur simple n’est locale-
ment isomorphe ®#SL(2, R). SoitI" un réseau iréductible deG. Alors
toute action dd” sur le cercle par difomorphismes de clas€2 respec-
tant l'orientation transite a travers une surjection @esur un groupe fini
cyclique.

Si¢1, ¢ : T — Homeéa, (SY) sont deux homomorphismes a valeurs
dans le groupe des h@omorphismes du cercle qui respectent 'orientation,
on dit queg, estsemi-conjugé a un revétement fini dg& s'il existe une
application continuef : St — St, surjective et localement monotone (au
sens large), telle que pour topt € T on aitga(y) o T = f o Pr(p).
Lorsquef est un revétementdsp.un revétement de clas§®'), on dit que
¢, esttopologiquement (resiC") conjugle a un revétement fini di.

Le theoreme suivant, plus fort que legedent, ne fait plus d’hypothése
sur les facteurs simples d&
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Théoréme 1.2So0itG un groupe de Lie semi-simple connexe de ra&g) r
sugerieur ouégal a 2 etl" un réseau iréductible deG. Soit¢ un homo-
morphisme d&" vers le groupe des débmorphismes du cercle de classe
C! respectant I'orientation. Alors, ou biefia une image finie cyclique ou
bien¢ est semi-conjugua un revétement fini d'un homomorphisme obtenu
en faisant suivre :

i) le plongement d& dansG,

i) une surjection des surPSL(2, R),

iii) 'action projective dePSL(2, R) sur le cercle (identié a la droite
projective Eelle).

De plus, sip prend ses valeurs dans le groupe desdiffiorphismes de
classeC?, il s’agit en fait d’une conjugaison topologique. &iprend ses
valeurs dans le groupe des @éémorphismes de clas§€g® (resp.C?), il
s'agit d’'uneC® (resp.C®)-conjugaison.

Un énoné& analogue au #oreme 1.1 &t obtenu indpendamment et
simultarement par M. Burger et N. Monod dans le cadre de é&ude de la
cohomologie boree desé&seaux [4].

L' étude des actions de groupes tels que &seaux sur les vates
compactes até propoge en particulier par R. Zimmer dans [31]. L'une des
conjectures centrales dans ce programme est la suivante : éseauf’
d’un groupe de Lie connexe simp&de rang eelr agit fidélement sur une
variete compacteM, a-t-on recessairememt < dim M ? Cet article épond
donc positivement a cette question dans le cadlogést le cercle (tout au
moins si I'action est difrentiable).

Un certain nombre deésultats allant dans cette direction sogjad
connus.

Dans [29], D. Witte montre le #oréme suivant. Soft un Q-groupe
algébrique simple, dont I§-rang est sugrieur ouégal a 2 et soil” un
reseauarithmétiguede G. Alors toute action d&” par homeomorphismes
transite a travers un groupe fini. Il esténéssant de comparer c&tiiéme
avec notre thoréme 1.1. L'hypothése relative 4rang est extrémement
forte et le tleoreme de Witte ne s’applique donc qu’a une classe restreinte
de reseaux (ceux qui sont les “moins co-compacts”), contrairement a notre
resultat qui considére ureseau quelconque. Par contre, ledteme de
Witte considére des actions par heomorphismes, alors que les actions
gue nous cons&ftons sont par difomorphismes. Il est naturel de conjec-
turer que notre thoreme 1.1 estgalement valable pour des actions par
homeomorphismes mais les techniques que nous allevslopper dans cet
article ne permettent pas d’aborder cette questicréssante.

Dans [6,7] B. Farb et P. Shalen introduisent une condition technique
sur les eseaux des groupes de Lie semi-simples de ra@gjs suprieurs
ou égaux a 2, grifiee pour de nombreux exemples mais cependant assez
restrictive. lls montrent ensuite qu'une action d’'w@seau &rifiant cette
condition, par diffomorphismeanalytiquesdu cercle, transite a travers un
groupe fini.
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Quant a la questionéggeérale de I'existence d'actions fidéles dseaux
de groupes de Lie simples de rangur des vagtes compacte$ dont la
dimension erifier > dimM > 1, elle reste ouverte sans hypothése addi-
tionnelle sur la @onétrie ou la dynamique de I'action. Signalons cependant
le résultat de [10] : un sous-groupe d'indice fini8k(r + 1, Z) n'agit pas
fidélement et analytiquement sur une surface compacte de @dstgtie
d’Euler-Poincag non nulle dés que> 2. On trouvera@galement dans [6, 7]
desinformations iriressantes sur les actions analytiques de certsraux
en petite dimension.

Nous terminons cette introduction par quelles remarques et questions
concernant les actions desseaux de rang&els 1. SoitG un groupe de
Lie simple de rangé&el 1 par exemple le grougg(n, 1) des isongtries
directes de I'espace hyperbolique de dimensiat soitl” un reseau dés.
Pour de nombreux exemples, il existe une surjection sierZ et il est donc
facile de construire des actions Hesur le cercle qui transitent a travets
donc non fideles. Il est plus difficile de construire des actions fidel&sade
Nous ne connaissons que quelques exemples.rPeW?, c’est-a-dire pour
les groupes fuchsiens agissant sur le disque de Péinieagroupd’” agit
naturellement sur le bord de ce disque mais on @gatement faire aglf via
un autre plongement dedansS(,(2, 1) >~ PSL(2, R), par exemple aimage
dense. Poun = 3, c'est-a-dire pour les groupes kléens, W. Thurston
donne dans [27] de nombreuses constructions d’actions fidélésekeu”
parhoneomorphismedu cercle. Il est probable que ces actions ne peuvent
étre lisges : on trouvera dans [21] ugsultat inéressant allant dans ce
sens. L&tude des actions fidéles deseaux de groupes de rangels 1
semble prometteuse ; il est peut-étre possible deéesré avec prcision
lorsqu’elles sont analytiques (ou méme seulemenéudfitiables).

Les cEmonstrations propéss dans cet article soalementaires mais
risquent d'étre obscurcies par le vocabulaire de kotle des groupes
algébriques. Nous avons donc choisi de proposer au lecteur une lecture
a plusieurs niveaux. Il se trouve que krdonstration du #oréme 1.1-1.2
repose sur Btude pealable d'un certain nombre de groupes de rangs 2 tels
queSL(3,R), Sp(4, R), SOy(2, ), PSL(2, R) x PSL(2, R), SU(2, g), qui
illustrent I'essentiel des difficis renconfres dans le casegeral. Nous
présenterons ensuite la preuve du caegal. Un lecteur pregspourrait se
contenter detudier par exemple les cas particuliers31€3, R) etSp4, R)
qui donnent facilement les cas 8&(r + 1, R) etSp(2r, R) ; il ne perdrait
pas les iées principales.

2 Geéneralités

Ce paragraphe est consaer quelques rappels de prages classiques des
actions de groupes sur le cercle.

On note toujours Hoko, (S') le groupe des hodomorphismes du
cercle qui respectent l'orientation. Rappelons qu’'un &omorphisme
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h € Homéa, (S') posséde umombre de rotatiornp(h) € R/Z. L'une des
définitions possibles de(h) est la suivante [16]. On considére une mesure
de probabilie « sur le cercle invariante pdr (il en existe toujours), un
relevé h deh au revétement univers® du cercleS! ~ R/Z et la mesure
infinie it “image ©ciproque” dex dansR, invariante parh et par les
translations entieres. Pour chaque poinde R, on considére la mesure
f([x, h(x)[) compee regativement sh(x) < x. Cette mesure neégpend
pas dex ; soit 7(h) cette valeur. Le nombre de rotatigith) est alorsegal
ar(hymodZ € R/Z ;ilne depend ni du choix du relé@h ni de la probabilié
invariantey choisie pour le calculer.

Si p(h) est un rationneb/gmodzZ, il existe des points griodiques de
périodeq et tous les points griodiques ont la mémeépiode. Les points
non periodiques sont errants ; les mesures de probaliiitariantes ont un
support contenu dans launion des pointsgriodiques.

Si p(h) est irrationnel, il existe un unique compact non vidle- St qui
est invariant pah et tel que I'orbite de tout point d& est dense dank.
Il existe une unique mesure de probabkilihvariante pah : son support
estK. Si K est le cercle tout entieh est conjugé dans Horao, (S') a
la rotation d’anglepo (mesue en tours). SK est different du cercle, c’est
un ensemble de Cantor et les points qui ne sont pasidawnt errants. Il
existe une applicatiorr du cercle dans lui-méme, continue, croissante au
sens large, de degrl, qui est une semi-conjugaison ertiret la rotation
d’anglep. Les fibres der sont soit des points d€ soit les adbrences des
composantes connexes du coampéntaire dé.

Lorsqu’un groupe agit sur le cercle, on peéfidir un invariant qui con-
tient I'information donme par les nombres de rotations des digfments
du groupe et qui caraatise I'action a semi-conjugaison pres : il s’agit d’'une
classe de cohomologie b&m (voir [9] pour plus deé&tails).

SoitU un groupe topologigue compact agissant fidélement sur le cercle
par hongomorphismesj.e. muni d’'une injection continuep : U —
Homéa, (S'). Soit dx la mesure de Lebesgue sur le cercle. Utilisant la
mesure de Haar su, on peut moyenner les mesurgal), (dx) sur U
et obtenir ainsi une mesure de probabilit sur le cercle, sans atome,
chargeant tous les ouverts non vides, et invariantdJpdrexiste alors un
homeomorphismeh tel queh, (1) = dx de sorte que, aprés conjugaison
parh, on peut supposer qggU) préservalx, c’est-a-dire que(U) est cons-
titué de rotations. Il enésulte quin sous-groupe compact #wmea, (Sh)
est soit un sous-groupe fini cyclique soit conjg@u groupe des rotations

Remarquons en particulier que cette description des sous-groupes com-
pacts montre qu'il existe un voisinage de l'ideatilans Horaa, (SY) qui
ne contient aucun sous-groupe compact non trivial. Soit mainteaamt
groupelocalement compacagissant fidelement sur le cercle. Puisdbie
possede un voisinage de l'idegtitui ne contient aucun sous-groupe non
trivial, le theoreme de Montgomery-Zippin montre g@esst ungroupe de
Lie (eventuellement non connexe) [15]. Bien sdr, il s'agit d'un cas trés par-
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ticulier du threoréme et on pourrait obterégalement ceasultat de maniére
plusélementaire.

La description compléte des actions fidéles de groupes de Lie connexes
sur le cercle n'est pas difficile a obtenir ; elle est d'ailleurs due pour I'essen-
tiel & S. Lie lui-méme.

SoitG un groupe de Lie connexsmi-simplegissant fidelement sur le
cercle. Puisque nous connaissons la structure des sous-groupes compacts,
on obtient imnédiatement qué& est localement isomorpheRSL(2, R).

A conjugaison prés, le grouf®SL(2, R) n’agit fidélement que d’une seule
facon sur le cercle : 'action projective sur la droite projectRE!. De
méme, pour chaque entikyril existe une action du revétemenk &uillets
dePSL(2, R) sur le revétementlafeuillets deRP?!, qui est encore un cercle.
Enfin, le revétement univers8L(2, R) opére sur le revétement universel de
RP! qui est une droite. En ajoutant deux points a l'infini de cette droite
on obtient une action fidéle &.(2, R) sur un intervalle ferra. SiK est un
fermé quelconque du cercle, on peut alors construire une actiSh@R)

sur le cercle qui est I'iden@itsurK et qui est conjugée a I'action que nous
venons de €crire sur chaque composante du caenpentaire. Le lecteur
pourra \erifier qu'a conjugaison prées, ceci est la liste compléte des actions
fidéles de groupes de Lie connexes semi-simples (il s’agitidier d’abord

la dynamique topologique de l'action du centre). On peut aussi montrer
facilement que les actions fideles 8&(2, R) que nous avonsétrites ne
peuvent pas étre défentiables, mais nous n'utiliserons pas ces faits.

La description des actions fidéles de groupes dédLé®nnexegésolu-
blessur le cercle est ausslementaire (voir par exemple [23]). Il existe un
fermeé K de points fixeséventuellement vide) et sur chaque composante du
compEmentaire, I'action est conjuga soit au groupe de translationsRle
ou du cercle, soit au groupe affine BeLe second groupeédive deG est
trivial.

Le cas d'un groupe de Lie connexe quelconque se raméne aux cas
précédents en consitant le radical@soluble et un sous-groupe semi-simple
de Levi qui normalise le radical. La situation peut ainsi étre complétement
décrite a conjugaison pres.

En resung, I' étude des actions de groupes localement compacts sur le
cercle se raméne essentiellement a celle des actions de groupes discrets.

3 Enoncé topologique

En fait, les tleoremes 1.1-1.2 vonésulter d'un esultat @réral valable
pour les actions par hoeemorphismes.

Théoreme 3.1SoitG un groupe de Lie semi-simple connexe de raeg) r
sugerieur ouégal a 2 etl” un réseau ireductible deG. Soit¢ un homo-
morphisme dé& vers le groupe des hammorphismes du cercle respectant
I'orientation. Alors, ou bienp(I") préserve une mesure de probal@lgur
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le cercle ou bienp est semi-conjugdia un revétement fini d’'un homomor-
phisme obtenu en faisant suivre :

i) le plongement d& dansG,

i) une surjection des surPSL(2, R),

iii) 'action projective dePSL(2, R) sur le cercle (identié a la droite
projective gelle).

Dans ce paragraphe, nous montrons commengélgréme 3.1 entraine
la partie essentielle du éoréeme 1.2. Supposons donc l&@dheme 3.1
demontg, plagons-nous dans les hypothéses dortme 1.2 et supposons
gue I'action péserve une mesure de probakilgur le cercleNous allons
montrer que l'action transite en fait a travers un groupe fini.

La preuve de la derniére assertion dedreme 1.2, relative a la défen-
tiabilité de la conjugaison, est de nature @iéinte et sera refjee a la fin
de cet article (voir 810).

L'application nombre de rotatiop : Homéao, (S') — R/Z nest pas
un homomorphisme. Cependant, Efidition que nous avons do@e mon-
tre que la restriction de au sous-groupe forendes horaomorphismes
qui préservent une mesure de probasiliixée . est un homomorphisme.
D’apres le tleoreme 3.1, I'applicationp : y € T — p(¢(y)) € R/Z est
donc un homomorphisme.

Un theoréme important de Marguliségeralisant des travaux de Kazh-
dan, affirme que tout homomorphisie— Z est trivial [19, 14]. En fait,
Margulis établit ce esultat lorsqués est semi-simple sans facteur compact
et a centre fini mais fait remarquer que I'hypothése sur le centre est inutile
(voir [19, remark 1X 6.20]). Nous verrons au 810 qu'il est facile de s’af-
franchir également de I'hypothése sur les facteurs compacts. D’autre part,
tout reseau d’un groupe de Lie connexe est de type fini [19, IX 3.1]. L'image
d’'un homomorphismé& — R/Z est donc un sous-groupeé&ien de type
fini dont la partie libre est triviale ; c’est un groupe fini cycligagkZ .

Consicerons le noyalily du morphisme : c’est un sous-groupe d'indice
kdeI etdonc unéseau d&. Nous affirmons que tous les points du support
de la probabilié .« sont des points fixes de tous Eéments de)(I'g). Ceci
résulte de I'observatioglementaire suivante. Sditun honeomorphisme
du cercle respectant I'orientation, de nombre de rotation nul, alors les seules
probabilies invariantes pan sont celles dont le support est contenu dans
'ensemble des points fixes the En effet un tel horeomorphisme possede
un fermeé non videFix(h) de points fixes et pour chaque intervalledu
compEmentaire deFix(h), la dynamique dén sur | est simple : toute
orbite converge vers I'une des exnites del de sorte qu'une probabit
invariante ne peut chargdr. Nous avons donc morrque¢(I'y) opére
trivialement sur un fer@ non videFix c S'.

Rappelons lehéoréme de stabift de Thurston [26]. Soi\ un groupe
de type fini ne possdant pas d’homomorphisme non trivial dahst soit
v A~ Diff}r(R, 0) un homomorphisme a valeurs dans le groupe des
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germes de difomorphismes de clas€2 deR fixant I'origine et respectant
I'orientation, au voisinage de l'origine. Along est trivial.

Nous pouvons maintenanéchontrer quep(I") est un groupe fini cy-
cligue (toujours en utilisant 3.1). Congins le ferrd@ non videFix des
points fixes par tous lesléments des(I'p). En consi@rant les germes en
un point deFix et en appliquant le #toreme de Thurston, oréduit que
Fix estégalement ouvert et il ereésulte bien que(I'y) est trivial, comme
annoné.

Cet argument utilisant le @oréeme de stabibt est le seul ou nous utili-
serons la diférentiabilie de I'actionetudie. Le tleoreme de Thurston n’est
pas valable pour les groupes d’heamorphismes et c’est la raison pour
laquelle nous sommes incapables @eggaliser nos &sultats aux actions
par hongomorphismes.

4 Le cas des groupes fTiaux linéaires

Dans ce paragraphe, nougndontrons le teoreme 3.1 dans le cas des
groupes spciaux lireaires. En fait, pour simplifier I'exposition, nous con-
sidérons d'abord le cas d'uréseaul’ dansSL(3,R). Soit¢ : ' —
Homéa, (S'). CommeSL(3, R) est un groupe de Lie simplé&, est bien
s(r irreductible et il s’agit en fait de montrer qg€l’) préserve une mesure
de probabilié sur le cercle.

La structure de la preuve

La demonstration du #oréeme 3.1 va se faire en plusie@tapes que
nous ecrivons d’'abord rapidement et informellement pour la comnaodit
du lecteur, avant de lesthiller.

Premiére étape (classique).Un drapeaude R® est la donge d’'un
plan vectorielE, deR® et d’'une droite (vectorielle]; contenue dang,.
L'ensemble de ces drapeaux, muni de la topologie naturelle, est ua&vari
compacteDr qui est un espace homogene sous l'actiorSt€3, R). Le
grouper agit naturellement suR® et donc sumDr .

Soit Prob(S!) I'espace des probabiéis sur le cercle. C’est un espace
métrisable compact sur lequel Hém (S') agit naturellement ainsi que,
via I’'hnomomorphismep.

On munitDr de la tribu des parties mesurables au sens de Lebesgue et
Prob(S') de la tribu des bdliens. La premiérétape consiste a construire
une application mesurabM : Dr — Prob(S') qui estéquivariante par
rapport aux actions de sur la source et le but.

Pour cemontrer le thoréme, il suffit alors de montrer que I'application
W prend une valeur constante presque partout par rapport a la mesure de
Lebesgue subr . En effetI'gquivariance d& montrera que cette probabdit
wu est invariante pap(T").

Par I'absurde, nous supposerons donc par la suite gu@’est pas
constante presque partout.
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Deuxieémeétape. En utilisant les propétes ergodiques de I'action de
I" sur Dr, nous montrons qu'il existe un entiéret une application¥
équivariante comme ci-dessus telle que I'image de presque tout drapeau est
la somme dé& masses de Dirac sur le cercle (chacune de poikls Wotons
St 'espace des parties du cerclek&léments de sorte que nous pouvons

maintenant consg&ter & comme une application der versS;.

Troisiéme étape. Soit X I'espace constitel des triplets(EL, E3, E3)
de plans distincts dR® qui S’intersectent sur une méme droig. C’est
encore un espace homogéne sous l'actiorSte3, R). Un point de X
détermine trois drapeaux. L'applicatisihpermet donc de&finir une appli-
cation mesurabl@® : X — (S})3. La contradiction cherde va ésulter
de l'ergodicié de l'action del’ sur X qui sera incompatible avec la non
ergodicit de celle de sur les triplets de points sur le cercle : un triplet de
points distincts sur le cercle peut en effet étre positivemenggativement
ordonre et cette dcomposition de I'espace des triplets de points distincts
est invariante par Hoéuo, (S').

Nous passons maintenant a la preugtailée.

Premiére étape : I'application de Furstenberg

Cette premierétape est classique et due a Furstenberg [8]. On pourra
consulter par exemple [19, IV 4.5] pour une description plus compléte mais
nous indiguons cependant ici une preuve.

Proposition 4.1 Il existe une application mesurable au sens de Lebesgue
W : Dr — Prob(S') qui estéquivariante sous les actions naturellesIde
sur la source et le but.

Démonstration Le groupeSL(3, R) agit transitivement subr. Le stabi-
lisateur du drapeau forende la droite engenée par(1, 0,0) et du plan
engende par(1, 0, 0) et (0, 1, 0) est le groupeB des matrices triangulaires
superieures. On peut donc identifiérr a I'espace homogérl (3, R)/B.

Le groupeB est Esoluble et donc moyennable [12]. Ceci signifie qu'il
existe une forme ligaire “moyenne’m sur I'espacel*°(B, R) des fonc-
tions mesurables essentiellement leas surB qui verifie les conditions
suivantes :

i) la moyenne de la fonction constante 1 egale a 1,

ii)si f > 0alorsm(f) >0,

iil) la moyenne est invariante a gauche :fse L*(B, R) et sib € B,
notonsf, : x € B+ f(bx) € R. Alorsm(f) = m(fy).

Il se trouve qu'il est possible de choisirdépendant mesurablement tle
(voir [20]). Autrement dit, sif, depend mesurablement d’'un paramétre
appartenant 0, 1], la fonction» — m(f,) est mesurable au sens de
Lebesgue.

Revenant a notre probléme, on commence par remarquer qu'il existe
des applications mesurablgg : SL(3,R) — Prob(SY) qui sontI'-equi-
variantes. Cecisulte du fait que I'action dé surSL(3, R) par translations



Actions de gseaux sur le cercle 207

a gauche posséde un domaine fondamental gfiniddonc¥, de maniére
arbitraire sur ce domaine fondamental et on complétéfaition dew, en
utilisant I'équivariance.

Pour compdter la @monstration, il faut modifiedy pour la rendre
invariante par les translations a droite @rPour ce faire, on utilise la
moyennem. En formules, on éfinit ¥ : SL(3,R) — Prob(S!) de la
maniéere suivante. §j € SL(3, R), la probabilie W(g) est ckfinie par son
intégrale sur une fonction continue: S* — R :

/ udd(g) =mx € Br— f udwy(gx)).
st st

Par construction est mesurable, invariante a droite @&, ceci cefinit
donc encore une application mesurable Dr ~ SL(3, R)/B — Prob(S')
qui a les propites requises. O

On remarquera que lésultat de [20] que nous avons uiisepose
sur I'hypothése du continu. Lesdhonstrations de [8,19] n'ont pas cet
inconvenient.

Deuxieémeétape : I'application ¥ a valeurs dans les masses de Dirac
Comme nous 'avons indig@uplus hautnous supposons demavant par
I'absurde que I'application¥ n’est pas constante sur une partie de mesure

de Lebesgue totale.

Proposition 4.2 Il existe un entiek > 1 et une application¥ : Dr — St

a valeurs dans I'espac&; des parties &k élements du cercle, qui est
mesurable au sens de Lebesgué@@tivariante presque partout sous les
actions del” sur la source et le but.

Avant de @montrer cette proposition, nous allons rappeler @otéme
ergodique important de C. Moore que nous allons utiliser de nombreuses
fois dans cet article (voir par exemple [30, Chap. 2]). Sbi= G/H un
espace homogéne d'un groupe de Lie semi-sinfpleconnexe, a centre
fini et sans facteur compact, et supposons que le stabilisetauest pas
compact. Soil” un réseau ireductible deG. Alors I'action del” surY est
ergodique par rapport & la (classe de) mesure de Lebesiye@st-a-dire
gue toute fonction mesurable sdrqui est invariante par est constante
presque partout. On remarquera que téseau d’'un groupe de Lie simple
estevidemment ireductible.

Par exemple, le stabilisate® d’un drapeau est non compakttaction
deT sur Dr est donc ergodique

Comme autre exemple, considns I'espac® des couples de drapeaux
de R® en position grérale. Pour un tel couple, il existe trois droites non
coplanairese}, E2, E? telles que le premier drapeau soit congtitle la
droite E} et du plan engendrparE? et E2 alors que le second drapeau est
constite de la droiteEs et du plan engenérparE? et E3. PuisqueSL(3, R)
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agit transitivement sur I'espace des triplets de droites non coplanaires, I'es-
paceY est bien un espace homogene sous l'actiolsde, R). Le stabi-
lisateur d’'unélement deY est le stabilisateur d’'un triplet de droites non
coplanaires ; il est clairement non compact. Par equsnt, I'action du
réesead” surY est ergodique. Puisque I'ensemble des couples de drapeaux
en position @rérale est de mesure totale dans I'ensemble des couples de
drapeaux, nous avons dogtabli quel’ agit de maniere ergodique sur
I'ensemble des couples de drapeauxRie

Par contre, le lecteurérifiera que I'action de" sur les triplets de dra-
peaux n'est pas ergodigue car I'action$lg3, R) n’est pas transitive.

Pour cemontrer la proposition 4.2, nous allons analyser I'actiofr dar
I'espace des couples de probakiitdu cercle.

Si u est une mesure de probatglisur le cercle, onafinit atome )
comme la somme des mesures des atomes dest-a-dire des points(en
nombre @&nombrable) tels que({x}) > 0. C'estévidemment une fonction
mesurable suProb(S!) qui est invariante par I'action de Ham, (S). La
fonction :

d € Dr — atome&w(d)) € [0, 1]

est une fonction mesurablé-invariante. D’aprés leésultat d’ergodicé
gue nous venons de rappeler, cette fonction est constante presque partout.

Supposons d'abord que cette constante soit non ncikst-a-dire que
'image de presque tout drapeau papossede au moins un atome.

Soit > 0 un el strictement positif. Pour toute mesure de proba-
bilité w sur le cercle, on considére les points: St tels quen({x}) > a.
Evidemment, il n'existe qu’'un nombre fineéYentuellement nul) de tels
points x. On notera ce nombréN(u, «). L'applicationd € Dr —
N(W(d), ) € N est mesurable et constante sur les orbited deelle
est donc constantegale a un entieN,, presque partout. Puisque nous sup-
posons que pour presque taljtla probabilie W (d) posséde des atomes,
on peut choisir urx de telle sorte qué\, soit un entierk non nul. Ainsi,
on peut @finir une application &finie presque partout dai¥ et a valeurs
dans I'espace des parties du cercle@&@ements, en envoyant le drapedu
sur lesk atomes del(d) qui ont une masse sapeure olwegale ax. Cette
application, que nous rebaptisobisatisfait aux conditions requises dans la
proposition 4.2 qui est don&dhontée sous I'’hypothése que presque toutes
les probabiliesw(d) ont des atomes.

Nous consiélrons maintenant la situation opgss ou, pour presque
toutd, la probabilitt ¥(d) n’a pas d’atome.

Nous allons montrer d’abord que, sous cette hypothésgrobabilies
Y(d) ont presque toutes le méme support.

Soientu, et up deux mesures de probab#lisans atome sur le cercle.
Soit D(u1, up) le maximum desu,-mesures des composantes connexes
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du compémentaire du support de;. Si D(u1, u2) = 0, le support de;
contient celui deu,. L'application mesurableé&finie presque partout :

(d1, d) € Dr? > D(W(dy), W(db)) € [0, 1]

est constante sur les orbites OePar le esultat d’ergodicé rappe plus

haut, cette application est constante presque partout. Nous affirmons que
cette constant&est nulle. Supposons au contraire due 0. En appliquant

le theoréme de Fubini, on peut trouver une partie mesur@bte Dr telle

que :

i) © est de mesure de Lebesgue totale.

ii) Sid e , la probabilie W(d) n'a pas d’atome.

i) Si d € , on ab(d, d) = § pour presque toud’ de Dr.

iv) Sid € 2, alors¥(d) appartient au support de lameswg L ebesgue
sur 'espace compact @trisableProb(Sh).

Fixons un pointd € ©. On peut donc trouver une suitg €  telle
que W(dj) = u;i converge versk(d) = u. Les probabiliés x; sont sans
atomes etD(ui, u) = §. Cela signifie qu’il existe une composantedu
compEmentaire du suppoBuppw) telle quew(lj) = 8. Si la suite des
longueurs des$; tend vers 0, on peut supposer, quitte a extraire, que l'inter-
valle I; tend vers un poinp. Ceci entraine que le poiptest un atome de,
contrairement a notre hypothése. On peut donc supposer, quitte a extraire,
gue les intervalles; coincident tous avec un certain intervallePuisque
les extemites del ne sont pas des atomes deque u; tend versu, et
que ui(l) = 8, on ceduit quew(l)s contredisant le fait qué est dans le
compEmentaire du support de

Ainsi, nous avons morgérques = 0, c'est-a-dire que pour presque tout
couple de drapeaui, d’) on aD(¥(d), ¥(d")) = 0. Par consquent, pour
presque tout couple de drapeaixd’), les probabiliess w(d) et w(d") ont
le méme support. Autrement ditexiste un ferrd K ¢ S* sans point isd#
tel que pour presque tout drapealile support del(d) estégal aK.

Chaque composante connexeie- K est un intervalle ouvert. En con-
tractant sur un point 'ackrence de chacun de ces intervalles, on obtient un
espace encore h@omorphe au cercle. Il existe donc une application con-
tinuer : St — S' dont chaque fibre est soit un point soit I'é&lance d’'une
composante connexe du corapientaire d& . Siu est une probabili sans
atome dont le support ekt, I'image directer,. (1) est une probabilé sans
atome et de support total sur le cercle. En composant /aveon obtient
donc une applicatiow définie presque partout éguivariante der vers
I'espace des probabilis sans atomes et de support total sur le cercle.

L'espace des probabilis sans atomes et de support total sur le cercle
est un espace homogeéne sous l'action de émr(s"), le stabilisateur de
la mesure de Lebesgétant bien s080(2). Cet espace s'’identifie donc au
quotient Honga, (S')/SO(2). Le groupe Horaa, (St), comme tout groupe



210 E. Ghys

topologique nétrisable, peut étre muni d’une distance invariante a gauche.
En moyennant sous I'action &(2), on obtient donc une distandést sur
Homéa, (SY)/SO(2) invariante a gauche.

La fonction qui associe a presque tout couple de drapeduX) la
distancedist(W(d), ¥(d')) est mesurable et invariante par I'action de
elle est donc constante presque partout. Par un argument analogue a celui
utilisé ci-dessus, cette constante est nulle, c’est-a-dire que I'application
W est constante presque partout. Puisque deux proéabgins atomes
et de supporK qui ont méme image pat, sont clairement identiques,
on en aduit que I'application¥ estégalement constante presque partout,
contrairement a ce que nous avons supmas@but de ce paragraphe. Cette
contradiction conclut la@monstration de la proposition 4.2.

Troisieme étape : I'ordre cyclique des triplets de points sur le cercle

Pouréclairer ce qui va suivregommengons par supposer que I'entier
k introduit precedemment estgal a 1, c’est-a-dire que I'on dispose d’'une
application équivariante @finie presque partoud : Dr — S' et non
constante presque partout.

Comme expligé plus haut, solX I'espace constiteides tripletsE2, E3,
E3) de plans distincts d&® qui s'intersectent sur une méme drdite C'est
encore un espace homogeéne sous l'actioBld8, R) et le stabilisateur d'un
point deX est clairement non compact. D’aprés leahéme de Moore, I'ac-
tion de" sur X est ergodigue. Un point d¥ détermine trois drapeaux.
L'application & permet de dfinir une application mesurabkequivari-
antew® : X — (S)3 définie presque partout. Soiten effet: Dr — RP?
la projection deDr sur le plan projectif @el qui associe a un drapeau
E:. C E, ladroite E; ¢ R3. L'espaceX est donc I'espace des triplets de
drapeaux ayant méme projection gar Il résulte du thoréme de Fubini
gue pour toute partie de mesure de Lebesgue totaleligiensemble des
triplets délements de cette partie ayant mémes projections est de mesure
de Lebesgue totale daxs: c’est peciment ce qui permet définir v,

L'espace(Sh)® peut étre @compoé en parties disjointes et invariantes
sous I'action du groupe Hoea, (SY) :
i) Les triplets de la forméx, X, X).

ii) Les triplets dont exactement de@lements sorégaux. Cet ensemble
est lui méme dcompoé en trois parties : I'espace des triplets qui sont de
la forme(X, X, z), respectivementx, Yy, X), respectivementx, Y, y).

iii) Les triplets de points distinctgx, y, z) du cercle qui sont ordo@s
positivementj.e. tels que l'intervalle positivement origmjoignantx ay ne
contient paz.

iv) Les triplets de points distincts, y, z) qui sont ordonas regativement.

Lesimageséciproques de ces parties gdf sont des parties mesurables
disjointes etl'-invariantes. Chacune d’entre elles est donc de mesure de
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Lebesgue nulle ou totale. Cela signifie qu’il existe une partie de mesure
totale 2 C X dont I'image est contenue dans l'une des parties que nous
avons @crites. Nous allons montrer que ceci est impossible.

Pour cela, on observe que le groupe &iigue a trois lettrex; opére
naturellement & la fois sux et sur(S*)° en permutant respectivement les
drapeaux et les points. Ces actions commutent avec cell&ssde X et
sur (St et I'applicationw® est bien stiegalemenéquivariante sous cette
action dexs.

Il résulte de ceci que la partie qui contiebf® (Q2) doit étre invariante
par I'action deXz. Seule la premiére partie, consérides triplets de points
egaux, erifie cette condition. Cela signifie que I'applicatign; Dr — St
que nougtudions transite a travers la projectipn: Dr — RP? ou encore
gue lI'image paw d'un drapeau ne&pend presque partout que de la droite
assocdde au drapeau et non pas du plan.

On aurait pu, exactement de le méme manie&dingd un espacexX’
formé des triplets de drapeaux qui ont le méme piangui ont la méme
projection dans le plan projectif dual. On montrerait ainsi guee cepend
presque partout que du plan asgéaziun drapeau et pas de sa droite.

Ceci entraine qu& est constante sur une partie de mesure totale, ce
gue nous avons exclu alelut de ce paragraphe. Nous avons donc une
contradiction dans le cas éu= 1.

Lorsquek > 1, nous allons proeder de maniere similaircRappelons
que nous noton§. I'espace des partied du cercle & élements Etant
donrés deuxélements(Aq, Az, As) et (A}, A,, A) de (Sh)3, nous dirons
gue ces deueléements ont lanéme ordre cyclique'il existe un hongo-
morphisme du cercléh respectant l'orientation tel qub(A;) = A.,
h(Az) = A, h(As) = A,. Ceci donne une partition d&})* en un nombre
fini de parties invariantes par H@wn,_(S"). De méme que @edemment,
on deduit qu'il existe une partie de mesure totélec X telle queWw ()
est contenu dans une de ces parties. En utilisgalement les actions
naturelles deXs; de part et d’autre, on enéduit que cette partie est
constitilee de triplets(A;, Ay, Az) qui ont le méme ordre cyclique que
(As1y» As2), Asz)) Pour toutélements € Xs. Il existe donc pour chaque
un honeomorphismeh, tel queh,(A) = Ay pouri = 1,2, 3. Soit A
la reunion deA;, A; et Az : c’est un ensemble ayaM < 3k éléments.
Les hongomorphismesh, préserventA et y induisent Bcessairement
une permutation cyclique. En particulier, le commutateur de dguagit
trivialement surA. Comme la permutation cycligue = (1, 2, 3) est un
commutateur dans le groupe sgimque X3, 'homéomorphismeh; 2 3,
opere trivialement suA. Puisque nous savons qie; 23 (A1) = A,
h(lgz)g)(Az) = Ag et h(l)zgg)(Ag) = A4, Cest queAl = A, = As. En
resung, nous avons morérgu’il existe une partie mesurable de mesure
totale @ C X telle que limage deld®(Q) est constitée de triplets de
partieségales deSt. Exactement comme dans le das= 1, nous pouvons
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conclure quel est constante sur une partie de mesure totale, ce que nous
avons exclu au@but du paragraphe.

Ceci achéve la@monstration du #oréme 3.1 pour le cas dgsseaux
deSL@3, R).

Remarquons que I'argument central dedambnstration, que nous allons
géereraliser aux autres groupes, est I'incompatibiéntre la non transitivét
de I'action de Horga, (S%) sur les triplets de points distincts et la transivit
de celle deSL(3, R) sur X. Le fait qu'il existe des transformations de
SL(3, R) qui fixent une droiteD et qui permutent de maniere impaire trois
plans qui contiennenD n’est finalement que la non orientat#litdu plan
projectif reel.

La demonstration pour unéseaul” de SL(r + 1, R) est exactement la
méme. Pour toute suite d'entiersdi; <i> < --- < i} <r 4+ 1, on
considere I'espac®r, ...; des drapeaux de typ@,, - - -, ij), c’est-a-dire
des suites de sous-espaces vectofiglsc E;, C --- C E, ¢ R™*! avec
dmEj; =i; (j =1,---,1). C'est un espace homogene sous l'action de
SL(r + 1, R). L'espace des drapeaux comple#s,Dr = Dry , .., estmuni
de projectionspr; sur les espaces de drapeaux incomp]htg.z’m)im’r ou
I'indice j n'apparait pas. L'espace; formé des triplets de drapeaux dis-
tincts de Dr qui se projettent papr; sur le méme drapeau der; est
également un espace homogéne sous l'actioBlde + 1, R), a stabilisa-
teur non compact.

Il suffit maintenant de recopier l&thonstration que nous venons de faire
pourr = 2. On commence par construire une applicaéqnivariantel de
Dr versProb(St) (méme preuve). Supposant par I'absurde gugest pas
constante presque partout, on construit une autre application encéee not
W de Dr versS. (méme preuve). Pour chaqye= 1, -- -, r, on considére

I'application assocéie\yf) : Xj — St et on montre comme plus haut que,
sur une partie de mesure totale, elle prend ses valeurs dans les triples form
de parties identique@A, A, A). On en @&duit que pour chaque=1, ---,r
et sur une partie de mesure totale, la valeuwdsir un drapeau neegpend
que de sa projection pdur;. Puisque ceci est vrai pour tojitc’est quew
est constante presque partout. C’est la contradiction cberghi achéve la
preuve du toreme 3.1.

Les preuves se éageralisentévidemment pour les groupeséspaux
linéaires complexeSL(r + 1, C) et quaternioniqueSL(r + 1, H) (pour
r>2).

5 Le cas du groupe symplectique

Dans ce paragraphe, nous allogsrebntrer le ttoréme 3.1 dans le cas du
groupe symplectiqu8p2r, R) (r > 2).

Le groupe symplectiqu&p(2r, R) est le sous-groupe déL(2r, R)
formé des applications lemires qui peservent la forme symplectique

W((Xq, =+, Xar )y (Xg, oy X)) = XaX5 — XoXq + -+ =+ Xor—1X5, — Xor Xor 1.
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C’est un groupe de Lie simple connexe de rang

Nous fixons donc unéseau” dansSp(2r, R) (r > 2) et un homomor-
phismeg : I' — Homéo, (S'). Nous supposons par I'absurde gu@) ne
préserve aucune mesure de probabistr le cercle.

Un sous-espade deR? estisotropesila restriction de la forme A E est
nulle. Un sous-espace isotrope de dimension maximed un sous-espace
lagrangienSil <i; < i, < ---ij < r estune suite d’entiers, on noteradans
ce paragraph®r;, ... ; I'espace des drapeaux isotropes de tipe - - , i),
c’est-a-dire I'espace des suites de sous-espaces isotEpes--- C E;
avec dimgj;, =ij (j = 1,---,1). Ce sont des espaces homogenes sous
I'action du groupe symplectique. De méme quédgpdemment, |'espace
Dr = Dry.., est muni de projectiongr; sur les espaces de drapeaux
incompletsDrl)zgm)J-A,m’r ou l'indice j n'apparait pas. Pour = 1,---,r,
on noteX; I'espace des triplets de drapeaux distinctsatequi ont méme
projection parpr;.

Comme peccdemment, le stabilisateur d’'un drapeaultesous l'ac-
tion du groupe symplectique est un grougsaluble. L'action du groupe
symplectique estgalement transitive sur I'espace des couples de drapeaux
géreriques, avec un stabilisateur non compact, de sorte qu’on a encore une
applicationéquivariante¥ : Dr — St. Comme plus haut, nous supposons
que W n’'est pas constante presque partout.

La difference essentielle avec le paragrapleegatent est le fait suivant.

Remarqué.1 Le groupe symplectique opére transitivemend&uiXs, - - -,
X;_1 mais pas sukX; ou il a deux orbites.

Pour comprendre ceci, remarquons quE sist un sous-espace isotrope
deR?, le quotient de I'orthogonal symplectiq" par E est naturellement
muni d’'une forme symplectique. Un point @& est la donge de trois
drapeaux complets distincts qui ont les mémesl premiers sous-espaces
E, C --- C E;_;. Par congquent, un point de&X; donne trois lagran-
giensE}, E?, E2 contenantE,_;, c’est-a-dire trois droites distinctes dans
le quotientE;- ,/E,_; qui est un espace de dimension 2 muni d'une forme
symplectique, et en particulier un plamniente. Le triplet de droites de ce
plan peut donc étre positivement cegativement ordorén Ceci @finit donc
deux types cBlements danX; et explique pourquoi le groupe symplectique
n'opére pas transitivement sk . Le fait queSp(2r, R) opére transitivement
sur chacune de ces deux parties{d@st un exercice facile laissu lecteur :

il suffit d’analyser I'action du stabilisateUl®; d'un drapeau incompldt; C
-oo C Er_qsur I’espaceEri_l/ E,_1 ~ R? et de \erifier que cette action se
fait via une surjectionP, — SL(2, R) et agit donc transitivement sur les
triplets positivement ordor@s de droites distinctes dr?.

De méme la transitivit sur chaqué; avecj < r s’obtient en analysant
Iaction du stabilisateurP; d’un drapeau incompleE; C --- C E; C

- C E/ (ou E; napparait pas) sur I'espacgj,1/Ej_1 ~ R? et en
verifiant que cette action se fait via une surjectign— GL(2, R) et agit
donc transitivement sur les triplets de droites distincteRte
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Puisque le groupe symplectique opére transitivemenksur- -, X,_1
et que les stabilisateurs sont non compacts, les arguments du paragraphe
précédent montrent que la valeur desur un drapead = (E; C --- C E)
ne cepend que de son dernier espagesur une partie de mesure totale. En
d’autres termesy transite a travers une applicatioequivariante, encore
notee W, de Dr, versSt.

Il nous faut employer un autre argument pour traiter du dernier esfyace
puisquepr, est “orientable”.

Rappelons quelques propés de lalasse de Maslofvoir [1, 3]). Soient
L1 et L, deux lagrangiens transverses d&ts. Soit L3 un troisieme la-
grangien transverse aux deux premierpgtp, les projections dé.z sur
L, et L, parallelement &, et L; respectivement. La fonctiog : x €
Lz — w(p1(X), p2(X)) est une forme quadratique noagreree surl s ;
sa signatureife. le nombre de caés positifs moins le nombre de casr
négatifs) est un entier compris entre etr (et congru & modulo 2) ap-
pekindice de Maslov (L4, L,, L3). On peut d'ailleur&tendre la éfinition
lorsque les lagrangiens ne sont pas transverses, mais nous ne l'utiliserons
pas. On remarquera que le sous-groupe du groupe symplectique stabilisant
les trois lagrangiens est le groupe orthogonal de cette forme quadratique ;
il est donc non compact si l'indickest different detr. Les proprétes que
nous utiliserons sont les suivantes.

i) Si (L, Lo, L3) et(L], LS, LY) sont deux triplets de lagrangiens trans-
verses deux a deux, les indickd 1, Lo, L3) etl(L), L), L) sontégaux si
et seulement si il existe une transformation symplectique envdyastir
L}, Lasurl etLssurly; c’est la classification des formes quadratiques
sur un espace vectorietel.

ii) Si 'on permute trois lagrangiens transverses, l'indice de Maslov ne
change pas ou change de signe suivant la signature de la permutatiée utilis

Placons-nous d’'abord dans le qas= 2, c'est-a-dire dans le cas du
groupe symplectiqu8p(4, R). L'espaceY des triplets grériques(Lq, Lo,
L3) de lagrangiens d®* (i.e. transverses deux a deux) sécdmpose
en trois orbites ouvertes sous I'action 8p(4, R), suivant que l'indice de
Maslov est-2, 0 ou+2. Consigrons 'orbiteYy d’indice 0. C’est un espace
homogeéne a stabilisateur non compact et sur lequéddeaul” agit donc
ergodiguement. On remarque par ailleurs que cette ovbiest invariante
par I'action naturelle du groupe syatrique a trois lettreXxs. L'application
VU : Dr, — S dont nous disposons permet défidir une application
mesurabler® : Y, — Sk qui estequivariante sous les actionside 3 sur
les espaces source et but. Exactement comme dans le paragreqsitepr
on en cduit que l'image paw de presque tout triplet dé, est constitée
de trois parties identiques @&. Etant donis deux lagrangiens transverses
L1, Ly, 'ensemble des lagrangiens; tels que(L, Ly, L3) € Yo est un
ouvert non vide. |l ené@sulte que pour presque tout couple de lagrangiens
(L1, Lo), onaw(Ly) = ¥(L,), c'est-a-dire quel est constante presque
partout. Ceci achéve la preuve détineme 1.1 dans le cas 8p(4, R).
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En fait, on remarquera que la méme preuve fonctionmeesi pair, de
facon a ce que l'indice de Maslov puisse prendre la valeur O sur un ouvert
non videYy dans I'espace des triplet&ggriques de lagrangiens.

Pour traiter du casagéral our est impair, plusieurs solutions sont pos-
sibles. SoitDr; , I'espace des coupld3 c L formés d’'une droite contenue
dans un lagrangien et conéitns I'application (toujours néew) de Dr
vers St qui envoie le coupleD, L) sur w(L). Consicronségalement la
projectionp : Dry, — RP?~! qui envoie le couplgD, L) sur la droiteD.

La fibre d’'une droiteD est I'espace des lagrangiens contenant’est-a-

dire 'espace des lagrangiens Be /D qui est un espace symplectique de
dimension 2r — 1). Soit Z I'espace des triplets dléements deDr;, qui

ont méme projection pap et tels que les lagrangiens correspondants dans
I'espace symplectique asséae dimension @ — 1) sont transverses deux

a deux. Dans cet espace, on considére la partie ouverte nodyfdemée

des triplets d’indice de Maslov O (toujours dans cet espace de dimension
2(r — 1)). C’est un espace homogene sous l'actiorSge2r, R), a stabili-
sateur non compact de sorte gileagit ergodiqguement suZ,. Comme
préecédemment on construit une application mesurabfé : Z, — (S})®

qui estéquivariante sous I'action dé x X3 sur les espaces source et but.
Avec la méme preuve que plus haut, on @dwit que¥® prend presque
toutes ses valeurs dans I'ensemble des tri@geux(A, A, A) dans(Sh)°.

La restriction de¥ & presque toute fibrp~1(D) est donc constante. Mais
ceci est impossible puisque nous savons que la valedr sl un couple

D c L ne cepend que dé.

Ceci termine la @monstration du #oréeme 3.1 dans le cas du groupe
symplectique de dimension quelconque.

En passant, remarquons que la diffieuljue nous avons rencoggr ne
se peésente pas pour le groupe symplectique comp&x@r, C). Puisque
deux formes quadratiques complexes de méme rangéspiNalentes, le
groupe symplectique complexe agit transitivement sur I'analoguk,de
il 'y a donc pas d’analogue de l'indice de Maslov et la preuve fonctionne
sans difficulé.

6 Le cas des groupes orthogonaux
Consicrons la forme quadratique SRf*9 de signature2, q) :

Le groupe d’isoratries directes de cette forme est le groupe de Lie simple
SQ(2, q) dont le rang eel est 2. Ce groupe a deux composantes connexes ;
nous noton$Sy(2, ) sa composante neutre.

Nous supposerons dans ce paragrapheque car le group&Qy(2, 2)
est localement isomorpheSi(2, R) x SL(2, R) et sera traé au 87 (pour
des @reralites sur les groupes classiques, on pourra consulter [18,22]).
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Nous fixons toujours uresead” dansSQy(2, g) et un homomorphisme
¢ : ' = Homeéa, (S). Nous supposons par 'absurde @) ne péserve
aucune mesure de probal@lisur le cercle.

Un sous-espace vectoriglde R?+9 estisotropesi la formeQ est nulle
sur E. Les sous-espaces isotropes de dimension maximale sont de dimen-
sion 2. On noteDr I'espace des drapeaux isotropes c'est-a-dire I'espace
des couples forés d'une droite isotrop&; et d’'un plan isotropeE; la
contenant. On dispose de deux projectipnset pr, de Dr respectivement
sur 'espace des droites isotropes et des plans isotropes.

On \erifie d'abord quesQy(2, g) opére transitivement sidr ainsi que
sur les couples de drapeaux isotropésggiques, avec un stabilisateur non
compact. Notonsg, (i = 1, ---, q+ 2) les vecteurs de la base canonique de
R?+4, La droite[e; + e3] engendée pare; + e; et le plane; + €3, & + €]
engende pare; + €3, € + € sont isotropes. Onérifie que le stabilisateur
P du drapeale; + €3] C [e1 + €3, & + €] est une extension d’'un groupe
compact par un group@&soluble. C’est donc un groupe moyennable et on
peut appliquer la thode de Furstenberg. On obtient donc une application
équivariantel : Dr — S pour un certain entiek.

Les fibres depr, sont des droites projectivesalles (donc topologique-
ment des cercles). La fibre g, au dessus d’'un plan est en effet 'espace
des droites contenues dans ce plan. On remarquera qu’un plan isotrope se
projette bijectivement sSUR? x {0} ¢ R?*9 ; il hérite donc de I'orientation
de R2. Ces orientations sont invariantes par I'action du groupe connexe
SOy(2, g). Ainsi, les fibres deor, sont des cercles oridrs.

Lafibre depr; au dessus de; + €3] est I'espace des plans isotropes con-
tenan{e, +es], c'est-a-dire des droites isotropes contenues pans es]*/

[e; + &3] qui est un espace de dimensigmuni d’'une forme de signature
(1,g — 1) et dont I'espace des droites isotropes constitue une sphére de

dimensiong — 2, bord de I'espace hyperboliquéel Hg_l de dimension
q-1.

Soit X, (resp. X,) I'espace des triplets de drapeaux distincts qui ont la
méme projection papr; (resp. prz).

Il résulte de notre observation sur l'orientation des fibrepdeque
Sy(2, g) n'opere pas transitivement sik : un probléme analogue a celui
gue nous avons rencoatdans le cas symplectique.

Soit P, € SOy(2, g) le stabilisateur dge; + e3]. Par restriction de; +
&3]t /[e1 + &3], on obtient un homomorphisme &g versO(1, g — 1). On
vérifie qu'il est surjectif et que son noyau est non compact. Le groupe
d’'isométries (directes ou indirectes) de I’espa&d:%‘l opére transitivement
sur les triplets de points distincts de son bord (remarquons en passant que
le groupe des isoétries directesopéreégalement transitivement sur ces
triplets dés que la dimensian— 1 > 3). On en @duit queSOy(2, q) opére
transitivement suiX; avec un stabilisateur non compact.

L'application ¥ est donc constante sur les fibrespte. Soit A I'espace
des droites isotropes dafg™9. Nous disposons donc d’une application
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équivariante, toujours nee ¥, de A versSt. Soitw® : A% — S! 'applica-
tion assod@e sur les triplets.

SoientLq, L,, L3 trois élements @rériques deA. La signature de la
restriction de la formeQ au sous-espace de dimension 3 engeruhr
ces trois droites esR, 1) ou (1, 2). Soit Yy I'ouvert constit@ des triplets
de droites tels que cette signature gdit2). On \erifie facilement que
Sy(2, g) opere transitivement sify avec un stabilisateur non compact.
Toujours par le méme argument, I'image pe® de presque tout triplet
de Y, est constitée de trois parties identiques 8 Puisque pour tout
couple g¢rérique de droites isotropék 1, L»), il existe un ouvert non vide
constitle de pland._s tels que(Ly, Ly, L3) € Yo, on en @duit quew est
constante presque partout.

Ceci termine la dmonstration du #oreme pour le cas d&0y(2, ).
On reglerait d'ailleurs de la méme maniére le ca&segal des groupes
orthogonauwSQ(p, q).

7 Le cas de PSL(2, R)x PSL(2, R)

Nous abordons un cas diffent des @aedents puisqu’uraseau ireductible
dePSL(2, R) x PSL(2, R) peut effectivement ggrer sur le cercle de maniére
non triviale ; il suffit de faire suivre le plongement dedansPSL(2, R) x
PSL(2, R) par une projection sur I'un des deux facteurs et de faire agir
projectivementSL(2, R) sur la droite projectivdlRP* ~ S!. Le but de ce
paragraphe est de montrer que ces actions sont les seules, a revétements
finis prés et a semi-conjugaison pres.

Nous fixons donc ungseau ireductiblel” dansPSL(2, R) x PSL(2, R)
et un homomorphisme : ' — Homéa, (SY). Nous allons montrer le
theoreme 3.1 dans ce cas, c'est-a-dire @UE) préserve une mesure de
probabilie ou bieng est semi-conjugl a un revétement fini d’'une action
du type ecrit plus hautNous supposons demavant que(I") ne preserve
aucune probabili.

Le stabilisateur d’'un point dRP! ~ S! sous l'action projective de
PSL(2, R) est le groupeésoluble des matrices triangulaires 8rpures. Le
stabilisateur d’un point dBP* x RP* sous I'action produit d®SL(2, R) x
PSL(2, R) est donc lui aussésoluble. Le stabilisateur d’un couple de points
géererigues est édien non compact ; I'action désur les couples élements
deRP! x RP! est donc ergodique. On peut donc construire une application
mesurable, éfinie presque partout éguivariante¥ : RP* x RP* — Sl
pour un certain entide. Nous nous proposons de montrer guest constante
sur les fibres de I'une des projectionsRE* x RP! sur I'un des facteurs.

Soit X I'espace des triplets dléments distincts d&®P! x RP! qui
ont la méme projection sur le second facteur. Uneedifiice importante
avec les situations predentes est queSL(2, R) x PSL(2, R) n'agit pas
transitivement suiX : il y a deux orbitesX, et X_ qui correspondent aux
triplets positivement oué&gativement ordor@s sur le premier facteur (par
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rapport & une orientation arbitrairement choisie R&®). Le stabilisateur
d’'un point dansX. est clairement non compact : leseaul’ agit donc
ergodiquement sur chacune de ces deux composantes

Soit U@ : X — (S})3 I'application assoée aw. Supposons d’'abord
quek = 1, c'est-a-dire quel est a valeurs dans le cercle. Nous avons
déeja obser&é que les triplets de points du cercle peuvent étre reg@oup
en plusieurs parties invariantes suivant qu’ils contiennetdu 3 points
distincts et leur ordre cyclique. Les imagégiproques de ces parties par
U® sont invariantes paf. Puisque nous savons que I'action Ideur X
a exactement deux composantes ergodiques, iesulte qu'il existe une
partie mesurabl® de mesure totale danstelle ¥ est contenu dans une
ou deux de ces parties. De méme que plus haut, on remarquéuest
en fait équivariante sous les actions naturelleside >3 ou X3 désigne
toujours le groupe syétrique.

La reunion de ces deux parties doit étre invariante sous l'actiofzde
[l 'y a que trois possibiliés :

i) ou bien I'image de¥® est contenue dans I'ensemble des triplets de
la forme (X, x, X). Ceci signifie quel est constante sur presque toutes les
fibres de la deuxiéme projection &P! x RP! surRP?.

i) ou bien ¥ envoie presque towX,, (resp.X_) dans I'ensemble des
triplets de points distincts positivememégp.negativement) ordorés.

iii) ou bien ¥® envoie presque touf, (resp.X_) dans I'ensemble des
triplets de points distinctsagativementrésp.positivement) ordongs.

Bien siir le cas iii) se raméne au cas i) en renversant I'orientati®Rle
En appliguant le méme argument a la seconde projection, et en rappelant que
nous avons suppéuew n’est pas constante presque partout, on obtient
finalement les possibifis suivantes.

1) ou bien la restriction da & presque chaque fibRP! x {y} est
injective et respecte 'ordre cyclique.

2) ou bienW transite a travers la projection sur le second faciegirest
de la formew(x, y) = ¥(y) ol ¥ : RP! — S respecte I'ordre cyclique.

Plagons-nous dans le cas Npus allons montrer que I'applicatiod
transite alors a travers la projection sur le premier facte@®i ((Xy, y),
(X2, ¥), (X3, y)) est un point dexX, il existe une unique application pro-
jectiveu : RP* — RP! x {y} qui envoie trois points dor@s, par exemple
0,1 etoo, sur(xi,Y), (X2, y), (X3, ¥). MunissonsRP! d’une mesure de
Lebesgue, par exemple celle qui est invariante par l'actioBOR) et que
nous notongdd. Ainsi, pour chaque point d&,, on peut consigrer la
mesure sur le cerclel(o u)..(d9) (bien cefinie pour presque towt). Ceci
nous permet donc deefinir une applicatiory : X, — Prob(S!) bien sir
équivariante sous les actionsd& la source et au but. Puisqueest injec-
tive sur presque toutes les fibieB* x {y}, cette applicatiomy est & valeurs
dans les mesures sans atomes. $diespace des couplesé&éments de
X, qui ont méme projection sur le premier facteur, c’est-a-dire de la forme
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{X1, X2, X3} x {y1, Y2} avec(Xy, X, X3) positivement ordongs etyy, y, dis-
tincts. Le groupd’SL(2, R) x PSL(2, R) agit transitivement suY avec un
stabilisateur non compact agit donc ergodiquement sif. On procéde
alors exactement comme au paragraphe 4.2. Pour presqyetout X3} x

{y1. Y2} de'Y, on dispose des deux mesumgs(xy, Y1), (X2, Y1), (X3, ¥1)))

et g(((Xg, ¥2), (X2, ¥2), (X3, ¥2))). En utilisant la fonctionnelleD (1, w)
gue nous avonsédinie en 4.2 et grace a I'ergodieidel” surY, on montre
gue pour presque toatement der, ces deux mesures ont le méme support.
Puis, toujours comme en 4.2, on utilise I'existence d’'une distance invariante
surHonea, (SY)/SQ(2) pour en @duire que pour presque taément dey,

les deux mesureg(((X1, Y1), (X2, Y1), (X3, Y1))) €t g(((X1, Y2), (X2, ¥2),
(X3, ¥2))) sont égales. Cela signifie que la fonctiob(x, y) ne cepend
presque partout que de la premiére cooréenet c’'est geciement ce
gue nous voulions montrer.

Ainsi, quitte a renverser les roles des deux facteurs, on peut toujours se
ramener au cas 2).

L'application ¥ permet de dfinir la semi-conjugaison annoee entre
¢ et I'action projective dd” sur le cercle obtenue en projetant sur I'un
des facteur®SL(2, R). En effet, le fait quel préserve l'ordre cyclique de
presque tout triplet signifie que pour presque tout couple de pEinis
dansRP?, image de presque tout point de l'intervalle positif joignant
ay est contenue dans lintervalle positif joignabitx) a w(y). Soit u la
mesure image directe de la mesure de Lebesgu paiest une mesure de
probabilie sans atome sur le cercle. Enéigtant cette mesure, on obtient
une applicationcontinue et monotond : S' — RP! telle que f o ¥
est l'identie presque partout. Il est clair qieest une semi-conjugaison
topologique entr@ et I'action projective dd” surRP.

Ceciétablit le treoréme sous I'hypothése= 1.

Lorsquek > 1, nous allons devoir discuter de I'ordre cyclique des
triplets d’élements d&t.

Partageons I'espaces;)? des couples de partieskaélements en un
nombre fini de classes&ljuivalence pour la relation&juivalence “méme
ordre cyclique” :(Aq, Ap) € (Sh)? estéquivalent A A;, A,) s'il existe un
homeomorphismé du cercle qui respecte I'orientation tel queA;) = A}
eth(Ay) = A,.

Puisque agit ergodiquement sur les couplegl@ments d&kP! x RP!
qui ont méme projection sur le deuxiéme facteur, il existeélament
(A1, A) € (Sh? tel que pour presque togks, X2, y) € (RPH)2 x RP! le
couple(W(xy, y), U(X, ¥)) € (Sh)? ale méme ordre cyclique quéy, Ay).

Soit A la réeunion deA; et deA; : c’est un ensemble ayaht élements
(k = N < 2Kk) cycliguement ordon@par son plongement dans le cercle. Soit
Z/1Z de groupe des permutations cycliquesAlgui preserventA; et A,.
Sur chaque ensembl&, et A,, on obtientégalement un groupe cyclique
d’'ordre | de permutations cycliques de lelksléments. En particulier
divisek.
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Consicerons maintenant un point d¢ c’est-a-dire un triplet de points
de la forme((x1, ¥), (X2, ¥), (X3, ¥)). Nous savons que pour un ensemble
de mesure totale, les couplé®(xi, y), W(Xz, ¥)) € (Sh)? et (W(xy, y),
W(xs, y)) € (SH2 ont tous les deux I'ordre cyclique déy, A;). On a donc
deux hon@omorphismes du cercle respectant I'orientatipeth; tels que :

) hi(W(X1, y)) = AL ethi(W(xz, y) = A

i) h2(W(X1, y)) = Ar etha(W(xs, y)) = As.

Les hongomorphisme$; et h, sont bien @&finis modulo des ho&o-
morphismes qui respectedy et A,, qui sur A induisent une permutation
cyclique dezZ/IZ. L'homéomorphismeh; o h;l préserveAq, il y induit
donc une permutation cyclique deglements deA;, bien cefinie modulo
le groupe cycliqueZ /1Z. Finalement, nous avons asg®é un point deX
unéléement deZ /(k/1)Z qui est invariant sous I'action deet qui se change
en son oppds lorsqu’on permute, et x3. Puisquel” agit ergodiqguement
sur X, cet invariant ne peut prendre que deux valeurs.

Supposons qu’il ne prenne gu’'une valeur et choisissons une orbite
B c A; d’un point deA; sous l'action d&Z /1Z. Alors, h;1(B) € W(xy, y)
est un ensemblel&leéments inépendant du choix de etxs. Cela signifie
qu'il est possible de &finir U : RP* x RP? — St en envoyantxy, y) sur
h~1(B). C’est une nouvelle applicatioquivariante. En d’autres termes,
quitte a re@finir ¥, on peut toujours supposer gkie= |. L'ensembleA, qui
a au plus R elements, est donc invariant par une permutation cyclique d’or-
drek qui respecte chacune des parthgset A, qui ont chacuné élements.
[l'y a donc deux solutions :

- ou bienA = A; = Ay, ce qui signifie que pour presque tout couple
(X1, Y), (X2, ¥)) on aW¥(xy,y) = W(Xp,Y), c'est-a-dire que¥ transite
a travers la deuxiéme projection B®' x RP* surRP™.

- ou bienA a X elements et; et A, alternent sur le cercle. Autrement
dit, nous avonstabli dans ce cas que pour presque tgutapplication
X € RP! > St est presque partout injective et que I'image de presque tout
couple est forrae d’ensembles qui alternent sur le cercle.

Si trois parties disjointe$B;, By, B3) ak élements du cercle alternent
deux a deux, on peut dire que ce triplet est positivement okelstirexiste
un intervalle positivement orie@tgui joint un point deB; a un point deB,
et qui ne contient aucun point d&. Cette relation a toutes les progias
d’'un ordre cyclique. On remarquera par ailleurs qué siRP* — St est
une application mesurable etsést une probabilét surRP?, on peut éfinir
une mesure sur le cercle de masse tdtglanage directe” de par f, note
f.(v). On remarquer&galement que si envoie trois points positivement
ordonres sur trois parties positivement ordées et stv est une mesure de
Lebesgue suRP?, la mesuref, (dd) n’a pas d’atome et, en l'iggrant, on
construit une applicatioh : St — RP!, continue, localement monotone, et
de dege k. La dmonstration pour le cés= 1 s’adapte donc sans difficalt
dans le cas@reral et donne la semi-conjugaison chéreh
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Il reste encore a comprendre le cas ou l'invariant prend deux valeurs.
De la méme maniére quegzedemment, cela signifie qu’on peut &fihir
W de telle sorte qu& = 2. L'ensemble cycliquement ordo@rA a au plus
2k = 4l élements, il estadunion de deux partieskaélements et le groupe
des permutations cycliques d& qui préservent chacune de ces parties
a exactemeritélements. Il y a deux possibis.

i) Acontient 3 élements eA; N A, en contient. Lorsque I'on parcourt
cycliquementA, les points appartiennent successivement; aA; N Ay,
Az, A, ---. Ceci n'est pas possible puisque, par ergoéjcitous savons
que les couplesAq, Ay) et (Ay, A7) ont le méme ordre cyclique, ce qui
n’est pas le cas dans cet exemple.

i) A contient 4 points etA; et A, sont disjoints. Lorsque I'on parcourt
cycliguement les Mpoints deA, on rencontre successivemeit, A;, Ao,
Az, A1, Ay, ---. Consictrons un triplet grérique deX, et consi@rons les
trois partiesB;, B,, Bz ak élements qui leur sont assées et consietons
I'ordre cycliqgue de la@unionB = B; U B, U Bs. Par ergodic#, nous
savons quéB;, B,, B3) et (B,, Bz, B;) ontle méme ordre cyclique et nous
supposons que chacun des coupgBs B,), (B,, Bs), (Bs, B1) ont l'ordre
cycliqgueA, A1, Az, Az, A1, Ay, - - -. La seule possibilit est queB possede
3k eélements et que lorsque I'on parcourt cycliquem@nbn rencontre suc-
cessivement des points d&g, B, By, By, Bz, B3, By, By, - - . S0it (Xg, )
un point gerérique deRP* x RP! et consi@rons I'ensembla’(x,, y) & 2
éléements. Sil'on prend un autre poirgggriquex, du cercle, on peut aussi
consicerer ¥(X,, y) et nous connaissons l'ordre cycligue de ces deux en-
sembles. Ceci permet de choisir une partiél@ments dang/(xy, y) : on ne
retient que les points qui sont l'origine d’un intervalle positif d’&xtites
dansW(xy, y) et qui ne rencontrent paB(x,, y). Autrement dit, puisque
les elements deB viennent par paires lorsque I'on parcourt le cercle, on
ne retient que le premier de chaque paire. Nos cénafibns pecdentes
sur I'ordre cyclique de trois parties montrent que ce choix d’'une partie de
W(xq, ) estincependant du second poiréggriquex, choisi. Ainsi, on pou-
vait définir une autre applicatio a valeurs dans les partied alements,
c’est-a-dire que nous nous sommes ra@seau cak = | que nous avons
deja traie.

Cetteétude combinatoire (un pe@slageable) termine la@&monstration
du theoreme dans le cas &SL(2, R) x PSL(2, R).

8 Le cas des groupes unitaires
On considére maintenant la forme hermitief@eansC?*9

Qz, -, 2Zq+2) = —z)? — |Z2)* + |Z3[* - - - + |Zg42]?.

Le sous-groupe d8L(g + 2, C) préservant cette forme est le groupe de
Lie simple connex&U(2, g) dont le rang eel est 2. Nous supposerons que



222 E. Ghys

g > 3 carSU(2, 2) est localement isomorpheS((2, 4) que nous avons
dejaétude.

Nous fixons un @&seaul’ dansSU(2, gq) et un homomorphisme :

I' — Homéo, (S'). Nous supposons comme toujours ¢E) ne peéserve
aucune probabikt.

Un sous-espace vectoriel (complexele C%+9 estisotropesi la forme
Q est nulle suiE. Les sous-espaces isotropes de dimension maximale sont
de dimension 2.

On noteDr I'espace des drapeaux isotropes c'est-a-dire I'espace des
couples fornges d’'une droite isotrop&; et d'un plan isotropeE, la con-
tenant. On dispose de deux projectiqns et pr, de Dr respectivement sur
'espace des droites isotropes et des plans isotropes. S6jgnesp. X»)
I'espace des triplets de drapeaux distincts qui ont la méme projection par
pry (resp. pra).

On verifie d'abord quesSU(2, g) opére transitivement subr ainsi que
sur les couples de drapeaug&ngriques, avec stabilisateurs non compacts.
Notonse (i = 1, -- -, q+ 2) les vecteurs de la base canoniqueCdé?. La
droite[e; + e3] engendee pare; + e et le plan[e; + €3, & + €] engende
pare; + €3, & + €4 sont isotropes.

On \erifie ensuite que le stabilisateBrdu drapeadie; + €3] C [e; + €3,
e,+€4] estune extension d’un groupe compact par un groegauble, donc
un groupe moyennable. On obtient donc encore une applicagimariante
W : Dr — St pour un certain entiek.

Les fibres depr, sont des droites projectives complexes (donc topo-
logiquement des sphéres). La fibre ple au dessus d'un plan est en effet
I'espace des droites de ce plan.

La fibre depr; au dessus dpe; + e3] est I'espace des plans isotropes
contenanfe; + e3], c'est-a-dire des droites isotropes contenues fans
es]*/[e1+ €3] qui est un espace de dimension compigxreuni d’une forme
hermitienne de signaturel, g — 1) et dont I'espace des droites isotropes
constitue une sphére de dimensi@elte 2] — 3 ; c’est le bordquC*1 de
I'espace hyperbolique complexe de dimensipn 1.

Soit Py € SU(2, g) le stabilisateur dée; + e3, & + &4]. Par restriction
a [e + e,6 + &], on obtient un homomorphisme d@; vers
GL([e1 + &3, & + &4]) >~ GL(2, C). On \erifie qu’il est a noyau non com-
pact et que son image consiste en les matriceseterminant eel ; cette
image opére donc transitivement sur les triplets de droites distinct€$ de
(carPGL(2, C) opére transitivement sur les triplets de points distincts de la
droite projective complexe).

Soit P, € SU(2, g) le stabilisateur dge; + e3]. Par restriction de; +
es]*/[e1 + &3], on obtient un homomorphisme & versU(1, q — 1).

La difference fondamentale avec le casSfi(2, q) est quele groupe
d’'isometries de I'espace hyperbolique complexe de dimension complexe
au moins2 n'opére pas transitivement sur les triplets de points distincts
du bord. Voir par exemple [13] pour une descriptioe@retrique de ce
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phénomeéne. Les orbites ne sont plus ouvertes : on peut associer auntel triplet
un invariant (de Cartan) prenant ses valeurs dans le cercle. Autrement dit le
groupeSU(2, g) n'opére pas transitivement sy bien que le stabilisateur

Soit non compact.

On ne peut donc pas appliquer I&tieme de Moore et I'argumentation
preécedente ne s’applique plus pour montrer guest constante sur presque
toute fibre de la projectiorpr; ! Bien sar I'argument s’applique encore
sans probléme pour la projectig,, c'est-a-dire que I'image pab d'un
drapeau isotrop&; C E; ne cepend en fait que du plas,.

Méme si le group&U(2, ) n'opére plus transitivement sit; on peut
cependant appliquer leébréme de Moore sur chaque orbiteSlg(2, q)
sur X;. On en @duit que toute fonctiol invariante surX; estégalement
SU(2, g) invariante.

Reprenons I'applicatiow® : X; — (SH)3. Nous pouvons associer
a chaqueelement deX; l'ordre cyclique de son image pab®. C’est
une fonction invariante par et donc parSU(2, g). Une fibre @rérique
de pry est le bordquC_l de l'espace hyperbolique complexe de dimen-
sion g — 1. Par restriction, nous disposons d’'une application mesurable

v quC*1 — St et nous savons que pour toute iggne directeg de

Hqcfl, pour presque tout tripletxy, Xo, X3) de aH‘g;l, I'qrdre cyclique de
(U(g(x1), ¥(g(X2)), W(g(x3))) est le méme que celui del(xy), V(X2),
Y(x3)). Le lemme suivant montre que cette situation est impossible.

Lemme 8.1 Soit W : 8H?;l — St (g — 1 > 2) une application mesurable
telle que pour toute isoatrie directeg de Hqc_l, pour presque tout triplet

(X1, X2, X3) de JHL ™, lordre cyclique de(W(g(x1)), W(g(X2)), W(g(X3)))
est le méme que celui d&(xy1), ¥(Xo), ¥(X3)). Alors ¥ est constante
presque partout.

On remarquera que nous avorgamonté I'énoné& analogue pour le
cas de I'espace hyperboliqueet de dimension au moins 3 puisque le groupe
d’isométries directes de cet espace opére transitivement sur les triplets de
points distincts.

Pour montrer le lemme, supposons d’abkrg 1. Supposons par I'ab-
surde quel n'est pas constante presque partout. On remarque d’abord que
'image directe palr de la mesure de Lebesgue a}d?;l est une mesure
sans atome sur le cercle car dans le cas contfiserait constante sur
une partie de mesure positive et donc presque partout par notre hypothese.
Quitte a composelr avec une application continue, de dedk, crois-
sante au sens large, du cercle dans lui méme, on peut donc supposer que
W envoie la mesure de Lebesgue sur celle du cercle. D'aprées I'hypothése,
pour chaque iso#trie directeg de Hqcfl, il existe une applicatiod(g) du
cercle dans lui méme qui @gserve I'ordre cyclique du cercle et telle que
W(g(x)) = 6(g)(W(x)) pour presque tout. Il en résulte qued(g) coincide
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presque partout avec un héomorphisme du cercle respectant l'orienta-
tion. Donco définit une action non triviale du grou@U(1, q — 1) sur le
cercle par horeomorphismes. C’est bien sdr impossible.

Pour le cak > 1, on remarque que le boﬁi—l?{l contient des cercles
remarquables qui sont les bords des plans totalen@mtegiques qui sont
des sous-vagits complexes de dimension complexe 1 (les “droites com-
plexes”). Deux points distincts du bord appartiennent a un unique cercle de
ce type. Le stabilisateur d’'un tel cercle est une copiB8K2, R) contenue

dans le groupe d’isoftries dd—lqcfl. L'action dePSL(2, R) sur ce cercle est

bien siir 'action projective sur la droite projectiveetleRP*. Par restriction
a un tel cercle grérique, on obtient donc une applicatign: RP* — St
telle que pour presque togtdePSL(2, R) et presque tout triplaix;, Xo, X3)
deRP! 'ordre cyclique dgW(g(x1)), ¥(g(X2)), ¥(g(Xs))) estle méme que
celui de(W(xy), W(x2), ¥(x3)). Nous avons vu au 87 quesin’est pas con-
stant sur ces cercles, alors, quitte aafadr W, on peut supposer que les
parties\W(x,) et W(x,) alternent sur le cercle. Largumentgsené pour

k = 1 s’adapte alors facilement.

On remarquera que le méme argument s’applique pour le bord des
espaces hyperboliques quaternioniques. Ainsi éorme esétabli non
seulement pour les group88)(2, ) mais aussi les groupes d’isétnies des
formes quadratiques quaternioniqu&x2, g) (g > 2). La preuve pourrait
aussi se gréraliserimnédiatement aux autres grougs(p, q) etSp(p, q).

9 Le cas “presque” ¢genéral

Dans ce paragraphe, nouéndontrons le teoreme 3.1 dans le cas d’'un
groupe de Lie semi-simple connef&esans facteur compact et de rang
réel su@rieur ouégal a 2 La demonstration consiste a observer que les
techniques et les cas particuliersj@ obtenus permettent de conclure.

Nous fixons donc unaseau” dansG et un homomorphisme : I' —
Homéa, (S') et nous supposons qye&l’) ne péserve aucune mesure de
probabilié.

Commencgons par une remarcglementaire.

Remarqued.1 Soit 1—- A — I'1 — I'> — 1 une suite exacte avex fini

et soit¢; : 'y — Homeéo, (S') un homomorphisme. Alors l'image; (A)

est un groupe fini cyclique agissant librement sur le cercle, le quotient
S'/¢1(A) est un cercle&S* et on a un homomorphisme natugel : ', —
Homeéo, (S1).

En particulier, si un groupe de Lie semi-simgh est un revétement
fini de G, et sil'; est un éseau dé5; qui se projette sur leéseaul, de
G,, il estéquivalent détablir le tleoréme 3.1 pour; et pourl,.

Fixons quelques notations classiques (voir par exemple [19,22] ou en-
core [5] pour un expds plus gonetrique). L'algébre de Lie d& est
notte &. Soit2l une sous-algebre allenne maximale telle quad(2A) est
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R-diagonalisable. On a alors unéamposition

6 =2%Pe,

rEXD

ou X est une partie finie du dual* de 2 et &, pour A, € @ U {0}
désigne le sous-espace profgrec & : [a, X] = L@ (X)(a € A)}. Cette
decomposition est lagtomposition en racines relativeldvoir par exem-
ple [19,22]). On fixe un ordre st et on notex™ et X~ et Il les racines
respectivement positives eégatives et simples. $i C I1 on note[0]
'ensemble des racines qui sont des combinaisor&aiias entiéres des
elements de et on considere la sous-algébre de L¥gengendee par les
sous espace®; aveci € [0] U X,. On noteP, le normalisateur dan&
du sous-groupe connexe d'algébre de fig Les sous-groupe®, sont
lessous-groupes paraboliques standartle groupeP; est un sous-groupe
parabolique minimal ; c’est une extension compacte d’un groeguble,
donc moyennable [19, IV 4.4, p. 164]. @i C 6, on a bien stP,, C Py,.

On noteDr = G/P,. Le groupeG opére transitivement sur les couples
de points @rériques deDr, avec un stabilisateur non compact (qui est un
sous-groupe de Cartan). Comme nous I'avons vu, il existe un é&rgtarne
application mesurabléquivarianted : Dr — S, définie presque partout
gue nous supposerons non constante presque partoutébhéhe import-
ant de Margulis affirme qu'il existetel queW se factorise a travers la projec-
tion naturelle deDr surG/ P, et que I'application obtenue d&/ P, versS;
estinjective sur une partie de mesure totale [19, IV 2.11]. Nous n’utiliserons
pas ce teoreme difficile pour garder un caractéef€mentaire” a cet article.

Pour chaqué. € IT, on considére la projectiopr; : Dr — G/Py,. La
fibre au dessus d’'un point est isomorph&dQ; ou S, est un groupe de
Lie semi-simple de rangeel 1 etQ; un sous-groupe parabolique minimal
de S.. Le groupeS, est un facteur de Levi dB;; et Q, est l'intersection
S. N Py. Autrement dit,S, / Q,, est identifée au bord d’'un espace sytnique
de rang 1. On remarque par ailleurs que, puisque le raahdeG est
suppog sugerieur ouégal a 2, la surjection dB;;, sur S, a un noyau non
compact. Il enésulte que les stabilisateurs de I'actionRjg sur I'espace
des triplets de points distincts de points §¢ Q;, sont non compacts. On
remarqueraggalement que les group&s engendreniG de sorte qu’une
fonction constante sur les fibres de toutes les projecimpgst constante.

En restriction a presque toute fibre geg , nous sommes donc gxrie-
ment dans la situation que nous avons argdyplus haut. Nous avons
une application mesurablg, : S,/Q; — St qui a la propréte que pour
presque touy € S, et presque tout tripldix,, X,, X3) de points de5, / Q;. les
ordres cycliques dew; (x1), W, (X2), Wi (X3)) et de(W; (g(x), ¥;.(9(X2)),

v, (g(X3)) sont les mémes.

Nous avons vu que sk, n'est pas constante presque partout, I'espace
S./Q, est en fait une droite projectivéelle, S, est localement isomorphe
aPSL(2, R) et quey, est une application monotone (voir en particulier 8.1
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et la remarque qui suit). Ainsiles qu’une racine simple € I1 est telle que
dimS,/Q; > 1, nous pouvonsé&tluire quew est constante sur les fibres
de pr;,.

Observons d’abord que nous avoigdrait presque tous les cas derang
reel 2. En consultant la liste des groupes semi-sim@ets (par exemple
dans [18,22]), on constatera que les seuls groupes simples que nous n’avons
pas examias sontSO(5), Elll, EIV et G,. Nous aurions d’ailleurs pu les
examiner directement de la méme maniere. Pour ces groupes, les deux
dimensions ding, / Q, sont respectivement (4,5), (6, 9), (8,8) et (1,1). llya
encore le cas du produit de deux groupes de rangs 1. Siles deux facteurs ne
sont pas localement isomorpheB8L(2, R), I'application ¥ est constante.

Si I'un des facteurs est isomorpheP&L(2, R), I'application ¥ transite a
travers une projection d&/P; — RP! et nous pouvons conclure. Enfin,
nous avons examinle casPSL(2, R) x PSL(2, R).

Parmi les groupes de rang i2nhous faut donc encore comprendre le
groupe de Lie &el simple éploy G,. Dans ce cas, on dispose de deux
sous-groupes paraboliqus et P, contenant un sous-groupe parabolique
minimal Py. Il se trouve que la fibratiompr, : Gy/Py — G,/ Py (resp.
pry : Go/ Py — G/ P»), dont les fibres sont des cercles, est non orientable :

il existe deglementg; (resp.gz) deG; quifixentune fibre der; (resp.pr;)

et qui en renversent 'orientation et nous savons que ceci permet de conclure.
Ceci tesulte du lemme 2.13 de [28]. Ce lemme montre en particulier que
si un groupe de Liegel simple @ploye possede deux racines simplest

B telles queN, s = 2(a, B)/(«)? est un entier impair, alors la fibratiqr

est non orientable. Nous avongjél constat ce fait : les cas que nous avons
rencontés de fibrations orientables correspondent aux racines de longueurs
distinctes dans les groupes symplectiques et orthogonaux pour lesquelles
cet entier est 2. Dans le cas @g, les entiersN, s et N, 4z sontégaux a 1

et 3 et ceci montre la non orientat#itle ces fibrations.

Le cas ol estde ranggel 2 est dondagle. On suppose donc maintenant
gue le rang &el deG est au moins 3.

Consicerons I'ensembldly C IT des racines simples telles quew
n’est pas constante sur les fibrespig : c’est une partie non vide car nous
supposons qué& n’est pas constante. Nous allons montrer figecontient
au plus unélement qui est un point iseldans le diagramme de Dynkin
assock au systéme de racinEsSoienti1, 1, deuxracines simples et;, ,
laprojectiondeDr surG/ Py, »,. Lesfibres de cette projection sontlaforme
Sipio/ Qigi, OUS, 5, €Stsemi-simple derang 2@t ;, estun sous-groupe
paraboliqgue minimal d&,, ;,. Par restriction aux fibres dar;, ;,, on a une
fonction mesurablel,,;, : S,.,/Qii, — St qui est telle que pour
presque toug € S, ;,, pour presque tout triplatx;, X2, X3) de points de
SAl,)Lz/QM,)Lz ayant mémes projections pﬂfkl : SAl,)Lz/QM,)Lz - S\.l/Q)\.l
(resp. pry,), les ordres cycliques d@V;, »,(X1), Wi,.1,(X2), Wa,.1,(X3)) €t
de (W, 1, (9(X1), Wip2,(9(X2)), Wiy 2,(9(X3)) SONt lES mémes.

Nous avons monér que ceci n'est possible quedj, ;, est constante
ou siS,, ;, estun produit de deux groupes simples dont I'un est localement
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isomorphe &L(2, R) auquel cad,, ;, factorise a travers la projection cor-
respondante sur un cercledgt, ;, est monotone sur ce cercle. En particulier
A1, A2 Ne peuvent appartenir tous les deud@

Ainsi Iy ne peut contenir qu'un seéléement et ceélement doit cor-
respondre a un facteur simple @docalement isomorphe 8L(2, R) et ¥
transite alors & travers une projection Ble sur RP! assodke & ce facteur
simple. De méme qu’en 7, on construit & partir ée: RP* — St une

semi-conjugaison topologique enipeet I'action projective dd™ sur RP*
obtenue en faisant adit en le projetant sur un facte®SL(2, R).

10 Fin de la demonstration du theoreme 1.2

Nous devons d’abord noughbarrasser des hypothéses sur les facteurs com-
pacts et sur le centre @& Ensuite, nous devrongthontrer le com@ment
relatif a la differentiabilie de la semi-conjugaison.

Soit G un groupe de Lie connexe semi-simpleyn réseau ireductible
deG et¢ : I' — Homéa, (S un homomorphisme. Sok le sous-groupe
compact connexe distingumaximal deG etz : G — G’ la projection
naturelle sur le quotien&’ = G/K. Bien sOr,7(I') = I'" est un éseau
deG’ et la surjectionr del” surl” est a noyau fini. D’apres la remarque 9.1,

il suffit donc de @montrer le teoréme pour legsead™ de G’ qui n'a pas

de facteur compact. Remarquons en passant que le fait qu'il n’existe pas
d’homomorphisme non trivial dE’ dansZ entraine qu'’il en est de méme
pour I' : nous avions €ja utili ceci lorsque nous avons mantue le
theoreme 3.1 implique le éoreme 1.1-1.2.

D’apres [19, IX 6.18 B], puisqués’ n'a pas de facteur compact,

I intersecte le centre (discre®)(G’) de G’ sur un sous-groupe d’indice

fini du centreZ(I'") deI” et la projection” deI” dansG” = G'/Z(G)

est un éseau. Le group&” est un groupe de Lie semi-simple connexe,
sans facteur compact et de centre trivial, pour lequel nous avons vu que le
theoreme 1.1-1.2 est vrai. Il nous reste a montrer que la \@liditteoréme

pour le Eseau™” de G” entraine la méme chose pour &seaul” de G'.

Ceci tlesulte du lemmeélementaire suivant.

Lemme 10.1 Soit0 —- A — I'1 — I'; — 1 une extension centrale oy
est alélien de type fini@p : 'y — Homéo, (S') un homomorphisme. Alors
deux cas sont possibles. Ou bigfl™;) préserve une probabifitou bieng
est semi-conjugdia un homomorphismg tel queg’(A) est un groupe fini
cyclique (et @finit donc un morphismg¢” : I', — Homeéa, (S?) ot S* est
le quotient deS! par ¢(A)).

Démonstration PuisqueA est alelien (et donc moyennable), il existe une
mesure de probabiét,. sur le cercle invariante pan A).

Si . posséde des atomes, elle n'en posséde qu’un nombre fini de masse
donree de sorte que(A) possede une orbite finie. Launion des orbites
de ¢(A) qui ont un cardinal dorén est un ferra invariant pam(I'y). On
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a donc un entier et un compacK c S! invariant par(I';) et dans lequel
les orbites dep(A) ontl elements. Consirons un ensemble minim#&
ayant ces propgits. En consiérant ses points d’accumulation, on montre
queK est soit un ensembile fini soit un ensemble de Cantor. Dans le premier
cas, nous avons troawne orbite finie poup(I'y) et dans le second cas,
on peut construire une applicatidn: S* — St, continue surjective et de
dege 1, qui envoie surjectivemeit sur le cercle et dont les fibres sont soit
des points d& soit des intervalles ferés, adkrences des composantes du
compEmentaire de&k. On construit alors un homomorphismée: 'y —
Homea, (S') tel queg’ (A) soit un groupe fini cyclique.

Si u n'a pas d’atome, c’est 'unigue mesure invariante péf). La
mesureu est doncegalement invariante par le groupd";) car ce groupe
commute ave@(A). m]

Nous cemontrons maintenant la derniére partie ceotiéme 1.2.

Proposition 10.2 SoitI" un groupe e, ¢, deux homomorphismésvers

le groupeDiff i((Sl) des diftomorphismes du cercle de claS%aespectant
l'orientation. On suppose qué:(I") contient unélement de nombre de
rotation irrationnel p. Si ¢, est semi-conjugee a un revétement dg,
alors ¢, est en fait topologiquement conjuga un revétement di. Si de
plus, ¢1, ¢» sont a valeurs dans le groupe des @lififnorphismes de classe
C* (resp.C®) et si p satisfait une condition diophantienne de la forme
lge — p| > CJ|qg|~" (pour des constanteS > O etv > 1 et pour tous les
couples d’entiergp, g)), alors il s'agit d’'uneC (resp.C®)-conjugaison.

Démonstration Soitk le degé topologique de I'applicatioB' — S! qui
réalise la semi-conjugaison. Pour chagque T, le nombre de rotation de
¢2(y) estégal ak fois celui deg;(y). D'apres le tikoreme de Denjoy [16],
les orbites d’un difomorphisme de clas®? et de nombre de rotation
irrationnel sont toutes denses. Les deux groupé€F) et ¢,(I") ont donc
toutes leurs orbites denses. Il egsulte qu’'une semi-conjugaison est en
fait une conjugaison topologique car EBunion des intervalles ouverts sur
lesquels la semi-conjugaison est constante est un ouvert invariant, donc
vide, de sorte gu’'une semi-conjugaison est localement injective, c'est-a-
dire un revétement. D’autre part, un éfmorphisme du cercle de classe
C* (resp.C*) dont le nombre de rotation est irrationnel est congigwne
rotation par un unique hoeemorphisme du cercle qui est en fait de classe
C* (resp.C®) si le nombre de rotation satisfait une condition diophan-
tienne acrite ci-dessus [17]. Il enésulte que, sous une telle hypothése
diophantienne, la conjugaison topologique entre les groupes est en fait de
classeC* (resp.C?). O

Pour cemontrer le dernier point duéeréme 1.2, on remarque d’'abord
que sil" est un éseau ireductible dans un groupe de Lie semi-simple
Getsiz : G — PSL2, R) est une surjection, I'image(I") est dense
dansPSL(2, R). Rappelons par ailleurs qu’un sous-groupe de type fini de
PSL(2, R) dont tous le€léments elliptiques sont d’ordre fini est discret.
Par congquent,z(I") contient deslements elliptiques d’ordre infini qui
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agissent donc sur le cercle avec un nombre de rotation irrationneél. Si
est a valeurs dans le groupe desé@bfihorphismes de clas§¥, on peut
appliquer la proposition et ereduire la semi-conjugaison topologique.

D’autre part, les traces deédements der(I") (définies au signe pres)
sont des nombres d@friques : ceci est une catgience bien connue de
la rigidité des eseaux en rang sapeur (voir par exemple [24,25]) (mais
ceci fesulte aussi bien sir destiremes d’arithigticité de Margulis). Il en
resulte que les nombres de rotatignassodds a ce€lements elliptiques
sont tels que exixp) est un nombre a&prique. D’aprés [2, theorem 3.1],
ces nombreg vérifient les conditions diophantiennes requises. La propo-
sition s’'applique donc et la semi-conjugaison dé@dieme est bien une
conjugaison de clasge™ (resp.C®) si ¢ est a valeurs dans le groupe des
difféomorphismes de clas€g® (resp.C®).

Le theoréme 1.1-1.2 est donc (enfirefgbli en toute gréralite.

11 Conclusion

Les cemonstrations que nous venons degenter montrent clairement que
les cas les plus difficiles a traiter sont ceux des groupes symplectiques et
pseudo-unitaires. Ceci est di au fait gqu’il s’agit de groupes de Lie simples
G dont I'espace sy#irigue assoéi est un espackermitiensymétrique.
Algébriqguement cela se traduit par le fait que le second groupe de cohomo-
logie deG est non nul. @onetriguement, cela signifie que le sous-groupe
compact maximaK de G n’est pas simplement connexe. Cosiths par
exemple le cas du groupe symplectidgg@2r, R) dont le compact maximal
estU(r) et I'espace sym@trique assoéi est I'espace de Siegel. La classe de
cohomologie de degr2 est la classe de Maslov qui correspond en fait a la
forme de Kaehler de I'espace de Siegel. Le gro8per, R) opére sur la
grassmanniennd, des lagrangiens dam”, dont le groupe fondamental
estZ. Son revétement universél, est muni d’une fibrationr : A, — R

dont les fibres sont compactes. Le revétement unive&p@lr, R) opére
donc surA, en commutant avec le groupe du revétement, isomorghe a
une situation trés proche de celle des retedes homomorphismes du
cercle a la droite. La fibration n’est paséquivariante sous cette action.
Cependant, sij € Sp(2r, R), la projectionz(g(~1(x)) est un intervalle
dont la longueur ediornéeindépendamment d@g et dex. D’une certaine
maniére, on peut donc dire q&@2r, R) “agit presque” suR ; I“image”

d’un point étant un intervalle de taille boge. On peut encore dire que
Sp(2r, R) agit sur une vaéte quasi-isoratrique aR et que cette action
est unifornément quasi-iso#trique. Il apparait donc clairement pourquoi

il est plus difficile détablir que les &seaux deSp(2r, R) n'agissent pas

sur le cercle puisqu’ils “quasi-agissent” sur le cercle On trouvera une
description de ce fait dans [1, 3]. Il serait d'ailleursargssant de classifier
ces actions quasi-isagtriques desaseaux. Ces [@momenes se reproduisent
pour tous les espaces sgtriques hermitiens.
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Il n'est probablement pas difficile dé&geraliser nos@sultats aux@seaux
des groupes aéitbriques sur les corps locaux et de trouver d’autres groupes
dans le méme esprit qui n'agissent pas sur le cercle (non trivialement).
Cependant, il est peut-étregfierable de proposer la recherche éysatique
de groupes irdressants qui agissent effectivement ! Par exemple, le groupe
de Thompsonétudg en particulier dans [11], agit sur le cercle etsente
les caradtristiques d’'un&éseau dans le “groupe de Lie de dimension infinie”
Diff $°(SY) ...
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