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1 Introduction

Le but de cet article est de décrire les actions des réseaux des groupes de
Lie semi-simples sur le cercle, par difféomorphismes de classeC1. Le rang
réel d’un groupe de Lie semi-simple connexeG d’algèbre de LieG est
l’entier maximalr tel qu’il existe une sous-algèbre abélienneRr ⊂ G dont
l’image par la repŕesentation adjointe est diagonalisable surR. Un réseau
Γ de G est un sous-groupe discret tel que le volume du quotientG/Γ est
fini pour la mesure de Haar. Un réseau estréductiblesi on peut trouver
deux sous-groupes distingués G1,G2 de G, connexes et non triviaux, qui
engendrentG, dont l’intersection est contenue dans le centre (discret) deG,
et tels que(G1∩Γ).(G2∩Γ) soit d’indice fini dansΓ. Dans le cas contraire,
on dit queΓ estirr éductible(voir [19]).

Théorème 1.1Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe dont le rang
réel est suṕerieur ou égal à 2 et dont aucun facteur simple n’est locale-
ment isomorphe àPSL(2,R). Soit Γ un réseau irŕeductible deG. Alors
toute action deΓ sur le cercle par diff́eomorphismes de classeC1 respec-
tant l’orientation transite à travers une surjection deΓ sur un groupe fini
cyclique.

Si φ1, φ2 : Γ → Homéo+(S1) sont deux homomorphismes à valeurs
dans le groupe des homéomorphismes du cercle qui respectent l’orientation,
on dit queφ1 estsemi-conjugúe à un revêtement fini deφ2 s’il existe une
application continuef : S1 → S1, surjective et localement monotone (au
sens large), telle que pour toutγ ∈ Γ on ait φ2(γ) ◦ f = f ◦ φ1(γ).
Lorsque f est un revêtement (resp.un revêtement de classeCn), on dit que
φ1 esttopologiquement (resp.Cn) conjugúe à un revêtement fini deφ2.

Le théorème suivant, plus fort que le préćedent, ne fait plus d’hypothèse
sur les facteurs simples deG.
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Théorème 1.2Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe de rang réel
suṕerieur ouégal à 2 etΓ un réseau irŕeductible deG. Soitφ un homo-
morphisme deΓ vers le groupe des difféomorphismes du cercle de classe
C1 respectant l’orientation. Alors, ou bienφ a une image finie cyclique ou
bienφ est semi-conjugúe à un revêtement fini d’un homomorphisme obtenu
en faisant suivre :

i) le plongement deΓ dansG,
ii) une surjection deG sur PSL(2,R),
iii) l’action projective dePSL(2,R) sur le cercle (identifíe à la droite

projective ŕeelle).
De plus, siφ prend ses valeurs dans le groupe des difféomorphismes de

classeC2, il s’agit en fait d’une conjugaison topologique. Siφ prend ses
valeurs dans le groupe des difféomorphismes de classeC∞ (resp.Cω), il
s’agit d’uneC∞ (resp.Cω)-conjugaison.

Un énonće analogue au th́eorème 1.1 áet́e obtenu ind́ependamment et
simultańement par M. Burger et N. Monod dans le cadre de leurétude de la
cohomologie borńee des ŕeseaux [4].

L’ étude des actions de groupes tels que les réseaux sur les variét́es
compactes áet́e propośee en particulier par R. Zimmer dans [31]. L’une des
conjectures centrales dans ce programme est la suivante : si un réseauΓ
d’un groupe de Lie connexe simpleG de rang ŕeelr agit fidèlement sur une
variét́e compacteM, a-t-on ńecessairementr ≤ dim M ? Cet article ŕepond
donc positivement à cette question dans le cas oùM est le cercle (tout au
moins si l’action est diff́erentiable).

Un certain nombre de résultats allant dans cette direction sont déjà
connus.

Dans [29], D. Witte montre le th́eorème suivant. SoitG un Q-groupe
algébrique simple, dont leQ-rang est suṕerieur ouégal à 2 et soitΓ un
réseauarithmétiquede G. Alors toute action deΓ par hoḿeomorphismes
transite à travers un groupe fini. Il est intéressant de comparer ce théorème
avec notre th́eorème 1.1. L’hypothèse relative auQ-rang est extrêmement
forte et le th́eorème de Witte ne s’applique donc qu’à une classe restreinte
de ŕeseaux (ceux qui sont les “moins co-compacts”), contrairement à notre
résultat qui considère un réseau quelconque. Par contre, le théorème de
Witte considère des actions par homéomorphismes, alors que les actions
que nous consid́erons sont par difféomorphismes. Il est naturel de conjec-
turer que notre th́eorème 1.1 est́egalement valable pour des actions par
homéomorphismes mais les techniques que nous allons développer dans cet
article ne permettent pas d’aborder cette question intéressante.

Dans [6,7] B. Farb et P. Shalen introduisent une condition technique
sur les ŕeseaux des groupes de Lie semi-simples de rangs réels suṕerieurs
ou égaux à 2, v́erifiée pour de nombreux exemples mais cependant assez
restrictive. Ils montrent ensuite qu’une action d’un réseau v́erifiant cette
condition, par diff́eomorphismesanalytiquesdu cercle, transite à travers un
groupe fini.
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Quant à la question géńerale de l’existence d’actions fidèles de réseaux
de groupes de Lie simples de rangr sur des varíet́es compactesM dont la
dimension v́erifie r > dim M > 1, elle reste ouverte sans hypothèse addi-
tionnelle sur la ǵeoḿetrie ou la dynamique de l’action. Signalons cependant
le résultat de [10] : un sous-groupe d’indice fini deSL(r + 1,Z) n’agit pas
fidèlement et analytiquement sur une surface compacte de caractéristique
d’Euler-Poincaŕe non nulle dès quer > 2. On trouveráegalement dans [6,7]
des informations int́eressantes sur les actions analytiques de certains réseaux
en petite dimension.

Nous terminons cette introduction par quelles remarques et questions
concernant les actions des réseaux de rangs réels 1. SoitG un groupe de
Lie simple de rang ŕeel 1 par exemple le groupeS00(n,1) des isoḿetries
directes de l’espace hyperbolique de dimensionn et soitΓ un ŕeseau deG.
Pour de nombreux exemples, il existe une surjection deΓ surZ et il est donc
facile de construire des actions deΓ sur le cercle qui transitent à traversZ,
donc non fidèles. Il est plus difficile de construire des actions fidèles deΓ et
nous ne connaissons que quelques exemples. Pourn = 2, c’est-à-dire pour
les groupes fuchsiens agissant sur le disque de Poincaré, le groupeΓ agit
naturellement sur le bord de ce disque mais on peutégalement faire agirΓ via
un autre plongement deΓ dansS00(2,1) ' PSL(2,R), par exemple à image
dense. Pourn = 3, c’est-à-dire pour les groupes kleinéens, W. Thurston
donne dans [27] de nombreuses constructions d’actions fidèles de réseauxΓ
parhoḿeomorphismesdu cercle. Il est probable que ces actions ne peuvent
être lisśees : on trouvera dans [21] un résultat int́eressant allant dans ce
sens. L’́etude des actions fidèles de réseaux de groupes de rangs réels 1
semble prometteuse ; il est peut-être possible de les décrire avec pŕecision
lorsqu’elles sont analytiques (ou même seulement différentiables).

Les d́emonstrations proposées dans cet article sontélémentaires mais
risquent d’être obscurcies par le vocabulaire de la théorie des groupes
algébriques. Nous avons donc choisi de proposer au lecteur une lecture
à plusieurs niveaux. Il se trouve que la démonstration du th́eorème 1.1-1.2
repose sur l’́etude pŕealable d’un certain nombre de groupes de rangs 2 tels
queSL(3,R), Sp(4,R), SO0(2,q), PSL(2,R) × PSL(2,R), SU(2,q), qui
illustrent l’essentiel des difficultés rencontŕees dans le cas géńeral. Nous
présenterons ensuite la preuve du cas géńeral. Un lecteur pressé pourrait se
contenter d’́etudier par exemple les cas particuliers deSL(3,R) etSp(4,R)
qui donnent facilement les cas deSL(r + 1,R) et Sp(2r,R) ; il ne perdrait
pas les id́ees principales.

2 Généralit és

Ce paragraphe est consacré à quelques rappels de propriét́es classiques des
actions de groupes sur le cercle.

On note toujours Hoḿeo+(S1) le groupe des hoḿeomorphismes du
cercle qui respectent l’orientation. Rappelons qu’un homéomorphisme
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h ∈ Homéo+(S1) possède unnombre de rotationρ(h) ∈ R/Z. L’une des
définitions possibles deρ(h) est la suivante [16]. On considère une mesure
de probabilit́e µ sur le cercle invariante parh (il en existe toujours), un
relev́e h̃ deh au revêtement universelR du cercleS1 ' R/Z et la mesure
infinie µ̃ “image ŕeciproque” deµ dansR, invariante parh̃ et par les
translations entières. Pour chaque pointx de R, on considère la mesure
µ̃([x, h̃(x)[) compt́ee ńegativement sĩh(x) < x. Cette mesure ne dépend
pas dex ; soit τ(h̃) cette valeur. Le nombre de rotationρ(h) est alorśegal
àτ(h̃)modZ ∈ R/Z ; il ne dépend ni du choix du relevéh̃ ni de la probabilit́e
invarianteµ choisie pour le calculer.

Si ρ(h) est un rationnelp/qmodZ, il existe des points ṕeriodiques de
périodeq et tous les points ṕeriodiques ont la même période. Les points
non ṕeriodiques sont errants ; les mesures de probabilité invariantes ont un
support contenu dans la réunion des points ṕeriodiques.

Siρ(h) est irrationnel, il existe un unique compact non videK ⊂ S1 qui
est invariant parh et tel que l’orbite de tout point deK est dense dansK .
Il existe une unique mesure de probabilité invariante parh : son support
est K . Si K est le cercle tout entier,h est conjugúe dans Hoḿeo+(S1) à
la rotation d’angleρ (mesuŕe en tours). SiK est diff́erent du cercle, c’est
un ensemble de Cantor et les points qui ne sont pas dansK sont errants. Il
existe une applicationπ du cercle dans lui-même, continue, croissante au
sens large, de degré 1, qui est une semi-conjugaison entreh et la rotation
d’angleρ. Les fibres deπ sont soit des points deK soit les adh́erences des
composantes connexes du complémentaire deK .

Lorsqu’un groupe agit sur le cercle, on peut définir un invariant qui con-
tient l’information donńee par les nombres de rotations des diverséléments
du groupe et qui caractérise l’action à semi-conjugaison près : il s’agit d’une
classe de cohomologie bornée (voir [9] pour plus de d́etails).

SoitU un groupe topologique compact agissant fidèlement sur le cercle
par hoḿeomorphismes,i.e. muni d’une injection continueφ : U →
Homéo+(S1). Soit dx la mesure de Lebesgue sur le cercle. Utilisant la
mesure de Haar surU, on peut moyenner les mesuresφ(u)∗(dx) sur U
et obtenir ainsi une mesure de probabilité µ sur le cercle, sans atome,
chargeant tous les ouverts non vides, et invariante parU. Il existe alors un
homéomorphismeh tel queh∗(µ) = dx de sorte que, après conjugaison
parh, on peut supposer queφ(U)préservedx, c’est-à-dire queφ(U)est cons-
titué de rotations. Il en résulte qu’un sous-groupe compact deHoméo+(S1)
est soit un sous-groupe fini cyclique soit conjugué au groupe des rotations.

Remarquons en particulier que cette description des sous-groupes com-
pacts montre qu’il existe un voisinage de l’identité dans Hoḿeo+(S1) qui
ne contient aucun sous-groupe compact non trivial. Soit maintenantG un
groupelocalement compactagissant fidèlement sur le cercle. PuisqueG
possède un voisinage de l’identité qui ne contient aucun sous-groupe non
trivial, le théorème de Montgomery-Zippin montre queG est ungroupe de
Lie (éventuellement non connexe) [15]. Bien sûr, il s’agit d’un cas très par-
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ticulier du th́eorème et on pourrait obtenirégalement ce résultat de manière
plusélémentaire.

La description complète des actions fidèles de groupes de Lie connexes
sur le cercle n’est pas difficile à obtenir ; elle est d’ailleurs due pour l’essen-
tiel à S. Lie lui-même.

Soit G un groupe de Lie connexesemi-simpleagissant fidèlement sur le
cercle. Puisque nous connaissons la structure des sous-groupes compacts,
on obtient imḿediatement queG est localement isomorphe àPSL(2,R).
À conjugaison près, le groupePSL(2,R) n’agit fidèlement que d’une seule
façon sur le cercle : l’action projective sur la droite projectiveRP1. De
même, pour chaque entierk, il existe une action du revêtement àk feuillets
dePSL(2,R) sur le revêtement àk feuillets deRP1, qui est encore un cercle.
Enfin, le revêtement universel̃SL(2,R) opère sur le revêtement universel de
RP1 qui est une droite. En ajoutant deux points à l’infini de cette droite
on obtient une action fidèle dẽSL(2,R) sur un intervalle ferḿe. SiK est un
fermé quelconque du cercle, on peut alors construire une action deS̃L(2,R)
sur le cercle qui est l’identité surK et qui est conjugúee à l’action que nous
venons de d́ecrire sur chaque composante du complémentaire. Le lecteur
pourra v́erifier qu’à conjugaison près, ceci est la liste complète des actions
fidèles de groupes de Lie connexes semi-simples (il s’agit d’étudier d’abord
la dynamique topologique de l’action du centre). On peut aussi montrer
facilement que les actions fidèles dẽSL(2,R) que nous avons décrites ne
peuvent pas être différentiables, mais nous n’utiliserons pas ces faits.

La description des actions fidèles de groupes de LieG connexesrésolu-
blessur le cercle est aussiélémentaire (voir par exemple [23]). Il existe un
fermé K de points fixes (́eventuellement vide) et sur chaque composante du
compĺementaire, l’action est conjuguée soit au groupe de translations deR
ou du cercle, soit au groupe affine deR. Le second groupe dérivé deG est
trivial.

Le cas d’un groupe de Lie connexe quelconque se ramène aux cas
préćedents en considérant le radical ŕesoluble et un sous-groupe semi-simple
de Levi qui normalise le radical. La situation peut ainsi être complètement
décrite à conjugaison près.

En ŕesuḿe, l’ étude des actions de groupes localement compacts sur le
cercle se ramène essentiellement à celle des actions de groupes discrets.

3 Énoncé topologique

En fait, les th́eorèmes 1.1-1.2 vont résulter d’un ŕesultat ǵeńeral valable
pour les actions par hoḿeomorphismes.

Théorème 3.1Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe de rang réel
suṕerieur ouégal à 2 etΓ un réseau irŕeductible deG. Soitφ un homo-
morphisme deΓ vers le groupe des hoḿeomorphismes du cercle respectant
l’orientation. Alors, ou bienφ(Γ) préserve une mesure de probabilité sur
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le cercle ou bienφ est semi-conjugúe à un revêtement fini d’un homomor-
phisme obtenu en faisant suivre :

i) le plongement deΓ dansG,
ii) une surjection deG sur PSL(2,R),
iii) l’action projective dePSL(2,R) sur le cercle (identifíe à la droite

projective ŕeelle).

Dans ce paragraphe, nous montrons comment le théorème 3.1 entraîne
la partie essentielle du théorème 1.2. Supposons donc le théorème 3.1
démontŕe, plaçons-nous dans les hypothèses du théorème 1.2 et supposons
que l’action pŕeserve une mesure de probabilité sur le cercle.Nous allons
montrer que l’action transite en fait à travers un groupe fini.

La preuve de la dernière assertion du théorème 1.2, relative à la différen-
tiabilité de la conjugaison, est de nature différente et sera relégúee à la fin
de cet article (voir §10).

L’application nombre de rotationρ : Homéo+(S1) → R/Z n’est pas
un homomorphisme. Cependant, la définition que nous avons donnée mon-
tre que la restriction deρ au sous-groupe forḿe des hoḿeomorphismes
qui pŕeservent une mesure de probabilité fixéeµ est un homomorphisme.
D’après le th́eorème 3.1, l’applicationρ : γ ∈ Γ 7→ ρ(φ(γ)) ∈ R/Z est
donc un homomorphisme.

Un théorème important de Margulis, géńeralisant des travaux de Kazh-
dan, affirme que tout homomorphismeΓ → Z est trivial [19,14]. En fait,
Margulisétablit ce ŕesultat lorsqueG est semi-simple sans facteur compact
et à centre fini mais fait remarquer que l’hypothèse sur le centre est inutile
(voir [19, remark IX 6.20]). Nous verrons au §10 qu’il est facile de s’af-
franchir également de l’hypothèse sur les facteurs compacts. D’autre part,
tout ŕeseau d’un groupe de Lie connexe est de type fini [19, IX 3.1]. L’image
d’un homomorphismeΓ→ R/Z est donc un sous-groupe abélien de type
fini dont la partie libre est triviale ; c’est un groupe fini cycliqueZ/kZ.

Consid́erons le noyauΓ0 du morphismeρ : c’est un sous-groupe d’indice
k deΓ et donc un ŕeseau deG. Nous affirmons que tous les points du support
de la probabilit́eµ sont des points fixes de tous leséléments deφ(Γ0). Ceci
résulte de l’observatiońelémentaire suivante. Soith un hoḿeomorphisme
du cercle respectant l’orientation, de nombre de rotation nul, alors les seules
probabilit́es invariantes parh sont celles dont le support est contenu dans
l’ensemble des points fixes deh. En effet un tel hoḿeomorphisme possède
un ferḿe non videFix(h) de points fixes et pour chaque intervalleI du
compĺementaire deFix(h), la dynamique deh sur I est simple : toute
orbite converge vers l’une des extrémit́es deI de sorte qu’une probabilité
invariante ne peut chargerI . Nous avons donc montré queφ(Γ0) opère
trivialement sur un ferḿe non videFix ⊂ S1.

Rappelons lethéorème de stabilité de Thurston [26]. Soit∆ un groupe
de type fini ne posśedant pas d’homomorphisme non trivial dansZ et soit
ψ : ∆ → Diff 1

+(R,0) un homomorphisme à valeurs dans le groupe des
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germes de diff́eomorphismes de classeC1 deR fixant l’origine et respectant
l’orientation, au voisinage de l’origine. Alorsψ est trivial.

Nous pouvons maintenant démontrer queφ(Γ) est un groupe fini cy-
clique (toujours en utilisant 3.1). Considérons le ferḿe non videFix des
points fixes par tous leśeléments deφ(Γ0). En consid́erant les germes en
un point deFix et en appliquant le th́eorème de Thurston, on déduit que
Fix estégalement ouvert et il en résulte bien queφ(Γ0) est trivial, comme
annonće.

Cet argument utilisant le théorème de stabilité est le seul où nous utili-
serons la diff́erentiabilit́e de l’actionétudíee. Le th́eorème de Thurston n’est
pas valable pour les groupes d’homéomorphismes et c’est la raison pour
laquelle nous sommes incapables de géńeraliser nos ŕesultats aux actions
par hoḿeomorphismes.

4 Le cas des groupes sṕeciaux linéaires

Dans ce paragraphe, nous démontrons le th́eorème 3.1 dans le cas des
groupes sṕeciaux lińeaires. En fait, pour simplifier l’exposition, nous con-
sidérons d’abord le cas d’un réseauΓ dans SL(3,R). Soit φ : Γ →
Homéo+(S1). CommeSL(3,R) est un groupe de Lie simple,Γ est bien
sûr irŕeductible et il s’agit en fait de montrer queφ(Γ) préserve une mesure
de probabilit́e sur le cercle.

La structure de la preuve
La démonstration du th́eorème 3.1 va se faire en plusieursétapes que

nous d́ecrivons d’abord rapidement et informellement pour la commodité
du lecteur, avant de les détailler.

Première étape (classique).Un drapeau de R3 est la donńee d’un
plan vectorielE2 deR3 et d’une droite (vectorielle)E1 contenue dansE2.
L’ensemble de ces drapeaux, muni de la topologie naturelle, est une variét́e
compacteDr qui est un espace homogène sous l’action deSL(3,R). Le
groupeΓ agit naturellement surR3 et donc surDr .

Soit Prob(S1) l’espace des probabilités sur le cercle. C’est un espace
métrisable compact sur lequel Homéo+(S1) agit naturellement ainsi queΓ,
via l’homomorphismeφ.

On munitDr de la tribu des parties mesurables au sens de Lebesgue et
Prob(S1) de la tribu des boréliens. La premièréetape consiste à construire
une application mesurableΨ : Dr → Prob(S1) qui estéquivariante par
rapport aux actions deΓ sur la source et le but.

Pour d́emontrer le th́eorème, il suffit alors de montrer que l’application
Ψ prend une valeur constanteµ, presque partout par rapport à la mesure de
Lebesgue surDr . En effet l’́equivariance deΨ montrera que cette probabilité
µ est invariante parφ(Γ).

Par l’absurde, nous supposerons donc par la suite queΨ n’est pas
constante presque partout.
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Deuxièmeétape.En utilisant les propríet́es ergodiques de l’action de
Γ sur Dr , nous montrons qu’il existe un entierk et une applicationΨ
équivariante comme ci-dessus telle que l’image de presque tout drapeau est
la somme dek masses de Dirac sur le cercle (chacune de poids 1/k). Notons
S1

k l’espace des parties du cercle àk éléments de sorte que nous pouvons
maintenant consid́ererΨ comme une application deDr versS1

k.

Troisième étape. Soit X l’espace constitúe des triplets(E1
2, E2

2, E3
2)

de plans distincts deR3 qui s’intersectent sur une même droiteE1. C’est
encore un espace homogène sous l’action deSL(3,R). Un point de X
détermine trois drapeaux. L’applicationΨ permet donc de d́efinir une appli-
cation mesurableΨ(3) : X → (S1

k)
3. La contradiction cherch́ee va ŕesulter

de l’ergodicit́e de l’action deΓ sur X qui sera incompatible avec la non
ergodicit́e de celle deΓ sur les triplets de points sur le cercle : un triplet de
points distincts sur le cercle peut en effet être positivement ou négativement
ordonńe et cette d́ecomposition de l’espace des triplets de points distincts
est invariante par Hoḿeo+(S1).

Nous passons maintenant à la preuve détaillée.

Première étape : l’application de Furstenberg
Cette premièréetape est classique et due à Furstenberg [8]. On pourra

consulter par exemple [19, IV 4.5] pour une description plus complète mais
nous indiquons cependant ici une preuve.

Proposition 4.1 Il existe une application mesurable au sens de Lebesgue
Ψ : Dr → Prob(S1) qui estéquivariante sous les actions naturelles deΓ
sur la source et le but.

Démonstration Le groupeSL(3,R) agit transitivement surDr . Le stabi-
lisateur du drapeau forḿe de la droite engendrée par(1,0,0) et du plan
engendŕe par(1,0,0) et (0,1,0) est le groupeB des matrices triangulaires
suṕerieures. On peut donc identifierDr à l’espace homogèneSL(3,R)/B.

Le groupeB est ŕesoluble et donc moyennable [12]. Ceci signifie qu’il
existe une forme lińeaire “moyenne”m sur l’espaceL∞(B,R) des fonc-
tions mesurables essentiellement bornées surB qui vérifie les conditions
suivantes :

i) la moyenne de la fonction constante 1 estégale à 1,
ii) si f ≥ 0 alors,m( f ) ≥ 0,
iii) la moyenne est invariante à gauche : sif ∈ L∞(B,R) et sib ∈ B,

notons fb : x ∈ B 7→ f(bx) ∈ R. Alors m( f ) = m( fb).
Il se trouve qu’il est possible de choisirmdépendant mesurablement def

(voir [20]). Autrement dit, sifλ dépend mesurablement d’un paramètreλ
appartenant à[0,1], la fonction λ 7→ m( fλ) est mesurable au sens de
Lebesgue.

Revenant à notre problème, on commence par remarquer qu’il existe
des applications mesurablesΨ0 : SL(3,R) → Prob(S1) qui sontΓ-équi-
variantes. Ceci ŕesulte du fait que l’action deΓ surSL(3,R) par translations
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à gauche possède un domaine fondamental ; on définit doncΨ0 de manière
arbitraire sur ce domaine fondamental et on complète la définition deΨ0 en
utilisant l’équivariance.

Pour compĺeter la d́emonstration, il faut modifierΨ0 pour la rendre
invariante par les translations à droite parB. Pour ce faire, on utilise la
moyennem. En formules, on d́efinit Ψ : SL(3,R) → Prob(S1) de la
manière suivante. Sig ∈ SL(3,R), la probabilit́e Ψ(g) est d́efinie par son
intégrale sur une fonction continueu : S1→ R :∫

S1
udΨ(g) = m(x ∈ B 7→

∫
S1

udΨ0(gx)).

Par construction,Ψ est mesurable, invariante à droite parB ; ceci d́efinit
donc encore une application mesurableΨ : Dr ' SL(3,R)/B→ Prob(S1)
qui a les propríet́es requises. ut

On remarquera que le résultat de [20] que nous avons utilisé repose
sur l’hypothèse du continu. Les démonstrations de [8,19] n’ont pas cet
inconv́enient.

Deuxièmeétape : l’application Ψ à valeurs dans les masses de Dirac
Comme nous l’avons indiqué plus haut,nous supposons dorénavant par

l’absurde que l’applicationΨ n’est pas constante sur une partie de mesure
de Lebesgue totale.

Proposition 4.2 Il existe un entierk ≥ 1 et une applicationΨ : Dr → S1
k

à valeurs dans l’espaceS1
k des parties àk éléments du cercle, qui est

mesurable au sens de Lebesgue etéquivariante presque partout sous les
actions deΓ sur la source et le but.

Avant de d́emontrer cette proposition, nous allons rappeler un théorème
ergodique important de C. Moore que nous allons utiliser de nombreuses
fois dans cet article (voir par exemple [30, Chap. 2]). SoitY = G/H un
espace homogène d’un groupe de Lie semi-simpleG, connexe, à centre
fini et sans facteur compact, et supposons que le stabilisateurH n’est pas
compact. SoitΓ un ŕeseau irŕeductible deG. Alors l’action deΓ surY est
ergodique par rapport à la (classe de) mesure de Lebesgue deY, c’est-à-dire
que toute fonction mesurable surY qui est invariante parΓ est constante
presque partout. On remarquera que tout réseau d’un groupe de Lie simple
estévidemment irŕeductible.

Par exemple, le stabilisateurB d’un drapeau est non compact.L’action
deΓ sur Dr est donc ergodique.

Comme autre exemple, considérons l’espaceY des couples de drapeaux
de R3 en position ǵeńerale. Pour un tel couple, il existe trois droites non
coplanairesE1

1, E2
1, E3

1 telles que le premier drapeau soit constitué de la
droite E1

1 et du plan engendré parE1
1 et E2

1 alors que le second drapeau est
constitúe de la droiteE3

1 et du plan engendré parE2
1 et E3

1. PuisqueSL(3,R)
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agit transitivement sur l’espace des triplets de droites non coplanaires, l’es-
paceY est bien un espace homogène sous l’action deSL(3,R). Le stabi-
lisateur d’unélément deY est le stabilisateur d’un triplet de droites non
coplanaires ; il est clairement non compact. Par conséquent, l’action du
réseauΓ surY est ergodique. Puisque l’ensemble des couples de drapeaux
en position ǵeńerale est de mesure totale dans l’ensemble des couples de
drapeaux, nous avons doncétabli queΓ agit de manière ergodique sur
l’ensemble des couples de drapeaux deR3.

Par contre, le lecteur vérifiera que l’action deΓ sur les triplets de dra-
peaux n’est pas ergodique car l’action deSL(3,R) n’est pas transitive.

Pour d́emontrer la proposition 4.2, nous allons analyser l’action deΓ sur
l’espace des couples de probabilités du cercle.

Si µ est une mesure de probabilité sur le cercle, on d́efinit atome(µ)
comme la somme des mesures des atomes deµ, c’est-à-dire des pointsx (en
nombre d́enombrable) tels queµ({x}) > 0. C’estévidemment une fonction
mesurable surProb(S1) qui est invariante par l’action de Homéo+(S1). La
fonction :

d ∈ Dr 7→ atome(Ψ(d)) ∈ [0,1]

est une fonction mesurableΓ-invariante. D’après le résultat d’ergodicit́e
que nous venons de rappeler, cette fonction est constante presque partout.

Supposons d’abord que cette constante soit non nulle, c’est-à-dire que
l’image de presque tout drapeau parΨ possède au moins un atome.

Soit α > 0 un ŕeel strictement positif. Pour toute mesure de proba-
bilit é µ sur le cercle, on considère les pointsx ∈ S1 tels queµ({x}) ≥ α.
Évidemment, il n’existe qu’un nombre fini (éventuellement nul) de tels
points x. On notera ce nombreN(µ, α). L’application d ∈ Dr 7→
N(Ψ(d), α) ∈ N est mesurable et constante sur les orbites deΓ ; elle
est donc constantéegale à un entierNα presque partout. Puisque nous sup-
posons que pour presque toutd, la probabilit́e Ψ(d) possède des atomes,
on peut choisir unα de telle sorte queNα soit un entierk non nul. Ainsi,
on peut d́efinir une application d́efinie presque partout dansDr et à valeurs
dans l’espace des parties du cercle àk éléments, en envoyant le drapeaud
sur lesk atomes deΨ(d) qui ont une masse supérieure oúegale àα. Cette
application, que nous rebaptisonsΨ satisfait aux conditions requises dans la
proposition 4.2 qui est donc démontŕee sous l’hypothèse que presque toutes
les probabilit́esΨ(d) ont des atomes.

Nous consid́erons maintenant la situation opposée où, pour presque
tout d, la probabilité Ψ(d) n’a pas d’atome.

Nous allons montrer d’abord que, sous cette hypothèse,les probabilit́es
Ψ(d) ont presque toutes le même support.

Soientµ1 etµ2 deux mesures de probabilité sans atome sur le cercle.
Soit D(µ1, µ2) le maximum desµ2-mesures des composantes connexes
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du compĺementaire du support deµ1. Si D(µ1, µ2) = 0, le support deµ1
contient celui deµ2. L’application mesurable d́efinie presque partout :

(d1,d2) ∈ Dr 2 7→ D(Ψ(d1),Ψ(d2)) ∈ [0,1]

est constante sur les orbites deΓ. Par le ŕesultat d’ergodicit́e rappeĺe plus
haut, cette application est constante presque partout. Nous affirmons que
cette constanteδ est nulle. Supposons au contraire queδ > 0. En appliquant
le théorème de Fubini, on peut trouver une partie mesurableΩ ⊂ Dr telle
que :

i) Ω est de mesure de Lebesgue totale.
ii) Si d ∈ Ω, la probabilit́e Ψ(d) n’a pas d’atome.
iii) Si d ∈ Ω, on aD(d,d′) = δ pour presque toutd′ de Dr .
iv) Si d ∈ Ω, alorsΨ(d)appartient au support de la mesureΨ∗(Lebesgue)

sur l’espace compact ḿetrisableProb(S1).
Fixons un pointd ∈ Ω. On peut donc trouver une suitedi ∈ Ω telle

queΨ(di ) = µi converge versΨ(d) = µ. Les probabilit́esµi sont sans
atomes etD(µi , µ) = δ. Cela signifie qu’il existe une composanteI i du
compĺementaire du supportSupp(µ) telle queµi (I i ) = δ. Si la suite des
longueurs desI i tend vers 0, on peut supposer, quitte à extraire, que l’inter-
valle I i tend vers un pointp. Ceci entraîne que le pointp est un atome deµ,
contrairement à notre hypothèse. On peut donc supposer, quitte à extraire,
que les intervallesI i coïncident tous avec un certain intervalleI . Puisque
les extŕemit́es deI ne sont pas des atomes deµ, queµi tend versµ, et
queµi (I ) = δ, on d́eduit queµ(I )δ contredisant le fait queI est dans le
compĺementaire du support deµ.

Ainsi, nous avons montré queδ = 0, c’est-à-dire que pour presque tout
couple de drapeaux(d,d′) on aD(Ψ(d),Ψ(d′)) = 0. Par conśequent, pour
presque tout couple de drapeaux(d,d′), les probabilit́esΨ(d) et Ψ(d′) ont
le même support. Autrement dit,il existe un ferḿe K ⊂ S1 sans point isoĺe
tel que pour presque tout drapeaud, le support deΨ(d) estégal àK .

Chaque composante connexe deS1−K est un intervalle ouvert. En con-
tractant sur un point l’adh́erence de chacun de ces intervalles, on obtient un
espace encore homéomorphe au cercle. Il existe donc une application con-
tinueπ : S1→ S1 dont chaque fibre est soit un point soit l’adhérence d’une
composante connexe du complémentaire deK . Siµ est une probabilit́e sans
atome dont le support estK , l’image directeπ∗(µ) est une probabilit́e sans
atome et de support total sur le cercle. En composant avecπ∗, on obtient
donc une applicationΨ définie presque partout etéquivariante deDr vers
l’espace des probabilités sans atomes et de support total sur le cercle.

L’espace des probabilités sans atomes et de support total sur le cercle
est un espace homogène sous l’action de Homéo+(S1), le stabilisateur de
la mesure de Lebesgueétant bien sûrSO(2). Cet espace s’identifie donc au
quotient Hoḿeo+(S1)/SO(2). Le groupe Hoḿeo+(S1), comme tout groupe
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topologique ḿetrisable, peut être muni d’une distance invariante à gauche.
En moyennant sous l’action deSO(2), on obtient donc une distancedist sur
Homéo+(S1)/SO(2) invariante à gauche.

La fonction qui associe à presque tout couple de drapeaux(d,d′) la
distancedist(Ψ(d),Ψ(d′)) est mesurable et invariante par l’action deΓ ;
elle est donc constante presque partout. Par un argument analogue à celui
utilisé ci-dessus, cette constante est nulle, c’est-à-dire que l’application
Ψ est constante presque partout. Puisque deux probabilités sans atomes
et de supportK qui ont même image parπ∗ sont clairement identiques,
on en d́eduit que l’applicationΨ estégalement constante presque partout,
contrairement à ce que nous avons supposé au d́ebut de ce paragraphe. Cette
contradiction conclut la d́emonstration de la proposition 4.2.

Troisième étape : l’ordre cyclique des triplets de points sur le cercle
Pouréclairer ce qui va suivre,commençons par supposer que l’entier

k introduit préćedemment est́egal à 1, c’est-à-dire que l’on dispose d’une
application équivariante d́efinie presque partoutΨ : Dr → S1 et non
constante presque partout.

Comme expliqúe plus haut, soitX l’espace constitúe des triplets(E1
2, E2

2,

E3
2) de plans distincts deR3 qui s’intersectent sur une même droiteE1. C’est

encore un espace homogène sous l’action deSL(3,R) et le stabilisateur d’un
point deX est clairement non compact. D’après le théorème de Moore, l’ac-
tion deΓ sur X est ergodique. Un point deX détermine trois drapeaux.
L’application Ψ permet de d́efinir une application mesurabléequivari-
anteΨ(3) : X→ (S1)3 définie presque partout. Soit en effetpr : Dr → RP2

la projection deDr sur le plan projectif ŕeel qui associe à un drapeau
E1 ⊂ E2 la droite E1 ⊂ R3. L’espaceX est donc l’espace des triplets de
drapeaux ayant même projection parpr. Il résulte du th́eorème de Fubini
que pour toute partie de mesure de Lebesgue totale dansDr , l’ensemble des
triplets d’́eléments de cette partie ayant mêmes projections est de mesure
de Lebesgue totale dansX : c’est pŕeciśement ce qui permet de définir Ψ(3).

L’espace(S1)3 peut être d́ecompośe en parties disjointes et invariantes
sous l’action du groupe Hoḿeo+(S1) :

i) Les triplets de la forme(x, x, x).
ii) Les triplets dont exactement deuxéléments sont́egaux. Cet ensemble

est lui même d́ecompośe en trois parties : l’espace des triplets qui sont de
la forme(x, x, z), respectivement(x, y, x), respectivement(x, y, y).

iii) Les triplets de points distincts(x, y, z) du cercle qui sont ordonnés
positivement,i.e. tels que l’intervalle positivement orienté joignantx à y ne
contient pasz.

iv) Les triplets de points distincts(x, y, z)qui sont ordonńes ńegativement.
Les images ŕeciproques de ces parties parΨ(3) sont des parties mesurables

disjointes etΓ-invariantes. Chacune d’entre elles est donc de mesure de
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Lebesgue nulle ou totale. Cela signifie qu’il existe une partie de mesure
totaleΩ ⊂ X dont l’image est contenue dans l’une des parties que nous
avons d́ecrites. Nous allons montrer que ceci est impossible.

Pour cela, on observe que le groupe symétrique à trois lettresΣ3 opère
naturellement à la fois surX et sur(S1)3 en permutant respectivement les
drapeaux et les points. Ces actions commutent avec celles deΓ sur X et
sur(S1)3 et l’applicationΨ(3) est bien sûŕegalement́equivariante sous cette
action deΣ3.

Il r ésulte de ceci que la partie qui contientΨ(3)(Ω) doit être invariante
par l’action deΣ3. Seule la première partie, constituée des triplets de points
égaux, v́erifie cette condition. Cela signifie que l’applicationΨ : Dr → S1

que nouśetudions transite à travers la projectionpr : Dr → RP2 ou encore
que l’image parΨ d’un drapeau ne d́epend presque partout que de la droite
assocíee au drapeau et non pas du plan.

On aurait pu, exactement de le même manière, définir un espaceX′
formé des triplets de drapeaux qui ont le même plan,i.e. qui ont la même
projection dans le plan projectif dual. On montrerait ainsi queΨ ne d́epend
presque partout que du plan associé à un drapeau et pas de sa droite.

Ceci entraîne queΨ est constante sur une partie de mesure totale, ce
que nous avons exclu au début de ce paragraphe. Nous avons donc une
contradiction dans le cas oùk = 1.

Lorsquek > 1, nous allons proćeder de manière similaire.Rappelons
que nous notonsS1

k l’espace des partiesA du cercle àk éléments.Étant
donńes deuxéléments(A1, A2, A3) et (A′1, A′2, A′3) de (S1

k)
3, nous dirons

que ces deux́eléments ont lemême ordre cycliques’il existe un hoḿeo-
morphisme du cercleh respectant l’orientation tel queh(A1) = A′1,
h(A2) = A′2, h(A3) = A′3. Ceci donne une partition de(S1

k)
3 en un nombre

fini de parties invariantes par Homéo+(S1). De même que préćedemment,
on d́eduit qu’il existe une partie de mesure totaleΩ ⊂ X telle queΨ(Ω)
est contenu dans une de ces parties. En utilisantégalement les actions
naturelles deΣ3 de part et d’autre, on en déduit que cette partie est
constitúee de triplets(A1, A2, A3) qui ont le même ordre cyclique que
(Aσ(1), Aσ(2), Aσ(3)) pour toutélémentσ ∈ Σ3. Il existe donc pour chaqueσ
un hoḿeomorphismehσ tel quehσ(Ai ) = Aσ(i) pour i = 1,2,3. Soit A
la réunion deA1, A2 et A3 : c’est un ensemble ayantN ≤ 3k éléments.
Les hoḿeomorphismeshσ préserventA et y induisent ńecessairement
une permutation cyclique. En particulier, le commutateur de deuxhσ agit
trivialement surA. Comme la permutation cycliqueσ = (1,2,3) est un
commutateur dans le groupe symétrique Σ3, l’homéomorphismeh(1,2,3)
opère trivialement surA. Puisque nous savons queh(1,2,3)(A1) = A2,
h(1,2,3)(A2) = A3 et h(1,2,3)(A3) = A1, c’est queA1 = A2 = A3. En
résuḿe, nous avons montré qu’il existe une partie mesurable de mesure
totale Ω ⊂ X telle que l’image deΨ(3)(Ω) est constitúee de triplets de
partieségales deS1

k. Exactement comme dans le cask = 1, nous pouvons
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conclure queΨ est constante sur une partie de mesure totale, ce que nous
avons exclu au d́ebut du paragraphe.

Ceci achève la d́emonstration du th́eorème 3.1 pour le cas des réseaux
deSL(3,R).

Remarquons que l’argument central de la démonstration, que nous allons
géńeraliser aux autres groupes, est l’incompatibilité entre la non transitivité
de l’action de Hoḿeo+(S1) sur les triplets de points distincts et la transitivité
de celle deSL(3,R) sur X. Le fait qu’il existe des transformations de
SL(3,R) qui fixent une droiteD et qui permutent de manière impaire trois
plans qui contiennentD n’est finalement que la non orientabilité du plan
projectif ŕeel.

La démonstration pour un réseauΓ deSL(r + 1,R) est exactement la
même. Pour toute suite d’entiers 1≤ i1 < i2 < · · · < i l ≤ r + 1, on
considère l’espaceDri1,···,il des drapeaux de type(i1, · · · , i l), c’est-à-dire
des suites de sous-espaces vectorielsEi1 ⊂ Ei2 ⊂ · · · ⊂ Eil ⊂ Rr+1 avec
dim Ei j = i j ( j = 1, · · · , l). C’est un espace homogène sous l’action de
SL(r + 1,R). L’espace des drapeaux complets,i.e. Dr = Dr1,2,···,r est muni
de projectionspr j sur les espaces de drapeaux incompletsDr1,2,···, ĵ ,···,r où
l’indice j n’apparaît pas. L’espaceX j formé des triplets de drapeaux dis-
tincts de Dr qui se projettent parpr j sur le même drapeau deDr j est
également un espace homogène sous l’action deSL(r + 1,R), à stabilisa-
teur non compact.

Il suffit maintenant de recopier la démonstration que nous venons de faire
pourr = 2. On commence par construire une applicationéquivarianteΨ de
Dr versProb(S1) (même preuve). Supposant par l’absurde queΨ n’est pas
constante presque partout, on construit une autre application encore notée
Ψ de Dr versS1

k (même preuve). Pour chaquej = 1, · · · , r , on considère
l’application assocíeeΨ

(3)
j : X j → S1

k et on montre comme plus haut que,
sur une partie de mesure totale, elle prend ses valeurs dans les triplets formés
de parties identiques(A, A, A). On en d́eduit que pour chaquej = 1, · · · , r
et sur une partie de mesure totale, la valeur deΨ sur un drapeau ne dépend
que de sa projection parpr j . Puisque ceci est vrai pour toutj , c’est queΨ
est constante presque partout. C’est la contradiction cherchée qui achève la
preuve du th́eorème 3.1.

Les preuves se géńeralisent évidemment pour les groupes spéciaux
linéaires complexesSL(r + 1,C) et quaternioniquesSL(r + 1,H) (pour
r ≥ 2).

5 Le cas du groupe symplectique

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer le th́eorème 3.1 dans le cas du
groupe symplectiqueSp(2r,R) (r ≥ 2).

Le groupe symplectiqueSp(2r,R) est le sous-groupe deGL(2r,R)
formé des applications lińeaires qui pŕeservent la forme symplectique

ω((x1, · · · , x2r ), (x
′
1, · · · , x′2r )) = x1x′2− x2x′1+ · · · + x2r−1x′2r − x2r x

′
2r−1.
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C’est un groupe de Lie simple connexe de rangr .
Nous fixons donc un réseauΓ dansSp(2r,R) (r ≥ 2) et un homomor-

phismeφ : Γ→ Homéo+(S1). Nous supposons par l’absurde queφ(Γ) ne
préserve aucune mesure de probabilité sur le cercle.

Un sous-espaceE deR2r estisotropesi la restriction de la formeω àE est
nulle. Un sous-espace isotrope de dimension maximaler est un sous-espace
lagrangien. Si 1≤ i1 < i2 < · · · i l ≤ r est une suite d’entiers, on notera dans
ce paragrapheDri1,···,il l’espace des drapeaux isotropes de type(i1, · · · , i l),
c’est-à-dire l’espace des suites de sous-espaces isotropesEi1 ⊂ · · · ⊂ Eil
avec dimEi j = i j ( j = 1, · · · , l). Ce sont des espaces homogènes sous
l’action du groupe symplectique. De même que préćedemment, l’espace
Dr = Dr1,2,···,r est muni de projectionspr j sur les espaces de drapeaux
incompletsDr1,2,···, ĵ ,···,r où l’indice j n’apparaît pas. Pourj = 1, · · · , r ,
on noteX j l’espace des triplets de drapeaux distincts deDr qui ont même
projection parpr j .

Comme pŕećedemment, le stabilisateur d’un drapeau deDr sous l’ac-
tion du groupe symplectique est un groupe résoluble. L’action du groupe
symplectique est́egalement transitive sur l’espace des couples de drapeaux
géńeriques, avec un stabilisateur non compact, de sorte qu’on a encore une
applicationéquivarianteΨ : Dr → S1

k. Comme plus haut, nous supposons
queΨ n’est pas constante presque partout.

La différence essentielle avec le paragraphe préćedent est le fait suivant.

Remarque5.1 Le groupe symplectique opère transitivement surX1,X2,· · · ,
Xr−1 mais pas surXr où il a deux orbites.

Pour comprendre ceci, remarquons que siE est un sous-espace isotrope
deR2r , le quotient de l’orthogonal symplectiqueE⊥ parE est naturellement
muni d’une forme symplectique. Un point deXr est la donńee de trois
drapeaux complets distincts qui ont les mêmesr − 1 premiers sous-espaces
E1 ⊂ · · · ⊂ Er−1. Par conśequent, un point deXr donne trois lagran-
giensE1

r , E2
r , E3

r contenantEr−1, c’est-à-dire trois droites distinctes dans
le quotientE⊥r−1/Er−1 qui est un espace de dimension 2 muni d’une forme
symplectique, et en particulier un planorient́e. Le triplet de droites de ce
plan peut donc être positivement ou négativement ordonńe. Ceci d́efinit donc
deux types d’́eléments dansXr et explique pourquoi le groupe symplectique
n’opère pas transitivement surXr . Le fait queSp(2r,R)opère transitivement
sur chacune de ces deux parties deXr est un exercice facile laissé au lecteur :
il suffit d’analyser l’action du stabilisateurPr d’un drapeau incompletE1 ⊂
· · · ⊂ Er−1 sur l’espaceE⊥r−1/Er−1 ' R2 et de v́erifier que cette action se
fait via une surjectionPr → SL(2,R) et agit donc transitivement sur les
triplets positivement ordonnés de droites distinctes deR2.

De même la transitivité sur chaqueX j avec j < r s’obtient en analysant
l’action du stabilisateurPj d’un drapeau incompletE1 ⊂ · · · ⊂ Ê j ⊂
· · · ⊂ Er (où Ej n’apparaît pas) sur l’espaceEj+1/Ej−1 ' R2 et en
vérifiant que cette action se fait via une surjectionPj → GL(2,R) et agit
donc transitivement sur les triplets de droites distinctes deR2.
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Puisque le groupe symplectique opère transitivement surX1, · · · , Xr−1
et que les stabilisateurs sont non compacts, les arguments du paragraphe
préćedent montrent que la valeur deΨ sur un drapeaud = (E1 ⊂ · · · ⊂ Er )
ne d́epend que de son dernier espaceEr , sur une partie de mesure totale. En
d’autres termes,Ψ transite à travers une applicatiońequivariante, encore
not́eeΨ, deDrr versS1

k.
Il nous faut employer un autre argument pour traiter du dernier espaceXr

puisqueprr est “orientable”.
Rappelons quelques propriét́es de laclasse de Maslov(voir [1,3]). Soient

L1 et L2 deux lagrangiens transverses dansR2r . Soit L3 un troisième la-
grangien transverse aux deux premiers etp1, p2 les projections deL3 sur
L1 et L2 parallèlement àL2 et L1 respectivement. La fonctionq : x ∈
L3 7→ ω(p1(x), p2(x)) est une forme quadratique non déǵeńeŕee surL3 ;
sa signature (i.e. le nombre de carrés positifs moins le nombre de carrés
négatifs) est un entier compris entre−r et r (et congru àr modulo 2) ap-
peĺe indice de MaslovI(L1, L2, L3). On peut d’ailleurśetendre la d́efinition
lorsque les lagrangiens ne sont pas transverses, mais nous ne l’utiliserons
pas. On remarquera que le sous-groupe du groupe symplectique stabilisant
les trois lagrangiens est le groupe orthogonal de cette forme quadratique ;
il est donc non compact si l’indiceI est diff́erent de±r . Les propríet́es que
nous utiliserons sont les suivantes.

i) Si (L1, L2, L3) et(L ′1, L ′2, L ′3) sont deux triplets de lagrangiens trans-
verses deux à deux, les indicesI(L1, L2, L3) et I(L ′1, L ′2, L ′3) sontégaux si
et seulement si il existe une transformation symplectique envoyantL1 sur
L ′1, L2 sur L ′2 et L3 sur L ′3 ; c’est la classification des formes quadratiques
sur un espace vectoriel réel.

ii) Si l’on permute trois lagrangiens transverses, l’indice de Maslov ne
change pas ou change de signe suivant la signature de la permutation utilisée.

Plaçons-nous d’abord dans le casr = 2, c’est-à-dire dans le cas du
groupe symplectiqueSp(4,R). L’espaceY des triplets ǵeńeriques(L1, L2,
L3) de lagrangiens deR4 (i.e. transverses deux à deux) se décompose
en trois orbites ouvertes sous l’action deSp(4,R), suivant que l’indice de
Maslov est−2,0 ou+2. Consid́erons l’orbiteY0 d’indice 0. C’est un espace
homogène à stabilisateur non compact et sur lequel le réseauΓ agit donc
ergodiquement. On remarque par ailleurs que cette orbiteY0 est invariante
par l’action naturelle du groupe symétrique à trois lettresΣ3. L’application
Ψ : Dr2 → S1

k dont nous disposons permet de définir une application
mesurableΨ(3) : Y0→ S1

k qui estéquivariante sous les actions deΓ×Σ3 sur
les espaces source et but. Exactement comme dans le paragraphe préćedent
on en d́eduit que l’image parΨ de presque tout triplet deY0 est constitúee
de trois parties identiques deS1

k. Étant donńes deux lagrangiens transverses
L1, L2, l’ensemble des lagrangiensL3 tels que(L1, L2, L3) ∈ Y0 est un
ouvert non vide. Il en ŕesulte que pour presque tout couple de lagrangiens
(L1, L2), on aΨ(L1) = Ψ(L2), c’est-à-dire queΨ est constante presque
partout. Ceci achève la preuve du théorème 1.1 dans le cas deSp(4,R).
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En fait, on remarquera que la même preuve fonctionne sir est pair, de
façon à ce que l’indice de Maslov puisse prendre la valeur 0 sur un ouvert
non videY0 dans l’espace des triplets géńeriques de lagrangiens.

Pour traiter du cas ǵeńeral oùr est impair, plusieurs solutions sont pos-
sibles. SoitDr1,r l’espace des couplesD ⊂ L formés d’une droite contenue
dans un lagrangien et considérons l’application (toujours notéeΨ) de Dr1,r
versS1

k qui envoie le couple(D, L) sur Ψ(L). Consid́eronségalement la
projectionp : Dr1,r → RP2r−1 qui envoie le couple(D, L) sur la droiteD.
La fibre d’une droiteD est l’espace des lagrangiens contenantD, c’est-à-
dire l’espace des lagrangiens deD⊥/D qui est un espace symplectique de
dimension 2(r − 1). Soit Z l’espace des triplets d’éléments deDr1,r qui
ont même projection parp et tels que les lagrangiens correspondants dans
l’espace symplectique associé de dimension 2(r − 1) sont transverses deux
à deux. Dans cet espace, on considère la partie ouverte non videZ0 formée
des triplets d’indice de Maslov 0 (toujours dans cet espace de dimension
2(r − 1)). C’est un espace homogène sous l’action deSp(2r,R), à stabili-
sateur non compact de sorte queΓ agit ergodiquement surZ0. Comme
préćedemment on construit une application mesurableΨ(3) : Z0 → (S1

k)
3

qui estéquivariante sous l’action deΓ× Σ3 sur les espaces source et but.
Avec la même preuve que plus haut, on en déduit queΨ(3) prend presque
toutes ses valeurs dans l’ensemble des tripletségaux(A, A, A) dans(S1

k)
3.

La restriction deΨ à presque toute fibrep−1(D) est donc constante. Mais
ceci est impossible puisque nous savons que la valeur deΨ sur un couple
D ⊂ L ne d́epend que deL.

Ceci termine la d́emonstration du th́eorème 3.1 dans le cas du groupe
symplectique de dimension quelconque.

En passant, remarquons que la difficulté que nous avons rencontrée ne
se pŕesente pas pour le groupe symplectique complexeSp(2r,C). Puisque
deux formes quadratiques complexes de même rang sontéquivalentes, le
groupe symplectique complexe agit transitivement sur l’analogue deXr :
il n’y a donc pas d’analogue de l’indice de Maslov et la preuve fonctionne
sans difficult́e.

6 Le cas des groupes orthogonaux

Consid́erons la forme quadratique surR2+q de signature(2,q) :

Q(x1, · · · , xq+2) = −x2
1 − x2

2 + x2
3 + · · · + x2

q+2.

Le groupe d’isoḿetries directes de cette forme est le groupe de Lie simple
SO(2,q) dont le rang ŕeel est 2. Ce groupe a deux composantes connexes ;
nous notonsSO0(2,q) sa composante neutre.

Nous supposerons dans ce paragraphe queq ≥ 3 car le groupeSO0(2,2)
est localement isomorphe àSL(2,R)× SL(2,R) et sera trait́e au §7 (pour
des ǵeńeralit́es sur les groupes classiques, on pourra consulter [18,22]).
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Nous fixons toujours un réseauΓ dansSO0(2,q) et un homomorphisme
φ : Γ→ Homéo+(S1). Nous supposons par l’absurde queφ(Γ) ne pŕeserve
aucune mesure de probabilité sur le cercle.

Un sous-espace vectorielE deR2+q estisotropesi la formeQ est nulle
sur E. Les sous-espaces isotropes de dimension maximale sont de dimen-
sion 2. On noteDr l’espace des drapeaux isotropes c’est-à-dire l’espace
des couples forḿes d’une droite isotropeE1 et d’un plan isotropeE2 la
contenant. On dispose de deux projectionspr1 et pr2 de Dr respectivement
sur l’espace des droites isotropes et des plans isotropes.

On vérifie d’abord queSO0(2,q) opère transitivement surDr ainsi que
sur les couples de drapeaux isotropes géńeriques, avec un stabilisateur non
compact. Notonsei (i = 1, · · · ,q+2) les vecteurs de la base canonique de
R2+q. La droite[e1+ e3] engendŕee pare1+ e3 et le plan[e1+ e3,e2+ e4]
engendŕe pare1 + e3,e2 + e4 sont isotropes. On v́erifie que le stabilisateur
P du drapeau[e1 + e3] ⊂ [e1 + e3,e2 + e4] est une extension d’un groupe
compact par un groupe résoluble. C’est donc un groupe moyennable et on
peut appliquer la ḿethode de Furstenberg. On obtient donc une application
équivarianteΨ : Dr → S1

k pour un certain entierk.
Les fibres depr2 sont des droites projectives réelles (donc topologique-

ment des cercles). La fibre depr2 au dessus d’un plan est en effet l’espace
des droites contenues dans ce plan. On remarquera qu’un plan isotrope se
projette bijectivement surR2× {0} ⊂ R2+q ; il hérite donc de l’orientation
de R2. Ces orientations sont invariantes par l’action du groupe connexe
SO0(2,q). Ainsi, les fibres depr2 sont des cercles orientés.

La fibre depr1 au dessus de[e1+e3] est l’espace des plans isotropes con-
tenant[e1+e3], c’est-à-dire des droites isotropes contenues dans[e1 + e3]⊥/
[e1 + e3] qui est un espace de dimensionq muni d’une forme de signature
(1,q − 1) et dont l’espace des droites isotropes constitue une sphère de
dimensionq − 2, bord de l’espace hyperbolique réel Hq−1

R de dimension
q− 1.

Soit X1 (resp.X2) l’espace des triplets de drapeaux distincts qui ont la
même projection parpr1 (resp.pr2).

Il r ésulte de notre observation sur l’orientation des fibres depr2 que
SO0(2,q) n’opère pas transitivement surX2 : un problème analogue à celui
que nous avons rencontré dans le cas symplectique.

Soit P1 ⊂ SO0(2,q) le stabilisateur de[e1 + e3]. Par restriction à[e1 +
e3]⊥/[e1 + e3], on obtient un homomorphisme deP1 versO(1,q− 1). On
vérifie qu’il est surjectif et que son noyau est non compact. Le groupe
d’isométries (directes ou indirectes) de l’espaceHq−1

R opère transitivement
sur les triplets de points distincts de son bord (remarquons en passant que
le groupe des isoḿetriesdirectesopèreégalement transitivement sur ces
triplets dès que la dimensionq− 1≥ 3). On en d́eduit queSO0(2,q) opère
transitivement surX1 avec un stabilisateur non compact.

L’applicationΨ est donc constante sur les fibres depr1. SoitΛ l’espace
des droites isotropes dansR2+q. Nous disposons donc d’une application
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équivariante, toujours notéeΨ, deΛ versS1
k. SoitΨ(3) :Λ3→S1

k l’applica-
tion assocíee sur les triplets.

Soient L1, L2, L3 trois éléments ǵeńeriques deΛ. La signature de la
restriction de la formeQ au sous-espace de dimension 3 engendré par
ces trois droites est(2,1) ou (1,2). Soit Y0 l’ouvert constitúe des triplets
de droites tels que cette signature soit(1,2). On v́erifie facilement que
SO0(2,q) opère transitivement surY0 avec un stabilisateur non compact.
Toujours par le même argument, l’image parΨ(3) de presque tout triplet
de Y0 est constitúee de trois parties identiques deS1

k. Puisque pour tout
couple ǵeńerique de droites isotropes(L1, L2), il existe un ouvert non vide
constitúe de plansL3 tels que(L1, L2, L3) ∈ Y0, on en d́eduit queΨ est
constante presque partout.

Ceci termine la d́emonstration du th́eorème pour le cas deSO0(2,q).
On règlerait d’ailleurs de la même manière le cas géńeral des groupes
orthogonauxSO(p,q).

7 Le cas de PSL(2, R)× PSL(2, R)

Nous abordons un cas différent des pŕećedents puisqu’un réseau irŕeductible
dePSL(2,R)×PSL(2,R)peut effectivement oṕerer sur le cercle de manière
non triviale ; il suffit de faire suivre le plongement deΓ dansPSL(2,R)×
PSL(2,R) par une projection sur l’un des deux facteurs et de faire agir
projectivementPSL(2,R) sur la droite projectiveRP1 ' S1. Le but de ce
paragraphe est de montrer que ces actions sont les seules, à revêtements
finis près et à semi-conjugaison près.

Nous fixons donc un réseau irŕeductibleΓ dansPSL(2,R)×PSL(2,R)
et un homomorphismeφ : Γ → Homéo+(S1). Nous allons montrer le
théorème 3.1 dans ce cas, c’est-à-dire queφ(Γ) préserve une mesure de
probabilit́e ou bienφ est semi-conjugúe à un revêtement fini d’une action
du type d́ecrit plus haut.Nous supposons dorénavant queφ(Γ) ne pŕeserve
aucune probabilit́e.

Le stabilisateur d’un point deRP1 ' S1 sous l’action projective de
PSL(2,R) est le groupe ŕesoluble des matrices triangulaires supérieures. Le
stabilisateur d’un point deRP1×RP1 sous l’action produit dePSL(2,R)×
PSL(2,R)est donc lui aussi résoluble. Le stabilisateur d’un couple de points
géńeriques est ab́elien non compact ; l’action deΓ sur les couples d’éléments
deRP1×RP1 est donc ergodique. On peut donc construire une application
mesurable, d́efinie presque partout etéquivarianteΨ : RP1 × RP1 → S1

k
pour un certain entierk. Nous nous proposons de montrer queΨ est constante
sur les fibres de l’une des projections deRP1× RP1 sur l’un des facteurs.

Soit X l’espace des triplets d’éléments distincts deRP1 × RP1 qui
ont la même projection sur le second facteur. Une différence importante
avec les situations préćedentes est quePSL(2,R) × PSL(2,R) n’agit pas
transitivement surX : il y a deux orbitesX+ et X− qui correspondent aux
triplets positivement ou ńegativement ordonńes sur le premier facteur (par
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rapport à une orientation arbitrairement choisie surRP1). Le stabilisateur
d’un point dansX± est clairement non compact : le réseauΓ agit donc
ergodiquement sur chacune de ces deux composantesX±.

Soit Ψ(3) : X → (S1
k)

3 l’application assocíee àΨ. Supposons d’abord
que k = 1, c’est-à-dire queΨ est à valeurs dans le cercle. Nous avons
déjà observ́e que les triplets de points du cercle peuvent être regroupés
en plusieurs parties invariantes suivant qu’ils contiennent 1,2 ou 3 points
distincts et leur ordre cyclique. Les images réciproques de ces parties par
Ψ(3) sont invariantes parΓ. Puisque nous savons que l’action deΓ sur X
a exactement deux composantes ergodiques, il en résulte qu’il existe une
partie mesurableΩ de mesure totale dansX telleΨ(3) est contenu dans une
ou deux de ces parties. De même que plus haut, on remarque queΨ(3) est
en fait équivariante sous les actions naturelles deΓ × Σ3 où Σ3 désigne
toujours le groupe syḿetrique.

La réunion de ces deux parties doit être invariante sous l’action deΣ3.
Il n’y a que trois possibilit́es :

i) ou bien l’image deΨ(3) est contenue dans l’ensemble des triplets de
la forme(x, x, x). Ceci signifie queΨ est constante sur presque toutes les
fibres de la deuxième projection deRP1×RP1 surRP1.

ii) ou bienΨ(3) envoie presque toutX+ (resp.X−) dans l’ensemble des
triplets de points distincts positivement (resp.négativement) ordonńes.

iii) ou bienΨ(3) envoie presque toutX+ (resp.X−) dans l’ensemble des
triplets de points distincts négativement (resp.positivement) ordonńes.

Bien sûr le cas iii) se ramène au cas ii) en renversant l’orientation deRP1.
En appliquant le même argument à la seconde projection, et en rappelant que
nous avons supposé queΨ n’est pas constante presque partout, on obtient
finalement les possibilités suivantes.

1) ou bien la restriction deΨ à presque chaque fibreRP1 × {y} est
injective et respecte l’ordre cyclique.

2) ou bienΨ transite à travers la projection sur le second facteur,i.e.est
de la formeΨ(x, y) = Ψ(y) oùΨ : RP1→ S1 respecte l’ordre cyclique.

Plaçons-nous dans le cas 1).Nous allons montrer que l’applicationΨ
transite alors à travers la projection sur le premier facteur. Si ((x1, y),
(x2, y), (x3, y)) est un point deX+, il existe une unique application pro-
jectiveu : RP1 → RP1 × {y} qui envoie trois points donnés, par exemple
0,1 et∞, sur (x1, y), (x2, y), (x3, y). MunissonsRP1 d’une mesure de
Lebesgue, par exemple celle qui est invariante par l’action deSO(2) et que
nous notonsdθ. Ainsi, pour chaque point deX+, on peut consid́erer la
mesure sur le cercle (Ψ ◦ u)∗(dθ) (bien d́efinie pour presque touty). Ceci
nous permet donc de définir une applicationg : X+ → Prob(S1) bien sûr
équivariante sous les actions deΓ à la source et au but. PuisqueΨ est injec-
tive sur presque toutes les fibresRP1×{y}, cette applicationg est à valeurs
dans les mesures sans atomes. SoitY l’espace des couples d’éléments de
X+ qui ont même projection sur le premier facteur, c’est-à-dire de la forme
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{x1, x2, x3} × {y1, y2} avec(x1, x2, x3) positivement ordonńes ety1, y2 dis-
tincts. Le groupePSL(2,R)× PSL(2,R) agit transitivement surY avec un
stabilisateur non compact :Γ agit donc ergodiquement surY. On procède
alors exactement comme au paragraphe 4.2. Pour presque tout{x1, x2, x3}×
{y1, y2} de Y, on dispose des deux mesuresg(((x1, y1), (x2, y1), (x3, y1)))
et g(((x1, y2), (x2, y2), (x3, y2))). En utilisant la fonctionnelleD(µ1, µ2)
que nous avons définie en 4.2 et grâce a l’ergodicité deΓ surY, on montre
que pour presque toutélément deY, ces deux mesures ont le même support.
Puis, toujours comme en 4.2, on utilise l’existence d’une distance invariante
sur Hoḿeo+(S1)/SO(2)pour en d́eduire que pour presque toutélément deY,
les deux mesuresg(((x1, y1), (x2, y1), (x3, y1))) et g(((x1, y2), (x2, y2),
(x3, y2))) sont égales. Cela signifie que la fonctionΨ(x, y) ne d́epend
presque partout que de la première coordonnée et c’est pŕeciśement ce
que nous voulions montrer.

Ainsi, quitte à renverser les rôles des deux facteurs, on peut toujours se
ramener au cas 2).

L’application Ψ permet de d́efinir la semi-conjugaison annoncée entre
φ et l’action projective deΓ sur le cercle obtenue en projetant sur l’un
des facteursPSL(2,R). En effet, le fait queΨ préserve l’ordre cyclique de
presque tout triplet signifie que pour presque tout couple de points(x, y)
dansRP1, l’image de presque tout point de l’intervalle positif joignantx
à y est contenue dans l’intervalle positif joignantΨ(x) à Ψ(y). Soitµ la
mesure image directe de la mesure de Lebesgue parΨ ; c’est une mesure de
probabilit́e sans atome sur le cercle. En intégrant cette mesure, on obtient
une applicationcontinue et monotonef : S1 → RP1 telle que f ◦ Ψ
est l’identit́e presque partout. Il est clair quef est une semi-conjugaison
topologique entreφ et l’action projective deΓ surRP1.

Ceciétablit le th́eorème sous l’hypothèsek = 1.
Lorsquek > 1, nous allons devoir discuter de l’ordre cyclique des

triplets d’éléments deS1
k.

Partageons l’espace(S1
k)

2 des couples de parties àk éléments en un
nombre fini de classes d’équivalence pour la relation d’équivalence “même
ordre cyclique” :(A1, A2) ∈ (S1

k)
2 estéquivalent à(A′1, A′2) s’il existe un

homéomorphismeh du cercle qui respecte l’orientation tel queh(A1) = A′1
et h(A2) = A′2.

PuisqueΓ agit ergodiquement sur les couples d’éléments deRP1× RP1

qui ont même projection sur le deuxième facteur, il existe unélément
(A1, A2) ∈ (S1

k)
2 tel que pour presque tout(x1, x2, y) ∈ (RP1)2 × RP1 le

couple(Ψ(x1, y),Ψ(x2, y)) ∈ (S1
k)

2 a le même ordre cyclique que(A1, A2).
Soit A la réunion deA1 et deA2 : c’est un ensemble ayantN éléments

(k ≤ N ≤ 2k) cycliquement ordonńe par son plongement dans le cercle. Soit
Z/lZ de groupe des permutations cycliques deA qui pŕeserventA1 et A2.
Sur chaque ensembleA1 et A2, on obtientégalement un groupe cyclique
d’ordre l de permutations cycliques de leursk éléments. En particulierl
divisek.
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Consid́erons maintenant un point deX, c’est-à-dire un triplet de points
de la forme((x1, y), (x2, y), (x3, y)). Nous savons que pour un ensemble
de mesure totale, les couples(Ψ(x1, y), Ψ(x2, y)) ∈ (S1

k)
2 et (Ψ(x1, y),

Ψ(x3, y)) ∈ (S1
k)

2 ont tous les deux l’ordre cyclique de(A1, A2). On a donc
deux hoḿeomorphismes du cercle respectant l’orientationh1 eth2 tels que :

i) h1(Ψ(x1, y)) = A1 et h1(Ψ(x2, y)) = A2

ii) h2(Ψ(x1, y)) = A1 et h2(Ψ(x3, y)) = A2.
Les hoḿeomorphismesh1 et h2 sont bien d́efinis modulo des hoḿeo-

morphismes qui respectentA1 et A2, qui sur A induisent une permutation
cyclique deZ/lZ. L’homéomorphismeh2 ◦ h−1

1 préserveA1, il y induit
donc une permutation cyclique desk éléments deA1, bien d́efinie modulo
le groupe cycliqueZ/lZ. Finalement, nous avons associé à un point deX
unélément deZ/(k/l)Z qui est invariant sous l’action deΓ et qui se change
en son oppośe lorsqu’on permutex2 et x3. PuisqueΓ agit ergodiquement
sur X+, cet invariant ne peut prendre que deux valeurs.

Supposons qu’il ne prenne qu’une valeur et choisissons une orbite
B ⊂ A1 d’un point deA1 sous l’action deZ/lZ. Alors, h−1

1 (B) ⊂ Ψ(x1, y)
est un ensemble àl éléments ind́ependant du choix dex2 etx3. Cela signifie
qu’il est possible de d́efinir Ψ : RP1 × RP1 → S1

l en envoyant(x1, y) sur
h−1(B). C’est une nouvelle applicatiońequivariante. En d’autres termes,
quitte à red́efinir Ψ, on peut toujours supposer quek = l . L’ensembleA, qui
a au plus 2k éléments, est donc invariant par une permutation cyclique d’or-
drek qui respecte chacune des partiesA1 et A2 qui ont chacunek éléments.
Il y a donc deux solutions :

- ou bien A = A1 = A2, ce qui signifie que pour presque tout couple
((x1, y), (x2, y)) on a Ψ(x1, y) = Ψ(x2, y), c’est-à-dire queΨ transite
à travers la deuxième projection deRP1×RP1 surRP1.

- ou bienA a 2k éléments etA1 et A2 alternent sur le cercle. Autrement
dit, nous avonśetabli dans ce cas que pour presque touty, l’application
x ∈ RP1 7→ S1

k est presque partout injective et que l’image de presque tout
couple est forḿee d’ensembles qui alternent sur le cercle.

Si trois parties disjointes(B1, B2, B3) à k éléments du cercle alternent
deux à deux, on peut dire que ce triplet est positivement ordonné s’il existe
un intervalle positivement orienté qui joint un point deB1 à un point deB2
et qui ne contient aucun point deB3. Cette relation a toutes les propriét́es
d’un ordre cyclique. On remarquera par ailleurs que sif : RP1 → S1

k est
une application mesurable et siν est une probabilit́e surRP1, on peut d́efinir
une mesure sur le cercle de masse totalek, “image directe” deν par f , not́ee
f∗(ν). On remarqueráegalement que sif envoie trois points positivement
ordonńes sur trois parties positivement ordonnées et sidθ est une mesure de
Lebesgue surRP1, la mesuref∗(dθ) n’a pas d’atome et, en l’intégrant, on
construit une applicationh : S1→ RP1, continue, localement monotone, et
de degŕek. La d́emonstration pour le cask = 1 s’adapte donc sans difficulté
dans le cas ǵeńeral et donne la semi-conjugaison cherchée.
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Il reste encore à comprendre le cas où l’invariant prend deux valeurs.
De la même manière que préćedemment, cela signifie qu’on peut redéfinir
Ψ de telle sorte quek = 2l . L’ensemble cycliquement ordonné A a au plus
2k = 4l éléments, il est ŕeunion de deux parties àk éléments et le groupe
des permutations cycliques deA qui pŕeservent chacune de ces parties
a exactementl éléments. Il y a deux possibilités.

i) A contient 3l éléments etA1∩ A2 en contientl . Lorsque l’on parcourt
cycliquementA, les points appartiennent successivement àA1, A1 ∩ A2,
A2, A1, · · ·. Ceci n’est pas possible puisque, par ergodicité, nous savons
que les couples(A1, A2) et (A2, A1) ont le même ordre cyclique, ce qui
n’est pas le cas dans cet exemple.

ii) A contient 4l points etA1 et A2 sont disjoints. Lorsque l’on parcourt
cycliquement les 4l points deA, on rencontre successivementA1, A1, A2,
A2, A1, A1, · · ·. Consid́erons un triplet ǵeńerique deX+ et consid́erons les
trois partiesB1, B2, B3 à k éléments qui leur sont associées et consid́erons
l’ordre cyclique de la ŕeunion B = B1 ∪ B2 ∪ B3. Par ergodicit́e, nous
savons que(B1, B2, B3) et (B2, B3, B1) ont le même ordre cyclique et nous
supposons que chacun des couples(B1, B2), (B2, B3), (B3, B1) ont l’ordre
cycliqueA1, A1, A2, A2, A1, A1, · · ·. La seule possibilit́e est queB possède
3k éléments et que lorsque l’on parcourt cycliquementB, on rencontre suc-
cessivement des points deB1, B1, B2, B2, B3, B3, B1, B1, · · ·. Soit (x1, y)
un point ǵeńerique deRP1 × RP1 et consid́erons l’ensembleΨ(x1, y) à 2l
éléments. Si l’on prend un autre point géńeriquex2 du cercle, on peut aussi
consid́erer Ψ(x2, y) et nous connaissons l’ordre cyclique de ces deux en-
sembles. Ceci permet de choisir une partie àl éléments dansΨ(x1, y) : on ne
retient que les points qui sont l’origine d’un intervalle positif d’extrémit́es
dansΨ(x1, y) et qui ne rencontrent pasΨ(x2, y). Autrement dit, puisque
les éléments deB viennent par paires lorsque l’on parcourt le cercle, on
ne retient que le premier de chaque paire. Nos considérations pŕećedentes
sur l’ordre cyclique de trois parties montrent que ce choix d’une partie de
Ψ(x1, y)est ind́ependant du second point géńeriquex2 choisi. Ainsi, on pou-
vait définir une autre applicationΨ à valeurs dans les parties àl éléments,
c’est-à-dire que nous nous sommes ramenés au cask = l que nous avons
déjà trait́e.

Cetteétude combinatoire (un peu désagŕeable) termine la d́emonstration
du th́eorème dans le cas dePSL(2,R)× PSL(2,R).

8 Le cas des groupes unitaires

On considère maintenant la forme hermitienneQ dansC2+q :

Q(z1, · · · , zq+2) = −|z1|2− |z2|2+ |z3|2 · · · + |zq+2|2.
Le sous-groupe deSL(q + 2,C) préservant cette forme est le groupe de
Lie simple connexeSU(2,q) dont le rang ŕeel est 2. Nous supposerons que
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q ≥ 3 carSU(2,2) est localement isomorphe àSO0(2,4) que nous avons
déjàétudíe.

Nous fixons un ŕeseauΓ dansSU(2,q) et un homomorphismeφ :
Γ→ Homéo+(S1). Nous supposons comme toujours queφ(Γ) ne pŕeserve
aucune probabilité.

Un sous-espace vectoriel (complexe)E deC2+q estisotropesi la forme
Q est nulle surE. Les sous-espaces isotropes de dimension maximale sont
de dimension 2.

On noteDr l’espace des drapeaux isotropes c’est-à-dire l’espace des
couples forḿes d’une droite isotropeE1 et d’un plan isotropeE2 la con-
tenant. On dispose de deux projectionspr1 et pr2 de Dr respectivement sur
l’espace des droites isotropes et des plans isotropes. SoientX1 (resp. X2)
l’espace des triplets de drapeaux distincts qui ont la même projection par
pr1 (resp.pr2).

On vérifie d’abord queSU(2,q) opère transitivement surDr ainsi que
sur les couples de drapeaux géńeriques, avec stabilisateurs non compacts.
Notonsei (i = 1, · · · ,q+ 2) les vecteurs de la base canonique deCq+2. La
droite[e1+ e3] engendŕee pare1+ e3 et le plan[e1+ e3,e2+ e4] engendŕe
pare1+ e3,e2 + e4 sont isotropes.

On vérifie ensuite que le stabilisateurP du drapeau[e1+e3] ⊂ [e1+e3,
e2+e4]est une extension d’un groupe compact par un groupe résoluble, donc
un groupe moyennable. On obtient donc encore une applicationéquivariante
Ψ : Dr → S1

k pour un certain entierk.
Les fibres depr2 sont des droites projectives complexes (donc topo-

logiquement des sphères). La fibre depr2 au dessus d’un plan est en effet
l’espace des droites de ce plan.

La fibre depr1 au dessus de[e1 + e3] est l’espace des plans isotropes
contenant[e1+ e3], c’est-à-dire des droites isotropes contenues dans[e1+
e3]⊥/[e1+e3] qui est un espace de dimension complexeq muni d’une forme
hermitienne de signature(1,q − 1) et dont l’espace des droites isotropes
constitue une sphère de dimension réelle 2q − 3 ; c’est le bord∂Hq−1

C de
l’espace hyperbolique complexe de dimensionq− 1.

Soit P1 ⊂ SU(2,q) le stabilisateur de[e1 + e3,e2 + e4]. Par restriction
à [e1 + e3,e2 + e4], on obtient un homomorphisme deP1 vers
GL([e1 + e3,e2 + e4]) ' GL(2,C). On v́erifie qu’il est à noyau non com-
pact et que son image consiste en les matrices de déterminant ŕeel ; cette
image opère donc transitivement sur les triplets de droites distinctes deC2

(carPGL(2,C) opère transitivement sur les triplets de points distincts de la
droite projective complexe).

Soit P2 ⊂ SU(2,q) le stabilisateur de[e1 + e3]. Par restriction à[e1 +
e3]⊥/[e1+ e3], on obtient un homomorphisme deP2 versU(1,q− 1).

La différence fondamentale avec le cas deS00(2,q) est quele groupe
d’isométries de l’espace hyperbolique complexe de dimension complexe
au moins2 n’opère pas transitivement sur les triplets de points distincts
du bord. Voir par exemple [13] pour une description géoḿetrique de ce
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phénomène. Les orbites ne sont plus ouvertes : on peut associer à un tel triplet
un invariant (de Cartan) prenant ses valeurs dans le cercle. Autrement dit le
groupeSU(2,q) n’opère pas transitivement surX1 bien que le stabilisateur
soit non compact.

On ne peut donc pas appliquer le théorème de Moore et l’argumentation
préćedente ne s’applique plus pour montrer queΨ est constante sur presque
toute fibre de la projectionpr1 ! Bien sûr l’argument s’applique encore
sans problème pour la projectionpr2, c’est-à-dire que l’image parΨ d’un
drapeau isotropeE1 ⊂ E2 ne d́epend en fait que du planE2.

Même si le groupeSU(2,q) n’opère plus transitivement surX1 on peut
cependant appliquer le théorème de Moore sur chaque orbite deSU(2,q)
sur X1. On en d́eduit que toute fonctionΓ invariante surX1 estégalement
SU(2,q) invariante.

Reprenons l’applicationΨ(3) : X1 → (S1
k)

3. Nous pouvons associer
à chaqueélément deX1 l’ordre cyclique de son image parΨ(3). C’est
une fonction invariante parΓ et donc parSU(2,q). Une fibre ǵeńerique
de pr1 est le bord∂Hq−1

C de l’espace hyperbolique complexe de dimen-
sion q − 1. Par restriction, nous disposons d’une application mesurable
Ψ : ∂Hq−1

C → S1
k et nous savons que pour toute isométrie directeg de

Hq−1
C , pour presque tout triplet(x1, x2, x3) de ∂Hq−1

C , l’ordre cyclique de
(Ψ(g(x1)),Ψ(g(x2)),Ψ(g(x3))) est le même que celui de(Ψ(x1),Ψ(x2),
Ψ(x3)). Le lemme suivant montre que cette situation est impossible.

Lemme 8.1 SoitΨ : ∂Hq−1
C → S1

k (q− 1 ≥ 2) une application mesurable

telle que pour toute isoḿetrie directeg de Hq−1
C , pour presque tout triplet

(x1, x2, x3) de ∂Hq−1
C , l’ordre cyclique de(Ψ(g(x1)),Ψ(g(x2)),Ψ(g(x3)))

est le même que celui de(Ψ(x1),Ψ(x2),Ψ(x3)). Alors Ψ est constante
presque partout.

On remarquera que nous avons déjà montŕe l’énonće analogue pour le
cas de l’espace hyperbolique réel de dimension au moins 3 puisque le groupe
d’isométries directes de cet espace opère transitivement sur les triplets de
points distincts.

Pour montrer le lemme, supposons d’abordk = 1. Supposons par l’ab-
surde queΨ n’est pas constante presque partout. On remarque d’abord que
l’image directe parΨ de la mesure de Lebesgue de∂Hq−1

C est une mesure
sans atome sur le cercle car dans le cas contraireΨ serait constante sur
une partie de mesure positive et donc presque partout par notre hypothèse.
Quitte à composerΨ avec une application continue, de degré 1, crois-
sante au sens large, du cercle dans lui même, on peut donc supposer que
Ψ envoie la mesure de Lebesgue sur celle du cercle. D’après l’hypothèse,
pour chaque isoḿetrie directeg deHq−1

C , il existe une applicationθ(g) du
cercle dans lui même qui préserve l’ordre cyclique du cercle et telle que
Ψ(g(x)) = θ(g)(Ψ(x)) pour presque toutx. Il en résulte queθ(g) coïncide
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presque partout avec un homéomorphisme du cercle respectant l’orienta-
tion. Doncθ définit une action non triviale du groupeSU(1,q− 1) sur le
cercle par hoḿeomorphismes. C’est bien sûr impossible.

Pour le cask > 1, on remarque que le bord∂Hq−1
C contient des cercles

remarquables qui sont les bords des plans totalement géod́esiques qui sont
des sous-variét́es complexes de dimension complexe 1 (les “droites com-
plexes”). Deux points distincts du bord appartiennent à un unique cercle de
ce type. Le stabilisateur d’un tel cercle est une copie dePSL(2,R) contenue
dans le groupe d’isoḿetries deHq−1

C . L’action dePSL(2,R) sur ce cercle est
bien sûr l’action projective sur la droite projective réelleRP1. Par restriction
à un tel cercle ǵeńerique, on obtient donc une applicationΨ : RP1 → S1

k
telle que pour presque toutg dePSL(2,R) et presque tout triplet(x1, x2, x3)
deRP1 l’ordre cyclique de(Ψ(g(x1)),Ψ(g(x2)),Ψ(g(x3))) est le même que
celui de(Ψ(x1),Ψ(x2),Ψ(x3)). Nous avons vu au §7 que siΨ n’est pas con-
stant sur ces cercles, alors, quitte à redéfinir Ψ, on peut supposer que les
partiesΨ(x1) et Ψ(x2) alternent sur le cercle. L’argument présent́e pour
k = 1 s’adapte alors facilement.

On remarquera que le même argument s’applique pour le bord des
espaces hyperboliques quaternioniques. Ainsi le théorème est́etabli non
seulement pour les groupesSU(2,q)mais aussi les groupes d’isométries des
formes quadratiques quaternioniquesSp(2,q) (q ≥ 2). La preuve pourrait
aussi se ǵeńeraliser imḿediatement aux autres groupesSU(p,q)etSp(p,q).

9 Le cas “presque” ǵenéral

Dans ce paragraphe, nous démontrons le th́eorème 3.1 dans le cas d’un
groupe de Lie semi-simple connexeG sans facteur compact et de rang
réel suṕerieur ouégal à 2. La d́emonstration consiste à observer que les
techniques et les cas particuliers déjà obtenus permettent de conclure.

Nous fixons donc un réseauΓ dansG et un homomorphismeφ : Γ→
Homéo+(S1) et nous supposons queφ(Γ) ne pŕeserve aucune mesure de
probabilit́e.

Commençons par une remarqueélémentaire.

Remarque9.1 Soit 1→ ∆→ Γ1→ Γ2→ 1 une suite exacte avec∆ fini
et soitφ1 : Γ1 → Homéo+(S1) un homomorphisme. Alors l’imageφ1(∆)
est un groupe fini cyclique agissant librement sur le cercle, le quotient
S1/φ1(∆) est un cercleS′1 et on a un homomorphisme naturelφ2 : Γ2 →
Homéo+(S′1).

En particulier, si un groupe de Lie semi-simpleG1 est un revêtement
fini de G2 et si Γ1 est un ŕeseau deG1 qui se projette sur le réseauΓ2 de
G2, il est équivalent d’́etablir le th́eorème 3.1 pourΓ1 et pourΓ2.

Fixons quelques notations classiques (voir par exemple [19,22] ou en-
core [5] pour un expośe plus ǵeoḿetrique). L’algèbre de Lie deG est
not́eeG. SoitA une sous-algèbre abélienne maximale telle quead(A) est
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R-diagonalisable. On a alors une décomposition

G = A0

⊕
λ∈Σ
Gλ

où Σ est une partie finie du dualA∗ de A et Gλ pour λ ∈ Φ ∪ {0}
désigne le sous-espace propre{x ∈ G : [a, x] = λ(a)(x)(a ∈ A)}. Cette
décomposition est la d́ecomposition en racines relative àA (voir par exem-
ple [19,22]). On fixe un ordre surA et on noteΣ+ et Σ− et Π les racines
respectivement positives et négatives et simples. Siθ ⊂ Π on note[θ]
l’ensemble des racines qui sont des combinaisons linéaires entières des
éléments deθ et on considère la sous-algèbre de LiePθ engendŕee par les
sous espacesGλ avecλ ∈ [θ] ∪ Σ+. On notePθ le normalisateur dansG
du sous-groupe connexe d’algèbre de LiePθ . Les sous-groupesPθ sont
lessous-groupes paraboliques standards. Le groupeP∅ est un sous-groupe
parabolique minimal ; c’est une extension compacte d’un groupe résoluble,
donc moyennable [19, IV 4.4, p. 164]. Siθ1 ⊂ θ2, on a bien sûrPθ1 ⊂ Pθ2.

On noteDr = G/P∅. Le groupeG opère transitivement sur les couples
de points ǵeńeriques deDr , avec un stabilisateur non compact (qui est un
sous-groupe de Cartan). Comme nous l’avons vu, il existe un entierk et une
application mesurabléequivarianteΨ : Dr → S1

k, définie presque partout
que nous supposerons non constante presque partout. Un théorème import-
ant de Margulis affirme qu’il existeθ tel queΨ se factorise à travers la projec-
tion naturelle deDr surG/Pθ et que l’application obtenue deG/Pθ versS1

k
est injective sur une partie de mesure totale [19, IV 2.11]. Nous n’utiliserons
pas ce th́eorème difficile pour garder un caractère “élémentaire” à cet article.

Pour chaqueλ ∈ Π, on considère la projectionprλ : Dr → G/P{λ}. La
fibre au dessus d’un point est isomorphe àSλ/Qλ où Sλ est un groupe de
Lie semi-simple de rang réel 1 etQλ un sous-groupe parabolique minimal
de Sλ. Le groupeSλ est un facteur de Levi deP{λ} et Qλ est l’intersection
Sλ∩ P∅. Autrement dit,Sλ/Qλ est identifíe au bord d’un espace symétrique
de rang 1. On remarque par ailleurs que, puisque le rang réel deG est
suppośe suṕerieur ouégal à 2, la surjection deP{λ} sur Sλ a un noyau non
compact. Il en ŕesulte que les stabilisateurs de l’action deP{λ} sur l’espace
des triplets de points distincts de points deSλ/Qλ sont non compacts. On
remarqueráegalement que les groupesSλ engendrentG de sorte qu’une
fonction constante sur les fibres de toutes les projectionsprλ est constante.

En restriction à presque toute fibre deprλ, nous sommes donc préciśe-
ment dans la situation que nous avons analysée plus haut. Nous avons
une application mesurableΨλ : Sλ/Qλ → S1

k qui a la propríet́e que pour
presque toutg ∈ Sλ et presque tout triplet(x1, x2, x3) de points deSλ/Qλ les
ordres cycliques de(Ψλ(x1),Ψλ(x2),Ψλ(x3)) et de(Ψλ(g(x1),Ψλ(g(x2)),
Ψλ(g(x3)) sont les mêmes.

Nous avons vu que siΨλ n’est pas constante presque partout, l’espace
Sλ/Qλ est en fait une droite projective réelle,Sλ est localement isomorphe
àPSL(2,R) et queΨλ est une application monotone (voir en particulier 8.1
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et la remarque qui suit). Ainsi,dès qu’une racine simpleλ ∈ Π est telle que
dim Sλ/Qλ > 1, nous pouvons d́eduire queΨ est constante sur les fibres
de prλ.

Observons d’abord que nous avons déjà trait́e presque tous les cas de rang
réel 2. En consultant la liste des groupes semi-simples réels (par exemple
dans [18,22]), on constatera que les seuls groupes simples que nous n’avons
pas examińes sontSO∗(5), EIII , EIV et G2. Nous aurions d’ailleurs pu les
examiner directement de la même manière. Pour ces groupes, les deux
dimensions dimSλ/Qλ sont respectivement (4,5), (6, 9), (8,8) et (1,1). Il y a
encore le cas du produit de deux groupes de rangs 1. Si les deux facteurs ne
sont pas localement isomorphes àPSL(2,R), l’applicationΨ est constante.
Si l’un des facteurs est isomorphe àPSL(2,R), l’application Ψ transite à
travers une projection deG/P∅ → RP1 et nous pouvons conclure. Enfin,
nous avons examiné le casPSL(2,R)× PSL(2,R).

Parmi les groupes de rang 2,il nous faut donc encore comprendre le
groupe de Lie ŕeel simple d́eploýe G2. Dans ce cas, on dispose de deux
sous-groupes paraboliquesP1 et P2 contenant un sous-groupe parabolique
minimal P∅. Il se trouve que la fibrationpr1 : G2/P∅ → G2/P1 (resp.
pr2 : G2/P∅ → G2/P2), dont les fibres sont des cercles, est non orientable :
il existe deśelémentsg1 (resp.g2) deG2 qui fixent une fibre depr1 (resp.pr2)
et qui en renversent l’orientation et nous savons que ceci permet de conclure.
Ceci ŕesulte du lemme 2.13 de [28]. Ce lemme montre en particulier que
si un groupe de Lie réel simple d́eploýe possède deux racines simplesα et
β telles queNα,β = 2〈α, β〉/〈α〉2 est un entier impair, alors la fibrationprβ
est non orientable. Nous avons déjà constat́e ce fait : les cas que nous avons
rencontŕes de fibrations orientables correspondent aux racines de longueurs
distinctes dans les groupes symplectiques et orthogonaux pour lesquelles
cet entier est 2. Dans le cas deG2, les entiersNα,β et Nα,β sontégaux à 1
et 3 et ceci montre la non orientabilité de ces fibrations.

Le cas oùG est de rang ŕeel 2 est donc régĺe. On suppose donc maintenant
que le rang ŕeel deG est au moins 3.

Consid́erons l’ensembleΠ0 ⊂ Π des racines simplesλ telles queΨ
n’est pas constante sur les fibres deprλ : c’est une partie non vide car nous
supposons queΨ n’est pas constante. Nous allons montrer queΠ0 contient
au plus unélément qui est un point isolé dans le diagramme de Dynkin
assocíe au système de racinesΣ. Soientλ1, λ2 deux racines simples etprλ1 ,λ2

la projection deDr surG/P{λ1,λ2}. Les fibres de cette projection sont la forme
Sλ1,λ2/Qλ1,λ2 oùSλ1,λ2 est semi-simple de rang 2 etQλ1 ,λ2 est un sous-groupe
parabolique minimal deSλ1,λ2. Par restriction aux fibres deprλ1,λ2, on a une
fonction mesurableΨλ1,λ2 : Sλ1,λ2/Qλ1,λ2 → S1

k qui est telle que pour
presque toutg ∈ Sλ1,λ2, pour presque tout triplet(x1, x2, x3) de points de
Sλ1,λ2/Qλ1,λ2 ayant mêmes projections parprλ1 : Sλ1,λ2/Qλ1,λ2 → Sλ1/Qλ1

(resp. prλ2), les ordres cycliques de(Ψλ1,λ2(x1),Ψλ1,λ2(x2),Ψλ1,λ2(x3)) et
de(Ψλ1,λ2(g(x1),Ψλ1,λ2(g(x2)),Ψλ1,λ2(g(x3)) sont les mêmes.

Nous avons montré que ceci n’est possible que siΨλ1,λ2 est constante
ou siSλ1,λ2 est un produit de deux groupes simples dont l’un est localement
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isomorphe àSL(2,R) auquel casΨλ1,λ2 factorise à travers la projection cor-
respondante sur un cercle etΨλ1,λ2 est monotone sur ce cercle. En particulier
λ1, λ2 ne peuvent appartenir tous les deux àΠ0.

Ainsi Π0 ne peut contenir qu’un seulélément et cet́elément doit cor-
respondre à un facteur simple deG localement isomorphe àSL(2,R) et Ψ
transite alors à travers une projection deDr sur RP1 assocíee à ce facteur
simple. De même qu’en 7, on construit à partir deΨ : RP1 → S1

k une
semi-conjugaison topologique entreφ et l’action projective deΓ sur RP1

obtenue en faisant agirΓ en le projetant sur un facteurPSL(2,R).

10 Fin de la d́emonstration du théorème 1.2

Nous devons d’abord nous débarrasser des hypothèses sur les facteurs com-
pacts et sur le centre deG. Ensuite, nous devrons démontrer le complément
relatif à la diff́erentiabilit́e de la semi-conjugaison.

Soit G un groupe de Lie connexe semi-simple,Γ un ŕeseau irŕeductible
deG etφ : Γ→ Homéo+(S1) un homomorphisme. SoitK le sous-groupe
compact connexe distingué maximal deG et π : G → G′ la projection
naturelle sur le quotientG′ = G/K . Bien sûr,π(Γ) = Γ′ est un ŕeseau
deG′ et la surjectionπ deΓ surΓ′ est à noyau fini. D’après la remarque 9.1,
il suffit donc de d́emontrer le th́eorème pour le réseauΓ′ deG′ qui n’a pas
de facteur compact. Remarquons en passant que le fait qu’il n’existe pas
d’homomorphisme non trivial deΓ′ dansZ entraîne qu’il en est de même
pour Γ : nous avions d́ejà utiliśe ceci lorsque nous avons montré que le
théorème 3.1 implique le théorème 1.1-1.2.

D’après [19, IX 6.18 B], puisqueG′ n’a pas de facteur compact,
Γ′ intersecte le centre (discret)Z(G′) de G′ sur un sous-groupe d’indice
fini du centreZ(Γ′) deΓ′ et la projectionΓ′′ deΓ′ dansG′′ = G′/Z(G′)
est un ŕeseau. Le groupeG′′ est un groupe de Lie semi-simple connexe,
sans facteur compact et de centre trivial, pour lequel nous avons vu que le
théorème 1.1-1.2 est vrai. Il nous reste à montrer que la validité du th́eorème
pour le ŕeseauΓ′′ de G′′ entraîne la même chose pour le réseauΓ′ de G′.
Ceci ŕesulte du lemméelémentaire suivant.

Lemme 10.1 Soit0→ A→ Γ1 → Γ2 → 1 une extension centrale oùA
est ab́elien de type fini etφ : Γ1→ Homéo+(S1) un homomorphisme. Alors
deux cas sont possibles. Ou bienφ(Γ1) préserve une probabilité ou bienφ
est semi-conjugúe à un homomorphismeφ′ tel queφ′(A) est un groupe fini
cyclique (et d́efinit donc un morphismeφ′′ : Γ2→ Homéo+(S′1) où S′1 est
le quotient deS1 par φ(A)).

Démonstration PuisqueA est ab́elien (et donc moyennable), il existe une
mesure de probabilitéµ sur le cercle invariante parφ(A).

Siµ possède des atomes, elle n’en possède qu’un nombre fini de masse
donńee de sorte queφ(A) possède une orbite finie. La réunion des orbites
de φ(A) qui ont un cardinal donńe est un ferḿe invariant parφ(Γ1). On
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a donc un entierl et un compactK ⊂ S1 invariant parφ(Γ1) et dans lequel
les orbites deφ(A) ont l éléments. Consid́erons un ensemble minimalK
ayant ces propriét́es. En consid́erant ses points d’accumulation, on montre
queK est soit un ensemble fini soit un ensemble de Cantor. Dans le premier
cas, nous avons trouvé une orbite finie pourφ(Γ1) et dans le second cas,
on peut construire une applicationf : S1 → S1, continue surjective et de
degŕe 1, qui envoie surjectivementK sur le cercle et dont les fibres sont soit
des points deK soit des intervalles ferḿes, adh́erences des composantes du
compĺementaire deK . On construit alors un homomorphismeφ′ : Γ1 →
Homéo+(S1) tel queφ′(A) soit un groupe fini cyclique.

Si µ n’a pas d’atome, c’est l’unique mesure invariante parφ(A). La
mesureµ est donćegalement invariante par le groupeφ(Γ1) car ce groupe
commute avecφ(A). ut

Nous d́emontrons maintenant la dernière partie du théorème 1.2.

Proposition 10.2 SoitΓ un groupe etφ1, φ2 deux homomorphismesΓ vers
le groupeDiff 2

+((S1)des diff́eomorphismes du cercle de classeC2 respectant
l’orientation. On suppose queφ1(Γ) contient unélément de nombre de
rotation irrationnel ρ. Si φ1 est semi-conjugúee à un revêtement deφ2,
alorsφ1 est en fait topologiquement conjugué à un revêtement deφ2. Si de
plus,φ1, φ2 sont à valeurs dans le groupe des difféomorphismes de classe
C∞ (resp.Cω) et si ρ satisfait une condition diophantienne de la forme
|qρ − p| > C|q|−ν (pour des constantesC > 0 et ν ≥ 1 et pour tous les
couples d’entiers(p,q)), alors il s’agit d’uneC∞ (resp.Cω)-conjugaison.

Démonstration Soit k le degŕe topologique de l’applicationS1→ S1 qui
réalise la semi-conjugaison. Pour chaqueγ ∈ Γ, le nombre de rotation de
φ2(γ) estégal àk fois celui deφ1(γ). D’après le th́eorème de Denjoy [16],
les orbites d’un diff́eomorphisme de classeC2 et de nombre de rotation
irrationnel sont toutes denses. Les deux groupesφ1(Γ) et φ2(Γ) ont donc
toutes leurs orbites denses. Il en résulte qu’une semi-conjugaison est en
fait une conjugaison topologique car la réunion des intervalles ouverts sur
lesquels la semi-conjugaison est constante est un ouvert invariant, donc
vide, de sorte qu’une semi-conjugaison est localement injective, c’est-à-
dire un revêtement. D’autre part, un difféomorphisme du cercle de classe
C∞ (resp.Cω) dont le nombre de rotation est irrationnel est conjugué à une
rotation par un unique hoḿeomorphisme du cercle qui est en fait de classe
C∞ (resp. Cω) si le nombre de rotation satisfait une condition diophan-
tienne d́ecrite ci-dessus [17]. Il en résulte que, sous une telle hypothèse
diophantienne, la conjugaison topologique entre les groupes est en fait de
classeC∞ (resp.Cω). ut

Pour d́emontrer le dernier point du théorème 1.2, on remarque d’abord
que siΓ est un ŕeseau irŕeductible dans un groupe de Lie semi-simple
G et si π : G → PSL(2,R) est une surjection, l’imageπ(Γ) est dense
dansPSL(2,R). Rappelons par ailleurs qu’un sous-groupe de type fini de
PSL(2,R) dont tous leśeléments elliptiques sont d’ordre fini est discret.
Par conśequent,π(Γ) contient deśeléments elliptiques d’ordre infini qui
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agissent donc sur le cercle avec un nombre de rotation irrationnel. Siφ
est à valeurs dans le groupe des difféomorphismes de classeC2, on peut
appliquer la proposition et en déduire la semi-conjugaison topologique.

D’autre part, les traces deséléments deπ(Γ) (définies au signe près)
sont des nombres algébriques : ceci est une conséquence bien connue de
la rigidité des ŕeseaux en rang supérieur (voir par exemple [24,25]) (mais
ceci ŕesulte aussi bien sûr des théorèmes d’arithḿeticité de Margulis). Il en
résulte que les nombres de rotationsρ assocíes à ceśeléments elliptiques
sont tels que exp(2iπρ) est un nombre alǵebrique. D’après [2, theorem 3.1],
ces nombresρ vérifient les conditions diophantiennes requises. La propo-
sition s’applique donc et la semi-conjugaison du théorème est bien une
conjugaison de classeC∞ (resp.Cω) si φ est à valeurs dans le groupe des
diff éomorphismes de classeC∞ (resp.Cω).

Le théorème 1.1-1.2 est donc (enfin !)établi en toute ǵeńeralit́e.

11 Conclusion

Les d́emonstrations que nous venons de présenter montrent clairement que
les cas les plus difficiles à traiter sont ceux des groupes symplectiques et
pseudo-unitaires. Ceci est dû au fait qu’il s’agit de groupes de Lie simples
G dont l’espace syḿetrique associé est un espacehermitiensymétrique.
Algébriquement cela se traduit par le fait que le second groupe de cohomo-
logie deG est non nul. Ǵeoḿetriquement, cela signifie que le sous-groupe
compact maximalK deG n’est pas simplement connexe. Considérons par
exemple le cas du groupe symplectiqueSp(2r,R) dont le compact maximal
estU(r) et l’espace syḿetrique associé est l’espace de Siegel. La classe de
cohomologie de degré 2 est la classe de Maslov qui correspond en fait à la
forme de Kaehler de l’espace de Siegel. Le groupeSp(2r,R) opère sur la
grassmannienneΛr des lagrangiens dansR2r , dont le groupe fondamental
estZ. Son revêtement universel̃Λr est muni d’une fibrationπ : Λ̃r → R
dont les fibres sont compactes. Le revêtement universelS̃p(2r,R) opère
donc sur̃Λr en commutant avec le groupe du revêtement, isomorphe àZ ;
une situation très proche de celle des relevés des hoḿeomorphismes du
cercle à la droite. La fibrationπ n’est paséquivariante sous cette action.
Cependant, sĩg ∈ S̃p(2r,R), la projectionπ(g̃(π−1(x)) est un intervalle
dont la longueur estbornée indépendamment dẽg et dex. D’une certaine
manière, on peut donc dire quẽSp(2r,R) “agit presque” surR ; l’“image”
d’un point étant un intervalle de taille bornée. On peut encore dire que
S̃p(2r,R) agit sur une varíet́e quasi-isoḿetrique àR et que cette action
est uniforḿement quasi-isoḿetrique. Il apparaît donc clairement pourquoi
il est plus difficile d’́etablir que les ŕeseaux deSp(2r,R) n’agissent pas
sur le cercle puisqu’ils “quasi-agissent” sur le cercle. . . On trouvera une
description de ce fait dans [1,3]. Il serait d’ailleurs intéressant de classifier
ces actions quasi-isoḿetriques des ŕeseaux. Ces phénomènes se reproduisent
pour tous les espaces symétriques hermitiens.
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Il n’est probablement pas difficile de géńeraliser nos ŕesultats aux ŕeseaux
des groupes alǵebriques sur les corps locaux et de trouver d’autres groupes
dans le même esprit qui n’agissent pas sur le cercle (non trivialement).
Cependant, il est peut-être préférable de proposer la recherche systématique
de groupes int́eressants qui agissent effectivement ! Par exemple, le groupe
de Thompson,́etudíe en particulier dans [11], agit sur le cercle et présente
les caract́eristiques d’un ŕeseau dans le “groupe de Lie de dimension infinie”
Diff ∞+ (S1) . . .
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