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Classification des  feui l letages to ta lement  g6od~s iques  de cod imen-  
s ion un 

ETIENNE GHYS 

Introduction 

Soit :~ un feuilletage de codimension un sur une vari6t6 M. Pour 6tudier ~, il 
peut &re utile de construire une m6trique riemannienne sur M adapt6e au 
feuilletage. Par exemple, on peut chercher une m6trique telle que les feuilles de ~r 

soient des sous-vari&6s minimales. Ce probl~me a 6t6 r6solu dans [Sul], ofa il est 
montr6 qu'une telle m6trique existe relativement fr6quemment (pr6cis6ment 
lorsqu'aucune r6union finie de feuilles compactes orient6es ne borde un domaine 

de M. Voir aussi [Hae], [Rum].) 
De mani~re analogue, on peut chercher une m6trique telle que ~ soit 

totalement g6od6sique, c'est ~ dire telle que toute g6od6sique de M tangente ~ ~: 
en un point soit enti~rement contenue dans une feuille. Cela revient h imposer 
l 'annulation en tout point de la seconde forme quadratique fondamentale des 
feuilles. Divers auteurs ont consid6r6 le problbme de l'existence d 'une telle 
m6trique ainsi que le probl~me inverse d'existence d'un feuilletage totalement 
g6od6sique sur une vari6t6 riemannienne fix6e. Ceux-ci obtiennent certaines 
obstructions portant sur la vari6t6 ([Abe], [Bri], [Dom], [Fer]), sur les classes 
caract6ristiques ([Joh-Nav]) ou encore sur le comportement qualitatif de ~T([Blu- 

Heb], [Joh-Whi]). 
Dans un travail pr6c6dent, en collaboration avec Yves Carri~re ([Car-Ghy]), 

nous avions 6tudi6 ce m~me probl~me en dimension trois. Rappelons le r6sultat 

obtenu. 
Soit A une matrice diagonalisable de SI-.z(~). Le feuilletage du plan R 2 par 

droites parall~les h l 'une des directions propres de A d6finit un feuilletage sur le 
tore T 2= R2/7/2. Par produit, nous obtenons un feuilletage de codimension 1 sur 

T 2 x R clairement invariant par l'application: 

(m, t)e T2xR~--~ (A(m), t+ 1)e T2xR.  

La vari6t6 quotient, not6e T 3 est donc munie d 'un feuilletage de codimension 
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1. (cf [Ghy-Ser]  pour  une description plus prrcise de ce feuilletage). Le r6sultat 
du travail p r6crdemment  cit6 est le 

T H E O R E M E .  Soit ~ un feuilletage de codimension 1 (orientable, de classe 
C ~) sur une 3-vari~t~ ferrule orientable. Alors, il existe une m~trktue riemannienne 
teUe que ~ soit totalement g~od~sique si et seulement si 

�9 soit ~; est transverse ~ une action localement libre du cercle (i.e. une fibration 
de Seifert) 

�9 soit la vari~t~ ambiante est diff~omorphe ~ T3n (pour une certaine matrice A )  et 

le feuillemge ~ est diff~rentiablement con]ugu~ au feuilletage d~crit ci-dessus. 

En un certain sens, il y a donc peu de feuilletages totalement grodrsiques en 
dimension 3. Le but de ce travail est de montrer  que cette pauvret6 relative 
subsiste en dimension suprrieure.  Plus pr6cis6ment, nous nous proposons de 
d~crire explicitement tousles feuilletages totalement g~od~siques de codimension 1 
sur les vari~t~s riemanniennes compactes et sur certaines vari~t~s non compactes. 

Commen~ons par imiter la construction prrcrdente ,  de faqon h obtenir un 
certain hombre  d 'exemples  de feuilletages de codimension 1. Pour cela, suppo- 
sons donnrs  

1 ~ un entier n ~> 2 
2 ~ un vecteur v de R" dont les coordonnres  sont l inrairement indrpendantes 

s a t  Q .  

3 ~ une forme linraire to sur R" telle que to(v) ~ 0. 
A c e s  trois premieres donn6es, nous pouvons associer le groupe G(v, ~o) 

form6 des matrices A de SL(n, 7/) telles que v soit vecteur propre  de A et to 
vecteur propre  de 'A. De  plus, nous pouvons considrrer  le groupe G(v,  to) form6 
des transformations affines du tore T"  de la forme 

o~ 

x ~ R"/Z" ~ A x  + b ~ R'IZ" 

A ~ G(v,  to) et b ~R"/Z ". 

Supposons de plus que nous disposons 

4 ~ d 'une  vari&6 B 
5 ~ d 'un morphisme q~ du groupe fondamental  de B dans 0 (v ,  to). Pour 

simplifier les notations, nous noterons (D) le quintuplet (n, v, to, B, q~). A l 'aide de 
(D), nous pouvons faire la construction naturelle suivante. Le tore T"  est muni du 
feuilletage lin6aire de codimension 1 drfini par  la forme to. Soi t /~ le revr tement  
universel de B. Par  produit,  nous obtenons un feuiUetage de codimension 1 sur 
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/3 X T"  6videmment invariant par  toutes les transformations 

(x, y) ~/~ x T"  ~ (~ �9 x, q~(~)(y)) e /3  • T n 

(Ici ~/ repr6sente un 616ment du groupe fondamental  de B et V . x  l'action 
correspondante sur/3.)  

On obtient, par passage au quotient, une vari6t6 feuillet6e (Mo,  ~;D) que nous 
appellerons "le feuilletage module associ6 ~ (D)."  La vari&6 MD fibre sur B avec 
une fibre diff60morphe ~ T ". Remarquons que le vecteur v d6finit sur T"  un 
champ de directions invariant par l 'action de G(v, to). On obtient donc un 
feuilletage canonique ~D, de dimension 1, transverse ~ ~o .  

Nous pouvons maintenant formuler notre r6sultat. 

T H E O R E M E  1. Soit ~: un feuilletage de codimension 1, transversalement 
orientable, de classe C ~, sur une vari~t~ compacte orientable M.  II existe une 
mdtrique riemannienne sur M telle que ~ soit totalement g~od~sique si et seulement 
si: 

I) soit ~; est transverse h une action localement Iibre du cercle (c' est fa dire aux 
fibres d ' une  fibration de Seifert g~n~ralis~e sur M) .  

II) soit M est diff~omorphe ~t M o  et ~: est diff~rentiablement conjugu~ ~ un 
"feuiUetage module"  associ~ & un certain quintuplet (D)  = (n, v, to, B,  q~). 

Lorsque la vari6t6 M n'est pas compacte mais complete, nous obtenons le 
r6sultat partiel suivant: 

T H E O R E M E  2. Soit ~ un feuilletage de codimension 1, transversalement 

orientable sur une vari~t~ orientable et non compacte M. Supposons que l 'une des 

conditions suivantes est rdalis~e : 
1) le groupe fondamenta l  de M est de type fini et le feuilletage est de classe C | 

2) le feuiUetage ~; est analytique. 
Alors, il existe une m~trique riemannienne complete sur M telle que ~; soit 

totalement g~od~sique si et seulement si : 
I) soit ~; est transverse ? tune  action localement libre du cercle. 

II) soit M est diff~omorphe a MID et ~ est diff~rentiablement con]ugu~. & un 
feuilletage module associ~. & un certain quintuplet (n, v, to, B, tO) 

III) soit ~; est transverse ~t une fibration (triviale) de M de fibre R et de base B 
dont la restriction & chaque feuille est un rev~tement. 

Les 6tapes essentielles de la d6monstration sont les suivantes: si ~ est 
totalement g6od6sique, le flot orthogonal est r iemannien (partie 1), ce qui impose 
une structure tr~s rigide pour  ce flot. Dans un certain fibr6 pr incipal /~/au-dessus  
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de M, les adh6rences des orbites du riot orthogonal (relev6 dans/s fibrent /s 
Ces fibres sont des tores. En 6tudiant la trace sur ces tores du feuilletage :~ relev6 
dans /Q, on voit appara~tre une distinction entre les cas I e t  II  (partie 2). Dans la 

partie 3, nous traitons le cas des feuilletages de type I. Pour les feuilletages de 
type II, nous montrons (partie 4) que la structure induite par le feuilletage sur un 

tore est essentiellement atiine, ce qui nous permet de r6duire le groupe structural 
de la fibration 6tudi6e a un groupe dont l 'homotopie est simple (seul le Ha est non 
nul). I1 s'agit ensuite de d6former la m6trique riemannienne ?a travers des 
m6triques rendant ~: g6od6sique de manibre a ce que le groupe structural de la 
nouvelle fibration en tores devienne discret (partie 5). Les parties 6 et 7 
permettent de "redescendre" les r6sultats obtenus d e / s  M e t  r6glent le cas 
ofa la vari6t6 est non compacte. On donne enfin (partie 8) quelques corollaires et 
remarques. 

C'est grace a de nombreuses discussions avec Yves Carribre que ce travail a pu 
~tre r6alis6. Sans son 6tude trbs d6taill6e des flots riemanniens, il aurait 6t6 
impossible d 'aborder ce probl~me. Je le remercie pour son int6r6t et son amiti6. 

I. Feuilletages totalement gs et riots riemanniens 

Soit donc ~: un feuilletage de codimension 1, de classe C a, transversalement 
orientable sur une vari6t6 orientable M que nous supposerons compacte pour 
commencer. Soit g une m6trique riemannienne sur M et ~•  le feuilletage de 
dimension 1 orthogonal ?~ ~;. Dans [Car-Ghy],  nous remarquions que: 

P R O P O S I T I O N  1-1. ~ est totalement g~od~sique pour la m~trique g si et 

seulement  si g est quasi-fibr~e pour ~;• 11 existe une rn~trique riemannienne telle 

que ~; soit totalement g~od~sique si et seulement si ,~ est transverse & un riot 

riemannien. 

En ce qui concerne les notions de m6triques quasi-fibr6es, de riots rieman- 
niens, introduites par [Rei], nous r6f6rons a [Car 1-2] qui utilise le m6me 
language que le notre. En particulier, nous appellerons fr6quemment "riot" un 
feuilletage de dimension 1 m6me si aucun param6trage de ce feuilletage n'est 

donn6. 
La proposition 1-1 signifie que l'6tude des feuilletages totalement g6od6siques 

se rambne a celle des riots riemanniens qui admettent un feuilletage transverse de 
codimension 1. Or la structure des riots riemanniens est assez bien connue grace 
[Mol] et surtout grace ~t [Car 1-2]. R6sumons les r6sultats essentiels. 
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T H E O R E M E  1-2 ([Mol]). Soit cg un feuilletage riemannien sur une vari~t~ 

compacte M, alors les adherences des feuilles de ~ sont des sous-vari~t~s et forment 

une partition de M. 

T H E O R E M E  1-3 ([Car-Car], [Car 1-2]). Soit u3 un riot riemannien 

(ie dim ~ = 1) sur une vari~t~ compacte M, alors les adherences des orbites de c~ sont 

des totes T"  et ~ restreint & chaque adherence est coniugu~ gl un riot lin~aire de T". 

Malheureusement  les adh6rences des orbites de ~ ne fibrent pas toujours M 
(leur dimension peut varier). Un proc6d6 efficace pour 61iminer ce probl~me est le 
suivant: s o i t / ~  la vari6t6 fibr6e au dessus de M dont la fibre au dessus du point x 
de M est constitu6e des rep~res orthonormds de l 'orthogonal de T~(~3) dans 
T~(M). II est clair que 1s est un SO(p)  fibril principal ol5 p =d im M - d i m ~ .  

T H E O R E M E  1-4 ([Mol]). // existe un feuilletage naturel ~ sur ~/I de m~me 

dimension que c~ tel que: 
1 ~ @ est invariant par l'action de SO(p) sur ts 

2 ~ ~ se proiette sur ~ darts M 
3 ~ ~ est transversalement parall~lisable complet; en particulier les adherences 

des feuiUes de ~ fibrent 1s et la restriction de ~ fi l' une de ces adherences admet  une 

structure transverse de Lie. 

Rappelons qu'un feuilletage admet une structure transverse de Lie si son 
pseudo-groupe transverse est un pseudo-groupe de translations sur un groupe de 
Lie. Un feuilletage est transversalement parall61isable complet s'il existe p champs 
de vecteurs complets et transverses X1, � 9  Xp, tels que, d 'une part, ils forment 
une base du fibr~ normal en chaque point et que, d 'autre part, les flots associ6s 
soient des automorphismes du feuilletage. 

La fibration de /s ainsi obtenue s 'appelle "la fibration basique." 
Soit maintenant :~ un feuilletage totalement g6od6sique sur M. Au flot 

riemannien ~. l  correspond le fibr6 pr inc ipa l / s  du riot riemannien ~•  Bien 
entendu, nous pouvons consid6rer l ' image r6ciproque du feuilletage ~ dans/fir. Le 
feuilletage :~ (de codimension 1) ainsi obtenu est 6videmment totalement 
g6od6sique, son flot orthogonal 6tant ~_L. L'adh~rence d 'une orbite de ~ •  est un 
tore T"  et ces adh6rences fibrent/s Enfin, sur chacune de ces adh6rences, le flot 
~J- est conjugu6 ?a un flot lin6aire et il est donc transversalement de Lie model6 
sur le groupe R "- l .  I_e couple (:~, ~ )  peut donc ~tre consid6r6 comme une 
"d6singularisation" de (:~, ~1).  Nous 6tudierons d 'abord  (~, ~ri) pour redes- 

cendre ensuite dans M. 
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Nous sommes dgjh en mesure de dgmontrer la partie facile du thgor~me que 
nous avons en vue. La proposition suivante est d6j~ dans [Car-Ghy].  

P R O P O S I T I O N  1-5. Tout feuilletage transverse h une action localement libre 
de S 1 est totalement g~od~sique pour une certaine m~trique riemannienne complete. 

D E M O N S T R A T I O N .  Une action de S 1 peut &re rendue isom&rique, donc 
riemannienne. 

P R O P O S I T I O N  1-6. Soit ~r : M--~ B une fibration (triviale) de fibre R. Soit ~; 
un feuilletage transverse & 1r tel que la restriction de 7r & toute feuiUe de ~ est un 
rev~tement. Alors il existe une m~trique riemannienne compli~te telle que ~; soit 
totalement gdod~sique. 

D E M O N S T R A T I O N .  On part d 'une m6trique complkte sur B que l 'on 
transporte sur les feuilles de ~ h l'aide de ~r. On &end la m6trique ainsi construite 
en imposant aux fibres de ~r d'$tre orthogonales h ~.  Puisque le choix de la 
m6trique sur les fibres de 7r est arbitraire, on peut imposer h ces fibres d'avoir une 
longueur infinie de fa~on h obtenir une m6trique complete sur M. 

P R O P O S I T I O N  1-7. Les feuilletages modules ~ o  sont totalement g~od~siques 
(pour une certaine m~trique complkte de Mo).  

D E M O N S T R A T I O N .  II suffit de montrer que le suppl6mentaire canonique 

~do ~ ~:D correspondant au vecteur v e s t  un flot riemannien. On consid6re tout 
d 'abord  une m6trique compl6te sur B e t  l 'on munit M d'une m6trique telle que la 

projection p de M o  sur B soit riemannienne. Soit U un ouvert trivialisant pour 
p. Les fibres de p au dessus de U peuvent 6tre d6finies par une action de 
T n sur p-X(U). En consid6rant la moyenne de al m&rique dont nous disposons sur 
p - l ( U )  sous l'action de T", nous obtenons une m6trique quasi-fibr6e pour la 
restriction de q3o ~ p-X(U). En utilisant une partition de l'unit6 sur B, on construit 

une m6trique quasi-fibr6e compl&e sur Mo. 

T o u s l e s  feuilletages cites dans le th~or~me sont donc bien totalement 

g~od~siques. 
Peut-&re est-il bon de donner un exemple simple illustrant les constructions 

qui vont suivre. Soit X un champ de Killing sur $2; ce champ poss~de deux 

singularit6s et toutes ses orbites sont ferm6es (de p6riode 1 par exemple). 
Munissons M = $2• S x d'une m6trique riemannienne induisant sur chaque facteur 

$2•  {*} la m6trique usuelle et telle que le champ de vecteurs unitaires orthogonal 
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h ces sphbres S2x{*} soit N=eX+O/OO o~ e ~ et 0/00 repr6sente le champ 
habituel sur S ~. 

Le feuilletage ~ de M par spheres S 2 est totalement g6od6sique, l'adh~rence 
d 'une orbite de N e s t  un tore T 2 saul pour deux orbites ferm6es s i e  est 
irrationnel. Si e est rationnel toutes les orbites de N sont ferm6es et munissent M 
d 'une fibration de Seifert. Le passage de M h /s ici le passage de S2x  S '  
TI(S 2) x S ~ = SO(3) x S 1, le feuilletage ~ est le feuilletage par fibres SO(3) x {,} 
et les adh6rences des orbites de 9:• d6finissent maintenant une vfritable fibration 
(en cercles s i e  ~Q, en tores T ~ sinon). La d6formation de m6trique que nous 
ferons plus loin consistera dans ce cas ~ approcher le r6el e par un rationnel. 

H.  La trace du feui l letage  sur une fibre 

Comme nous l'avons indiqu6 au paragraphe pr6c6dent, nous commengons par 
dtudier la situation relev6e dans 3;/. D'une mani~re g6n6rale, nous allons nous 
int6resser au groupe structural de la fibration basique. Soit F une fibre de cette 
fibration. Nous savons que F est diff6omorphe ~ T" et que la restriction de #~  h 

F est lin6aire. Etudions maintenant la trace de # sur F. 

P R O P O S I T I O N  2-1. La  restriction de ~ ?t F peut ~tre d ~ n i e  par une action 
localement libre de R "-~. Cette action preserve # ~  et eIle est d~finie il un 
automorphisme de R"- '  pr~s. Trois cas sont possibles: 

type I.: Toutes les feuilles de ~IF sont compactes et ~tF peut ~tre d~[ini par une 

action libre de T " - ' .  
type Ib: Le feuilletage ~lr~ possi~de au moins une feuille compacte et une feuille 

non compacte. 
type II: Les feuilles de ~IF sont denses. 11 existe un hom~omorphisme de T"  sur 

F lin~arisant ~; et .~• ie tel que, dans ces coordonndes ~ soit constitud des droites 
parall~les fi un vecteur v fixe de [~" (~ coordonn~.es lin~airement ind~pendantes sur 
Q) eI ~IF soit constitu~ des hyperplans parall~.les & un hyperplan fixe d'~.quation 

to = 0 off to est une forme lin~aire sur R". 

D E M O N S T R A T I O N .  La premiere partie r6sulte du faff que la restriction de 
~:• h une fibre F est transversalement de Lie R "-1. Cela signifie que # ~  peut 6tre 
d6fini par des submersions locales sur R "-1, les changements de cartes op6rant par 
translations sur R "-1. On peut donc d6finir sans ambiguit6 n -  1 champs de 
vecteurs sur F, tangents ~t #IF, commutant deux h deux, et se projetant localement 

sur les champs O _ ~ 0  de R " - ' .  L'action localement libre ainsi construite 
Oxl . . . .  ' 8x._~ 
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pr6serve ~ puisque ces champs de vecteurs sont localement projetables sur ~,--1. 
La deuxibme partie est une propri&6 bien connue des actions localement 

libres de ~ , -1  sur T". Approchant  ~ v  par une fibration en cercles, on voit que ~Lv 
peut  6tre d6fini par ( n - 1 )  diff6omorphismes du cercle commutant  deux ~t deux. 
Ces diff6omorphismes ont donc un point p6riodique en commun ou bien sont 
simultan6ment topologiquement conjugu6s a des rotations (cf. [Mor-Tsu] par 
exemple). 

Supposons que toutes les feuilles de ~:hF sont ferm6es. Le stabilisateur d 'un 
point m de F sour l 'action de ~"-~ est constant le long des feuilles de /SLy (car 
~"-~ est ab61ien). Ce stabilisateur est par ailleurs constant le long des orbites de 
^ 1  ~lv puisque l 'action de ~"  ~ pr6serve )~v. Par  cons6quent le stabilisateur est 
ind6pendant du point m e t  ~1~ peut 6tre d6fini par  une action libre de T"  ~. 

Apres  avoir 6tudi6 une fibre F de la fibration basique, 6tudions un voisinage 
de cette fibre. 

L E M M E  2-2. Soit II  : 1r 13 la fibration basique et x un point de B. Soit F la 
fibre H - l ( x ) .  Il existe un voisinage U de x et une trivialisation air de 171 au dessus 

de U: 

~ : F •  U----~ I I -a (U)  

telle que: 

1 ~ pour route feuille L de ^•  ~:lF, le diff~omorphisme ~ envoie L • sur une 

feuille de ^ _c C~lrt -~(u). 
2 ~ pour route feuille L '  de ~IF, le diff~omorphisme air envoie L ' •  U sur une 

feuille de ) tr t  ,(or). 

D E M O N S T R A T I O N .  Nous savons que ~ •  est un feuilletage transversale- 
ment  parall61isable complet. Si la dimension de /3 est p, il est donc facile de 
construire p champs de vecteurs Xa . . . . .  Xp sur un voisinage de F dans ~r tels 
que 

1 ~ les Xi sont tangents ~i 
2 ~ les flots locaux X~ associ6s aux X~ sont des automorphismes de ~ l .  
3 ~ les champs induits su r /~  forment  une base de T(/~) au point x. 
Dans ces conditions, la fonction 

[(t~ . . . . .  to), m ] ~ "  • u,---,x'~x'e.., x'~(rn) 

est d6finie pour  ( t  1 . . . . .  tv)  appartenant  h u n  voisinage de (0 . . . . .  0). Ce voisinage 
peut 6tre identifi6 ~ un voisinage U de x et l 'on obtient la trivialisation cherch6e. 
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C O R O L L A I R E  2-3. Soit Diff (F, ~'lv, ~;(v) le groupe des diff~omorphismes de F 
prdservant ~;Iv et ~:l~v muni de la topologie C ~. Alors le groupe structural de la 
fibration basique peut se r(duire ~ Diff (F, ~;~F, ~;1~:). 

III. Les feuiiletages de type Io et Ib 

Grfice ~i 2-1 et 2-2, nous avons obtenu certaines cartes locales pour  la fibration 
basique H. Pour  6tudier les changements  de cartes, il nous faut 6tudier les 
hom6omorph i smes  d 'une  fibre pr~servant la structure (~,  ~ ; ) .  

L E M M E  3-1. Supposons que (~ ,~1 )  est de type I~ o u  1 b. Soit h un 
hom~omorphisme de F = l I - l ( x )  pr~servant :~IF et ~ .  Alors h commute avec 
l'action de ~" ~ sur F. 

D E M O N S T R A T I O N .  Sot L une feuille compacte  de ~;Iv- Celle ci s 'identifie ~i 
T "-~ h r a ide  de Faction de N"-~ nous disposons. Cet te  identification est 
unique ~1 une translation pros de T, n 1. Le flot 3 ~  d6finit une application de 

premier  re tour  de L darts L donc de T n-~ darts T n-~. Cette  application est 

clairement une translation ~ orbites denses. 
Soit L ' = h ( L ) .  L 'appl icat ion de premier  re tour  correspondant  ~i L '  est 

6videmment  la m6me translation que celle de L. Par cons6quent,  puisque h 
pr6serve ~;~, la restriction de h ~i L consid6rde comme hom6omorph i sme  de L 
sur L '  et donc  de T n-~ sur T ~--1 dolt commute r  avec une translation ~ orbites 

denses de T "-~. I1 est bien connu (et facile de v6rifier) que cela imptique que h/L 
est une translation. Dans  le cas I~, toutes les feuilles de ~ lvsont  compactes  et h 
commute  avec l 'action de N"-~ sur F. Dans le cas lb, nous n 'avons obtenu cette 
commuta t ion  que sur les feuilles compactes  de ~Iv. Notons  s.m l 'action de 
l'616ment s de N"-~ sur le point m de F. Pour  tout s de N"-~, l ' hom6omorph i sme  

g~:m~F---~h ~(s" h(s -~ - m ) ) c F  

pr6serve (#Lv, #~v). Lorsque  s varie et m reste fixe, le point g~(m) d6crit une 
courbe  tangente  ~ ~'lv- Lorsque  m appart ient  ~i une feuille compacte ,  nous  venons 

de voir que  ce point ne d6pend pas de s. Si maintenant  m n'est  pas situs sur une  
feuille compac te  on peut  construire un segment  [m, m ' ]  contenu dans # ( v e t  tel 
que  m'  soit dans une feuille compacte  de #Iv- En consid6rant la variation de ce 
segment  par  les g~ (s variable), on voit que le point  m doit rester fixe, c 'est  ~t dire 

que h commute  avec Faction de ~n- l .  

Nous  pouvons  maintenant  commence r  la d6monstra t ion du r6sultat principal 

de ce paragraphe.  
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P R O P O S I T I O N  3.2. Si (~, ~ )  est de type I~ ou Ib, alors :~ est transverse & 
une action localement libre du cercle. 

D E M O N S T R A T I O N  DANS LE  CAS Ia: D'apr~s le lemme 3-1 et le lemme 
2-2 on peut d6finir sans ambigu'it6 une action de T "-1 sur /~/ not6e (s, x)~--~s.x 
dont les orbites sont exactement les composantes connexes des traces des feuilles 
de ~ sur les fibres de la fibration basique. Par ailleurs l'action naturelle de SO(p) 
sur /~/pr6servant (~r, ~:J-), elle commute avec l'action de T "-~. Nous disposons 

done d 'une action de T " - l x  SO(p) sur/V/. 
Nous nous proposons de construire une fibration en cercles de A~/ dont les 

fibres soient tangentes ?~ la fibration basique et transverses a ~. Cette fibration 
doit 6tre SO(p) 6quivariante de fa~on ~ ce qu'elle induise dans M une fibration de 
Seifert, c'est ~t dire une action localement libre de S t transverse h ~. 

Munissons J~/d 'une m6trique invariante par l'action de T "-a x SO(p). Celle- 
ci nous permet de param&rer ~ "  et d6finit donc un flot ~ ,  transverse h ~: et 
commutant avec l'action de T " - t x  SO(p). Consid6rons, pour chaque m de/V/, le 
temps de premier retour T(m) de l'orbite de g t  passant par m sur la feuille de 

r passant par m. Puisque a/ZT(m)(m ) et  m appartiennent ~ la m6me orbite 
de Faction de T ~-1, il existe s(m) de T "- t  tel que 

' / 'T ( . , ) (m)  = s ( r n ) ,  m 

I1 est clair que T(m) et s(m) ne d6pendent en fait que de la projection H(m) 
de m dans la base de la fibration basique. En fait, le lemme de trivialisation 2-2 et 
le lemme 3-1 montrent que s(m) ne d6pend pas de m. Nous pouvons alors 
construire une action de S t sur M par: 

(o, m)  ,.o ( - O s ( m ) )  . ~.',,~(~)(m) 

(A priori Os(m) ne signifie rien puisque 0 ~ R  et s c T "- t  =R"-t /7/n-t ,  mais nous 
choisissons un repr6sentant quelconque de s(m) dans R "-1, ce qui ne pose aucune 

dittieult6 puisque s(m) est en fait constant). 
Ceci est bien une action de S 1 telle que nous la souhaitions. 

Avant d'6tudier le cas Ib, rappelons un r6sultat de [Car-Ghy],  obtenu aussi 

sous une forme un peu diff6rente dans [Joh-Whi]. 

P R O P O S I T I O N  3-3. Soit ~ un [euilletage totalement gdoddsique de codimen- 
sion 1. Si ~ a une feuille compacte, alors ~: est transverse ~ une action localement 
libre de S 1. 
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(I1 suffit de remarquer  que la feuille compacte est une section globale pour le riot 
~ x  et celui ci est donc d6fini par la suspension d 'une isom6trie d 'une vari6t6 
compacte donc approchable par une isom6trie p6riodique.) 

Pour d6montrer  la proposition 3-2  dans le cas Ib, il nous suttit donc de 
d6montrer le 

L E M M E  3-4. Si (&, &z) est de type Ib, alors �9 (et donc ~)  possi~de une feuiUe 
compacte. 

Fixons une fibre F de la fibration basique et soient mt  et m:  deux points de F. 
Commenqons par montrer  le r6sultat suivant: 

L E M M E  3-5. Si m~ et m2 appartiennent ?~ la m~me feuille de ~., alors il existe 
un diff~omorphisme h de F tel que h(mO = m2 et h pr~serue .~IF et ~ .  

D E M O N S T R A T I O N  D U  L E M M E  3-5. Si ,/: [0, 1] --~/Q est un chemin de/~/  
tangent ~ ~ et reliant mt et m2, la projection de 3" dans /3  nous fournit un lacet 
, / ' :S  t ---~/~. L ' image r6ciproque de la fibration basique par ,/' nous donne un 
T"-fibr6 au dessus de S t dont la monodromie  est le diff6omorphisme souhait6. 
(On peut supposer cette monodromie  dans Diff (F, ~tv, ^1 ~Iv) d'apr6s le corollaire 
2.3). 

Si l 'on fait la m6me construction que dans le lemme pr6c6dent dans le cas oh 
mt = mz et 3' un lacet tangent h ) ,  et si l 'on utilise le lemme 3-1, on obtient le 

L E M M E  3-6. S i c  est un lacet de F tangent ~ ~:lv, alors c consid~r~ comme 
lacet d'une feuille de ~, est dans le centre du groupe fondamental de cette feuille 
de ~. 

D E M O N S T R A T I O N  D U  L E M M E  3-4. (et donc de la proposition 3-2 dans 
le cas Ib via la proposition 3-3). 

Rappelons tout d 'abord  que #IF peut &re d6fini par  la suspension de ( n -  1) 
diff6omorphismes du cercle de classe C a et commutant  deux h deux. 

Soit K c F la r6union des feuilles compactes de ~:IF. D'apr~s les hypotheses, K 
est un ferm6 qui n'est ni vide ni 6gal ~t F. Soit Kt  la frontibre de K. Tout  
diff6omorphisme de F pr6servant ~lF pr6serve K et donc K1. D'apr~s le lemme 
3-5, Kt  est la trace sur F d 'un ferm6 de ~ / q u i  est satur6 par  5~. Ce ferm6 doit 
contenir un ensemble minimal de ~:. Si l 'on suppose que ~: ne poss~de pas de 
feuilles compactes,  c'est donc que Kt  contient la trace sur F d 'un minimal 

exceptionnel de ~ .  
D'apr~s le th6or~me de Sacksteder ([Sac]) une feuiUe de ce minimal contient 
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un lacet dont l'hoLonomie est hyperbolique (c'est ~ dire dont la d6riv6e au point 

fixe est diff6rente de 1). D'apr~s [Ste], on peut supposer que ce germe 
d'hoLonomie est Lin~aire. RappeLons par ailleurs que tout germe de 
diff6omorphisme qui commute avec une contraction Lin6aire est lui m~me Lin6aire 

et donc hyperboLique s'iL n'est pas l'identit6. 
Observons que L'hoLonomie des feuiLLes de K1 c F est non triviaLe car arbit- 

rairement pros d 'une feuiLLe de KI, il y a des feuilles non compactes. En 
combinant L'observation faite pr6c6demment avec le Lemme 3-6, on en d6duit 
qu'iL existe un Lacet c tangent h une feuilLe de K~ dont l'hoLonomie est hyperboli- 
que. Soit A la d6riv6e de cette hoLonomie au point fixe. Remarquons que toutes 

Les feuiLLes compactes de ~lv sont des tores T ~- ~ et que leurs groupes fondamen- 
taux sont tous canoniquement isomorphes. Darts chaque feuille compacte de ~lv, 

nous pouvons construire un lacet homotope h c et consid6rer l'hoLonomie de ce 
Lacet. On obtient ainsi un germe de diff6omorphisme de ~ ayant un point fixe. 
Soit /s c K~ La r6union des feuilLes de K~ teLles que La d6riv6e de ce germe soit 
6gale h A en son point fixe. I1 est clair que K2 est invariant par tout 
diff6omorphisme de F pr~servant (~IF, ~v )  (On utiLise ici encore le Lemme 3-1 
impliquant qu 'un tel diff6omorphisme doit pr6server la classe d 'homotopie de c.) 

Mais K2 ne peut contenir qu'un nombre fini de feuiLLes compactes de ~lv. En 
effet, Le diff6omorphisme C = du cercle associ6 ~ c n e  peut avoir qu'un nombre fini 
de points fixes oh sa d6riv6e est 6gaLe h A. (La variation totale de La d6riv6e doit 

~tre finie.) 
Nous avons donc trouv6 un nombre fini de feuiLLes compactes de ~lP in- 

variantes par tous Les diff6omorphismes de F pr6servant (~lv, ~1~). Cette r6union 
finie contient la trace sur F d 'une feuiLLe compacte de ~ d'apr~s 3.5. 

IV. R&luction du groupe structural dans le cas l I  

De m~me que pour Le cas I, il nous faut obtenir des informations sur les 

hom6omorphismes des fibres basiques pr6servant Le couple de feuiLletages 
(~, ~). 

L E M M E  4-1. Soit h u n  homdomorphisme du tore T"  tel que 
1 ~ h preserve les orbites du riot lin~aire parall~le au vecteur v & coordonn~es 

lin~airement ind~pendantes sur Q. 
2 ~ h prdserve le feuiUetage lin~aire de codimension 1 transverse ?t v, h feuiUes 

denses, ddfini par la forme lindaire to = O. 
Alors h est en fair un dif/f~omorphisme affine du type h ( x )=  A x  + b of~ _A c 

G(v,  to) c SL(n, ~') et b ~ T"  =R"]7/". 



Classification des feuilletages totalement g6od6siques de codimension un 555 

D E M O N S T R A T I O N .  I1 est b ien  connu  que  le feu i l le tage  de  T ~ d '6qua t ion  

00 = 0 possbde ,  h une  cons tan te  mul t ip l ica t ive  pros, une un ique  mesure  t ransverse  

invar ian te  (au sens de [Pla]). Ce t te  mesure  n 'es t  au t re  que  celle o b t e n u e  par  

in t6grat ion de  ~o. Par  cons6quent ,  cet te  mesure  t ransverse  est  mult ipl i6e pa r  une 

cons tan te  h sous l ' ac t ion de  l ' h o m 6 o m o r p h i s m e  h. C'est-~t-dire que  h est " t rans -  

ve r sa l emen t  affine." Pu i sque  h pr6serve  les orb i tes  du flot l in6aire para l l~ le  ~ v, 

on en d6dui t  que la res t r ic t ion  de h ~ tou te  dro i te  parall61e ~ v e s t  affine de 

pen te  h. 

Soit  d ' a u t r e  par t  A la mat r ice  de SL(n, 7/) indui te  pa r  h sur H1(T n, 7/)~-7/'~. 
C o m m e  h pr6serve  deux feui l le tages  l in6aires,  il est facile de voir  que A pr6serve  

les " n o m b r e s  de  ro t a t i on"  de  ces feui l le tages .  Plus pr6cis6ment  v e s t  vec teur  

p rop re  de  A (car v est le "vec teur  de ro t a t i on"  du  feui l le tage  l in6aire  de 

d imens ion  1 para l lb le  ~ v). D e  marne to est vec teur  p r o p r e  de  'A  (car oJ est  la 

" f o r m e  de  r o t a t i o n "  du feui l le tage  d6fini pa r  to). II est m6me clair  que  'A( to)  = hco 

d ' apr~s  l ' i n t e rp r6 ta t ion  de  oJ comme mesure  t ransverse  fai te  plus haut .  

Cons id6rons  ma in t enan t  l ' h o m 6 o m o r p h i s m e  h'  = A -1 o h. I1 pr6serve  le couple  

de  feui l le tages  et, r es t re in t  ~ chaque  o rb i t e  du flot parall61e ~ v, c 'es t  une  

t rans la t ion .  En c o m p o s a n t  h '  avec une  t rans la t ion  ad6quate ,  on ob t ien t  un 

h o m 6 o m o r p h i s m e  h" ayant  un po in t  fixe, donc  tou te  une  d ro i t e  dense  para l l~ le  ~ v 

form6e de  po in ts  fixes, donc  h" est l ' ident i t6 .  Par  cons6quent  h 6tait  affine. 

In t rodu i sons  ma in t enan t  un ent ie r  k don t  le r61e sera  impor t an t  pa r  la suite.  

Les feuil les  de  ~o = 0 sont  ob tenues  pa r  une  act ion l oca l emen t  l ibre  de  ~"-~ ,  ce 

sont  donc  des "cy l ind res"  du  type T k x N ~-~-k. Nous  appe l le rons  k l ' " i nva r i a n t  

de  (:~, :~• D e  man ib re  6quiva lente  si ~o s '6cr i t  Z~'=I a~ dx~ dans  une  base  ra t ion-  

nelle  de  N", alors n - k  est le rang sur Q du syst~me {ai}. 
R6sumons  ma in t enan t  les l emmes  2-1,  2-2 et 4-1 en ind iquant  ce qu ' i ls  

signifient pou r  la  f ibrat ion bas ique  H : / ~ - - ~ / ~ .  Tout  po in t  x de  /~ adme t  un 

vois inage  t r ivia l isant  V e t  une car te  ( lemme 2-2) 

V x F - - *  H- I (V)  

Ident i f iant  F ~ T"  ~ l ' a ide  de  l ' h o m 6 o m o r p h i s m e  " l in6ar i san t "  du  l e m m e  2-1,  

nous  o b t e n o n s  une  car te  

V •  ~ H- I (V)  

Sur l ' i n te r sec t ion  de  deux  ouver t s  t r ivial isants  V1 et  V2, les changemen t s  de  car tes  
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doivent 6tre du type: 

(x, m ) ~  V1 • T"  ~-~ (x, ~b~(m)) c V2• T"  

pour  x dans V I R  Vz. D'aprbs 4-1, ~x(m) s'6crit r  o~a b(x)~  
R"/7/" et A~ ~ G(v, to). Puisque le changement de carte doit pr6server le feuille- 
tage ~ ,  on voit que la courbe 

x ~ V ~  b(x)~R"/Z"  

doit rester tangente ~ un hyperplan paralt~le ~ to = 0. 
Nous allons munir  G(v, to) d 'une  topologie de la mani~re suivante. Le groupe 

de Lie T"  est feuillet6 par to = 0, il peut donc &re muni de la topologie des 
feuiUes. On peut alors munir G(v,  to) (qui ensemblistement est G(v, to)• T")  
d 'une topologie en donnant  ~ G(v, to) la topologie discrete et ~ T"  la topologie 
des feuilles. Nous appellerons cette topologie la "topologie des feuilles de 

~(v, to)." 
Ce paragraphe peut maintenant  se r6sumer: 

P R O P O S I T I O N  4.2. Le groupe structural de la fibration basique associ~e ?t un 
feuilletage de type H peut se r~duire ?~ t~(v, to) muni de la "topologie des feuilles." 

R E M A R Q U E  4-3. A priori, les cartes que nous avons construites pour  la 
fibration basique ne sont que continues. Cependant ,  nous pouvons les utiliser 
pour  t ransporter  la structure diff6rentiable de V x T"  dans /Q. Nous obtenons 
ainsi une nouvelle structure diff6rentiable d a n s / Q  pour  laquelle ~ et ~: l  restent 
diff6rentiables. De  m6me Faction natureUe de SO(p) s u r / Q  pr6servant ~ et ~ •  
le l emme 4-1 nous dit que cette action reste elle aussi diff6rentiable dans cette 
nouvelle structure. Dor6navant,  nous supposerons hT/ muni de cette structure. 
Nous verrons cependant  dans la partie VI  que ce changement de structure 6tait en 
fait inutile. 

R E M A R Q U E  4-4. La  composante connexe de l 'identit6 de (~(v, to) munie de 
la topologie des feuilles est hom6omorphe  ~ T k •  "-l-k.  Par cons6quent le 
groupe fondamental  de G(v,  to) est isomorphe 5 2~ k et les groupes d 'homotopie  
d 'ordres  sup6rieurs sont nuls. L' invariant  k est donc l 'unique obstruction h ce que 
G(v,  to) ait le type d 'homotopie  d 'un groupe discret. Notre  but est de ramener  
l '6tude des feuilletages de type I I  aux feuilletages modules pour  lesquels le groupe 
structural de la fibration basique est discret. Ceci explique l ' importance de 
l ' invariant k dans ce qui suit. 
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V. D~formation du riot orthogonal 

Le but de ce paragraphe est de montrer  que si l ' invariant k est non nul, on 
peut d6former 1 ~  h travers les flots riemanniens pour obtenir un flot q3 tel que 
l ' invariant k associ6 h (~, ~) soit nul. En d'autres termes, nous allons perturber la 
m6trique sur la vari6t6 de telle sorte que l 'adh6rence d'une orbite du flot 
orthogonal baisse de dimension et que la trace de ~ sur ces nouveaux tores soit 
par plans (et non par cylindres T k x N"-k-~). Evidemment  cette d6formation de 
m6trique se f a i t h  travers des m6triques rendant ~ totalement g6od6sique. 

Le groupe (~(v, to) se surjecte sur 7ro(G(v, to)) et donc sur G(v, to). Ceci 
permet  de construire un morphisme "d 'ho lonomie"  de la fibration basique: 

H :  zrl(B) ~ G(v,  to) 

Remarquons que si w e s t  un vecteur propre pour toutes les matrices H(3,), 
nous pouvons sans difficult6 construire sur les fibres de la fibration basique, un 
feuilletage de dimension 1 dont les feuilles sont les droites parall61es fi w ce qui a 
un sens intrins~que puisque IR �9 w est fixe par  H(~/). Notre but est de montrer  qu'il 
existe effectivement de tels vecteurs d~s que k est non nul, ce qui nous permet t ra  
d'effectuer la d6formation souhait6e de ~,1. Pour cela, nous utiliserons quelques 

lemmes d'alg6bre lin6aire. 

L E M M E  5-1. Si k ~ 0 et si A ~ G(v,  to), soit h le r~el tel que A ( v )  = hv. Alors h 

est un nombre alg~brique de degr~ strictement inf~rieur ~t n. 

D E M O N S T R A T I O N .  Par d6finition de l 'entier k, la forme to ne d6pend que 
de n - k  coordonn6es dans une certaine base rationnelle (e~)~=l.n de ~". C'est-g-  
dire que to s'6crit 

n - k  

t o =  

i=1 

* repr6sente la base duale de e~ et ai est un r6el. off e i 
Puisque co est vecteur propre de 'A et to(v) ~ 0, il est clair que 'A co = kto. Si 

Yon note (a~i) les coefficients de 'A dans la base e*, cette derni6re 6galit6 ainsi 
que l '6criture de co montrent  que ) t e s t  aussi valeur propre de la sous-matrice de 
'A form6e des a~j avec i et ] compris entre 1 et n - k .  Par cons6quent, ) t e s t  

alg6brique de degr6 inf6rieur ~t n -  k. 

L E M M E  5-2. Si k ~ 0 et si A E G(v,  oJ), alors v n'est  pas un vecteur propre 

simple de A .  
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D E M O N S T R A T I O N .  On  suppose  tou jou r s  que  les coo rdonn6es  de "O sont  

l in6a i rement  i nd6pendan te s  sur  Q. Si 1) 6tai t  un vec teur  p r o p r e  s imple ,  les (n - 1) 

dern iSres  l ignes du systSme 

a ( v l  . . . . .  v . )  = X('ol . . . . .  "oo) 

avec vl fix6 et  1 )2 , . - - ,  'On inconnus,  f o rmera i en t  un sys t6me de Cramer .  Par  

cons6quent  les coo rdonn6es  v2,.  � 9  vn pou r r a i en t  a t re  calcul6es r a t i onne l l e me n t  

l )2 1)n 
l ' a ide  de  v~ et  de L C ' e s t -h -d i r e  que  les r appor t s  - - , . . . , -  a p p a r t i e n d r a i e n t  au 

l)1 I)1 

corps  Q(/t).  Celui-c i  6 tant  de d imens ion  s t r i c tement  inf,Srieure ?a n, il exis te  des 

ra t ionne l s  c~ tels  que 

n 

< +  Y. ~ , ~ =  0. 
i = 2  /91 

Ceci  con t red i t  le fait que  les v~ sont  l in6a i rement  i nd6pendan t s  sur  ~ .  

Les  deux l emmes  pr6c6dents  nous  ont  pe rmis  de  t rouver  d ' au t r e s  vec teurs  

p r o p r e s  pour  chaque  A de G(v, to). Not re  but  c e p e n d a n t  est  de t r ouve r  un 

vec teu r  p r o p r e  commun h t o u s l e s  H ( y )  qui soi t  diff6rent de v. L a  s i tua t ion  est en 

fait tr~s s imple  grfice au 

L E M M E  5-3.  G(v, to) est un groupe ab~lien libre de rang au plus n -  1. 

D E M O N S T R A T I O N .  Cons id6rons  le m o r p h i s m e  0 de G(v ,  to) dans  •* as- 

soc ian t  ~ chaque  ma t r i ce  A de  G(v, to) la va l eu r  p r o p r e  h tel le  que  A(v )  = hr .  Ce  

m o r p h i s m e  est  inject if ;  en effet, si A ( v ) = v ,  alors le noyau  de  A - I d  est  un 

sous -espace  ra t ionne l  de  ~"  con t enan t  v, c ' es t  donc  R" tout  en t ie r  (nous disons 

q u ' u n  sous -espace  de  ~ "  est r a t ionne l  s ' i l  poss6de  une  base  fo rm6e  de vec teurs  

ra t ionnels) .  Ceci  m o n t r e  que G(v, to) est  ab61ien. O n  m o n t r e  de  m6me  que  si 

O(A) est  ra t ionnel ,  a lors  A = id. 
Ecr ivons  l '6gal i t6 A ( v )  = hv sous  la fo rme  

(!1 ) 
. . . .  l\V~ 
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Ceci permet  d '~crire 

A =a~ +a2V2+.  . . + a ,  v". 
Vl Vl 

L' image de 0 est donc con tenue  dans un  Q-sous-espace vectoriel de R de 

d imens ion  au plus n. Le groupe G(v, w) est donc ab61ien libre de rang au plus n. 

Si ce rang 6tait exactement  n, on trouverai t  une  matrice A de G(v, ~o) non triviale 

avec O(A) ra t ionnel .  

R E M A R Q U E  5-4. Pour  v e t  oJ "g6n6riques ,"  le groupe G(v, oJ) est trivial. 

Lorsqu ' i l  est non trivial, le rang de G(v, oJ) peut  effectivement a t te indre n - 1. En  

effet, soit A une  matrice enti~re dont  le po lyn6me caract6ristique est ( - 1 ) " X ( X -  

b~) �9 -.  ( X - b , _ ~ ) +  1 o/1 les bi sont des entiers arbitraires. Alors,  les matrices A, 

A - b ~  L . . . .  A - b ,  ~ I sont  de d6 te rminant  1 et commuten t  deux a deux. Le 

produit  de ces n matrices est ( - 1 )  "+1 L mais on peut  choisir les entiers b~ de telle 

sorte qu 'e l les  engendren t  un  groupe ab61ien libre de rang n - 1 .  On  peut  par  

ailleurs choisir les bi de telle sorte que A soit diagonalisable.  On appelle alors v 

l ' un  des vecteurs  propres et ~o la forme lin6aire valant  1 sur v e t  s ' annu l an t  sur 

t o u s l e s  autres  vecteurs  propres.  On obt ient  ainsi un exemple  o~ G(v,  ~o) est de 

rang n -  1. 

Les trois lemmes pr6c6dents nous mbnen t  alors au 

L E M M E  5-5. Si k >-1, il existe w non multiple de v tel que w soit un vecteur 
propre commun  & tousles  ~l~ments de G(v,  oJ). 

D E M O N S T R A T I O N .  Le groupe G(v,  oo) op~re sur N"; par hypothbse la 

droite N �9 v est fixe ainsi que le noyau de ~0. Nous avons donc une  action 

G(v, ~o) x Ker oJ ~ Ker oJ 

D'apr~s le l emme 5-2, le vecteur  propre v n 'est  pas simple. Chaque  ~16ment de 

G(v,  ~o) admet  donc dans Ker  ~o un vecteur  propre  cor respondant  ?a la m~me 

valeur  propre  que v. Puisque G(v, oJ) est ab61ien, le th6or~me de Lie permet  de 

conclure.  

Nous en  arrivons au r6sultat  principal  de ce paragraphe.  

P R O P O S I T I O N  5-6. Soit ~ un feuilletage totalement g~od~sique tel que 
(~;, ~•  soit du type II. Alors, il existe une (autre) mdtrique riemannienne sur M 
telle que si ~ est le nouveau riot orthogonal & ~ et ~ le nouveau riot orthogonal a :~, 
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on air: 
1 ~ ou bien cg est d~fini par une action localement libre du cercle. 
2 ~ ou bien la fibration basique correspondante ?~ (4,  4d) a un groupe structural 

rdductible & un groupe discret. 

D E M O N S T R A T I O N .  Le groupe structural de la fibration basique peut se 
r rduire  ~t G(v, to) muni de la topologie des feuilles. Ce groupe a le type 
d 'homotopie  d 'un groupe discret d~s que k est nul. 

Si k (4 ,  4 • est non nul, le lemme 5-5 nous fournit un plan de dimension deux 
form6 de vecteurs propres communs ~t toutes les matrices H(3,). Ce plan contient, 
arbitrairement pros de v, un vecteur w tel que les adhrrences des orbites du riot 
l inraire de T" parallrlle ~ w sont des tores T "- l .  A c e  vecteur correspond un riot 
r iemannien c~ transverse ~ 4 .  Remarquons  que ce riot est invariant par l 'action de 
SO(p) sur /V/car  cette action prrserve  (4,  4 • et elle est donc affine sur les fibres 
( lemme 4-1). 

Le feuilletage ~ provient donc d 'un feuilletage (g riemannien sur M, trans- 
verse ~ ~.  Les fibres de la fibration basique de (4,  ~)  sont maintenant  de 
dimension n - 1. 

Si (4,  (~) est de type Ia ou Ib, on utilise la proposition 3-3 et ~ est donc 
transverse ~ une action localement libre de S1. 

Si (4,  ~)  est de type II, on it~re le procrd6 jusqu'~ obtenir un couple (~,  q3) 
pour  lequel l ' invariant k (4 ,  ~) est nul. 

Une  fois cette drformat ion effecture, le groupe structural de la fibration 
basique est rrduit  h un groupe ayant le type d 'homotopie  d 'un groupe discret. Soit 
7r0 le quotient de G(v,  to) par  la composante connexe de l 'identit6 (isomorphe 
R"-I) .  Si nous poss~dons une section s ~ la projection naturelle de G(v, to) sur 7r0, 
qui soit un homomorphisme de groupes, nous pouvons rrduire le groupe struc- 
tural au sous groupe discret s(1r0) de (~(v, to) (En effet G(v, to)/s(zro) est contrac- 
tile et h o m r o m o r p h e  ~ R ' - I ) .  Pour terminer la drmonstrat ion de la proposition, il 
nous suffit donc de montrer  le 

L E M M E  5-8. La projection naturelle de (~(v, to) sur 1to admet une section qui 
est un homomorphisme de groupes. 

D E M O N S T R A T I O N .  Notons T le groupe T" /Ker  to. Le groupe G(v, to) 
opr re  sur T"  tout en prrservant  Ker  to, il op~re donc sur ~-. Un 616ment de ~'0 
s ' rcri t  donc comme un couple (A,/3) off A appartient ~ G(v, to) et /3 ~t -r. Le 
produit  de (A,/3) et de (A' , /3 ' )  est (AA' ,  A/3' +/3) off A/3' drsigne l 'action de A 
sur /3'. Soit pr la projection naturelle de T"  sur 1-. 

Trouver  une section de ~'o dans G(v,  to) revient donc ~ trouver une section de 
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pr, de ~r dans T",  qui soit 6quivariante sous les actions de G(v, to) stir T ~ et .r. 
Remarquons  tout  d ' abo rd  que la restriction de pr au sous-groupe de torsion de 

T~(not6 Tor  (T"))  est un isomorphisme sur le sous-groupe de torsion de ~- (not6 
Tor  ('r)). En  effet, l '616ment (xx . . . . .  x~) mod  71" ~ K e r  to est de torsion clans ~- s'il 

existe un ent ier  p tel que:  

a v e c  

(kl . . . . .  k.)  ~7/" et (a l  . . . . .  a . )  e Ker to. 

Dans  l ' image r6ciproque de (xx . . . . .  x.) m od  7 / " ~ K e r  to par  pr, il y a un unique 

616ment de torsion, en l 'occurrence 

x~ P . . . . .  x.  rood 7/" 

La section s que nous cherchons est donc parfai tement  d6finie sur Tor  (~). 
D ' au t r e  part,  la droite ~ �9 v se plonge dans T". Ce p longement  not6 i, suivi de 

la project ion pr de T"  sur -r donne  une application surjective proi de ~ sur I". Le  

noyau de proi est un groupe ab61ien libre engendr6 par  n r6els s . . . . .  ~,, 

l in6airement ind6pendants  sur Q. 
Le groupe G(v, to) op6re sur 0~ �9 v e t  sur -r. Bien entendu,  l 'application proi est 

6quivariante sous ces actions. Soient A1 . . . . .  Ak un syst~me de g6n6rateurs 
de G(v, to) et )t~ . . . . .  )tk les valeurs propres correspondantes,  i.e. A~v =/qv.  Il 
est clair que ~ ) L  7/" ~ est invariant par multiplication par )q puisque c 'est  le 
noyau  de l 'application 6quivariante pro i. Par cons6quent,  le Q-espace vectoriel 
E)~"--1 Q �9 ~ est aussi invariant par multiplication par  h~. Soit K le sous-corps de 

engendr6 par  les r6els )h. La droite R apparal t  comme un K-espace  vectoriel et 
~)~"=~ O �9 s comme un K-sous-espace vectoriel de R. Soit E un suppl6mentaire  

du K-sous-espace  E ) ~ l  ~ "  ~ dans ~.  Nous  avons alors: 
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C'est  ~a dire 

I- = pro i (U)(~Tor  ('r) 

La section 6quivariante s que nous cherchons de 1- dans T"  est maintenant d6finie 
par: 

s(proi(e))=i(e)  si e c E  

S('r)=(proiiTor{T.)) l('r) si r ~ T o r ( r )  

Cette section est clairement 6quivariante par l 'action de G(v, oa) car E est un 
K-espace  vectoriel. Ceci termine la ddmonstration du lemme 5-8 et donc de la 
proposition 5-7. 

VI. Interpr6tation des r~sultats dans M 

Partant du feuilletage ~: sur M, nous supposerons effectu6e la d6formation de 
la m6trique dont  il 6tait question au paragraphe pr6c6dent. Nous nous placerons 
de plus dans le seul cas qui nous reste a 6tudier, c'est h dire celui off la fibration 
basique poss~de un groupe structural discret (cas 2 de la proposition 5-6). Nous 
noterons de nouveau ;~l pour ~ car nous n'utiliserons plus l 'ancienne m6trique 
(non perturb6e). 

Puisque le groupe structural est discret, nous pouvons d6crire (~, ;~• par: 

f / l=  ~ x T"/(x, m ) - ( 3 "  . x, r 

off B e s t  le rev6tement universel de la base /~ de la fibration basique, T un 
616ment quelconque de 7r1(/~) et cp un morphisme de 7r1(/~) dans G(v, oJ). Cet 
616ment q~(3") s'6crit: 

q~(3,)(m) = H(3")(m) + b(T) 

off b(3") e T n et H est le "morphisme d 'holonomie"  d6ja consid6r6. (Ici encore v 
et ~0 ne sont plus les m6mes qu 'avant  la perturbation de la m6trique). 

Dans  cette description, le feuilletage # est d6crit par  l '6quation (o = 0 et le 
feuilletage #J- est donn6, dans chaque {* } • T"  par  la direction v. 

On peut toujours supposer qu'il  existe 3' tel que q~(3') n 'est  pas une translation 
de T"  car sinon la fibration basique serait principale et l 'on trouverait une action 
localement libre de S 1 transverse ~t ;~. 
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Nous  disposons donc d ' une  description explicite de ~:. Pour  6tudier ~ ,  il faut 
6tudier l 'action de SO(p) sur/s Bien en tendu  cette action en induit une autre sur 
/3 puisqu'el le pr6serve la fibration basique. Nous  nous proposons  de mont re r  que 

SO(p) op~re l ibrement sur /3 ce qui fera appara~tre (M, ~)  comme un module 
dont  la base B est le quot ient  de /3 par  SO(p). 

L'ac t ion  de SO(p) sur / s  rel6ve en une action de Spin (p) (le rev6tement  
universel de SO(p))  sur /~ x T". Notons  R(x, m) l ' image de l'616ment (x, m) de 
/~ • T"  sous l 'act ion de l'616ment R de Spin (p). 

L E M M E  6-1. L'action de Spin (p) sur ~ x T" s'~crit sous la forme: 

R(x, m) = (R(x), m + u(R, x)) 

oi~ R(x) d~signe l' action de Spin (p) sur Bet  u(R, x) est un vecteur du noyau de r 

D E M O N S T R A T I O N .  Ecrivons tout  d ' abord  que l 'action 6tudi6e pr6serve la 
fibration basique 

R(x, m) = (R(x), f(R, x, m)) 

Pour  x et R fix6s, l 'application m ~--->f(R, x, m) pr6serve le feuilletage, donc 

R(x, m) = (R(x), A (R, x)m + u(R, x)) 

off A(R,  x)~ G(v, ~o) et u(R, x)~ T n. 
Par continuit6 A(R,  x) = id. S i m  et R sont  fix6s et x varie, R(x, m) doit rester 

sur une m6me feuille de ~:. De  m6me, s i m  et x sont fix6s et R varie, R(x, m) doit 
rester sur une m6me feuille de ~ .  Par cons6quent,  lorsque R et x varient, u(R, x) 
reste sur une feuille du feuilletage lin6aire de T"  d6fini par  oJ. Puisque u(id, x)= 
O, u(R, x) reste sur la feuille passant par  0 et peut  donc  6tre identifi6 ~t un vecteur  
du noyau  de oJ. On  a donc  bien la description souhait6e de l 'action: 

R(x, m) = (R(x), m + u(R, x)) off u(R, x) ~ Ker 00. 

Nous  nous proposons  de simplifier encore cette 6criture en mont ran t  que  l 'on 
peut  toujours  supposer  u(R,x)=--O. La description que nous avons donn6e  de 
(/~7/, # )  comme  quotient  de /~ x T"  n 'est  6videmment  pas unique. Si h est un 
diff6omorphisme de /~ x T ~ pr6servant  les deux feuilletages et commutan t  avec 
l 'action de 7r1(/~) sur /~  • T", nous pouvons  consid6rer h c o m m e  un "changement  
de coordonn6es"  sur B • T"  compatible avec nos donn6es.  
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L E M M E  6-2: / /existe  un tel diff~omorphisme h, envoyant le point (x, m) sur le 
point de coordonn~es (xl, ml) tel que, dans ces nouveUes coordonn~es, l' action de 
Spin (p) s'~crive 

R(xI ,  m l )=  (R(xO, rex). 

Autrement dit, quitte h changer les coordonn~es dans B x T", on peut tou]ours 
supposer que u(R, x) est identiquement nul. 

D E M O N S T R A T I O N .  II est clair que u(R, x) v6rifie les relations suivantes: 

u(R1R2, x) = u(R2, x)+ u(R1, Rz(x)) 

u(R,  3'" x) = H(3,)u(R, x) 

exprimant  le fait que R(x,  m) d6finit effectivement une action et que cette action 
commute  h celle de 7r1(/~). Si l 'on pose 

u(x) = [ u(R,  x) dR ~ Ker tO 
Js pin (p) 

et si l 'on d6finit h par: 

h "-(x, m )  ~ (Xl, tnl)  = (x ,  m -t- u ( x ) )  

on obtient 6videmment le dit t6omorphisme cherch6. 

Nous sommes maintenant  en mesure de d6montrer  une version presque 
complete  du th6or~me principal: 

P R O P O S I T I O N  6-3. Si ~ est un feuilletage totalement g~od~sique de 
codimension 1, orientable sur une vari&~ compacte orientable M, alors 

1 ~ soit ~: est transverse ?tune action localement libre de S ~ 
2 ~ soit ~ est topologiquement conjugu~ a un feuilletage module (MD, ~;o). 

D E M O N S T R A T I O N .  D'apr~s  le l emme 6-2, les points fixes de Faction de 
Spin (p) s u r / }  correspondent  aux points fixes de Faction de Spin (p) su r /3  x T ~. 
Remarquant  que /Q est un SO(p) fibr6 principal, on en d6duit que l 'action de 
SO(p)  sur /~ est elle aussi libre. Si B e s t  le quotient de /~  sous cette action, on en 
d6duit la description de (M, ~ )  sous la forme 

M = B x T"/(x, m) ~ (3'" x, tO(-/)(m)) 
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(Remarquons que ~0:Trl(/~)~ G(v, to) se factorise h travers 7rl(B) car, d'apr~s 
6-2, le groupe SO(p) op~re trivialement sur T".) Ceci est pr6cis6ment un module 

(Mo, $;0). 

VII. Fin de la d6monstration du th6ori~me principal 

I1 nous reste essentiellement h nous d6barrasser du changement de structure 
diff6rentiable (Remarque 4-3) et h 6tudier le cas oh M n'est pas compacte.  

Observant  qu 'une action continue et localement libre du cercle, peut ~tre 
liss6e sans difficult6, il nous faut 6tudier le cas des feuilletages modbles. 

L E M M E  7-1. On peut toujours se limiter h l'~tude des modules pour lesquels les 

coordonn~es to1 . . . . .  to. de to dans la base canonique de (1~")* sont telles que tol est 
alg~brique, to1 

D E M O N S T R A T I O N .  Si to n'est pas vecteur propre simple de 'A avec 
A ~ G(v, to), alors v n'est pas non plus vecteur propre simple de A. Nous avons 
d6j~t observ6 au paragraphe 5 que s i v  est vecteur propre multiple de t o u s l e s  
616ments de G(v, oo), nous pouvons d6former la m6trique et faire baisser la 
dimension de la fibration basique. Cette d6formation &ant faite, to peut 6tre 

suppos6 vecteur propre simple. Les r6els to___2,..., to---"-" peuvent  alors 6tre calcul6s 
(-D 1 601 

rationnellement en fonction des coefficients d 'une matrice A de G(v, to) et de la 
valeur propre X correspondante.  Ils sont donc alg6briques. 

P R O P O S I T I O N  7-2. Le changement de structure diff~rentiable effectu~ en 4-3 
dtait en fait inutile. 

D E M O N S T R A T I O N .  Le feuilletage ~IF initial 6tait obtenu par n o - 1  
diff6omorphismes du cercle commutant  deux h deux. Lorsque nous avons effectu6 
la d6formation de la m6trique, la dimension des fibres est pass6e de no ~ n e t  la 
trace de ~ sur ces nouvelles fibres est obtenue par la suspension de n - 1  

002 to__.~, par  
diff6omorphismes du cercle dont les nombres de rotation sont - - ,  . . . .  

601 601 

cons6quent parmi les n o - 1  diff6omorphismes initiaux, certains avaient un 
nombre  de rotation alg6brique. On conclut ~t l 'aide de [Her] qui montre qu'un 
groupe ab61ien de difl6omorphismes C ~ du cercle dont un 616ment a un nombre  
de rotation irrationnel alg6brique, est C~-conjugu6 h u n  groupe de rotations. 
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Pour terminer, il nous faut traiter le cas oh M est non compacte mais 
complete. Le feuilletage ~•  reste riemannien, et ~•  reste transversalement 
parall41isable complet, les th6orEmes 1-2 et 1-4 restent valables. Nous devons 
trouver l'6quivalent de 1-3 lorsque M n'est pas compacte. 

P R O P O S I T I O N  7-3. Soit ~ un riot transversalement de Lie  model~ sur le 

groupe de Lie  G, sur une varietY. N (orientable mais  ~ventuel lement non compacte) .  

O n  suppose que les orbites de ~d sont denses et que la structure transverse est 

complete. Alors  deux cas sont possibles. 

1) soit N e s t  compacte. 

2) soit N = ~ e t  le riot est de codimension z&o. 

D E M O N S T R A T I O N .  Supposons que la dimension de N e s t  sup6rieure 
deux et montrons que N e s t  compacte. On suppose ~3 engendr6 par le groupe h 
un paramEtre q~,. Pour chaque point x de N, l 'orbite positive ou l'orbite n6gative 
de x est dense dans N. En remarquant que te groupe des automorphismes de ~3 
agit transitivement sur N (la structure est complete), et en inversant au besoin 
l 'orientation des orbites, on peut donc supposer que, pour tout x de N, l 'orbite 
positive de x est dense dans N. 

Soit D1 un disque ferm6, plong6 dans N e t  transverse h ~, et soit x un point de 
l'int6rieur de D1. Ce disque s'identifie h u n  voisinage de l'616ment neutre du 

groupe transverse G. Soit D2 c D1 le disque de centre x et de rayon e oh la 
m&rique utilis6e est une m6trique invariante h gauche sur G e t  of~ e est choisi de 
telle sorte que le disque de centre x et de rayon 2e soit entiErement contenu dans 

D1. Soit D 3 c D2 le disque de centre x et de rayon e/3. Enfin soient xl . . . . .  Xk 
k points de D2 tels que les disques Ai de centre x~ et de rayon e/3 recouvrent D2 
(remarquons que A i c D1). Pour chaque i, il existe un r6el ti positif, tel que q~t,(xi) 

appartienne ?a D 3 ca r  les orbites de q~, sont positivement denses. Consid6rons 
l 'holonomie du chemin joignant x~ h ~r C'est un germe de translation h 
gauche de G e t  donc un germe d'isom&rie. De par le choix des rayons de D2, D3 

et Ai, cette isom&rie se prolonge en une isom6trie hi d4finie sur Ai tout entier et 
valeurs darts D2. Puisque la structure transverse a ~ est complete, il est clair que 
pour tout y de A i, les points y et hi (y) appartiennent h la m6me feuille de ~3. De 
maniEre plus pr6cise, il existe k fonctions continues t~(y) d6finies sur Ai telles que: 

~(~)=~ 
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Soit  

T i=Max[ t~ (y ) l  et  T > M a x T ~  
y c A i  i 

Pour  tout  y de  D2, la por t ion  de  l ' o rb i t e  de y si tu6e en t re  y e t  q>r(Y) r e c oupe  au 

moins  une fois D2. Si l 'on  consid~re l ' ensemble  des  poin ts  de  N de  la fo rme  q~,(y) 

a~'ec y c D2 et 0 ~  < t<~ T, on ob t ien t  un compac t  invar iant  pa r  les q~, avec t ~>0. 

Puisque  tou tes  les orb i tes  posi t ives  de ~, sont  denses,  ce compac t  est  N tout  en t ie r  

et, en par t icul ier ,  N est compact .  

Soit  (M, ~:) un feui l le tage  t o t a l emen t  g6od6sique sur  une  vari6t6 non com-  

pacte .  Si l ' adh6rence  d ' u n e  o rb i t e  de ~ •  est compac te ,  on est tent6  de  r e p rodu i r e  

in t6gra lement  la d6mons t r a t ion  qui  v ient  d '6 t re  donn6e  dans  le cas compac t .  L a  

difficult6 est  alors  de  d6mon t r e r  la p ropos i t ion  3-2. Ce t t e  p ropos i t ion  est  el le 

m6me  bas6e sur la p ropos i t ion  3-3 et  sur  le l emme  3-4.  Ces deux dern ie r s  

r6sul tats  sont  les seuls  qui  ne s ' 6 t enden t  pas  c la i rement  lorsque  M est non 

compac te .  

P R O P O S I T I O N  3-3 (cas non compact) .  Si l'adh~rence d 'une  orbite de ~:• est 
compacte et si :~ a une feuille ferrule, alors ~ est transverse & une action localement 
libre du cercle. 

D E M O N S T R A T I O N :  Soit  F cet te  feuil le  ferm6e.  Par  hypoth6se  chaque  

o rb i t e  de  ~J- r encon t r e  F une  infinit6 de fois; soit  9 :  F---~F l ' app l i ca t ion  de 

p r emie r  re tour .  C 'es t  une i som6tr ie  de F. L ' a d h 6 r e n c e  H du g roupe  engendr6  pa r  

est un sous -g roupe  de  Lie  abdl ien du g roupe  des  isom6tr ies  de F. Par  

cons6quent  H est i somorphe  h T k x R z x F off F est  ab61ien discret .  Pu isque  H 

cont ien t  un sous -g roupe  m o n o g b n e  dense ,  on en d6dui t  que  H est i somorphe  h 0, 

7] ou  ~ T k • F off F est  un g roupe  fini. Le  p r emie r  cas signifie que �9 = id c 'es t  h 

d i re  que  les o rb i tes  de ~ •  sont  des cercles.  Dans  le second  cas le g roupe  engendr6  

pa r  ~ est  fe rm6 ce qui  impl iquera i t  que  les orb i tes  de ~:• se ra ien t  fe rm6es  mais  

non  compac tes ,  et  nous  avons  exclu ce cas. Enfin,  dans  le de rn i e r  cas, ~ est  

a p p r o c h a b l e  p a r  un 61dment de  tors ion de T k •  F, et  donc  pa r  une  i som6tr ie  

p6r iodique .  ~:~- est  alors  app rochab l e  p a r  une act ion loca lemen t  l ibre  du cercle.  

En ce qui  conce rne  le l e m m e  3-4,  nous  ne sommes  pa rvenus  ~t le g6n6ral iser  

au cas oh M est non c o m p a c t e  que  sous cer ta ines  condi t ions .  

L E M M E  3-4 (cas non compact ) .  Supposons que l'adh~.rence d 'une  orbite de 
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~;• est compacte et que l'une des conditions suivantes est r~alis~e 
1) le groupe fondamental de M est de type fini. 
2) le feuilletage ~ est analytique. 

alors, si ~; est de type Ib, ~; poss~de une feuille ferrule. 

D E M O N S T R A T I O N .  Si le groupe fondamental  de M est de type fini, la 
d6monstration du lemme 3-4 donn6e au paragraphe I I I  est valable puisque le 
th6or~me de Sacksteder s 'applique aux pseudo-groupes de type fini. Si le feuille- 
tage est analytique r6el, la r6union des feuilles compactes de ~lV ne peut  contenir 
qu 'un nombre  fini de feuilles compactes. Cette r6union finie contient donc la trace 
sur F d 'une feuille ferm6e de ~: d'apr~s 3-5. 

Nous pouvons donc d6crire les feuilletages 5~ totalement g6od6siques sur les 
vari6t6s riemanniennes completes non compactes en imposant l 'une des deux 
conditions 1) et 2) du lemme pr6c6dent. 

Si l 'adh6rence d 'une orbite de ~_t est compacte,  le probl~me se traite 
exactement  comme nous l 'avons fair dans le cas off M est compacte.  Sinon toutes 
les orbites sont ferm6es et celles-ci d6finissent une fibration de M de fibre R et de 
base B, transverse ~ ~:. Puisque M est suppos6e complete, toute feuille de 
apparah  comme un rev6tement de B. On peut  donc 6crire 

o~ 

M = B xRl(x ,  y ) - ( V "  x, r 

q~ : ~'I(B) --> Diff + (R) 

est le morphisme d'holonomie.  Les feuilles de ~: sont d6finies par l '6quation 
y = Cst. Ceci ach~ve la d6monstration du th6or~me 2. 

VIII. Remarques Finales 

Les corollaires qui suiverh sont des cons6quences imm6diates du th6or~me 
principal. Certains d 'entre  eux peuvent  d'aiUeurs se d6montrer  directement. 
Rappelons tout d 'abord  un r6sultat de [Car-Ghy].  

P R O P O S I T I O N  8-1. Soit ~ un [euilletage totalement g~od~sique, de codimen- 
sion 1, transversalement orientable, sur une vari~t~ riemannienne compl&e M. Soit 
1(/I le rev&ement universel de M, ~: le relev~ de ~ dans I(4 et ~•  le ]tot orthogonal ~t 
~.  Alors (~, ~• est un produit, c'est ?~ dire qu'il existe un diff~omorphisme de Jf/l 
sur L x R  envoyant les feuilles de ~ sur L • et celles de ~ sur {*}• 
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C O R O L L A I R E  8-2. Soit $: un feuilletage totalement g~od~sique de codimen- 

sion 1 sur la vari~t~ riemannienne complete M, alors 

�9 ou le groupe fondamental  de M contient un sous-groupe distingu~ abdlien libre 
non trivial 

�9 ou M est un produit B x R  et le feuiUetage est transverse aux fibres { ,}xN.  

Ce corollaire, ainsi que celui qui suit est d6j~ dans [Car 1], lorsque M est 
suppos6e compacte. 

D E M O N S T R A T I O N .  Dans le cas ofa les adh6rences des orbites de ~:~- sont 
non compactes, nous savons que M est un produit B x N. Sinon, l 'adh6rence d 'une 
orbite de ~:~ est un tore T n (n > 1). L'image du groupe fondarnental de ce tore 
dans celui de M est alors un sous-groupe distingu6 ab61ien. Ce sous-groupe est 
non trivial car certaines classes d'hornotopie de T n correspondent ~ des transver- 

sales ferm6es ~t ~ et celles ci ne peuvent &re triviales d'apr~s 8-1. 

C O R O L L A I R E  8-3. Si M admet  une m~trique riemannienne ?a courbure 

strictement positive ou si M est compacte et admet  une m~trique & courbure 

strictement n~gative, alors, il n ' existe aucun feuilletage totalement g~od~sique sur M 

(m~me pour une autre m~trique de M).  

D E M O N S T R A T I O N .  Une vari6t6 ~t courbure strictement positive est com- 

pacte et possbde un groupe fondamental fini. Le corollaire 8-2 exclut donc la 
possibilit6 d'existence d 'un feuiUetage totalement g6od6sique sur une telle vari6t6. 

Le groupe fondamental d 'une vari&6 compacte ~ courbure strictement 

n6gative ne peut contenir de sous-groupe ab61ien de rang 2 et son centre est 
trivial. Les modules ainsi que les fibr6s de Seifert ne peuvent donc pas 6tre des 

vari6t6s cornpactes ~t courbure strictement n6gative. 

En ce qui concerne le comportement qualitatif des feuilles, nous avons le 

C O R O L L A I R E  8-4. Si :~ est totalement gdod~sique sur une vari~td compacte 

M e t  si :~ poss~de une feuille compacte ou un minimal  exceptionnel, alors $; est 

transverse ~ une action du cercle. Sinon, routes les feuiUes sont denses et le 

feuilletage poss~de une structure transverse affine (c'est-&-dire que le pseudo- 

groupe transverse peut se r~duire ~t un pseudo-groupe de transformations a ~ n e s  de 

R). En  particulier, dans ce dernier cas, le premier hombre de Betti de M est non nul 

(cf. [Fed-Fur]). 

I1 est bien connu que la classe des feuilletages transverses ~ des fibrations en 
cercles est trbs diversifi6e; presque tousles ph6nom~nes qualitatifs rencontr6s en 
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codimension 1 se rencontrent dans cette classe. Les feuilletages modules 

poss6dent par contre une remarquable propri6t6 de rigidit6: 

C O R O L L A I R E  8-5. Soit (MD, ~D) Un feuiUetage module compact pour lequel 
ves t  vecteur propre simple (d' apr~s 7-1, on peut toujours se limiter & ces modules). 
Alors (MD, ~:o) poss~de un "module de stabilitY" fini, c'est ~t dire que l'on peut 
d~crire les feuilletages voisins de J;o a l'aide d'un hombre fini de param~tres (& 
conjugaison C ~ pros). 

D E M O N S T R A T I O N .  Un feuilletage proche d'un feuilletage totalement 
g6od6sique est encore totalement g6od6sique (pour une autre m6trique). Si i f '  est 
proche de ~n,  grfice ~t l 'hypoth~se faite sur v, on voit facilement que ~:' doit aussi 

&re conjugu6 h un rnod~le associ6 a ( D ' ) =  (n, v', to', B, to') correspondant au 
rn6me entier n et h la m6me base B que (D). Le morphisme to' s'6crit 

to'(v)(m) = H'(v) (m)  + b'(3') 

avec 

H'(3,)cSL(n,  7/) et b'(~/)~ T". 

De la proximit6 de ~:' et ~:o, on d6duit que H ' = H ,  to =to '  et v = v'. Par 
cons6quent, to' et to ne diff6rent que par le terme b'(v). Les valeurs de b'(3,) pour 
3' d6crivant un syst~me de g6n6rateurs de "trl(B) fournissent un nombre fini de 

param~tres d6crivant les feuilletages voisins de ~o-  

Sans vouloir faire une 6tude d6taill6e des d6formations des feuilletages 
mod61es, donnons un exemple typique. Supposons que le groupe fondamental de 
B soit le groupe libre h deux g6n6rateurs a, /3 not6 L(a, [3) et soit (M, ~)  le 

feuilletage mod61e correspondant au morphisme to d6fini par 

t 0 ( a )  = (A, 0 ) ~  G(v, to) 

to([3) = (id, O) c d (v ,  to) 

Les feuilletages proches peuvent &re d6crits par deux param6tres Ul, u 2 de T". Le 
feuilletage ~ .. . . .  est associ6 au morphisme to ..... d6fini par: 

to . . . . .  (or) = (A, ul) e (~(v, to) 

to . . . . .  ([3) = (id, u2) ~ d (v ,  to) 
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Bien en tendu ,  deux couples  (ul ,  u2) et (u~, u;)  pe uve n t  co r r e spondre  ~t des  

feui l le tages  conjugu6s .  Par  exemple ,  soit  x0 tel  que Axo  + ul ~- xo, si l ' on  con jugue  

~0 . . . . .  pa r  la t rans la t ion  (id, Xo), on obt ien t  q~0,~. O n  peu t  done se l imi ter  aux 

d4format ions  pou r  lesquel les  u~ = 0 .  D e  m6me,  si ua est un pe t i t  616merit de  

Ker  ( t o ) c  T",  le feu i l le tage  ~ o , ~  est conjugu6 ?~ ~:o.o- Cependan t ,  il existe  effec- 

t ivement  des d6format ions  non tr iviales,  Pou r  le consta ter ,  calculons le g roupe  

fondamen ta l  de  la feuil le  de ~ . . . . .  passan t  p a r  le po in t  x de T ". Ce g roupe  est  le 

sous -g roupe  de  L(cr d6fini par :  

{3' e L ( a , / 3 ) ,  q~ . . . . .  (3")(x) - x ~ Ker  (oJ)} 

Si (u~, uz) = (0, O) et x = 0, ce  g roupe  est L (a , / 3 )  tou t  ent ier .  

C 'es t  ~ d i re  que la feuil le de  ~o,0 passant  pa r  0 ~ T" est  un fibr6 en N,-1  au 

dessus de B. Si b d6signe la d imens ion  de  B, le b -hme  n o m b r e  de Bet t i  de  ee t te  

feuil le  est donc  non nul. Si Ux = 0 et u2 ~ Ker  (to), pou r  tout  x de  T",  le g roupe  

fondamen ta l  de  la feui l le  de  ~ . . . . .  passant  p a r  x ne cont ien t  pas /3 ,  c ' es t  done  un 

sous -g roupe  strict  de  L(a , /3) .  Cet te  d e r n i & e  feuil le est donc  un fibr6 en N"-~ au 

dessus d ' u n e  vari4t4 B '  qui  est  un r e v & e m e n t  non trivial de  B. Si B '  est  non 

compacte ,  le b -hme  h o m b r e  de  Bet t i  de  cet te  feuil le  est  nul; si B '  est  compac te ,  le 

g roupe  f o n d a m e n t a l  de  ce t te  feuilte est  un sous -g roupe  strict d ' ind ice  fini de  

L ( a , / 3 ) ,  c ' es t  done  un g roupe  l ibre  ayant  au moins  3 g6n6rateurs.  Quo iqu ' i l  en 

soit,  si Uz ~ K e r  (to), aucune  feuil le  de ~0.,~ n 'es t  h o m 6 o m o r p h e  ~ la feui l le  de ~o.o 

passan t  pa r  0. Les  feui l le tages  :~o,o et  ~:o.~ ne sont  donc pas  conjugu6s.  
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