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1. Introduction.

Les arbres réels (voir définition ci-dessous) sont apparus, pour la premiére fois,
dans le travail de J. Morgan et P. Shalen [5] comme une nouvelle interprétation des
points & ’infini de I’espace de Teichmiiller des surfaces de Riemann de genre supérieur
ou égal 4 2. En particulier, ces arbres étaient munis d’une action isométrique du groupe
fondamental d’une telle surface et cette action s’avérait “fréquemment” &tre une action
libre. Ce fait surprenant (il est bien connu qu’un groupe agissant librement sur un arbre
simplicial est en fait un groupe libre) a conduit & se demander quels groupes, disons
de type fini, peuvent agir librement sur un arbre réel. C’est clair pour Z™ qui se réalise
comme groupe de translations de la droite affine et, par une construction standard, pour
les groupes qui sont produits libres de groupes abéliens libres et de groupes de surfaces
orientables. Dans [6], P. Shalen se demande si ce sont les seuls. Dans la note qui suit,
nous associons & toute action d’un groupe I' sur un arbre réel 7, une large familile de
2-cocycles bornés. Si, de plus, ’action de T' sur T est libre, les classes de cohomologie
bornée définies par les 2-cocycles précédents ne sont pas toutes nulles 3 moins que T'
ne soit abélien sans torsion. En particulier, un groupe de type fini, non isomorphe &
Z™, qui agit librement sur un arbre réel, posséde nécessairement un second groupe de
cohomologie bornée non trivial,

Un arbre réel T' est un espace métrique vérifiant les deux conditions suivantes :
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1) Pour toute paire de points distincts A et B de T, il existe un unique
plongement -y, du segment réel [0, d(A, B)] dans 7', qui soit une isométrie sur son
image et qui joigne A et B (l.e. y(0) = A et y(d) = B). Notons AB l'image de .

2) Soient A, B, C trois points de 7'. Si ABNBC = {B}, alors AC = ABUBC.

Un arbre réel peut €étre globalement et méme localement trds compliqué.
Néanmoins, 'enveloppe convexe d’un nombre fini de points de Parbre posséde la méme
structure combinatoire que dans un arbre simplicial. Par exemple, les triangles sont
comme indiqués (figure 1), les quadrilatéres (figure 2) etc.

Figure 1 Figure 2

2. Classes de cohomologie bornée.
Soit donc I' un groupe opérant par isométries sur un arbre réel T

Nous noterons u un segment non dégénéré, i.e. non réduit & un point, et orient,
de Parbre réel T. Nous allons nous servir de I'unité % pour “mesurer” la longueur
des segments de 7', d’une fagon inspirée de la construction de R. Brooks [3] pour les
groupes libres.

Si A et B sont deux points de 7', on note ®—(4, B) le plus grand entier (positif
ou nul) n pour lequel il existe n éléments v;,v2,...,vn du groupe T' vérifiant les
propriétés suivantes :

1) les segments ; u sont d’intérieurs disjoints deux A deux.

2) chacun des segments v; u est contenu dans AB.

3) v v est orienté de A vers B.

On note alors mcs;(A,B) Pantisymétrisée de la fonction (I)L-(A,B) , C’est-a-

dire la fonction définie par :

mes (A, B) = @4, B) — (B, 4) .
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Cette fonction est presque additive. Précisément, si A, B, C' sont trois points d’un méme
segment géodésique de T, avec B entre Aet C, on a:

Imes—(A, C) — mes—(4, B) —mes=(B,C)| < 1.

Il en résulte que si maintenant A, B, C sont trois points quelconques de T, le “périmétre”
du triangle ABC est presque nul (voir figure 1)

|mesgu»(A, B) + mes—(B, C) + mes—(C, A)<£3.
Choisissons un point base, noté x, dans T et posons, pour 71,72 dans I :

eg (71, m2) = meso (4, 11, 72(+)) — mes (x, 71(¥)) — mes - (+, 72(+))
c’est-a-dire encore le périmeétre du triangle de sommets *, v (*), v172(%).

On peut alors énoncer :

PROPOSITION.

i) La fonction Cor I x I' — Z définit un 2-cocycle (non homogéne) borné
sur T. ’

ii) La classe de cohomologie définie par c— _ est nulle.

iit) La classe de cohomologie bornée définie par c- 1€ dépend pas du point
base x dans T, ’

Preuve. — i) et ii). La cochaine ¢ est le cobord de la 1-cochaine f. : T — £
définie par : ’

J<(7) = mes—(+, (%)) .

Cette cochaine ¢ est donc un cocycle dont la valeur absolue est bornée par 3. Notons
que f. n’est pas a priori bornée de sorte que la classe de cohomologie bornée de e
peut étre non nulle (comme nous nous en assurerons d’ailleurs plus loin).

iii). Soit ¥’ un autre point de 7. La différence f. — f. est bornée. En effet
() = fur(y) n’est autre Que le périmetre du quadrilatére de sommets (x, y(x), 7(+'), *")
(figure 2).

3. Actions libres.
Nous supposerons de plus que le groupe I agit librement sur I’arbre réel T

Rappelons que toute isométrie y de T', sans point fixe, posséde un axe A, c’est-
a-dire un sous-arbre invariant isométrique & R et sur lequel - agit par translation. Cet
axe est 'ensemble des points = de T tels que d(z, v(z)) < d(¢,y(t)) pour tout ¢ de 7.

Soit o un élément non trivial du groupe I'. Soit u le segment Ayp(A) ol A est
un point de I"axe A, de 7. On note alors {c,] la classe de cohomologie bornée de
c- (dont on s’assure facilement qu’elle ne dépend pas du choix du point A sur I’axe
de 7o)







LEMME. — i la classe [e,] est nulle, il existe un homomorphisme de I dans
R qui prend la valeur 1 sur p.

Preuve. — 1l y a d’abord I’observation générale suivante [2]. Si c est une classe
de cohomologie bornée, nulle en cohomologie ordinaire, alors ¢ est la classe d’une 2-
cochaine bornée qui s’écrit df o f : I' — R est une application qui vérifie, pour une
constante K :

[fnv2) = fon) — Fol € K

pour tous v, y2 de .

L'inégalité ci-dessus montre qué pour tout y de T’ la suite —,1; f(y™) posséde une
limite, notée f(v) lorsque n tend vers 1'infini. De plus, ’application f — f est bornée
sur I' ce qui montre que ¢ est aussi la classe bornée de df. On a alors équivalence entre
les propriétés suivantes ;

i)y c= 0.

ii) f = b+ ¥ o b est bornée et ¥ est un morphisme.

iii) f est un morphisme.

Le lemme 2 résulte de I’assertion suivante :

1
lim — mes — (¢,vpG&)=1.
e 7 A'yo(A)( '}’o( )

Comme observé précédemment, la limite du premier membre ne dépend pas du choix
du point base +. Choisissons donc % = A, Il est clair que :
o — (A, AN =n
arainy 70 LA
et montrons que & — (yF(A), A) =0,
que ® — A)(’To (4), 4)
——

En effet, il existerait sinon un élément v de T tel que v(A), vyo(A) soit contenu
dans I’axe A, de 7o avec une orientation opposée. Quitte & modifier y par une puissance
convenable de vy, nous obtenons la figure suivante :

7Y0(4) T(ji) Ao

A Yo(A)
sur laquelle il est clair que le milieu du segment Ay(A) est fixe par v. Ceci est contraire
au fait que nous supposons l’action libre.

Nous obtenons alors la proposition :

ProprosiTION. — Soit I un groupe qui opére librement par isométries sur
un arbre réel I'. Alors, ou bien I est abélien sans torsion ou bien le second groupe
de cohomologie bornée de T' ne s'injecte pas dans le second groupe de cohomologie
ordinaire (a coefficients réels).







Pour donner un énoncé plus concret, nous utiliserons un résultat de {13, [4].

Soit T le premier groupe dérivé de T' et v € I". On note |y| le nombre minimum de
commutateurs de I' dont le produit est égal & v. On définit alors {|y|| par :

o1
7]l = lim =y .

n—od 1

Le résultat dont il s’agit est le suivant : le second groupe de cochomologie bornée de
I' s’injecte dans la cohomologie usuelle si et seulement si cette “longueur stable des
commutateurs” est nulle pour tous les éléments de I'.

ProrositioN. — Soit I’ un groupe non abélien tel que la longueur stable des

commutateurs soit nulle sur Y', Alors T n’opére pas librement sur un arbre réel,
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