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1. INTRODUCTION 

Dans [ 11, V. Arnold ttudie les champs de vecteurs qui prtkervent le volume sur la sphttre de 
dimension 3 (et, plus g&&alement, sur les sph&res d’homologie). 11 associe B un tel champ 
un nombre rtel qui mesure <(le nombre d’enlacement asymptotique moyem) de deux 
orbites. 

Dans [9], D. Ruelle considbre lui aussi de tels champs et les suppose de plus non 
singuliers. 11 leur associe un nombre rtel qui mesure la G vitesse asymptotique de rotation)) 
de la diffkrentielle du flot engendrt. Sa construction se gMralise en fait g certains 
diff&omorphismes et flots symplectiques. 

Dans [3], E. Calabi dCfinit plusieurs invariants associCs g des diff6omorphismes symplec- 
tiques, dont la signification gCom6trique est moins Claire. 

IX but de notre travail est double. D’une part, nous proposons une ttude cornparke de ces 
trois types d’invariants en cherchant, en particulier, d les g&raliser g des flats qui prbservent 
des mesures qui ne sont plus nCcessairement une forme volume. D’autre part, nous ktablissons 
l’invariance topologique des nombres de Calabi et Ruelle, ainsi que du nombre d’Arnold dans 
un cas particulier (proposant ainsi un Clkment de rtponse d une question de V. Arnold). 

Cet article est dtcompost en deux parties. La premiire traite essentiellement des dif- 
fkomorphismes du disque de dimension 2 et de leurs invariants de Calabi et de Ruelle. La 
seconde considbre les flots des variCtCs de dimension 3 et leurs invariants d’Arnold et de 
Ruelle. 

Nous remercions Patrick Iglesias: c’est lors d’une r&union mathkmatique organisCe avec 
lui d Cruis, dans les Alpes de Haute Provence, que ce travail a dCbutC. 

2. LES DIFFI?OMORPHISMES DU DISQUE 

2.1. L’invariunt de Calabi 

Commenqons par quelques notations. Nous dCsignons par II- /I la norme euclidienne 
usuelle dans le plan R2 de coordonntes (p, q), par D2 le disque unit6 fermC dans R2 et par 8D2 
le bord de ce disque. Le groupe des diff&omorphismes de classe C’ (0 < r < a$ de D2 qui sont 
I’identitC pr& du bord est not6 DiW(D2, 8D2). Pour r = 0, nous notons plutat Ho- 
mto(D2,8D2). Si p est une mesure finie sur D2, le sous-groupe des diff&omorphismes qui 
respectent /J est not6 Diff’(D2,8D2,~). Nous considCrons en particulier le cas oti p est 
l’Cl6ment d’aire habitue1 dp A dq sur D2, notC aire. 

Rappelons la dkfinition de l’invariant de Calabi (voir [3]): 

%? : Diff ‘(D2, 8D2, aire) + R 
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Soit done 4 un diffeomorphisme de DZ qui respecte l’aire et qui est l’identite pres du bord. Soit 
c1 une l-for-me differentielle sur DZ qui est une primitive de la 2-forme d’aire. Puisque 
4 preserve l’aire, la forme 4*~ - a est fermee et nulle pres du bord (si 4 n’est que C’, la 
fermeture de cette forme de classe Co doit &tre comprise au sens oti son integrale sur un petit 
lacet est nulle). 11 existe done une unique fonction H(4, a) : D2 + R2, de classe C’, nulle pres 

du bord, telle que: 

L’invariant de Calabi de 4 est dtfini par: 

ou I’integrale est calculee par rapport a la mesure aire. Assurons nous d’abord que ceci est 

coherent, c’est-a-dire que %?(+) est bien independant de c(. En effet, un autre choix consiste 
a remplacer c1 par CI + du oti u : D2 + R est une fonction de classe C’ quelconque. La fonction 
H(d,a + du) est alors: 

H(~,cr+du)=H(~,a)+uo~-u 

dont l’integrale sur D* est bien tgale a celle de H(4, N) car 4 preserve l’aire. 
Une propriete importante qui a motive la definition de cet invariant, s’enonce ainsi: 

PROPOSITION 2.1 (Calabi [3]). %? : Diff ’ (D*, 8D*, aire) + R est un homomorphisme 
groupes. 

Dkmonstration. La verification est immediate. Soient 41 et 4* deux elements 
Diff ‘(D*, aD*, aire). Nous avons: 

($1 o 421*m - c! = k&f& - 434 + G#G - 4. 

Remarquons que 4:~ est une primitive de la forme d’aire. Ainsi: 

dH(4, o 4294 = dW2,4?4 + dHbh,& 

et done: 

H(41 O 42,4 = fw2, G4 + w%h, 4. 

Par integration sur le disque, nous avons bien, comme annonct: 

%$1 o 42) = ~($1) + 55w2). 

de 

de 

0 

A. Banyaga a demontre dans [Z] que le noyau de V est un groupe simple. En particulier, 
tout homomorphisme du groupe Diff’ (D’, 8D*, aire) dans un groupe abelien G s’obtient en 
composant V et un certain homomorphisme de R vers G. 

Remarquons que E. Calabi definit en fait plusieurs invariants pour les diffeomor- 
phismes symplectiques des varietts symplectiques g&kales. Cependant, dans le cas du 
disque, seul V est non trivial et c’est pour cette raison que nous appelons ici V l’invariant de 
Calabi. 

La question de savoir si l’invariant de Calabi peut &tre defini sur le groupe Ho- 
mto(D*, 8D*, aire) semble difficile; elle est relibe a la question de la simplicite de ce groupe 



ENLACEMENTS ASYMPTOTIQUES 1357 

qui est un probleme ouvert. Nous verrons cependant que deux elements de 

Diff ‘(D’, 8D2, aire) qui sont conjugues par un Clement de HomCo(D2, aD2, aire), ont le meme 

invariant de Calabi. 
Bien entendu, la m&me definition que nous avons d&rite se gentralise au groupe des 

diffeomorphismes symplectiques dune bottle de dimension paire. 11 suffit alors de remplacer la 
forme d’aire par la forme symplectique. Cependant la notion mtme d’homtomorphisme 

symplectique nest pas Claire en dimension supkieure a 2. 

Un exemple. Nous considerons le cas simple des flots hamiltoniens en dimension 2. Soit 

%’ : D2 + R une fonction de classe C”, nulle pres du bord. Le champ de vecteurs hamiltonien 
X., est le dual symplectique de la 1-forme d&Y, i.e.: 

dS( -) = aire( -, X,). 

Ce champ engendre un flot #$ dont tous les elements respectent faire et sont l’identite pres du 
bord. Nous nous proposons de montrer l’egalitt suivante: 

PROPOSITION 2.2 

W(&) = - 2t 
s 

A?. 
D2 

Dbmonstrution. fividemment, puisque V est un homomorphisme de groupes et que 
le nombre 59(&J depend continfiment de t, il depend lineairement de t. Pour ttablir 
la proposition, il suffit done devaluer la derivee en 0 de W(&). Par definition, nous 
avons: 

@#&,*a - a = dH(&, a). 

La derivee en 0 donne: 

oh _qx, = lx,,d + dlx, est la dtrivee de Lie. Ainsi: 

zXzaire + dl,,cr = d 
> 

. 

Puisque X, est le dual symplectique de d%‘, nous obtenons, par integration: 

-2F+lx,r=&H(&,a) . 
t=o 

Comme primitive de uire = dp A dq, choisissons c1 = pdq. Puisque: 

nous obtenons: 

x,2!Ex+~~ 
a4 ap ap a4 

-x+pt$+((f&,a) . 
1=0 
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Nous pouvons maintenant calculer la d&-i&e de W(&): 

La demonstration s’acheve en integrant par parties: 

La corollaire suivant montre qu’il n’est pas possible d’etendre la definition de V aux 
homeomorphismes par un simple procede de limite. 

COROLLAIRE 2.3. L’invariant de Calabi n’est pas continu dans la topologie Co. 

Dtmonstration. Soit h, : [O, l] + R (pour n > 0), une suite de fonctions de classe C” telles 
que: 

1. h, est constante prb de 0, 
2. h,(r) est nulle pour Y > l/n, 

3. f;h,(r)2lzrdr = 1. 

Les fonctions ## : D2 -+ R definies par y;“,(x) = h,( 11 x 11) definissent des flots hamiltoniens 
dont les applications (( temps 1)) sont des diffeomorphismes 4;” de D2 ayant les proprietts 
suivantes: 

1. 4;” coincide avec l’identitt en dehors du disque de centre 0 = (0,O) et de rayon l/n. Par 
consequent, la suite && converge vers l’identite dans la topologie Co, quand n tend vers 
l’infini. 

2. %(4&.) n’est pas nul. En effet nous avons montre que V(&$j = - 2j,, %” qui ici 
vaut - 2. 

Puisque l’invariant de Calabi de l’identitt est tvidemment nul, le corollaire est etabli. •l 

Nous proposons maintenant une interpretation intuitive simple de l’invariant de Calabi. 
Nous remercions Albert Fathi pour nous avoir fait remarqd que cette interpretation se 
trouve dans sa these [S]. Rappelons que le groupe Homeo(D2,aD2) est contractile pour la 
topologie Co. Soit done h un Clement de ce groupe et (&to, 11 une isotopie entre ho = id et 
hi = h. Si x et y sont deux points distincts de D2, nous pouvons considtrer le vecteur non nul 
u, joignant h,(x) a h,(y). Lorsque t varie de 0 a 1, ce vecteur u, tourne dun angle (compte en 
tours) que nous noterons Ang,(x, y). Comme la notation le suggere, ce nombre reel est 
independant de l’isotopie (h,) choisie. En effet, puisque HomCo(D2, aD”) est contractile, deux 
isotopies hf et h: peuvent &tre jointes par un chemin d’isotopies hf (t E [O, 11, s E [0, 11, 

h”, = id, h”, = h). L’angle dont tourne le vecteur correspondant vi lorsque t varie de 0 a 1 est 
bien stir independant de s car il est, dune part, continu en s et, d’autre part, sa reduction 
modulo Z n’est autre que l’angle dans R/Z entre u. = ~“0 et v1 = I$. 

La fonction Ang, est dkfinie et continue sur le compkmentaire de la diagonale diag 

dansD2 x D2. 11 est facile de construire des exemples d’homeomorphismes h tels que Ang, 
nest pas bornee. Cependant, nous allons voir que si h est de classe C’, alors Ang, est une 

fonction bornke. Soit en effet X l’kclatk de diag dans D2 x D2. En termes plus concrets X est 
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le compact forme des triplets de points (x, y, A) ou x et y sont des points de DZ et A une droite 

du plan contenant x et y. Bien stir, si x et y sont distincts, ils determinent A de sorte que 
D2 x D2 - diag se plonge naturellement dans X comme un ouvert dense. Nous affirmons 
que si h est de classe C’, la fonction Ang,, se prolonge a X en une fonction continue et, en 
particulier, Ang, est born&e. 11 s’agit en fait d’etendre la definition de Ang, aux triplets du type 
(x,x, A). Soit (h,) une isotopie entre id et h parmi les Cl-diffeomorphismes de Diff’ (D2, 8D2). 
Nous dtfinissons alors Ang,(x, x, A) comme la variation de l’angle des droites dh,(A), images 
de A par la differentielle dh,, lorsque t varie de 0 a 1. Le nombre ainsi obtenu ne depend pas du 
choix de l’isotopie (h,) et ceci dtfinit bien l’extension continue souhaitee de Ang a X. Cette 
extension sera d’ailleurs a la base de la demonstration de l’invariance topologique du nombre 
de Ruelle. 

Nous pouvons maintenant donner une interpretation de l’invariant de Calabi: 

TH~OR~ME 2.4 (Fathi [53). Soit 4 un kldment de Diff’ (D2, t?D2, aire). Alors Pinvariant de 

Calabi est l’int&ale de l’angle Ang,, i.e. 

An&x, Y) dx dy . 

Nous voyons ici clairement la difficulte de prolonger W aux homeomorphismes: le 
comportement local dun homeomorphisme peut etre tel que Ang,(x, y) nest pas integrable 

de sorte que le membre de droite dans le thtoreme n’a plus de sens. Remarquons par ailleurs 
que nous ne connaissons aucune interpretation intuitive analogue de l’invariant de Calabi en 
dimension supkieure. 

Nous donnerons deux demonstrations de ce theoreme: 

Premidre dkmonstration. Nous verifions que le second membre de l’egaliti d&nit bien un 
homomorphisme de groupes. Soient hI et h2 deux homeomorphismes de Homeo(D2, 8D’). 11 
est clair que: 

Anghzah,(x7y) = Anghlky) + Angh2(hl(4, hl (~1). 

Supposons maintenant que hI et h2 respectent l’aire et que Ang,,, et Ang,Z soient born&, ce qui 
est le cas si hI et h2 sont dans Diff ‘(D’, 8D2, aire), comme nous l’avons deja vu. En integrant 
sur D2 x D2, nous obtenons: 

An&,.h,(x,Y)dxdY = ss D2xDZ 
bib, (x, Y) dx dy + ss D=xD= 

An&,(x, Y) dx 4. 

D’apres le theoreme de Banyaga cite plus haut, il existe done un homomorphisme de groupes 
u : R -+ R tel que pour tout Clement $I de Diff ‘(D2, 8D2, uire), nous avons: 

ss D2xD2 
Ang& Y) dx dy = 4W4)). 

Puisque le membre de gauche et %?(4) dependent continument de 4 dans la topologie C’, 
l’homomorphisme v est continu, c’est-a-dire qu’il existe une constante k telle que pour 
tout 4: 

ss Ang&, Y) dx dy = k+Wd. 
D2xD2 
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A vrai dire, la valeur exacte de cette constante k depend des choix des normalisations faits. 
Pour l’evaluer, et montrer qu’en fait k = 1, il sufht de choisir un exemple pour lequel nous 
puissions calculer les deux membres. Nous allons bien stir considerer le cas des flots 
hamiltoniens les plus simples, i.e. possedant une symetrie de revolution. 

Soit p : [0, l] + R une fonction de classe C” constante au voisinage de 0 et nulle au 
voisinage de 1. Les coordonnees dans D* c R2 ttant encore notees (p, q), considerons la 

fonction: 

Z:(p,q) E DZ HP(,/?-?) E R. 

Le champ hamiltonien correspondant s’ecrit: 

a3-T 4 
p= -dq= -&T-g P’(Jrn) 

Le point &(p, q) decrit, quand le temps varie, un cercle de rayon constant p2 + q2 = r2, avec 
une vitesse angulaire o(r) = p’(r)/2m (comptte en tours/s). 

Considerons alors deux points x = (pl,ql) et y = (p2,q2) dans D2 et supposons par 
exemple que rf = pf + qf > r $ = p$ + qz. 11 est facile de d&ire la variation de l’angle 

du vecteur B). Au temps t, le point r&(x) a tourne autour de l’origine 0 dun 
angle tp’(r1)/2nrl. D’autre part, puisque le cercle de rayon r2 est a l’interieur du cercle de 

- t 
rayon rl, l’angle entre les vecteurs OC_&(X) et ~#&(y)c#&(x) est aigu pour tout t. Nous avons 

p’h) 1 
Ang~~x(x,~) - t ~RI G 2 . 

1 

En fixant le point x et en integrant sur le domaine oh y est de norme inferieure a rl, nous 
obtenons: 

is 

p’(ri) 3 

*2<r1 
Ang+;(x,y)dy - t 2~ xr : <xr 

1 2 

En inttgrant alors par rapport a x, nous avons: 

Ang+>(x, y)dx dy - t 
IL2 

<---. 
4 

En observant que Ang$;,(x, y) = Ang?;( y, x), nous obtenons l’estimation: 

Ang4L(x,y)dxdy -2t 
f 

‘p’(rl) 7 2xrldrl <G. 
0 

Par integration par parties, et puisque p est nulle pour r = 1, nous avons: 

s 1 

p’(rl)&drl = - 
0 s 1 

p(rl)2xrldrl = - X. 
0 
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Or now avons montre que U(&) = - 2tSD2 2. Ainsi: 

Comme le membre de gauche de l’equation precedente varie lineairement en t, nous montrons 
finalement que: 

w&J = 
ss D=xD’ 

Ang@;(x, Y) dx dy . 

La constante cherchee est done bien 1. 0 

Seconde dkmonstration. En fait, pour dkmontrer ce thtoreme, il n’est pas nkcessaire 
d’utiliser toute la puissance du theoreme de Banyaga. 

Soit G le noyau de I’homomorphisme: 

4 HW6) - 
ss D2xD2 

Ang&, Y) dx dy . 

C’est tvidemment un sous-groupe distingue de Diff ’ (D2, 8D2, aire), fmmC dans la topologie 
Cr. Nous devons montrer que G = Diff ‘(D’, aD2, aire), et prockdons de la maniere suivante: 

5. 

G contient les flots hamiltoniens & od &’ : D2 + R est de classe C”, constant pres de 
l’origine et ne depend que du rayon. C’est ce que nous avons fait preddemment. 
G contient les flots hamiltoniens 42 ou 2 : D2 + R est le compose dun hamiltonien 
du type precedent et dun element b, de Diff 00(D2, 8D2, aire). En effet, dfw.+ est conjugue 
a d$ par 4 et G est distingue. 
Si G contient &, et &, ou XI, yi”z : D2 + R sont deux hamiltoniens de classe C”, 

nuls pres du bord, alors G contient aussi 42, + #*. Ceci rtsulte du fait que: 

dans la topologie C”. 
G contient tous les flots hamiltoniens &, ou X est de classe C”, et nul pres du bord. 
En effet, l’ensemble des T? tels que 45 soit dans G est un sous-espace vectoriel (d’apres 
3), ferme, invariant par composition a la source par tous les elements de 
Diff m (D2, 8D2, aire) (d’aprbs 2), et qui contient toutes les fonctions radiales, constantes 
au voisinage de l’origine (d’apres 1). Cet espace contient toutes les fonctions de classe 
C”. En effet, d’aprb le theorbme de Hahn-Banach, dans le cas contraire il existerait une 
distribution sur D2, invariante par Diff co(D2, i3D2, aire), et qui s’annulerait sur toutes 
les fonctions radiales constantes au voisinage de l’origine; c’est evidemment impossible. 
G cokcide avec Diff ‘(D2, aD2, aire). Pour cela, il suffit de montrer que G contient 
Diff m (D’, 8D2, aire). Or, d’aprts un cas particulier du theoreme de Moser, tout Clement 
4 de Diff”(D2,8D2,aire) est l’application (( temps 1)) dune isotopie hamiltonienne 
& (t E [0, 11, & = id, 41 = 4). Autrement dit, ii existe &t: D2 + R un 
hamiltonien de classe C”, nul pres du bord et dependant de t, tel que, pour t E [0, 11: 

. 
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En decoupant [0, l] en intervalles [i/n, (i + 1)/n], pour i = 0, 1, . . . , n - 1; nous ob- 
tenons la limite suivante dans la topologie C”: 

q 

Outre le fait que le theoreme precedent donne une interpretation intuitive de l’invariant de 
Calabi, il nous permet dune part de generaliser la definition aux autres mesures invariantes et, 
d’autre part, de demontrer l’invariance topologique. 

D$inition 2.5. Soit 4 un diffeomorphisme de classe C’ du disque D2 qui est l’identite pres 
du bord. Soit p une mesure finie sur D2 invariante par 4 et ne possedant pas d’atome. 
L’invariant de Calabi y(4) de Q1 relatif a ~1 est defini par: 

$I;(#4 = ss D2xD2 
Aw& Y) 444 44~). 

On remarquera que cette definition a un sens bien que Ang ne soit pas defini sur la 
diagonale de D2 x D’. En effet, l’hypothbe selon laquelle p n’a pas d’atome garantit que la 
diagonale est de mesure nulle pour p x p. 

Pour calculer $(#), nous pouvons appliquer le thtoreme ergodique, puisque Ang, est 
borne. Les sommes de Birkhoff correspondantes sont: 

Ang&y) + Ang&W,4(y)) + ... + Ang&“-‘W74’-‘(y)) 

qui sont &gales a: 

Ang&, Y). 

Ainsi, nous deduisons que pour ,U x p presque tout couple (x, y), la limite suivante existe: 

De plus: 

G&, y) = j-2 i Aw& y). 

‘Is@) = G,(x> y) 44x) 44y). 

Nous pouvons dtmontrer maintenant le thtoreme d’invariance topologique. 

THBORI~ME 2.6. Soient I#I~ et $2 deux .Gliments de Diff’ (D’, aD2) qui prkservent respective- 

ment les mesuresjnies sans atome pI et ,a2 sur D2. Soit h un Mnent de Homeo(D’, aD2) tel que 

42 = h 0 & 0 h-’ et h,(,u,) = ,u2. Alors les invariants de Calabi WP,(+1) et $&(&) sont kgaux. 

Dkmonstration. La relation $2 = h 0 $I 0 h- ’ donne: 

Ang+,(x, y) - Ang&(x), h(y)) = Ang&,y) - Ang442(4,42(~)). 

En remplacant $r et 42 par leurs it&es 4; et $);, nous obtenons: 

t Ang&y) - i AngQ;(W),h(y)) = i (Ang&,y) - Ang&#W, 44(y)). 
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Puisque p n’a pas d’atome, nous pouvons appliquer le theoreme de recurrence de Poincare 

sur D2 x D2 - diag pour le diffeomorphisme tpl x &. Nous en deduisons que pour presque 

tout couple (x, y), il existe une suite nk tendant vers I’infini telle que 4:(x) tende vers x et 4:(y) 
tende vers y. Puisque Ang, est une fonction continue (mais non necessairement born&e), nous 
avons done pour presque tout couple (x, y): 

liminf t Ang+;(x,y) - Ang+;(h(x),h(y)) = 0. 

Par ailleurs, nous savons que pour presque tout (x, y) les deux suites (l/n) Angb;(x, y) et 

(1~4Ang&(x)~ 4~)) convergent vers Kg4, (x, y) et Eg4g,,(h(x), h(y)). Nous avons done, pour 
pl x p1 presque tout couple (x, y): 

G&, y) = ~,,@M 0)). 

En integrant par rapport a pi x pi, nous obtenons done: 

2.2. L ‘invariant de Ruelle 

Soit $I un element de Diff ‘(D2,aD2) et (4&t,,, I1 une isotopie joignant l’identite 
a 4 a travers Diff ’ (D2, aD2). Nous pouvons etendre cette isotopie a tous les it&es de 4 en 
posant, pour tout reel t, $J~ = &,r 0 @‘I, ou [ -1 designe la partie entiere. L’enlacement 
injinitPsima1 dun vecteur non nul u de R2, pendant le temps T, est le nombre de algebrique de 
fois que le vecteur @,(x)(u)/ 11 dc#~,(x)(u) 11 croise une origine donnee sur le cercle unite. Nous 
noterons cette quantite og(x, T). 

Remarque. Cette quantite depend Cvidemment des choix de l’origine choisie sur le cercle 
et du vecteur u. Cependant changer ces deux don&es am&e a changer l’entier c+(x, T) d’au 
plus une unite. De meme, a une unite prb, nous aurions pu definir o~(x, T) comme la 
variation de l’angle du vecteur d+,(x)(u) (comptee en tours) lorsque t varie de 0 a T. Cette 
quantite depend aussi de l’isotopie choisie; elle n’en depend cependant pas pour les valeurs 
entieres de T. 

Remargue. Cette quantite est presque additive. Plus precidment, pour tout couple de 
reels T et T ‘, nous avons: 

Ia&, T + T’) - q&, T) - CO&T(X), T')I Q 1. (*) 

C’est cette derniere remarque qui permet a Ruelle de montrer le theoreme suivant: 

TH~OR~~ME 2.7 (Ruelle [9]). Soit 4 un bldment de Diff ‘(D’, 8D2, p). Alors: 
-pour p-presque tout point x dans D2, la quantitC o+(x, T)/T converge quand T tend vers 

* co vers une limite Q,(x), 

-la fonction f2, : D2 + R est inttgrable. 

Nous appelons invariant de Ruelle associk au couple (4,~), et nous notons a,(@, 
l’indgrale ~,2f24(x)dp(x). Contrairement a l’invariant de Calabi, l’invariant de Ruelle nest 
pas un homomorphisme de groupes. Cependant, nous avons la propriete suivante: 
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PROPOSITION 2.8. L’invariant de Ruelle: 

$2, : Diff ’ (D2, t?D2, ,u) -+ R 

est un quasi-morphisme homogkze, i.e. 

6) I~,(& o 42) - gP(4J - 93,(4,)I < 4AD2), 
(ii) @&(f$“) = nBJf$), pour tout n E Z. 

D&monstration. La propriete (ii) resulte immediatement de la definition. 
L’inegalite (*) nous donne, pour tout x E D2 et tout N > 0: 

+ %(X, NJ - ; y w&#+(x), 1) < 1. 
1-O 

Comme la fonction x E D2 I--+ o&, 1) est bornee, le theoreme ergodique nous assure que pour 

p-presque tout x E D2 la quantite (l/N)Cylai ws(#(x), 1) converge vers une limite d&(x, 1). 
Nous en deduisons done que pour p-presque tout x E D2: 

IQ,(x) - G&, 1)l < 1. 

En inkgrant, nous obtenons: 

I s 
@A#) - D2 G&, 1)44x) G AD’). 

C’est-a-dire, en utilisant a nouveau le thtoreme ergodique: 

I I 
a,k4 - D” q& W/4-4 < ,4D2). 

D’autre part, il est clair que: 

Iwf$,.gl(xY 1) - ~,,(42(4 1) - w&9 1)l G 1. 

Par consequent: 

I W,@I o $2) - W,(#,) - 93,,(42)l d 41t(D2). q 

Remarque. 11 resulte en particulier de cette proposition que 92, 
jugaison differentiable. En effet : 

est invariant par con- 

Or: 

Un exemple. De meme qu’au paragraphe precedent, nous etudions le cas des flots hamil- 
toniens. Soit X: DZ -+ R une fonction de classe C”, nulle pres du bord. Pour simplifier, nous 
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supposerons que 2 ne posdde qu’un nombre fini de valeurs critiques. Soit < une valeur 

rkgulihe, de sorte que X- ’ (5) est une r&union finie de courbes fermkes simples et disjointes. 
Nous pouvons attribuer un indice + 1 ou - 1 A chacune de ces courbes Avant que X croit 
ou dkroit quand nous traversons la courbe de l’inttrieur vers l’exttrieur. Nous notons n*(i) 
la somme des signes des composantes de Z-l([). 

PROPOSITION 2.9. Soit T? : D2 + R une fonction de classe C”, nulle prb du bord et ne 

possddant qu’un nombrefini de valeurs critiques. Soit & lejot hamiltonien correspondant ci 2. 
Alors l’invariant de Ruelle de 4> pour l’dkment d’aire est don& par: 

Dkmonstration. Considtrons d’abord une fonction p : [r,, r2] + R de classe C” et sans 
point critique (0 < rI < r2 < 1). Soit A,*,,2 l’anneau de R2 formk des points de norme 
comprise entre rl et r2, et X: AII,Iz --+ R la fonction dkfinie par Z(x) = p( 11 x /I ). Le flot 
hamiltonien correspondant #& sur A,,,,, a d&jA Cti: considkrt plus haut. La courbe $&(x) est 
un cercle parcouru g vitesse angulaire constante o = p’(r)/2xr (avec r = II x II). Considtrons 
maintenant un tkment de Diff ’ (D’, 8D2) qui coincide avec $2 sur A,, , 12. Nous pouvons alors 
calculer l’invariant de Ruelle de ce diffkomorphisme pour la restriction aireAr,,,l de aire g AI,.T2. 

Nous trouvons: 

s *2 p’(r) 
t - 2wdr = t(p(r2) - p(r,)) = t 

r, 2nr s 
n(r)dr 

R 

oti n est la fonction indicatrice de l’intervalle [p(r2),p(rI)] affectke du signe + 1 ou - 1 
suivant que p est croissante ou dtcroissante. 

Supposons maintenant que 2 : D2 + R soit comme dans la proposition. Soit [cl, c2] un 
intervalle de R sans valeur critique de %? et X- ’ [cl, 12] est done une r&union finie 
d’anneaux. Soit A l’un de ces anneaux. Par un diffkomorphisme CD prkservant aire, nous 
pouvons envoyer A sur un anneau du type A,,,,, de telle sorte que X o@-‘ : ATlilZ -+ R ne 
dtpende que de la norme de x. En utilisant le calcul prCcCdent et le fait que l’invariant de 
Ruelle est invariant par conjugaison diffkrentiable p&servant la mesure, nous obtenons pour 
la restriction aire* de aire g A: 

s 

12 
waireA(#_G) = t(i2 - 61) = t n(r)dr 

i1 

oti n(r) = + 1 ou - 1 suivant que X croit ou dkcroit lorsque l’anneau est traversk de 
I’inttrieur vers l’extkieur. 

Considkrons la mesure aireJE”-yI,,III, restriction de aire ~4 2-l [cl, c2]. Puisque nous 
savons que X’- ’ [(1,[2] est une r&union finie d’anneaux et que nous venons de calculer 
l’invariant de Ruelle sur chacun d’eux, nous trouvons: 

Finalement, notons #1 < eVV < 6, les valeurs critiques de Z. Pour E > 0 assez petit, nous 
pouvons obtenir l’invariant de Ruelle pour la restriction de aire g HP ‘( [O, + E, O2 - E] u 
[e, + E, es - &] u . . . u[tl,_ 1 + E, Ok - E]). En faisant tendre E vers 0, nous trouvons comme 
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annonck dans la proposition: 

%ir&&) = 

De m&me que pour l’invariant de Calabi, nous montrons: 

COROLLAIRE 2.10. L’invariant de Ruelle 

q 

shire : Diff ‘(D’, 8D2, aire) + R 

n’est pas continu dans la topologie Co. 

Dkmonstration. Considkons une suite de fonctions pn : [0, l] + R (pour n 3 0) telles que: 

1. P,, est constante et tgale A 1 au voisinage de 0, 
2. pn est nulle pour r > l/n, 
3. p,, dkroit. 

Les ((temps 1)~ des flots hamiltoniens correspondants ont tous le mSme invariant de 
Ruelle non nul et convergent vers l’identitk dans la topologie Co. q 

Pour terminer ce paragraphe signalons que Ruelle dkfinit aussi un invariant pour les 
diffkomorphismes symplectiques de la boule de dimension paire. De meme que pour 
l’invariant de Calabi, la question de l’invariance topologique de ces nombres est ouverte en 
dimension supkrieure A 2. Nous pouvons dtmontrer maintenant le thkorkme d’invariance 

topologique en dimension 2. 

THI?ORI?ME 2.11. Soient #1 et & deux kkments de Diff’(D’, dD2) qui pkservent respective- 
ment les mesuresJinies sans atome p1 et p2 sur D2. Soit h un 616ment de Homto(D’, aD2) tel que 

4~~ = ho 41 0 h-’ et h*(pI) = p2. Alors les invariants de Ruelle L%“,,($~) et W,,(4,) sont 6gaux. 

Dtmonstration. Dans la suite B,(x) dksignera la boule fermke de centre x et de rayon p. 
Pour 0 < a < E, et x dans D2, nous dirons que 4 dans Diff ‘(D2,iJD2) posstide une (a,&, x)- 

chazne si now pouvons trouver n, < 0, n2 2 0 et y E D2 tels que: 

0) @Yy) E &WW) pour nl 6 n d n2, 

(ii) 4”W $ &W(x)) et V(Y) B &(4?)). 

La quantitk n2 - n, sera appeke la longueur de la chaine. 
Le lemme suivant est la cK de la dkmonstration du thkorime. 

LEMME 2.12. Soit (b dans Diff ‘(D2, dD2) qui p&serve une mesureJinie sans atome p_ Alors, 
pour presque tout point x dans D2 et pour tout E > 0, il existe 0 < a < E, pour lequel4 possgde 
des (a, E, x)-chakes de longueurs arbitrairement grandes. 

Dtmonstration. Considkrons dans D2 la rkmion 5? des boules de mesure nulle, dont le 
centre a ses deux coordonnkes rationnelles et le rayon est rationnel. Cet ensemble X est 
Cvidemment de mesure nulle. Prenons alors un point x qui n’est pas dans 3. Pour tout p > 0, 
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la bottle B,(x) est de mesure strictement positive (sinon il serait possible de prendre une boule 

de mesure nulle, dont le centre a ses deux coordonnees rationnelles et le rayon est rationnel 
qui contienne x et qui soit incluse dans I&(x)). Choisissons done un tel x et E > 0. Soit 
maintenant CI, tel que 0 < GI < E. Si 4 ne possbde pas de (a,~,x)-chaines de longueurs 
arbitrairement grandes, c’est qu’il existe p suffisamment petit pour lequel tous les points de 
B,(x) ont soit leur orbite future qui reste a une distance inferieure a tx de l’orbite future de x, 
soit leur orbite passee qui reste a une distance inferieure a a de l’orbite passte de x. Ainsi B,(x) 
est la reunion des deux ensembles: 

q(x) = 1 Y E &Ax) I 4"(y) E &(W))~ Q'n 6 0) 

qdx) = {Y E B,(x) I 4"(y) E &W(4), Qn 2 0). 

Nous en deduisons que l’un de ces deux ensembles est de mesure non nulle. Pour fixer les 
notations, supposons p(w,(x)) > 0. Puisque p n’a pas d’atome, par un argument analogue 
a celui utilisb dans le theoreme de recurrence de Poincare, on peut trouver un point y dans 
o,,(x) dont l’orbite future ne s’ecrase pas sur l’orbite future de x. En d’autres termes, il existe 
0 <: sI’ < 8 et une suite croissante (nj), avec no = 0, tels que ~(y)f@I,.($“j(x)) pour toutj > 0. 

Comme 4”(y) E I&(@‘(x)) pour tout n 3 0, nous avons ainsi construit des (a’, E, x)-chaines de 
longueurs arbitrairement grandes. cl 

Soient 4 un element de Diff ’ (D’, 8D2), x un point de D2 et rX la translation qui envoie le 
point x sur l’origine 0 = (0,O). Quitte a prolonger par l’identite 4 en un diffeomorphisme de 

R2, l’application 4x = z$(,) 0 4 0 z; ’ est un diffeomorphisme de R2 qui fixe l’origine. &ons 
cette origine a R2 et compactifions par le cercle des directions orient&z. Nous obtenons ainsi 
un anneau S’ x [0, co[ (en coordonnees polaires) et & induit sur cet anneau un homtomor- 
phisme 6x. Nous choisissons le releve 0, de & au revetement universe1 R x [O, co[ de facon 
a ce que QX soit proche l’identitt loin de R x (0). Pour (ur, u2) dans R x [0, cc[ et n 3 0, nous 
notons @(X,nI(~1,~2) le point (D4n-~(X) 0 @4n-2cXI 0 ... 0 @‘x(~1,u2). On definit (I+_)(ul, u2) de 
man&e analogue pour n < 0. Soient n1 : (ul, u2) i-+ul et n2:(uI, u2) Hu2 les projections 
canoniques. Le lemme suivant est une consequence directe du caractere C’ de 4: 

LEMME 2.13. Pour tout m > 0, il existe E > 0, tel que pour tout point x dans D2, et tout 

cot@ (UI,UZ) dam R x [O, oo[ tkrijant 7c2 (@cx,nj(~1,u2)) < E pour 0 < n < m, nous auons: 

Nous noterons par la suite ~(4, m) un E adapte au lemme precedent. Fixons done m > 0 et 
choisissons E < ~(4~) m). Le lemme 2.12 nous assure que, pour presque tout point x dans D2, il 
existe 0 < CI < E pour lequel & possbde des (c(, E, x)-chaines de longueurs arbitrairement 
grandes. Plus precistment, pour tout N > 0, nous pouvons trouver n, < 0, n2 2 0 et 
(u, v) E R x [0, co[ tels que: 

1. n2 - n, 3 N, 

2. 712(@1&u,4) d E, Qnl < n G n2, 

3. 712(@1~X,.,~(u~ 0)) > c~ et ~2(@1(x,n2#44) 6 a. 

En utilisant la presque additivite de w4,(x, n) nous en deduisons que: 

l~lm(x,n,) (u,u)) - R(@ 1(~,~&44) - ~~,(C(x),n2 - nI)l < 5 (n2 i nl). 
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Les applications f#rX et &h(x) sont conjugutes par l’homeomorphisme h, = rhtX) 0 h 0 r; 1 qui 

lixe l’origine. L’homeomorphisme induit sur l’anneau ouvert R2 - { 0) se releve en un 
homeomorphisme H, du demi-plan ouvert R x 10, co[ que nous pouvons choisir tel que 

HX O @1X = @2h(x) o Hx, proche de I’identite loin de R x (0) et dtpendant contintiment de x. 
Nous avons tvidemment l’estimation suivante: 

LEMME 2.14. Pour tout a > 0, il existe une constante K(a) ) 0 telle que, pour tout point x de 

D2, et tout couple (u,v) de R x [0, co[ vhijiant v > a, nous avons: 

ln~(JL(u,v)) - ul G K(a). 

Prenons maintenant E suffisamment petit de faGon a ce que pour tout point x dans D2, 
nous ayons h@,(x)) c B,(+2,,)(h(~)). Nous obtenons alors: 

I n1 (@2(WlI Wx(% 4)) - 7h(@2(r.“,) (HA4 4)) - w~2(&W)), n2 - nl) ( d 5 
(n2 - nd 

m 

soit encore: 

Le lemme 2.14 nous donne ainsi: 

I~&+#GW),n2 - nl) - ~~,G#$Cx),n2 - ndl 6 10 @’ - ‘l) + 2K(a) 
m 

ce qui nous donne, en utilisant la propriete (*): 

I (u4,(W), n2) - wb,(x, n2)) - (@4,@(x), nr) - 04,(x, nI))l < 10 (n2 i &) + 2K(a) + 4. 

Or, il existe dans DZ un ensemble @ de pl-mesure totale, pour lequel tout element x dans 
98 vtrifie les trois proprietes suivantes: 

1. pour tout E, il existe a tel que & possede des (a,s,x)-chaines de longueurs arbitraire- 
ment grandes, 

2. la quantite obl (x, n)/n converge quand n tend vers + co, 
3. la quantite w+~(~(x), n)/n converge quand n tend vers f co. 

Pour x dans S? nous avons done: 

I Q~,W)) - %, (4 I 6 10/m. 

Cette inegalite Ctant satisfaite pour tout m > 0, nous obtenons: 

%,(W) = %,W 

En integrant sur S? et done sur D2, nous trouvons: 

~,,G#Jl) = %,(42). 
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Remarque. Le theoreme 2.11 ne se generalise pas aux mesures atomiques: il est facile de 

trouver des diffeomorphismes du disque fixant l’origine dont les differentielles en l’origine sont 
des rotations dangles differents et qui sont cependant conjugues par un homeomorphisme 
fixant lui aussi I’origine. 

Cependant, Naishul considbre dans [7] l’ensemble X des homeomorphismes h qui sont 
d&finis dans un voisinage de l’origine de RZ et qui verifient les proprietes suivantes: 

1. h fixe l’origine, 
2. h est differentiable a l’origine et la differentielle est une rotation dangle note 0(h), 
3. toute courbe simple entourant l’origine rencontre son image par h. Notons que ceci est 

vrai en particulier si h preserve l’aire ou encore si h est holomorphe. 

I1 montre alors le resultat suivant: 

TH~OR~ME 2.15. Soient hI et h2 deux Sments de JV qui sont topologiquement 

par un homdomorphisme qui prdserve l’orientation. Alors 0(h,) et O(h,) sont 6gaux. 

conjugut% 

Notons qu’en utilisant les techniques que nous avons introduites pour la demonstration 
du theoreme 2.6, il est possible de montrer le resultat de Naishul dans le cas des homeomor- 
phismes qui preservent l’aire (voir [6]). 

3. LES FLOTS SUR LES VARIRTkS DE DIMENSION 3 

3.1. L ‘invariant d’Arnold 

Commencons par rappeler la definition de cet invariant (appele d’ailleurs invariant 

asymptotique de Hopfpar Arnold). Soit V une vat-i& connexe fermee et orientee de dimension 
3, dont le premier groupe d’homologie entibre est nul. Si kI et k2 sont deux courbes simples 
fermees orientees et disjointes dans I/, i.e. deux naeuds disjoints, le nombre d’enlacement de 
kI et k2, note Enl(k,, k,) est defini de la man&e classique suivante. Soit x1 une surface 
orientee a bord plongee dans V dont le bord est kI (l’existence de cette surface resulte de notre 
hypothese homologique). On definit alors Enl(k, , k,) comme le nombre d’intersection alge- 
brique de k2 avec Ci .I1 est facile de s’assurer que ce nombre ne depend pas du choix de x1 
(voir par exemple [S]). 

Supposons maintenant que I/ soit Cquipee dune forme volume 001 et soit X un champ de 
vecteurs sur I/ dont le flot engendre, @, preserve vol. Choisissons une metrique riemannienne 
auxiliaire gedrique g sur I/ et, pour tout couple (x, y) de points de V, choisissons l’une des 
geodbsiques, y._, de longueur minimale joignant x a y. Soient T > 0 et x un point de I/. L’arc 
d’orbite de X joignant x a 4T(~) suivi de l’arc de geodesique y4~cX),X est un lacet qui, pour 
presque tout x et T est un nceud k( T, x) (i.e. n’a pas de point double). Pour presque tout couple 
(x, y) et presque tout T, et T2 > 0, les deux noeuds k( T1, x) et k( T2, y) sont disjoints et Arnold 
demontre alors que la limite: 

lim 
1 

- Enl(k(T,,x), k(T,,y)) = A&Y) 
T,,Tz+ac TITI 

existe presque partout. 11 est facile par ailleurs de s’assurer que cette limite ne depend pas du 
choix de la metrique riemannienne auxiliaire. L’invariant d’drnold du champ X, note d(X) est 
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oti, pour ne pas surcharger les notations, nous notons simplement dx dy lWment de volume 
nature1 sur V x Y provenant de uol. Ce nombre peut aussi se calculer de la manikre suivante. 
La 2-forme diffkentielle zx uol est fermke car le flot prkserve vol. Puisque V est une sphkre 
d’homologie, cette forme s’krit da oti a est une l-forme diffkentielle sur la variktt V. Arnold 
dtmontre que: 

d(X) = I a A da. 
V 

La dkfinition de l’invariant d’Arnold peut se gknkaliser au cas d’une sous-variktl: 
compacte ti bord V de R3 munie d’un champ de vecteurs X tangent au bord dont le flot 
engendrk prkserve le volume usue1 de R3. On notera cependant que dans ce cas le nombre 
d(X) dipend du plongement de Y dans R3 car les enlacements des naeuds sont calcuks 
dam R3. 

Le ri‘sultat principal de ce paragraphe est un lien entre l’invariant d’Arnold et celui de 

Calabi. 
Soit 4 un ClCment de Diff ‘(D’, 8D2, aire). ConsidCrons le tore solide T4 obtenu par 

passage au quotient de D2 x R par: 

Puisque ces identifications prkservent le volume aire A dt, le tore solide T, est CquipC d’une 
forme volume uol. De meme, le champ de vecteurs a/at passe au quotient en un champ de 
vecteurs X(4) sur T, qui prkserve ~02. Nous dirons que ce champ est la suspension de 4. 
Puisque 4 est l’identitk prks du bord de D 2, le bord de T, est canoniquement le tore 
T2 = S’ x S’ et le champ X(4) sur le bord est le champ dont toutes les orbites sont 
pkriodiques et de pkriode 1. Nous considirons un plongement z de T, dans R3 comme un 
tore de rkvolution standard pJongC de telle sorte que son bord S1 x S’ = dD2 x R/Z se 
plonge par: 

I : (exp(2ix6), t) E dDZ x R/Z 

I+ ( (R + r cos 2nB)cos 2nt, (R + r cos 2x8) sin 2xt, r sin 2~6) E R3. 

oti les constantes R et r sont choisies de telle fagon que le plongement de T+ puisse pkserver 
le volume (l’existence d’un tel plongement rksulte du thtokme de Moser). Nous choisissons 
1 tel que l’image du disque D2 x (t} soit un disque euclidien contenu dans le plan vertical de 
R3 d’argument t E R/Z. Nous considtrerons toujours la suspension de # comme un flot 
dkfini dans la sous-vari&k i bord I(T,) de R3. 

TH~OR~ME 3.1. L’invariant d’ArnoEd de la suspension de 4, calculk dam le plongement 
prbcbdent, est igal d /‘invariant de Calabi de 4. 

Avant de dtmontrer ce thkori$me, nous en donnons une gkntralisation sur la sph&e S3. 
Soient maintenant 41 et &2 deux ttkments de Diff ‘(D2, dD2, aire). Nous pouvons recoiler 
Tbl et T4, le long de Ieurs bords de fagon compatible avec X(4,) et X(4,) afin d’obtenir la 
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sphere S3. A chaque couple (4r, &) d’elements de Diff’ (D’, 8DZ, aire), nous venons done 

d’associer un champ de vecteurs X(4,, 4 ) z sur la sphere S3 qui preserve une forme volume 

uol (de masse totale 2 x rc x 1). Nous dirons que X(4,, &) est la suspension double de 
(4i, &). Par exemple, si $r et & sont l’identite, la suspension double correspondante est la 
fibration de Hopf de S3 parametree de telle sorte que toutes ses orbites soient de p&ode 1. 

THBOR~ME 3.2. L’invariant d’Arnold de la suspension double X(4,, c$~) et les invariants de 

Calabi de 41 et c#~~ sont reliks par la relation suivante: 

&(X(4, > 42)) = 472 + V(&) + W&). 

Dimonstration de ThCoGme 3.1. Le plongement I nous permet d’identifier 
T, a DZ x R/Z, c’est-a-dire que nous disposons dune isotopie (p, (pour t E R) du disque D2 
telle que & = 4’ pour t entier, obtenue en projetant le flot de X(4) sur le premier facteur. Si 
x et y sont deux points distincts du disque tels que y - x nest pas un vecteur vertical positif 

de R2 de m&me que &(y) - &(x) ( avec T > 0), nous pouvons considtrer le nombre 

algtbrique de fois oh le vecteur 4Jy) - @r(~) d evient vertical positif lorsque t decrit 

l’intervalle [0, T 1. Ce nombre, note AZ,=(x) y), est relit? a la variation AngbT(x, y) introduite 
au paragraphe 2 par la relation suivante: 

A~&,Y) - Ang&, y) = W+(Y) - &4x)) - W(Y - x) 

ou w est la fonction definie sur R2 - {(O,O)} a valeurs dans [0, l[ qui est la partie 

fractionnaire de l’angle avec le vecteur vertical positif. 
Rappelons comment calculer en pratique le nombre d’enlacement de deux naeuds k, et 

k2 de R3. Nous projetons kI et k2 sur un plan dit horizontal, parallelement a une direction 
verticale et supposons que cette projection soit gtntrique. Pour chaque point od kl passe au 
dessus de k2, nous associons le nombre + 1 ou - 1 selon l’orientation des projections. Le 
nombre d’enlacement des deux nceuds est alors la somme de ces nombres. 

Soit x E D2 x (0) (considere comme une partie de r(T,J c R3) et T un entier positif. 
L’arc d’orbite de X(4) issu de x de longueur T se decompose en T arcs, joignant x a 4(x), 
&xc) a 4”(x) etc. P rocedons de la m&me facon avec un point y. Pour presque tout couple 

(x,y), le nombre algebrique de fois oh l’arc joignant x a 4’(x) passe au dessus de celui 
joignant y a $T(y) est: 

i=T-1 j=T-1 

c C A&$4’(x), @(Y)) 
i=O j=O 

En tenant compte de la relation liant Ang et Ax donnee plus haut et des simplifications qui 
en resultent dans la somme double precedente, nous constatons que cette dernike diffkre de: 

d’une quantite majoree par une fonction lineaire de T. 

11 en resulte que si T est reel, les nmuds k(T, x) et k( T, y) utilists pour definir l’invariant 
dArnold ont un nombre d’enlacement (lorsqu’ils sont disjoints) qui est tel que: 

i=[T- l] j=[T- l] 

Wk(x, T), k(y, T)) - c c Angd@bL 4’(y)) 
i=O j=O 

est majore par une fonction lintaire de T (oti [ -1 designe la partie entibre). 
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Or, le theoreme ergodique pour l’action de Z x Z sur D* x D2 donned par: 

((kj), (x,Y)) E (Z x Z) x (D* x D*) H(~‘(x), 4’(y)) E D* x D*, 

nous indique que la limite: 

A’+, y) = lim --& ‘=:g i’ j=,$i “Ang,(@(x), 4’(y)) 
T-+oo [T-j 

existe presque partout et que: 

IS 
A’(x, y) dx dy = 

IS D2xDZ 

An&, Y) dx dy. 
D2xD2 

Nous reconnaissons dans le second membre la quantite que nous avons identifiee 
a l’invariant de Calabi V(4). 

11 resulte de l’estimation que nous avons faite du nombre d’enlacement de k( T, x) et 
k(T, y) que la limite A’(x, y) est aussi la limite A rc4,(x,y) qui entre dans la definition de 
l’invariant dArnold. 

D’autre part, nous avons tvidemment: 

J h, XT,, JJD~xD~ 

En resume, nous avons montre que: 

&(X(4)) = V(4). 

Ceci termine la demonstration. q 

D&monstration de ThtorPme 3.2. L’invariant d’Arnold du champ 
grale double: 

X(4,, 4*) est l’intt- 

La sphere S3 est la reunion des deux tores solides T,, et T,,. Cette integrale se decompose 
done en la somme de quatre inttgrales suivant que x et y appartiennent a T,, ou T,,. 

Nous affirmons d’abord que si x et y appartiennent a deux tores solides differents, alors 
Ax(,+,,&x,y) = 1. Ceci resulte du fait que les Bmes des deux tores solides ont un nombre 
d’enlacement tgal a 1 et qu’un arc d’orbite de X(4,, 41~) de longueur T contenu dans 
T,, (resp. T,& coupe le disque D2 x { 0} de T,l (resp. T,2) un nombre de fois egal a T, a une 
unite prb. Puisque le volume de T,, x TbzuT6, x T,, c S3 x S3 est 27c*, l’integrale de 
Ax(+,,&x,y) sur cette partie est 2R*. 

L’enlacement asymptotique de deux orbites dans un m&me tore solide (par exemple T+,) 
a tte calcult dans le theoreme 3.1.11 faut cependant prendre garde au fait suivant. Fixons un 
point base * dans l’interieur de T,, et considtrons la projection stertographique de S3 - { *} 
sur R3. Cette projection, restreinte a T,,, donne un plongement j dans R3 qui n’est pas 
isotope, par une isotopie de R3, au plongement I que nous avons considere precedemment. 
Les naeuds k(T, x) et k( T, y) n’ont done pas le mCme enlacement selon qu’on les plonge dans 
R3 par 1 ou parj. 11 est cependant facile de comparer z et]. A isotopie de R3 prb, le second 
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s’obtient a partir du premier en composant a la source par le diffeomorphisme suivant de 

T,, N D2 x R/Z: 

(z,t) E D2 x R/Z w(zexp(2rrrt),t) E D2 x R/Z. 

Si k et k’ sont deux naeuds dans T,,, on peut maintenant comparer les nombres 
d’enlacement des deux noeuds t(k) et l(k’) dune part et J(k) et J(k’) d’autre part. On se 
convainc facilement que la difference entre ces deux nombres s‘ecrit [k] [k’] oti [k] et [k’] 

sont les classes d’homologie (dans Z) des lacets k et k’ (dans T,, qui a le type d’homotopie du 
cercle). 

Revenons a notre situation. Le nceud k(T, x), contenu dans T,l, a une classe d’homologie 
qui differe de T dune quantite bornte. Ainsi les nombres d’enlacement de l(k(T,x)) et 
l(k( T, y)) dune part et /(k(T, x)) et /(k(T, y)) d’autre part, different dune quantite Cquiva- 
lente a T 2. Autrement dit: 

Ax,,,,&~ Y) = AX(&> Y) + 1. 

En integrant sur T,, x T6,, et en tenant compte du fait que nous avons deja Cvalue l’integrale 
de Axc$,,(x, y) dans 3.1, nous obtenons l’egalitt: 

ss A Xb#+&~ Y) dx dY = II2 + w#h) 
T+, x Td, 

qui termine la demonstration du theoreme. 0 

Remarque. Nous ignorons si le nombre dArnold est un invariant topologique en 
general. Cependant, le thtorbme precedent, associe au theoreme d’invariance topologique 
de l’invariant de Calabi, montre que le nombre d’Arnold est effectivement un invariant 
topologique dans le cadre des flots qui sont obtenus par suspension. 

Remarque. Nous avons deja signale que l’invariant de Calabi peut se generaliser aux 
mesures sans atome quelconques. Puisque le theoreme precedent etablit un lien entre les 
invariants de Calabi et dArnold, nous pouvons envisager de generaliser l’invariant 
dArnold au cas des mesures non concentrees sur les orbites periodiques. C’est effectivement 
possible, tout au moins pour les flots non singuliers. 

Pour simplifier, nous considtrons un champ de vecteurs X de classe C2 dans un domaine 
compact 9 c R3 et preservant une mesure p qui donne une masse nulle a toute orbite 
periodique. 

Rappelons d’abord la formule de Gauss qui permet (elle aussi) de calculer l’enlacement 
entre deux naeuds disjoints kl, k,:R/Z +R3 (voir [S]): 

Enl(kr , k,) = & 

dkl dk2 
dt’ dt, k,(t) - k,(s) 

Ilk,(t) - kz(4113 
dt ds. 

Soient x et y deux points de 9. Considerons l’integrale: 

%4x, Y) = & T ss T XG#w)~ XW(Y))> dw - F(Y)) dt ds 

0 0 II e4 - b"(Y) II 3 



1374 Jean-Marc Gambaudo and l%ienne Ghys 

qui est bien dtfinie lorsque les arcs d’orbites de x A 4T(~) et de y a +T(y) sont disjoints. 
Notons k( T, x) la courbe fermee form&e de I’arc d’orbite de x a 4’(x) suivi par le segment de 
droite joignant 4r(x) ir x. 11 est facile de s’assurer qu’il existe des constantes Cr et C2 > 0 
(independantes de x, y, et 7’) telles que: 

I WW”, 4, W, y)) - ek Y)I 6 Cl T + G 

dbs que ces nombres ont un sens (i.e. quand k( T, x) et k( T, y) sont deux nceuds disjoints). 
Par consequent, les deux limites suivantes existent pour les memes couples (x, y) et 

coincident : 

W,Y) = F”, $ JWW,x), W, y)) = J’“, $ a&,~) + --t 
Nous affirmons que cette limite existe pour p x ,U presque tout couple (x, y). Nous pouvons 
etre tent6 d’utiliser le thtoreme ergodique pour l’action de R2 sur 9 x 9: 

(@,s), (x,Y)) E R2 x 9 x 9 -(4’(x), 4"(~)) E 9 x 9. 

Cependant, le terme entrant dans l’integrale definissant ur nest pas clairement integrable 
pour une mesure p qui n’est pas une forme de volume. 11 suffit en fait de faire la remarque 
suivante: 

Soit T > 0 un nombre fixe (petit). La fonction a,(~, y) est alors uniformement bornee la 
ou elle est definie (i.e. lorsque les arcs d’orbites de x a 4’(x) et de y a 4’(y) sont disjoints). 
Remarquons alors que: 

N-l N-l 

aN,(x, y) = 1 c ah$i’(x)Y 4”(Y)) 
i=O j=O 

et nous pouvons maintenant utiliser le theoreme ergodique pour la fonction bornke a, et 
l’action de Z2 sur 9 x 9 engendree par les (#‘, 4’3. Ceci montre que 

existe pour presque tout couple (x, y). Nous definissons bien sQr l’inuariant d’tlrnold relatif 

d p par: 

~,(W = II ~(x,Y)444&L(Y). 
9x% 

Cette gtneralisation de la definition se trouve dans [4]. 

Remarque. Si nous changeons le paramttrage du flot 4’, c’est-a-dire si nous multiplions 
le champ X par une fonction C’ strictement positive f : V -+ R+, nous avons: 

4;xw = 4;‘“%), 
Oti 

z(x, t) = 
s 

y(4yx))ds. 
0 
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Si le flot 4; preserve une mesure de probabilite p qui ne charge pas les orbites periodiques, 

alors le flot 4ix preserve la mesure de probabilite: 

qui ne charge pas non plus les orbites periodiques. 11 est facile de voir que, pour p-presque 
tout couple (x, y), la quantite A,(x, y) est transformte en A&x,y) =_7(x)f”(y)A,(x,y), ou: 

f”(x) = lim z(x,t) 
t-m t 

Si la mesure invariante ,u est ergodique, la relation qui lie l’invariant dArnold du champ 

X pour la mesure ,u, et celui du champfX pour la mesure pf est: 

3.2. L ‘invariant de Ruelle pour les champs de vecteurs 

Soit I/ une variete fermte, connexe, orientee, de dimension 3, et soit X un champ de 
vecteurs sur V de classe C’ sans singularit et 4’ le flot associe. Nous supposons, en outre, 
que le fibrt normal au flot est trivial: c’est-a-dire que nous pouvons parametrer le fibre 
tangent a I/ de facon a ce que TV’ = I/x R2 x R, ou la direction du flot s’envoie sur 

T/x {(O,O)} xR. N ous noterons z: TV -+ R2 la projection sur le second facteur. Nous 
supposons bien sur que l’orientation de I/ est compatible avec celle de R2 x R. 

Nous pouvons a nouveau, dans ce cadre plus general, definir l’enlacement injnittsimal 

dun vecteur tangent u a V en un point x, non parallele au champ (i.e. z(u) # 0), pendant le 
temps T. 11 s’agit du nombre algtbrique de fois que le vecteur zd#(x)(u)/ 11 d@(x)(u) 11 croise 
une origine don&e sur le cercle unite quand t varie de 0 a T. Nous notons cette quantite 
Q(x, T). Nous pouvons alors faire des remarques analogues ci celles que nous avions faites 
dans le cas des diffeomorphismes: 

Remarque. Un choix different de l’origine sur le cercle ou du vecteur u menerait 
a modifier la quantite o&x, T) d’au plus une unite. 

Remarque. Cette quantite est presque additive. Plus precisement, pour tout couple de 
reels (T, T’ ), nous avons: 

Iqg(x, T + T’) - 04’(x, T) - o+/(f(x), T’)I d 1. 

C’est cette derniere remarque qui permet a nouveau a Ruelle de montrer le theorbme 
suivant : 

THJ~ORBME 3.3 (Ruelle [9]). Soient V une varihk fermte, connexe, orientie, de dimen- 

sion 3, 4’ un jot sans singularitk sur V dont le jib& normal est trivial et p une mesure 
invariante par 4’. Alors: 

- Pour p-presque tout point x dans V, la quantitk o+(x, T)/T converge quand T tend 
vers * cc vers une limite C&f(x), 

- La fonction sZ+c : V + R est inttgrable. 
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Nous appelons invariant de Ruelle associe au couple ($‘,p) et nous notons 9?,(4’), 
I’integrale J, S&r(x) &4x). 

A priori, l’invariant BJ#) depend de la trivialisation r du fib& normal. Notons 
provisoirement 9I?;(@) pour insister sur cette dependance. Soient r1 et r2 deux trivialisations 
du fibre normal. En ecrivant r1 dans les coordonntes donnees par r2, nous obtenons ainsi 
une application (( difference)) que nous noterons z1 - r2 : I/ -+ GL+(2,R). Puisque 
GL+ (2, R) se retracte sur SO(2), les classes d’homotopie de trivialisations sont parametrees 
par les classes d’homotopie de I/ vers un cercle, c’est a-dire par H’(I/, Z). Nous notons 
[ri - tJ la classe de cohomologie correspondante. Si [sl - r2] est nulle i.e. si les deux 
trivialisations sont homotopes, il est facile de s’assurer que les nombres w,(x, T) calcules 
a l’aide des deux trivialisations different d’une quantite born&e, indtpendante de x et de T. 

Dans ce cas %‘:($J’) et By coincident evidemment. Un cas particulier important, auquel 
nous nous limiterons par la suite est bien stir celui ou H’( I/, Z) = 0, car l’invariant de Rueile 
d’un flot est alors difini sans ambigu’ite. Dans le cas general, nous indiquons cependant la 
formule qui permet de comparer 94:(@) et 9;($‘). 

Rappelons d’abord la notion de cycle asymptotique de Schwartzmann [lo]. Choisissons 
une metrique riemannienne auxiliaire sur T/. Pour x dans I/ et T > 0, joignons 4’(x) B x par 
une geodbique de longueur minimale. La courbe fermee k(T,x) formee de l’arc d’orbite 
allant de x a 4’(x) suivi de l’arc de geodesique a une certaine classe d’homologie 
[k( T, x)] E HI (V, R). 11 se trouve que pour p-presque tout x, la limite: 

;t; [k(T,x)] = l(x) E H1(V,R) 
+ 

existe. Le cycle asymptotique de Schwartzmann du flot 4’ est alors l’integrale: 

Sch(+‘) = &x)@(x) E Hr(V,R). 

Voici done la formule annoncee pour la modification du nombre de Ruelle par changement 
de trivialisation: 

PROPOSITION 3.4. Si z1 et z2 sont deux trivialisations dufibrd normal de c$‘, nous at’ons: 

%?;(qY) - B;($‘) = [rl - z2] Sch(@) E R. 

Dkmonstration. Soient x dans T/, T > 0 et u un vecteur tangent a I/ en x tel que 
r1 (u) # 0. Considtrons la courbe t E [0, T] c-*d&(x)(u) E TV. Les deux trivialisations don- 
nent deux courbes: 

et 

r HTl(df(x)(u)) E R* 

t Hz2(d@(x)(u)) E R’. 

La premibre est l’image de la seconde par la courbe de matrices: 

t H(Z~ - Z&#(X)) E GL+(2,R). 

I1 s’agit de calculer les nombres o+r (x, T) & l’aide de chacune des deux trivialisations. En fait 
ces quantites sont le nombre de fois oti les deux courbes sont verticales. A une quantite 
born&e pres, la difference entre ces deux nombres est Cgale au (< nombre de rotation)) de 
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(zr -- 7*)(@(x)) i.e. au nombre algebrique de fois ou le vecteur (rr - z~)(#(x))(u) devient 

vertical (ou u est un vecteur quelconque non nul de R’). Ce nombre de rotation est bien 
defini a une quantite bornee pres et peut lui-m&me s’evaluer de la facon suivante. Nous 
considerons l’image du lacet k(T, x) par (zi - z2). C’est un lacet de GL+(2, R) dont la classe 
d’homologie est l’entier [ri - z2]. [k(T, x)]. Ainsi, a une quantite born&e pres, la difference 
entre les nombres 04f (x, T) calcules a l’aide de chacune des deux trivialisations est 
[zr - zz] . [k(T, x)]. En divisant par T, en passant a la limite T -+ co, et en integrant sur V, 
nous obtenons la proposition. 0 

Remarque. Si nous changeons le parametrage du flot #, c’est-a-dire si nous multiplions 
le champ X par une fonction C’ strictement positivef :I’ + R+, nous avons: 

4;;,(x) = W%)> 

oh: 

r(x, t) = 
s 

tf(@(x)) ds. 
0 

Si le flot 4: preserve une mesure de probabilite p, alors le flot 4ix preserve la mesure: 

qui ne charge pas non plus les orbites ptriodiques. 11 est facile de voir que voir que, pour 
,kpresque tout couple (x, y), la quantite R,(x) est transform&e en QJx(x) =f”(x)sZ,(x), oh 

f”(x) = lim z(x,t) . 
t+m t 

Si la mesure invariante p est ergodique, la relation qui lie l’invariant de Ruelle du champ 
X pour la mesure p, et celui du champfX pour la mesure pf est: 

Nous supposons a present que V est une variete fermke, connexe, orientee, et telle que 
H2( V, Z) = 0. Tout flot 4’ non singulier sur I/ admet done un fibre normal trivial puisqu’un 
fibrt vectoriel de rang 2 est caracttrist par sa classe d’Euler dans Hz( V, Z). D’autre part, 
comme H1 (I/, Z) = H2 (V, Z) = 0 (par dualitt de Poincart), toutes les trivialisations sont 
homotopes. Ainsi, l’invariant de Ruelle ne depend plus de la trivialisation. Dans ce cadre, 
nous nous proposons de demontrer l’invariance topologique de l’invariant de Ruelle: 

THGOR~ME 3.5. Soit V une variett fermee, connexe, orientee, de dimension 3, telle que 

H2( V, Z) = 0. Soient 4: et 4: deux Jots sans singularite qui prkservent respectivement les 
mesuresjnies p1 et p2 sur V qui ne chargent pas les orbites ptriodiques. Soit h un homeomor- 
phisme de V qui preserve l’orientation de V tel que 4: = h 0 4: 0 hh ’ et h*(u,) = p2. Alors les 

invariants de Ruelle 9,,,(4\) et 9$,($\) sont egaux. 

Demonstration. La preuve de ce thtoreme est une adaptation de celle don&. dans le cas 
des diffeomorphismes. Nous nous contenterons d’expliquer le formalisme qui nous permet 
de nous ramener a une situation analogue ou les memes techniques peuvent Ctre utilides. 
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Soit done V une variCtC, fermCe, connexe, orientke, de dimension 3, telle que 
H’(V, Z) = 0 et $I’ un flot sans singularitt sur I/. Donnons nous, une mitrique rieman- 
nienne auxiliaire sur I/ et notons Exp : TV N V x R2 x R + I/ l’application exponentielle 
associke A cette mttrique. Soit B,(O) la boule de centre 0 = (0,O) et de rayon q dans R2. 
Pour q plus petit qu’un certain q. indkpendant de x dans V, D,(x) = Exp((x} x B,(O) x (0)) 
est diffkomorphe A un disque et transverse au flot 4’. 11 existe done 0 < E < ylo pour lequel, 
pour tout x dans I/, les orbites issues de D,(x) coupent transversalement OV,(#‘(x)) au bout 
d’un temps voisin de l’unittt. Ceci nous permet, en conjuguant par l’application exponen- 
tielle, de dtfinir une famille de diffkomorphismes & de la boule B,(O) sur son image, qui 
fixent l’origine. Pour n > 0, nous appelons +_) l’application 4v-~X 0 ... 0 4X 18 oh elle est 
dttfinie et dkfinissons de manikre analogue $(x,n) pour n < 0. 

Si 4’ laisse une mesure p invariante, cette mesure dkfinit par dttsintkgration une mesure 
sur les sections transverses et done sur B,(O), que nous notons pX et qui vkrifie 
(&)*pX = pu,l,,,. Remarquons que si la mesure p ne charge pas les orbites plriodiques, alors 
les mesures ,u~ n’ont pas d’atome. 

Dans la suite, par analogie avec le cas des diffkomorphismes, nous dirons que 4’ posdde 

une (c(,E,~)-chaine si nous pouvons trouver n, d 0, n2 > 0 et y E B,(O) tels que: 

La quantiti: n2 - n, sera & nouveau appelte la longueur de la chaine. 
Le lemme suivant est l’analogue du Lemme 2.12 pour les diffkomorphismes et sa 

dkmonstration et essentiellement la mEme. 

LEMME 3.4. Soit V une varibtd fermke, connexe, orientke, de dimension 3, telle que 

H’(V, Z) = 0. Soit 4’ un flat sans singularitk qui prbserve une mesure finie p sur V, ne 

chargeant pas les orbites ptriodiques. Alors, pour p-presque tout point x duns V et pour tout 

E > 0, il existe 0 < o! < E, pour lequel 4’ posstde des (CI, E, x)-chaines de longueurs arbitraire- 

ment grandes. 

11 est facile de verifier que cette propriM est indkpendante de la mktrique riemannienne 
choisie. 

Compactifions A nouveau la boule &point&e B,(O) - (0) par le cercle des directions 
orient&s, nous obtenons un anneau A, = S’ x CO,&] et & induit sur cet anneau une 
application $X qui est un homkomorphisme sur son image. Nous choisissons un relevk aX de 
& au rev&tement universe1 R x [O, E[ de fagon A ce que aX varie contintiment avec x. Pour 
(ul, u2) dans R x [0, E[, nous notons QtX, n) l’application @‘en_ I(~) 0 Q4n-zcXJ 0 ... 0 a’(.+ 
lorsqu’elle est dtfinie et z1 : (q, u2) H u1 et z2 : (ul, u2) H u2 les projections canoniques. Le 
lemme suivant, analogue du lemme 2.13, est A nouveau une constquence directe du 
caractbre C’ du flot 4’: 

LEMME 3.7. Pour tout m > 0, il existe E > 0, tel que pour tout point x duns D2, et rout 
couple (ul,u2) duns R x CO,& v&rijant x~(@(_)) < E pour 0 < n d m, nous avons: 

Inl(%,,J(ul,u2)) - 4 - o&,m)I < 3. 

Pour terminer le dkveloppement du formalisme qui nous rambne au cas des diffkomor- 
phismes, il nous faut voir maintenant comment la conjugaison h entre deux flots #, et &, 
induit une famille d’homkomorphismes h, conjuguant les applications associkes $1X et 42h(xJ. 
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Les homeomorphismes h, sont definis de la man&e suivante: 

Le disque topologique h(D,(x)) dans V est topologiquement transverse au flot c#J\, car 

h envoie les orbites de 4: sur les orbites de 4:. Nous pouvons alors projeter I@,(x)) sur 
D,O(h(x)) en suivant le flot 4:. Nous obtenons ainsi, en conjuguant par I’application 

exponentielle, un homeomorphisme h, de B,(O) sur son image. Nous avons evidemment: 

1. h,(O) = 0, 

2. k$QX) o 4X = &I(x) o k, 
3. p2h(x) = klx. 

L’hypothbe homologique que nous avons faite, nous permet d’assurer que les releves H, au 
demi-plan ouvert R x 10, co[ peuvent etre choisis de faGon a ce que H, 0 @,X = (&h(X) 0 H,, 

et que H, varie continfiment avec x. Le lecteur pourra maintenant poursuivre la dtmonstra- 
tion que nous avons faite dans le cas des diffeomorphismes. •1 
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