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PROBABILITES. — Entropie mesurée et partitions de l'unité. Note de Etienne Ghys,
Rémi Langevin et Pawel Walczak, présentée par René Thom.

Dans cette Note nous définissons I’entropie d’un opérateur linéaire & de L™ (X, p). Lorsque £ est associé a
une transformation T d’un espace de probabilité (X, =/, p) préservant la mesure y, son entropie est égale a
celle de T. Nous espérons que d’autres opérateurs, comme la diffusion le long des feuilles d’un feuilletage
admettrait une entropie non triviale.

PROBABILITY THEORY. — Metric entropy and partitions of unity.

In this Note we define the entropy of a linear operator @ of L® (X, p). When D is associated to a transformation
T of a probability space (X, o/, p) preserving the measure | its entropy is equal to the entropy of T. We hope
that other operators, as diffusion along the leaves of a foliation will admit non trivial entropy.

Kolmogorov définit 'entropie d’une transformation T d’un espace de probabilité (X,
</, p) qui préserve la mesure p. L’entropie mesure la fagon dont T opére sur les partitions
finies de X.

En remarquant que T opére aussi sur les partitions de l'unité sur X, nous sommes
ameneés a définir 'entropie d’un opérateur linéaire 2 de L* (X, p) tel que
(1) f20=2(f)=0;

(*) | (2) 2()=1;

(3)deu=f@(f) dp.

Le but de cette Note est de montrer que I'entropie de 'opérateur 2 associé a une
transformation est précisément égale a4 I'entropie mesurée (quelquefois appelée entropie
métrique) de T, .

Remarquons que d’autres extensions de la notion d’entropie existent déja : entropie
associée a un graphe [4], 4 un « Dynamische Verbind » [5].

A un feuilletage d’une variété riemannienne compacte correspond un semi-groupe
d’operateurs &, associé au laplacien feuilleté (voir [2]). Lucy Garnett démontre qu’il existe
des mesures de probabilité, appeléés mesures harmoniques, laissées invariantes par 92,
L'entropie de cet opérateur n’est pas infinie. Bien que nous ne sachions pas expliciter
son calcul, nous espérons cependant que I’entropie mesurée ainsi associée a4 une mesure
harmonique ne sera pas toujours nulle. Il serait alors intéressant, comme ce fut fait pour
un homéomorphisme, de la comparer a I'entropie. géométrique du feuilletage (voir [3])
analogue a I’entropie topologique d’un difféomorphisme.

Soit (X, p) un espace mesuré, pu une mesure de probabilité.

Donnons une définition de I'entropie d’une fonction, généralisant ’entropie p.log p de
la fonction indicatrice d’'une partie A de mesure p de X, et telle que ’entropie d’une
fonction constante soit nulle.

DEFINITION 1. — Soit ¢ une fonction mesurable essentiellement bornée positive ou

nulle; posons :
e(cp)=—j ¢ log j¢+J ¢ log ¢.
X X

e(o) est positive ou nulle et bornée, on vérifiera
e(e+V)=e(o)+e(¥).
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DerFiniTION 17 — Soit @ et  deux fonctions positives ou nulles de L (X, u). L’entropie
conditionnelle de ¢ connaissant \ est définie par :

fou

8((p|¢)=—j ¢y log —— +J ¢y log o.
X J\\ll X
On vérifiera : 8((p| 1)=¢&(p).

DEFINITION 2. — Soit ®={¢,,...,,} une partition de I'unit¢ mesurable sur X.
L’entropie de @ est définie par :

(@)= (9.

i=1

DErFINITION 2° —  Soient ®={¢,,...,0,} et ¥={V{,,...,\{,} deux partitions de
P'unité mesurables sur X, ’entropie de ® connaissant ¥ est définie par :

e(@|¥)= 3 2 (.| V)

a=1 i=1
Deéfinissons encore le produit de deux partitions de 'unité

(I)={(p1,...,(p,,}, ‘P={\|l1,...,\|!m}

par
OvV¥={o,.V;a=1,...,ni=1...,m}.

DeriNiTION 3. — L’image d’une partition de I'unité ®={ ¢,,.. ., @, } par un opérateur
2 satisfaisant les trois conditions de I'introduction (*) est :

2(0)={2(0,); a=1,...,n}.
Si A={A,,...,A,} est une partition mesurable de X on notera ®, la partition de
Punité
(DA={XA19° < XA,-};
ona:
PavB=0PA VvV OPp.

Démontrons maintenant quelques relations analogues a celles démontrées en théorie
ergodique (voir par exemple [6] th¢oréme 4. 3).

LEMME 1. — Soient ® et Y deux partitions de lunité sur X; soient A et B deux
partitions de X et 2 un opérateur satisfaisant (*). On a :

(@) (@ v ¥)=c(D)+&(D|P);

(b) &(®|¥)Se(D);

(c) e(@ v ¥)=e(D)+e(¥);

(d) (D v V|0, Ze(D| D)) +e(V|D);

(e) £(D|D, v Bp) <e(D|Dy);

(f) e(@|D,)20.

Démonstration. — (a) se démontre par un calcul direct;

(b) se déduit de la convexité de la fonction f (t)=t log t puisque, si

e v re(fau)(fw)
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on a

f(Z CZ)= Z Ci Sy

(c) se déduit de (a) et (b);
(d) soit A={A,} (d) s’obtient en appliquant I'inégalité (c) aux partitions ®, ={ @, | A, }

et ¥,.={V¥;|A,}, A, étant muni de la mesure de probabilité conditionnelle
1

R(AL)

(e) soit A={A,,...,A,}, B={B,,...B,} et ®={o@,,...,0,}; ae{l, ..., r} et
je{l,..., n} étant fixés, posons :

by = n|Ag

LB;NB.NA)

(B,

1
B I"I'(Bk mAI) By n A

La convexité de la fonction fimplique I'inégalite :

f(Z Cy.1- S, z)ézck.tf(sk.z)

Sk, 1 (L

ce qui démontre (e);
(/) se déduit de la positivité de (¢ \ A, u|A).

DerFmNiTION 4. — Pour toute partition de 'unité ® sur X et tout opérateur & satisfaisant
les conditions (*), posons lorsque cela a un sens

n—1
e(2, ®)= lim la( v _@"(D);
k

n—+o N =0

en particulier le point (¢) implique que cette limite existe en utilisant le raisonnement du
lemme 1.19 de [1] lorsque 2 ="2, cf. infra.

Considérons maintenant une transformation T de (X, &/, p) préservant la mesure de
probabilité p et notons "2 I'opérateur défini par "2 (¢)=¢ o T. Cet opérateur vérifie les
conditions (*).

LeMME 2. — Soient © et \¥ deux partitions de l'unité sur X; on a :

e(T@(D|T@‘P)=e(<D|‘P).

LEMME 3. — Soient ® une partition de l'unité sur X et A une partition mesurable de X.
L’opérateur 9D satisfait I'inégalité

£("2, ®)<e ("9, ©,) +(D| D).

Démonstration. — Le lemme 1 implique I'inégalité

n—1 n-1 n—1
8( v T@"(D) ge( Vv T.@"(D) v( Vv @"(DA).
k=0 k=0 j=0

On a donc:
n—1 n—1 n—1 n—1

8( v T@"(D)ga( v T.@k(DA)-l-S( v T9*®| v T@“DA)
k=0 k=0 k=0 j=0
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et puisque 7%/ (®,) provient de la partition { T'A;} on a

n-1 n—1 n—1 n—1
8( v T@"‘D) ga( v T@"Q)A)+ Y a(T@"CI)ITE‘Z"(DA)ga( v T@"(I)A)+na((l)|(DA)

k=0 k=0 k=0 k=0
ceci quel que soit n.

THEOREME. — L’entropie mesurée de la transformation T est égale a lentropie de
I opérateur associé '9.

Démonstration. — L’entropie mesurée £(T) de la transformation T est

e(T)=sup £("2, ®,)

ol A décrit I’ensemble des parties mesurables de X (voir [6] p. 87).

L’inégalité £(T) <e('2) en découle.

Soient maintenant ® une partition de l'unité sur X et € un nombre positif. Il existe
une partition A de X telle que I'entropie conditionnelle &(®|®,) soit inférieure a €. Il

suffit de prendre
oo i+ 1
A={ﬂ%—1{£, Al } 0§iu§r*l}

n n

pour n assez grand.
Le lemme 3 implique alors que

("2, D)<e('D, ®)) +ete(T)+¢
et donc que pour tout e>0o0n a e(*2)<e(T)+e. [
Regue le 14 avril 1986.
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