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1 Introduction

L’étude des propriétés qualitatives globales des feuilletages holomorphes non sin-
guliers et de codimension 1 sur les variétés complexes compactes est assez peu
développée. Dans ce travail, nous proposons une description assez précise de ces
feuilletages sur les variétés homogénes compactes. Puisque cette classe de variétés
est relativement riche, nous espérons ainsi obtenir quelques indications sur le com-
portement du feuilletage holomorphe de codimension 1 le plus général.

Le premier cas a considérer est bien sur celui d'un tore compleze, T = C"/A,
quotient de C™ par un réseau A. Les premiers exemples de feuilletages holomorphes
de codimension 1 sur 7" sont linéaires. On considere le feuilletage de C™ par les
hyperplans paralleles a une direction donnée, qui passe évidemment au quotient
sur 7. On remarquera que ces feuilletages sont caractérisés par le fait qu’ils sont
invariants par toutes les translations de T'. Ils sont définis par une forme holomorphe
(fermée) et toutes leurs feuilles sont sans holonomie.

Supposons maintenant qu’il existe une forme linéaire 7 : C* — C qui envoie A
sur un réseau A’ de C. On note encore 7 la projection correspondante de 1" sur la
courbe elliptique C' = C/A’. Soit u une fonction méromorphe non constante sur
cette courbe elliptique et w une forme holomorphe sur 7' (qui est donc fermée a
coefficients constants). La forme méromorphe Q = 7*(u dz) 4+ w est fermée et définit
donc un feuilletage holomorphe en dehors du diviseur de ses poles, image réciproque
par 7 des poles de u. Nous affirmons que ce feuilletage se prolonge en fait en un
feuilletage holomorphe non singulier sur le tore T' tout entier. Si w s’annule sur les
fibres de m, le feuilletage considéré est bien str celui défini par ces fibres. Sinon,
quitte & choisir convenablement les coordonnées (z1, ..., z,) dans C", la forme €,
relevée a C™, s’écrit :

u(z1) dzy + dzo.

Au voisinage d’un pole a de u, on écrit :

u(z1) = o)



avec k > 1 et v holomorphe avec v(a) # 0. Le feuilletage a donc aussi I’équation
locale :
v(z1)dz + (21 — a)¥ dz,,

qui se prolonge bien en une forme holomorphe non singulieére en z; = 0. Les images
réciproques par 7 des poles de u sont des feuilles compactes. Les autres feuilles sont
sans holonomie. Il s’agit d’une version complexe du tourbillonnement de Reeb. On
remarquera que ces exemples sont invariants par les translations par les éléments du
noyau de 7, qui est un sous-tore de codimension 1. Notons aussi quune application
m comme ci-dessus n’existe pas pour un réseau générique.

Théoreme 1.1 Tout feuilletage holomorphe non singulier et de codimension 1 sur
un tore complexe est de ['un des deux types précédents.

Rappelons qu’un théoreme de A. Borel et R. Remmert affirme qu’une variété
kahlérienne compacte homogene est le produit d'une variété généralisée de drapeaux
D et d'un tore T (voir §2). Sur le produit CP* x T d’une droite projective et d'un
tore, on peut faire une construction de tourbillonnement analogue a celle que nous
venons de décrire. Notons 7 et my les projections sur les premier et second facteurs
de CP! x T. Si w est une forme holomorphe non nulle sur 7 et si u est une forme
méromorphe (i.e. rationnelle) sur CP?, la forme fermée méromorphe % (w) + 73 (u)
sur CP' x T' définit un feuilletage holomorphe non singulier.

Théoreme 1.2 Soit M = D x T le produit d’une variété généralisée de drapeaux et
d’un tore complexe. Un feuilletage holomorphe non singulier de codimension 1 sur
M peut étre de trois types :

e Le produit par D d’un feuilletage holomorphe de T'.

e Si D est de la forme D' x CP*, le produit par D' d’'un feuilletage de CP* x T
construit par tourbillonnement comme décrit plus haut.

e Si D est de la forme D' x CP*, le produit par D' x T du feuilletage par points
de CP!.

Considérons maintenant les variétés homogenes de la forme G/T" ou G est un
groupe de Lie complexe et I' est un sous-groupe discret co-compact. Ces variétés
compactes sont exactement celles dont le fibré tangent est holomorphiquement trivial
et elles ne sont kdhlériennes que si le groupe G est abélien (voir §2). Nous décrirons
au §4 les feuilletages holomorphes de codimension 1 sur ces variétés mais nous nous
contenterons dans cette introduction d’énoncer un résultat particulier. Si H est un
sous-espace de 'algebre de Lie G de G, il définit un champ de plans sur G invariant
par translations a droite, qui passe donc au quotient sur G/I". Nous dirons qu'un
tel champ de plans est homogene ; il est intégrable si et seulement si H est une sous-
algebre. Les exemples ainsi obtenus peuvent avoir une dynamique assez compliquée.
Rappelons qu’on dit qu'un groupe de Lie est parfait s’il coincide avec son premier
groupe des commutateurs.



Proposition 1.3 Soit G un groupe de Lie complexe parfait et I' un sous-groupe
discret co-compact. Tout champ de plans holomorphe sur G/T" est homogéne.

Une variété homogene compacte complexe quelconque fibre au dessus d’une varié-
té généralisée de drapeaux avec des fibres de la forme G /T ; c’est la fibration de Tits
que nous rappellerons au §2. En étudiant la position d’un feuilletage holomorphe
par rapport a cette fibration et en utilisant la connaissance des feuilletages sur les
variétés de drapeaux et les G/T, on obtient une bonne description des feuilletages sur
les variétés homogenes quelconques. Nous nous contenterons ici d’énoncer quelques
propriétés tres générales. Rappelons qu’on dit qu’un feuilletage est transversalement
projectif §’il peut étre défini par des submersions locales dans la droite projective
CP! telles que les changements de cartes transverses soient projectifs.

Théoreme 1.4 Considérons un feuilletage holomorphe non singulier et de codimen-
sion 1 sur une variété complexe compacte homogeéne. Alors, il n’existe qu’un nombre
fini de feuilles compactes a moins que toutes les feuilles ne soient compactes. Dans
Uowvert U des feuilles non compactes, le feuilletage est transversalement projectif.
Les adhérences des feuilles dans U sont des sous-variétés qui sont toutes de codi-
mension réelle 0, 1 ou 2. Toutes les feuilles compactes sont adhérentes a toutes les
feuilles non compactes.

Comme il est bien connu, les théories des systemes dynamiques réels et complexes
de dimension 1 sont tres proches [13]. On peut donc espérer obtenir pour les feuil-
letages holomorphes de codimension 1 des résultats analogues a ceux de la théorie
classique des feuilletages de codimension 1 réels. Rappelons quelques-uns de ces
résultats. Pour plus de détails, on pourra consulter [5].

Un ensemble minimal dans une variété feuilletée est un fermé non vide qui est
réunion de feuilles et minimal pour ces propriétés. Si la variété ambiante est com-
pacte, un tel ensemble minimal existe toujours. Un résultat fondamental de la
théorie des feuilletages de codimension 1 réelle sur les variétés compactes est que
la réunion des minimaux est fermée. D’autre part, si le feuilletage considéré est de
classe C2, tout ouvert saturé d’une variété compacte feuilletée de codimension 1 réelle
contient des ensembles minimaux et leur réunion est un fermé (dans I'ouvert con-
sidéré). Ceci permet de définir par récurrence une suite de fermés M; dans la variété
ambiante : My est la réunion des ensembles minimaux de la variété et M, ; — M;
est la réunion des minimaux de la restriction du feuilletage au complémentaire de
M,;. Les feuilles de M;,1 — M; sont dites de hauteur ¢ + 1. Enfin on dit que le
feuilletage est de hauteur < i si toutes ses feuilles sont de hauteur < 7. Il existe des
feuilletages de classe C* sur des variétés compactes qui sont de hauteur infinie mais
ce phénomene ne se produit pas pour les feuilletages analytiques réels.

On peut se demander s’il existe une théorie similaire pour les feuilletages holo-
morphes de codimension 1. Les résultats de cet article vont dans cette direction
puisqu’ils signifient essentiellement que les feuilletages considérés sont de hauteur 0
ou 1. Certes, certains feuilletages holomorphes ont un comportement plus compliqué



que celui que nous rencontrons ici. Par exemple, par suspension de groupes kleinéens,
on obtient des feuilletages holomorphes de codimension 1 (sur des variétés non ho-
mogenes) qui possedent des feuilles exceptionnelles, ¢’est-a-dire dont ’adhérence ren-
contre une transversale sur un ensemble de Cantor. Nous ne connaissons cependant
aucun exemple de feuilletage holomorphe de codimension 1 sur une variété compacte
dont la réunion des minimaux ne soit pas fermée ni méme d’exemple dont la hau-
teur soit strictement supérieure a 1...Comme motivation supplémentaire pour ces
questions, on remarquera I’analogie avec la décomposition ensemble limite/domaine
de discontinuité pour les groupes kleinéens ou la décomposition ensemble de Ju-
lia/ensemble de Fatou pour les fractions rationnelles. On pourra aussi consulter [§]
pour certaines propriétés générales des feuilletages algébriques.

Cet article est organisé de la fagon suivante. Le §2 contient quelques rappels
classiques sur la géométrie des variétés complexes homogenes. Le théoreme décrivant
les feuilletages des tores est démontré au §3. Le cas des variétés kahlériennes est
traité au §4. Les §5 et 6 sont consacrés aux espaces homogenes du type G/I" avec
I' discret. Enfin, le cas général est décrit au §7 dans lequel nous détaillons quelques
exemples concrets, tels que les variétés de Hopf.

Je voudrais remercier Dominique Cerveau dont une question est a l'origine de cet
article. J’ai par ailleurs bénéficié de conversations tres utiles avec Michel Brion et
Bruno Sévennec.

2 Rappels sur les variétés homogenes compactes
complexes

Pour une description des variétés homogenes complexes et une bibliographie, le
lecteur pourra consulter [6].

Commencons par rappeler un fait extrémement général de géométrie analytique,
di a A. Blanchard.

Proposition 2.1 Soit ® : X — Y une application holomorphe propre entre deux
variétés holomorphes. Soit par ailleurs G un groupe topologique connexe agissant sur
X par biholomorphismes. Alors, l'action de G permute les composantes connexes
des fibres de .

Démonstration Soit y € Y et K une composante de ®!(y). Soit U un voisinage
de y biholomorphe & un ouvert de C*. Soit g € G suffisamment proche de I'identité
pour que I'image g.K de K par g soit contenue dans ®~(U). Alors ®(g.K) est un
ensemble analytique compact contenu dans U, donc réduit a un point par le principe
du maximum. Ceci signifie précisément que I'image de K par g est contenue dans
une fibre de . Par connexité de GG, on établit la méme propriété pour tous les
éléments de G, c¢’est-a-dire la proposition. a



Corollaire 2.2 Soit G/H une variété complexe compacte homogéne, quotient d’un
groupe de Lie complexe connexe G par un sous-groupe de Lie complexe fermé H.
Soit @ : G/H — Y une application holomorphe vers une variété holomorphe Y.
Alors, il eriste un sous-groupe complexe fermé H contenant H et une application
holomorphe ® : G/H — Y tels que :

o & =39 or ouw désigne la projection de G/H sur G/ﬁ ;

e [es fibres de @' sont finies.

Démonstration En appliquant la proposition 2.1 a 'application ®, on voit que
action (transitive) de G sur I'espace homogene G/H permute les composantes
connexes des fibres de ®. Soit H le sous-groupe de G stabilisant la composante
connexe de la fibre contenant le point base de G/H. L’espace homogene G/H est
Iespace des composantes connexes des fibres de ® de sorte que le corollaire résulte
du fait qu'une fibre n’a qu'un nombre fini de composantes. O

La maniere la plus simple de décrire une variété compacte homogene est d’utiliser
la fibration de Tits :

Théoreme 2.3 (Tits) Soit M = G/H une variété homogene complexe compacte
conneze. 1l existe un sous-groupe de Lie complexe fermé H de G, contenant H,
tel que les fibres de la projection naturelle de G/H sur G/H soient des espaces
homogénes de la forme N/I" o N est un groupe de Lie complexe connere et I' un
sous-groupe discret co-compact. De plus, la variété G/H est algébrique projective.

Démonstration Soit H, la composante neutre de H et H le normalisateur de Hy,
contenant évidemment H. Soit Ad : G — Aut(G) la représentation adjointe de G
dans son algebre de Lie G. Le sous-groupe H est I'image réciproque par Ad du
sous-groupe de Aut(G) qui préserve la sous-algebre de Lie Hy. L’espace homogene
G/H s’identifie a l'orbite de Hy sous l'action de Ad(G) dans la grassmannienne des
sous-espaces de G ; c’est donc une variété projective. Enfin, les fibres de la projection
de G/H sur G/H sont des espaces homogenes de la forme H/H. Puisque Hj est
normal dans H, on peut aussi décrire ces fibres comme (H/Hy)/(H/Hy), c’est-a-
dire sous la forme annoncée N/I" puisque I' = H/H, est un sous-groupe discret de
N = H/H,. 0

La base D = G/ H de la fibration de Tits est une variété de drapeaux généralisée.
C’est bien stur un espace homogene sous l'action de G mais 'action du radical R
de G possede un point fixe par le théoreme de point fixe de Borel et, puisque R
est normal dans G, 'action de R est en fait triviale. Autrement dit, D peut aussi
s’écrire sous la forme S/P ou S est un groupe semi-simple complexe. En utilisant
a nouveau le théoreme de Borel, on voit que P contient un sous-groupe résoluble
maximal de G ; on dit que P est un sous-groupe parabolique.

La fibre N/T" de la fibration de Tits est holomorphiquement parallélisable. Le
résultat suivant est bien connu :



Théoréme 2.4 (Wang) Soit I' un sous-groupe discret co-compact d’un groupe de
Lie complexe connere N. La variété N/T est kdhlérienne (si et) seulement si N est
abélien.

Démonstration Toute forme linéaire sur ’algebre de Lie de N donne une 1-forme
différentielle holomorphe invariante a droite sur N et donc une 1-forme holomorphe
sur N/T. Si cette variété est kihlérienne et compacte, toutes les formes holomorphes
sont fermées. Une 1-forme invariante a droite sur N est fermée si et seulement si
elle s’annule sur les crochets de champs invariants a droite. Il en résulte bien que si
N/T est kahlérienne le groupe N est abélien. O

Enfin, nous utiliserons le résultat suivant que nous avons déja mentionné :

Théoréeme 2.5 (Borel-Remmert) Toute variété kahlérienne compacte homogéne
est le produit direct d’un tore complezxe et d’une variété de drapeau.

Démonstration (esquisse) La fibration de Tits et la proposition 2.4 montrent
qu'une telle variété fibre au dessus d’une variété de drapeaux avec une fibre qui est
un tore complexe. Il s’agit de démontrer que cette fibration est triviale. Pour cela,
on utilise I’application d’Albanese. Rappelons que si M est une variété kahlérienne
compacte, l'intégration des 1-formes holomorphes (fermées) définit une application
holomorphe de M a valeurs dans le tore complexe, quotient du groupe de coho-
mologie H'(M; C) par le réseau des classes enticres. Dans le cas qui nous intéresse,
I’application produit de I’application d’Albanese et de la fibration de Tits envoie la
variété sur le produit d’une variété de drapeaux et d’un tore. On s’assure qu’il s’agit
d’un biholomorphisme. O

3 Feuilletages holomorphes sur les tores

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théoreme 1.1, premiere étape dans notre
description des feuilletages des variétés homogenes générales. Dans la suite de cet
article, tous les feuilletages sont non singuliers.

Nous commencgons par une conséquence facile de 2.2. Soit 7" un tore complexe,
quotient de C™ par un réseau A.

Proposition 3.1 Soit P un champ d’hyperplans holomorphe surT. Alors, il existe
un sous-tore de T non trivial formé de translations qui préservent P

Démonstration Le fibré tangent a T est bien sur trivialisé holomorphiquement
de sorte que P correspond a une application holomorphe ® de T" vers I'espace des
hyperplans de C”, c’est-a-dire vers 1’espace projectif CP" . Les fibres génériques
de ® sont donc de dimension supérieure ou égale a 1. D’apres le corollaire 2.2, cette
application ® transite a travers un quotient non trivial de T" qui est encore un espace



homogene d’un groupe abélien, c’est-a-dire un tore quotient. C’est précisément
I’énoncé de la proposition qu’il fallait démontrer. O

Soit maintenant F un feuilletage holomorphe de codimension 1 sur 7. Notons T}
la composante neutre du sous-groupe de 1" formé des translations qui préservent F.
Nous savons que T} est non trivial et nous allons utiliser I'intégrabilité de F pour
montrer que T} est en fait de dimension supérieure ou égale a n — 1. On note C' le
quotient de T par T} et w: T — C' la projection canonique.

Proposition 3.2 Si F est transverse auz fibres de w, alors Ty =T, c’est-a-dire que
F est un feuilletage linéaire de T'.

Démonstration La trace de F sur une fibre 77!(z) est un champ de plans invariant
par les translations de 77, i.e. un feuilletage linéaire de T;. Si un feuilletage est
transverse aux fibres compactes d’une fibration, toutes les traces sur ces fibres sont
isotopes (par une isotopie de classe C'*°) (voir aussi 5.4). Puisque deux feuilletages
linéaires de codimension complexe 1 sur 7" ne peuvent étre C*°-isotopes que s'ils
coincident, il en résulte que la trace de F sur 7~ 1(x) ~ T} est un feuilletage linéaire
de T} indépendant de x. On peut donc trouver un champ de vecteurs holomorphe X
sur T, tangent aux fibres de 7, qui est transverse a F. Soit () la 1-forme holomorphe
nulle sur F et telle que Q(X) = 1. Cette forme holomorphe est nécessairement a
coefficients constants, i.e. F est un feuilletage linéaire. a

Lemme 3.3 Si une fibre de m n’est pas transverse a F, elle est contenue dans une

feuille de F.

Démonstration Puisque F est invariant par les translations de 77, une fibre non
transverse a JF en un certain point est non transverse partout, i.e. est partout
tangente a F. a

Proposition 3.4 [l existe au moins une fibre 7~ *(z) transverse a F.

Démonstration Dans le cas contraire, toutes les fibres seraient contenues dans
une feuille de F, c’est-a-dire que F serait I'image réciproque par m d’un certain
feuilletage F' de C. En appliquant la proposition 3.1 a F’, on obtiendrait un sous-
tore de T' contenant strictement 77 et préservant F, contredisant ainsi la définition
de Tl- O

Nous allons maintenant étudier le cas ou I'ensemble ¥ des points z de C' tels que
771(x) n’est pas transverse & F est un ensemble analytique non vide et différent de
T tout entier.

Lemme 3.5 7 1(X) est une réunion finie de feuilles compactes de F.



Démonstration Soit y € T} et x € ¥. La translation par y préserve F ainsi que
7 () qui est contenu dans une feuille L de F. Il en résulte que cette translation
préserve L, i.e. L +y = L. La feuille L est donc réunion de fibres de 7, c¢’est-a-
dire que L est contenue dans 7~1(X). Ainsi 77!(2) est une réunion de feuilles de
F. Puisque les feuilles de F sont lisses, 771(X) est un ensemble analytique lisse de
codimension 1, qui est donc la réunion disjointe d’'un nombre fini d’hypersurfaces
compactes lisses, qui sont bien str des feuilles compactes de F. O

Nous analysons donc les feuilles compactes.

Proposition 3.6 Soit L une feuille compacte d’un feuilletage holomorphe de codi-
mension 1. Alors, l'auto-intersection de L est nulle.

Démonstration On sait que la restriction du fibré normal a une feuille compacte est
un fibré plat dont le groupe structural est donné par la partie linéaire de I’holonomie,
i.e. par un homomorphisme (L) — C*. Il en résulte que la premiere classe de
Chern de ce fibré est nulle. O

Dans notre cas particulier, on peut étre beaucoup plus précis. On pourra com-
parer la proposition suivante avec [8].

Proposition 3.7 Soit L une sous-variété holomorphe compacte connexe lisse, de
codimension 1 dans T'. Si l’auto-intersection de L est nulle, alors L est le translaté
d’un sous-tore de T.

Démonstration Soit y un point générique de T tel que y+ L intersecte L transver-
salement. Cette intersection est une sous-variété holomorphe et lisse de T" qui est
homologue a 0 par hypothese. Puisque 1" est kahlérien, cette intersection est vide.
Il en résulte que I’ensemble des différences L — L est d’intérieur vide dans 7T'. Sup-
posons que L contienne deux points z; et x5 tels que les espaces tangents a L soient
non paralleles. Alors I'ensemble L — L contiendrait évidemment un voisinage ouvert
de x1 — x5 et nous venons de voir que ceci n’est pas possible. Par conséquent, tous
les espaces tangents a L sont paralleles entre eux et L est donc un translaté d’'un
sous-tore. O

Chaque feuille compacte de F est donc un translaté d’un sous-tore de 7. Evidem-
ment, puisque deux feuilles ne se rencontrent pas, le sous-tore qui intervient est le
méme pour toutes les feuilles compactes de F. En d’autres termes, il existe un sous-
tore T} de T', de codimension 1, contenant 77, tel que toutes les feuilles compactes
de F soient des translatés de T]. Soit C’ la courbe elliptique quotient de T" par 77 et
7T — C'etp:T/Ty =C — C' les projections naturelles de sorte que 7’ = po .
Nous allons montrer qu’en fait 7] = T}, c’est-a-dire que C' = C" et p = Id. Soit
{ai,...,ap} C C"la partie finie telle que la réunion des feuilles compactes de F soit
7 Hay, ..., o}

Lemme 3.8 Le feuilletage F est défini par une forme fermée méromorphe.



Démonstration Si z € C n’est pas dans X, la trace de F sur 7 '(z) ~ T} est un
feuilletage invariant par translations de T} ; ¢’est donc un feuilletage linéaire de T7.
Par un argument que nous avons déja utilisé, ce feuilletage linéaire ne dépend pas
de = (on remarquera que 7" — 3 est connexe). Il existe donc un champ de vecteurs
holomorphe X sur T, tangent & T} et transverse & F sur 7 (C' — X). Soit Q2 la 1-
forme méromorphe sur 7" qui est nulle sur le feuilletage et qui est telle que Q(X) = 1.
Comme les translations de T préservent F, la dérivée de Lie Lx(2) = ix dQ+dix$)
est nulle. Puisque Q(X) = 1, c’est que  est fermée. O

Lemme 3.9 Les sous-tores 1] et T} coincident.

Démonstration Soit Y un champ de vecteurs holomorphe sur T'. Les poles de la
fonction méromorphe Q(Y) sont dans 77X, Il en résulte que Q(Y) est holomorphe
sur toutes les fibres 7'~ !(z) ~ T] avec x dans C" différent des o;(z = 1,..., k), donc

constante. Cela signifie que €2 et donc F sont invariantes par toutes les translations
de T] et donc que T] = T7. O

Le théoreme 1.1 est maintenant facile. Nous venons de voir que pour tout champ
de vecteurs holomorphe Y sur T, la fonction Q(Y') est constante sur les fibres de
m, ¢’est-a~dire qu’elle provient d’une fonction méromorphe sur la courbe elliptique
C'. Choisissons les coordonnées (zi,...,z,) dans C" de telle sorte que 7} soit la
projection de {0} x C"!. La forme Q, relevée dans C", s’écrit sous la forme :

w(z1)dzy + as(z1) dza + . ..+ an(21) dzy,.

La forme €2 étant fermée, les fonctions ao, . . ., a, se réduisent a des constantes. Nous
avons bien montré que le feuilletage F est défini par une forme méromorphe 2 du
type 7" (udz) + w ol u est une fonction méromorphe sur C' et w est une forme
holomorphe sur 7. C’est précisément 1’énoncé du théoreme 1.1.

Dominique Cerveau m’a indiqué une autre démonstration du théoreme 1.1 qui
repose cependant sur les mémes idées.

4 Feuilletages sur les variétés kahlériennes

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théoreme 1.2 décrivant les feuilletages
holomorphes de codimension 1 sur les variétés kahlériennes homogenes compactes.

Commencons par étudier le cas d’une variété de drapeaux.

Théoreme 4.1 Soit D une variété de drapeaux. S’il existe un feuilletage holomor-
phe sur D de codimension 1, alors D peut se décomposer en un produit D' x CP!
et le feuilletage est le feuilletage produit.

Nous utiliserons trois lemmes :



Lemme 4.2 La premiére classe de Chern du fibré normal a un feuilletage holomor-
phe d’une variété de drapeaux D ne peut étre triviale dans H?(D; C).

Démonstration On remarque d’abord que les variétés de drapeaux sont simple-
ment connexes. Il en résulte que leur second groupe de cohomologie entiere est sans
torsion de sorte que 'annulation d'une classe de Chern dans H?(D; C) entraine son
annulation dans H%(D;Z). Par ailleurs, puisque le premier groupe de cohomologie
de D est nul, les fibrés en droites sur ces variétés sont caractérisés par leur premiere
classe de Chern entiere. Si cette classe était nulle, le feuilletage serait défini par une
1-forme holomorphe non singuliere sur D. Ceci est impossible car il n’y a pas de
1-forme holomorphe non nulle sur D (toujours car le premier groupe de cohomologie
est nul). O

Lemme 4.3 Le carré de la premiére classe de Chern d’un feuilletage holomorphe
de codimension 1 est nul dans la cohomologie a coefficients rationnels.

Démonstration C’est un exemple élémentaire d’application du théoreme d’annula-
tion de Bott, dans le cas des feuilletages holomorphes (voir [1]). O

Lemme 4.4 Soit D une variété de drapeaux. Supposons qu’il existe une classe non
nulle ¢ de H*(D; C) dont le carré est nul. Alors D est un produit D' x CP! et ¢ est
un multiple (de limage dans H*(D;C)) du générateur de H*>(CP"; C)

Démonstration Ecrivons D sous la forme G /P ou G est un groupe semi-simple
complexe et P est un sous-groupe parabolique, i.e. contenant un sous-groupe de
Borel B (sous-groupe résoluble maximal). Rappelons que la projection de G/B sur
GG/ P induit une injection en cohomologie, surjective au niveau du second groupe de
cohomologie (c’est un exemple du splitting principle [2]). La cohomologie de G/B a
coefficients dans C est facile a décrire (voir par exemple [4]) : soit H une sous-algebre
de Cartan de l'algebre de Lie G de G et W le groupe de Weyl agissant sur H. Alors
I'anneau de cohomologie H*(G/B; C) est le quotient de ’algebre des polynomes sur
‘H par 'idéal engendré par les polynomes symétriques, ¢.e. invariants par W. Dans
cette description, les classes de cohomologie correspondant aux éléments du dual de
‘H sont de degré 2.

Revenant au lemme, on peut donc envisager la classe ¢ comme une forme linéaire
sur ‘H donc le carré est une forme quadratique invariante par le groupe de Weyl.
Supposons d’abord G simple. Comme il est bien connu, le groupe de Weyl préserve
alors (& une constante pres) une unique forme quadratique : la forme de Killing (qui
est non dégénérée). Celle-ci ne peut étre le carré d’'une forme linéaire que si H est
de dimension 1, c’est-a-dire si G est (localement) isomorphe a SL(2,C). Lorsque
I’algebre G n’est que semi-simple, les formes quadratiques invariantes par W sont les
combinaisons linéaires des formes de Killing des facteurs simples. Une telle forme
quadratique ne peut étre un carré que si elle provient d’'un facteur simple (locale-
ment) isomorphe a SL(2, C). A conjugaison pres, le seul sous-groupe parabolique
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de SL(2, C) est le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures, correspondant
a la variété des drapeaux CP'. Ainsi, D s’écrit comme un produit D’ x CP! et ¢
est un multiple de la classe fondamentale du second facteur. O

La preuve du théoreme 4.1 est maintenant facile. Considérons en effet un feuil-
letage F holomorphe de codimension 1 sur une variété de drapeaux D. Il résulte des
lemmes précédents que D s’écrit D' x CP! et que le fibré normal & F est isomorphe &
un multiple de I'image réciproque du fibré canonique au dessus de CP*. Cela signifie
que pour tout point  de CP', la restriction du feuilletage F & D' x (CP! — {z})
est définie par une forme holomorphe. Puisqu’'une telle forme s’annule évidemment
sur D' x {y} pour tout y, le feuilletage F coincide bien avec le feuilletage produit,
comme annonce.

Nous abordons maintenant la preuve du théoreme 1.2 qui décrit les feuilletages
holomorphes F sur les variétés du type D x T ou D est une variété de drapeaux
et T un tore complexe. Nous suivrons une méthode tres proche de celle que nous
venons d’utiliser. Soit ¢ la premiere classe de Chern du fibré normal a F.

Lemme 4.5 Deuz cas sont possibles :

e ¢ est l'image réciproque d’une classe de H*(T;R) par la projection de D x T
sur T'.

e ¢ est Uimage réciproque d’un multiple de la classe fondamentale de CP' dans
une décomposition en produit D' x CP! x T.

Démonstration Puisque le premier groupe de cohomologie de D est nul, la formule
de Kiinneth montre que ¢ peut s’écrire de maniere unique comme une somme ¢ + ¢o
oll ¢; est une classe qui provient de H*(D;R) et ¢ de H*(T;R). Le lemme 4.3
montre que les classes ¢?, c3, cico sont nulles dans H*(D x T;R). 1l en résulte que
€1 ou ¢y est nulle. Si ¢; est nulle, le lemme 4.4 montre que ¢y provient d’un facteur
CP'. O

Nous analysons maintenant chacun de ces deux cas :

Lemme 4.6 Si la classe ¢ est I'image réciproque d’une classe de H*(T;R) par la
projection de D X T sur T', alors le feuilletage F est l'image réciproque d’un feuil-
letage holomorphe de T par la projection de D x T sur T'.

Démonstration En effet, I'image réciproque du fibré normal dans le revétement
universel D x C" est alors un fibré en droites de classe de Chern triviale et donc un
fibré holomorphiquement trivial (car H'(D;C) = 0). Autrement dit, le relevé de F
a ce revetement est défini par une forme holomorphe qui, comme nous I'avons déja
remarqué plusieurs fois, est nécessairement nulle en restriction aux D x {z}. Cela
signifie que F est tangent a ces D x {x} et donc qu'il est 'image réciproque d'un
feuilletage de T. O
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Lemme 4.7 Supposons que c soit l'image réciproque d’un multiple de la classe fon-
damentale de CP' dans une décomposition en produit D = D' x CP' x T. Alors
F est Uimage réciproque d’un feuilletage de CP' x T, invariant par les translations
par T agissant sur D x T

Démonstration Soit z un point de CP'. Le fibré normal & F, relevé & D x C" et
restreint & D’ x (CP' — {z}) x C™ est trivial, de sorte que le méme argument que
précédemment montre que F est I'image réciproque d'un feuilletage de CP' x T par
la projection de D' x CP' x T sur CP' x T. On peut donc supposer que D’ est
trivial (i.e. réduit a un point).

La restriction du fibré tangent de CP' x T & {x} x T est un fibré holomorphique-
ment trivial de rang n+ 1 et le feuilletage F permet donc de définir une application
holomorphe ®, de {x} x T vers la grassmannienne des hyperplans dans C"*!, ¢’est-
a~dire vers un espace projectif CP". Le fibré normal a F, restreint a {x} x T, est
I'image réciproque du fibré tautologique sur CP" par I’application holomorphe &, ;
il a donc une classe de Chern non nulle & moins que ®, ne soit constant. Puisque
I’hypotheése du lemme entraine évidemment que cette classe de Chern est nulle, on
en déduit que toutes ces applications ®, sont constantes, c’est-a-dire que F est
invariant par les translations de 7 sur CP* x T.. a

La fin de la preuve du théoreme 1.2 est maintenant facile. Si 'on dispose d’un
feuilletage F sur CP! x T invariant par les translations par T, il suffit de procéder
comme nous l'avons fait pour étudier le cas des tores. Si F n’est pas un feuilletage
produit dont les feuilles sont les {x} x T, alors il est transverse a tous les tores {z} x T
sauf un nombre fini d’entre eux. Les traces sur ces tores transverses (identifiés a
T) sont toutes le méme feuilletage linéaire. En choisissant convenablement des
coordonnées (21, .. .,2,) dans C" et ¢ dans C U {oc} ~ CP', le feuilletage est donc
défini par une forme méromorphe €2 de la forme :

Q=dz +u(,21,...,2,)dC

ou u est méromorphe. Puisque F est invariant par translations, la fonction u
ne dépend en fait que de (, c’est-a-dire que u(()d¢ est une forme méromorphe
(i.e. rationnelle) sur CP'. Nous avons bien obtenu la description donnée dans le
théoreme 1.2.

5 Feuilletages holomorphes sur G/I'

Soit I' un sous-groupe discret co-compact du groupe de Lie complexe connexe GG
et M = G/T' la variété quotient. Les translations a droite de G permettent de tri-
vialiser le fibré tangent a GG et donc le fibré tangent a M. Soit P un champ de plans
holomorphe sur M (de dimension quelconque). Ceci définit une application holo-
morphe ® de M vers une grassmannienne Y et on peut appliquer le corollaire 2.2 : il
existe un sous-groupe complexe fermé H contenant I' et une application holomorphe
®':G/H — Y tels que :
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o & =& ox o 7 désigne la projection de G/T sur G/H ;

e les fibres de @' sont finies.
On remarquera que H n’est pas nécessairement connexe.

Lemme 5.1 Le sous-groupe H est distingué et contient le premier groupe dérivé de
G. L’espace homogéne G/H est un tore compleze.

Démonstration Puisque les fibres de ¢’ sont finies, la variété G/ H [ est projective,
donc kdhlérienne. Le théoreme de Borel-Remmert 2.5 montre que G/ H est le produit
d’une variété de drapeaux D et d'un tore 7". Nous affirmons qu’en fait G/H est un
tore.

Rappelons un théoreme de D. Montgomery [12]. Soit Hy un sous-groupe fermé
d’un groupe de Lie G. Si H, possede un nombre fini de composantes connexes et
si le quotient GG/H, supporte une mesure finie invariante par G, alors I’action de
G transite a travers un groupe compact. Plus précisément, il existe un morphisme
surjectif de GG sur un groupe compact dont le noyau est contenu dans H.

Revenons a notre situation. Puisque D est une variété de drapeaux, on peut
écrire D = S/P ou S est un groupe semi-simple complexe, quotient de G, et P est
un sous-groupe parabolique connexe. Rappelons qu'un groupe de Lie qui possede un
sous-groupe discret co-compact est nécessairement unimodulaire, c¢’est-a-dire que sa
mesure de Haar est bi-invariante. L’action de G sur G/I" préserve donc une mesure
finie. L’image directe de cette mesure par projection sur D est une mesure finie G-
invariante et donc S-invariante. D’apres le théoreme de Montgomery, ’action de S
sur D transite a travers un groupe compact, quotient de S. Un groupe semi-simple
complexe n’a pas de quotient compact non trivial de sorte que D est nécessairement
réduit & un point. Nous avons bien montré que G/H est un tore complexe. L’action
de G sur ce tore est nécessairement par translations de sorte qu’il existe un mor-
phisme de GG sur un groupe abélien dont le noyau est H. En particulier, H est
distingué et contient le premier groupe dérivé de G. a

La proposition 1.3 est facile : sile groupe G est parfait, le lemme précédent montre
que P est une application constante, c¢’est-a-dire que lorsque 1’on releve le champ de
plans P a G, on obtient un champ de plans constant par rapport au parallélisme,
i.e. invariant a droite. C’est précisément le contenu de la proposition 1.3.

Nous supposerons maintenant que P est un champ d’hyperplans intégrable, c’est-
a-dire un feuilletage holomorphe de codimension 1. Toujours sous 'hypothese que
G est parfait, on obtient donc que les feuilles de F sont les orbites d'un sous-
groupe F' de codimension 1 dans G, agissant par translations a gauche sur ’espace
homogene G/T". Rappelons que 1'un des premiers résultats de S. Lie est précisément
la classification des sous-groupes fermés F' de codimension 1 des groupes de Lie G,
c’est-a-dire des géométries de dimension 1. Trois cas sont possibles [9] :
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1. géométrie de translation : Il existe une surjection o de G sur C et un
sous-groupe discret de C dont I'image réciproque par o soit le sous-groupe
F. L’espace homogene G/F est la droite complexe C (ou un quotient par un
réseau) et l'action de G est par translations.

2. géométrie affine : Il existe une surjection o de G sur le groupe Aff(C) des
bijections affines de C telle que F soit 'image réciproque par o du sous-groupe
des homothéties de centre 0. L’espace homogene G/F est la droite complexe
C et 'action de G est affine.

3. géométrie projective : Il existe une surjection o de G sur PSL(2, C) telle
que F' soit 'image réciproque du sous-groupe des matrices triangulaires su-
périeures. L’espace homogene G/F' est la droite projective complexe CP! et
I’action de G est projective.

Remarquons que si G est parfait, il n’existe évidemment pas de sous-groupe de
type 1. Si G est de plus semi-simple, il n’existe pas de surjection sur le groupe
résoluble Aff(C). Si G est un groupe simple, une surjection sur PSL(2, C) ne peut
exister que s’il s’agit d’un isomorphisme. Plus généralement, si G est un groupe
de Lie semi-simple sans facteur simple (localement) isomorphe a PSL(2, C), alors il
ne possede aucun sous-groupe de codimension 1. On obtient donc comme exemple
d’application :

Proposition 5.2 Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple sans facteur lo-
calement isomorphe a PSL(2,C) et I' un sous-groupe discret co-compact. Alors il
n’existe aucun feuilletage holomorphe de codimension 1 sur G/T. a

Reprenons I'étude du cas général ou G n’est plus supposé parfait. On dispose
donc d'une fibration 7 : G/I' - G/H = T au dessus d'un tore. Par définition, les
espaces tangents a F aux divers points d’une fibre de 7 sont les mémes, par rapport
a la trivialisation du fibré tangent & G/I. Autrement dit, le relevé de F a G est
invariant par les translations a droite par H. En particulier, si F est transverse a
une fibre de 7 en un point, il est transverse en tous les points de cette fibre. Si I'une
au moins des fibres de 7 est transverse a F, le méme argument qu’en 3.5 montre
que ’ensemble des points ou F et 7 ne sont pas transverses est une réunion finie de
feuilles compactes.

Dans le cas ou toutes les fibres de 7w sont tangentes a F, le feuilletage F est I'image
réciproque par 7 d'un feuilletage de T et la situation est donc completement décrite.
Supposons donc qu'’il existe des fibres transverses. Si z est un point de G/T', la fibre
de 7 contenant x est un espace homogene de H de la forme H /T, ou I', = i
La trace F, de F sur cette fibre est donnée par 'action d’un sous-groupe fermé
F, C H de codimension 1.

Commencons par étudier une telle fibre.

14



Lemme 5.3 Si F, est de type 2 ou 3, toutes les feuilles de F, sont denses. Si F,
est de type 1, les adhérences de toutes les feuilles sont des sous-variétés réelles de
codimension 0, 1 ou 2.

Démonstration D’apres le théoréme de Lie, on dispose d’un morphisme surjectif
o, de H dans C, Aff(C) ou PSL(2, C) suivant le type, dont le noyau est I'intersection
des conjugués de F, dans H. Le relevé de F, a H est défini par une fibration p, de
H au dessus de C ou CP! et on a, pour h dans H et ~ dans T,

La densité des feuilles de F, est donc équivalente a celle des orbites de o, (I';)
agissant sur C ou CP!.

Observons que le fait que I', soit co-compact dans H et que o, soit surjectif
montre que 'adhérence de o,(I';) est co-compacte dans C, Aff(C) ou SL(2,C)
respectivement.

Examinons d’abord le cas ou F), est de type 1, c’est-a-dire ou o, est a valeurs
dans C. Dans ce cas, I'adhérence de o,(I";) est un sous-groupe fermé de C dont
les orbites sont donc ou bien discretes, ou bien C tout entier ou bien une réunion
discrete de droites. Il s’agit bien de sous-variétés réelles de codimension 0, 1 ou
2. Les exemples des feuilletages linéaires des tores montrent que ces trois cas sont
effectivement possibles.

Dans le cas 2, il n’est pas difficile de faire la liste des sous-groupes fermés de
Aff(C) qui sont co-compacts. Outre Aff(C) tout entier, il s’agit simplement des
sous-groupes formés des homothéties dont le coefficient est dans un sous-groupe
co-compact de C*. De tels sous-groupes operent transitivement sur C.

Enfin, dans le cas 3, on fait de méme la liste des sous-groupes fermés co-compacts
de PSL(2,C) ; ils sont discrets ou coincident avec PSL(2,C). Leurs orbites sur la
sphere de Riemann CP! sont denses. O

Nous étudions maintenant comment se comparent deux fibres transverses.

Lemme 5.4 Si x et y sont deux points de T tels que F soit transverse auz fi-
bres w1 (x) et 71 (y), les traces de F sur ces deux fibres sont conjuguées par un
difféeomorphisme de classe C'*° transversalement holomorphe.

Démonstration L’ensemble des points de T dont I'image inverse par 7 est contenue
dans une feuille compacte est un ensemble analytique qui ne disconnecte donc pas 7.
On peut donc choisir un chemin lisse [ plongé dans T, joignant z et y et tel que F et
7 sont transverses au dessus de [. On construit alors un champ de droites (de classe
C>) dans 7 !(1) tangent & F et transverse aux fibres de m. Ceci permet de définir,
par relevement horizontal, une monodromie qui est un difféomorphisme de classe
C> entre 7 1(x) et 77 !(y) et qui respecte les traces de F. Ce difféomorphisme est
de classe C'™ et il est transversalement holomorphe. O
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En particulier, les fibres transverses rencontrent toutes les feuilles non compactes.
Toutes les feuilles non compactes s’accumulent donc sur toutes les feuilles compactes.

Un biholomorphisme global de C (resp. CP') est affine (resp. projectif). On
voit donc que toutes les fibres transverses sont de méme type. On dira que le
feuilletage est de type 1, 2 ou 3. Dans les cas 1 ou 2, la restriction du feuilletage
a l'ouvert U des feuilles non compactes est bien stur un feuilletage transversalement
affine complexe et, dans le cas 3, c’est un feuilletage transversalement projectif.
La structure transverse globale de la restriction de F a U est facile a décrire : il
s’agit d’un groupe de difféomorphismes affines ou projectifs globaux de C ou CP!
engendré par o,,(I'z,) (zo est un point base) d’'une part et par I'action transverse
des difféomorphismes de monodromie donnés dans 5.4. Par le méme argument que
dans 5.3, on voit que les adhérences des feuilles dans U sont des sous-variétés de
codimension réelle 2,1 ou 0. Dans le premier cas, les feuilles sont toutes fermées
dans U et définissent une fibration de U au dessus d'une courbe elliptique. Dans le
second cas, les adhérences des feuilles de U définissent une fibration sur le cercle.
Enfin, dans le troisieme cas, les feuilles sont toutes denses dans U.

Notons en particulier qu’il ne peut exister de feuille fermée dans U que si restric-
tion du feuilletage a U est donné par une fibration au dessus d’'une courbe elliptique.
Si U n’est pas la variété G/I" toute entiere, on voit donc que U ne contient aucune
feuille compacte. Si U = G/T, le feuilletage ne posseéde pas non plus de feuille com-
pacte sauf s'il est défini par une fibration de G/T" au dessus d’une courbe elliptique.

On remarquera aussi qu’un feuilletage transversalement affine peut toujours étre
considéré comme transversalement projectif.

Résumons notre discussion :

Théoreme 5.5 Soit F un feuilletage holomorphe de codimension 1 sur une variété
compacte de la forme G/T" avec I' discret. Alors, il existe une fibration ™ de G /T sur
un tore complexe T' dont les fibres sont des espaces homogenes de la forme H/H NT
avec H distingué dans G. Deux cas sont possibles :

e Les fibres de w sont contenues dans les feuilles de F de sorte que F est ['image
réciproque par w d’un feuilletage de T

o Le feuilletage F possede un nombre fini de feuilles compactes qui sont réunion
de fibres de w. Dans l'ouvert complémentaire, F est transverse auz fibres de
7. Les traces de F sur les fibres 7~ (x) transverses sont des feuilletages ho-
mogenes, c’est-a-dire donnés par l'action d’un sous-groupe F, de codimension
1 dans H sur lespace H/H NT'. Dans cet ouvert, le feuilletage est transver-
salement projectif et les adhérences des feuilles sont des sous-variétés réelles
de codimension 0, 1 ou 2. O
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6 Tourbillonnements

Dans ce paragraphe, nous étudions le cas ou le feuilletage considéré sur G/I"
possede des feuilles compactes, c’est-a-dire ou certaines fibres de la fibration 7 sont
contenues dans une feuille de F. En fait, nous nous contenterons de quatre exemples
qui illustrent les possibilités.

Exemple 6.1 Nous avons construit des feuilletages sur des tores complexes qui
possedent des feuilles compactes et qui sont bien sur de type 1.

Exemple 6.2 Considérons le groupe de Lie complexe GG de dimension 3 produit semi-
direct de C? par C* ou I’élément z de C* opere sur C? par : z.(z,y) = (z2z, 27 'y).
L’algebre de Lie est engendrée par les trois champs de vecteurs :

0 0 0
X=z— Y =21 - J = z—.
“or - oy “52
Les relations de crochet sont :
(X,Y]=0 ; X, Z]=-X ; Y, Z] =Y.

Il existe de nombreux sous-groupes discrets co-compacts de ce groupe construits de
la facon suivante. Soit A un réseau de C? invariant par I’action d'un certain ¢ de
C* de module différent de 1. Alors le sous-groupe engendré par A € C? et ( € C*
est un sous-groupe discret co-compact I' de G. La variété M = G/T" est un fibré en
tores C2/A au dessus de la courbe elliptique C, quotient de C* par les puissances
de ¢. On pourra consulter [3] pour une description de ces exemples.

Le sous-espace engendré par X et Z est une sous-algebre et définit donc un
feuilletage homogene de codimension 1 sur M (de type 2). Considérons maintenant
une fonction holomorphe u de C' vers la droite projective constituée des droites
contenues dans la sous-algebre engendrée par Y et Z. On note encore u la fonction
holomorphe sur M obtenue en composant avec la projection de M sur C. En
chaque point m de M, on peut donc considérer I’hyperplan engendré par X et la
droite u(m). Les relations de crochet ci-dessus montrent que ceci est intégrable.
Pour chaque fonction méromorphe sur la courbe elliptique C', on obtient donc un
feuilletage holomorphe sur M. Lorsque la fonction méromorphe est non constante,
la projection 7 construite au §5 dans le cas général est dans cet exemple la projection
de M sur C. Les fibres de 7 sont des tores complexes C?/A. Les fibres qui ne sont pas
transverses au feuilletage sont celles ou la fonction u prend comme valeur la droite
engendrée par Y ; ce sont des feuilles compactes (qui sont des tores). Les fibres
transverses, quant a elles, sont simplement des tores sur lesquels le feuilletage induit
est linéaire, donc de type 1. Sur 'ouvert complémentaire aux feuilles compactes, le
feuilletage est transversalement affine.

Exemple 6.3 Le groupe affine Aff(C) supporte deux formes différentielles holomor-
phes invariantes a droite w et « vérifiant les relations suivantes :

dw=wA« da = 0.
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Le sous-groupe des homothéties a pour équation w = 0.

Si F' est un sous-groupe de type 2 d'un groupe de Lie H et si ' est un sous-
groupe discret co-compact de H, il existe deux formes naturelles w et o sur H/T et
le feuilletage d’équation w = 0 est le feuilletage homogene dont les feuilles sont les
orbites de F. Soit C' = C/A une courbe elliptique et u : C' — CP! une fonction
méromorphe. Nous allons construire un feuilletage sur G/I' x C/A. Considérons la
forme différentielle méromorphe suivante sur G/I' x C/A :

Q=w+ua+du

(Nous avons confondu w et la forme image réciproque dans le produit). Il est facile
de vérifier que €2 est intégrable. De méme que nous I'avons fait pour les tores, on
voit que le feuilletage qu’elle définit se prolonge en fait en un feuilletage holomorphe
non singulier dont les feuilles compactes sont les produits de H/T" par les poles de
u, sur lesquelles spiralent les autres feuilles. Dans cet exemple, le tore de base T
est la courbe elliptique C, les traces du feuilletage sur les fibres transverses sont
toutes conjuguées entre elles et sont de type 2, a feuilles denses. Le feuilletage, dans
I'ouvert des feuilles non compactes, est transversalement affine.

Exemple 6.4 Nous illustrons sur un exemple le fait qu’il n’est pas toujours possible
de faire tourbillonner un feuilletage. Soit I' un sous-groupe discret co-compact de
SL(2,C) et A un réseau dans C. Nous allons décrire complétement tous les feuil-
letages holomorphes de codimension 1 sur le produit M = SL(2,C)/T" x C/A. On
note 7 la projection sur le second facteur. Si F est un tel feuilletage qui n’est pas la
fibration de M sur la courbe elliptique C' = C/A, nous savons que pour z hors d'un
ensemble fini ¥ de C, la trace de F sur SL(2,C)/T" x {z} ~ SL(2, C)/I" est donnée
par l'action d’un sous-groupe H, de codimension 1 dans SL(2, C). Remarquons que
les sous-groupes de codimension 1 dans SL(2, C) sont naturellement paramétrés par
la droite projective CP! ; ce sont les stabilisateurs des divers points de CP' dans
'action projective de SL(2, C) ou encore les conjugués du sous-groupe des matrices
triangulaires supérieures. L’application 7 qui associe a x de C' — X le sous-groupe
F, est donc une fonction holomorphe & valeurs dans CP!.

Soit V un ouvert de C' et u : V' — SL(2, C) une fonction holomorphe. Considérons
le biholomorphisme ¥, de 7~ '(V) envoyant le point (y,z) sur (u(z).y,z). Soit
Fo le feuilletage de codimension 1 sur M = SL(2,C)/I' x C' produit par C' du
feuilletage de SL(2,C)/I" dont les feuilles sont les orbites du sous-groupe B des
matrices triangulaires. L’image de Fy par ¥, est un feuilletage F,, de 7~ (V) qui
rencontre transversalement les fibres 7=!(z) sur le feuilletage donné par les orbites
de H, ou H, est le conjugué par u(z) de B. Il est clair que si I'on remplace u
par une autre fonction holomorphe v : V' — SL(2, C) telle que les projections de u
et v dans CP' = SL(2,C)/B sont les mémes, les feuilletages F, et F, coincident.
Partant d’une application méromorphe non constante 7 : C' — CP!, on ne peut
pas trouver d’application holomorphe u : C' — SL(2,C) dont la projection dans
CP! soit 7 mais on peut le faire localement. Plus précisément, on peut trouver
deux ouverts V; et V5 de C' et deux fonctions holomorphes u; et u, définies sur V;
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et V4, a valeurs dans SL(2, C), qui relevent 7 sur V; et V5. Les difféomorphismes
correspondants V¥, et W,, ne coincident pas sur l'intersection de leurs domaines
de définition 7=1(V}) N 7=1(V3) mais les feuilletages F,, et F,, coincident. Par
conséquent, nous voyons que pour toute application holomorphe T : C — CP!, il
existe un feuilletage holomorphe sur SL(2,C)/T" x C' transverse a toutes les fibres
de 7 et qui intersecte T (x) sur les orbites de T(x) € CP', considéré comme un
sous-groupe de codimension 1 de SL(2,C).

Nous nous proposons de montrer qu’on obtient ainsi tous les feuilletages holo-
morphes de SL(2,C) x C' (autres que la fibration 7). En particulier, nous allons
montrer qu’un tel feuilletage est transverse a toutes les fibres de 7, c¢’est-a-dire que
I’ensemble X est vide.

Lemme 6.5 L’application T se prolonge en une application holomorphe définie sur
C tout entier et & valeurs dans CP?.

Démonstration Soit F' un sous-groupe de codimension 1 de SL(2, C). L’ensemble
des points m de M tels que 'orbite de m par F' est tangente en m a F est un ensemble
analytique de M, contenant évidemment 7~!(X). L’application 7 : C' — ¥ — CP',
si elle n’est pas constante, a donc la propriété que la réunion de ¥ et de chacune
de ses fibres est un ensemble analytique (donc fini). Ceci montre que 7 n’a pas de
singularité essentielle et se prolonge holomorphiquement a C' tout entier. a

Ainsi, méme si z est dans X, nous pouvons définir un sous-groupe H, de codi-
mension 1 dans SL(2,C).

Nous allons modifier localement un feuilletage donné par un biholomorphisme
pour rendre 7 constant. Un point de C' étant donné (méme dans ¥), on peut trouver
un voisinage ouvert Vde ce point et une fonction holomorphe u : V- — SL(2, C) tels
que, pour z dans V', le conjugué de B par u(x) soit H,. Etudions l'image F' de F
(restreint & 71 (U)) par le biholomorphisme ¥, ! et montrons que ce n’est autre que
le feuilletage produit Fy. Il en résultera que F' et donc F sont partout transverses
aux fibres de m, c¢’est-a-dire que X est vide, comme annoncé.

L’équation de structure du dual de I'algebre de Lie de SL(2, C) est donnée par
trois formes holomorphes invariantes a droite w, a et W’ telles que :

dw=wA« dw' = - N« da=wAuw.

Le sous-groupe B a pour équation w = 0. Ces trois formes définissent des formes
notées de la méme fagon sur le quotient SL(2, C)/T" et sur M = SL(2,C)/I" x C'/A.
Cherchons a écrire I’équation du feuilletage F’. Nous savons d’une part que la trace
de F' sur 771(z) avec x ¢ ¥ est donnée par les orbites de B et a donc pour équation
w = 0. Par ailleurs, nous savons que le plan tangent a F est constant sur les fibres
de 7, par rapport a la trivialisation canonique du fibré tangent a M. Etant donnée
la nature de W, cette méme propriété est satisfaite pour F’. En d’autres termes,
F' est défini dans 771(V — ) par une équation de la forme :

Q=w+ f(2)dz,
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ou z est une coordonnée locale dans V' et f est un fonction méromorphe dans V' qui a
des poles sur 2. En écrivant que 2 est intégrable et en utilisant les formules ci-dessus,
on obtient que f est nécessairement identiquement nulle. Il en résulte en particulier
que f n’a pas de pole, c’est-a-dire que X est vide mais aussi que F’ coincide avec
le feuilletage produit Fy, comme nous 'avions annoncé. Si deux feuilletages de M
ont la méme fonction 7, nous voyons donc qu’apres une transformation par le méme
difféomorphisme (local) ¥, ils coincident. C’est donc que deux feuilletages ayant
la méme fonction 7 sont les mémes. Résumons notre discussion qui montre un cas
ot le tourbillonnement est impossible :

Théoréme 6.6 Soit ' un sous-groupe discret co-compact de SL(2,C). Identifions
lespace des sous-groupes de codimension 1 de SL(2,C) a CP*. Soit C une courbe
elliptique et 7 : C' — CP' une fonction méromorphe sur C. Il existe un unique feuil-
letage holomorphe F, sur le produit SL(2, C)/T" x C' qui intersecte transversalement
SL(2,C)/T x {x} sur les orbites du sous-groupe T(x). Tout feuilletage holomorphe
de codimension 1 sur SL(2,C)/I' x C' autre que la fibration au dessus de C' est ['un
de ces fewilletages F. O

7 Quelques exemples dans le cas général

Les techniques que nous avons développées nous permettent un bonne description
des feuilletages de codimension 1 sur les variétés homogenes compactes quelconques.
Nous ne chercherons pas les énoncés les plus précis qui nous entraineraient dans de
longues listes de cas particuliers qui n’auraient pas d’intérét. Nous nous contenterons
de démontrer le théoreme 1.4 et d’étudier deux exemples.

Soit F un feuilletage holomorphe de codimension 1 sur la variété homogene com-
pacte M = G/H. En chaque point de M, I'espace tangent a M est un quotient de
I’algebre de Lie G de G. L’espace tangent a F permet donc de définir une applica-
tion holomorphe ® de M vers 'espace Y des hyperplans de G, c’est-a-dire vers un
espace projectif. On peut donc appliquer le corollaire 2.2 : il existe un sous-groupe
complexe fermé H contenant H et une application holomorphe & : G/H — Y tels
que :

o & =& ox o 7 désigne la projection de G/H sur G/H

e les fibres de @' sont finies.

Autrement dit, il existe une fibration 7 de M au dessus de la variété kiahlérienne
G/H ; les fibres de 7 sont des espaces homogenes H/H et 'application ® est con-
stante sur ces fibres. Comme précédemment, il en résulte que I'image réciproque
de F dans G est invariante par les translations a droite par H. Les fibres de w
non transverses a F sont donc contenues dans des feuilles compactes. La restriction
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de F & une fibre transverse 7~'(x) est donnée par 'action d’un sous-groupe F, de
codimension 1 dans H.

Nous sommes donc dans une situation tres proche de celle étudiée au para-
graphe 5. Les seules différences sont que la base de 7 n’est plus nécessairement
un tore et que les fibres transverses sont maintenant des espaces homogenes H /H
ou H n’est pas nécessairement discret. La restriction de F a une fibre transverse
7 () est cependant encore donnée par I'action d'un sous-groupe F; de codimension
1 dans H et nous dirons encore qu’il s’agit d’'un feuilletage homogene.

Il est bien sur possible que le feuilletage soit partout transverse a m. Dans ce cas,
il s’agit d’un feuilletage transversalement projectif qui ne peut posséder de feuilles
compactes que si toutes le sont; le feuilletage est alors une fibration au dessus d'une
courbe elliptique.

On remarquera que les preuves des lemmes 5.3 et 5.4 s’étendent sans difficulté a
ce cas.

On obtient donc le théoreme suivant, plus fort que le théoreme 1.4 :

Théoreme 7.1 Soit F un feuilletage holomorphe sur une variété complere com-
pacte homogeéne M. I existe une fibration m de M sur une variété kahlérienne
homogeéne K et l'une des propriétés suivantes est vérifiée :

e Le feuilletage est 'image réciproque d’un feuilletage de K.

e Le feuilletage posseéde un mombre fini de feuilles compactes qui sont des réu-
nions de fibres de w. Dans [’ouvert complémentaire, toutes les fibres de m sont
transverses a F et la trace de F sur ces fibres est un feuilletage homogene
homogéne. Dans cet ouvert, le feuilletage est transversalement projectif et
les adhérences des feuilles sont des sous-variétés qui sont simultanément de
codimension 0,1 ou 2. Toutes les feuilles compactes sont adhérentes a toutes
les feuilles non compactes. O

Pour illustrer ce théoreme, nous donnons une construction tres générale.

Exemple 7.2 Considérons le feuilletage £ de C"*! dont les feuilles sont les hyper-
plans paralleles a une direction donnée. Soit V' une variété complexe compacte quel-
conque et u : V' — CP" une application holomorphe (qui n’est pas nécessairement
un plongement). Soit V I'image réciproque par u du fibré canonique au dessus de
CP". C’est un fibré en droites au dessus de V' et on dispose d’une application holo-
morphe naturelle @ de V vers C"*! qui envoie les fibres sur les droites qui passent
par lorigine et qui envoie la section nulle sur l'origine. En choisissant la direction
de ’hyperplan génériquement, on peut faire en sorte que @ soit transverse a L sur le
complémentaire de la section nulle, et on obtient ainsi un feuilletage holomorphe £
sur ce complémentaire, évidemment invariant par les homothéties dans les fibres. Si
I’on choisit un nombre complexe non nul ¢, de module différent de 1, et si on quo-
tiente le complémentaire de 0 dans chaque fibre de V' par ’homothétie de rapport
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¢, on obtient une variété compacte V fibrée en courbes elliptiques au dessus de V'
et munie d’un feuilletage £. Dans de nombreux cas, la variété V est homogene. La
dynamique de ces exemples est assez pauvre : les feuilles non compactes spiralent
sur les feuilles compactes. La géométrie de ces feuilletages est cependant tres riche :
les feuilles compactes sont des fibrés en courbes elliptiques au dessus de I'image in-
verse par v d’un hyperplan et on peut donc construire des exemples ou ces feuilles
compactes sont compliquées.

Exemple 7.3 Pour terminer cet article, nous traitons du cas des variétés de Hopf.
Soit M le quotient de C™ — {0} par une homothétie de rapport ¢ (non nul et de
module différent de 1). C’est un espace homogene sous 'action de SL(n, C), fibré en
courbes elliptiques au dessus de I'espace projectif CP"~!. Nous allons déterminer
tous les feuilletages holomorphes F de codimension 1 sur M. Appliquons la méthode
générale. Le relevé Fde FaCr— {0} permet de déterminer une application holo-
morphe ® de C" — {0} vers I'espace projectif (CP" ')* des hyperplans de C",
évidemment invariante par I’homothétie de rapport (, et qui produit donc une ap-
plication holomorphe ® de M vers (CP"!)*. Puisque la dimension de M est stricte-
ment supérieure a n — 1, ¢ ne peut étre a fibres finies. Il est facile de déduire de 2.2
que ® s’obtient en composant la projection de M sur CP™! et une application
holomorphe (i.e. rationnelle) de CP""! vers (CP"')*. Cela signifie précisément
que F est défini par une forme holomorphe w de C" qui est homogene d’un certain
degré k, intégrable, et dont la seule singularité est a 1’origine.

Distinguons deux cas :

Si la dimension n est au moins 3, la forme w possede une intégrale premiere
qui est un polynéme homogene de degré k + 1 sur C"(voir par exemple [10]).
Réciproquement, les surfaces de niveau d’un polynome homogene a singularité isolée
définissent un feuilletage holomorphe non singulier sur C™ — {0} qui passe au quo-
tient sur M. Ces feuilletages possedent une feuille compacte sur laquelle spiralent
les autres feuilles. On pourra consulter [11] pour une description de leur géométrie.

Si la dimension n est égale a 2, w est une forme homogene a singularité isolée
quelconque dans C?. Les feuilletages obtenus sur les surfaces de Hopf associées ont
des feuilles compactes qui sont des courbes elliptiques correspondant aux séparatrices
de w ; elles sont en nombre fini sauf si le feuilletage a toutes ses feuilles compactes.
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