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INTRODUCTION
Plusieurs travaux récents ont montré
I'intérét que peut apporter [I'usage d’une

métrique riemannienne dans I'étude topologique
des feuilletages (Cf[Har, Law], [Rum], [Sul],
etc..). D’'une maniére générale, il s'agissait de
caractériser, d'un point de vue homologique,
les feuilletages dont les feuilles sont des sous
variétés minimales. En codimension 1, ces
critéres homologiques ont des conséquences
topologiques. Celles «ci sont toutefois
incompletes en ce sens que, par exemple, on
ne peut décrire les variétés supportant de
tels feuilletages.

Nous nous interessons a un probléme
plus  restrictif:  celui  des feuilletages
totalement géodésiques de codimension 1 sur
les variétés compactes. Nous nous limiterons
ici au cas des varietes de dimension frois.
(Un travail ultérieur contiendra une étude
en dimension supérieure). Contrairement au cas
des feuilletages par feuilles minimales, nous
avons ici la caractérisation topologique
compléte suivante.

THEOREME: Soit % un feuilletage de
codimension 1, orientable et transversalement
orientable sur une variété compacte de
dimension 3. Alors, & est géodésible si et
seulement si:

1) soit % est transverse 4 une fibration
de Seifert;

2) soit & est le “feuilletage modeéle” décrit
dans [Ghy, Ser].

* Regu le 4éme November, 1980; presenté par MAN-
FREDO DO CARMO.

Dans la premiére partie de ce travail,
nous explicitons une observation de [Rei]
et [Rum] selon laquelle le flot normal & un
feuilletage totalement géodésique engendre un
feuilletage riemannien. Ceci nous permet de
montrer que les feuilletages décrits dans le
théoréme sont effectivement géodésiques.

La seconde partie décrit le revétement
universel d’un feuilletage totalement géodésique.
En  applications, nous obtenons une
caractérisation, en toutes dimensions, des
feuilletages totalement géodésiques possédant
une feuille compacte, ainsi qu'une réduction
de la structure transverse du flot normal
a une (G, T) structure.

La troisiéme partic contient une étude
des feuilletages de dimension 1 et de
codimension 2 possédant une (G, T) structure
transverse, ce qui conduit au théoréme annoncé.

1 — UN CRITERE DE GEODESIBILITE

Tous les feuilletages considérés seront de
classe C*, orientables et transversalement
orientables, sur une variété riemannienne
compléte. Un feuilletage est dit “totalement
géodésique” si toutes ses feuilles sont totalement
geéodésiques, cest a4 dire si toute géodésique
tangente au feuilletage en un point I'est partout.
Un feuilletage est dit “géodésible” s'il existe
une métrique riemannienne pour laquelle il
est totalement géodésique.

Soit % un feuilletage sur une variété
riemannienne M. On notera ¢,)» le produit
scalaire sur le fibré tangent 4 M et V la
connection de Levi-Cevita associée.
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Rappelons que #  est totalement
géodésique sj et seulement sj [a seconde forme
quadratique deg fevilles est nulle, Clest 3
dire que, pour tout champ de vecteurs X

tangent a & et (our champ Z normal
a %, ona:
VWX,Z> = 0.
Par ailleurs, rappelons |a formule

Suivante, fondamentale pour la suijte:

M) 2V Y2y = x¢v,zy 4 Y(ZX> +
—ZXY) — X[,z +
H<YLZXDy + <z [x Y]y,

ExempLe 1: Sojt g le groupe de Lie résoluble,
dont I'algebre de Lie (des champs de vecteurs
invariants § droite) est engendrée par XY, Z
vérifiant Jles relations de crochet:

XY] =Y
[XZ]= -z
[Y.z] =0

Munissons H de la métrique Invariante
a droite pour laquelle X, Y, Z forment une
base orthonormae, Soit T un sous groupe
discret uniforme de H (il en existe), et
soit M Pespace homogene H/T. Le
champ de plans engendré par X, Y est
intégrable, basse au quotient syr M et
définit un feuilletage totalement géodésique,
(Cest le “feuilletage modgle” ge [Ghy,Ser]
ou l'on en trouvera une description plus
precise). Pour sen assurer, il suffit d’utiliser
la formule (1) et les relations de crochet et
d’orthogonalite entre les champs XY et Z

Remarquons que, si I'on note o le
flot associ¢ ay champ 7 op a-

(@),X) =X — (2
(@) (Y) =Y

En particulier, ()
orthogonales, Précisons

preserve les longueurs
cette notion,

DEFmNITION 1-1:  Up fevilletage « sur M
est riemannien s’ peut étre définj par un
atlas
(U L), 1), (R,
ou:
1) les U, forment un recouvrement
ouvert de M;
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ii) les [, sont deg submersions de
U, sur R;
i) g,

sur R?;

iv) f, = Yupely  sur U, ﬂUﬂ
applications y (Rg,gﬂ) - (R.g)
isométries locales,

Donnons une définition équivalente, qui
sera plus maniable,

et une métrique riemannienne

ou les
sont deg

Lemme 1-2: yp fevilletage @ est riemannien
sl et seulement si il existe une métrique
riemannienne sur - M telle que pour tout
champ Zz tangent 3 @ ¢ tout champ x
orthogonal 4 & It de norme I, définis
Sur un ouvert de M, on a:

K[zX]y =0,

De plus, étant donné un champ de plang
quelconque, Supplementaire dy fibré tangent
a % on peut choisir [z métrique de telle
sorte que ce champ de plans soit l'orthogonal
de %,

Une telle métrique S’appelle quasi-fibrée
(relativement 3 %) (“Bundle-like” dans [a
terminologie de Reinhart),

DEMONSTRATION - Choisissons un champ de
plans quelconque, supplémentaire dy fibré
tangent 4 @, ] est facile de construire une
métrique riemannienne syr M telle que ce
champ de plans soit orthogonal 3 Y et
telle que la métrique induite sy ¢e champ
de plans soijt localement Iimage réciproque
de g par f,- 1l est clajr que le flot associg
a tout champ Z tangent 3 @ breserve les
longueurs orthogonales des champs x
orthogonaux 3 %, Cest i dire que:

X[ZX]y = 0.

La réciproque est immédiate. [

La métrique sur la variéte
M de l'exemple 1 est quasi-fibrée relativement
au feuilletage engendré par Z, Drapres [e
lemme, ce fevilletage est riemannien, Ep fait,
on a la propriété plus forte: j est
transversalement de Lie au sens de Fédida.
2) Un flot isométrique (ie. formé d’isométries)
définit un feuilletage riemannien

REMARQUES 1):
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La proposition suivante est une version
d’un résultat de [Rum] et figure déja
implicitement dans [Rei].

ProposiTiON I-3: Soit %  un feuilletage
de codimension 1 sur une variété riemannienne
compacte M. Alors 4% est totalement
geodésique si et seulement si la métrique
de M est quasi-fibrée pour le feuilletage
orthogonal & *.

DeMONSTRATION: ]I suffit de remarquer que
la formule (1) donne, dans le cas on X est
un champ unitaire tangent 4 % et Z un
champ orthogonal a &  (définis sur un

ouvert de M):

(VXZ) = X [XZ]). W
Nous obtenons le critére de géodésibilité
suivant.

ProrosiTiON 1-4: Un feuilletage de codimen-
sion 1 est géodésible si et seulement si il
est transverse a4 un feuilletage riemannien de
dimension 1.

Le lemme montre en effet
que l'on peut construire une métrique
quasi-fibrée de telle sorte que les deux
feuilletages deviennent orthogonaux. L

DEMONSTRATION ;

REMARQUE: Ce critére est semblable 4 celui
de D. Sullivan caractérisant les feuilletages
a feuilles minimales, de codimension 1, comme
étant ceux qui possédent un flot transverse
preservant le volume. Ici la condition est
évidlemment plus forte: le flot transverse
preserve une métrique transverse.

CoroLLAIRE I-5:  Tout feuilletage de codimen-
sion 1 suffisamment proche d’un feuilletage
géodésible est géodésible. |

Appelons “fibré de Seifert généralisé” un
feuilletage par cercles de longueurs bornées.

CoRrOLLAIRE I-6: Tout feuilletage de codimen-
sion | transverse a un fibré de Seifert généralisé
est géodésible.

DEMONSTRATION:  Un fibré de Seifert généralisé
peut étre défini par une action localement
libre de S', que I'on peut toujours supposer
isométrique. D’aprés une remarque précédente,
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un fibré de Seifert généralisé est donc un
feuilletage riemannien. &

II — APPLICATIONS

Les résultats de la premiére partie vont
nous permetire de preciser la structure du
releve d'un feuilletage géodésible dans le
revétement universel.

ProPOSITION TI-1: Soit %  un feuilletage
totalement géodésique de codimension 1 sur
la variété riemannienne M. Soit M le
revétement universel de M et ZF le relevé

de & dans M et F' le feuilletage
orthogonal a #.
Alors (#,7*%) est un produit, cest

a dire qu'il existe un difféomorphisme de ™M
sur L xR envoyant les feuilles de &
sur L x {x} etcellesde F" sur {4} x R.

DEMONSTRATION: D’apres [Hec], pour montrer
que (F,7') est un produit, il suffit de
montrer que, toute application:

£:[0,1] x [0,1] = {(1,1)} > M
envoyant {x} x [0,1] dans une feuille de
F* et [01] x {x} dans une feuille de 97
se prolonge au carré [0,1] x [0,1].

Dans le cas considéré, le feuilletage &
étant géodésique, le feuilletage F*'  est
riemannien. Par conséquent la longueur des
courbes y,: (te[0,1])

y:se[0,1]— fis,t)eM

est constante. Ceci permet de construire
I'extension sonhaitée. 0
ProrosiTioN I1-2: Soit % un feuilletage

géodésible de codimension 1 sur une variété
compacte M. Si % posséde une feuille
compacte, alors M fibre sur le cercle et
& est transverse a4 un fibré de Seifert
généraliseé.

DEMONSTRATION: D’aprés la proposition pré-
cédente, toute feuille de # ' coupe toute
feuille de #. Par conséquent une feuille
compacte de & définit une section globale
de #*, ce qui implique que la variéte M
fibre sur le cercle. L’application de premier
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La proposition suivante est une version
d'un résultat de [Rum] et figure déja
implicitement dans [Rei].

ProposiTioN I-3: Soit %  un feuilletage
de codimension 1 sur une variété riemannienne
compacte M. Alors &  est totalement
géodésique si et seulement si la métrique
de M est quasi-fibrée pour le feuilletage
orthogonal % *.

DemonsTRATION: Il suffit de remarquer que
la formule (1) donne, dans le cas oi X est
un champ unitaire tangent 8 % et Z un
champ orthogonal a %  (définis sur un
ouvert de M):

(ViX,Z) = X [XZ]). @
Nous obtenons le critere de géodésibilité
suivant.

ProrosITION 1-4: Un feuilletage de codimen-
sion 1 est géodésible si et seulement si il

est transverse a un feuilletage riemannien de
dimension 1.

Le lemme montre en effet
que l'on peut construire une métrique
quasi-fibrée de telle sorte que les deux
feuilletages deviennent orthogonaux. i)

DEMONSTRATION ;

REMARQUE: Ce critére est semblable 4 celui
de D. Sullivan caractérisant les feuilletages
a feuilles minimales, de codimension 1, comme
étant ceux qui possédent un flot transverse
preservant le volume. Ici la condition est
evidemment plus forte: le flot transverse
preserve une meétrique (ransverse.

CoRrOLLAIRE I-5: Tout feuilletage de codimen-
sion 1 suffisamment proche dun feuilletage
géodésible est géodésible. |

Appelons “fibré de Seifert généralisé” un
fevilletage par cercles de longueurs bornées.

COROLLAIRE I-6: Tout feuilletage de codimen-
sion | transverse a un fibré de Seifert généralisé
est géodésible.

DEMONSTRATION:  Un fibré de Seifert généralisé
peut étre défini par une action localement
libre de S', que I'on peut toujours supposer
isométrique. D’aprés une remarque précédente,
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un fibré de Seifert généralisé est donc un
feuilletage riemannien. =

II — APPLICATIONS

Les résultats de la premiére partie vont
nous permettre de preciser la structure du
relevé d'un feuilletage géodésible dans le
revétement universel.

ProposiTion 11-1: Soit %  un feuilletage
totalement géodésique de codimension 1 sur
la variété riemannienne M. Soit M e
revétement universel de M et F le relevé

de & dans M et F' le feuillctage
orthogonal a #.
Alors (#,7*') est un produit, c’est

a dire qu'il existe un diffeomorphisme de M
sur L xR envoyant les feuilles de &
sur L x {+] etcellesde F' sur {« x R.

DEMONSTRATION: D’aprés [Hec], pour montrer
que (#,%*') est un produit, il suffit de
montrer que, toute application:

f:[0,1] x [0,1] — {(1,])} = M
envoyant {x| x [0,1] dans une feuille de
F* et [0]1] x {x] dans une feuille de 7
se prolonge au carré  [0,1] x [0,1].

Dans le cas considéré, le feuilletage &
étant géodésique, le feuilletage 1  est
riemannien. Par conséquent la longueur des
courbes y,: (te[0,1])

Y,:5€[0,1]— f(s;t)eM
est constante. Ceci permet de construire
I'extension sonhaitée. O

ProrosiTion II-2: Soit &%  un feuilletage
géodésible de codimension 1 sur une variété
compacte M. Si % posséde une feuille
compacte, alors M fibre sur le cercle et

&  est transverse a un fibré de Seifert
généralisé.
DEMONSTRATION: D’aprés la proposition pré-

cédente, toute feuille de %' coupe toute
feuille de #. Par conséquent une feuille
compacte de % définit une section globale
de ', ce qui implique que la variéte M
fibre sur le cercle. L’application de premier
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retour associée a cette section globale est
une isométrie d’une variété compacte et peut
donc étre approchée par une isométrie
périodique. 1]

On en déduit évidemment la:

Proposition II-3: Soit %  un feuilletage
défini par une fibration d’une variété compacte
sur le cercle. Alors & est géodésible si et
seulement si la monodromie du fibré est isotope
a un diffeomorphisme périodique. (Le critére
de [Sul] montre que toute fibration est
minimale). i

La Proposition II-1 va nous permettre
de préciser la structure transverse du
feuilletage % *.

Soit G un groupe d’isométries d’une
variété riemannienne simplement connexe T.
Parmi les feuilletages nous
distinguerons une classe particuliére; ceux

riemanniens,

admettant une (G,T) structure, notion
initialement introduite par Ehresman.
DerNiTION 11-4: Un feuilletage ¥ sur M

admet une (G,T) structure transverse s'il
peut étre défini par un atlas:

({Um} 2 :fd} » fyaﬂ})

ou:
i) les ouverts U_ recouvrent M
ii) {, est une submersion de U, dans T
i) £, =vy,pefy  sur U, MU, oun les
applications vy,, sont dans G.

Cette définition revient a remplacer, dans
la Définition 1-1 des feuilletages riemanniens,
les v,, par des isomeétries globales d’une
méme variété riemannienne.

Tous les  feuilletages  riemanniens
n‘admettent pas de (G,T) structure, mais,
pour le cas particulier du flot orthogonal
a un feuilletage totalement géodésique, on a:

ProrosiTionN T1-5: Soit % un feuilletage de
codimension 1, totalement géodésique sur une
variété compacte. Alors, le feuilletage
orthogonal Z* admet une (G,T) structure
transverse.

DEMONSTRATION: Le revétement universel de
M est difftfomorphe a L x R. Le groupe
fondamental de M opére sur L xR en
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préservant les deux facteurs, et en opérant
par isométries sur le premier facteur. En
particulier, le feuilletage # " posséde un
(Isom (L)L) structure transverse. E7]
Dans la partie suivante, nous montrons
que les seuls [euilletages géodésibles, en
dimension 3, sont ceux donnés par 'Exemple 1
et le Corollaire I-6. La proposition précédente
permet de ramener cette classification a celle
des feuilletages de dimension | admettant
une (G,T) structure transverse. Ce sont ces
feuilletages que nous étudions maintenant.

III — FLOTS A STRUCTURE TRANSYERSE EN
DIMENSION 3

La proposition suivante nous permet de
nous limiter au cas ou T est a courbure
constante.

ProrosiTioN III-1: Tout feuilletage admettant
une (G,T) structure transverse avec dim T = 2
admet aussi une (G',T) structure transverse
ou T est soit le plan euclidien R? soit
le demiplan de Poincaré H?, soit la sphére
canonique S%. On dira alors que le feuilletage
est transversalement euclidien, hyperbolique
ou elliptique suivant le cas.

DiEMONSTRATION: On sait que toute surface
simplement connexe T est conformément
équivalente & T ou T désigne soit R?
soit M2 soit S2% Le groupe d’isométries
G savére donc conjugué a un groupe G’
fait un groupe d’isométries de T".

Si T est le demi-plan de Poincaré,
les bijections conformes de H? étant les
isométries de H?, le groupe G’ est en
fait un group disométries de T

Si T est le plan euclidien, le groupe
G’ est un sous groupe du groupe des
similitudes de R? Un élément de G’ ne
pouvant avoir de point fixe dilatant ou
contractant, G’ est en fait un sous groupe
du groupe des isométries de R? '

Si T estla sphére S2%, le groupe G’
est un sous groupe du groupe des bijections
conformes de S* isomorphe a PGL,(C).
Le groupe G’ étant par ailleurs relativement
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compact puisqu'isomorphe a4 un sous groupe
du groupe des isométries de la variété compacte
T, il peut étre réduit a2 SO(3), cest a
dire 4 un groupe d’isométries de S2 [ |

Les feuilletages de  dimension 1
transversalement hyperboliques sont classifiés
dans [Thu]. Nous nous proposons de classifier
ceux qui sont transversalement euclidiens et
elliptiques. La méme démonstration nous
permettra de retrouver, de maniere plus simple
la classification de [Thu].

Soit % un feuilletage ayant une (G,T)
structure transverse sur la variété compacte
M. Soit M le revétement universel de M
et m la projection naturelle de M sur
M. Lereleve % de % dans M est défini
par une fibration globale p de ™M sur
T (Cf[Thu]). Le groupe fondamental de M
opérant sur N en préservant les fibres de
p. il existe une unique représentation

o, (M) =G
telle que pour tout th de M et tout y de
n, (M), on ait:
plym) = @(y)p(m).
Dans le cas oi % est de dimension 1,
M est un fibré en droites ou en cercles
orientable sur T qui est homéomorphe
a R? oua S* Deux cas sont donc possibles;
soit T est la sphére S2 et M est un
fibré en cercles sur S?, soit p est un
fibré trivial de fibre R. Dans le premier
cas, toutes les orbites de % et donc,
a fortiori celles de %, sont fermées, cest
a dire que % est un fibr¢ de Seifert. Ce
cas a4 part, p est un fibré trivial en droites,
on en déduit que le point p(m) est fixe
pour l'un des ®(y) (avec 7y #1) si et
seulement si l'orbite de %  passant par
n(m) est périodique.
Etudions d’abord le cas elliptique.

Tuboreme III-3: Soit % un feuilletage de
dimension [, transversalement elliptique sur
une 3-variété fermée M. Alors, ou bien
% est un fibré de Seifert, ou bien % est la
suspension d'une rotation de la sphére S2.

DEMONSTRATION: Si % n’est pas un fibré de
Seifert, le revétement universel de M  est

S2x R et les orbitess de % vont d’un
“bout a lautre”. On peut donc appliquer
le résultat principal de [Fri] qui implique
que % admet une section globale, qui est
alors une sphére. Le feuilletage %  est
donc une suspension d'une rotation. {El
Nous ferons [I'étude des cas euclidiens
et hyperboliques simultanément. Desormais
(G,T) désigne soit  (Isom(R*),R?), soit
(Isom(H?),H?*) et % désine un feuilletage
de dimension | transversalement (G,T).
Le lemme suivant est dans [Thu].

LemMe T11-4: Si @ n’est pas injective ou
si image de @ est discréte dans G, alors
@ est un fibré de Seifert.

DEMONSTRATION: La premiére partie du lemme
résulte du rapport existant entre point f[ixe
de ®(y) et orbite périodique.

Si I'image de @ est discréte dans G,
il est facile de voir que, pour tout x de T,
lorbite de x par ®(x,(M)) est discrete
dans T. Ceci implique que toutes les orbites
de % sont fermées. |

Nous supposerons desormais que % n’est
pas un fibré de Seifert.

LeMME II1-5: Les orbites fermées de % sont
isolées; de maniére équivalente, la reunion
des points fixes des @(y) (y # 1) est discréte
dans T.

DEMONSTRATION: En  effet, si une suite
d’orbites périodiques de %  s'accumulait
sur une orbite périodique, I'’holonomie de celle
ci serait une rotation ayant une infinité de
points  periodiques, donc une rotation
périodique. Ceci implique que toutes les orbites
voisines de lorbite limite sont périodiques
et que % est un fibre de Seifert, ce que
nous avons exclu. =

LemuMe ITI-6: Soit I' I'adhérence de @, M))
dans G. Les éléments de T opérent
sans point fixe sur T.

DEMONSTRATION: Soit  I')  la composante
connexe de I'identité dans I'. Puisque @(r,(M))
est non discret, I', n'est pas trivial. Soit
K la réunion des points fixes des éléments
non triviaux de @(n,(M)). Alors K est
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compact puisqu’isomorphe a4 un sous groupe
du groupe des isométries de la variété compacte
T, il peut étre réduit 2 SO(3), clest a
dire 4 un groupe d'isométries de S2. N

Les feuilletages de dimension 1
transversalement hyperboliques sont classifiés
dans [ Thu]. Nous nous proposons de classifier
ceux qui sont transversalement euclidiens et
elliptiques. La méme démonstration nous
permettra de retrouver, de maniére plus simple
la classification de [Thu].

Soit % un feuvilletage ayant une (G,T)
structure transverse sur la variété compacte
M. Soit M le revétement universel de M
et m la projection naturelle de M sur
M. Lerelevé % de % dans M est défini
par une fibration globale p de ™M sur
T (Cf[Thu]). Le groupe fondamental de M
opérant sur M en préservant les fibres de

p, il existe une wunique représentation
O:m, (M) - G

telle que pour tout M de M et tout y de

n,(M), on ait:

p(y'm) = ®fy)p(m).
Dans le cas ot % est de dimension 1,
M est un fibré en droites ou en cercles
orientable sur T qui est homéomorphe
a R* oua S% Deux cas sont donc possibles:
soit T est la sphére S*> et M est un
fibré en cercles sur S2, soit p est un
fibré trivial de fibre R. Dans le premier
cas, toutes les orbites de % et donc,
a fortiori celles de %, sont fermées, cest
a dire que % est un fibré de Seifert. Ce
cas a part, p est un fibré trivial en droites,
on en deduit que le point p(m) est fixe
pour I'un des ®(y) (avec 7y #1) si et
seulement si lorbite de %  passant par
n(m) est périodique.
Etudions d’abord le cas elliptique.

THEOREME III-3: Soit % un feuilletage de
dimension 1, transversalement elliptique sur
une 3-variété fermée M. Alors, ou bien
% est un fibré de Seifert, ou bien % est la
suspension d’une rotation de la sphére S2,

DEMONSTRATION: Si % n’est pas un fibré de
Seifert, le revétement universel de M  est
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S? x R et les orbites de % vont d’un
“bout a Tautre”. On peut donc appliquer
le résultat principal de [Fri] qui implique
que % admet une section globale, qui est
alors une sphére. Le feuilletage %  est
donc une suspension d’une rotation. ]
Nous ferons Tétude des cas euclidiens
et hyperboliques simultanément. Desormais
(G,T) désigne soit (Isom(R?),R?), soit
(Isom(H?),H?) et % désine un feuilletage
de dimension 1 transversalement (G,T).
Le lemme suivant est dans [Thu].

Levme I1T-4: Si @
si I'image de @ est discréte dans G,
% est un fibré de Seilert.

n'est pas injective ou
alors

DEMONSTRATION:  La premiére partie du lemme
résulte du rapport existant entre point fixe
de ®@(y) et orbite périodique.

Si image de @ est discréte dans G,
il est facile de voir que, pour tout x de T,
lorbite de  x par ®(n,(M)) est discréte
dans T. Ceci implique que toutes les orbites
de % sont fermées. |

Nous supposerons desormais que % n’est
pas un fibré¢ de Seifert.

LemMME TII-5: Les orbites fermées de % sont
isolées: de maniére équivalente, la reunion
des points fixes des ®(y) (y £ 1) est discréte
dans T.

DEMONSTRATION: En  effet, si une suite
d'orbites périodiques de %  saccumulait
sur une orbite périodique, I'’holonomie de celle
cl serait une rotation ayant une infinité de
points  périodiques, donc une rotation
périodique. Ceci implique que toutes les orbites
voisines de lorbite limite sont périodiques
et que % est un fibré de Seifert, ce que
nous avons exclu. &

LemME IT1-6:  Soit T' I'adhérence de @(r,M))

dans G. Les éléments de I opérent
sans point fixe sur T.
DEMONSTRATION: Soit T, la composante

connexe de I'identité dans I'. Puisque @(rc, (M)
est non discret, I', n'est pas trivial. Soit
K la réunion des points fixes des éléments
non triviaux de ®(m,(M)). Alors K est
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une partie discréte globalement invariante par
®(n,(M)) donc par I, et donc invariante
point par point par T',. Un élément de G
ayant au plus 1 point fixe dans T, on en
déduit que K est soit vide soit réduit a
un point {x_}. Ce dernier cas est impossible
car la fonction
m e M r dist(p(m),x,)

serait une fonction non bornée sur M
invariante par laction de w,;(M) sur M, ce
qui contredit la compacité de M. On en
déduit que I' opére sans point fixe sur T
car l'ensemble des éléments de G opérant
sans point fixe est fermée dans G. |

Nous sommes en mesure de démontrer le

THEOREME III-7: Soit % un feuilletage de
dimension 1, transversalement hyperbolique
on euclidien sur une 3-variét¢ fermée M

Alors:
ou bien % est un fibré de Seifert
ou bien % est conjugué on feuilletage

engendré par le champ Z de I'Exemple
1 (Cas hyperbolique)

ou bien % est conjugué a un feuilletage
linéaire du tore T3. (Cas euclidien).

DEMONSTRATION: Dans le cas euclidien, le
lemme précédent montre que le groupe
@(r,(M)) est un groupe de translations de
R2.

Dans le cas hyperbolique, I' est un
sous groupe de Lie de Isom(H?) =~ SL,(R),
de dimension supérieure a 1 et opérant sans
point fixe sur M2 I est facile de voir que
ceci implique que I' est conjugué a un sous
groupe du groupe des transformations

zeH?— az + beH? (a > 0)
Dans les deux cas, le feuilletage %

admet une structure transverse de Lie
(Cf[Fed]). On conclut & l'aide de [Car,Car]. W

CoroLLARE IIT-8: Si % est un feuilletage
de dimension 1, riemannien, sur une 3-variété
fermée M, deux cas sont possibles:

i) soit % st le feuilletage engendré
par le champ Z de I'Exemple 1

ii) soit %  est approchable par une
fibration de Seifert. |
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Nous pouvons enfin donner le théoréme
de classification des feuilletages géodésibles
en dimension 3.

THEORBME II1-9: Soit &% un feuilletage de
codimension 1 sur une variété f[ermée de
dimension 3. Alors % est géodésible si et
seulement si:

i) soit & est conjugué an feuilletage
modéle de I'Exemple 1;

ii) soit & est transverse & une fibration
de Seifert.

DEMONSTRATION: D’aprés le corollaire précé-
dent, le feuilletage orthogonal peut, soit étre
approché par une fibration de Seifert, soit
est conjugué¢ au feuilletage engendré par le
champ Z de TI'Exemple 1.

En utilisant les resultats de [Ghy,Ser]
qui contiennent une classification des
feuilletages sans feuille compacte sur les
vari¢tés de 'Exemple 1, on en déduit facilement
que tout feuilletage transverse au champ Z
est différentiablement conjugué de I'Exemple
1. u
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