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Abstract. We consider groups generated by real analytic diffeomorphisms of a 
compact manifold close to the identity. We show that the dynamics of such a group 
is recurrent unless the group satisfies a very particular property, similar to solvability. 
We study in detail the case of diffeomorphisms of the circle and the disc. 

1. In troduct ion  

Soit R: P --~ Diff(V) un homomorphisme d 'un  groupe (discret) F g va- 

leurs dans le groupe des diff6omorphismes d 'une vari6t6 compacte V. 

Nous dirons que R e s t  rdcurrent si pour tout  point x de V, il existe une 

suite (Ti)i_>l d%16ments distincts de r telle que R(Ti)(x) converge vers x. 

Th~or~me A. Soit P un groupe contenant un sous-groupe libre non 

abdlien et soit S une pattie gdndratrice de F. Soit V une varidtd corn- 

pacte analytique rdelle et Di f f ' (V)  le groupe de ses diffdornorphisrnes 

analytiques, rnuni de sa topologie naturelle (voir w II existe un voisi- 

nage bt de l'identitd dans Di f f ' (V)  tel que tout hornornorphisrne R: r 

Dif f~ qui envoie S dans bl est rdcurrent. 

Pour motiver ce th6or~me, d6crivons d 'abord une famille d'exemples 

qui sont g l'origine de ce travail. 

Soit G un groupe de Lie et p: G --* Diff ' (V) un homomorphisme 

c o n t i n u e t  injectif, i.e. une action analytique fid~le de G sur V. Pour 

tout  homomorphisme r: P --* G, on obtient par composition un homo- 

morphisme R = p o r. 

Par exemple, consid6rons Faction projective de G = PSL(2 ,  IR) sur 
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la droite projective r6elle V = p1  (diffSomorphe au cercle). Si F est le 

groupe libre sur deux g~n~rateurs a, b, un homomorphisme r: P --+ G est 

dScrit par les deu• ~l~ments A = r(a) et B = r(b) de G. La th~orie bien 

connue des groupes fuchsiens montre  qu'il est possible de choisir A e t  B 

de telle sorte que: 

i) Aet B ne satisfont aucnne relation non triviale, i.e. rest injectif, 

ii) il existe un ensemble de Cantor K dans pl invariant par R(F) et tel 

que l'orbite de tout point de K est dense dans K, 

iii) i] existe un intervalle I semi ouvert dans pl _ K tel que les images de 

I par les 616ments de R(F) sont disjointes deux ?~ deux et recouvrent 

p1 _ K: l'intervalle Iest "errant". En particulier, l'action R de F 

sur pl n'est pas r6currente. 

Cependant, un tel ph6nombne ne peut pas se produire si Aet B sont 

proches de l 'identit6 de PSL(2, R). Ceci r6sulte du lemme classique de 

Zassenhauss que nous rappelons ear il est au cceur de cet article (voir 

IRa], par exemple). Pour  tout  groupe de Lie G, il existe un voisinage de 

l'identit6. U tel que tout  sous-groupe discret engendr6 par  des 616merits 

de U est nilpotent. Par  cons6quent, si l 'homomorphisme r: F --~ G envoie 

la partie g6n6ratriee S dans U, deux eas sont possibles: 

i) r(P) n'est  pas discret dans G et son adh6rence contient done un sous- 

groupe k un param6tre de G. L'adh6rence de R(F) dans Dittw(V) 

contient alors un flot non trivial et, en particulier, R e s t  rdcurrent. 

ii) r(F) est diseret et nilpotent. Si on suppose que F contient un sous- 

groupe libre non ab61ien, c'est que le noyau de r (et doric de R) est 

infini. En particulier, R e s t  rdcurrent. 
On objeetera  que la d~finition de rSeurrenee que nous avons choisie 

n'est  peut-fitre pas adapt6e et qu 'on aurait  pu exiger l 'existence d 'une 

suite 7i telle que les R(~/i) soient distincts et R(Ti)(x) converge vers x. 

Nous reviendrons plus loin sur eette question. 

Ainsi, le Thfior~me A appara~t comme une version de lemme de 

Zassenhauss pour le groupe de dimension infinie Dittw(V). L 'obje t  de ee 

travail est en effet &examiner  dans'quelle mesure ce lemme se g~n~ralise 

aux groupes de diff~omorphismes. Ceci nous am~nera naturel lement 
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discuter de quelques propriSt~s alg~briques des sous-groupes de type fini 

de Diff ' (V).  La possibilit~ d 'une telle discussion est sugg~r~e dans [AG] 

qui contient l 'exemple suivant, dfi h M. Herman, montrant  que, clans 

Diff(V), certaines relations entre diff6omorphismes peuvent en entrainer 

d'autres.  Le groupe de toutes les bijections de Z ~ supports finis contient 

tous les groupes finis et ne peut doric se plonger dans Diff(V) pour 

aucune variSt~ compacte V (par un argument  facile). D 'aut re  part,  

ce groupe se plonge dans certains groupes de pr6sentation finie. Ainsi, 

certains groupes de pr6sentation finie ne se plongent dans aucun Diff(V). 

I1 est m~me possible de construire des groupes simples de presentation 

finie contenant  tous les  groupes finis (exemples de Thompson).  Pour un 

tel groupe, tout  homomorphisme 5~ valeurs dans Diff(V) est trivial. 

Les groupes nilpotents de diff~omorphismes du cercle ont 6t~ d~crits 

dans [P-T]. Nous ~tudions ici le cas des groupes r~solubles de diffSomor- 

phismes du cercle puis des groupes nilpotents de diff~omorphismes de la 

sphere de dimension 2. 

Th~or~me B. Un sous-groupe niIpotent de Di f f f (S  1) est abdlien. Un 

sous-groupe rdsoluble de D i f y ( S  1) est mdtabdlien, i.e. son premier 

groupe ddrivd est abdIien. Un sous-groupe nilpotent de D i f y ( S  2) est 

mdtabdlien. 

Voici un e• d'application. Soit F u n  sous-groupe d'indice fini 

dans SL(k,  Z) avec k > 3. Comme pour tout  r~seau dans un groupe de 

Lie simple de R-rang sup~rieur ou ~gal s 2, le groupe F a la propriSt5 

que tout  sous-groupe normal  est fini ou d'indice fini [Ma]. D 'aut re  part,  

F contient ~videmment un sous-groupe nilpotent dont tous les sous- 

groupes d'indice fini sont de longueur de nilpotence k - 1 et ne sont pas 

m6tab6liens d~s que k > 4. On obtient ainsi ]e r~sultat suivant, dans ]e 

mSme esprit que [Zi]. 

Corollaire. Soit F u n  sous-groupe d'indiee fini dans SL(k,  Z) avec k > 4. 

Alors route action analytique rdelle de F sur la sphere S 2 transite it 

travers un quotient fini de F. 

On a bien stir un corollaire analogue pour le cercle, mais on t rouvera 

dans [Wi] un r~sultat plus fort dans cette direction. 

BoI. Soc. Bras. Mat., Vol. 24, N. 2, 1993 



140 ETIENNE GHYS 

Le th4orbme suivant de G. Duminy, malheureusement  non publi4, 

est lui aussi g l'origine de ce travail: 

Th~or~me.  (G. Duminy.) I1 existe un voisinage gt de l'identitd dans le 

groupe des diffdomorphismes de cercle de classe C 2 (muni de la topologie 

C 2) ayant la propridtd suivante. Le groupe engendrd par une famille 

quelconque d'dldrnents de gt a ou bien routes ses orbites denses ou bien 

poss~de une orbite finie. 

La d4monstrat ion de ce th4or~me, g la Denjoy, est typique de la 

dimension 1 et ne peut  s '6tendre en dimension sup6rieure. Nous d4ve- 

loppons une m4thode g4n4rale qui, en dimension 1, donne le r4sultat 

snivant: 

Th&or&me C. I1 existe un voisinage bt de l'identitd darts Diff f  (S 1) ayant 

la propridtd suivante. Si F est le groupe engendrd par une pattie finie 

de bl~ on a l' une des quatre possibiIitds: 

i) routes les orbites de P sont denses, 

ii) P poss~de un nombre fini d'orbites finies et routes les orbites infinies 

sont localement denses, 

iii) P poss&de un hombre fini d'orbites finies et routes les orbites infinies 

sont propres et s'accurnulent sur les orbites finies. Dans ce cas F est 

une extension finie de Z, 

iv) F est un groupe fini (cyclique). 

On remarquera  en particulier que si F est infini et n'est pas une 

extension finie de Z, le groupe P agit sur le cercle de mani~re r4currente 

(i.e. le plongement P ~-+ Diitw(S 1) est rdcurrent).  

On notera aussi une analogie entre le Th4or~me C et le rdsultat 

de Nakai qui d4crit la dynamique locale d 'un  groupe de germes de 

diff4omorphismes holomorphes de C au voisinage d 'un  point fixe. Si le 

groupe n'est pas r4soluble, les orbites locales sont localement denses en 

dehors d 'un  hombre fini de "sdparatrices ' ,  germes &ensembles analyti- 

ques r4els [Nal]. Darts cette direction nous obtenons le Th~or~me sui- 

rant .  

Th~or&me C'. Considdrons Ie cerele S 1 comme le cercIe unitd darts 

C. Pour tout rdel ~- avec 0 < T < 1/2, il existe un voisinage N de 
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l 'identitd dans Dif f~(S 1) tel que si F est le groupe engendrd par une 

famille quelconque d'dldments de Lt, ators on a l'une des deux possibiIitds 

suivantes: 

i) F est rdsoluble, 

ii) il existe une suite V~ d'~Idments distincts de F qui on~ une extension 

holomorphe 5 l 'anneau {z E C, 1 - ~- < Izl < I + 7} et qui tendent 

uniforrndment vers l 'identitd sur cet anneau. 

Voici deux exemples qui illustrent les difficult~s rencontr~es pour 

g~ndraliser ces thdor~mes en dimension sup~rieure. 

Soit X un champ de vecteurs analytique r6el sur V et  Ct le riot 

engendr& Soit u: V --+ R u n e  foncti0n analytique et r  ]e riot engendr6 

par u X .  I1 est possible de choisir X, u et une suite c~ de rdels tendant  

vers 0 de telle sorte que le groupe Pi engendr6 par r et ~ei soit libre 

et que les adherences des orbites de Fi soient les adherences des orbites 

du champ X.  Ainsi, la dynamique d 'un  groupe libre engendr~ par des 

diffdomorphismes proches de l 'identitd peut  ~tre aussi complexe que celle 

d 'un  champ de vecteurs et on ne peut  espdrer une conclusion aussi forte 

que dans le Thdorbme C. 

D'aut re  part,  en dimension sup~rieure, d 'autres  groupes que les ex- 

tensions finies de Z (ou de groupes abdliens) admet ten t  des actions non 

r~currentes arbi t rairement  proches de l'identit~. Soit V l a  vari~t~ des 

drapeaux  de R a (i.e. l 'espace des couples form,s d 'une  droite vectorielle 

et d 'un plan Ia contenant)  et p: PGL(a ,  IR) ~ Diffw(V) I 'action lin~aire 

naturelle. Soit P l e  "groupe de Heisenberg entier", i.e. ]e groupe de 

pr6sentation finie form6 des matrices de la forme 

1 /3 
0 1 

avec a,/~, 7 entiers. Pour tout  entier i, consid~rons le plongement ri de 

F dans PGL(3 ,  ]R) d~fini par: 

ri 1 -= 0 1 �9 
0 0 0 

I1 est clair que les injections Ri = p o ri convergent vers l 'identit6 sur 
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une partie g~n6ratrice finie de F. On v~rifie d'autre part qu'il existe un 

ouvert dense de V, invariant par/~i(F), sur lequel -~i(F) op~re librement 

et proprement. Ainsi/~i n'est pas r~current. 

Dans une gdn~ralisation du Thdor~me C, il convient donc de prendre 

en compte ]es groupes nilpotents. Les th~or~mes suivants vont dans cette 

direction. 

Th6or~me D. II existe un voisinage bl de l'identitd dans le groupe 

Di f f f (D 2) des diffdomorphismes analytiques rdels du disque feting D 2 

tel que si F est un groupe engendrd par une pattie de N et si le groupe 

induit par F sur le bord de D 2 n'est pas r6soluble, alors l'action de F sur 

le disque est rdcurrente. 

Th~or~me D'. I1 existe un voisinage U de l'identitd dans Dif f~  2) tel 

que si S C bt contient deux dldments fixant un m~me point xo de S 2 et 

dont les diffdrentielles en xo engendrent un sous-groupe non rdsoluble de 

GL(2, R), alors le groupe F engendrd par S agit de mani~re rdcurrente 

sur la sphere. 

Insistons snr le f a r  que ces deux derniers th5or~mes t rai tent  de la 

dynamique du groupe engendr~ par un certain hombre de diffdomorphis- 

rues et non plus de celle d 'un  homomorphisme d 'un groupe abstrai t  

valeurs dans un groupe de diffdomorphismes, de sorte que la r~currence 

ne peut  plus ~tre attr ibude au noyau de R. On remarquera  aussi, pour  

comparer les th4or~mes A et D - D ~, que le voisinage b/ dont il est 

question dans le th6or~me A d@end  a priori du groupe F. 

I1 paraR clair que les r4sultats pr5sent~s dans cet article ne sont pas 

optimaux. En route g4n~ralitd, la dynamique d 'un groupe engendr~ par 

des diffdomorphismes proches de l 'identit~ est probablement  analogue 

celle d 'un riot. Ayant  par exemple ~ l 'esprit le th~or~me de Poin- 

car6-Bendixson, on peut  se demander  si les ensembles minimaux d 'un 

groupe non nilpotent de diff~omorphismes de la sphere, engendrd par 

des diff~omorphismes proches de l'identit~, ne seraient pas triviaux, i.e. 

des ensembles finis, des r~unions de courbes ou la sphSre route  enti~re. 

Ce travail est organis~ de la fa~on suivante. Le paragraphe 2 con- 

tient une discussion du lemme de Zassenhauss et une version affaiblie de 
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ce lemme valable pour  les groupes de diff6omorphismes; ceci m6ne au 

th6or6me A. Dans le paragraphe 3, on 6tudie les groupes r6solubles de 

diff6omorphismes du eerele et on d6montre le Th6or6me C. Les groupes 

nilpotents agissant sur la sph6re sont 6tudi6s au paragraphe 4. Enfin, on 

d6gage au paragraphe 5 une notion de "pseudo-r6solubilit6" qui m6ne 

la preuve des th6or6mes C' ,D-D'.  

Cet article a 6t6 r6dig6 lors d 'un s6jour ~ I ' IMPA de Rio de Janeiro, 

que je voudrais remercier pour  son hospitalit6. 

2. Le l emme de Zassenhauss 

Nous eommenqons par  rappeler un lemme alg6brique extr6mement  sim- 

ple mais impor tant  pour  la suite. Soit F un groupe engendr6 par  une 

partie S = {0 '1 , . . . ,3 ' i , . . .  } (finie ou infinie). On d6finit par r6eurrence 

une suite de parties Sk de 1": 

So = S 

Sk+l est l'ensemble des commuta teurs  [a, b] = aba-lb -1 avee a E S 

et b E S~. 

Nous affirmons que si Sk se r6duit ~ l'616ment neutre de P pour  un 

certain entier k, alors C est nilpotent de longueur k. 

La preuve est par r6currence sur k. Si k = 1, e'est le fait 616mentaire 

qu 'un groupe engendr6 par  des 616ments qui commutent  est commutatif .  

Supposons l 'assertion d6montr6e jusqu '~  l 'ordre k - 1 et consid6rons un 

g r o u p e r  engendr6 par S e t  tel que Sk est r6duit/~ l'616ment neutre. Le 

sous-groupe Z de F engendr6 par les 616ments de Sk-1 est central dans 

P. Le quotient  F / Z  engendr6 par  les classes de S modulo Z, v6rifie la 

condition h l 'ordre k - 1; il est done nilpotent  de longueur k - 1. Le 

g r o u p e r  est done nilpotent  de longueur k. 

Consid6rons maintenant  un groupe de Lie G. Equipons G d 'une 

m6trique riemannienne (par exemple invariante ~ gauche) et, pour  g E 

G, notons IIg-idH la distance entre g e t  l'616ment neutre id de G. 

L'applicat ion "commutateurs"  : 

(91,g2) E G • G ~-~ [gl,92] -1 -1 =919291 92 E G 

est de classe C ~ et sa diff6rentielle en (id, id) est triviale car elle est 
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constante sur les "axes" {id} • G et G • {id}. I1 existe donc une constante 

C > 0 et un voisinage U1 de l'identit@ dans G tels que si gl et g2 sont 

dans U1, on a: 

H[gl ,g2]-  id]] <_ C I[gl - idll []g2 - idl[. (*) 

Supposons maintenant  que G contienne un sous-groupe discret F 

engendr@ par une partie S contenue dans l ' intersection U de U1 et de 

la boule de centre id et de rayon ~ c  L'in@galit@ (*) montre  que tons 

les @l@ments de Sk sont ~ distance inf@rieure s 2 -k de id. Puisque F 

est discret, Sk se r@duit k l'identit@ pour k assez grand et le lemme 

aIg@brique que nous avons tappet@ montre  que F est nilpotent. C'est le 

lemme de Zassenhauss. 

La difficult@ essentielle pour g@ndraliser ce lemme aux groupes de 

diff@omorphismes tient au fait qu'une in@galit@ du type (*) n'est pas 

satisfaite. Une est imation de la norme de la d@riv@e r ~me d 'un  commu- 

ta teur  de deux diff@omorphismes met  en jeu la norme de la d@riv@e 

(r + 1) ~me de ceux-ci. Ceci est particuli~rement clair pour le probl~me 

analogue du crochet de deux champs de vecteurs sur la droite: 

~ 

' ~xx" 

Voici d'ailleurs un exemple illustrant que le Th@or~me A n'est pas va- 

lide dans la topologie C 0. Soient A e t  B deux @l@ments hyperboliques 

de PSL(2,  ~) qui engendrent  un sous-groupe libre dont Faction sur le 

cercle p1 _~ $1 ~ ]~/Z pr@serve un ensemble ferm@ minimal qui est un 

ensemble de Cantor. Soient A e t / ~  des diff@omorphismes de ]R relevant 

A et B. Pour chaqne entier i > 0, on d@finit des diff@omorphismes Ai 

1 A(ix) et /3i(x) = 1 B(ix),  passant au quo- et /3i de R par ~4i(x) = 7 7 
t ient en des diff@omorphismes Ai et Bi du cercle. I1 est clair que Ai, Bi 

convergent vers l'identit@ dans le groupe des diff@omorphismes du cercte 

muni de la topologie C 0. I1 n'est pas difficile de s'assurer par ailleurs 

que le groupe Fi engendr@ par Ai, Bi n'agit pas sur le cercle de mani~re 

r@currente et que c'est un sous-groupe discret et libre du groupe des 

diff@omorphismes du cercle. 

C'est l 'usage de la topologie analytique r@elle (et des in@galit6s de 
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Cauchy) qui v a n o u s  permet t re  d'4tablir  une forme faible de (*) pour  

les diff6omorphismes. 

Fixons d 'abord  quelques notations. 

Soit V une vari4t6 analyt ique %elle compacte  de dimension n, 5ven- 

tuellement ~ bord. Nous fixerons une lois pour  routes un plongement 

analytique %el de V dans un espace euclidien ]R N (qui existe d'apr~s 

un %sultat  de Grauert  [Nar]). Une complexification de V est une sous- 

vari6% analytiqhe complexe l> de C N, non compacte,  de dimension com- 

plexe n, contenant V c Ig N c C N telle que toute  fonetion analytique 

%elle u: V -+ IR se prolonge en un unique germe de fonction holomor- 

phe ~ defini au voisinage de V dans 1). Deux complexifications de V 

coincident au voisinage de V e t  nous fixerons l 'une d'entre elles I? C C N. 

Si ~- > 0, nous noterons l?~- l 'ensemble des points de T~ situ4s ~ dis- 

tance str ictement inf6rieure ~ ~- de V C R N C C N, pour  la distance 

euclidienne de C At. Soit u: V ~ R e une fonction analytique %elle ~ va- 

leurs dans un espace euclidien. Si u admet  un prolongement holomorphe 

u: I)~- --+ C e, nous notons II ll  la borne sup6rieure de la norme II~(x)ll 

lorsque z ddcrit 1>~-. S'il n 'existe pas de telle extension, nous poserons 

II L = oo. 

Si 7 > 0 et e > 0, on considgre l 'ensemble U~,s des diff~omorphismes 

analytiques %els f :  V --+ V c ]g N tels que I I / -  idll  < c. I1 existe 

une unique structure de groupe topologique sur le groupe Dittw(V) des 

diff~omorphismes analytiques %els de V telle que les U~-,~ forment une 

base de voisinages de l 'identit~ (voir plus loin et [BT], [Le]). C'est la 

topologie analytique sur Diff ' (V).  On vdrifie qu'elle ne d@end  pas du 

plongement analytique %el de V dans IR N. 

Nous allons ~tablir la proposit ion suivante. 

Proposi t ion  2.1. Avec les notations prdcgdentes, il existe des constantes 

c > O,C > 0,7o > 0 telIes que, si 0 < 7- < TO et 0 < 5 < ~ 7 -  

et si f l  et f2 sont deux diffdomorphismes analytiques rdels de V avec 

IIf  - i d L  _< et  II.f2 - i d L  < aloes: 

C 
II[fl, f2] - idll~_6 <_ -~ sup (llfl - idll.r, ]If2 - idll~-) 2 -  
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Avant de ddmontrer  cette proposition, quelques commentaires seront 

utiles. La prfisence du facteur c est bien stir essentielle de sorte que cette 

in6galit6 n'est pas suffisante pour obtenir  le lemme de Zassenhauss. Soit 

en effet S u n  ensemble de diff~omorphismes tels I l l -  idllr < ~ pour 

f E S et d6finissons comme pr~c6demment la suite de parties Sk. Les 

fil6ments de Sk ~tant des commuta teurs  d'61~ments de S et de Sk-1, 

l'in~galit~ donne au mieux I l l -  idll-c-~ -< c ~2 pour f E Sk e t  on ne 

peut  done conclure que les ~16ments de Sk convergent vers l 'identit~ 

lorsque k tend vers l'infini. 

Ceei sugg~re alors d'6tablir qu 'un groupe diseret engendr6 des diff~o- 

morphismes proches de l 'identit6 est r~soluble. Rappelons qu 'un groupe 

r e s t  r6soluble si, pour un certain entier k, le k gme groupe d6riv6 Dkr 
est trivial off DkP est d~fini par r~currence par: 

D0F = F 

Dk+IF = [DkF, DkF] 

est le groupe engendrd par les commuta teurs  d'61~ments de DkP. 

Le lemme alg~brique d6crit au d~but de ce paragraphe ne se g~n~ra- 

lise cependant  pas aux groupes r6solubles. Si F est engendr~ par S e t  si 

l 'on d6finit une suite S k de parties par: S O = S; S k+l est l'ensemble des 

commuta teurs  [a,b] avec a et b dans S k, il est faux que si S k se r~duit 

5~ l'identit~ alors P est n~cessairement r~soluble. On ne pent ddcider 

de la rdsolubiIitd d'nn gronpe en montrant la trivialitd d'un nombre fini 

de commutatenrs itdrds formds d partir d'nne partie gdndratrice. Ceci 

r~sulte du fait que le groupe m~tabglien libre k deux g~n6rateurs (par 

exemple) i.e. le quotient du groupe libre k deux g~n~rateurs par son 

second groupe d~riv6, n'est pas de pr6sentation finie (voir [Ne]). C'est 

la difficnltd algdbrique essentielle de cet article. 

Nous montrons maintenant  la proposition. Pour cela, nous 6tablis- 

sons quelques lemmes qui montrent  aussi l 'affirmation pr~c6dente que 

Diflw(V) est un groupe topologique. 

L e m m e  2.2. Il existe To > 0 et C1 > 0 ayant la propridtd suivante. Soit 

u: V --+ R u n e  fonction analytique rdelle ayant une extension holomorphe 
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u: V~ -~ C et x, y deux points de (/~_~ avec 0 < ~5 < T < %. Alors: 

C1 
I~(x)  - ~ (v ) l  _< T I1~11~ IIx - v i i .  

Preuve.  C'est  bien stir une consequence des in6galit~s de Cauchy. Soit 

B C R N C C N la boute unit6 ferrule et t)7 l 'ensembte des points de C N 

distance inf6rieure ~ 7 de B. Si u: 1)7 --~ C est holomorphe, la formule 

de Cauchy montre que la d6riv6e directionnelle de u dans la direction 
1 d 'un  vecteur de norme 1 est major6e en module, sur/)~_~, par ~F~ II~ll~. 

Ainsi, s i x  et y sont deux points de/)~_~ on a: 

1 
lu (x )  - u (y ) l  < 2 T ~  II~ll~ IIx - y[I .  

On montre le lemme ~ part ir  de ee eas particulier en recouvrant  V par 

un hombre fini de cartes. La constante C1 d@end  des constantes de 

Lipschitz des cartes. [] 

Dor~navant, les r~els ~- qui interviendront seront toujours supposds 

infdrieurs ~ %. 

L e m m e  2.3. [I existe une constante cl > 0 ayant la propridtd suivante. 

Soit  f: V ~ V C ~ N  ~ CN un diffdomorphisme analytique rdel ayant 

~ne extension holomo~phe f :  9~ + C N t d l e  q~e Hf - id[[~ _< c15 avec 
<_ ~. Alors f envoie dif fdomorphiquement V~_6 sur son image, conte- 

hue dans V~ et contenant ~-~-25. 

Preuve.  Si [If - idllT <- c15, le lemme precedent montre  que sur I~r_~, les 
C1 dSriv~es partielles de f - id sont bornSes par  y �9 c1~ = C1 �9 cl. Ainsi, si 

cl est choisi assez petit ,  la restriction de f h V~-5 est proche de l'identit~ 

dans ]a topologie C 1. Si cl est assez peti t ,  f est un diff~omorphisme sur 

son image, contenue dans VT et contenant  VT-25- [] 

Lemme  2.4. Soient  f l  et f2 deux diffdomorphismes analytiques rdels 

de V ayant des prolongements holomorphes f l  et f2 ddfinis sur (J.~ avec 

I[fl - idHr < c1~ et Ill2 - id[[7 < el~ et (5 < ~. Alors f l  o f2 est d6fini 

sur (z~_ 5 et on a: 

NC1 
II(fl o f 2 - i d ) - ( f l - i d ) - - ( f 2 - i d ) l l . ~ _ 2 ~  <_- 5 ] l f l - id l l~  IIf2-idll'r" 
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Preuve .  La  premiere  asser t ion  r4sulte imm4d ia t emen t  du  l emme pr6c4- 

dent .  Soit u l  = f l  - id: Vr  --~ C N.  On a: 

(fx o f2(x)  - x) - ( f l (x )  - x) - (f2(x) - x) = u l ( f 2 ( x ) )  - Ul(X). 

S i x  est  dans  Vr-26, nous  savons que f2(x)  appa r t i en t  g Vr-6 de 

sor te  qu ' en  app l iquan t  le l emme 2.2 g chaeune  des coordonn6es  de Ul 

on obt ient :  

] l u l ( f 2 ( x ) ) -  Ul(X)N < 
N C 1  

_ a I l u l l l r  IIf2(x) - x l [ .  

Ainsi, on a bien: 

N ( f l  o f2 - id)  - ( f l  - id )  - ( f 2  - id)[[r_26 < N C 1  _ ~ I l f l - i d N r  [ I f2 - idL-  [] 

Plus  g4n6ralement:  

L e m m e  2.5. S o i e n t  f l ,  f 2 ,  . . . , f~ g d i f f d o m o r p h i s m e s  a n a l y t i q u e s  rde ls  
6 de P tels que Hfi - idllr <_ ~ pour  i = 1 , . . . g .  area  c <__ min(cl,  ~C~)"  2~ 

et  5 < ~Oe" A l o r s ,  p o u r  j = 1 , . . . ,  g, f l  o . . .  o f j  e s t  dd f in i  s u r  Vr_(y_l) 6 

et  on  a: 

I l f l  o . . . o f j  - idl[.~_j 6 <_ 2 j  . a ( l j )  

2 id)  N C 1  .2 e2 (2j) 
( f l ~ 1 7 6  - <- 5 3 �9 

i=1  r - j 6  

Preuve .  Pa r  rScurrence sur  j .  P o u r  j = 2, on a bien, par  le l emme 

pr~c6dent: 

II(fl o f2  - id )  - ( f l  - id )  - (f2 - id)ll.~_2e <_ NC15 e2 _< 2VsC1j2e2 ' 

c 'es t -s  (2)2. I1 en r4sulte que: 

N C 1  . 4e 2 _< 2 je  = 4e. II(fl o f2  - id)11,-_26 < 2e + 6 

ear c < 6 < 26 _ ~ _ ~ et  ceci 4tabl i t  (1)2. 

Si ces in6galit4s sont  sat isfai tes  j u squ '~  j ,  on a, pa r  le l emme 2.4 et 

(lb: 

II(fl o . - .  o f j + l  - id )  - ( f l  o . . . o  f j  - id )  - ( f j + l  - i d ) l l r _ ( j + l ) 6  

N C 1  
< 2 j  . e  . e .  
- 5 
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Pa r  consdquent :  

U(fl o . - . o  f j + l  - id)ll~-_(j+l)6 <- N C 1 2 j c 2  + e + 2 je  < 2(j  + 1)c 

c a r  
6 6 c < - - < - -  

- 2gNC1 - 2 j N C I "  

Ceci ~tabl i t  (1)j+1. On  a alors,  pa r  (2)j: 

( f l  j + l  i : 1  id) N5C12jc2 N ~ I  j2 r  2 o . . . o  f j + l  -- id) - ~ ( f ~  - < + - -  

= T - ( j + 1 ) 5  

_< (j + 1)2C 2, 

c 'es t -h-dire  (2)j+1. [] 

L e m m e  2.6. Soit  f un di f fdomorphisme analytique rdel de V tel que 

] I f  - idll~ <- c15 avec 6 < (g. Alors, f - 1  (qui se prolonge holomorphi- 

quement  sur V-~-25) vdrifie: 

( f  - id) + ( f - 1  _ id) < 
"y -3~  

Preuve .  On a bien stir 

f - 1  _ id < IIf - idll~- <- el6 
T- -2~  

de sor te  qu ' on  peu t  appl iquer  2.4 h f et f - 1  

lemme. [] 

NC1 o 

I I f  - i d [ I ;  
6 

T - 26 
et 6 < - - ,  

4 

sur l)~_2e. On ob t ien t  le 

La  p reuve  de la p ropos i t ion  2.1 est ma in t enan t  facile. Soient f l  et f2 

deux  dif f~omorphismes ana ly t iques  %els de V tels que IIfl - i d l l ~  < e 

et Ill2 - id]l~ < c. Les qua t r e  di f f~omorphismes f l ,  f l  1, f2, f 2  1 sont  

d6finis sur  V~-25 si e _ < c16 et 6 _ < $. ~ Le l emme 2.5 s ' app l ique  pou r  

g = 4 en rempla~ant  ~- par  ~- - 26 si 

c < min(cl ,  et  6 < - -  
- -  - -  8 0  

et donne:  

([f l ,  f2] - id) - ( f l  - id) - (f2 - id) - ( f l  I - 

< 16NC______~I. c2" 
- 6 

id) - (f~-i _ id) ~-6~ 
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D'autre  part,  le lemme 2.6 montre  que si 5 _< ~ ,  alors: 

( f i  - id) + (f~-I _ id) ~-6~ < NC__~I . c2 (i -- 1, 2) 
- (5 

Finalement,  si 6 < r _ ~ O i l  a :  

18NC1 
]l[fl, f2] - idll~_66 < ~ sup(IIfl - id[l~ , IIf2 - idllr) 2. 

En rebaptisant  les constantes, on obtient la proposition 2.1. [] 

Consid~rons un ensemble E de diff6omorphismes analytiques r6els de 

V tel que 1 I f -  idl[~ < c pour f ~ E. DSfinissons une suite de parties 

E(k) par: E(0) = E; E(1) est Fensemble des commuta teurs  d'~lSments 

de E et, pour k > 2, E(k) est l 'ensemble des commuta teurs  [a• • 

avec a E E ( k - 1 )  et b E E ( k - 1 ) U E ( k -  2). Cette  suite est plus "grande" 

que ce dont nous avons besoin pour d~montrer le Th~or~me A mais nous 

en ferons usage ult6rieurement.  

Proposition 2.7. S i  s _< 1--0-~ t o u s l e s  616ments de E(k) ont une exten- 

s ion holomorphe  d V(l_2_(k+10)) et on a, pour  f clans E(k): 

IIf - idll~-(l_2-(k+10)) <-- 2-k c. 

Preuve. Pour k = 0, c'est clair. Supposons l'in~galit~ d~montrSe jusqu'?~ 

k - 1 et soit f un ~l~ment de E(k) ~crit sous la forme [ f ~ l  f~• avec f l  

et f2 dans E(k - 1) U E(k - 2). Par  hypoth~se de r6currence, on a, pour 

i = 1, 2: 

f f l  _ id ~(1_2_(k+9)) < 2-(k-2)e. 

On peut appliquer la proposition 2.1 g f~=l et f ~ l  en remplaqant 7- par 

~-(1 - 2 -(k+9)) et pour la valeur di = 2-(k+10)T car (5 < 1-~" On obtient: 

1 I f -  idlIHl_2-(k+10) ) <- 6(2-(k+10)~-) -1 (2-(k-2)c) 2 

~- < ~- Ceci gtablit la proposition. [] s i e  est ehoisi inf~rieur ~ ~ _ ~-d" 

Lemme 2.8. Soi t  L le 9roupe libre sur  quatre 9~ndrateurs al ,  a2, a3, a4 

et soit  E = { a l , a 2 , a 3 ,  a4}. Ddf inissons la suite E k par  E 0 = E et 

E k = {[a,b],a,b E E k- l}  C L.  AIors  la rdunion  des E k est infinie. 

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 24, N. 2, 1993 



SUR LES GROUPES ENGENDRI~S PAR DEs DIFFI~OMORPHISMES 151 

Preuve. Nous allons montrer  par r6currence sur k que pour tout  k et 

tout  couple (a,/3) d'416ments distincts de E il existe un 4ldment de E k 

dont l'~criture r6duite est de longueur exactement 4 k, commence par la 

lettre a •  et termine par /3  • C'est clair pour k = 1 et supposons le 

.montr4 jusqu'~ k - 1. Soient (cr les deux 414ments de E diffdrents 

de a e t / 3 .  Soit X (resp. Y) un 616ment de E k-1 dont le mot  r6duit est 

de longueur 4 k- l ,  commence par c~ • (resp. /3+1) et termine par a '• 

(resp. /3'• I1 est clair que l'6ldment X Y X - 1 y  -1 de E k a une dcriture 

r6duite de longueur 4 k, commenw par a • et terminant  par ,/3 • Ceci 

montre le lemme.D 

Nous pouvons maintenant  d4montrer le Th4orSme A. Soit P un 

groupe engendrd par une partie S e t  contenant  un groupe non abdlien 

libre. On peut alors trouver un sous-groupe L de F librement engendr6 

par E = {al,  a2, a3, a4}. Soit g une borne sup6rieure de la longueur des 

ai par rapport  g la patt ie g6n4ratrice S. Si R :F  --+ Diitw(V) est un 

homomorphisme tel que pour 7 E S, on a: 

1 ~ r avec r _< min(cl, NU~f)2~ et 5 -< Y07, le lemme 2.5 montre que: 

ll/~(ae) - idHr_g5 <_ 2g. c pour i = 1 , . . . , 4 .  

Consid5rons la suite de parties E k C L C F ddfinie au lemme 2.8, dont 
T la rdunion est infinie. La proposition 2.7 montre que si g5 _< 2 et 2& _< 

r alors on a pour y dans Ek: 2ff0C : 

IIn( ) - idll  <_ 2-k c. 

Nous avons donc montr~ que pour tout  r(_< r0), il existe c > 0 tel que 

si R: P -~ Diff ' (V) est un homomorphisme v6rifiant, pour 7 E S: 

IIR( ) - _< c ,  

alors il existe une suite "Yi d'~l~ments distincts de F telle que 

IIR(7i)- idll �88 t e n d e v e r s  0. En particulier, R(Ti) tend uniform~ment 
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vers l 'identit~ de V e t  R e s t  r@currente. Ceci @tablit le Th@or~me A. [] 

3. Les groupes de diff@omorphismes du cercle 
Dans ce paragraphe, nous d@montrons la premiere moiti~ du Th~or~meB 

et le Th@orSmeC. La structure des groupes r@solubles de diff@omorphis- 

rues du cercle a d@j~ @t~ @tudi~e par divers auteurs (voir en particulier 

[PII-2], [P-T], [Nal-2]) et une partie des r@sultats que nous pr6sentons 

est d@jk connue. Nous les d@crivons cependant car ils servent de mo- 

tivation, k la lois pour les troupes de diff@omorphismes de la sphere 

et pour les groupes "pseudo-r~solubles" du paragraphe 5. Pour cette 

raison, nous nous pla~ons directement dans le cadre analytique sans 

chercher les hypotheses optimales sur la r@gularit@ des diff@omorphismes 

consid~r~s. Pour simplifier l'exposition, nous nous limiterons en fait 

aux sous-groupes du troupe Diff~_(S I) des diff6omorphismes analyti- 

ques r6els du cercle qui respectent l'orientation. Nous laissons au lecteur 

la g6n@ralisat-ion (facile) aux sous-groupes de Diffw(S I) (on remarquera 

qu'un diff@omorphisme du cercle qui renverse l'orientation a exactement 

deux points fixes). 

Proposition 3.1. [In sons-troupe nilpotent du troupe Diff~_(S 1) est 

abdIien. 

Preuve. Un t roupe  nilpotent non ab~lien contient deux ~l~ments c~,/3 

qui ne commutent  pas et tels que ff = [c~,/3] commute  avec a et/3. 

Supposons donc par l 'absurde qu'il existe deux dl@ments a,/3 de 

Diff,_ (S 1) qui v~rifient ces propri5t@s. On sait que l 'application "nombre 

de rotation": 
Di  (S 1) R/Z 

n'est pas un homomorphisme mais que sa restriction h un sous-groupe 

rdsoluble (et, en fait, moyennable) est un homomorphisme (voir, par 

exemple [Ba]). I1 en r@sulte que le nombre 'de  rotat ion de V e s t  nul 

et que l 'ensemble Fix(v) des points fixes de V est fini et non vide. En 

remplaw a e t  /3 par une de leurs puissances, on peut supposer que 

c~ et /3 fixent t ous l e s  points de Fix(v). Le groupe engendr@ par a e t /3  

op~re donc librement sur chacune des composantes de S 1 - Fix(v) car 
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l 'ensemble des points fixes d 'un  61~ment non trivial de ce groupe est un 

ensemble fini invariant par 7. I1 est bien connu qu'un groupe operant 

l ibrement sur R e s t  ab61ien et ceci est la contradiction cherch~e. [] 

Remarquons que la proposition reste valable en classe C2; il s'agit 

clots d'utiliser le lemme de N. Koppel [Ko] que nous rappelons, pour 

un usage ult~rieur. Soit f un germe de diff~omorphisme de elasse C 2 

de R + en 0 fixant 0 et sans point fixe autre  que 0. Alors il existe un 

groupe h un param~tre fL de germes d 'hom~omorphismes de R + en 0, 

sans point fixe autre  que 0, tel que f = f l  et contenant  tous les germes 

de diff~omorphismes de classe C 2 commutan t  avec f .  

D "  Pour &udier les sous-groupes r6solubles de lff+(S1), nous allons 

consid6rer d 'abord les groupes de germes de diffdomorphismes et, plus 

g~n6ralement, de diff6omorphismes formels. 
A 

Notons Diff(]R, 0) le groupe des diff6omorphismes formels directs de 

R en 0, de la forme 

x ~-~ Z aixz 
i=1 

oh ai est une suite de r~els quelconques, avec al > 0. Notons W(R, 0) 

l'alg~bre de Lie des champs de vecteurs formels de IR en 0, de la forme: 

o c  �9 0 

Z bixz Ox 
i = l  

oh bi est une suite de r5els quelconque. L'app]ication exponentielle: 

exp: 2(N, 0) ) Di1--ff(R, 0) 

est bijective, i.e. tout diff6omorphisme formel est le "temps i" d'un 

champ formel (voir [Ar], [Ma],[MR]). Nous notons: 

(f,  x) E Di1--ff(]R, 0) x 2(IR, 0), .> f , X  E 2(JR, O) 

Faction adjointe naturelle, de "changement de coordonn6es". Nous no- 

tons encore O(R) l 'anneau des s6ries formelles en une variable et K(R)  
A 

son corps des fractions. Le groupe Diff(R, 0) op~re naturel lement par 

automorphismes de O(R) et K(R):  
A A A 

( f ,u )  EDiff(]R, 0) •  ~ u o f  E/((]R). 
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De m6me, l'alg6bre X op6re par d6rivations sur O(IR) et K(IR): 

Si g est un entier s t r ictement  positif, on consid&re le groupe A f f ( g ) ,  

"rev~tement ramifi6" du groupe affine; c'est le sous-groupe de Diff(N, 0) 

form~ des ~16ments de la forme: 
a x  

a e R *  b E R .  + z ,  , ~ + bz e 

C'est aussi l 'exponentielle de la sous-alg~bre de X(R, 0) engendr~e par 

Z~~ et z e+l~  I1 s'agit bien stir d 'un sous-groupe m~tab61ien de 

Diff(R, 0). 

La proposition suivante est bien connue, voir par exemple [Nal]. 

Proposition 3.2. Tout sous-groupe rdsoluble de Diff(R, 0) est contenu 

darts un sous-groupe rdsoluble de I'un des deux types suivants: 

i) un sous-groupe d u n  pararn~tre {exptX, t E R}. 

ii) un eonjugud d'un Aft(g) pour g >_ 1. 

~vant  de d~montrer cette proposition, nous gtablissons un lemme 

61~mentaire. 

L e m m e  3.3. Le centralisateur d'un dldraent non trivial de Diff(R, 0) est 

l'unique sous-groupe d u n  pararn~tre qui le contient. 

Preuve. L'unicit6 du groupe k un param~tre contenant f = exp X (avec 

X r 0) montre  que si 9 = exp Y commute  avec f ,  alors il commute  avec 

exp tX  pour tout  t. I1 en r6sulte alors que [X, Y] = 0. Si l'on ~crit Y 

sous la forme u X  avec u E K(R), cette condition devient X ( u )  = 0. En 

~crivant X sous la f o r m e v  ~ o~t v e s t  un 6l~ment non nul de O(IR), on 
ou obtient ~ = 0, c'est-~-dire que Y est un multiple constant de X. Ainsi, 

9 appart ient  au groupe ~ un param~tre contenant f .  [] 

Preuve de la Proposition 3.2. Soit G u n  sous-groupe r~soluble non trivial 

de Diff(IR, 0) et A un sous-groupe ab~lien distingu6 non trivial de G. 

D'aprSs 3.3, A est contenu darts un unique sous-groupe h un param~tre 

{exptX}. Par  consequent, G est contenu dans le normalisateur N ( X )  

de {exptX}, i.e. le groupe des 616ments g de Diff(IR, 0) tels qu'il existe 
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A(g) E R* avec 

g , x  = 

Distingons alors deux cas. 

Supposons d ' abord  que N(X) ne contienne que des ~lgments ayant 

un contact  supgrieur ou ~gaI ~ 2 avee !'identit6. En ~criv~nt X sous ta 

forme (bp2 + . . . ) a  avec bp r O, on voit que, pour  tout  gl~ment .q de 

N(X), on a 9.X = (bpx v + . . . ) ~  de sorte qu 'en fair 9 . X  = X.  En 

d 'autres  termes, N(X) coYncide avec le centralisateur de {exp ~X}, qui 

n'est  autre  que ce sous-groupe {exp ~X}. 

Supposons que N(X) contienne un ~l~ment hyperbolique, c'est-~- 

dire un ~l~ment g dont la d6riv~e # en 0 est diff~rente de 1. I1 est bien 

connu que g e s t  conjugu6 g l 'homoth4tie de rappor t  #. A eonjugaison 

pros, on peut  done supposer que le champ X = u(x)o  v6rifie 

u( x) = 

C'est  done que u est un mongme. Si u est lin~aire, on t rouve A = 1 

et N(X) coi'neide encore avec {exptX}.  Si u est un multiple constant  

de S +1, il n 'est  pas ditfieile de eonstater  que N(X) n'est autre que 

le groupe Aff(g) d6fini plus haut.  Ceei d6montre la proposition. En 

particulier, nous avons montr6 qu 'un  sous-groupe rSsoluble de Diff(R, 0) 

est m5tab61ien. [] 

Signalons qu 'un germe hyperbo]ique de diffgomorphisme analyt ique 

r~et de R en 0 est analyt iquement  conjugu5 s sa partie lin~aire. La 

preuve pr~egdente montre  donc que si un groupe r~soluble de germes 

analytiques contient un gl6ment hyperbolique,  alors il est analytique- 

merit conjugu6 & un sous-groupe de Aff(g) pour  un certain g. 

Mentionnons une cons@quence de la preuve de 3.2 qui sera utilisde 

de nombreuses fois au paragraphe 5. Si G c Diff(R, 0) est un groupe 

ab~Iien, soit G son centralisateur. Si G est un groupe r~soluble non 

ab61ien, de premier groupe d6riv~ [G, G], soit G le normalisateur de 

[G, G]. Dans le premier cas, G est un groupe ?~ un param~tre et, darts le 

second, G est conjugu6 d 'un Aff(g). 

Proposition 3.4. Si G1 et G2 sont deux sous-groupes rdsolubles non 
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triviaux de Di-~--ff(lR, 0) et si l'dldment f de Dil--ff(iR, 0) vdrifie f G l f  -1 C G2, 

alors f -Gl f  -1 C -G2. Le normalisateur d'un sous-groupe rdsoluble non 
A 

trivial de Diff(~, 0) est rdsoluble. 

Nous allons introduire un groupe adapt~ ~ la description de la dyna- 

mique au voisinage d 'une orbite finie. Soit G u n  groupe quelconque et 

q > 1 un entier. On notera q- G le produit  semi-direct de G q par E/qZ  

sous Faction de ]a permuta t ion  cyclique des facteurs (c'est le "wreath 

product"  de G e t  E/qE). En d 'autres  termes, un ~l~ment de q. G est de 

la forme 

( r ; g l , . . .  ,gq) 

avec r E Z / qZ et 91 , . . .  , gq E G. Le produit  s'6crit 

I / ! l / 
( r ;  g l ,  �9 �9 � 9  gq)(r ; g l , . . . ,  g~q) =- (r + r', gl+rgl ,  g2+rg2, gq+rgq) 

oh les indices sont entendus modulo q. 

Si un sous-groupe de Diff~_(S 1) preserve un ensemble k q ~l~ments 

x l , . . . ,  Xq cycliquement ordonn~s sur le cerc]e, ce sous-groupe se plonge 
A 

naturellement dans q. Diff(iR, 0) en consid~rant les germes aux voisinages 

des points xi. 

On a la suite exacte 
A A 

1 --+ Diff(]~, 0) q ---+ q. Diff(lR, 0) --+ Z / q Z  --+ 0 
A 

et nous venons de d6terminer les sous-groupes r~solubles de Diff(I~, 0). II 

n'est pas difficile d 'en d6duire la description des sous-groupes r6solubles 
A 

de q �9 Diff(tR, 0). Nous nous contenterons de donner le r6sultat, laissant 

la preuve (facile) de la proposit ion suivante au lecteur. Soit C u n  sous- 

groupe de Z / q Z  et choisissons pous chaque i = 1 , . . . ,  q un sous-groupe 

Hi de Diff(]R, 0) qui est soit trivial, soit un sous-groupe ~ un param~tre, 

soit A f f ( g )  pour un certain g. On suppose que Hi = Hi+r pour  r E C 
A 

et on consid~re ]e sous-groupe r~soluble G(C; Hi) de q �9 Diff(R, 0) form~ 

des (r; f l , . . . ,  fq) tels que r E C et fi  E Hi pour  i = 1 , . . . , q .  
A 

Proposition 3.5. Tout sous-groupe rdsoluble de q �9 Diff(~, 0) est eontenu 

dans un eonjugud d'un groupe du type G(C; Hi). 

Les groupes G(C; Hi) sont des produits  directs de groupes cycliques 

et de groupes isomorphes ~ c. IR ou c. A f f ( g )  (oh c est le cardinal de C). 
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Notons que c. R est m~tab~lien e t c .  A f f ( g )  est r~soluble de longueur 3. 

Convenons de dire qu 'un sous-groupe de q .  Diff(R, 0) est f idde  si 

son intersection avec le noyau Diff(R, 0) q de ta projection sur Z / q Z  se 

projet te  injectivement sur chaque facteur Diff(R, 0). Les sous-groupes 
A 

de q.  Diff(R, 0) obtenus ~ part ir  d 'un groupe de diff6omorphismes du 

eercle pr~servant un ensemble/~ q ~l@ments sont fid~les. La proposition 

3.4 donne facilement: 

Proposi t ion 3.6. Le normalisateur d'un sous-groupe rdsoluble de q .  

Diff(R, 0), fid@le et infini, est rdsoluble. 

Nous pouvons maintenant  donner une premiere description des grou- 

pes r6solubles de diff~omorphismes du cercle. 

Proposition 3.7. Soit r C Diff~_(S 1) un sous-groupe r~soluble de type 

fini. Alors, on a l'une des deux possibilitds suivantes: 

i) F est topologiquement conjugud A un groupe de rotations, 

ii) il existe un ensemble fini non vide P C S 1 invariant par P et des 

homdomorphismes entre R et les composantes connexes de S 1 - P 

tels que l'action de P sur S 1 - P e s t  affine dans ces coordonndes. 

Preuve. On sait qu 'un groupe r~soluble d'hom@omorphismes d 'un espace 

compact preserve une mesure de probabilit& D'autre  part,  trois cas sont 

a priori possibles pour la dynamique topologique de F: 

a) toutes les orbites de P sont denses dans le cercle. Dans ce cas, le 

support  d 'une probabilit~ invariante est n~cessairement le cercle tout  

entier. En paramdtrant  le cercle grace & cette mesure, on conjugue 

F ~ un groupe de rotations. 

b) il existe un "minimal exceptionnel", c'est-/~-dire un ensemble de Can- 

tor K C S 1 invariant par P tel que l 'orbite de tout  point de K est 

dense dans K. En consid~rant I 'action de F sur K,  on montre  qu'il 

existe une mesure invariante dont le support  est K.  Ceci est en con- 

tradict ion avec le th@or~me de Sacksteder selon lequel, dans eette 

situation, il existe un ~16ment 7 de F ayant un point fixe hyperboli- 

que dans K [Sa]. 

c) il existe une orbite finie. 

Puisque nous supposons que r e s t  form6 de diff~omorphismes ana- 
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lytiques, la r6union P des orbites finies de P e s t  alors une partie finie 

de S 1 ou le cercle tout  entier. Dans le second cas, le groupe F est un 

groupe fini cyclique dont l 'action est bien stir conjugu6e s un groupe de 

rotations. Nous supposons donc que P e s t  fini. Le sous-groupe r '  de r 

form5 des 616ments qui fixent t o u s l e s  points de P e s t  un sous-groupe 

d'indice fini dont Faction sur chaque composante  connexe de S 1 - P est 

sans point fixe commun. Dans [P12], J. Plante  montre  que si un groupe 

rSsoluble de diff~omorphismes de classe C 2 de IR op~re sans point fixe 

commun, alors ce groupe est topologiquement eonjugu~ s un groupe 

d'applications affines. Ceci termine la preuve de la proposition. [ ]  

En fait, l 'analyse locale des sous-groupes r6solubles de Diff(IR, 0) per- 

met t ra i t  facilement de d~montrer ce r6sultat de J. Plante  dans le cas 

analytique. 

Proposition 3.8. Un sous-groupe rdsoluble de Diff%(S 1) est mdtabdlien. 

Preuve.  I1 suffit de le v~rifier pour  un sous-groupe F de type  fini et, 

d'apr~s la proposit ion pr6c~dente, on peut  supposer que Faction de F 

sur le cercle a une orbite finie ~ q 616ments, de sorte que r se plonge dans 

q. Diff(lR, 0). Ainsi, d'apr6s 3.5, r e s t  r6soluble de ]ongueur 3. Puisque F 

se surjecte sur Z/qZ,  nous savons que F est isomorphe k un sous-groupe 

de Z/qZ,  q. R ou q. A f f (g )  et c'est uniquement dans le dernier cas que 

r pourrai t  ne pas 6tre de longueur 2. Pla~ons nous dans ce cas et soit P 

la r6union des orbites finies de F: c'est un ensemble fini dont le cardinal 

est un multiple de q. 

Nous supposons donc que le stabil isateur commun F 1 de t o u s l e s  

points de P e s t  un sous-groupe non ab61ien. Nous avons d6j/~ remarqu6 

qu 'au voisinage de chaque p de P ,  on peut  introduire une coordonn6e 

locale x telle que x = 0 corresponde ~ p e t  que les 616merits 3' de F1 

agissent au voisinage de 0 sous la forme 

a(7,p)x 
Xt---+ 

~{/1 + b(7, p)x ~' " 

D'aut re  part,  d'apr~s 3.7, on peut  munir chaque composante  connexe I 

de S 1 - P d 'une mesure #I, positive sur les ouverts, de masse infinie, 

telle que chaque ~16ment V de F, restreint ?~ I,  envoie #I  sur un multiple 
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constant e(7 , I)#~U ) de la mesure #~U) Puisque F1 n'est pas ab~lien, 

pour chaque p de P,  il contient des ~l~ments 7 tels que a(% p) = 1 et 

b(7,p) d~crit un sous-groupe dense de ~R. I1 est facile d 'en d6duire que 

les deux mesures sur les deux intervalles de part  et d 'aut re  de p, et dans 

la coordonn~e x sont des multiples constants de la mesure x-e 'dx.  I1 

en r6sulte que si I e t  J sont deux intervalles adjacents de S 1 - P et 

s i  7 est un ~l~ment de Ft,  alors c(%I)  = c('y,J). Autrement  dit, il 

existe un homomorphisme c: F1 --+ R~ tel que pour route composante 

connexe I de S 1 - P e t  tout  ~l~ment "y de F1, on air 7 ,# I  = c('y)#I. Nous 

affirmons que c se prolonge de mani~re unique en un homomorphisme 

c:F --+ ]R*. Pour cela, il suffit de v6rifier que si 7 est darts F et 71 

dans F1, alors c('yl) = c('y-10qT). Mais ceci est clair car, si I est un 

intervalle quelconque, on a ('Yl),#r = c('yl)#r, (71),#z(/) = c('Yl)#~U ) et 

('Y),#I = c(% I)#~U ) d'ofi il r~sulte que ( ' y -1717) ,# /=  c(71)#I et donc, 

comme annonc~, que c(71) = c('Y-1717). Nous affirmons maintenant  

qu'il est possible de trouver des constantes str ictement positives ce(I) 
telles que si l 'on d~finit les mesures ui sur chaque I par uI = a ( I )# i ,  

alors pour tout  "y de P (et pas seulement de F1), on a %ui  = c(ff)u, rU ). 

I1 suffit de remarquer que P op6re sur l 'ensemble des eomposantes de 

S 1 - P,  de choisir une composante par orbite et de ddfinir ur eomme 

6tant #z pour cette composante. On d6finit alors zq pour les autres 

eomposantes par 7 .ui  = c(u)~vU); le fait que c est un morphisme et que 

7 .# I  = c(7)#i pour "y dans F1 garanti t  que ceci d6finit ~I sans ambiguitY. 

La proposition est maintenant  claire: le premier groupe d6riv6 de P 

agit en fixant chaque composante I et en pr6servant chacune des mesures 

zq, c'est-g-dire par "translations"; il est done abdlien. Nous avons bien 

montr6 que F est mdtab61ien. [] 

Signalons que la proposition 3.8 n'est pas valide dans le cadre des 

diff6omorphismes de classe C ~176 I1 est possible de construire une action 

de classe C ~ du groupe affine A f f  de la droite rdelle sur l'intervalle 

[0, 1], C~176 sur l'identit@ aux deux extr@mit6s. On obtient ainsi des 

actions de classe Coo de q. A f f  sur le cercle et nous avons d@jg remarqud 

que q. A f f  n'est pas m&ab@lien. 

Pour terminer ce paragraphe, nous d@montrons le th@or~me C. Nous 
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utiliserons la proposition suivante que l'auteur a appris de G. Hector. 

Proposi t ion  3.9. Soit F u n  sous-groupe du groupe Diff~_([0, 1]) des diffdo- 

morphismes anaIytiques rdeIs croissants de l'intervalle [0, 1]. On suppose 

que F n'est ni trivial ni infini eyclique et que 0 et 1 sont les seuls points 

fixes eommuns ~ tous les  dldments de F. Alors, l'orbite de tout point 

intdrieur d [0, 1] est dense dans [0, 1]. 

Preuve.  Soit f un diff~omorphisme analyt ique croissant de [0, 1] tel 

que 0 soit un point fixe at t ractant .  I1 existe donc e > 0 tel que si 

0 < x < c alors 0 < f (x)  < x. Soit i ] 'ordre de contact  en 0 entre f et 

]'identit& Soit g u n  autre diff~omorphisme analyt ique croissant de [0, 1] 

et supposons que l 'ordre de contact  entre g e t  id en 0 soit s tr ictement 

supdrieur ~ i. I1 est alors facile de v~rifier que la suite f - k g f k  tend 

uniformdment vers l 'identitd sur [0, e] lorsque k tend vers l'infini. 

Plaqons nous sous les hypotheses de la proposition. Soit x un point 

intSrieur ~ [0, 1] et K Fadhdrence de son orbite par F. La borne inf~rieure 

de K ~tant un point fixe commun aux 5l~ments de F, le ferm~ K contient 

0. I1 suffit alors de montrer  que 0 est int~rieur ~t/4 car la borne sup~rieure 

de Fensemble des t tels que [0, t] C K est aussi un point fixe commun et 

on aura a]ors t = 1. 

Soit f u n  ~l~ment de F tel que 0 soit un point fixe a t t ract i f  ayant un 

ordre de contact  avec l'identit~ minimal parmi les 5ldments de F. Suppo- 

sons dans un premier temps que F contienne par ailleurs un ~ldment g 

dont le contact  en 0 est s tr ictement sup~rieur ~ celui de f .  La re- 

marque pr~c6dente, appliqu~e ~ g e t  ~ 9-1 montre  alors que si y est un 

point du domaine d 'a t t rac t ion  [0, c] de f ,  alors les suites f - k g f k ( y )  et 

f - k g - l f k ( y )  s 'accumulent sur y, par valeurs supdrieures et inf6rieures. 

Si 0 n'~tait pas int~rieur s K,  on a u r a r  donc une contradiction en choi- 

sissant pour y une extr4mit~ d 'une composante  connexe de [0, 1] - K 

contenue darts [0, e]. 

I1 reste ~ examiner le cas oh t o u s l e s  ~l~ments de F (diffdrents de 

l'identitd) ont le mSme contact i avec l'identit~ en 0. En remarquant  

que ]'ordre de contact  du commuta teur  de deux ~ldments de F est alors 

str ictement sup6rieur ~ i, nous pouvons done supposer F commutatif .  
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Nous avons d6crit plus haut la structure des groupes commutatifs de 

diff6omorphismes de [0, i]: i] existe un riot topologique ~b t agissant sur 

[0, i], contenant F et sans point fixe eommun. Si F n'est ni trivial ni 

infini cyclique, il en rdsulte que les adh6rences des orbites de F sont les 

m6mes que celles du riot, c'est-k-dire [0, i] tout entier. Ceci dtablit la 

proposition. [] 

$i F est un groupe de diffdomorphismes analytiques du cercle, on salt 

que trois cas seulement sont possibles: 

i) routes les orbites de F sont denses, 

ii) il existe un "minimal exceptionnel" K C S I, 

iii) i] existe une orbite finie. 

Dans le troisi~me cas, soit _P C S 1 la r6union des orbites finies. 

Ii existe alors un sous-groupe d'indice fini dont P est l'ensemble des 

points fixes. La proposition pr~cddente, appliqu~e 5 chaque composante 

connexe de S 1 - P donne alors imm~diatement que l'on a l'une des 

possibilitds suivantes: 

1) P est le cercle tout entier et F est un groupe fini cyclique. 

2) Pest un ensemble fini et l'adh~rence de l'orbite d'un point de S 1 -P 

est la r~union d'un hombre fini d'intervalles dont les extr6mit~s sont 

dans P. 

3) /9 est un ensemble fini et F contient un sous-groupe infini cycli- 

que d'indice fini. Les orbites infinies de F sont alors propres et 

s'accumulent sur des points de P. 

Par consequent, pour d6montrer le thdor~me C, il s'agit de d~montrer 

qu'un groupe P de diff~omorphismes analytiques du cercle, engendr~ par 

un nombre fini de diff~omorphismes proches de l'identitd, ne poss~de pas 

de minimal exceptionnel. 

Si S est une pattie de Diffw(sl), notons S(k) la suite de parties 

d~finies par: S(0) = S, 5'(1) est l 'ensemble des commutateurs  [a +1, b i l l  

avec a, b E S, et S ( k + l )  est l 'ensemble des commutateurs  [a ~:1, b :~1] avee 

a E S (k )  et b ~ S (k )  U S ( k  - 1) (pour k >_ 1). L a  proposition'2.8 montre 

qu'il existe un voisinage b /de  l 'identit~ dans Diff~(S 1) tel que si S C b/, 

alors les ~16ments de S(k )  convergent uniform~ment vers l 'identit5 (dans 
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la topologie C 0) lorsque k tend vers l'infini. Pour d6montrer  le th6or6me 

C, nous allons montrer  que si S est une partie finie de///, alors le groupe 

r engendr6 par S n 'a  pas de minimal exceptionnel. 

Supposons, par l 'absurde, qu 'un tel groupe F poss6de un minimal 

exceptionnel K C S 1. 

Nous affirmons d 'abord qu'il existe un entier k0 tel que S(ko) est 

r6duit ~ l'identit6. En effet, soit I une composante connexe du com- 

pl6mentaire de K dans le cercle. Pour chaque "Z de P, l ' image ~y(I) 

est aussi une composante connexe de S 1 - K .  Puisque les 616ments 

de S(k) tendent  vers l 'identit6 quand k tend vers l'infini et qu'il n 'y  

a qu 'un nombre fini de composantes de longueur sup6rieure 5 un r6el 

positif donn6, t o u s l e s  616ments de S(k) fixent I pour k assez grand. 

Soit r (k)  le groupe engendr6 par la r6union des S(k') avec k' > k et 

consid6rons Faction de F(k) sur l 'intervalle J = S 1 - I. Puisque K c J 

est invariant par P(k), la proposition 3.9 montre  que P(k) est trivial 

ou infini cyclique, en particulier commutatif ,  pour k assez grand. Ceci 

entra~ne 6videmment que S(k) est trivial pour k assez grand. Soit h0 le 

plus grand entier tel que S(ko) n'est pas r6duit ~ l'identit6. 

Soit hi le plus petit  entier tel que Faction du groupe F(kl) sur le cer- 

cle poss6de une orbite finie. Puisque les 616ments de S(ko) commutent  

6videmment,  le groupe r(k0) est ab61ien et n 'a  pas routes ses orbites 

denses puisqu'il pr6serve K. Nous savons que ceci entraine que F(k0) 

poss6de une orbite finie et donc que kl G k0. Nous allons montrer  que 

kl = 0, c'est-~-dire que r poss6de une orbite finie, et ce sera la contra- 

diction cherch6e. Supposons donc kl _> 1 et consid6rons un 616ment f 

de S(kl  - 1). Soit G2(kl) c F(kl) le groupe engendr6 par les 616ments 

de S(kl).  Si f E S(kl  - 1) et g E S(kl) ,  les commuta teurs  [f--1,9 ] 

appart iennent  5 S(hl  + 1). Ainsi Ies conjuguds de G(kl) par f et f -1  

sont contenus dans F(kl). Distingons trois cas. 

3.10 Premier  eas. Supposons G(kl) infini. Alors F(kl) est infini et nous 

savons que la r~union P de ses orbites finies est finie. Si 7 est un ~16ment 

d 'ordre infini quelconque dans F(kl), la r6union des points p5riodiques 

de 7 coincide avec P ,  d'apr~s 3.9. En appliquant cette remarque ~ un 
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616merit g d 'ordre infini dans G(kl) ,  et en rappelant  que f g f - 1  est dans 

r (k l ) ,  on conclut que f preserve P .  Autrement  dit, tous les ~l~ments de 

S(k l  - 1) U S(kl)  U . .-  U S(ko) pr@ervent P .  Ceci est en contradiction 

avec le choix de kl .D 

3.11 Deuxi/~me cas. Supposons maintenant  F(kl)  fini. C'est alors un 

groupe fini cyclique op6rant librement sur le cercle et G(kl)  est un sous- 

groupe cyclique non trivial. Si f E F(kl - 1) et 9 E S(kl) ,  nous savons 

que f g f  -1 E P(kl)  et done que g e t  f g f  1 sont deux ~l~ments de r (k l )  

de 'm6me hombre de rotation: ils sont done 6gaux. Ainsi, les 616ments 

de S(k l  - 1) commutent  tous avec G(kl) .  Si f l  et .[2 sont dans S(k l  - 1), 

le eommuta teur  [fl, f2] est dans S(kl)  et il existe done g dans g(kl) tel 

que f ~ l f i f 2  = g f l .  En comparant  les hombres de rotat ion et en tenant  

compte  du fait que f l  et g commutent ,  on trouve que g est un 6]6ment de 

G(kl)  c r (k l )  de hombre de rotat ion nul; c'est donc que g est l'identit6. 

Ainsi les 5l~ments de S(k l  - 1)U S(kl)  commutent  entre eux et le groupe 

r (k l  - 1) est un groupe commutatif .  

Un groupe commuta t i f  de type  fini dont les orbites ne sont pas toutes  

denses poss~de une orbite finie. C'est une contradiction avec le choix de 

kl. 

3.12 Troisi~me cas. Supposons enfin que F(kl) est infini et G(kl) est 

fini. Soit P la r6union des orbites finies de F(kl) et g un g6n6rateur de 

G(kl).  En considdrant ] 'action de F(kl) sur P ,  on obtient un morphisme 

p de F(kl) sur un groupe fini cyclique Z / q Z  qui est bien stir le nombre 

de rotation. Les dldments non triviaux du noyau de p fixent P point par 

point et sont donc d 'ordre infini. 

Soit f E S (k l  - 1). Nous savons que " /1  = f g f - 1  et 72 = f - l g f  

sont dans P(kl). Soit 73 = 9721. On a alors 73 c F(kl),  P(73) = 0 

et f 7 2 f  -1 C F(kl). Par  consequent, 73 est d 'ordre infini ou est trivial. 

Nous dirons respectivement que f est de type  1 ou 2. 

Si f est de type  1, les points fixes de 73 coYndident avec P et f 

preserve done P.  

S i f  est de type  2, alors f commute  avec G(kl) .  

Si tous les 414ments de S(k l  - 1) sont de type  1, alors r (k l  - l) 
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pr6serve P e t  ceci contredit  le choix de kl. 

Si tous les  616ments de S(k l  - 1) sont de type 2, ils commutent  tous 

avec G(kl)  et on conclut exactement  comme dans le deuxi6me c a s q u e  

F(kl - 1) est commutatif ,  ce qui est encore une contradiction. 

Soient f e t  f2 deux 616ments de S(k l  - 1) avec f2 de type 2. Puisque 

If, f2t E S(kt)  il existe une puissance g~ de g telle que f f 2 f  -1 = f29 '~. 

Comparant  les nombres de rotat ion et tenant  compte du fair que f2 et 9 

commutent ,  on d6duit que f et f2 commutent .  Les 616ments de type 2) 

de S(k l  - 1) commutent  donc avec tous l e s  616ments de S(k l  - 1) ainsi 

qu'avec ceux de S(kl); ils commutent  donc aussi avec les 616ments de 

S(U)  avec k' _> kl. Autrement  dit, les 616ments de type 2) commutent  

avec r (k l ) ;  ils pr6servent donc P ,  tout  comme les 616ments de type 

1). Nous avons montr6 que F(kl - 1) pr6serve P e t  c'est encore une 

contradiction. 

Ceci termine ta preuve du th6or6me C. [] 

4. Groupes nilpotents de diff6omorphismes de la sph6re. 
Nous allons 6tudier, sur le m~me schema, les groupes de diff~omorphis- 

mes de la sphgre. Auparavant,  nous gtablissons une proposition dont 

la preuve servira de module pour plusieurs arguments  qui suivent. On 

trouvera un %sultat plus fort dans [E-T]. 

Proposition 4.1. Soit s une sous-alg~bre nilpotente de dimension finie 

de l'alg~bre des champs de vecteurs analytiques rdels d'une varidtg de 

dimension n, Alors, la n~me-sous-aIg~bre ddrivde de s est triviale. 

Preuve. Par  %currenee, nous supposons la proposition d6mont%e 

jusqu'g n - 1. Soit Z un champ non nul darts le centre de s Au 

voisinage d 'un  point %guIier de Z, on peut  introduire un syst~me de 

eoordonn~es locales (xl,  . ,x~) tel que Z soit o �9 " o--~n" Les ~l~ments de/2,  

eommutant  avec Z, sont done de la forme: 

n-1 ~X/ 0 
z _l) + v(xl , . . . ,  x _l) 0Xn" 

i = 1  

Ainsi, les ~lgments de s d6finissent par projection une sous-alg~bre s  de 
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champs de vecteurs sur un ouvert de ]g n-  1, de coordonn6es z 1 , . . . ,  Xn_ 1. 

On a done une suite exacte: 

0 ---+ 7-l ---~ s ---~ s  ---+ 0. 

Le noyau 7-t est eonstitu~ de champs de la forme V(Zl , . . .  ,Zn_l ) oxn~ : 
e'est une algSbre ab~lienne. Par  hypothbse de r6currence, la (n - 1) ~me- 

sous-alg~bre d~riv~e de s est triviale. La proposition en r~sulte. [] 

Nous allons adapter  eet argument pour les diff~omorphismes et 

champs formels. Nous ne traiterons ici que le cas de la dimension 2. 

Les notations que nous employons sont analogues 5~ celles d6finies plus 

haut: 

~11ff(R 2, 0) est le groupe des diff6omorphismes formels de R 2 en 0, 

fixant 0. 

2(IR 2, 0) est l 'anneau des champs de vecteurs formels de R 2, nuls en 

0. 

D(IR 2) est l 'anneau des s~ries formelles en deux variables z, y e t  

K ( R  2) est son corps des fractions. 

L'algbbre X(R 2, 0) peut  Otre consid~r~e comme une alg~bre de d~ri- 

vations de O(R 2) et de 2(R2);  si X 6 2 ( R  2, 0) et u E R ( R  2, 0), on note 

X(u)  E K ( R  2, 0) la"d~riv6e de u dans la direction de X" .  

On note encore: 

exp: 2(1~ 2, 0) --+ ~ ( N 2 ,  0) 

l 'application exponentielle. 

Finalement,  on utilise les m8mes notations, en remplagant ~2 par 

C 2, pour les complexifications naturelles de ces objets; diff~omorphismes 

et champs complexes formels de C 2 en 0. 

Proposi t ion 4.2. Une sous-atg~bre nilpotente de X(C 2, 0) est mdtabdlie- 

nne (i.e. sa deuxi~me sous-alg~bre ddrivde est trivial@ 

Preuve. Soit s une sous-alg~bre nilpotente et s son centre. Puisque 

X(C 2, 0) | K ( C  2) est ~videmment un espace vectoriel sur K ( C  2) de 

dimension 2, deux cas sont possibles: 

1. s engendre un sous-espace de dimension 2, i.e. il existe deux 6ldments 

X et Y de Z; lindairement ind@endants  sur K(C2).  Tout ~16ment de s 
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s'6crit donc sous la forme u X  + v Y  avec u et v dans K ( C  2) et la relation 

de commutat ion  avec X et Y s'&rit: 

x ( u )  = x ( v )  = = = o. 

Ii en r6sulte que u et v sont en fait des constantes car 0 et ~ sont 

des combinaisons de X et Y g coefficients dans K(C 2) de sorte que les 

d6riv6es partielles de u et v sont n6cessairement nulles. Par cons6quent, 

12 est eontenue dans l'alg6bre ab61ienne des combinaisons lin6aires de X 

et 1/g coefficients constants. En particulier, 12 est ab61ienne. 

2. /2 engendre un ~(C2)-espace veetoriel de dimension I, i.e. il existe 

X dans 12 tel que tout autre 61~ment de 12 s'~crit u.X avec u E ~(C2). 

Consid6rons la sous-alg~bre ~ de/2 form6e des 616ments qui sont de la 

forme u.X, avec u E ~(C2). La commutation avec X s'6crit X(u) = 0 

d'oh il r6sulte que ~ est ab61ienne. D'autre part, le fair que X soit dans 

le centre de 12 montre que ~ est un id6al dans 12. 

Supposons 12 non ab61ienne et soit Y un 616ment de 12 dont la projec- 

tion dans 12/~ est un 616ment non trivial du centre de 12/G. Tout 616ment 

de 12 s'&rit alors sous la forme uP( + vY avec u et v dans K(C2). Le 

fair que X est central donne: 

x ( u )  = X ( v )  = 0, 

et le fait que Y est central modulo ~ donne: 

Y ( v )  = o. 

I1 en r6sulte que v est une constante. Le crochet de deux 616ments de 12 

est donc dans G e t  nous avons bien montr6 que 12 est m6tab61ienne. [] 

Proposi t ion 4.3. Un sous-groupe nilpotent de ~lff(C 2, 0) est mdtab~lien. 

Preuve. Soit F u n  sous-groupe nilpotent de longueur g de ~lff(C 2, 0). 

Pour chaque entier i _> 0, notons Diffi le quotient de ~ f f ( C  2, 0) par le 

sous-groupe normal des diff6omorphismes formels tangents ~t l 'identit6 

g l 'ordre i. Si j > i, on a une projection naturelle de Diffj sur Diffi et on 

peut  consid6rer ~ ( C  2, 0) comme la limite projective des Diffi. Obser- 

vons que Diffi est naturel lement un groupe alg6brique lin6aire complexe. 

Soit r i  la projection de F dans Diffi et Fi sa clSture de Zariski; c'est un 
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groupe alg6brique ni lpotent  de longueur g. Pour  mont re r  la proposit ion,  

il suffit bien stir de montrer  que Fi est m6tab61ien. 

Rappelons  que tou t  groupe alg6brique ni lpotent  complexe est le pro- 

duit  direct du sous-groupe de ses 6]6ments un ipo ten ts  et du sous-groupe 

de ses 616ments semi-simples ([Bo], [We]). 

Un 616merit de Diff/est unipoten t  si et seulement  si sa part ie  lin6aire, 

616ment de GL(2, C), est une matr iee  unipotente .  Le sous-groupe Fi,ss 
des 616ments semi-simples de Pi se pro je t te  done injeet ivement  sur un  

sous-groupe ni lpotent  de GL(2, C); c'est done un groupe ab61ien (et, en 

part!culler, mdtab61ien). 

I1 reste done g mont re r  que le sous-groupe Fi,u des 616ments uni- 

potents  de Pi est m6tab61ien. D'apr~s la s t ruc ture  des groupes uni- 

potents ,  ce sous-groupe est l 'expoentielle d 'une  sous-alg6bre ni lpotente  

de l'alg~bre de Lie de Diffi, de m~me longueur de ni lpotence g. Le ca- 

ract6re naturel  de ces construct ions par  rappor t  aux diverses project ions 

Diffj + Diffi mont re  qu'il  existe une sous-alg6bre ni lpotente  Z; de lon- 

gueur  g de X(C 2, 0) dont  l 'exponentielle se proje t te  sur Pi,u pour  tout  

i. D'apr6s la proposi t ion 4.2, s est m6tab61ienne et il e n e s t  done de 

m6me pour  Pi,u. Ceci 6tablit  la proposit ion.  [] 

Nous pouvons  main tenan t  6tudier les groupes ni lpotents  de diff6o- 

morphismes globaux de la sph6re. 

Propos i t ion  4.4. Un groupe nilpotent de diffdomorphismes analytiques 
de la sph&e S 2 poss~de une orbite finie. 

Preuve.  En passant  g u n  groupe d' indice 2, on peu t  ne consid6rer que les 

sous-groupes ni lpotents  P de Diff~(S 2) qui respectent  l 'orientation. Soit 

70 un 616ment non trivial du centre de P e t  notons  Fix(70) l 'ensemble 

(non vide) de ses points  fixes; c'est un  ensemble analytique,  globalement  

invariant par  F. Dist ingons plusieurs cas: 

i. Fix(~/o) est fini; c'est alors une orbite finie pour  P. 

ii. Fix('yo) est singulier; l 'ensemble fini de ses points  singuliers est une 

orbite finie pour  F. 

iii. Fix(~/0) est une courbe lisse. Soit D l 'une des composantes  connexes 

de S 2 - Fix(~/0 ) qui est un  disque. Un sous-groupe d ' indice fini r 1 de r 
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(contenant frO) fixe D. Soit ff un ~l~ment de F1 et x un point fixe de f 

situ~ dans le disque ferm5 D. Puisque 70 n'a pas de point fixe dans le 

disque ouvert, la suite fk(x) s'accumule sur le bord OD de D (th~or~me 

de Brouwer). Ainsi, 7 poss~de au moins un point fixe sur OD. Donc 

F1 op~re sur le cercle OD et tons ses ~l~ments ont un point fixe dans 

OD. D'apr~s la description des groupes nilpotents de diffdomorphismes 

du cercle, faite all paragraphe 3, il existe un point de OD fixe par tous 

les ~16ments de F 1 et ceci ach~ve la preuve de la proposition. [] 

Pour un r@ultat beaucoup plus precis dans le cas d 'un groupe abe- 

lien, voir [Bo] et [Ha]. 

Nous pouvons d~montrer la derni~re partie du thdor~me B, 

Th~or6me 4.5. 

rues analytiques 

Preuve. Soit F 

Un sous-groupe niIpotent du groupe des diff6ornorphis- 

de la sphere est m~tabdIien. 

un sous-groupe nilpotent de Diffw(S2) et F 1 un sous- 

groupe d'indice fini poss~dant un point fixe commun. En consid@ant 

les jets d'ordre infini des ~l~ments de F 1 en ce point fixe, on plonge Fl 

dans ~1ff(~ 2, 0) et done dans ~1ff(C 2, 0). D'apr~s 4.3, F 1 est m~tab~lien. 

Pour montrer le th~or~me, on peut toujours supposer que F est de type 

fini. Distingons deux cas. 

Supposons d'abord F sans torsion. On sait alors que F est un r~seau 

cocompact dans un groupe de Lie F | ]~ nilpotent simplement connexe 

[Ra]. Le groupe F est m~tab61ien si et seulement si le groupe de Lie 

F @ ]Rest m~tab~lien. Puisque F 1 est aussi un r6seau dans F | ~ et que 

F1 est m~tab~lien, on d~duit que F | IR (et done F) est mdtab~lien. 

Supposons maintenant que F contienne des ~l~ments de torsion. On 

salt alors que ces ~l~ments de torsion constituent un sous-groupe normal 

de F qui rencontre done non trivialement le centre de F. Soit f un 

~l~ment de torsion non trivial central dans F. II est bien connu qu'un 

groupe fini de diff6omorphismes de la sph~reest conjugu~ k un groupe 

d'isom~tries. 

Si f renverse l'orientation, fest d'ordre 2 et F est le produit direct 

de Z/2Z avec le sous-groupe F + de F form~ des ~l~ments qui respectent 

l'orientation. II suffit donc de montrer que F + est m~tab61ien. 
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Si 7 respecte l'orientation, il a exactement deux points fixes sur la 

sph6re S 2 et F poss6de donc un ensemble invariant ~ deux 616ments. En 

reprenant les notations introduites pour l'6tude des diff6omorphismes 

du cercle, on voit que F se p]onge dans 2 �9 ~-ff(R 2, 0) et donc dans 2. 

2, 0): 

1 ---+ D ~ ( C  2, 0) --+ 2. D ~ ( C  2, 0) -4 Z/2Z -+ 0. 

Le groupe 2.  ~llff(C 2, 0) est limite projective des groupes alg6briques 

2 �9 Diffi (ave c la notat ion de 4.3). L 'argument  de la proposition 4.3 

s 'adapte sans difficult6 ~ une modification mineure pr6s. Le sous-groupe 

de 2 - D i f f /  form6 des 616ments semi-simples de Yi se plonge maintenant  

dans 2 �9 GL(2, C) et il n 'est plus n6cessairement ab61ien. I1 est cepen- 

dant m6tab61ien car il contient un sous-groupe ab61ien d'indice 2. Ceci 

termine la preuve du th6or6me. [] 

Terminons ce paragraphe par quelques remarques. 

I1 existe des sous-groupes nilpotents de Diff~(S 2) dont la longueur 

de nilpotence est arbi trairement grande. I1 suffit en effet de consid6rer 

le groupe di6dral engendr6 par une rotat ion d'angle ~ autour  d 'un axe 

passant par l'origine de ]R 3 et par une sym6trie par rapport  ~ un autre 

axe passant par l'origine, orthogonal au premier. I1 s'agit d 'un groupe 

fini, nilpotent de longueur h, mais bien stir m6tab61ien. 

I1 est probable, cependant,  que si F est un sous-groupe nilpotent de 

Diff '(S2), le quotient de F par son sous-groupe de torsion est de longueur 

2 au plus. 

La plupart  des arguments  pr6c6dents s 'adaptent  sans difficult6 aux 

surfaces compactes diff6rentes du tore et de la bouteille de Klein (pour 

g6n6raliser 4.4). Cependant ,  tout  groupe fini se plonge dans le groupe 

des diff6omorphismes d 'une certaine surface compacte (de genre assez 

el6v~) de sorte qu'il existe des sous-groupes nilpotents non m6tab61iens 

dans le groupe des diff6omorphismes analytiques d 'une surface com- 

pacte. Ce ph6nom~ne ne se produit  pas dans le sous-groupe des diff6o- 

morphismes isotopes ~ l'identit6 car nos preuves se g6n6ralisent imm6- 

diatement  k ce cas. 

La m@me m6thode permet  probablement d 'analyser  la s t ructure des 
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sous-groupes rfisolubles de Diffa(S2). 

I1 n'est pas difficile de construire des sous-groupes nilpotents non 

m&abSliens du groupe des diff6omorphismes de classe C a de la sphere 

mais nous ignorons si la longueur de r6solubilit6 de ces groupes est 

born6e. 

5. Les groupes "pseudo-r6solubles" 
Soit P u n  groupe engendr6 par une partie S e t  d6finissons, comme 

pr6c6demment, la suite S(k) par S(0) = S; S(k  + 1) est l 'ensemble des 

commutateurs  [a ~:1, b • avec a E S(k) et b E S(k) U S(k  - 1) (b E S(0) 

si k = 0). 

D6finition 5.1. On dit qu'un groupe F est pseudo-rdsoluble s'il est en- 

gendrd par une pattie S telle que S(k) est rdduit d l'identitd pour k assez 

grand. 

Le th6or~me suivant ne fait que paraphraser  2.7: 

Th6or~me 5.2. Soit V une varidtd compacte analytique rdelle, T > 0 

suf-fisamment petit et Vr te T-voisinage de V dans sa complexification 

(volt 52). Il existe un voisinage U de l'identitd dans Diff ' (V) tel que si 

S est une partie quelconque de b[ et si F ddsigne le groupe engendrd par 

S, alors on a l'une des deux possibilitds suivantes: 

i) F est pseudo-rdsoluble; 

ii) il existe une suite 7i d'dldments de F diffdrents de l 'identitd ayant une 

extension hoIomorphe d ~-~ et tendant uni formdment  vers l 'identitd 

8 u r  V T .  

L'inconv6nient de ce th6or~me est bien stir que la signification al- 

g6brique de la pseudo-r6solubilit~ est peu claire: nous avons d4ja not6 

qu'elle n'entra~ne pas la r6solubilit6 en g~n6ral. I1 est m&ne probable 

qu'il existe des groupes pseudo-r6solubles contenant des sous-groupes 

non ab61iens fibres... Cependant,  dans certains cas, il est possible qu'on 

puisse conclure 5 la rdsolubilit& 

Probl6me 5.3. Un sous-groupe pseudo-rdsolubte de Diff '(V) 

est-il rdsoluble? 
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Le but de ce paragraphe est de donner quelques rdsultats dans cette 

direction. Avant de les dnoncer, signalons que la ddfinition que nous 

avons ehoisie pour la pseudo-rdsolubilit6 est assez arbitraire et que beau- 

coup d'autres seraient possibles. Par exemp]e, on pourrait d6finir S(k + 

i) comme dtant l'ensemble des produits d'au plus i000 commutateurs 

[a, b] avec a et b dans la r6union S([k/100]) U S([k/100 + 1]) U " -  [2 S(k). 

Le th6or6me 5.2 resterait  valide avec cette d6finition 6tendue. 

I1 est 6vident qu 'un quotient d 'un groupe pseudo-r~soluble est 

pseudo-r~soluble. Par  consequent, les deux th~or6mes suivants entra~- 

nent imm6diatement  les th~orbmes D'  et C ~ - D respectivement.  

Th6or~me 5.4. Un sous-groupe pseudo-rdsoluble du groupe GL+(2, N) 

des matrices ~ ddterminant positif est rdsoluble. 

Th6or~me 5.5. Un sous-groupe pseudo-rdsoluble de Diff~_(S 1) est 

rdsoluble. 

Commenqons par la preuve de 5.4, 6videmment plus 616mentaire. 

Puisque GL+(2, IR) est une extension centrale de PSL(2,  IR), il suffit de 

consid6rer des sous-groupes pseudo-r6solubles F de PSL(2,  Ik), engendrgs 

par S e t  tels que S(ko) est r6duit ~ l'dldment neutre. Notons G(k) le 

groupe engendr6 par S(k) et F(k) le groupe engendr6 par S(k)US(k+ 1)O 

�9 .. U S(ko - 1) (on, de mani~re 6quivalente, par S(k) U S(k + 1)). Soit kl 

le plus peti t  entier tel que F(kl) est r6soluble. Nous aeons montrer  que 

kl = 0, c'est-k-dire que F est rdsoluble. Supposons donc, par l 'absurde, 

que kl _> 1 et soit f E S(kl  - 1). Si g E S(kl) ,  les commutateurs  [f+1,9] 

sont dans S(kl  + 1) de sorte que f •  •1 C r(k l ) .  Nous allons 

analyser cette situation. 

Remarquons d 'abord que G(kl) n'est certainement  pas trivial car 

si S(kl)  ~tait trivial, il en serait de m~me pour S(k') avec U _> k et 

F(kl - 1) serait commutatif .  

Les sous-groupes rdsolubles de PSL(2,  R) se d6crivent facilement. I1 

est commode d'utiliser Faction isom~trique de PSL(2,  N) sur le disque de 

Poincar6 D 2. Soit R un sous-groupe r6soluble non trivial de PSL(2,  R). 

On a l 'une des possiblit~s suivantes: 

1. R e s t  contenu dans le groupe ab~lien R~ des rotations de centre le 
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point  c~ de D 2. 

2. R e s t  contenu dans le groupe ab61ien Rc~,~ des isom6tries de D 2 qui 

fixent deux points  c~, fl du  bord  OD 2. 

3. R n'est  pas du  type pr6c6dent mais est contenu dans le groupe di6dral 

(r6soluble) R{~,/~} des isom6tries de D 2 qui fixent l 'ensemble ~ deux 

616ments {a, fl} C OD 2. 

4. R n'est  pas de Fun des types pr6c6dents mais il est contenn dans le 

groupe r6soluble Ra des isom6tries qui fixent le point  a de OD 2. 

Notons que l 'ensemble a un  ou deux 616ments {a},  {a, fl} est, dans 

chaque eas, associ6 ~ R, i.e. tou t  616ment f de PSL(2, R) normalisant  

R fixe {a} ou {a, fl} suivant les eas. 

Appliquons cette description au groupe r6soluble r (k l ) .  

i. si r(kl)est de type 1), alors G(kl)  est aussi de type 1) avec le m6me 

point  fixe a.  Le fair que f G ( k l ) f  -1 C I:(kl) mont re  que f fixe a.  Le 

t roupe  F(kl - 1), engendr6 par  S(kl  - 1) U S(kl)  est done contenu dans 

R~. I1 est done commuta t i f  et e'est une contradiction.  

ii. si F(kl) est de type 2), alors G(kl)  est lui aussi de type 2), contenu 

dans R{~,~}. I1 en r6sulte que f pr6serve l 'ensemble {a, fl}. Ainsi, r ( k l  - 

1) est contenu dans le groupe di6dral R{~,~} et c'est une contradict ion.  

iii. si F(kl) est de type 3), alors G(kl) est de type 2) ou 3) et l ' a rgument  

pr6e6dent s 'applique, sauf peut-6tre  si G(kl)  est un  groupe ~ deux 

616ments, contenant  la sym6trie par  rappor t  ~ un point  x situ6 sur la 

g6od6sique c~fl de D 2. Puisque f •  ~1 C P(/q), les points  x, f (x)  
et f - l ( x )  sont tous trois sur cette g6od6sique af t  qui est done invariante 

par  f .  Ici encore, nous avons montr6 que r (k l  - 1) est contenu dans un 

groupe di6dral. 

iv. si r (k l )  est de type 4), contenu dans R~, le sous-groupe G(kl) peut  

6tre de type  2) ou 4). Si G(kl) est de type  4), son seul point  fixe est 

bien stir a e t  f pr6serve a.  Dans ce eas, P(kl - 1) est contenu dans le 

groupe r6soluble R~ et c'est une contradict ion.  Si G(kl) est de type  2), 

il est contenu dans R{a,~} oh fl est un  point  de OD 2 diff6rent de a. On 

a done deux possibilit6s, puisque f •  ~:1 c F(kl): 

a) f(oz) = c~ 
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b) f( f l)  = a e t  f(c~) =/3. 

Si tous les  616ments f de S(k i  - 1) sont de type a), alors r (k l  - 1) est 

contenu dans le groupe r6soluble R~. Si tous les  616ments f de S(k l  - 1) 

sont de type b), alors P(ki - 1 )  est contenu dans le groupe di6dral R{~,Z} 

et ceci est encore impossible. 

Soit f l  E S(k l  - 1) avec fl(ct) = a e t  f2 E S(kl  - 1) avec f2(a) = /3  

et f2(/3) = a. Nous savons que If1, f2] appart ient  g S(kl)  et fixe donc/3. 

On obtient que f l  fixe/3. Ainsi, t ous l e s  ~l~ments de S(k l  - 1) U S(kl)  

sont dans R{a,Z} et c'est une contradiction. 

Ceci termine la pre~ve du th~or~me 5.4, que l 'on comparera  avec 

celle du th~or~me C, faite au paragraphe 3. [] 

Remarquons qu'il ne serait pas difficile de g~n~raliser aux sous- 

groupes de GL(2, C). Nous laissons les d~tails au lecteur (qui n'oubliera 

pas que le groupe d'isom~tries du cube est un sous-groupe r6soluble de 

GL(2, C) de longueur 4...) I1 est probable que le th~or~me se g~nfiralise 

aux groupes de Lie en g6n~ral. 

Avant d'6tudier les sous-groupes de Diff~_(S1), il est naturel  d'exa- 

miner la situation au voisinage d 'un  point fixe: 

Th~or6me 5.6. 

rdsoluble. 

A 
Un sous-groupe pseudo-rdsolubIe de Diff(]R, 0) est 

Preuve. Comme pr6c6demment, soit F u n  sous-groupe pseudo-r~solubte 

de Diff(R, 0), engendr~ par S. Soit G(k) le groupe engendr~ par S(k) et 

F(k) le groupe engendr~ par S(k )US(k -1 ) .  Soit k0 le plus grand entier tel 

que S(ko) est non trivial et kl < k0 le plus peti t  entier tel que F(ki) est 

r6soluble. Nous supposons par l 'absurde que kl > 1 et soit f E S(k  1 - 1). 

Nous allons encore exploiter le fait que f •  T1 C P(kl). 

Puisque ki _> 1, tous les  616ments de P(ki) sont tangents  g i'identit6. 

D'apr6s la description que nous avons donn6e des sous-groupes r6solubtes 

de Diff(IR, 0), il r6sulte que P(kl) est en fait commuta t i f  et que son cen- 

tral isateur est un groupe g u n  param6tre {exp t X }  qui est aussi le cen- 

tral isateur de G(kl).  Ainsi, f normalise ce sous-groupe g u n  param6tre.  

Nous avons vu en 3.4 que le normalisateur d 'un sous-groupe r6soluble 

non trivial de Diff(IR, 0) est r6soluble. Par  cons6quent, P(kl - 1) est 
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r~soluble et ceci est la contradiction cherch~e. [] 

Nous montrons enfin le th~or~me 5.5, c'est-~-dire que nous con- 

sid~rons un sous-groupe F de Diff~_(S 1) pseudo-r5soluble, engendr5 par 

S. Nous utilisons les m~mes notations que dans le th6or~me precedent 

et nous supposons encore par l 'absurde que kl _> 1. Nous utiliserons 

certains des arguments de la preuve du th~or~me C, faite au paragraphe 

3 et d~compos6e en trois cas 3.10, 3.11, 3.12. Puisqu 'une r~union crois- 

sante de groupes m~tab~liens est un groupe m6tabSlien, nous pouvons 

supposer que S est un ensemble fini. 

i) Si P(kl) est un groupe fini abdlien. On conclut exactement  comme 

dans le Deuxi~me cas 3.11 que F(kl - 1) est commutatif ,  ce qui est 

impossible. 

ii) Si r (k l )  est un groupe infini abdlien opdrant librement sur le cer- 

cle, alors l 'action est topologiquement conjugu~e ~ un groupe de ro- 

tations. En particulier, deux 51~ments de F(kl) de mgme nombre de 

rotation sont ~gaux et l 'argument de 3.11 s'applique encore. 

I1 faut maintenant  ~tudier le cas oh l 'ensemble des orbites finies 

de r (k l )  est un ensemble non vide P ~t q 616ments. Les stabilisateurs 

(infinis) de chacun des points de P sous Faction de F(kl) donnent  des 

sous-groupes r6solubles non triviaux F1, �9 �9 �9 rq de Diff(R, 0). Nous avons 

vu que, ~ conjugaison pros, on peut  supposer que Fi est contenu dans 

un sous-groupe du type A f f ( s  ou dans un sous-groupe ~ un param~tre 

{exptX~} (voir la proposition 3.2). Notons aussi que si Fun des r~ est 

ab~lien, alors t o u s l e s  Fi sont ab~liens par le caract~re analytique de 

Faction de F(kl). De m~me, les stabilisateurs des points de P sous 

] 'action de G(kl) donnent  des sous-groupes G 1 , . . . ,  Gq de Diff(R, 0). 

Continuons notre ~tude (fastidieuse) des diff~rentes possibilit~s. 

iii) Les F i e t  les Gi sont non abdliens. Dans ce cas, l 'ensemble des or- 

bites finies de G(kl) coYncide avec P e t  f prSserve P.  Par  consgquent, f 

dgfinit un 616ment ( r ; f l , . . . , f q )  de q .  Diff(IR, 0) et le f a r  que 

f •  ~1 C r (k l )  entraine que f i A  f f ( g i ) f (  1 = A f f(gi+r) (voir 3.4). 

L'ensemble des f ayant cette propri6t~ est un sous-groupe r~soluble de 

q �9 Diff(]R, 0) et ceci est une contradiction. 
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iv) Les Fi sont abdliens et les Gi sont abdliens non triviaux. Le m~me 

argument que dans iii) fonctionne en rempla~ant A f f ( g i )  par {exp tXi}. 

I1 y a deux classes de conjugaison de sous-groupes 5~ un param~tre 

dans Af f (g ) :  le sous-groupe des homoth6ties ax dont t ous l e s  @l@ments 

non triviau• sont hyperboliques et le sous-groupe des "trans]ations" 

x 

~/1 + bx ~ 

dont aucun ~l~ment n'est hyperbolique. L 'argument  de 3.8 montre  que 

si un ~l~ment 7 de F(kl) fixe t ous l e s  ~l~ments de P ,  alors les q ~l~ments 
A 

de Diff(lR, 0) qu'il d~finit sont simultan~ment de type  homothet ie  ou de 

type  translation. Dans le premier cas, 7 a un point fixe unique dans 

chaque composante  de S 1 - P et, dans le second cas, 7 n 'a  pas d 'autres  

points fixes que les ~l~ments de P .  

v) Les Fi sont non abdliens et les Gi sont des sous-groupes non tri- 

viaux du troupe des translations de A f f(gi). Dans ce cas, ] 'ensemble des 

orbites finies de G(kl)  coincide avec P e t  f preserve P .  Par  cons4quent, 
A 

f d~finit un ~l~ment (r; f l , . . . ,  fq) de q �9 Diff(R, 0) et le conjugu~ par 

f i  du t roupe  des translations de A f f ( g i )  est contenu dans Aff(gi+~),  

nScessairement dans le t r o u p e  des translations de Aff(gi+~)  car ] 'hyper- 

bolicit~ est invariante par conjugaison. Notons que Fordre de contact  

avec l 'identitd montre  que g~ = gi+~. L'ensemble des f ayant cette 

propri6t6 de normalisation est un groupe r~soluble, ce qui montre  que 

F(ki - 1) est r~soluble. Contradiction. 

vi) Les Fi sont non abdliens et les Gi sont des sous-groupes non 

triviaux du groupe des homothdties. C'est le cas off ]a r~union des orbites 

finies de G(kl)  est un ensemble fini Q = P u P '  de cardinal 2q, contenant 

exactement  un ~lSment dans chaque composante  connexe de S 1 - P .  On 

ne peut  plus conc]ure que f preserve P e t  d6finit un 615ment de q. D~ff. 

Cependant ,  puisque f - - 1G(k l ) f  T1 C F(kl),  on a f ( P )  = P ( type 1) ou 

f ( P )  = P'  et f (P ' )  = P ( type 2). 

Supposons d 'abord  que tous les  616ments de S(k l  - 1) sont de type  1) 

et soit toujours  f Fun d 'entre eux. I1 d~finit un ~l~ment (r; f l , . . . ,  fq) de 
i 

q-Diff(R, 0) tel que f i  conjugue le t roupe  des homoth6ties de A f f ( g i )  et 

un sous-groupe de Aff(gi+~).  Ceci entra~ne q u e f i  est dans Aff(gi+~).  
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En util isant f - l ,  on t rouve que fi  est aussi dans A f f ( g i ) .  En d 'autres  

termes, si l 'on fait le changement  de variable formel "ramifi6" x H xgi 

au tour  de chaque point  de P ,  les 616ments de S(k l  - 1) (et de S(k l ) ) ,  

op~rent "af t inement ' .  Ceci entraine que F(kl - 1) est r6soluble et done 

est exclu. 

Si t o u s l e s  616ments de S(k l  - 1) sont de type 2, alors P U P '  est 

invariant par  S(k l  - 1) U S(hl)  et donc par  F(kl)  , ce qui contredi t  la 

d6finition de P .  

Si f l  est de type 1 et f2 de type 2, le commuta t eu r  Ill ,  f2], 616ment 

de S(kl) ,  pr6serve P' (globalement),  f2 pe rmute  P e t  P' et f l  pr6serve 

P.  On en d6duit  que f l  pr6serve aussi P ' .  Mais ceci entraine encore que 

P U P'  est invariant par S(k l  - 1 ) U  S(kl)  et donc par P(kl),  contredisant  

la d6finition de P.  

I1 reste encore deux cas... 

vii) Les Fi sont abdliens et les Gi sont triviauz, i.e. G(kl)  est 

un groupe fini cyclique. Nous proc6dons comme en 3.12. Soit 9 un 

g6n6rateur de G(kl)  et f c S (k l  - 1). Soient 71 f g f - 1  et 72 = f - l g f  

et 73 = g721. Les 616ments g e t  721 sont deux 616ments de P(kl),  3/3 a 

un  hombre  de rota t ion nul et f T a f  -1 E r (k l ) .  Puisque r (k l )  est ab61ien, 

~/3 est trivial ou l 'ensemble de ses points  fixes est exactement  P .  Ainsi, 

pour  tout  f de S(k l  - 1), on a f ( P )  = P (type 1) ou f commute  avec 

G(kl)  (type 2). On conclut de mani~re analogue g 3.12: 
A 

Si tous les  f sont de type  1, ils d6finissent des 616ments de q.Diff(R, 0) 

et on conelut eomme pr6e6demment .  

Si tous les f sont de type  2, ils commuten t  tous avec G(kl)  et on 

eonclut eomme plus haut  que r (k l  - 1) est commutat i f .  

Soient f e t  f2 deux 616ments de S(kz - 1) avec f2 de type  2. Puisque 

If, f2] est une puissance de g, on obtient,  en comparan t  les nombres de 

rota t ion et en no tan t  que g et f2 commuten t ,  que f e t  f2 eommuten t .  

Les 616merits de type  2 eommuten t  done avee S(k l  - 1) U S(hl) ,  c'est- 

h-dire avec P(kl); ils pr6servent done P e t  d6finissent des 616ments de 

q.  Di----ff(IR, 0). On conelut toujours  de la m6me fa~on. 

viii) Les Fi sont non abdliens et les Gi sont triviaux. La seule diffi- 

cult6 pour  adapter  la preuve pr6c6dente vii est de mont re r  que si 73 
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est non trivial,  alors ses points  fixes sont exac tement  les points  de P .  

Nous avons vu en 3.8 qu' i l  est possible d '6quiper  chaque composan te  

connexe I de S 1 - P d ' une  mesure  ur, posit ive sur les ouverts ,  de masse 

infinie, de sorte que, pour  chaque 3, de F(kl) ,  il existe c(3,) > 0 tel que 

3,,uI = c(3,)~7U ). Ev idemment ,  si 3, est de torsion,  c(7) = 1. Puisque  

3,3 = g3,~1 et 9 et 72 sont  de torsion,  on a c(3,3) = 1. En  d ' au t res  ter- 

mes, 3'3 agit par  " t rans la t ions"  sur chaque composan te  de S 1 - P .  Si 

3'3 est non  trivial ,  ses seuls points  fixes sont  donc les 616ments de P .  

L ' a r g u m e n t  de vii) s 'appl ique alors. 

Ceci t e rmine  la preuve du th6or~me 5.5. [] 
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