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AVANT PROPOS

Le but du texte qui suit est de donner une idée d'ensemble
des travaux présentés. Nous essayons de montrer que presgue ious ces
travaux s'inscrivent dans une méme ligne générale, dérivée de 1'étude
qualitative des équations différentielles, Les deux premiers paragra-
phes sont trés généraux ; ils donnent une vision de la théorie des
feuilletages dans son contexte historique et mathématique et introdui-
sent les principaux objets mathématiques gque nous é&tudions. Nous avons
tenté de rester a un niveau trés élémentaire de facon 2 rendre la
tecture accessible a un mathématicien non spécialiste des systémes
dynamigues. Les trois paragraphes suivants décrivent une partie des
résultats obtenus en les situant dans le contexte général décrit
dans les deux premiers paragraphes,




Figure 1 : Le flot d'un champ de vecteurs.




I - LES SYSTEMES DYNAMIQUES "CLASSTQUES".

La théorie des systémes dynamiques rire son origine d'un constat
d'échec : la plupart des équations différentielles, méme "simples”, ne
peuvent pas 8tre résolues "explicitement". Pour remédier & cette situationm,
HB. Poincaré a 1'idde de remplacer 1'étude analytique précise des solutions
d'une équation différentielle par une étude gualitative de celles-ci. Pour

illustrer cette idée, nous allons décrire un des premiers théorémes obtenus i

le théoréme de Poincaré-Bendixson.

Supposons que {'on s'intéresse a un champ de vecteurs X sur la
sphire de dimensien 2, c'est—3-dire a une équation différentielle sur Rz
qui se "compactifie bien™ a 1'infini. Dans une telle situation, les courbes
intégrales de X (les "solutions" ou "trajectoires") définisseat un flot
global ¢t sur cette sphere 52. Précisément, si X est un point de §
et t est un réel quelconque (le "temps'), Qt(x) est la valeur au temps
t de la solution de X qui vaut X au temps b, = 0. 11 est clair que
i'étude des solutions de X est éguivalente A celle du groupe & l-paramétre
de difféomorphismes Gy Tl est alors naturel de s'intéresser au comporte-
ment asymptotique des solutions ¢t(x) lersque le temps t tend vers 1'in-
fini, Dans ce but, on introduit, pour chaque x de 52, un ensemble limite
+(x) qui est l'ensemble des valeurs d¢'accumulation de ¢t(x) lorsgque t
tend vers + w», En termes de mécanique, w(x) déerit le "régime permanent”

du point X.

Essentiellement, le théoréme de Poincaré-Bendixson affirme que la

structure de cet ensemble limite w{x) est trés simple. En fait, si X n's

que des singularités isolées, w{x) ne peut 8tre que de 1l'un des trois

types suivants
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Figure 2 : Une singularité.

Figure 3 : Une orbite périodigque

Figure I : Un cycle de singularités




a) 2

4

Figure 5 ; Un flot linéaire sur un tore représenté, d'une part comme

carré dont on identifie les cétds opposés (a) et, d'autre

part, comme un tore plongé dans 1'espace (b).

b}

un




Pigure 6 : Le flot de Cherry. La zone sombre est un ouvert invariant,
Tous les points du fermé complémentaire (sauf le point

selle} ont leur orbite positive dense dans ce fermé.




1 - Une singularité de X. Dans ce cas, l'orbite de X converge vers

une position d'équilibre du systéme. (¥igure 2).

2 - Une orbite périodique de X. Aprés un régime transitoire, le systéme

est essentiellement périodique. (Figure 3).

3 - Un cycle de singutarités, comme indiqué sur la figure L,

H. Poincaré s'est immédiatement rendu compte que e théordme ne
~ . . 2 ‘s 2
peut 8tre vrai que sur la sphére 8 . En effet, considérons un tove T

. . . fer e s 2,2 “
de dimension 2, identifié¢ a3 R /Z et considérons le champ de vecteurs

-9 K
e + a 3y Le flot ¢

-

¢ de X oest défini par ¢t(x,y) = (x+t,x+ta)

2 - . :
mod Z et les courbes intégrales de X ne sont autres que les projections
2 : 2 . . .
dans T des droites de 1R de pente u. Si o est irratieonnel, ces

s 2 .
courbes intégrales sont denses dans T . (Figuve 5}.

2 :
Dans ce cas w(x) est le tore T tout entier et n'est donc pas
de 1'un des types 1, 2 ou 3 que nous avons décrits. Il est mlme possible de
. 2
construire des champs de vecteurs sur T  pour lesquels w(x) est encore
plus complexe, par exemple, un fermé d'intérieur vide qui n'est ni une singu-

larité ni une orbite périodique. {Figure 6).
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Figure 7 : Disparition d'un cycle de singularités par une
petite perturbation,

1

Figure 8 : Un flot linéaire du tore, qui ne satisfait pas le
théoréme de Poincaré-Bendixson, peut etre approché
par un flot qui e satisfait.




Ceci motive l'un des principaux problémes des systémes dynamiques.
Quelle est i'influence de la topologie d'unc variété sur la structure des

ensembles limites des champs de vecteurs sur cette varidté ?

Dans le cag des champs de vecteurs sur une surface, le théoréme de

Poincaré-8endixson est cependant "presque vrai' dans le sens oft il est vrai

pour un ouvert dense de champs de vecteurs. Précisons ce résultat. 8i £ est une

surface compacte, 1'ensemble des champs de vecteurs sur L, de classe Cl

par exemple, forme un espace de Banach 35(2). 11 se trouve que, méme si
wi{x) peut &tre compliqué pour un champ individuel, il existe un ouvert dense
U dans 2 (7)) tel que, si X est un champ de U, alors, pour tout x de I,
L'ensembie limite w(x) est une singularité de X ou une orbite périodique.
Ce résultat est 44 4 M. Peixoto. Notons que le cas 3, celui du cycle de
singularités, n'apparait pas dans cet ouvert dense : il s'apit ¢'un cas

Yexceptionnel"., {Figure 7).

Partant du principe qu'il est sans espoir de décrire tous les champs
de vecteurs sur une variété donnde, mBme qualitativement, on est alors menéd
a4 une autre question importante de la théorie, Est-i}l possible de décrire
le comportement qualitatif d'une partie générique, i.e. suffisamment grande,
de X(f}. Pour des raisons techniques, la notion de "générique” n'est pas
celle d'ouvert dense dang O0{I) mais plutdt celle de Baire : une partie de
X(r) est générique si elle est intersection dénombrable d'ouverts denses.

Cette approche est duec 4 5. Smale,

It nous faut encore préciser ce que 1'on entend par "décrire le
comportement qualitatif". Pour ce faire, on introduit la définition fonda-
mentale suivante ; deux champs X et Y sont topologiquement équivalents

s'il existe un homéomorphisme entre les variédtés supportant X et Y qui




Figure 9 :

Deux champs de vecteurs topologiquement éguivalents mais

non différentiablement éguivalents.




- 10 -

envoie les orbites de X sur celles de Y, tout en respectant les orientations
naturelles de ces orbites. L'expression "décrire le comportement qualitatif"
signifie alors "classifier & éguivalence topologique prés". Insistons sur le
fait qu'une équivalence topologique n'est le plus souvent qu'un homéomorphisme
et pas un difféomorphisme. Voici un exemple simple. Soient X et Y les

) 2 B 3 2
champs suivants de R® : X = - x> -y — ; Y = {-x+y) el (x+y) 3y

Yy

lLes orbites de X et de Y sont décrites sur la figure 9.

L'allure qualitative est la mfme : toutes les orbites de X et de ¥
convergent vers L'origine. Les champs X et Y sont topologiquement équiva-
lents. L'allure différentinble n'est pas la méme : on vérifie facilement
qu'aucun difféomorphisme de RZ ne peut envoyer les orbites de X sur celles
de Y.

En fait, le théordéme de Peixoto déerit précédemmént est plus fort
il donme une réponse compléte & la question posée plus haut dans le cas des
champs sur les surfaces. On définit une famille de champs dont le compovtement
qualitatif est simpie et bien compris, appelés champs de Morse-Smale et
M. Peixoto montre que ces champs de Morse-Smale forment un ouvert dense dans

1'espace des champs sur la surface considérée, Ce faisant, il montre qu'une




Figure 10

w 11 =

: Un exemple typigue de champ de Morse-Smale sur la sphére.

e T e



propriété, intreduite par L. Pontriaguine, est générigue ! celle de la stabi-
lité structurelie. Un champ de vecteurs X est "structurellement stable"
s'il existe un voisinage V de X dans X(8) tel que tous les champs de V
sont topologiquement équivalents a X. En termes meins précis, une petite
perturbation de X ne change pas son comportement gqualitatif, Nous pouvons
maintenant énoncer le théoréme de M, Peixoto ! l'ensemble des champs de
Morse—Smale est générique dans (L) et contient précisément les champs

structurellement stables.

Ces résultats, valables sur les surfaces, laissaient espérer des
résultats analogues sur les varidtés de dimension supérieure. Il n'en est
rien. D'une part, les champs structurellement stables ne sont plus génériques
en général et, d'autre part, certains champs stables peuvent etre "compliqués"
(i.e. non Morse~Smale). La théorie des systémes dynamiques entre alors dans
une phase plus complexe et certainement moins "ambitieuse" : il ne s'agit
pius de décrire tous les champs, ni m@me un ensemble générique, mais plutdt

telle ou telle catégorie spécifique de champs.

Un exemple important de champ compliqué et stable est le flot géo-
désique d'une surface i courbure négative que nous décrivons maintenant.
Soit I wune surface compacte orientable munie d'une mérrique riemannienne.
L'ensemble des vecteurs tangents & & de longueur | forme une sous-variété
Tt(z) du fibré tangent T de I. Il s'agit d'une variété de
dimension 3 fibrée en cercles au-dessus de I. Cette varidté est naturelle-
ment munie d¢'un “flot géodésique" ¢, de la manidre suivante ! si v est
un vecteur unitaire tangent ¥ ¥ en un point x, on considére la géodési-
que v issue de x et pointant dans la direction de v, Soit y le point

de vy situé & une distance algébrique t de x le long de Yy et soit w
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Figure 11 : Le flot géodésique d'une surface.

\ 4

a) b)

Figure 12 : Comportement des géoddsinues en courbure positive (b} et
négative (a). L'instabilité des géodésiques en courbure
négative est responsable de la propridté d'Anoscv du flot

géodésique.




W

le vecteur unitaire tangent & y en y. On pose alors & (v) =
t

Ce flot intervient naturellement en mécanique : c'est l'exemple
te plus simple de systéme Hamiltonien {restreint a unersurface d'énergie
constante). De manidre purement mathématique, il est clair que 1'étude qua-
litative des orbites de N revient & 1'étude de la distribution des géo~

désiques sur une surface.

GCe flot est compliqué ; les ensembles limites peuvent &étre TI(E)
tout entier (géodésigue dense}, un cercle (géoddsique fermée) ou des ensem-
bles autrement plus compliqués, liés aux ensembles de Cantor, Lorsgue la
courbure de I est négative, cc flot est structurellement stable : il s'agit

d'un résultat fondamental d'Anosov.

Pour démontrer la stabilité structurelle de ce flot, Anosov
n'utilise pas la structure précise de la variété ambiante. En fait, il montre
qu'un flot vérifiant certaines propriétés est stable et gque le flot géodésique
d'une surface i courbure négative vérifie ces propriétés. Voici ces propriétés.
Ceonsidérons, pour simplifier, un champ de vecteurs non singulier X sur une

A 3 . . .
variété compacte M de dimension 3. On dit que X est un champ d'Anosov




Figure 13 : Structure locale d'un fiot &'Ancsov.




le vecteur unitaire tangent & y en y. On pose alors b {v) = w.
t

Ce flot intervient naturellement en mécanique : c'est 1'exemple
le plus simple de systéme Hamiltonien (restreint 2 une-surface d'énergie
congtante). De manitre purement mathématique, il est clair que 1'étude qua-—
litative des orbites de ¢t vevient a 1'étude de la distribution des géo—

désiques sur une surface,

Ce Flot est compliqué ; les ensembles limites peuvent &€tre TI(E)
tout entier {péodésique dense), un cercle (géodésique fermée) ou des ensem~
bles autrement plus compliqués, liés aux ensembles de Cantor. Lorsque la
courbure de I est négative, cc flot est structurellement stable : 1l s'agit

d'un résultat fondamental! d'Anosov.

Pour démontrer la stabilité structurelle de ce flot, Anosov
n'utilise pas la structure préecise de la variété ambiante. En fait, il montre
qu'un flot vérifiant certaines propriétés est stable et que le flot géodésique
d'une surface i courbure négative vérifie ces propriérés. Voici ces propriéiés.
Considérons, pour simplifier, un champ de vecteurs non singulier X sur une

variété compacte M3 de dimension 3. On dit que X est un champ d'Anosov




Figure 13 : Structure locale d'un flot d'Anosov.




{ou définit un flot d'Anosov) s'il existe deux champs de vecteurs Y et 2,

de classe ¢°

i)

ii)

3

en général, tels que, si br désigne le flot de X

en chaque point X, Y, Z définit une base de l'espace tangent

ia norme de d¢t(Y) décroit exponentiellement lorsque € tend

vers + @, et celle de d¢r(Z) croit exponentiellement.

La famille des flots d'Anosouv est 1'une des familles de systémes

dynamiques dont on peut faire une étude précise. Elle jouit de propriétés

extrBmement intéressantes. Qutre la stabilité structurelle, les propriétés

ergodiques (c'est-a-dire statistiques) des orbites ont été triés étudides.

On s'est aussi intéresséd au probléme de la classification topologique de ces

flots ; voir le paragraphe 3 pour quelques renseignements i ce sujet.
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Figure 14 : suspension d'un difféomorphisme,
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? - LES DIVERSES GENERALISATIONS DE LA NOTION DE SYSTEME DYNAMTQUE.

Comme il est courant en mathématigques, t'évolution de la rhéorie
qualitative des champs de vecteurs s'est faite paralldlement & une générali-
sation progressive des objets étudiés, dépassant le cadre strict des champs

de vecteurs.

La premidre généralisation a été, en fait, une particularisarion !
Plutdt que d'étudier un groupe & un parambtre réel de difféomorphismes ¢t,
on est tenté de "discrétiser" le temps et de considérer em fait un "flot"
¢n dont le paramétre n est un entier de &. Puisque, dans ce cas
o, = ¢1 0 ... 0¥y {a fois), 1"étude de la '"cascade" ¢n {dans la termino-

logie d'Anosov) n'est rien d'autre que 1'étude des itérées d'un difféomor-

phisme @I d'une variéeé M.

A strictement parler, 1'étude d'un difféomorphisme se vaméne &
celle d'un flot grice au procédé dit de "euspension™., Si ¢ est un difféo-

. N . . P 3
morphisme de M, on considére le produit M xR muni du champ trivial T

Le groupe des difféomorphismes de M x ik du type {x,t) > (4™ (x),t-n)

. 3 .
{(n € Z) préserve 3t On obtient done un champ de vecteurs XA sur la

variété quotient M¢ qui est ia suspension de ¢. En fait, M, fibre

$

au-dessus du cercle, les fibres étant difféomorphes & M. Le champ X = est

b

transverse i certe [ibrationm et ¢ : M + M n'est autre que }'application

de premier retour sur une fibre.




- 19 -

a
i)
{1,d)
&
b
ii)

Figure 15

: Le groupe affine GA des bijections affines ax+b de R

fa > 0). FEn i) on a représenté GA dens ses ccordonnées
"naturelles" a,b. En ii} on a effectué une représentation
conforme du demi-plan sur le disque. De cette facon, GA
s'identifie au disque de Poincaré ; la métrique hyperboligue

étant invariante & gauche,
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11 est clair que l'érude des itérées de ¢ est la méme que celle

des orbites de X .

%

L'inrér@t de cette notion est cependant d'indiquer une généralisation
plus fructueuse, lorsque le temps n'est ni un rdel, ni un entier, mais un é1é-
ment d'un groupe T due}conque. Un systéme dynamique général ne sera rien
d'autre gqu'une action du groupe [ sur une variété M, 1i,e. un morphisme
W T -+ Diff(M). Deux tels systémes dynamiques ¥ et ¥' seront topologi-
quement conjugués s'il existe un homdomorphisme h de M tel que
y' = ho Y o h~l. Les définitions fondamentales de la théorie classique

s'étendent sans difficuleé, par exemple celle de 1a stabilité structurelle.

Deux cas a priori distincts se présentent : celui ol T  est un
groupe discret, par exemple un groupe de type fini et celui ot I' est un
groupe "'continu'', typiquement un groupe de Lie, Voici un exemple de la
deuxiéme situation. Considérons le groupe SL{2,R} des matrices 2 x 2 de
déterminant 1 et le scus—groupe GAC SL(2,R) formé des matrices triangulaires
supérieures. Le groupe GA est un groupe de Lie de dimension 2, isomorphe au
groupe affine de R (d'ol la notation). Soit T un sous—groupe discret de
SL{2,R) tel que le quotient SL(2,R)/T est compact. Puisque GA est un
sous—groupe de SL(2,R), il opére par translationsd gauche sur SL{2,R)
et done sur la variété compacte SL(2,R)}/T qui est de dimension 3, 11
s'avire que l'étude de ce systéme dynamique généralisé est intimement liée
a celle du flot gdodésique d'une surface & courbure négative constante.

Pour un choix convenable de T, cette variété SL{2,R}/I' n'est autre gue
te fibré unitaire tangent d'une telle surface. Si X, Y, Z désipne une base
de 1'algdbre de Lie de SL{2,R) correspondant respectivement aux matrices

diagonales, strictement triangulaires supéricures et inférivcures, les rela-
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Figure 16 : Structure locale d'un feuilletage (ici n=2 et p=1).




_ 22 _

tions de commutation sont [X,‘i] ) I EK,?:] = ~7Z et [Y,Z] = 2X, Le
flot de SE(Z,R)/T correspondant & X est le flot géodésique, celui corres-
pondant a2 Y {ou Z) est le flot "horocyclique"., Les deux champs X et

Y engendrent l'action de GA sur SL{Z,R)/T'. Les relatiens infinjitési-

males [?,f] =Y et [ﬁ,%] = -Z montrent que le flot de X dilate ¥ et

contracte Z ; le flot de X est d'Anosov.

Avec une telle notion de systéme dynamique géndralisé, on peub se
demander si, le théoréme de Poincaré-Bendixson peut s'dtendre dans certaines
situations. Ce probléme a été effectivement érudié, en particulier, lorsque

. . . . 2 .
le groupe qui agit est relativement simple, par exemple IR™., Citons le
A . . 2 \ . . . s
théoréme de E. Lima @ si R™ opére sur la sphére de dimension 3, alors il

existe au moins une orbite qui est un cercle (mouvement "périodique"} ou un

point ("position d'équilibre"}.

En [ait, 1'étude qualitative des actions de groupes a montré rapi-
dement un phénoméne surprenant ! le paramdtre, c¢'est-d-dire la structure de
groupe n'intervient, que trés peu. La propriéré importante est la structure
locale d'une action, ce qui a menéd & intreduire la notion pénérale de feuil-

ietage et de pseudo-groupe.

Un feuilletage est un systéme dynamique général "non paramétré”.
Précisément, une variété M est feuilletde si elle est réunion disjointe
de sous-variétés immergées de méme dimension p, appelédes Feuilles (analo-
gues aux orbites ou trajectoires) avec la condition de trivialité locale

suivante :

Pour tout point x de M, il existe une carte locale 6 d'un voisinage U
n p n-p . .

de x sur R =R" % R telle que B envoie les composantes connexes

des intersections des feuilles avec U sur les "plagues” RP x {#}.

L'entier p est la dimension du feuilletage et n-p est sa codimension.
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Pigure 17 : Le feuilletage de Reeb sur le tore solide.
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Figure 18 : Un exemple de feuilletage structurellement stable :
le feuilletage de M. Hirsch. La varidté de dimension 3
ci-dessus a deux tores dans son bord ; elle est feuilletée
par "pantalons'", En recollant convenablement les composantes
du bord entre elles, on obtient le feuilletage considéré.
On a dessiné plus bas deux exemples de feuilles.
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Figure 19 : Le pseudo-groupe transverse d'un feuilletage.
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Par exemple, un feuilletage de dimension ! est un champ de droites, ou, plus

précisément, les courbes intégrates d'un tel champ.

Un grand nombre des propriétés des systémes dynamiques classiques
se généralisent aux fevilletages. Un éxemple typique de théoréme "i la
Poincaré-Bendixson” est le théoréme de Novikov : tout feuilletage de codi-

. N 3 s : . N
menston ! sur la sphere § possede une fewille compacte homéomorphe a un
2 . , .
tore T, ce qui est l'analogue d'un mouvement périodique. Plus précisément,
2 1

ce tore barde une "conposante de Reeb", c'est-A-dire un tore solide D x §

feuilleté comme indiqué sur la figure 18,

On peut alors se poser des questions analogues 3 celles posées
précédenment : quelle est 1'influence de la tepologie d'une variété sur la
structure des feuilletages qu'elle supporte ? Existe~t-il des fcuillectages

structurellement stables 7 etc...

Puisque les feuilles d'un feuilletage ne sont pas paramétrécs,

. - S s
on est amené & étudier sa "dynamique transverse'. Pour ce faire, on considire
une collection T, de sous-variéeés de dimension n-p qui sont transverses

i

aux feuilles et dont la réunion coupe toutes les feuilles,

81 Ti et Tj sont deux de ces transversales, on considére alors
les homéomorphismes h d'un ouvert de Ti SUr un ouvert de Tj tels que,
pour tout x, les points x et h{x) sont sur la méme feuille. La collec-
tion de ces homéomorphismes locaux définit un "pseudo-groupe” d'homéomor-
phismes de la transversale T = {§ Ti' Essentiellement, un pseudo-groupe est
un groupe oll la composition n'est pas définie pour toute paire d'éléments.

Le pseude-groupe que nous venons d'introduire est le pseudo-groupe transverse

du feuilletage considéré ; ses orbites, contenues dans T, sont les inter—

sections des Feuilles avec T. En fait, 1'étude du feuilletage se ramdne i




Fig., 20 - T.'ensemble de Julia d'une fraction ratiomnelle (ici de
2 o - . .
degré 3 : R(z)=2°. ~~%—). I1 s'ugit du plus petit compact non
1-az

trivial invariant par la fraction ratiennelle,




celle du pseudo-groupe transverse, En définitive, nous arrivons 4 une notion
extrémement générale de systéme dynamique : un pseudo—groupe d'homéomorphismes

locaux. Cette conception est due 2 A. Haefliger,

De méme que dans le cas des flots, il n'y a pas d'espoir d'étudier
trés précisément les feuilletages les plus généraux ; on impose en général
une condition spécifique sur le pseudo-groupe transverse. Nous ne citerons
que deux exemples de ce genre de condition dont nous reparlerons plus loin.
La premigére consiste & imposer & la codimension du feuilletage d'étre égale
a 1 3 on obtient alors une théorie extrfmement riche. Dans une autre
direction, on peut demander que le pseudo-groupe transverse soit un pseudo—
groupe d'isométries de T pour une certaine métrique riemannienne sur T.

On dit alors que le feuilletage est riemannien. En termes imagés, la distance
entre deux feuilles d'un Feuilletage riemannien est constante. Le probléme

de la structure des feuilletages riemanniens est maintenant assez bien compris

(voir le paragraphe 4).

Un autre cas de pseudo-groupe rencontré naturellement provient de
1'étude dynamique d'une application ¢ : M > M qui n'est pas supposée bi-
jective. Dans ce cas, on ne peut itérer ¢ que positivement, de sorte que
1'on dispose d'un systéme dynamique dont le temps n'est qu'un semi-groupe N,
Cette situation se raméne & la précédente en considérant le pseudo-groupe
engendré par ¢ et les diverses "branches" de 1'inverse de ¢. Une famille
d'exemples extr@mement riche a été étudide par G. Julia et P, Fatou au
début du sikécle et reprise récemment. Il s'agit de 1'étude dynamique des
fractions rationnelles d'une variable complexe, vues comme transformations
de la sphére de Riemann € dans elle-méme (non bijectives en général).

Les travaux récents ont montré que les généralisations successives dont nous
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Figure 21 : On a représenté ici la suspension d'une représentation
é ﬂ1{2) — Diff{S1} gui transite & travers un

groupe libre,
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parlons ne sont pas gratuites ; des techniques comnunes permettent d'aborder
ces fractions rationnelles et les groupes Kleiniens, c'est-3-dire les actions
d*un sous-groupe de PSL(2,8) sur la sphire de Riemann {(D. Sullivan). Un
autre exemple a été abordé : il s'agit de la dynamique de 1'application

z b—> exp{z) de € dans €. L'article £1B, en collaboration avec

L. Goldberg et D. Sullivan est une contribution i ce problime.

Pour conclure ces remarques générales, notons que ces diverses
généralisations sont lides entre elles. Par exemple, soit I le groupe fonda-
mental d'une variéeé B et considérons une action de T sur une variété F.
On peut alors censtruire un feuilletage dont le comportement mime celui de
l'action de T. Cette construction est la généralisation de la suspension

s ' s P u -
décrite plus haut. Pour cela, on considére le produit B % F du revétement
universel de B par F. Le groupe I opdre sur B ox ¥ diagonalement,

S . - . l .
sur B par automorphismes du reveétement universel et sur F par 1'action
donnée, fLa variété quotient par cette action est naturellement munie d'un
feuilletage qui provient du feuilletage trivial de B x F dont les feuilles

(\J b A A . 1 -
sont B x {*}. La variété quotient fibre au~dessus de B awvec une fibre
difféomorphe &4 F. La "monodromie" de ce fibré n'est rien d'autre que
1'action de F sur F. Ici, encore, il est clair que les études du feuille-

tage suspendu et de l'action sont essentiellement identiques.
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3 - FCUTLLETAGES ET FLOTS D'ANOSOV,

Le travail D], en collaboration avee V. Sergiescu, entre direc-
tement dans le cadre général déerit plus haut, c'est-a-dire 1'étude de 1'in-
fluence de la topologie d'une variété sur le comportement qualitarif de ses
feuilletages. Précisément, nous essayons de généraliser le théorime de
Novikov aux variétés de dimension trois les plus "simples”, & savoir celles
dont le groupe fondamental est résoluble. A strictement parler, ce thécrime
ne se pénéralise pas ; par exemple, le tore T3 de dimension 3 possede
des feuilletapes linéaires de codimension ! qui ne contiennent pas de com-
posante de Reeb. Nous sommes cependant en mesure de déerire toutes les
“"exceptions", c'est-i-dire tous les feullletages de codimension !, sans
composantes de Reeb, sur les 3-variétés compactes & groupe fondamental

résoluble,

Cette classification, que nous ne décrivons pas ici, met en
évidence une famille remarquable de feuilletages, gue nous appelons

“feuilletages modeles'.

Considérons une matrice A de SL{2,Z), diagonalisable sur R et
dont 1'une des valeurs propres est strictement supérieure d 1. L'automorphisme
Pindaire de iR2 associé & A préserve 22 et définit donc, par passage au
quatrient, un difféomorphisme du tore T2 = Rzﬂzz encore noté A. Evidemment,
ce difféomorphisme A préserve le feuilletage de T2 dont les feuilles sont
les projections dans T2 des droites de Bz paralléles 3 1'une des direc-
tions propres de A. La variété produit T2 xR est alors munie d¢'un feuil-
letage produit de codimension 1 qui est invariant par le groupe de diffdomer-
phismes envoyant le point {x,t) sur (A“(x),tmn) {(avec n € Z)., La va-
riété gquotient, notée Ti, est alors équipée d'un feuilletage de codimension |

qui est le "feuilletage modéle associé 2 A",
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Ces feuilletages possédent des propriétés remarquables. Le point
le plus intéressant est certainement le fait qu'ils sont classifiables
3 conjugaison différentiable prés, Précisément, nous montrons le théoréme
suivant : si F est un feuilletage de classe Cw, de codimension 1,
sans feuilles compactes, sur Ti , alers F est Cm—conjugué au feuille-
tage modéle associé & A, Ce théoréme est surprenant dans la mesure oli,

comme nous 1l'avons indiqué en 1, les systémes dynamiques classiques ne

peuvent &tre classifiés qu'd équivalence topologique prés.,

Essentiellement, la démonstration de ce théoréme se fait en
deux remps. En utilisant des techniques classiques, on commcics par
modifier F par isotople de fagon a4 se ramener au cas ot F est trans-

. 2 .
verse 4 la fibration en tores T de T On étudie alors la trace de

A
F sur 1'une de ces {ibres et on montre gque le nombre de rotation du
feuilletage induit {voir paragraphe 5) est un nombre algébrique de degré 2
{correspondant a une valeur propre de A). Pour conclure, on applique

P 2
alers le théoréme de M., Herman suivant lequel un tel feujlietage de T

o PR . o dm
est € -cenjugué 8 un fFeuilletage linéaire.

11 n'est pas difficile de montrer qu'un feuilletage proche
d'un feuilletage modéle ne peut posséder de feuilles compactes. Comme
corollaire, on obtient une propriété de stabilité structurelle forte
tout feuilletage de classe Cw, suffisamment proche d'un feuilletage
modéle est Cw—conjugué a celui-ei, Ceci constitue le premier exemple
de feuilletage sans feuille compacte possddant une telle propriété forte

de stabilité.

Signalons, par ailleurs, que les composantes de Reeb d'un
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NN

AN

AN

Figure 24 ; Le (dé)-tourbillonnement. On modifie e voisinage
d'une transversale & un feuilletage pour y intro-
duire une composante de Reeb, Dans le cas analyti-
gque, une composante de Reeb peut toujours &tre

£liminée par le procédé inverse,
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feullletage analytique peuvent toujours 8tre élimindées par un procédé simple
(le "détourbillomnement”, voir figure 24). Ceci permet de décrire compléte-
ment tous les feuilletages analytiques sur les 3-variétés & groupe fonda-

mental résoluble.

Cette étude est intimement lide & la structure des flots ¢'Anosov
sur les variétés de dimension 3. Dans les conditions décrites plus haut, le
difféomorphisme A de T2 est un difféomorphisme d'Anosov ; c'est-i-dire
qu'il existe deux champs de vecteurs Y et Z sur T2 gui sont respec-
tivement contractés et dilatés par A. Ces champs correspondent aux di-
rections prepres de A. La suspension de A fournit alors un flot d'Anosov
sur Ti. Les champs Y et Z de Tz permettent alors de construire des

3

champs encore notés Y et Z sur TA' 81 X désigne le champ de vecteur

de Tz obtenu par suspension de A, on cbtient ainsi trois champs X, ¥, Z

qui vérifient les relations de commutations infinitésimales suivantes :
(4]
(x. 4]

obtient que les feuilletages modéles peuvent 8tre paramétrés par une action

{localement libre) du groupe GA sur Ti. Cet exemple illustre bien les

Y EX,Z] =-Z [_Y,Z:] = 0. En observant que la relation

Y définit l'alpdbre de Lie du groupe affine GA décrit en 2, on

diverses généralisations de la notion de systéme dynamique ; sur Tz, sont
présents un flot d'Anosov (X}, une action de groupe et un feuilletage de

codimension 1.

Ces phénoménes de rigidité différcntiable des feuilletages modéles
restaient quelque peu mystérieux. EBtaient-ils dlis & la structure de la varidtd
ambiante ou, au contraire, au fait qu'ils sont définis par une action de GA 7
Cette guestion est la motivation essentielle de Eﬂﬂ oll nous nous intéressons
& 1'érude dynamique des actions localement libres de GA sur une variéded

compacte de dimension 3 supposée a priori quelconque. Effectivement, les ré-




Figure 25
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: Les classes de conjugaisons de

de SL{2,R)
R.M oh R e 50{2)

au disque de Poincaré,

et M e GA.
sL{2,R)

d'un tore solide.

SL{2,R}. Tout élément

s'derit de manidre unique sous la forme

Puisque GA s'identifie

s'identifie & 1'intérieur
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sultats obtenus montrent que les phénomdnes de rigidité proviennent de la

structure du groupe GA.

Voici les résultats principaux de ce travail (nous décrirons en 4
un impertant corollairve 1ié aux groupes fuchsiens). Nous avons déja rencontré
deux exemples d'actions de GA ! celles correspondant au flot géodésique,
i.e. sur SL(2,R)/r et, d'autre part, celles que nous venons de décrire sur

3 . ; . R \

TA' Le premier résultat important de [}Q] est le suivant ! si ¢ ¢

CA x M3 > M3 est une action localement libre, de classe Cm, qui préserve
3 3 3 N

un veolume sur M7, alors, en fait, M~ est du type TA ou SL(Z,RY/T

Y .

(ot SL(2,R) est le revBtement universel de SL(2,R)). De plus,

1'action étudiée est € ~-conjuguée 2 1'une des actions que nous avens

décrites.

Le principe de la démonstratien est le suivant. Par hypotheése,

3 .
nous disposons de deux champs de vecteurs X et Y sur M, linéaire-
ment indépendants en chaque point, qui vérifient la relation Y] = Y.
Wous cherchons & construire un groupe de Lie G de dimension 3 qui

3 .
contient GA et une action localement libre de G sur M qui ¢tende
celle de GA. De cette fagoen, M3 sera un espace homogéne de G et
3

1l'action de GA sur M sera l'action naturelle de GAC G sur M3 * G/T.
I1 sera alors facile de conclure, Construire ce groupe G revient a cons-
truire un troisiéme champ de vecteurs Z sur Mg, partout indépendant de
{X,¥} et tel que les crochets E(,Z] et {Y,Z] soient des combinaisons
lindaires de X, ¥, Z A coefficients constants. Cecl méne & une équation

fonctionnelle qui est lindaire lorsque l'action de GA étudide préserve

le volume. Dans cette situation, on peut effectivement résoudre cette




Figure 26 :
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L'action de GA sur le fibré unitaire tangent d'une surface
3 courbure -1, La surface est représentée par un octogone
dans le plan hyperboligue ; les verticales correspondent aux
fipres de la fibration en cercles de T1(2). Chaque "plaque"
horizontale est un "morceau” d'orbite de GA. Cette figure

illustre la structure d'Anosov du champ X de GA.
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dquation fonctionnelle grice au fait gque les représentations unitaires irré-

ductibles de GA dans les espaces de Hilbert sont complétement classifiées.

On peut cependant se demander dans quelle mesure 1'hypothése con-
cernant le volume est importante. Nous avons répondu & cette questiorn en
imposant une condition sur la topologie de 1la variété ambiante M3 ¢ osi
le premier nombre de Betti de M3 est nul, alors toute action localement
libre de GA sur M3 préserve un volume. Sur ces "sphéres d'homologie",

t'étude des actions localement libres de GA est donc compliétement élucidée.

Deux techniques importantes sont mises en action pour démontrer
ce dernier résultat. D'une part, nous utilisons la notion de partition
de Markov qui permet de ramener 1'étude dynamique d'un difféomorphisme
d¢'Anosov & une "dynamique symbolique' (voir figure 27). D'autre part,
nous utilisons la théorie d'Osseledec-Pesin-Ruelle qui permet d'étudier le
comportement asymptotique de la différentielle des itérées d'un difféo-

morphisme.

Avec une motivation similaire, nous avons cherché & savoir quelles
sont les variétés de dimension 3 qui admettent un flot d'Anosov et, de
maniére plus générale, & décrire ces flots, P. Armandariz et J. Plante
avaient déjld montré que si M est une 3-variété dont le groupe fonda-
mental est résoluble et qui admet un flot &'Anosov, alors M est, en fait,
Tz pour une certaine matrice A et le flaot est topologiquement équivalent
3 la suspension de A. MNous avons étudié ce méme probléme sur le fibré
unitaire tangent d'une surface. Notre résultat principal est le suivant
Eﬂ t Soit M une variété qui est un f1bré en cercles au-dessus d'une

surface I et ¢t un flot d'Anosov sur M. Alors M est un revétement
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B
D
C
A
E
B
D C
i ?
/, ’
E
. 2 1
Figure 27 ; Une partition de Markov pour 11 . Le tore

T2 est décomposé en 5 rectangles A, B, C, D, E,

On construit le graphe associé : une aréte relie A

& D par exemple car (:ﬁ {) {A) N D # ¢. A "presque"

2
tout point x de T  correspond un chemin infini
dans ce graphe correspondant aux vectangles succes-
sivement visités par x. Réciproquement, le chemin

dans le graphe permet de reconstruire x.
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fini du fibré unitaire tangent &8 I et le flot ¢t est topologilquement
dquivalent au relevé dans M du flot géodésique de ¥ muni d'une mé-
trique quelconque i courbure négative, Nous décrivons ainsi tous les
fibrés en cercles de dimension 3 qui admettent un flot d'Anosov ainsi
que la dynamique de ceux-ci. La démonstraticn de ce résultat repose
essentiellement sur deux faits géométrigques, Le premier, gue nous retrou-
verons au paragraphe 4, est le suivant ; Soib ¢t un flot non singulier
sur une variéeé M tel que dé, préserve un champ d'hyperplans trans-

verse & ¢, (par exemple un flot d'Anosov}, alors 1l existe une métrique

t
sur M telle que les orbites de ¢t soient des géodésiques, Le second
est une propriété du disque hyperboligue (ou "de Poincaré") D2.

Soit y : R~ D2 une courbe qui est "presgue géodésique’ dans le
sens que la distance entre Y(t:) et Y(tz) est comprise entre
C“1ltl—t | et Clt,-t,] pour une certaine constante € > L. Alors ¥

2 2

. . : £ s 2
reste A une distance bornde d'une véritable péodésique de D

Remarquons que d'autres flots d'Anosov en dimension 3 sont
connus mais que la description générale des variétés de dimension 3

qui en supportent reste ouvert.
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4 - ETUDE QUALTTATIVE DES FEUILLETAGES RIEMANNTENS ET TOTALEMENT GLODESIQUES.

La description du comportement qualitatif d'un feuilletage
riemannien est due & P, Mollino. Nous ne citerons qu'une seule propriété
montrant que les ensembles limites d'un tel feuilletage ne peuvent pas étre

trop complexes : 1'adhérence d'une feuille est toujours une sous-variété.

Ici encore, nous avons cherché i comprendre 1'influence de la
topelogie d'une variété sur le comportement de ses feuiflletages riemanniens.
Nous sommes amenés 3 faire 1'hypoth@se que la variété ambiante est compacte
et simplement connexe Bﬂ. Sous cetfte hypothése, nous pouvons déerire
assez précisément le comportement d'un feuilletapge riemannien. Par exemple,
nous montrons que si F est un feuilletage riemannjien sur une variété
compacte l-connexe, alors [ peut &tre arbitrairement approché par un
"feuilletage dynamiquement trivial", c'est-a-dire un feuilletage (riemannien)
donec toutes les Feuilles sont compactes, A titre d'exemple, ncus tyaitons
complétement le cas des feuilletages riemanniens sur les sphéres et les
espaces projectifs. Une description compléte est alers possible : & part,
les champs de Killing, les seuls feuilletages riemanniens sont les "fibra-

tions de Seifert”.

Citons rapidement un article consacré a un probléme similaire 3ﬂ.
I1 s'agit de savoir si un pseudo-groupe abstrait d'isométries peut Btre

réalisé comme le pseudo-groupe transverse d'un feuilletage viemannien. On

donne diverses obstructions, de nature cchomologique,

Inversement, dans []ﬁ] {en collaboration avec Y. Carridre),
nous étudions le rapport entre une propriété erpgodique d'un feuilletage
riemannien {la "moyennabilité") et la structure algébrique de son pseudo-

groupe transverse.
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Figure 30 : Un feuilletage totalement géodésique de codimension 1.
Les courbes orthogonales définissent des isométries
locales entre feuilles,
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Cette meilleure compréhension des feuilletages riemanniens nous
a permis d'aborder un probléme de géométrie riemannienne : 1'détude quali-
tative des feuilletages totalement géodésiques, Evidemment, on dit gqu'un
feuilletage sur une variété riemannienne est totalement géodésique si toutes
ses feuilles sont totalement géodésiques. Ces feuilletages sont en '"dualjité"
avee les feuilletages riemanniens pour la raison suivante. Soit F un
feuilletage totalement géodésique sur une variété riemannienne M et consi-
dérong le champ de plans £t orthogonal aux feuilles de F. Il est possi-
ble que ce champ de plans ne soit pas intégrable, c'ese-3-dire qu'il ne
définisse pas un feuilletage orthogonal, mais, s'11 1'est, le feuilletage
orthogonal est riemannien. Réciproquement, si le feuilletage FJ' est rie-
mannien, alors F est totalement géodésique. Dans le cas ol F* atest
pas intégrable, il définit cependant un "champ de plans riemannien' dont
on peut faire wne dtude analogue & celle des feuilletages riemanniens.

L'étude de F se fera donc par le biais de celle de Ft

Le premier cas a considérer est celui o F est de codimension 1

1 , —
car alors F~ est un champ de droites et donc automatiquement intégrable.
i1 se trouve gue les feuilletapes riemanniens de dimension | sont extréme-
ment bien compris gri3ce aux travaux de Y. Carriére. On peut donc envisager

une étude précise des feuilletages péodésiques de codimension 1.

Cette étude s'est faite en deux temps. Tout d'abord, dans Eﬂ,
(en collaboration avec Y. Carriére), nous avons considéré le cas ol la
variété ambiante est de dimension 3, Dans ce cas, la structure des
feuilletages riemanniens est si précise qu'il est possible d'en denner
la liste compléte. On obtient alors le résultat suivant ; les seuls

feuilletages totalement géodésiques de codimension 1 sur les variétés
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Figure 31

M
U
M
U

: Un feuilietage totalement géodésique de
codimension 2. Les feuilles sont les droites
"serticales". Le champ de plans orthogonal
méme s'il n'est pas intégrable, peut &tre
considéré comme une "connexien" dent l'holonomie
{fltches horizontales) définit des isométries
locales entre feuilles.
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de dimension 3 sont, d'une part, les feuilletages modéles que nous avons
décrits en 3, et d'autre part, les feuillletages transverses a3 une fibration
de Seifert. Le faif que les feuiiietages modéles sont péodésiques provient
du fait que le flot Z de Ti définit un feuilletage riemannien trans-

verse de dimension 1,

La eénéralisation de ce résultat aux variétés de dimension supé-
rieure & 3 est plus délicate car les flots riemanniens ne sont pas connus
aussi précisément, Nous sommes parvenus i une généralisation dans [4].
Essentiellement, nous commengons par définir une famille assez générale
de feuilletages sur des variétés de dimension grande. La constructicn de
cette famille est directement inspirée de celle des feuilletages modéles.
Nous montrons alers que ces feuilletages modéles géuéralisés ainsi que
ceux qui sont transverses & une fibration de Seifert généralisée épuisent

la liste des feuilletages géodésiques de codimension 1.

Lorsque la codimension de F n'est plus égale & 1, le champ
de plans F' n'est plus nécessairement intégrable., Le premier cas inté-
ressant ofl cette situation peut effectivement se produire est le cas
d'un feuilletage de codimension 2 sur une variété de dimension 4, C'est
ce que nous €tudions dans {}3} (en collaboration avec G. Cairns). Notre
premier résultat consiste & montrer gue, dans cette situation, on peut
toujours supposer gque les feuilles de F ont une courbure constante,
égale & -§, O ou 1. Ceci permet de distinguer les cas "hyperboliques,
paraboliques et elliptiques”. Seuls les cas hyperboliques et paraboliques
posent probléme, La technique d'approche cst alors la suivante. On ceonsi-

dére le fibré unitaire tangent aux feuilles, ce qui produit une variété
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SLz(iR)

: Isom(mz)

Figure 32 : Orbites des représentat ions adjointes de SL{Z2,R)
et IsomORZ). Dans le cas de SL{Z2,R) 1la seule
orbite compacte est {0}, le centre approximatif
de SL(2,R) est trivial, Dans le cas de Isom@Rz)
te centre approximatif correspond aux translations

de mz.
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M' de dimension 5 munie d'un feuilletage géoddsique F' de codimension 2,
Ce dernier Feuilletage peut 8tre défini par une action localement libre
Y
d'un groupe de Lie G de dimension 3 (SL{2,R) dans le cas hyperbolique
~ z

et le revétement universel de Isom(R™) dans le cas parabolique)}. Puisque
F' est géodésique, cette action préserve le champ de plans 't ot on

. i
peut donc considérer F' comme analogue 3 un fibré principal dont F'
est une connexion. La courbure de cette "connexion' mesure la non-inté-

prt ; c'est une 2-forme sur TF'Y 2 valeur dans 1'alge-

grabilité de
bre de Lie g de G. Cette forme se transforme sous 1'action de G

par la représentation adjointe de G. La compacité de M' force alors
cette courbure i ne prendre des valeurs que dans "le centre approximatif
de 4" ; c'est-a-dire "essentiellement' dans 1a partie de ¢ formée

des 8léments dont L'orbite sous la représentation adjointe est compacte.
Le centre approximatif de SL{2,R) est trivial {voir figure 32), On

en déduit que si F est un feuilletage totalement géodésique hyperbo-
lique, alors Fl' est nécessairement intégrable et définit done un
feuilletage riemanpjen dont 1'étude donne des renseignements sur F.

Cecl nous permet de montrer, par exemple, le résultat suivant, 118, une
fois de plus & la structure topologique de la variété ambiante. S1 M

est une variété compacte, simplement connexe, munie d'un feuilletage tota-
lement géodésique de codimension 2, alors i est nécessairement un

f1bré en sphéres 82 au-dessus de 52 et le feuilletage coincide avec

la fibration.




° 1
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Figure 33
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<

La classe d'Buler. Soit p ! E > & un fibré orienté en
cercles au-dessus d'une surface compacte orientée I,
8i D=L esfun disque, le fibré est trivial au-dessus
de D et E-D et on peut donc trouver deux sections

o]
s, :D*E et s, I-D -~ E. La courbe 32(BD} est
homologue {dans p‘3(aD} z T2) 3 une combinaison 1i~

néaire du type sl(aD) +n.f oh ne? et f désigne

une fibre de p contenue dans p_i(aD). L'entier n
est le nombre d'Euler de p, il caractérise bp.
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M' de dimension 5 munie d'un feuilletage géodésique F' de codimension 2,
Ce dernier feuilletage peut 8tre défini par une action localement libre
NS
d'un groupe de Lie G de dimension 3 (8L{2,R} dans le cas hyperbolique
~ 2 .

et le revétement universel de Isom(R™) dans le cas parabolique), Puisque
F' est péodésique, cette action préserve le champ de plans F't et on

. 5 s . pa
peut done censidérer F' comme analogue 4 un fibré principal dont F'
est une comnexion. La courbure de cette "connexion' mesure la non-inté-

F'J' : c'est une Z2-forme sur TF'* 2 valeur dans l'algé-

grabilité de
bre de Lie g de G. Cette forme se transforme sous l'action de G

par la représentation adiointe de G. La compacité de M' Force alors
cette courbure & ne prendre des valeurs que dams "le ceantre approximatif
de ¢" ; c'est-a-dire "essentlellement" dans la partie de ¢ formée

des é1léments dont 1'orbite sous la représentation adjointe est compacte.
Le centre approximatif de SL(2,R) est trivial {(voir figere 32), On

en déduit que si F est un feuilletage totalement géodésique hyperbo-
iique, alors FY est nécessairement intégrable et définit donc un
feuilletage riemannien dont 1'étude donne des renseignements sur F.

Ceci nous permet de montrer, par exemple, le résultat suivant, 1ié, une
fois de plus A la structure topeloglque de la variété ambiante. S5i Mﬁ

est une variété compacte, simplement connexe, munie d'un feuilletage tota-
lement géodésique de codimension 2, alors Mh est nécessairement un

fibré en sphéres $? au-dessus de s et 1e feuilletage coincide avec

la fibration.
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La classe d'Euler, Soit p : B+ I wun fibré orienié en
cercles au-dessus d'une surface compacte orientée E.

8i De I est un disque, le Tibré est trivial au-dessus
dge D ‘et EI-D et on peut donc trouver deux sections

0

s, :D>E et s, : ID> E. La courbe SE(BD) est
homologue (dans ph1{8D) T2} 3 une combinaison 1i-
néaire du type 51(39) +n.f o me? et f désigne

n

une fibre de p contenue dans p_1(38). L'entier n
est le nombre d'Euler de p, il caractérise .
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5 - ACTIONS DE GROUPES SUR LE CERCLE,

La théorie des difféomorphismes du cercle a été inaugurée par
H. Poincaré dans le but d'étudier les champs de vecteurs sur le tore. §i f
est un difféomorphisme du cercle qui respecte 1'ovientation, H. Poincaré lui
associe un "nombre de rotation”™ p{f) qui est un élément de IR/Z. Les
propriétés essentielles de ce nombre sont les suivantes. D'une part, p(F)
est un invariant du systéme dynamique, c'est-3-dire que deux difféomorphismes
topologiquement conjugués ont le m@me nombre de rotation. D'autre part, p(f)
permet de détecter 1'existence d'orbites périodiques : p(f) est un ration-
nel du type %— si et seulement si f possdtde un point périodique d'ordre q.
Enfin, si f est de classe C2 et si p{f) est irrationnel, alors f est
topelogiquement conjugué 4 la rotation d'angle o(f) ({théoréme de Denjoy).

En résumé, p(f) contient presque toute 1'informatien dymamique relative & f.

Dans le cadre des généralisations décrites plus haut, i} est na-
turei de se poser la question suivante. Seit I un groupe abstrait et
R Homéo+(51) une action de I sur le cercle, Est-il possible de
définir un "nombre de votation global™ de ¢, c'est-a—dire un invariant
topologique de 1'action considérée ? C'est le problime étudié dans [li].
L'idée de départ est qu'un invariant faible existe déja. En effer, si l'on
suspend la représentation ¢, comme décrit em 2, on obtient un Fibré en
cercles au-dessus de 1'espace d'Eilenberp-Mac-Lane K(I, 1), Ce fibré est
classifié par sa classe d'Euler, qui est un élément de HZ(?;Z). Il s'avere
cependant que les classes d'Euler ainsi obtenues ne sont pas quelcongues
il est connu que celles-ci peuvent &tre représentdes par des "cocyclies
bornés". En fait, M. Gromov introduit des groupes de "eohomologies bornédes"
H;(F;E), associés & un groupe abstrait T et montre que les classes d'Euler

s s . . . 2
considerées sont dans 1'image d'un certain morphisme naturel de Hb(F;Z)
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Figure 3b :

La classe d'Buler bornde. 8i B est un fibré en cercles
au-dessus de K(T,1), alors E est un K(T,i} ol T

est une extension O+ 2 > T —= F > 1, Les groupes I et
T sont considérés comme des résesux dans les revEtements
universels de K(T,1) et K(F,t). 8i E est un fibré

3éfini par suspension, il existe un feuilletage naturel
de codimension § dans K, revétement universel de E.

Llappiication o : T + T aéfinie par "oly) est le

premier point de ﬂ_1(Y) situé au~dessus de la feuille
passant par le point base ¥ de E" n'est pas un morphisme.

Cependant, o est un “presque-morphisme"
— -1
c(y1,ye) = U(Y1Y2)G(Y3} 10(\(2) ne prend que les valeurs

0 et 1. En fait, ¢ définit un 2-cocycle borné (par 1)
de T dont la classe de cohomologie est la classe d'Euler,




dans HZ(F;Z). Notre contribution consiste & montrer qu'il est possible de
définir une "classe d'Buler bornée™ c{d) qui est un élément de HE(F;&}

et qui se projette dans HZ(F;Z) sur la ciasse d'Euler usuelle. On montre
aiors que c(3) est effectivement le "nombre de rotation glebal®™ que nous
cherchions, D'une part, si I' = £, on retrouve le nombre de rotation de
Poincaré et, d'autre part, c(¢é) est un invariant de conjugaison "presque'
complet (c'est un invariant complet de semi-conjugaison). En d'autres termes,
on peut paramétrer 1'espace des classes de semi-conjugaisons de représen-
tations de T dans Homéo+(S‘) par une certaine partie de H;(F;Z). Cette
partie s'identifie d'ailleurs, en un certain sens, 2 la boule unité de

2
Hb(r;-z).

Le fait que la classe d'Euler est "bornée" avait initialement éré
mis en évidence par Milnor et Wood dams le cas particulier o T est le
groupe fondamental d'une surface compacte arientde L. Dans ce cas, 1a
classe d'Euler est un ¢lément de HZ(E;K), ¢'est-a-dire un entier voté
eu(4). Le résultat de Milnor-Wood est une inégalité entre eu($) et la
caractéristique d'Buler-Poincaré x(£) de ¥ : on a leutsd| = [x ()1,
Pans []6], nous essayons d'étudier plus précisément les rapports entre
eu(s), x(E) et les propriétés de la dynamique topologique de ¢. Lorsqu'un
groupe T opére sur le cercle, trois cas sont a priori possibles. Les
orbites de T peuvent &tre toutes denses, ou il peut exister unc orbite finie
ou enfin, il peut exister un "minimal exceptionnel. Dans ce dernier cas, il
existe un ensemble de Cantor K contenu dans S} , imvariant par [ et
tel gue les orbites des points de K sont denses dans K. Lorsqu'il existe
une orbite finie, on mentre facilemen; que eu{¢) est nul. Notre résultat

consiste alors & améliorer 1'inégalité de Milnor-Wood en présence de minimal
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Figure 35 : Transformation holomorphe au voisinage

d'une courbe de Jordan.

Figure 36 : Allure locale d'une transformation du type
£(z) = Az + ... quand |A] #1 (i) et

racine de 1'unité {ici racine 62me ii)).

A
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exceptionnel, Précisément, si ¢ est une action de ﬂ1(Z) sur le cercle,
de classe Cz, qui posséde un minimal exceptionnel, alors 1'inégalité
devient stricte : |eu(s)]| < |x(8)] et si l'action est analytique réelle,

alors on a en fait mieux : eu{y) = O.

Nous avons cité précddemment le théorbme de Denjoy affirmant qu'un
difféomorphisme de SE de classe C2 dont le nombre de rotation est irra-
tionnel a toutes ses orbites denses-.Le théoréme tombe cependant en défaut
si le difféomorphisme n'est que de classe Ct. Supposons maintenant que
1'on dispose d'une courbe de Jordan y dans le plan complexe et d'une fone-
tion holomorphe injective F : U > V définie sur un voisinage U de Y.
On suppose de plus gque la courbe <y est invariante par F, induisant ainsi
un homéomorphisme de vy. Puisque vy n'est a priori que continue, on ne
peut appliquer le théoréme de Denjoy i cet homéomorphisme. Celui-ci n'est
cependant pas quelconque puisqu'il provient d'une fonction holomorphe.

Dans [i}, nous mentrons, en particulier, que le théoréme de Denjoy s'étend
effectivement & une telle situation ! si le nombre de rotation de la res-

triction de F A vy est irratiemnel, les orbites de F sont denses sur 7.

Le probléme que nous venons de déerire peut paraitre arvtificiel,
il est cependant motivé par une question natureile concernant 1'étude des

fractions rvationnelles., Soit f wune fonction holomorphe définie sur un

volsinage de O et fixant 0, par exemple une fraction rationnelle.
L'étude locale de f au voisinage de O est bien comprise lorsque la
dérivée £'(0) en O n'est pas de module 1 ; le germe de f est alors
conjugué a sa partie lindaire, c'est-i-dire que 0 est alors un point fixe
P . ' 2ina . . , .
attractant ou répulsif. Lorsque f'{0) = ¢ » la situation qualitative

est encore connue lorsque o est ratiomnel. 81 o est upn nombre irrationnel
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Figure 37

: Un octogone régulier dans le disque de Poincaré

dont 1l'angle aux sommets est %§~. En identifiant

les cGtés & 1'aide d'isométries, on obtient une

»

métrigque & courbure -1 sur une surface de genre 2

et donc un groupe Tuchsien.
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satisfaisant une certaine condition arithmétique (condition diophantienne), un
théoréme de C., Siegel affirme que le germe de [ est conjugué & sa partie
linéaire, c'est-a-dire A une rotation. Il ne s'agitcependant que d'un théoréme
local : seul le germe de f est conjugué & une rotation. En fait, il existe
un domaine simplement comnexe maximal U sur lequel f est conjugué & sa
partie linéaire ; ce domaine est le "domaine de stabilité" de f. Une ques-
tion naturelle se pose : quel est le phénoméne qui se produit sur le bord

de U qui empéche la lindarisation de se prolonger 2 un ouvert plus grand ¢
On conjecture que ce phénoméne est la présence d'un point critique de f

sur le bord de V. Tl est, par ailleurs, concevable que le bord de U soit
une courbe de Jordan qui sera invariante par f, d'oll la motivation du
probléme précédent. Ceci nous permet alors de démontrer un cas particulier
de cette conjecture ! si « satisfait une condition diophantienne et si le
bord du domaine de stabilité est ume courbe de Jordan, alors il existe un
point critique sur le bord de ce domaine. Remarquons que si & ne satisfait
pas de condition diophantienne, 1'allure qualitative de f au voisinage de

¢ reste pour l'essentiel inconnue.

Parmi les groupes agissant sur le cercle, une place fondamentale
revient aux groupes fuchsiens. Si ¢ est une surface compacte orientable,
la donnée d'une métrique riemannienme sur I A courbure -1 permet
d'identifier le groupe fondamental de I 3 un sous-groupe uniforme discret
de PSL{2,R), le groupe d'isométries du disque de Poincaré. Puisque PSL(Z,R)
¢pére sur la droite projective P‘OR), identifiée au cevcle, le groupe
ﬂE(E) opére donc projectivement sur le cercle. L'étude de ces actions de
WI(E) sur SI vremonte 2 H. Poincaré ; il s'agit en fait des groupes
fuchsiens de premier type. Pour une surface fixde, ces actions de n](i) sur

SI dépendent du choix de la métrique & courbure -1, L'espace de ces mé-
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triques, dit espace de Teichmiiller, est un espace de dimension 6g-6 ol ¢
est le geare de I. Finalement, on se trouve en présence d'une famille extre-
mement riche d'actions d'un groupe fixe ﬁ1(2) sur S‘, qui dépend de

6g-6 paramétres. Un corollaire gdéométrique de la stabilité structurelle des
flots d'Anosov est le fait que toutes ces actions de nl(E) SUr S‘ sont
topologiquement conjupuées deux a deux, bien gue deux distinctes ne sont

. . i . p
jamais € -—conjuguées.

Hous avons cherché & étudier les déformations non fuchsiennes

{(ou non projectives) des groupes fuchsiens. Précisdment, nous partons d'une

. . ] 1 . . o x
actlon ¢ de n1(L) sur § correspondant & une certaine métrique sur L
A courbure -1i. L'étude des actions de GA {jd} nous permet alors de montrer

. o 1 .

que toute action €  de ﬂ}(E) sur S qui est proche de ¢, qu'elle

’ 0 . o . s ~ - .
soit fuchsienne ou pas, est en fait C -conjuguée & une représentation
fuchsienne correspondant a une autre métrigue sur I a4 courbure -1. En

. . eps , |
termes imagés, tout pgroupe de difféomorphismes de § proche d'un groupe
. ; X . . o N N

fuchsien est encore un groupe fuchsien, a conjugaison C prés. La encere,

it s'agit d'un phénoméne de ripidité extrBmement Fort,

A part les groupes fuchsiens, on connait peu de sous-groupes de
Diff(S‘) ayant une structure cohomologique intéressante. Dans [Ii], en
collaboration avec V, Sergiescu, nous étudions le groupe G formé des

homéomorphismes g de S1 = R/Z ayant les propriétds suivantes !
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fo273
0 1/2 1 =0
1~2'4
0 t/2 10
Figure 3% : Graphes de deux générateurs a et
Les relations définissant G sont !
5 6 3 2.2

a> =13 b =13 b =ababa

b de

bab

G.

azbazbaz.
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l) g est affine par moreeaux,

2) leg dérivées & drolte et & gauche de g sont des puissances
entiéres (positives ou négatives) de 2.

3) les polnts de discontinuités de la dérivée de g sont

des rationnels dyadiques (i.e. du type J%-mod 7 e 51).
2

4) g(0) est un rationnel dyadique.

Ce groupe a été introduit par R.J. Thompson dans un but purement
algébrique : 1l s'agit d'un groupe infini, simple, de présentation finie
(voir les générateurs, figure 39). WNotre étude de G exploite la dyna-
mique de son action sur le cercle. Nous ne citerons que quelques résultats
obtenus, Tout d'abord, 1} est possible de "lisser" 1'action de G sans
changer sa dynamique topolegique ; précisément, il existe des homéomor-
phismes h de s' tels que hGh"‘ est constitué de difféomorphismes
de classe C . Par ailleurs, certaines représentations de G dans
Diffm(S1) sont semi-structurellement stables, Enfin, G peut étre consi-
déré comme un sous-groupe discrer de Diffm(S1) et ies propriétés de G
sont trés proches de celles des réseaux dans les groupes de Lie simples.
Par exemple, la cohomologie réelle de G est aussi la cohomologie

continue de Diff(S]) {cohomologie de Guelfand-Fuchs).
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