
C H R I S T O P H E  BAVARD ET ETIENNE GHYS 

P O L Y G O N E S  DU P L A N  ET 

P O L Y E D R E S  H Y P E R B O L I Q U E S  

ABSTRACT. We show that the space of convex Euclidean polygons with given angles is naturally a 
convex polyhedron in some hyperbolic space. This interpretation gives another proof of the 
existence of Im Hof's hyperbolic Coxeter orthoschemes. 

I N T R O D U C T I O N  

Consid6rons un poly~dre H de volume fini dans l'espace hyperbolique H" 
limit6 par un nombre fini de faces formant entre elles des angles di~dres du 
type ~/k (k entier >i 2). Un th6or~me bien connu de H. Poincar6 affirme alors 
que le groupe d'isom&ries engendr6 par les r6flexions par rapport aux faces 
de II est discret et donne un pavage de l'espace hyperbolique. Ce sont des 
exemples importants de groupes de Coxeter et, pour cette raison, on dit que 
II est un poly~dre de Coxeter. La classification de ces objets est un probl~me 
ouvert mais on sait qu'ils ne peuvent exister qu'en dimension inf&ieure A 996 
et m~me 29 si II est suppos6 compact (voir [-Vi] pour un survol de la th6orie). 
On dispose de peu de m&hodes g6n6rales de construction. 

Cependant, si l'on fait des hypotheses sur la combinatoire de II, des 
r~sultats plus pr6cis ont 6t6 obtenus. Par exemple, F. Lann6r donne en 1950 
une liste complete des poly~dres de Coxeter qui sont des simplexes. Dans 
[IH1] et [IH2], H.-C. Im Hof classe les orthosch~mes, notion initialement 
introduite par L. Schl~ifli et g6n6ralis6e par H. Coxeter (voir le paragraphe 2.4 
pour une d6finition). L'essentiel du travail de H.-C. Im Hof consiste A trouver 
des contraintes suppl6mentaires sur la g6om&rie d'un orthosch~me de 
Coxeter. I1 obtient ainsi une liste de 97 possibilit6s (dont quelques familles 
infinies en dimension I, 2 et 3). Pour prouver l'existence de ces 97 poly~dres 
remarquables, H.-C. Im Hof est amen6 A calculer la signature des matrices de 
Gram associ6es. 

Dans le pr6sent travail, nous proposons une m&hode 616mentaire de 
construction des orthosch6mes de Im Hof. 

W. Thurston &udie darts [Th] l'espace des structures plates ~i singularit6s 
coniques sur la sphere. Ceci lui permet de donner une belle construction 
g~om6trique de certains groupes discrets d'isom&ries de l'espace hyper- 
bolique complexe, d6couverts par E. Picard et R. Le Vavasseur au si~cle 
dernier et 6tudi6s r6cemment par P. Deligne et G. D. Mostow. Par analogie, 
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208 CHRISTOPHE BAVARD ET ETIENNE GHYS 

S. Kojima et Y. Yamashita 6tudient l'espace des pentagones du plan dont les 
angles sont fix6s [K-Y] .  Ils montent que, pour certaines valeurs des angles, 
cet espace s'identifie naturellement ~t un polygone du plan hyperbolique ~i 
angles droits. 

Nous allons consid6rer l'espace des polygones du plan ~i angles fix6s. Nous 
verrons que, dans le cas convexe, cet espace est naturellement un poly6dre de 
l'espace hyperbolique de dimension n - 3  dont on peut expliciter la com- 
binatoire et la g6om6trie; il se trouve que l'on obtient des orthosch6mes. Les 
angles di6dres s'expriment simplement en termes de birapports de droites 
parall61es aux c6t6s du polygone initial. I1 est alors facile de d6terminer dans 
quels cas les angles di6dres sont du type lr/k. On interpr6te ainsi les 97 
orthosch6mes de Im Hof  comme 'espaces de modules' de certains polygones 
du plan; ceci donne une autre preuve de l'existence de ces poly6dres. 

Nous remercions S. Kojima pour avoir bien voulu nous communiquer sa 

pr6publication [K-Y] .  

1. L ' E S P A C E  DES POLYGONES 

1.1. Soit nun  entier sup6rieur ou 6gal ~ 3. Nous appellerons polygone centrb d 
n cdt~s un n-uplet P = (ul . . . .  , u,) de vecteurs de R 2 de somme nulle. Les u i 
sont les sommets de P et les diff6rences ui+ 1 - ui sont les c6t6s. Dans la suite, 
les indices seront compris modulo n, c'est-&-dire que nou s conviendrons que 
u,+ 1 = ut. L'ensemble ~ de ces polygones centr6s est un espace vectoriel de 

dimension 2n - 2. 
L'aire d'un 616ment P = (ul . . . . .  u,) de ~ est d6finie par: 

1 " 
~/(P) = ~ i=~1 det(ui, u~+ 1). 

C'est une forme quadratique naturelle sur ~ .  

1.2. Soit D = (A 1, A2, . . . ,  A,) un n-uplet de droites vectorielles de R 2. On 
suppose que, pour tout i = 1, 2 , . . . ,  n, les droites A~ et A~+ 1 sont distinctes. On 
consid6re alors le sous-espace vectoriel ~o de ~ form6 des polygones de c6t6s 
parall61es ~ A 1 . . . . .  A,, i.e. tels que: 

u ~ + l - u i e A i  p o u r i = l ,  2 . . . . .  n. 

La dimension de ~o est 6gale & n - 2. 

REMARQUE. Le groupe SL(2, ~) op6re sur R 2 en pr6servant l'aire. II op6re 
done sur ~ par isom6tries de d .  Si M e SL(2, R) et D = (A1 . . . . .  A,), posons: 
M . D  = (M(A1) . . . . .  M(A,)). Les restrictions de d aux sous-espaces ~o et 
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~ . D  sont isom6triques[ Cette remarque simple permet d'expliquer un 
ph6nomSne constat6 dans [ K - Y ]  off les auteurs 6tudient l'espace des 
pentagones fi angles fix6s. En ces termes d'angles, l'invariance sous Faction de 
SL(2, R) est moins 6vidente et apparait de mani6re quelque peu d6tourn6e 
dans [K-Y] .  

Nous allons d6terminer la signature de la restriction de ~¢ fi ~D. Si A et A' 
sont deux droites distinctes de R 2, nous noterons / (A,  A') leur angle orient6, 
616ment de ]0, rc[. On remarquera que: 

/_ (A, A') + /_ (A', A) = ~. 

PROPOSITION. La sionature de la restriction de ~/ d ~o est (k+, k_) avec: 

k _ = k _ ( D ) = [ ~  ~,=~ L_(A,.,,A,)]--I. 
En particulier, k+ + k_ = n - 2, et cette forme est non d~o~n~r~e. 

Preuve. Nous proc6dons par r6currence surn.  
Sin = 3, nous devons 6tudier l'aire sur 3~o qui est alors de dimension 1. Sa 

signature est (1, 0) ou (0, 1) suivant que le triangle consid6r6 est direct ou non, 
c'est-fi-dire suivant que /(A1, A2) + /(A2,A3) + L(Aa, A1) est 6gal fi 2~ ou 
7~. La proposition est donc 6tablie s in  = 3. 

Supposons la forrnule v6rifi6e jusqu'fi n - 1 et supposons par ailleurs que 
A 1 ¢ A a. Soit D' = (A1, Aa, A4,. •.,  A,). Bien stir, ~D' s'identifie naturellement 

un sous-espace de 3~D; il SUffit d'envoyer le (n - 1)-uplet (ul, u2, u4, . . . ,  u,) 
sur le n-uplet (ul, u2, u2, u4 . . . . .  u,) convenablement translat6 (par -u2/n)  

pour qu'il appartienne ~ ~o. Par ailleurs, la figure 1 montre comment d6finir 
une projection lin6aire p de 3~o sur ~D" 

- - -  U4 ~ . 4  
: ~ U  " - -  U4 

3 

Fig. 1. 
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Cette projection p envoie (ul, u2, u3 . . . . .  un) sur (ul, v, ua . . . . .  un) conve- 
nablement recentr6. On a la d6composition orthogonale de d :  

d ( P )  = ~¢(p(P)) - ½det(u3 - v, u2 - v). 

Le terme compl6mentaire ½ det est une forme quadratique de rang 1 dont le 
signe est donn6 par le cas pr6c6dent n = 3, c'est-h-dire positif ou n6gatif 
suivant que /__(A1,A2) + /(A2,  Aa) + /__(A3, A1) est 6gal ~ 7~ ou 27r (voir la 
figure 1). D'apr6s l'hypoth6se de r6currence, la signature de la restriction de 
d sur ~/~ en r6sulte imm6diatement. 

On peut bien stir employer le m~me argument si As # As÷ 2 pour un certain 
indice i = 1, 2 . . . . .  n. Le seul cas qui reste/t examiner est celui od nest  pair et 

off D est du type (At, A2, At, A2 . . . . .  At, A2). Dans ce cas, on peut toujours 
supposer que At et A2 sont les axes de coordonn6es x et y de ff~2 (voir la 
remarque de 1.1). L'espace ~o est alors identifi6 ~ l'espace des n-uplets (xt, Yl, 

X2, Y2,'" , Xn/2, Yn/2) de R ~ avec ~7= t xi = Y-~ = . ~= 1 y~ 0. Dans ces coordonn6es, 
la forme d'aire ~¢ s'6crit: 

~ Xi(Yi--Yi-t) 
i=1 

dont la signature est (n/2 - 1, n/2 - 1) conform6mcnt ~ la proposition. 

1.3. Exemples  

Soit P u n  polygone convexe de •2 et D = (A 1, A 2 . . . . .  An) la suite des 
directions de ses c6t6s, ordonn6e dans le sens direct. I1 est clair que: 

~. /_(Ai, A i + I ) = 2 ~  et ~ / ( A i + l ,  A i ) = ( n - 2 ) ~ .  
i=1 i=1 

Ainsi la signature correspondante est (1, n - 3). C'est  l ' exemple fondamenta l  

de cet article. 

Dans la figure 2, nous indiquons quelques exemples de signatures (dont le 

pr~cMent). 

2 .  P O L Y i ~ D R E  H Y P E R B O L I Q U E  ASSOCII3 .~. U N  P O L Y G O N E  C O N V E X E  

2.1. Nous aliens maintenant d6crire des c6nes convexes dans ~D. Pour  
chaque indice i, soit A i l'une des deux demi-droites ferm6os d6finies par Ai. Il y 
a ainsi 2 n choix de D = (A1,. . . ,  An) associ6s ~ D. Chacun d~finit un c6ne ~i~ 
(~ventuellement r~duit fi {0}) dans #o: 

c~v = {(ut, u2 . . . . .  un) E ~o/u i+ 1 - ul ~ Ai pour i = 1 . . . . .  n}. 
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D P c  ~J~D (k + ',k_) 

al A 3 

hi 

A~5~A 4 A3 

Cl A 6 A2=A 7 

A3""-,~ ~A4 A 8 

~ D 

i 

Fig. 2. 

(1,2) 

(3,0) 

(3,3) 

Ces c6nes  recouvrent  ~D et leurs intersections cor respondent  aux polygones  
d6g6n6r6s pou r  lesquels ui+ 1 = ui. 

Reprenons  l 'exemple consid6r6 pr6c6demment  d 'un  po lygone  convexe 

(Ul . . . .  , un) et soit A1 . . . . .  An les directions orient6es de ses c6t6s, ordonn6es  

dans  le sens direct, i.e. Ai = ~+(ui+ 1 - ui). U n  n-uplet D = (A1, . . . ,  An) de ce 
type sera dit convexe. Darts toute  cette part ie  nous  supposerons  D convexe. 

P R O P O S I T I O N .  Soit D = (A 1 . . . . .  An) un n-uplet convexe. L a f o r m e  d'aire 

d est s tr ictement  positive sur l'int~rieur de ~o .  

Preuve. Si un polygone  a l e s  m6mes angles orient6s qu 'un  polygone  

convexe, dans  le m~me ordre  cyclique, il est lui-m~me convexe. T o u s l e s  
polygones  de c~ o sont  donc  convexes et, en particulier,  d 'aire posit ive (ou 
nulle lorsqu'i ls  d6g6n6rent). 

2.2. L'int6r~t de ces D convexes est le suivant.  La  signature de d sur ~/~ est 

(1, n - 3) et cf D est contenu dans  le c6ne posit if  de s / .  Le projectifi6 du c6ne 
str ictement posit if  de ~¢ est un mod61e connu de l 'espace hyperbol ique  H n- 3 

de d imension  n - 3 (bien qu 'on  lui pr6f6re en g6n6ral le c6ne n6gatif  dans  un 
espace de s ignature  (n - 3, 1)). Dans  ce mod61e de Klein, H n- 3 est une pat t ie  
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de l'espace projectif r6el de dimension n - 3 et la sph6re h l'infini de ]_~n-3 
correspond au c6ne isotrope. 

En rksumO, le projectifi~ de I'intersection de cg o avec le cbne strictement 
positif de d est un poly~dre HD de respace hyperbolique H "-3, associb au n- 

uplet convexe D. 

PROPOSITION. Le polyddre H o est de volume fini (dds que n >>. 5). 11 est 
compact si et seulement si les Ai sont deux d deux distinctes, i.e. si et seulement si 

le polygone initial n'a pas de cdtks paralldles. 
Preuve. Les points ~ l'infini de lID correspondent aux polygones d'aire 

nulle, c'est-~t-dire aux polygones convexes qui d6g6n6rent en un intervalle. Le 
nombre de points ~ l'infini de HD est donc 6gal au nombre de paires d'indices 
i ayant le mSme A~; il est donc fini. Un poly~dre de H "-3 n'ayant qu'un 
nombre fini de points ~ l'infini est toujours de volume fini (sauf s in = 4) et il 
est compact s'il n'a pas de point fi l'infini. 

2.3. La combinatoire de ri  D dans H"-3 

Les faces de codimension 1 de rio correspondent aux d6g6n6rescences 
ui = ui+ 1. Une telle d6g6n6rescence est possible si et seulement si les ar6tes 
Ai-1 et At+ 1 forment Un angle strictement inf6rieur ~ n. I1 s'agit ici d'angles 
orient6s de demi-droites, 616ments de ]0, 2n[ (voir la fgure 3). 

Ces faces de codimension 1 sont donc associ6es h certains indices i; on les 
notera F t. On remarquera qu'il existe au plus deux indices pour lesquels F t 
n'est pas d6finie (d6s que n 1> 5). Lorsqu'il y a effectivement deux tels indices, 
ils sont cons6cutifs (voir la figure 4). 

Les sommets de II D correspondent aux d6g6n6rescences de n - 3 ar&es 
pour former un triangle. Trois indices il < i2 < i3 de {1 . . . . .  n} donnent un tel 
sommet si les angles /-(Ail, Ai2), /--(Ai2, A/a) et L.(Ai3, Ail) sont strictement 
inf6rieurs it rc (voir la figure 5). 

AI•••• 3 
A2 cl6g6n&esc~nc~ 

A2 

d6g6n6rescence impossible 

Fig. 3. 
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A5 
Type I a l ~ 4  

I 
A 2 

Type H A ~  

- A1 

Type I H  

Les faces F 1 et F 2 ne sont pas d6f'mies 

La face F 1 n'est pas d6f'mie 

Les 8 faces F i sont d6finies 

Fig. 4. 

Fig. 5. 

Plus g6n6ralement, nous dirons qu'un ensemble d'indices i 1 < i 2 < .-- 

< in_  k est compatible si les angles successifs L(Ail, Ai2),... , L(Ai,_~, Ail) sont 

tous strictement inf6rieurs ~t n. I1 est clair que les faces de codimension k de 

l i  D correspondent aux ensembles compatibles fi n - k 616ments et que les 
relations d'incidence entre faces se traduisent par  des relations d'inclusion 
entre les ensembles compatibles. 

Voici une propri6t6 combinatoire g6n6rale de ces poly6dres H D. 

P R O P O S I T I O N .  Le 'link' d'une face de Ha (de codimension non nulle 
quelconque) est un simplexe. 

Preuve. Consid6rons une face F de liD associ6e ~t un ensemble d'indices 

i l  < i2 < "'" < in-k" Le 'link' de cette face est combinat0irement isomorphe fi 
l 'ensemble des parties de {1 , . . . ,  n} contenant {i 1 . . . . .  i n_k}  (toutes 6videm- 
ment  compatibles). C'est doric un simplexe. 
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REMARQUE. Dans chaque cas particulier, il n'est pas difficile d'expliciter la 
combinatoire de II D. Par exemple, dans le type I de la figure 4, i.e. lorsque les 
faces F 1 et F 2 ne sont pas d6finies, les parties compatibles sont bien stir routes 
les parties de {1, 2 . . . . .  n) contenant {1, 2}. Alors l i d  est un simplexe. On 
pourrait d'ailleurs v6rifier que c'est le seul cas ot~ l Id  est un simplexe. 

2.4. G~omOtrie de l i  D 

Rappelons que nous avons not6 F~ la face de codimension 1 de l id  
correspondant ~ la d6g6n6rescence du i-6me c6t6. Cette face peut ne pas 8tre 
d6finie pour un ou deux indices (d6s que n >I 5) qui sont alors cons6cutifs dans 
l'ordre cyclique. 

PROPOSITION.  Si deux indices i et j, ne sont pas consbcutifs et si les faces Fi 

et F j sont d~finies, alors elles se coupent orthogonalement. 
Preuve. Sous l'hypoth6se de la proposition, il existe deux formes lin6aires 

ind6pendantes x et y sur ~o telles que: 
(i) x = 0 est l'6quation (homog6ne) de F i, 

y = 0 est l'6quation de Fj. 
(ii) l'aire ~/s '6crit  comme une somme orthogonale - x  2 - y2 d- q. Voir la 

figure 6. 

L'orthogonalit6 de F~ et Fj est donc claire. 

On associe d'ordinaire un graphe (~ ~ un poly6dre I-I de l'espace 
hyperbolique de la fa~on suivante. Les sommets de (~ sont les faces de 
codimension 1 de l i  et une ar&e joint deux faces si celles-ci ne sont pas 
orthogonales. Nous dirons que l i  est un orthosch~me si le graphe f# est 
cyclique ou lin6aire, c'est-h-dire si une face de H ne coupe non orthogonale- 
ment qu'au plus deux faces de li. Cette d6finition n'est pas exactement celle 
que l'on rencontre clans [IH1] et [IH2]; nous nous en contenterons 
cependant car notre but principal est de construire des poly6dres de Coxeter. 
Nous constatons simplement que les poly~dres liD sont des orthosch~mes. 

Fig. 6. 
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Continuons l 'analyse des angles di6dres. 

P R O P O S I T I O N .  Les faces Fi et Fi+l sont dbfinies et se coupent si et 
seulement si l'angle /(A~_ 1, A/+2) est strictement inf&ieur ~n.  I Jangle di~dre 

correspondant 0 est aigu et il est donn~ par la formule: 

tg20 = - [ A i - 1 ,  Ai, Ai+l, Ai+2] 

off le crochet d~signe le birapport de quatre droites vectorielles de ~2. 

R E M A R Q U E .  Dans tousles  cas, le birapport  p = [A i_ 1, Ai, Ai+ t, Ai+2] de 
quatre 616ments cons6cutifs de D a une interpr6tation g60m6trique. Sup- 

posons la face F i d6finie. 

(i) S i p  < 0, la face F~+ ~ est d6finie et coupe F~; l'angle di6dre est donn6 

par  la proposition. 
(ii) Si p = 0, les deux faces F~ et F~÷ 1 sont d6finies et sont tangentes fi 

l'infini de H "-3. 
(iii) Si 0 < p < 1, les deux faces F~ et Fi+ 1 sont d6finies et ne se coupent 

pas; la distance hyperbolique d qui les s6pare est donn6e par  la formule 
th2d = p. 

(iv) S i p  ~> 1, Fi t  1 n'est pas d6finie. 

Preuve. Nous savons d6jfi que F i e t  F~+~ se coupent si et seulement si 

l 'angle /_(A i_ 1, A~+2) est strictement inf6rieur fi ~z. Consid6rons la figure 7. 
Soit P '  le polygone (Ul . . . . .  u~_ 1, w, u~+3 . . . . .  u,) convenablement recentr6. 

On a la d6composition orthogonale: 

d ( P )  = ~ ( P ' )  -- X 2 -- y2 

Ofl y2 et X 2 sont les aires des triangles u~ + x, v, ui + 2 et ui, w, v respectivement. 

u i+3 
+2 

2 7 "  ~ ... ~.. 
t 2 ~. ~ w  

P Ui+l X 

Ui-1 

Fig. 7. 
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Le signe des formes lin6aires X et Y est choisi de telle fa~on que le c6ne cK D 
soit dans les demi-espaces X/> 0 et Y 1> 0. Avec ces conventions: 

(i) La face Fi ÷ 1 a pour 6quation homog~ne Y = 0, 
(ii) La face F~ a pour 6quation homog6ne Y = 2X off 2 2 est le rapport des 

aires des triangles u~, v, ui+2 et ui, w, v dans la fgure 8. 

Ce rapport 2 2 est aussi le rapport entre les longueurs des segments vw et 
vui+2; c'est aussi l'oppos6 du birapport [A i_ ~, A~, A~+ 1, Ai+2]. Nous avons ici 
choisi la d6finition du birapport de fa~on que [0, 1, ~ ,  p] = p, c'est-fi-dire 
que nous posons: 

[a, b, c, d ]  = - -  
d - a b - c  

a - b c - d  

off a, b, c, d appartiennent fi R u {oo}. 
Ainsi, au voisinage de l'intersection de Fi et Fi+ 1, le poly6dre IIo a pour 

6quation homog6ne 0 ~< Y ~< 2X. L'angle di6dre 0 est donc bien aigu et 
donn6 par la formule de la proposition. 

REMARQUE. On peut g6n6raliser la proposition en d6crivant la structure 
m6trique du 'link' d'une face de liD. Soit P u n  616ment de l'int6rieur de cKD. On 
peut visualiser une face F de codimension k de IID par un polygone P'  ~ n - k 

c6t6s 'circonscrit fi P' (voir la figure 9). 
Le compl6mentaire de P dans P' est une r6union de polygones (non 

convexes d6s qu'ils ont plus de trois c6t6s), du type de l'exemple (b) de la 
figure 2, c'est-~i-dire menant ~ une forme quadratique d6finie positive. Pour 
chacun d'eux, le projectifi6 du c6ne correspondant est un simplexe sph6rique. 
Le 'link' de F est alors isom6trique au projectifi6 du produit de ces c6nes. 

u i+2 
A i + 2 ~ ' "  " ' 2 "  "~  .~. 

A ~ ~ ~ y Ui= Ui+l 

Fig. 8. 
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Fig. 9. 

3. P A V A G E S  HYPERBOLIQUES 

3.1. Consid6rons un poly6dre de Coxeter H dans l'espace hyperbolique 
H "-a. Le diagramme de Coxeter de H est un graphe qui pr6cise celui que 
nous avons introduit en 2.4. I1 est d6fini comme suit: 

(i) les sommets sont les faces de 17 (de codimension 1) 
(ii) on joint deux faces: 

-pa r  une ar~te 6tiquet6e k si elles se coupent avec un angle di~dre folk, 
k~>3, 

-pa r  une ar&e 6tiquet6e oo si elles sont tangentes ~i l'infini, 
-pa r  une ar~te en pointill6s si elles ne se coupent pas dans H"-a; dans 

ce cas l'ar&e est souvent 6tiquet6e par la distance entre les faces. 

Ce graphe caract6rise H ~ isom6trie pr6s (voir [Vi]). 
Examinons maintenant sous quelles conditions nos exemples II D sont des 

poly6dres de Coxeter. L'6tude de la combinatoire (2.3) nous a montr6 que les 
diagrammes correspondants sont lin6aires ou cycliques. Les birapports qui 
vont intervenir sont les - t g  2 n/k (k >f 3) dont  voici les valeurs significatives: 

k 3 4 5 6 ... 

- t g 2  rc/k - 3  - 1  2 v / 5 -  5 , ½  -.. 

Ainsi, le poly6dre 17D est de Coxeter si et seulement si les birapports de 
quatre droites cons~cutives (dans l' ordre cyclique) de D = (A 1 . . . . .  An) sont soit 
positifs ou nuls, soit dans la liste { - tg 2 n/k; k >>. 3}. 

Notre m6thode permet donc de v6rifier simplement l'existence des or- 
thosch6mes de Im Hof. 

On trouvera dans la table I la liste des n~uplets de pentes de droites 
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TABLE II 
Quclques excmples 

D P E qfD Diagramme Remarques 

~ dimension 1 
O- - "O compact 

(0,1,,-,p) (type I) 
dimension 2 

~ / ~  compact 
~'oupe du 

~ Cpoq (0,1,~o p_,l.papa ) . O traingle (2, p, q) 
v 1-Pa (type I) 

non compact 
(type III) 

(0,1,o%0,1,oo,) 
~ dimension 4 

8 3 4 3 8 compact 
(type II) 

(~.-I.0A.2.,0.-2) 

4 3 dimension 5 
non compact 
(type III) 

(0,I ,,~,-1,0,1/3,1,3) 

~ / ~  dimension 6 
non compact 

3 43 3 3 3oo (typeII) 
(0,1 , - - , - 3  .- I , -  I f J ,0 .1 /~  , I  f$ )  

~ 3:$3~3,.6 dimension 7 
4 3 non compact 

(type III) 
(o,100,-3 ~2,-t,0,10.,3) 

~ ~ ~ ~ dimension8 
non compact 
(type III) 

(o,1,.0,-3,-2,-1, 
0,0%- 1 ,- If2,- 1/3) 

~NN~ 3 ~ ~  ~ non compact 
_-- dimension 9 

- 4 4 3 ~ 3  34 (type II) 
(O,ee,-4,-3 ,-2, 
-I,0,L23,4,~) 
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correspondant aux 97 cas de [IH1-2] .  Quelques uns de ces exemples 
(signal6s par*) ont 6t6 d6taill6s dans la table II. Pour faciliter la lecture de ces 
tables, voici trois birapports remarquables: 

Ix - 1, x, x + 1, x + 2] = - 3  = - t g2  re/3 ( x ~ )  

Ix - 1, x, x + 1, oo] = - 1  = - t g 2  7r/4 (x~R) 

l-V/-5, - 2, - 1, O] = 2x/~ - 5 = - tg 2 x/5. 

Par exemple, consid6rons la suite des 10 droites de pentes (0, 1, oo, - 3, - 2, 
- 1, 0, 1, 2, 3) qui d6finit un poly6dre de dimension 7. On voit imm6diatement 
que les birapports de 4 droites cons6cutives sont: - 3, - 3, - 1, - 3, - 3, - 3, 
-3 ,  -½, - 3 ,  ½. Les neuf premiers donnent des angles di6dres n/3, r~/3, re~4, 
7r/3, rt/3, Ir/3, ~r/3, Ir/6, lr/3 et le dernier, 6tant positif, correspond/t deux faces 
qui ne se coupent pas. 

3.2. Polyddres sphdriques et euclidiens 

Par la m~me m6thode, on construit des poly6dres euclidiens ou sph6riques. 
En effet, nous avons d6jll rencontr6 dans la partie 1 des exemples de suites 
D = (A1,. . . ,  An) pour lesquels l'aire est d6finie positive sur l'espace des 
configurations ~D (voir figure 2(b)). Le c6ne c¢i~ (d6s qu'il n'est pas r6duit 
{0}) coupe alors la sph6re unit6 de ~D sur un poly~dre sph6rique dont les 
angles di~dres sont encore donn6s par la formule du birapport. 

En proc6dant comme plus haut, on obtient une construction simple de tous 
les polyddres r~guliers. La table III contient la liste des n-uplets de pentes qui 
conviennent. Les simplexes sph6riques associ6s sont les domaines fonda- 
mentaux des groupes (finis) d'isom6tries des poly6dres euclidiens r6guliers 
(An, Bn, F,, H3, H,, G2, I2(m) avec les notations habitueUes). 

Dans le m6me esprit, on pourrait aussi obtenir une description de certains 
groupes de Coxeter euclidiens. 

TABLE I I I  

(0, --1, --2, --3 . . . . .  - -n- - l )  A. (n>_-2) 
(0, - 1 ,  --2, --3 . . . . .  - n ,  oo) B. (n~>2) 
(0, - 1 ,  - 2 ,  - 3 ,  oo, 1) F,, 
(0, - 1 ,  - 2 ,  - 3 ,  x / ~ - I  ) H3 
(0, --1, --2, --3, --4, x/~--2) H,  
(0, --1, --2, - -2pJ( l  + p.))Pm = --tg 2 ~/m et m/> 5 G2 et 12(m) m=5oum>~7 
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