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R6snm6. Ce travail comprend deux parties. Dans la premi6re, nous 6tudions 
le genre minimum d'une surface qui repr6sente une classe d'homologie don- 
n6e de degr6 2. La deuxi6me partie est consacr6e h une analyse du second 
groupe de cohomologie born6e d'une surface. 

Introduction 

L'homologie r6elle d'un espace peut ~tre naturellement munie d'une semi-norme 
qui mesure la ~complexit6 topologique)) d'une classe d'homologie. Pour d6finir 
cette semi-norme, consid+rons un espace X et une chalne singuli6re c, sur X, 
~crite comme combinaison lin6aire (~ coefficients r6els) ~ 2i tri de simplexes singu- 
liers a i. La norme Ilcll de cest  alors d6finie comme &ant ~. 12il et la semi-norme 
I[x[l d'une classe d'homologie x comme la borne inf6rieure des normes des cycles 
qui repr6sentent x. Cette notion, introduite et 6tudi6e par M. Gromov et W. 
Thurston [7, 10, 11], s'est av6r6e utile en particulier pour l'6tude des vari6t6s 
de dimension 3. Dans le cas des vari6t6s ~ courbure n6gative, II 11 est une v6rita- 
ble norme sur Hg(X, F,.) si i4: 1. En g6n6ral, les classes d'homologie de semi- 
norme nulle forment un sous-espace vectoriel de l'homologie, not6 Ker II II. 

Une notion plus puissante a 6t~ d6velopp6e dans [7]. Les cocha~nes singuli6- 
res sur X qui sont uniform6ment born6es sur les simplexes de X forment un 
sous-complexe C~ (X, F,.) du complexe des cochalnes singuli6res C* (X, P,.). L'ho- 
rnologie de C* (X, P-.) est appel6e ~ cohomologie born6e de X~ et not6e H~ (X, •). 
On a 6videmment une application natureUe de H*(X,R) vers H*(X,R) qui 
n'est, en g~n6ral, ni injective, ni surjective. L'image de cette application, not6e 
ltB* (X, IR) est appel6e (~ partie born6e de la cohomologie de X)). Elle est naturel- 
lernent 6quip6e d'une norme qui provient de la borne sup6rieure sur les simplexes, 
des cochalnes born6es qui repr6sentent une classe donn6e. On v6ritie facilement 
que les espaces HB*(X,R) et H,(X,~..)/Ker II II sont naturellement duaux 
Comme espaces norm6s (voir 1-1). 

L'int6r~t de cette notion de cohomologie born6e est amplement d6velopp6 
dans [7]. Par exemple, la classe d'Euler d'un fibr6 plat peut &re naturellement 
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d6finie dans la cohomologie born6e [5, 7]. Un th6or~me fondamental de M 
Gromov affirme que l'application naturelle d'un espace X dans l'espace d'Eilen- 
berg-McLane K(rq (X), 1) induit un isomorphisme (en fait une isom6trie) entre 
les cohomologies born6es. C'est pour cette raison que cet article ne traite que 
de groupes discrets/7. Par cohomologie born6e de F, semi-norme sur H.(F, R/), 
on entendra 6videmment les objets analogues pour K(F, i). 

Dans ce travail, nous nous contentons en fait d'examiner le cas des classes 
d'homologie de dimension 2. La formule de Hopf sugg6re une description g6om6- 
trique de H2(F, Z ) puisqu'eIle montre que toute classe d'homologie x peut &re 
repr6sent6e par une surface ferm6e connexe orient6e S. C'est/~ dire qu'il existe 
une application continue f :  S--* K(F, 1) telle que f , ( i , S ] )=x  of a I-X] est la classe 
d'orientation de la surface X. Une autre notion de ~complexit6~ de la classe 
vient alors imm6diatement ~t l'esprit; c'est l'entier g(x), genre minimum d'une 
telle surface qui repr6sente x. Le rapport pr6cis entre ces deux notions est donn6 
par la formule suivante (voir 1-9): 

II~ll = lim 4 g(nx) 
n--* oo n 

off x d6signe une classe de H2(F,Z) et ~ d6signe son image dans Hz (F, II). 
Cette formule montre que l'information contenue dans le genre est plus riche 
que celle contenue dans la semi-norme. 

Nous nous int6ressons ici/t  deux cas distincts mais compl6mentaires. Dans 
le premier cas (partie 2), l'application H2(/~,~,~)---*H2(F, R) sera nulle et dans 
le second (partie 3), elle sera surjective. 

Les groupes moyennables (voir [-6]) et, en particulier, les groupes r6solubles, 
ont une cohomologie born6e triviale. Pour de tels groupes, l'annulation de 
HB*(F,~) et la dualit6 mentionn6e plus haut, montrent que la semi-norme 
II II sur n , ( r , ~ . )  est triviale. On peut se demander si, en dimension 2, il en 
est de m~me pour le genre. Par exemple, si F est un groupe ab61ien,//2 (F, 23 
s'identifie/t la puissance ext6rieure A2(F) (voir [4]). Les 616ments d6composables 
71 ^ 72 de A2(F) sont 6videmment repr6sent6s par des tores de sorte que/-/2 (I,23 
est engendr6 par des classes dont le genre est le plus petit possible, /t savoir 
1. Curieusement, une adaptation de la m6thode de Bogomolov permettant de 
construire des groupes finis qui sont des contre-exemples au probl6me de Noe- 
ther [-1], montre que la situation est plus compliqu6e, m~me pour les groupes 
nilpotents. 

Th6or~me. Pour tout entier k, il existe un groupe nilpotent de type fini F tel 
que H2(F,Z) n'est pas engendr~ par des classes repr~sentables par une surface 
de genre inf~rieur d k. 

I1 est alors naturel de consid6rer la filtration de H 2 (F,Z) par les boules 
Bi= {xeH2(F, Z); g(x)<i). 

Sous l'hypoth~se que F est moyennable, la semi-norme II II d6g6n6re et le 
genre g(nx) a donc une croissance sous-lin6aire en n. Nous montrons que, si 
F est polycyclique, cette croissance est en fait born6e ou, si ron veut, que ta 
filtration {Bi} est finie. 
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Th~or~me. Soit F u n  groupe polycyclique. II existe un entier l tel que toutes 
les classes d'homologie de Hz(F,,Z) sont repr~sent~es par une surface ferrule 
connexe orient~e de genre inf~rieur ~ 1. 

On peut poser la question suivante. Si F est moyennable et si x est une 
classe de Hz(F, Z), la suite g(n x) est-elle born6e? 

A l'oppos~ des groupes moyennables, le groupe fondamental d 'une surface 
ferrule orientable Z, diff6rente de la sphere et du tore, a une cohomologie born~e 
non triviale. En fait, R. Brooks et C. Series [3] et S. Mitsumatsu [9] ont montr~ 
par des m~thodes combinatoires que H~(nl (X), I~)~-H~(X, R)  est un espace de 
dimension infinie non d~nombrable. La dimension infinie d'un tel groupe n'est 
pas surprenante car il est montr~ darts [5] que le second groupe de cohomologie 
born6e (enti~re) d 'un groupe F permet de d~crire toutes les actions de F sur 
le cercle /t semi-conjugaison pr~s. Nous nous proposons ici de montrer  que 
H~(Z, R)  contient d 'autres objets de nature g~om6trique li~s fi la surface, 
savoir les 2-formes diff6rentielles de Z. Nous pensons que ce r6sultat illustre 
bien la fa~on dont la cohomologie born6e rend compte de la g6om~trie. 

Introduisons une technique d6crite dans [7, 10]. Fixons une m~trique rieman- 
nienne fi courbure n~gative m sur S e t  consid~rons un 2-simplexe singulier a. 
Nous noterons 0 le 2-simplexe g6od~sique de X ayant les m~mes sommets que 

et dont les c6t~s sont homotopes / t  extr6mit~s fixes fi ceux de a. Soit ~2(X) 
l'espace des 2-formes diff6rentielles sur 2; et soit (o~fl~(X). Nous noterons co 
la 2-cochalne singuli~re qui, 6valu~e sur a, vaut j ~o. On v~rifie facilement que 

~t 

c~ est un 2-cocycle born~ (3-1) et il d6finit donc une classe [Co] dans H~(~, R). 

Th6or6me. Fixons une m~trique riemannienne d courbure n:.gative sur ~. Alors, 
l'application d~finie ci-dessus : 

o~ o2(z)--, [co] eU~(Z, R) 
est injective. 

Pour illustrer le contenu de ce th~or~me, nous en d~duisons un corollaire 
purement g~om&rique. Rappelons que si X est une surface compacte  ~ courbure 
n~gative, le rev~tement universel X de X peut naturellement se compactifier 
par adjonction d 'un cercle ~ l'infini de directions asymptotiques. Trois points 
sur ce cercle d6terminent un a simple• g6od6sique id6al ~> d61imit6 par  les trois 
geod~siques dont les points limites sont ces points. L'aire d 'un tel simplexe 
id6al est toujours finie (d'apr~s le th6or~me de Gauss-Bonnet). Dans le cas off 
la courbure de 2; est - 1 ,  tous ces simplexes id~aux sont isom~triques et d'aire 

Th~or~me. Soit m une m~trique riemannienne ~ courbure n~gative sur une surface 
ferrule orientable X. On suppose que tousles simplexes id~aux du rev~tement 
universel de X sont de m~me aire. Alors la courbure de (Z, m) est constante. 

Remercieraents. Ce travail a 6t6 r6alis6 au sein de l'6quipe de g6om6trie de Lille. Nous en rcmercions 
tous les membres, en particulier Vlad Sergiescu, pour l'int6rSt qu'ils y ont port6. Nous remercions 
le Referee, J. Lannes et L. Schwartz qui nous ont signal6 une erreur dans la premi6re version ainsi 
que J.J. Sansuc qui nous a expliqu6 [1]. 
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1. Pr~iiminaires 

Dans cette partie, nous pr6sentons un certain nombre de r~sultats indispensables 
fi la d6monstration des th6or6mes que nous avons en rue. Un certain nombre 
de ces r6sultats sont d6jfi connus; nous les pr6sentons ici fi la fois pour fixer 
les notations et pour rendre cet a r t i c l e ,  self contained ~>. 

Nous commen~ons par pr6senter la cohomologie born6e de mani6re plus 
pr6cise. Soit X un espace topologique et C,(X, ~) le complexe des chaines 
singuli6res sur X, de base l'ensemble des simplexes singuliers S,(X). La norme 
que nous avons d6finie dans l ' introduction (en fait la norme P) fait de C,(X, R) 
un complexe d'espaces norm6s. Le dual topologique de ce complexe est le com- 
plexe C*(X, ~)  des cochaines born6es, muni de la norme l~ une n-cochaine 
~b est born6e si elle est born6e sur S,(X) et sa norme [I~Pl est la borne sup6rieure 
de son module sur S,(X). Par d6finition, la cohomologie born6e de X, not& 
H'~(X,F..), est l 'homologie de C'~(X,P,.). On note HB*(X,R) l'image dans 
H*(X, ~-) de H*(X, R)  par l 'application induite par l'inclusion 
C*(X, ~.)cC*(X, R). La borne inf6rieure, not6e Ilull, des normes des cocycles 
born6s repr6sentant u, d6finit une semi-norme sur HB*(X, ~,.) qui est en fait 
une norme (puisqu'une classe de cohomologie repr&entable par des cocycles 
arbitrairement petits est nulle). Par contre, la norme de C.(X, ~) n'induit en 
g6n6ral qu'une semi-norme sur l'homologie. Cette semi-norme, tl I[, est pr6cis& 
ment nulle sur les classes repr~sentables par des cycles arbitrairement petits, 
c'est-~-dire les classes des cycles qui sont dans l'adh6rence des bords. 

Proposition 1.1. Soit ueHB*(X, F,.) et xeH, (X ,  R) tel que I[xll = 0  Alors: 
1) (u, x ) = 0  
2) Uaccouplement qui s'en d~duit : 

HBn(X, R) x (H,(X, R)/Ker  II II) ~ R  

est non d~g~n~rd et identifie chaque facteur au dual de l'autre en tant qu'espaces 
norm~s. 

D~monstration. La premiere assertion est claire puisque: 

I(u, x)l_- < Ilull Ilxll. 

Pour d6montrer la seconde, on remarque que H,,(X, R)/Ker  II II s'identifie au 
quotient des cycles par l'adh~rence des bords, tandis que HB"(X, R) s'identifie 
aux formes lin6aires continues sur les cycles, nulles sur les bords et donc sur 
leur adh6rence. On ach~ve avec le lh6or6me de Hahn-Banach. []  

Parmi les propri&6s 616mentaires de la cohomologie born6e, notons que 
si f :  X--* Y est une application continue, l 'application induite en cohomologie 
born6e ne d6pend que de la classe d 'homotopie de f Cela r6sulte du fait qu'un 
prisme A"x I (correspondant fi une homotopie) se d6compose en un nornbre 
fini de simplexes ne d6pendant que de n (en fair n + 1). En particulier, la cohorno- 
logie born6e d'un espace ne d~pend que de son type d 'homotopie et on peut 
donc d~finir la cohomologie born~e d'un groupe F comme celle de son espace 
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d'Eilenberg-McLane K(F, 1) (d6fini ~ homotopie pr+s). Comme mentionn+ dans 
l'introduction, l'int6r@t de consid6rer les groupes discrets provient du r6sultat 
de M. Gromov affirmant que pour tout espace X, l'application naturelle X 
--, K(nt (X), 1) induit un isomorphisme en cohomologie born6e. 

Dans de nombreux cas, il n'est pas n6cessaire d'utiliser tout le complexe 
C,(X, ~,) pour calculer la cohomologie born6e de X. Nous illustrons ce fait 
en d6crivant une construction de [-7] et [-1 1] d'une mani6re 16g6rement diff6rente. 
Soit 27 une surface ferm6e, orient6e et connexe, et m une m6trique riemannienne 
sur X ~ courbure n6gative (non n6cessairement constante). On note ~ le relev6 
de m au rev~tement universel ,~ de 27. Puisque la courbure de ff~ est n6gative, 
la fonction distance d: ,~x , ~ , +  associ6e fi rh est strictement convexe. II en 
r6sulte que si (Xo, ..., xa) sont d +  1 points de ,~ et (t 0, tt, ..., ta) sont d +  1 r6els 
positifs de somme 1, la fonction 

d 

p ~ - - ,  Y. t~ a(x,, p) 
i = O  

admet un unique minimum not6 b((x~, ti)). En fixant (x0, ..., xa) et en faisant 
varier les t~, on obtient ainsi un simplexe singulier de ~ dont  l'image est exaete- 
ment l'enveloppe convexe des points (Xo, ..., xa). Nous dirons qu'un simplexe 
singulier a de 27 est g6od6sique si l'un des ses relev6s ~ ~ est du type pr6c6dent. 
Les chaines engendr6es par les simplexes g6od6siques sont appel6es chaines g6o- 
d6siques et forment un sous-complexe C.  (27, F,) de C .  (27, R). 

Proposition 1.2. L'inclusion de C,(X,  R) dans C.(X, F.~) induit un isomorphisme 
en cohomologie born&. 

D&nonstration. Ceci r6sulte de l'existence d'une r6traction naturelle (dire de 
~rectification))) de C.(X,F,) sur C.(X, ~) d6finie de la fa~on suivante. Soit 
a u n  simplexe singulier de 27 et t~: A"-+27 l'un de ses relev6s. Les images par 

des sommets de A" permettent de construire un simplexe g6od6sique dont 
la projection dans 27, notre 6, ne d6pend que de a. C'est le ~rect i f i~  de a. 
On observe en outre que la m6trique m permet de construire une homotopie 
naturelle H:  A"x I--+ 27 entre a e t  ff qui ne fait done intervenir que (n+ 1) sim- 
plexes. I1 en r6sulte facilement que l'inclusion C.(X, R ) c  C.(X, F,) induit un 
isomorphisme en cohomologie born6e. []  

Remarquons qu'il est n6cessaire de conserver les simplexes g6od6siques de 
dimension strictement sup6rieure /l 2 car la cohomologie born+e de X n'est 
pas nulle en degr6 d > 2. 

D'apr6s la proposition 1-2, pour d6finir une classe de cohomologie born6e, 
il suffit done de d6finir un cocycle born6 sur les simplexes g6od6siques. Par 
exemple, consid6rons la forme lin6aire c: C2(X, R)--+R d~finie pas c(~r)=Aire 
alg6brique de a o/l a e s t  un 2-simplexe g~od6sique de 27. C'est 6videmment 
une forme lin6aire continue puisque ]c(a)] est inf6rieur ~t rt d'apr+s le th6or6me 
de Gauss-Bonnet. 
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Lemme 1.3. La forme lin~aire c est un 2-cocycle. 

D~monstration. I1 suffit de consid6rer les deux configurations possibles d'un 3- 
simplexe g6od6sique dans Z, Fig. 1. 

Fig.  1 

/ 

Cette m6thode s'applique en particulier ~ l'estimation de 11EZ] II- 

Proposition 1.4 (voir I'7, 1 1]). Soit s, une surface compacte orient~e connexe de 
genre g > 2. Alors 111'27]11 > 4 g - 4 .  

Ddmonstration. Soit u = I cl la classe de H B  2 (S, ~ )  d6finie par le 2-cocycle born6 
c. On a, si m est de courbure - 1 

Donc: 

I (u, [2;] I = aire(27) = 2 rr(2 g -  2) (Gauss-Bonnet) 

Ilu[I II1-~]11 ~ Ilcll II[S][I ~ 11127111. 

11[27]11 ~ 4 g - 4 .  [] 

Nous verrons plus loin que l'in~galit6 de la proposition 1-4 est en fait une 
6galit6. 

Consid6rons maintenant un groupe discret F et une classe d'homologie x 
de H2(F, Z). I1 est bien connu que x peut 8tre repr6sent6 par une surface connexe 
ferm6e orient6e 27 (la d6monstration de ce fait sera rappel6e plus loin). Le genre 
minimal d'une telle surface sera not6 g(x) et nous noterons par ailleurs Ixl 
le nombre minimum de simplexes n6cessaires ~ l'6criture d'un 2-cycle entier 
repr6sentant x. On se propose de comparer les nombres g(x), Ixl et Jl~ll ot~ 

d6signe l'image de x dans l'homologie r6elle. 

Lemme 1.5. II:~l[ = lim Inxl 
n~oo  n 

D~monstration. L'in6galit6 I x + y l < l x l + l y l  montre que la suite Inxl  est sous- 
additive et done que la limite consid6r6e existe. Par ailleurs, l'in6galit6 6vidente 
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I1~11 ~ I xl montre que: 

donc: 

II~l[ l l l n ~ l l ~ l n x l  
n n 

I1~11 = lim Inxl 
n~oO F/ 

L'autre inbgalit6 rbsulte de la densit6 des cycles rationnels dans les cycles 
r6els. [ ]  

Lemme 1.6. 1) I x l < 4 g ( x ) - 2 .  
2) Une d~composition cellulaire en triangles d'une surface ferm~e connexe 

orientable de genre g ndcessite au moins 4 g - 2  triangles. 

DOmonstration. 1) Une surface connexe ferm6e orientable de genre g peut ~tre 
0btenue /l partir d'un 4 g - g o n e  qui peut lui m~me ~tre triangul6 ~i l'aide de 
4 g -  2 triangles. 

2) Pour une triangulation, le double du nombre A d'ar~tes est 6gal au triple 
du nombre F de faces. En 6crivant que le nombre S de sommets est sup6rieur 
ou 6gal ~ 1, la formule d'Euter Poincar6 devient: 

F 
2 - - 2 g = S - - A + F = S - - ~  

F = 4 g - 4 + 2 S > 4 g - 2 .  [] 

Pour une estimation dans l'autre sens de [ x l, nous utilisons le lemme suivant. 

Lemme 1.7. Si x est un ~ldment de H2 (F,,Z), alors x peut Otre reprdsentd par 
une surface ferm~e orient~e Z dont les composantes connexes Xl,  S,2 . . . . .  Z, de 

genre gl . . . . .  g, v~rifient: gi > 1 et ~ (4 g l -  2) = Ix I. 
i = 1  

Ixl 

D&nonstration. Soit c =  ~ ai un 2-cycle repr6sentant x et utilisant le nombre 
i = 1  

minimal de simplexes. Rappelons comment on utilise c pour construire une 
surface repr6sentant x. Puisque le bord de c e s t  nul, les c6t6s des simplexes 
~r~ peuvent se marier par paires pour s'annuler deux ~ deux. On consid6re alors 
le poly6dre obtenu /t partir de I xl triangles en identifiant les c6t6s deux par 
deux comme dans 0 c. 

On obtient une surface compacte, sauf peut ~tre au voisinage de certains 
sommets off la structure locale est celle d'un c6ne sur un nombre fini de cercles. 
En d6multipliant ces sommets, on obtient une surface Z naturellement orientbe 
et triangul6e. Soient I21, ..., X, les composantes connexes de Z et gl . . . . .  g~ leur 
genre. Si l'un des Si 6tait une sph6re, on pourrait  la supprimer (car ~ (K(F, 1)) 
=0) ce qui est impossible car nous avons suppos6 que c repr6sente x avec 
le nombre minimum de simplexes. En utilisant encore la minimalit6 de c et 



5 1 6  J. B a r g e  et E. Ghys 

le lemme 1-5(2), on voit que le nombre de triangles sur S~ est pr6cis6ment 
4 g~-2.  Le nombre total de triangles &ant Ix 1, on obtient le lemme. []  

g(k, x,~ 
Lemme 1.8. lim 4 ~ < ] x I. 

k--+ o0 /~ - -  

D~monstration. L'op6ration de somme connexe montre que g(x + y)< g(x)+ g(y) 
et donc que la limite consid6r6e existe. 

Soit ~ une surface repr6sentant x comme dans le lemme pr6c6dent. On se 
fixe un entier k et, pour chaque i=  1 . . . .  , ~, on choisit un rev~tement fini S~ 
de 2~ i ~ k feuillets. Le genre gi de Zi est donn6 par: 

2-2~i=k(2-2gi), 

g i = k g i +  1 - k .  

Puisque la somme connexe des Z i repr6sente k x, on a: 

g(kx)<=i~=lg,=k (i~= gi)+~(1-k) �9 

D'apr6s le lemme pr6c6dent, on a 

~t 

4~,gi---lxl+2~. 
i = 1  

Par cons6quent: 

g• 4ct 4~t 
4 __<lxl-2~+~-<lxl+~- 

Un passage ~t la limite finit la d6monstration du lemme. [ ]  

Nous pouvons maintenant d6montrer un r6sultat 6nonc6 dans rintroduction. 

Proposition 1.9. 11211 = lim 4 g(n x) 
n ---~ oo n 

D~monstration. Puisque 

o n  a 

et donc 

11211 ~ Ixl < 4 g ( x ) -  2, 

11211=-1 1[,2[[<4 g(nx) 2 
n n n 

]12[1 < lim 4 g(nx) 

R6ciproquement, appliquons le lemme 1-8 ~ n x. On obtient: 

l i m 4 g ( n x )  l i m 4 g ( n k x ) < l n x l  
,, --, oo n n ~ oo n k n 
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En faisant tendre n vers l'infini et en utilisant le lemme 1-5, on obtient la proposi- 
tion. [] 

Nous pouvons terminer la d~termination de II [ I : ]  II commenc6e en 1-4. 

Proposition 1.10 (voir [7, 11]). Si 2; est une sphbre ou un tore, alors 11112111 =0. 
Si le genre de 2; est g > 2  alors I111:] II =4g- -4 .  

DOmonstration. Si l: une sphere ou un tore, il existe des applications f :  2;--* 2; 
de degr6 arbitrairement grand. Puisqu'une application continue contracte 6vi- 
demment la semi-norme en homologie, on a 

{I f ,  ([l:])ll = ] deg(f)  III El:] II < II [2;] II 

et donc tl [1:] II =0. 
Si le genre de l: est g>2 ,  un revStement /t n feuiUets de l: est de genre 

n g - 1 -  n. La proposition i -9 montre alors: 

n g + l - n  
II[l:]ll__< lira4 = 4 g - 4 .  [] 

n ~ o o  n 

Remarquons pour finir que nous avons vu qu'une triangulation minimale 
de S n6cessite 4 g - 2 > 4 g - 4  triangles. N6anmoins d6coupons la surface en 
2 g - 2  pantalons de bords g6od6siques. La Fig. 2 inspir6e de [11], montre une 
d6composition d'un pantalon en deux triangles id6aux qui, apr6s recollement, 
fournit bien une d6composition de 2; en 4 g - 4  triangles id6aux? 

Fig. 2 

2. Genre des classes d'homologie 

Soit G u n  groupe. Pour tout entier k positif, on note Bk(G ) la partie du second 
groupe d'homologie enti+re de G, form6e des 616ments repr6sentables par une 
surface connexe ferm6e orient~e de genre inf~rieur ou 6gal/L k. C'est une famille 
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croissante de parties et, d'apr~s le th6or~me de Hopf  (voir 1.7 ou encore [4]), 
on a: 

Bk(G)=H2(G, Z). 
k = l  

Si A est une partie de Hz(G, Z), on note E(A) le sous-groupe qu'elle engendre. 
On a alors: 

Th6or~me 2.1. Pour tout entier k, il existe un groupe nilpotent de type fini G 
tel que H2(G, Z)=t= E(Bk(G)). 

Rappelons que nous avons vu dans l ' introduction qu'un tel groupe G ne 
peut pas ~tre ab61ien. Par analogie avec Bogomolov [1], l'exemple de groupe 
G cherch6 sera une extension centrale d'un groupe F ab61ien libre de type fini 
par un autre groupe C, lui aussi ab61ien de type fini 

i P 
O ~ C  ~G ~F~O. 

Une telle extension est caract6risOe par une application lin6aire q~: Az ( r ) ~  C 
d6finie de la faqon suivante: 

i(qb(TA 7')) = [g, g'] 

od g e t  g' sont deux 616ments qui rel6vent 7 et y'. On a alors la suite exacte 
bien connue: 

H2(G,Z)  ~'* ,(Hz(F, 7/) ~A2(F)) * ,C 

qui est un ~tpetit bouts) de la suite des termes de bas degr6s dans la suite 
spectrale de Hochschild-Serre. 

Donnons en une description g6m6trique. Soit x un 616ment de Hz(G, Z) 
repr6sent6 par une surface Z~, de genre l, c'est-~t-dire par 2 1 616ments de G, 

l 

gl, g'l . . . .  , gt, g't tels que I-I [gJ, g)] = 1. 
j = l  

Soit ~s l'espace obtenu en identifiant chaque lacet [gJ, g)] en un point. C'est 
un bouquet de 1 tores qui repr6sente p.(x)  dans A2(F ). En d'autres termes p.(x) 
= Z rj ^ 7) off ?j = p(gj) et 7) = P (g))- 

A c e  niveau, l'exactitude de la suite se v6rifie g6om6triquement. D'une part, 
on a: 

i 6 (P ,  (x))= i~b(Z yj ̂  79 = H  [gj, g~] = 1. 

R6ciproquement, soit y = Z 7j ̂  7) un 616ment de Ker qk En relevant arbitraire- 
ment les 7j, Y), on obtient 2 1 616ments g ~, g'~ . . . . .  gt, g', de G tels q u e / / [ g j ,  g~] = l 
et done une application continue de Z z dans K(G, 1). Cette derni6re repr6sente 
un 616ment x de H2 (G, Z)  tel que p .  (x)= y. 

I1 est 6vident que: 
p,  (B k (G)) = B k (F) ~ Ker ~b 

et donc: 
p .  (E(Bk(G))) = E(Bk(F) n Ker ~b). 

Pour  d6montrer le th6or6me 2-1, il suffit donc d'exhiber 17, C et ~b: A 2 (F) --, C 
tels que Ker q~ ne soit pas engendr6 par Bk(F) c~ Ker ~b. 
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Soit alors F = ~Z.2k+ 2 e t f :  A2(F ) -+A2k+2(F)=Tg dSfinie p a r f ( x ) = x  ~+ 1. L'ap- 
plication f e s t  non nulle et le c6ne Bk([" ) (forms des SlSments qui sont somme 
d'au plus k SlSments dScomposables) est inclus dans f - 1  (0), donc diffSrent de 
A2(/" ) tout  entier. I1 existe donc un sous-groupe de rang i de A2(F), nots D, 
tel que D c~ Bk(F ) = {0}. On pose alors C = A 2 ( F ) / D  et ~b: A2(F ) --. C la surjection 
canonique. []  

NSanmoins, on vSrifie facilement que pour un groupe G comme dans l'exem- 
ple prScSdent, il existe un entier k(G) tel que toutes les classes d'homologie 
sont de genre infSrieur ~ k(G). 

L'objet de la fin de ce paragraphe est de dSmontrer le: 

Th6or6me 2.2. Soit P u n  groupe polycyclique. II existe un entier k tel que toutes 
les classes de H 2 (P; 7Z) sont de genre infdrieur ~ k. 

OOmonstration. Posons comme d'habitude, P~ = [P,P] et P, + 1 = [P., P.] la suite 

1_. P. _. P P 
P.+1 P.+I P. 

P. 
est exacte pour tout n et le groupe ~ est ab61ien de type fini. Le th6orSme 2.2 

r6sulte alors par rScurrence de la proposition ci-dessous. 

i Proposition 2.3. Soit 0 --* A , G ~ F -~ 1 une suite exacte de trois groupes : 
On suppose que 

l) A est ab~lien de type fini, 
2) G est de type fini, 
3) il existe un entier k(F) tel que route classe de H 2 (P,, 7Z) est repr~sent~e 

par une surface de genre inf~rieur ~ k(F). Alors il existe un entier k(G) tel que 
route classe de HE(G; 7Z) est repr~sentOe par une surface de genre inf~rieur gt 
k(G). 

D~monstration. La suite exacte des termes de bas degrS dans la suite spectrale 
de Hochschild-Serre 

Hx(P,,A) ~ , HE(G;7Z) J',,H2(/2,.TZ ) 
i , (H2(A;  Z)) 

montre que H 2 (G; 71.) possSde une filtration 

off 

Nous allons montrer  les trois 

O= Fo c F~ : F2 = H2(G ; Z) 

F 0 = i, [H 2 (A; Z)], 

F1 = Im ~0 = ker p . ,  
ro 

F2 = I m p , .  
El 

lemmes suivants qui prouvent 2.3. 
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Lemme A. II existe k 2 tel que tout dldment de t t2 (G,  ~,) est congru modulo F 1 
dun ~Idment de genre infdrieur dt k 2. 

Lemme B. I1 existe kt tel que tout ~l~ment de F1 est congru modulo F0, dun 
~l~ment de genre inf~rieur dt kl. 

Lemme C. Il existe ko tel que tout ~ldment de F o est de genre inf~rieur d ko. 

D~monstration du lemme A. I1 existe l tel que le genre de toutes les classes y 
de H 2 ( / ~ , Z  ) est inf6rieur A I. On peut donc repr6senter y par un morphisme 
f de s t  (23 dans E Remarquons que, quitte A remplacer l par l+  k, off k est 
le hombre de g6n6rateurs de F, on peut supposer que f e s t  surjective. Le lemme 2- 
5 s'ach6ve par: 

Fair. Soit x~H2(G, Z) et f :  x t (X)-~F un morphisme surjectif qui repr6sente 
y = ~(x). Alors f se relive en f :  zc t (2) ~ G. 

En effet l'616ment repr6sent6 par f e s t  de m~me genre que y. I1 est, par 
ailleurs, congru ~t x modulo ker/~ ce qui d6montre bien 2-5. 

Ddmonstration. On ale  diagramme commutatif 

H2(F, A) 

f* 

H2(rq (Z), A) 

ny  = ny,(m) Ho (F, A) 

D = N [?] 
, Ho(n  , (Z), A) 

off D est l'isomorphisme de Poincar6. 
Si zeH2(F, A) repr6sente l'extension donn6e par 

O ~ A ~ G ~ F ~ I ,  
on a: 

Donc: 
Zn  y = z n l ~ ( x ) = P * ( z ) n x = O n x = O .  

f ,  oDof*(z)=O 

mats f .  est un isomorphisme, puisque f est surjectif, de m~me que D. I1 en 
r6sulte que f*  (Z) = 0 ce qui signifie pr6cis6ment que f se rel6ve ~t G. [] 

Ddmonstration du lemme B. Soient 71 . . . . .  7k un syst6me de g6n6rateurs du groupe 
k 

E L a  s u i t e  ( Z [ F 1 )  k 0 , Z [ F ]  ~ , Z  o t l  t~(tx I . . . .  , ~Xk)=2(?j--1)'O~ j e s t  u n  d 6 b u t  
1 

de r6solution libre de Z. I1 en r6sulte que tout 616ment x de //1 (E A) est la 
classe d'un 616ment (at, a2 . . . . .  ak)eA k qui est un cycle c'est-/l-dire tel que 
k 

~,?jaj--aj=O. 
1 
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On choisit alors gj tel que p(gi)=Tj et on pose g)=aj .  On a: 

k k k 

I-'[ [gi, g~-I = l-[ (gj a/g j- 1) a -1  = 1-I (g j" ai) aj -~ 
1 1 1 

=i &.a~-a j  =i (0 )=  1. 

Ces 2 k 616ments g~, g) d6finissent donc un ~16ment de H 2 (G; Z) dont la classe 
H2(G; :g) 

dans le quotient est 0(x). I1 est de genre k. []  
i .  (H2 (A; 7Z)) 

Ddmonstration du lemme C. Le groupe H2(A; Z) s'identifie fi A2(A). Comme A 
est de type fini, tout 616ment de A2(A ) s'6crit comme somme d'au plus ko ~16ments 
d6composables. [ ]  

Remarque 2.6. Soit G u n  groupe dont tous les  sous-groupes de type fini sont 
nilpotents. I1 r6sulte alors du th~or~me pr6c6dent, par limite inductive, que pour 
toute classe x 6H2(G; ~E) la suite g(n x) est born6e. 

3. Cohomologie born6e des surfaces 

Dans ce paragraphe, nous fixons une m&rique riemannienne m fi courbure k 
n~gative (non n6cessairement constante) sur une surface ferm~e orient~e et 
connexe Z. Soit f22(Z) l'espace des 2-formes diff6rentielles (de classe C ~) sur 
S et co ~ f22 (Z). Nous notons % la 2-cochaine singuli6re de Z d~finie par 

I co 

ofl cr est un 2-simplexe singulier et 6 son rectifi6. 

Lemme 3.1. La 2-cochaine c~ est un 2-cocycle bornd. 

Odmonstration. Lorsque co= k. aire, le th6or6me de Gauss-Bonnet montre que 
[%(cr)[ est inf6rieur /t /7. Lorsque co est quelconque, la compacit6 de Z montre 
que co est comparable / t  k-aire de sorte que c~ d6finit toujours une 2-cochaine 
born6e. La d6monstration du fait que co, est un cocycle est identique ~i celle 
du lemme 1-3. [ ]  

On notera [c~,] la classe de cohomologie de % dans H2(Z, P'O. 
Le premier but de ce paragraphe est de montrer  le th6or6me suivant: 

Th~or~me 3.2. L'application co ~ f22 (Z)~-* [co,] ~ H 2 (Z, F..) est injective. 

Dans la d6monstration, nous utiliserons le r6sultat suivant qui nous semble 
pr6senter un int~r~t propre. 

Th6or~me 3.3. Soit 2 une 1-forme diff~rentielle sur Z dont l'intdgrale sur toute 
gdoddsique fermde est nulle. 

Alors 2 est une forme exacte. 

Odmonstration de 3.3. C'est un corollaire assez imm6diat de 1-8]. L'6valuation 
de 2 sur tout vecteur unitaire d~finit une fonction ~ sur le fibr6 unitaire tangent 
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L'hypoth~se du th6or~me est que l'int6grale de X sur toute orbite p6riodique 
du flot g6od6sique de Z e s t  nulle. D'apr6s [8], il existe une fonction f, de classe 
C ~, sur T1 2 dont la d6riv6e dans la direction du riot g6od6sique est pr6cis6ment 
X. De plus, la lin6arit6 de 2 sur chaque espace tangent signifie que la restriction 
de 2-/t chaque fibre de T~ Z est une combinaison de cos 0 et sin 0 off 0 est 
un param6tre angulaire sur cette fibre. I1 r6sulte alors du th6or6me 3-6 de [8] 
que f est en fait constante sur chaque fibre de T1 Z et d6finit donc une fonction 
sur Z dont  ~ est 6videmment la diff6rentielle. [ ]  

Nous abordons maintenant  la d6monstrat ion de 3-2. 
En observant que [-co,] d6pend lin6airement de co, il suffit de consid6rer 

une forme co telle que [co,] = 0. 

Lemme 3.4. La forme co est exacte. 

Ddmonstration. Choisissons en effet une triangulation g6od6sique de Z qui donne 
[Z] = Z ai. On a: 

og=z ~ og=zco,(,~,)=co(EZ])=o. 
Z eri 

La forme co est exacte par  le th~or6me de de Rham. [ ]  

On se fixe alors une 1-forme g telle que co=dg  et une 1-cochaine bornbe 
z telle que co, = d z. 

Lemme 3.5. Soient TI, Y2, ..., Y, des gdoddsiques fermdes orientdes dont la somme 
est homologue ~ zdro dans S,. En choisissant un point base sur chaque V~, et 
en paramdtrant Yi proportionellement ?t la longueur d'arc, on peut considdrer ~'~ 
comme un 1-cycle 7~: [0, 1] ~ Z .  

Alors: 
n 

/ = 1  ~'i i = 1  

n 

Ddmonstration. Soit c une 2-chalne telle que ~ c = ~ ~. En rectifiant c et en 
i = 1  

observant que ~ est g6od6sique, on peut supposer que c est une chaine g6od6si- 
q u e .  

On a alors: 

y, -@~) ='c 
i = 1  i 

= Z(O C) = dr(c) 

=CO,(C)=C~(C) 

= ~ d g  
r 

= ~  
0 c  

(d6finition de d) 

(car c est g6od6sique) 

(th6or6me de Stokes) 

i = 1  Yt 
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Lemme 3.6. Si 7~, 72, " " ,  7n sont n gdoddsiques fermdes dont la somme est homolo- 
gue ?t z~ro, alors: 

S --o 
i = 1  ~i 

D~monstration. Pour chaque entier N, on note 7~ la g6od6sique 7~ parcourue 
N fois. La somme des 7~ 6tant 6videmment homologue /t z6ro, le lemme 3-5 
montre que: 

tl 

i = 1  y//v i = 1  

Le premier membre de cette 6galit6 est 6gal ~: 

Quant au second membre, il est born6 quand N tend vers rinfini car 
est une cochaine born6e. On en d6duit imm6diatement le lemme. [] 

Lemme 3.1. II existe une forme fermke fl telle que, pour route gdoddsique fermde 
7, on a: 

7 

D~rnonstration. Si 71 et Y2 sont deux g6od6siques ferm6es homologues, le 
lemme 3q5 montre que: 

~ c~= ~ ~. 
Yl Y2 

Chaque classe d'homotopie libre et, en partieulier, ehaque classe d'homologie 
de S contient une g6od6sique ferm6e. L'int6gration de ct permet done de d6finir 
une application I de HI (M, Z) dans R.  Cette application est un morphisme 
ear, si 71 +72 est homologue ~ 73, le lemme 3-6 montre que 1(73)= I(71)+ I(72). 
Par cons6quent, I d6finit une classe de cohomologie de H l (M, R). Le th6or6me 
de De Rham permet alors de trouver une forme ferm6e fl dont la classe de 
cohomologie est I. Ceci d6montre le lemme. [] 

D&nonstration de 3.2. D'apr6s le lemme 3-7, l'int6grale de ~ - f l  est nulle sur 
routes les g6od6siques ferm6es. Le th6or6me 3-3 montre que ~ - f l  est exaete 
et done que ~t est ferm6e car fl est ferm~e. Le th6or6me est d6montr6 ear on 
a o~=d~=0. []  

Avant d'utiliser le th6or~me 3-2 pour 6tudier l'aire des simplexes id6aux 
d'une surface ~ courbure n6gative, nous d6crivons quelques constructions. 

Notons F l e  groupe fondamental de 2; consid6r~ comme groupe d'automor- 
phismes du rev~tement universel ~ de 2;. L'ensemble simplicial (contractile) form6 
des simplexes g6od6sique de S est not6: S, (2~). Le quotient de S-, (~) par l'action 
libre de F a 6t6 not6 g ,  (27). Nous avons vu que l'inclusion g ,  (2;)~ S, (2;) induit 
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un isomorphisme en cohomologie born6e. Par cohomologie born6e d'un ensem- 
ble simplicial, nous entendrons toujours l'homologie des cochaines born6es sur 
les simplexes. 

Rappelons par ailleurs la bar-construction. On note S,  (F) l'ensemble simpli- 
cial (contractile) dont les k-simplexes sont les (k+ 1)-uplets d'616ments de F. Le 
quotient de S, (F)  par l'action libre de F: 

est not6 S,(F). La cohomologie de cet ensemble simplicial est la cohomologie 
de/?. 

Soit p un point de S. On peut alors plonger S,  (/~) dans S ,  (S) en envoyant 
(70 . . . . .  Yk) sur le simplexe g6od6sique de sommets (7o(P), ..., 7k(P)). Ce plonge- 
ment est 6videmment F-~quivariant et on obtient done, par passage au quotient, 
un plongement: 

ip: S,  (F) ~ S,  (S). 

Lemme 3.8. ip induit un isomorphisme en cohomologie born~e. 

D~monstration. On consid6re une retraction (ensembliste) /7: S ~ F(p) qui est 
F-6quivariante. Ceci permet de projeter S .  (,~) sur l'ensemble des simplexes dont 
les sommets sont dans F(p), c'est-~-dire sur ip(S.(F)). Par passage au quotient, 
on obtient done une retraction de rensemble simplicial S.(2Y) sur S.(F). Ceci 
entra~ne imm6diatement le lemme. []  

L'isomorphisme induit par ip ne d6pend en fait pas du choix du point p. 
Nous  n'utiliserons qu'une version faible de ce fait. Notons cp,~, le 2-cocyde 
sur F 6gal ~ i*c~. Explicitement, cp,~ est le 2-cocycle homog~ne sur F qui, 
6valu6 sur le 2-simplexe (7o, 71, 72) vaut l'int6grale de o3 sur le simplexe g6od6si- 
que de sommets (7o(P), 7l (P), 72(P)) o/l ~ d6signe le relev6 ~t Z de eJ. 

Lemme 3.9. La classe de cohomologie born~e de cp,~, dans H2(F, IR) ne d~pend 
pas du choix de p. 

Ddmonstration. Soient p et p' deux points de ~. Si 71 et 72 sont deux 616ments 
de F, les quatre points ~ I(P), 7t(P'), 72(P), Y2(P') d6terminent un quadrilat~re 
g60d6sique dans ,~. L'int6grale de 03 sur ce quadrilat6re sera not6e zp,~,(Yl, 7~). 
I1 est clair que zp, r, d6finit une 2-cochaine homog6ne: 

�9 ~,.,(~,' 71, ~,'7~)= ~ . . . . (~ ,  72). 

De plus, cette cochaine est born6e car un quadrilat6re se d6compose cn 
deux triangles. Enfin, la figure [3] suivante montre que 

d z p , p ,  ~ Cp, ta - Cp, t a .  [ ]  

Les simplexes id6aux n'6tant pas de ~vrais simplexes~, il est impossible de 
donner un sens ~t ip| lorsque p~ est un point ~ l'infini de ~. I1 est cepcndant 
facile de d6finir Cp~.~ lorsque p~ est ~ l'infini. Consid6rons en effet trois 616ments 
Yo, 71 et 72 de E Les trois points ~ rinfini 7 o(P~), Yl(Poo) et 72(P~) d6termincnt 
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Fig. 3 
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alors un simplexe id6al sur lequel O5 est int6grable. Si l'on note Cp=,o,(7o, ~1, 72) 
cette int6grale, on construit 6videmment un 2-cocycle sur F. 

Lemme 3.10. Le coeycle cp=,,o est cohomologue dans H2(F,~,) ~ ep,,o off p e s t  
un point quelconque de ~.. 

Odmonstration. On proc6de de mani6re analogue au lemme 3-9. 
Les points 7o(P), 71 (P) (a distance finie) et 7o(P~), 71 (Po~) (a l'infini) d6terminent 

un quadrilat+re. L'int6grale de o5 sur ce quadrilat6re (finie et uniform6ment bor- 
n6e) fournit une cochaine born6e dont le cobord est ep, o,-ep=,,o. [] 

Nous pouvons maintenant d6montrer le th6or+me 6nonc6 dans l'introduc- 
tion. 

Th~or~me 3.11. Si les simplexes id~aux de ~, sont de mdme aire, alors la eourbure 
de Zes t  constante. 

Ddmonstration. Soit co = aire, l'61bment d'aire de Z et co' = k co otl k est la courbure 
de S. 

Pour comparer [e,0] et [co,,] dans Hz(z, R), il suffit, d'apr6s ce que nous 
venons de voir, de comparer les 616ments [%=,,o] et [Cp=,o,,] de H2(F, R). 
L'hypoth6se signifie que tousles simplexes id6aux ont la m~me aire A, c'est-h-dire 
que cp=,, o prend la valeur A ou --A suivant que le simplexe id6al correspondant 
est orient6 positivement ou n6gativement. 

Par ailleurs, le th6or6me de Gauss-Bonnet appliqu6 aux simplexes id6aux 
(d'angles aux sommets nuls) montre que opt,o,, ne prend que les valeurs - / /  
ou + / / s u i v a n t  l'orientation de ce m~me simplexe id6al. On a donc: 

11 
CP~'W= A Cp~,~,. 
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Les lemmes 3-8,  3-9,  3 -10  m o n t r e n t  a lors  

H 2 (Z, R) .  Le t h r o r r m e  3-2  m o n t r e  donc  que:  

que 

J. Barge et E. Ghys 

H 
[co,] = - ~ -  [c,o,] dans 

n 
co= - - -~  r -- kog. 

Ceci m o n t r e  b ien  que la c o u r b u r e  k est cons tan te  (rgale ~ A/H). [] 

N o u s  s ignalons  enfin un au t re  coro l la i re  de 3 -2  d r m o n t r 6  dans  [9]  lorsque 
k est cons t an t e  p a r  une aut re  m6thode.  

Coro i la i re  3.12. La classe de cohomologie born~e de Ck.aire est constante sur Ies 
mltriques ~ courbure nigative. 

Dimonstration. Ceci r r su l te  de deux observa t ions .  L a  p remi r r e  est que le type 
t opo log ique  de Fac t ion  de F sur  le cercle ~ l ' infini de S ne d r p e n d  pas de 
la m r t r i q u e  ~i c o u r b u r e  nrgat ive .  La  deuxi&ne  est que Cp~,k.aire ne  prend que 
les va leurs  + H  et - / /  su ivan t  l ' o rd re  cycl ique des t ro is  po in t s  du  cerc le / l  
l ' infini cons id r r r s .  

I1 en r r su l te  que si m e t  m' sont  deux mr t r i ques  ~ c o u r b u r e  nrga t ive  sur 
2~, on  peut  t rouve r  des po in t s  p ~  et P'oo sur  les cercles h l ' infini de (~, ~) et 
(~,r~ ')  de sor te  que les cocycles [Cp,,ktr,~.alrr et [Cp~,kt,,'~.~i~etm'~] co'inc- 
ident.  [ ]  
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