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1. INTRODUCTlON 

Nous nous interessons ici a la question g&r&ale suivante: “Une variete (paracompacte) 
donnte peut elle itre une feuille d’un feuilletage d’une varitte compacte?“. 

Un certain nombre de resultats positifs ont ete obtenus dans cette direction. 
Essentiellement, toute varitte dont la topologie n’est pas trop complexe peut etre rkalisee 
comme feuille dans une variete compacte. (Voir [lo], [2], [8], . . .). Si l’on n’impose plus a la 
variete ambiante d’itre compacte, mais d’itre l’espace W3, alors toute surface non compacte et 
orientable est une feuille d’un feuilletage simple (cf. Cl]). 

On peut aussi chercher une feuille possedant une propriete supplementaire, par exemple 
celle d’etre une feuille propre ou d’avoir un type de quasi-isometric fix&. On dispose alors de 
resultats negatifs, tout au moins en codimension 1 (voir [3], [9]). 

Nous proposons ici un resultat negatif, valable pour les feuilletages de codimension 1. 

TH~OR~ME. Pour tout d 2 3, il existe une variPtPnon compacte de dimension d (de classe C” 
et paracompacte) qui n’est homkomorphe ti aucunefeuille d’aucunfeuilletage de codimension 1 et 
de classe C” d’une varie’te’ compacte. 

L’idCe gtnerale de la demonstration est trbs simple. Une feuille d’un feuilletage d’une 
varied compacte doit “spiraler” sur un ensemble limite non trivial. Ceci impose une certaine 
“rkcurrence” dans la topologie de la feuille. Nous allons done produire une variete dont la 
topologie sera sans cesse differente lorsque l’on tend vers l’infini. Cette variett ne sera pas une 
feuille. 

Dkivons prtcisement cette variite, que nous noterons W. Fixons-nous, une fois pour 
toutes, un entier d 2 3. Pour tout n 2 1, considerons une varietecompacte V, de dimension d, 
dont le groupe fondamental est isomorphe a Z/p, Z oh p, designe le (n + l)*me nombre 
premier. Si d = 3, il suffit de choisir un espace lenticulaire et si d > 3, il est bien connu que tous 
les groupes de presentation finie sont isomorphes au groupe fondamental d’une variett 
compacte de dimension d. La variete W qui sera l’exemple que nous avons en vue, sera une 
somme connexe infinie des v”. Prtcisiment, soit 8,) 1 une boule incluse dans VI et soit, pour 
tout I’ 2 2, deux boules disjointes 8,. 1 et B,, 2 dans k;. On pose alors WI = V, -B, 1 et W, 

C I - (d,, , u gi 2) pour i 2 2. La variett W est alors obtenue a partir de la somme disjointe 
d=es K; en identihant pour tout i 2 1, le bord de Bi, l et celui de I?,, 0 a l’aide d’un certain 
diffeomorphisme. 

W 

Fig. 1 
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Je remercie D. Sullivan qui a simpiifie mon exemple original ainsi que V. Sergiescu pour sa 
lecture detaillee de ce travail. 

2. LA VARIkTh W N’EST PAS “RhXRRENTE” 

Nous exprimerons le fait que la topologie de W est toujours differente lorsque l’on tend 
vers l’infini par deux lemmes. 

LEMME 2.1. Pour tout i 2 1, il est impossible de trowver deux sous-variCtPs d bord de W qui 
soient disjointes et homPomorphes a’ W,. 

DPmonstration. Les suites exactes de Mayer-Vietoris montrent immediatement que: 

t2) Hl(W3 a)2 G zlPiz 
i=l 

Supposons qu’il existe dans W deux sous-varietes a bord X, et X, disjointes et 
homtomorphes a Wi pour un certain i. Soit Y l’adherence de W - (X, u X,). L’intersection 
Y n (X r u X,) est une reunion de spheres de dimension d - 1. 

La suite exacte de Mayer-Vietoris, appliqute a W = Y u (X, u X,) donne alors: 

O-,H,(X, u-X,, z)@H,(Y, Z)+H,(W Z). 

En particulier, H, (X, u X,, Z) ‘v Z/p, Z @ Z/p, Z s’injecte dans H,( W, Z). Ceci est 
tvidemment impossible puisque H, ( W, E) ne contient qu’une seule copie de Z/p, Z m 

Le second lemme montre lui aussi que les “blocs” Wi sont intrinsequement localists dans 

W. Le groupe fondamental de W est le produit libre infini G = T Z/pi Z. Si k 2 1, nous 
i=l 

noterons r, le sous-groupe normal de G engendre par 2 Z/p, Z et Ak le sous-groupe 
i=l 

z Z/p, Z de G. 
i=k+l 

LEMME 2.2. Tout automorphisme de G p&serve I-,. De plus rk n A, se rkduit d I’tflPment 
neutre de G. 

DPmonstration. Soit xi un ginerateur de Z/p, Z c G. Si 4 est un automorphisme de G, 
alors +(xi) est un Clement de torsion d’ordre pi dans G. D’apres un corollaire classique du 
theorime de Kurosh, tout element de torsion d’un produit libre est conjugue d’un element de 
torsion de l’un des facteurs. Par consequent $(-xi) est conjugue d’un element de Z/p, Z. 11 est 
alors clair que 4 preserve fk. 

La seconde partie est Clementaire; si A et B sont deux groupes et N(A) est le sous-groupe 
normal de A * B engendre par A, on a une suite exacte scindee: 

O+N(A)+A*B=B+O 

de sorte que l’intersection de B et de N(A) se riduit a I’element neutre l 

Avant de pouvoir appliquer ces deux lemmes a la demonstration du theortme, il va nous 
falloir rappeler quelques resultats relatifs a la structure qualitative des feuilletages de 
codimension 1. C’est le but du paragraphe suivant. 

3. STRUCTURE DES OUVERTS SATURdS 

Soit 9 un feuilletage de classe C’ et de codimension 1 sur une variett compacte M. 
Supposons pour simplifier que 9 est transversalement orientable et fixons nous un 
feuilletage iy. de dimension 1, transverse a 9 (voir CT’]). 

Soit U un ouvert de M sature par .F. Commencons par supposer que 9 et J’sont de 
classe C2. On peut alors construire une metrique riemannienne sur M telle que 9 et _& .sont 
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orthogonaux. L’injection i : U + M fournit alors une mttrique non complete sur V. Le 
complete de V, note 0 est une varitte a bord, eventuellement non compacte, munie d’un 
feuilletage de codimension 1 tangent au bord. Lorsque l’on ne suppose plus 9 et JY’de classe 
C2, on peut quand mime definir une notion de complete 0 de U (voir [7]). Ce complete 
s’immerge dans M par une application encore notte i. Le theortme suivant d&it la structure 
de 0. 

TH~OR~ME 3.1. ([S], [4], [7]). D ans les conditions precederues, il existe une sous-varie’te’ 
compacte d bord et d coins K de 0 (le “noyau” de 0) telle que dK = Cg u 8” avec 

(I) 2s C aO 
(2) 2” est sat& par le feuilletage iW: 
(3) le complementaire de K dans Li est une reunionfinie de sowvarietes non compactes Bi d 
bord et a coins homeomorphes a Si x [0, l] par un homeomorphisme pi: Si x [0, l] + Bi tel que 
4i({*I x II03 ll) est une feuille de i* N 

Fig. 2. 

Le feuilletage i*9 restreint aux Bi (appeks les “branches” de 0) est done dtfini par la 
suspension d’une representation du groupe fondamental de Si dans le groupe des 
homeomorphismes de I’intervalle [O, 11. 

Nous aurons egalement besoin d’un autre rtsultat de G. Hector. 

LEMME DETRIVIALISATION 3.2. ([6]). Soit J un arc contenu dans unefeuille de.N. Supposons 
que deux points distincts de J appartiennent a desfeuilles distinct& de 9. Alors le sature de J 
par 9 est homeomorphe a L x J par un homkomorphisme envoyant L x { *} sur unefeuille de 9 
et {*) x J dans une feuille de .Z ̂ . 

(Remarquons que le lemme de trivialisation de [6], est Cnonce dans le cas oh J est ouvert. 
mais sa demonstration reste valable pour un intervalle quelconque). 

4. DkBUT DE LA DkMONSTRATION DU THkORkME 

Par I’absurde. nous supposons qu’il existe une variiti feuilletee compacte (M, 9) dont 
une feuille L est homeomorphe a I+‘. 

LEMME 4.1. On peut supposer que (M. 9) est transversalement orientable. 

Demonstration. Dans le cas contraire, on peut relever 5r dans le revitement des 
orientations transverses. Ce revetement sera trivial au-dessus de L puisque le groupe 
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fondamental de L, isomorphe a G z Z/3 Z * H/5 Z * . . . , ne possede pas de sous-groupes 
d’indice 2. Le feuilletage releve dans ce revetement posstde done lui aussi une feuille 
homiomorphe a W. H 

LEMME 4.2. Lu feuille L est sans holonomie. 

Demonstration. Le groupe fondamental de L est engendre par des elements de torsion. Le 
lemme est alors une consequence dufait que le groupe des germes d’homeomorphismes de W 
fixant 0 et preservant l’orientation est un groupe sans torsion. n 

LEMME 4.3. La feuille L est une feuille propre. 

Demonstration. Soit C un compact de L. Puisque L est sans holonomie, il existe un 
plongement j de C x [ - 1, + l] dans M tel que j(C x { * } ) soit contenu dans une feuille de 9 
et que j(C x (0)) soit contenu dans L. Si la feuille L coupe j(C x [ - 1, + 11) -j(C x {0}), on 
trouve done deux copies disjointes de C dans L. Puisque C est arbitraire, on peut choisir un 
compact C homtomorphe a WI. Le lemme 2.1 montre alors que L ne coupe j(C x [ - 1, + I]) 
qu’en j(C x (0)). La transversale j( *, t) ne coupe done L qu’en un point et L est alors une 
feuille propre. H 

Bien que le thioreme de stabilite de Reeb ne s’etende pas aux feuilles propres sans 
holonomie en general, (cf [4], [S]), nous sommes dans une situation oh il est facile de 
l’etendre: 

LEMME 4.4. L possede un voisinage sature’ hombomorphe d L x ] - 1, -t l[ par un 
homhomorphisme C#J envoyant L x { *} sur une feuille de 9 et { *} x ] - 1, + l[dans une feuille 
de A’: (Nous appellerons un tel voisinage un “voisinage produit”). 

Demonstration. Soit T : [O, 1 [ + M une transversale positive ne rencontrant L qu’en r(O). 
Soit U le saturt de ~(]0,1[). Puisque U est un ouvert sature, nous pouvons appliquer le 
theoreme 3.1. Une des feuilles du bord de 0 est homeomorphe a L et celle-ci est sans 
holonomie. D’apres le theoreme de stabilite de Reeb adapt6 aux varietes a bord et a coins, il 
existe un voisinage de (aI9 A L) dans K feuillete en produit. Par ailleurs, le feuilletage dans les 
‘tbranches” Bi est defini par une representation du groupe fondamental de Si dans le groupe 
des homeomorphismes croissants de [0, 11. Puisque L n’a qu’un bout, une seule branche 
intersecte L, par exemple B,. En elargissant le noyau K, on peut toujours supposer que S, est 

homtomorphea c Wi c W ‘Y L. Le groupe fondamental de S, est encore engendre par des 
i=l 

elements de torsion et la representation d’holonomie dans la branche B, est done triviale. Par 
consequent B, est feuillete en produit S, x [0, l] et B, n L z S, possede done un systeme 
fondamental de voisinages dans B, feuilletts en produit. En raccordant ces voisinages 
produits avec ceux que nous avons trouve dans K, nous obtenons des voisinages produits de L 
dans ii. Procedant de mime avec une transversale negative T’, on obtient un voisinage produit 
de L dans le complete d’un autre ouvert saturt. Ces deux voisinages produits fournissent 
tvidemment un voisinage produit de L dans M. H 

Soit R c M la r&union des feuilles de .F homtomorphes a W. D’apres le lemme 
prkcedent, R est un ouvert et la restriction de 99 R est definie par une fibration localement 
triviale de base une variete separte de dimension 1. Soit R, une composante connexe de R. 

LEMME 4.5. Le complete’ de R, ne peut Are compact. 

Demonstration. Dans ce cas fir est une variete compacte a bord et le feuilletage 9 
restreint a l’interieur de fiI est sans holonomie, toutes ses feuilles sont propres et 
homtomorphes a W. Le bord de a, ne peut Etre vide car un feuilletage sans holonomie d’une 
variete fermee ne peut avoir toutes ses feuilles propres et non compactes. Si F est une feuille 
compacte du bord de fir, l’holonomie de F est sans point fixe et a ses orbites propres. Par 
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constquent, cette holonomie est infinie cyclique. On en dkduit qu’un voisinage du bout de W 
est homkomorphe g un voisinage d’un bout du revktement infini cyclique de F correspondant 
ti l’holonomie. En d’autres termes, le bout de W serait pkiodique. Ceci est Cvjdemment 
contraire au lemme 2.1. l 

LEMME 4.6. L’espace des feuilles de la restriction de 9 d fi, ne peut &r-e R. 

Dbnonstration. Nous raisonnons toujours par l’absurde. Soit B, une branche de fil (il en 
existe puisque 6, n’est pas compact). Celle-ci est homComorphe P S, x [O, l] par un 
homkomorphisme 4 envoyant ( * } x [0, l] sur un intervalle situ& dans une feuille de N(plus 
prkistment de i* Jt ; mais nous omettrons i par la suite). D’aprts I’hypothkse du lemme, deux 
points distincts de 4 ({ *) x 10, 1 [) sont sur des feuilles distinctes de 9. De mime, deux 
points distincts de 4 ( { *} x ] 0, I[ ) sont sur des feuilles distinctes de 9. D’aprts le lemme de 
trivialisation 3.2, le saturk de 9 ({ *} x J 0, 1 J) par .F est homtomorphe B L x J 0, 1 J par un 
homkomorphisme envoyant L x { 1) sur une feuiIle de 9. En particulier, la feuille passant par 
4(*, 1) est homkomorphe g L et done g W. Mais ceci est impossible puisque R, est une 
composante connexe de l’ouvert de toutes les feuilles homtomorphes g W alors que la feuille 
passant par 4 (*, 1) est dans le bord de 0. l 

Le dernier cas qui nous reste $ ktudier, celui oh R, fibre sur le cercle, est le plus dklicat. Le 
but du paragraphe suivant est de montrer qu’il ne peut intervenir. 

5. LE CAS Oii fi, FIBRE SUR LE CERCLE 

Soit x E L et considkrons le point de premier retour h(x) de la feuille de Hpassant par x 
sur la feuille L. Nous obtenons ainsi un homkomorphisme h de L qui est la monodromie de la 
fibration de R, sur S’, de fibre L. (Remarquons que le fait que h soit dCfini globalement est une 
constquence du lemme de trivialisation 3.2). 

La mtthode que nous allons suivre est la suivante: si y est un lacet track sur L qui ne 
rencontre pas K, la suite h”(y) tend vers l’infini (Lemme 5.1). Ce fait, associt g la non- 
rkcurrence de W, montrera qu’un te! 7 est homotope Q 0 (lemme 5.2). L’homotopie de L se 
concentre done dans le noyau K de 0,. La compacitt de K nous donnera alors une propriktt 
de finitude pour le groupe fondamental de L (lemme 5.5). 11 nous sera alors facile de conclure. 

LEMME 5.1. La suite h” tend unijormPment vers l’injini sur tout compact de L nerencontrant 
pas le noyau K de ii,. 

Dkmonstration. Considtrons une branche Bi z Si x [0, l] de 6,. Dans Bi, le feuilletage 
9 est dCfini par une suspension et les feuilles de la restriction de .F g Bi sont dent des 
revktements de S,. 11 est clair que h : L n B, + L n Bi est un automorphisme de ce revitement. 
L’opkration de h sur L n B, est done propre et sans point fixes. n 

LEMME 5.2. Si 7 est un lacet track dans L qui ne rencontre pas le noyau K de 0,) alors y est 
homotope d 0 dans L. 

Demonstration. Rappelons que nous avons notC I-, le sous-groupe normal de G 
cc 

= * Z/p, Z engendrt par : Z/p, H. Le lacet y dkfinit une classe de conjugaison dans G; 
i=l i=l 

notons encore 7 un reprksentant de cette classe. Cet Cltment y de G appartient g r, pour k 
suffisamment grand. Soit h,‘l’automorphisme (dtfini B conjugaison intkrieure p&s) induit par 
h sur G. D’aprks le lemme 2.2, h;(y) E I-,. 

Ceci &ant. la suite h”(y) tend vers l’infini. Pour n suffisamment grand, l’tkment h”(y) est 
1 

done conjug& d’un klkment de AI = * ZJP, Z c G. Puisque nous savons que At n r, se 
i=k+l 

rCduit g l’klkment neutre, h”(y) est homotope g z&o. II en est done de mkme pour y. n 
L’application du thtorgme de Van-Kampen classique B L = (L n K) u (L -(L n K)) 
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nkessiterait la connexitk de a(L n K). Le lemme suivant montre que c2(L n K) n’a qu’un 
nombre fini de composantes connexes. 

LEMME 5.3. Pour towe feuille L de R, , l’intersection de L avec ?K est une re’union$nie de 
sowvarie’tt!s connexes et non compactes. 

Dkmonstration. Nous savons que 8°K est une reunion finie de sous-variktts du type i;Si 
x [0, 11. La trace de 9 sur dS, x [0, l] est dtfinie par la suspension d’une reprtsentation du 

groupe fondamental de dS,. Cette reprtsentation est sans points fixes et ses orbites sont 
propres. Elle est done soit triviale soit infinie cyclique. 

Le cas oh toutes ces reprbentations (correspondantes aux diverses branches de fi,) sont 
infinies cycliques correspond A la conclusion du lemme. En effet, soit f: [0, l] + [0, l] un 
gknkrateur de l’holonomie de aSi. On a par exemple f(t) < t pour t # 0,l. Dans un domaine 
fondamental pour f, c’est-A-dire un intervalle de type [f(t,), to], seuls un nombre fini de 
points correspondent A une mtme feuille L de .F puisque L est propre. Par conskquent, la 
trace de L sur { * > x [0, l] c dSi x [0, l] est une reunion finie de f-orbites. L’intersection de L 
avec dSi x [0, l] est alors une reunion finie de revktements infinis cycliques de Si et c’est bien 
ce que nous voulons montrer. 

11 nous reste g montrer qu’aucune reprksentation ne peut &re triviale, c’est-A-dire que la 
trace de 9 sur B, x [0, l] ne peut itre un produit. Dans ce cas, la feuille L coupe i:Si x [0, l] 
sur une rkunion dknombrable de sous-variktb Z, ( ‘Y dSi) telles que h(Z,) = Z, + 1. 

Puisque H,_ 1 ( W, Z) = 0, toute sous-vari6tk compacte de W, de dimension d - 1, borde 
une sous-variktt compacte A bord. Notons D, la sous-varittk compacte de L dont le bord est 
Z,. On a Cvidemment h(Q) = D, + 1. Puisque les feuilles de la restriction de .F B Bi sont des 
revitements de Si et done non compactes, D, ne peut pas &re contenu dans Bi. La rkunion 

(L n Bi) ” 
( > 

il;‘,D~ est alors une sous-varikt ouverte et fermte de L; c’est done L tout entier. 

L’action de h ktant propre et sans point fixe sur L n B,, et h (D,) Ctant &gal A D, + 1, on en dkduit 
que l’action de h sur L est elle aussi propre et sans points fixes. Mais la dimonstration du 
lemme 5.2 montrerait alors que tout lacet de L est homotope B 0, ce qui est absurde. n 

Nous utilisons maintenant la compacitk de K. 

LEMME 5.4. II existe un nombrefini de lacets yl, yz, . . . , y,,, de L n K tels que, pour toute 
composante connexe de L n K, ceux des lacets h”(y,), n E Z, 1 I i I m, qui sent dans cette 
composante engendrent le groupe fondamental de cette compoiante en tant que sous-groupe 
normal. (Un lacet dkfinit une classe de conjugaison et, en ce qui concerne le sous-groupe 
normal engendrt, le choix d’un reprbentant dans cette classe n’importe pas). 

Dkmonstration. I1 s’agit d’un fait g&&al tout A fait tlkmentaire qui est une conskquence de 
la suite exacte d’homotopie d’un fibrk: Si une variktt K a un groupe fondamental de type fini et 
fibre sur le cercle, la fibre L n R posskde la propriktk d&rite dans le lemme. n 

Une condquence de ce fait est le lemme suivant: 

LEMME 5.5. I1 existe un nombreJini de lacets y,, y2, . . . , y,, y,,,+ , , . . . , yp de L tels que les 
lacets h”(y,), 1 < i I p, n E Z, engendrent le groupe fondamental de L en lant que sous-groupe 
normal. 

Dkmonstration. Dans chaque composante de o’(L n K), choisissons un point. (NOUS 
savons qu’il existe un nombre fini de composantes d’aprbs le lemme 5.3). Si deux de ces points 
appartiennent A la mime composante de L n K (ou de L n Bi), relions les par un chemin de 
L n K (ou de L n Bi). On obtient ainsi un graphe fini immergb dans L. Soit y, + t, . . . , yp un 
systkme de gCnCrateurs du groupe fondamental de ce graphe. Le thtorkme de Van-Kampen, le 
lemme 5.2, et le lemme 5.4 montrent que yl, yz, . . . , y,, y,+ 1, . . . , yp satisfont aux con- 
ditions requises H 
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5.6. Fin de la ddmonstration du thkortme. Les lacets yi, 1 I i s p, appartiennent au sous- 
e 

groupe normal r, de * Z/pi Z engendre par : 
i=l 

z/pi h pour un certain entier k. D’apres le 
i=l 

lemme 2.2, les lacets h”(y,) appartiennent eux aussi a ce sous-groupe normal T,. Les lacets 

h” (vi) ne peuvent engendrer z 
(0 

Z/pi Z comme sous-groupe normal puisque * Z/pi h n’est 
i=l i=k+l 

pas dans Tk. On obtient done la contradiction cherchee. n 
Terminons ce travail par quelques remarques. 

Remarque 5.7. Nous avons en fait le choix des nombres premiers pi, la seule condition 
ttant qu’ils soient distincts. Nous produisons done une infinite non denombrable de varietts 
W qui ne sont pas feuilles. 

Remarque 5.8. Nous ne savons pas si W peut itre une feuille d’un feuilletage de 
codimension superieure dune varittt compacte. 

Remarque 5.9. Le cas oti d = 2 reste ouvert. La methode utilis&e ici n’est pas applicable 
puisqu’il n’existe pas de surfaces compactes dont le groupe fondamental est isomorphe a 
zjp, z !. 
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