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Avant-propos

Ce mémoire traite de la résolution de problemes de base en algebre linéaire exacte tels que
le calcul du déterminant, de la matrice inverse et de formes normales de matrices. L’orientation
est algorithmique et tournée vers des études de complexité, a savoir que 1'on se pose la question
de calculer les quantités le plus rapidement possible. Outre replacer certains de nos travaux de
recherche dans leur contexte, le but en est une synthese des avancées récentes du domaine.

On sait qu’en modele algébrique, c’est-a-dire pour des matrices sur un corps K abstrait, les
problemes fondamentaux de 1’algebre linéaire — hormis la résolution de systemes qui est peut-
étre plus simple — sont équivalents au produit de matrices (théoreme 1.1.1). Le calcul formel
transpose la question au cas de matrices a coefficients dans Z ou dans un anneau de polynémes
Klz]. Le fil rouge des recherches en cours et a fortiori de ce document, est d’en appréhender
la répercussion sur les complexités. On ne s’attaque pas au sujet a briile-pourpoint, nous allons
présenter quelques exemples de réponses partielles auxquelles nous avons contribué. Par contraste
avec le cas algébrique ou les nombres sont des atomes, on considérait que la répercussion en
question était d’ajouter un facteur n relié aux dimensions des matrices et justement di aux tailles
des données & manipuler. On se référera a I'identité (4.1) quant aux longueurs binaires des entiers
ou & (5.1) quant aux degrés des polynomes. Nous allons voir des techniques et algorithmes qui
convainquent que le surcott en les dimensions, comparé au cas algébrique, est souvent bien moindre
que n (n" avec 0 < 1 < 1 pour les matrices entieres au chapitre 4). Il peut méme n’étre qu’un
facteur logarithmique (déterminant, forme normale de Smith et inversion de matrices polynomiales
au chapitre 5). Ces techniques et algorithmes ont aussi des applications dans des contextes plus
spécifiques. Nous aborderons le calcul sans division et ’algeébre linéaire des matrices creuses ou
plus généralement boites noires.

Sans trop anticiper sur les chapitres qui vont suivre, prenons informellement I’exemple du
calcul du déterminant d’une matrice A carrée n X n. Sur un corps K abstrait ce calcul est réalisable
en O(n*) opérations dans K olt w est 'exposant du produit de matrices. En revanche, si A est &
coefficients entiers, la longueur binaire du déterminant est en O(nlogn|A||). Appliquer le théoréme
chinois méne donc a calculer le déterminant en O(n* x nlognl||A||) opérations binaires, et & penser
que la complexité est régie par la longueur de la sortie. D’ou aussi le facteur n dont nous parlions
plus haut. On sait maintenant que ce dernier n’a rien d’essentiel, pourquoi? Une réponse est
que le produit n¥ X n n’est qu'une majoration brutale tendant a supposer que de 'ordre de n®
opérations doivent étre effectuées sur des nombres de longueur O(nlogn||A||). Il n’en n’est rien et
réduire la complexité consiste a faire le maximum d’opérations sur des entiers courts pour limiter
Papparition des entiers plus longs aux phases finales des algorithmes (et & la sortie nécessairement).
Concretement cela va s’illustrer avec des algorithmes “par blocs” comportant des grandes phases
d’augmentation (ou de diminution) des longueurs mises en jeu.

Le déterminant se révele étre le cas le “plus simple”, peut-étre parce que de son calcul comme
produit des facteurs invariants (forme normale de Smith) se dégagent naturellement des phases
de calcul associées a ces facteurs. Nous présentons plusieurs nouveaux algorithmes aux chapitres 3
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iv Avant-propos

et 4. Les résultats sont plus difficiles (encore partiels) pour des problemes tels que le polynéme
caractéristique ou linversion. Nous verrons néanmoins au chapitre 5 quelques progres dans le
cas des matrices polynomiales. Le surcott est alors dii aux degrés des polynomes plutdt qu’aux
longueurs des entiers et les raisonnements sont trées analogues.

Le “lien” entre ces calculs sur Z ou sur K[z] et le calcul sans division vient du procédé
d’élimination des divisions de Strassen. Il fait en effet intervenir des séries formelles et l'ordre
auquel on les tronque détermine une longueur qui joue sur les cotuts. Le rapport entre les premiers
chapitres et le chapitre 6 sur les matrices boites noires est plus clair. L’utilisation de ’approche
Krylov / Lanczos est en effet un outil important aussi bien pour des matrices denses que pour ces
dernieres.

Le mémoire est organisé comme suit. Les problemes concernés sont introduits au chapitre 1
avec les définitions et rappels de base pour le reste de la lecture. Un paragraphe y propose aussi
un bref panorama des méthodes de résolution. Le chapitre 2 se consacre ensuite a ’approche
Krylov / Lanczos. Communément utilisée en analyse numérique, elle apporte aussi des progres
notables en calcul exact et en complexité. En particulier, le chapitre 3 montre comment elle permet
d’améliorer la complexité du calcul du déterminant sans division. Comme annoncé, les chapitres 4
et 5 détaillent ensuite des aspects nouveaux du calcul sur les matrices a coefficients entiers ou
polynomiaux. Le chapitre 6 s’intéresse aux algorithmes spécialisés pour les boites noires et a la
notion de pré-conditionnement algébrique.

Modeéle de calcul, algorithmes probabilistes. Nous restons informel sur le modele de calcul. Disons
que les algorithmes déterministes correspondent a des programmes d’évaluation et & des machines
RAM voire PRAM, binaires et arithmétiques sur un anneau R ou un corps K abstraits. Pour les algo-
rithmes probabilistes nous supposons aussi disposer, pour une entrée de longueur ! du programme,
d’un nombre polynomial en [ de bits aléatoires ou d’éléments aléatoires d’un sous-ensemble fini
de l'anneau ou du corps. Deux types d’algorithmes probabilistes sont manipulés. Un algorithme
de type Las Vegas — toujours correct et probablement rapide — retourne une réponse juste pour
une proportion constante des entrées aléatoires et retourne “échec” sinon. Un algorithme de type
Monte Carlo — toujours rapide et probablement correct — retourne la bonne réponse pour une
proportion constante des entrées aléatoires et n’est pas spécifié sinon.

Les coiits des algorithmes sont le plus souvent donnés en termes de “O ()" ou O (f(n)) signifie
O(f(n)1og®Y f(n)). Le cott du produit de deux polynémes de degrés n dans R[z] est noté M(n).
On sait que 'on peut prendre M(n) = O(nlognloglogn) [20]. L’exposant du produit de matrices
est noté w (cf §1.1). Le degré d’une matrice sur K[z], fréquemment noté d, est le maximum des
degrés de ses coefficients. Cela améne des complexités en fonction des dimensions des matrices et
de d. Pour une matrice A dans Z"*", la norme infinie est notée ||A||. Si a; ; est le coefficient i, j
alors [|A|| = maxi<i<n -5, |ai;| et chaque coefficient de A s’écrit avec un nombre de bits borné
par 1+ log (||]A|| + 1) . Les complexités correspondantes sont données en fonction de n et de ||A]|.

Ouwrages de référence. Le livre de Gantmacher [49] est une référence fondamentale pour tous les
aspects d’algebre que nous regardons. Comme autres ouvrages généralistes en algebre linéaire,
notamment concernant les formes normales, citons aussi MacDuffee [86] et Newman [97].
L’ouvrage de von zur Gathen & Gerhard [51] fait le tour des techniques algorithmiques essen-
tielles du calcul formel. Sur le sujet on se reportera aussi au volume encyclopédique [24]. Pour
la complexité algébrique on pourra se référer a Biirgisser, Clausen & Shokrollahi [18]. Quant &
Palgorithmique exacte des matrices, le livre de Bini & Pan [12] permet un large survol en modeles



algébriques ou binaires. Celui de Abdeljaoued & Lombardi [2] focalise plus particulierement sur le
polyndme caractéristique en algébrique. Sur la question des descriptions de fractions et des matrices
polynomiales nous nous référons a Kailath [64] ainsi qu’a Gohberg, Lancaster & Rodman [59].
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1. Questions de base et formes normales

1.1 Déterminant, rang, noyau

Le cotlit du produit de matrices sert en général de repere pour comparer les cotits des algorithmes
de base en algebre linéaire. Il représente méme souvent une borne inférieure. On introduit donc un
parametre w € [2,3] pour désigner 'exposant du produit de deux matrices carrées n X n sur un
corps commutatif K. Ce parametre représente toute valeur telle que le produit puisse étre calculé
en O(n*) additions, soustractions ou multiplications dans K, voire la meilleure valeur possible [18,
§15.1 et §16.1]. Le produit de matrices habituel donne w = 3 et 1’algorithme de Coppersmith et
Winograd conduit & w & 2.376 [28]. Des exposants spécifiques au produit de matrices rectangulaires
sont donnés dans [27, 62].

Parmi les premieres questions qui se posent apres le produit de matrices, pour une matrice A
de dimensions n x m donnée sur un corps, sont la résolution de systemes linéaires

Ay =05, b e K", (1.1)
le calcul du rang r de la matrice ainsi que le calcul d’une base N de son noyau
AN =0, N € Kmx(m=r), (1.2)

Si A est carrée n x n, on cherche & calculer son déterminant det A, son polynéme caractéristique
det(zI — A) € KJz] et son inverse. Les nombreuses études sur le sujet montrent que pour un corps K
abstrait, toutes ces questions sont extrémement voisines. On se référera aux récapitulatifs dans [12,
Chap. 2] ou [18, Chap. 16].

Théoréme 1.1.1. Pour une matrice inversible sur un corps K abstrait la solution a un systéme
linéaire, le déterminant et linverse se calculent en O(n*) opérations dans K [118, 110, 17]. Le
polyndéme caractéristique se calcule en O(n“logn) opérations dans K [78].

En calculs par circuits arithmétiques, I’exposant w est le meilleur possible pour le déterminant [4],
pour Uinverse [119, 17] et pour le calcul du polynéme caractéristique (puisque son terme constant
donne le déterminant).

On ne sait pas si la résolution de systéme linéaire est un probléme de méme complexité ou plus
simple que le produit de matrices [4, Question p. 328].

Pour une matrice a coefficients sur un anneau principal R comme Z ou K|[z] on peut se poser les
mémes questions (1.1) et (1.2) sur le corps Q ou K(z) associé. On peut aussi chercher a résoudre
les problemes diophantiens correspondants c’est-a-dire en restant dans ’anneau pour

Ay =b, beR", (1.3)

et pour
AM =0, M € Rm*(m=r), (1.4)

Dans ce dernier cas, puisqu’il n’y a pas unicité, on peut se donner des contraintes supplémentaires
et calculer la base formée par les colonnes de M sous une forme particuliere, comme par exemple
sous forme de base minimale (voir §1.4).
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En dehors des cas purement algébriques, les cotits de résolution de ces problemes sont a priori
reliés aux tailles des données manipulées. Il s’agira de longueurs d’entiers (en nombres de bits) et
de degrés de polyndémes. La premiere taille qui peut avoir un impact est celle du déterminant. Dans
le cas entier, la borne d’Hadamard [51, Theorem 16.6]

log|det A| < (n/2)logn + nlog ||All, A€ Z™*" (1.5)

indique que le déterminant peut comporter jusqu’a O (nlog ||A||) chiffres. Dans le cas polynomial,
pour A de degré d, on a immédiatement

degdet A < nd, A € K[z]"*".

Ni sur K[z] en comptant les opérations dans K, ni en complexité binaire sur Z en comptant
le nombre d’opérations sur les bits, on ne dispose d’analogue au théoreme 1.1.1 de complexité
algébrique. Les difficultés relatives des problemes sont méconnues.

1.2 Forme normale de Smith

Plus précisément que par le déterminant, le lien entre les tailles des données et les couts des
algorithmes pourra étre révélé par la forme normale de Smith [111, 97] (voir la fin de I'introduction
au chapitre 4 en page 27).

Théoreme 1.2.1. Toute matrice n X m sur un anneau principal R est équivalente a une matrice
diagonale

S1
52

S:UAV: ". ERnXm

Sr

ot U et V sont unimodulaires sur R (carrées et de déterminants inversibles dans R); ou les seuls
coefficients mon nuls sont les r coefficients diagonauz s;, appelés facteurs invariants de A ; ot ces
facteurs invariants vérifient s;11|s;, 1 < i < r — 1. Cette matrice diagonale est appelée forme
normale de Smith de A. Elle est unique a multiplication prés des s; par des éléments inversibles
de l'anneau.

Une premiére intervention de cette forme concerne la résolution de systémes linéaires. Pour
A € R"™"™ de déterminant non nul et b € R™, supposons que les fractions composantes de y
dans (1.1) soient réduites. Alors, au dela des régles de Cramer, on sait que le plus petit dénominateur
commun de ces composantes est au plus s1, le plus grand facteur invariant de A (voir aussi la notion
de matrice adjointe “réduite” [49, Chap. 4, §6]).

Exemple. On a par exemple

3 2 1 19 —44 0 0 2 7 6 0 0
S=UAV=| 6 3 1 —57 134 —6 01 3|=|10 20
19 9 3 51 —124 18 1 0 1 0 0 1
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La solution d’un systeme Ay = b est alors y = V.S~'Ub. Donc seule la matrice inverse de S donne
au plus 6 comme dénominateur a y. O

Nous aurons 'occasion de voir en détail I'influence de la forme des qu’il s’agira de calculer le
déterminant ou le polynéme caractéristique. En effet, par construction, pour A inversible on a

det A = s159...5,. (1.6)

La forme normale est génériquement triviale, c’est-a-dire qu’en général, si A n’est pas inversible
ses facteurs invariants sont tous égaux a 1; si A est inversible, tous sauf le premier (qui est égal au
déterminant) sont égaux & 1. Nous avons par exemple montré le résultat suivant avec W. Eberly
et M. Giesbrecht.

Théoréme 1.2.2. Soit a € Z et soit A = {a,a+1,...,a+ X\ — 1} un ensemble de A\ entiers
consécutifs. Si A est une matrice entiere n X n dont les coefficients sont choisis au hasard uni-

formément et indépendamment dans A alors le nombre moyen de facteurs invariants non triviaux
de A est en O(logy n) [40, Corollary 6.5].

1.3 Forme réduite et forme normale de Popov

Nous utiliserons la forme normale de Popov pour la normalisation de matrices sur K[z] vues soit
comme matrices polynomiales (pour les bases minimales, §1.4) soit comme polyndmes matriciels
(pour les polynémes minimaux, §1.5). Cette notion, courante en calcul algébrique, est ’analogue
plus simple de la réduction de bases de réseaux entiers (voir par exemple [50] et [51, Exercise
16.12]). Nous avons repris le nom de Popov qui a utilisé cette forme pour normaliser les systémes
linéaires en théorie du controle [103, 64, 124].

Ici, pour une matrice A dans K[z]"*™ ce sont les degrés maximaux d;, 1 < j < m, des colonnes
prises séparément qui importent. Soit A; € K™*™ la matrice dont la colonne j est le vecteur des
coefficients de 2% dans la colonne j de A.

Théoréme 1.3.1. Une matrice polynomiale A de rang r est dite réduite en colonnes si sa “matrice
de téte” A; posséde r colonnes indépendantes et m — r colonnes nulles. Pour toute matrice B €
Klz]™*™ il existe une matrice unimodulaire U € Klz]™>™ telle que BU soit réduite en colonnes [64,
86.3.2].

S’il y a besoin d’unicité on dispose d’une forme réduite en colonnes normalisée dite sous forme
normale de Popov. On choisit de prendre la matrice de téte A; sous forme échelonnée en colonnes
avec des éléments pivots égaux & 1 (les polyndémes correspondants dans A sont unitaires). Les
polynomes dans une ligne de A sont de degrés strictement plus petits que celui de I’élément corres-
pondant au pivot dans la méme ligne de A;. On reconnait la la normalisation habituellement utilisée
pour la forme normale d’Hermite [97]. Nous avons proposé avec B. Beckermann et G. Labahn une
définition de forme normale & décalages qui entre autres unifie les deux cas [8, 7]. D’apres [64,
§6.7.2], pour toute matrice polynomiale B il existe une matrice unimodulaire U telle que BU soit
sous forme de Popov.

La forme normale de Popov en lignes se construit de maniere analogue, par exemple a partir
de la forme en colonnes de la matrice transposée.
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1.4 Bases minimales et indices de Kronecker

Quitte a ré-arranger ses colonnes, si A sur K[z] est réduite en colonnes, on supposera que les
degrés di,ds, . .., d, sont ceux de ses colonnes non nulles et qu’ils vérifient d; < ds < ... < d,. Une
propriété importante est la minimalité de ces degrés.

Théoreme 1.4.1. Soit M le K[z]-module engendré par les colonnes de A. Si A est réduite en
colonnes de degrés dq, . ..,d, alors les degrés d; rangés en ordre croissant d’une base quelconque
de M satisfont a dj > dj, 1 < j <r [64, §6.5.4]. On dit que les colonnes de A forment une base
minimale de M.

Par conséquent, deux matrices réduites en colonnes et (unimodulairement) équivalentes & droite
ont les mémes degrés (en colonnes & lordre pres). Quand M est l'espace nul d’une matrice, alors
ces degrés sont appelés indices de Kronecker (& droite) de la matrice dont ils caractérisent la
“singularité” [49].

Exemple. On a

r—1 0 07
z 0 0

z 1 0 0 0 O
—22 0 0
AM =0 z 1 0 0 0 =0.
22 0 0

0 0 z 1 00
0 1 0
L 0 0 1]

Puisque M est réduite en colonnes de degrés 3,0,0 et forme une base du noyau de A (comme
module), ces degrés sont les indices de Kronecker de A (on a ici un faisceau Ag+xA;). Toute autre
base dans K[x]%*3 du noyau de A comportera au moins un vecteur de degré 3. O

Les valeurs de ces degrés minimaux interviennent directement dans les cofits de certains algo-
rihmes. On ne dispose en général que d’une borne sur leur somme avec notamment un transfert
des indices structuraux. On définit pour cela §(A) le degré de McMillan d’une matrice polynomiale
A de rang r comme le maximum des degrés des déterminants de ses sous-matrices r X r [65]. Pour

A € Klz]"*™ de degré d, dont le module des colonnes a comme degrés minimaux dy,...,d, et
d’indices de Kronecker & droite 31, ..., Gpm_ o0 a
S(A) = di+ Y B (1.7)
j=1 1=1

et en particulier,

Nous avons donné une version plus générale de ces identités pour borner les degrés des matrices
de passage vers les formes normales & décalages [8, 7).
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1.5 Polynémes minimaux

La notion de polynéme minimal sera essentielle & 1’approche Krylov / Lanczos. Le polynome
minimal d’une suite de matrices (4;);>o sur K engendrée par une récurrence linéaire scalaire

Aifo+Aipifi+...+Aiafa=0,i2>0, fj €K, (1.8)

est le polynéme unitaire fo + fiz + ...+ fa_12% ! + 2% de plus petit degré donnant une relation
de récurrence (1.8) possible. Dans le cas d’une récurrence matricielle & droite définie par

AiFQ+Ai+1F1—l—...—l—AierFd:O, 1> 0, Fj S Kmxm’ (19)
et a I'image du cas scalaire on peut considérer les polynémes matriciels du type
F(z) = Fo+ Fiz + ...+ Fyz? € K[z]™ ™. (1.10)

Pour une suite donnée on vérifie que les colonnes des polynomes matriciels vérifiant (1.9) forment
un K[z]-sous-module My, de K[z]™. Nous avons donc proposé la définition suivante.

Définition 1.5.1. On appelle polynéme minimal matriciel (a droite) d’une suite de matrices
donnée par une récurrence linéaire du type (1.9), un polynéme matriciel correspondant comme
en (1.10), sous forme réduite en colonnes et dont les colonnes forment une base de My,. On parle
du polynéme minimal pour Uunique polyndme minimal sous forme normale de Popov [127].

Vu le choix de normalisation pour la forme de Popov (pivots égaux & 1), le polynéme minimal
matriciel coincide avec le polynéme minimal dans le cas (1.8).

Exemple. Soit la suite de matrices

we=(lo [l o2l o))

sur Z/27Z, de laquelle le polynoéme matriciel

0 1

2 2 7
M(m):{x +x+1 1+=zx

est polyndome générateur. On a par exemple,

0 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1
A0M0+A1M1+A2M2:|:O 1:|[0 1:|+[1 1:||:0 0]"’{1 0}|:0 0:|:O‘

On peut vérifier que les colonnes de M engendrent le module M4, correspondant. La matrice M (z)
est équivalente en colonnes a la matrice

F@=| T 4

qui est sous forme de Popov. Cette derniére est donc le polyndéme minimal matriciel de la suite, en

particulier
o 170 1 11 1 07
A0F0+A1F1—[O 1}{1 1]4—{1 1]{0 1}—0.
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Proposition 1.5.2. Une suite vérifie une récurrence scalaire (1.8) si et seulement si elle vérifie
une récurrence matricielle (1.9) [121, Theorem 4.1].

Démonstration. Cette derniere condition est suffisante puisque si F' € K[z]™*"™ engendre la suite

selon (1.9) alors c’est aussi le cas pour FF* ou F* est la matrice adjointe de F. Or, FF* =
diag(det F,det F,, ..., det F'), donc det F' € K[x] engendre la suite selon (1.8). Réciproquement, si
f € K[z] engendre la suite selon (1.8) alors diag(f, f,..., f) engendre la suite matriciellement. O

Le probleme de calculer le polynéme minimal d’une suite donnée a été tres étudié aussi bien
dans le cas scalaire que matriciel. Outre 'approche Berlekamp / Massey, différents point de vue
peuvent étre choisis comme la résolution de systeémes linéaires structurés, I’approximation de Padé
ou 'algorithme d’Euclide. Rappelons que 'on note M(d) le nombre d’opérations arithmétiques du
produit de deux polynémes de degrés d dans K|x].

Théoréme 1.5.3. S’il est de degré au plus d donné, le polynome minimal F € Klz]™*™ d’une suite
de matrices (1.9) linéairement engendrée dans K™*™ se calcule en O(m3d?) ou, avec transformée
de Fourier rapide, en O(m?M(md)log(md)) opérations dans K & partir des 2d premiers termes de
la suite.

Pour une introduction a I’algorithmique correspondante on peut se référer a [51, §12.3]. Quand
m =1, le cotit O(M(d) log(d)) correspond & I’algorithme de Knuth / Schénhage [79, 109] pour l’al-
gorithme d’Euclide sur des entiers. La méme approche donne une version rapide de 1’algorithme
de Berlekamp / Massey [89]. Quant & Paspect approximation de Padé et résolution de systémes
Toeplitz ou Hankel voir aussi [13, 15, 92]. Dans le cas matriciel, pour le calcul d’un polynéme
minimal non forcément normalisé, ’algorithme de Berckermann & Labahn part du point de vue
de I’approximation [5]. Celui de Coppersmith généralise plus directement la technique de Berle-
kamp / Massey [26]. On verra aussi [58] ou [67] et ses références autour des matrices structurées.
Calculer le polynéme minimal sous forme normale de Popov revient & inclure une normalisation au
fil des algorithmes matriciels précédents. C’est par exemple I’algorithme Fffg de Beckermann & La-
bahn en rapport avec I’approximation de Padé [6, 8] ou ce que nous avons nous-mémes proposé en
utilisant des matrices structurées [124].

Nous spécialiserons le résultat du théoreme 1.5.3 pour des suites “normales” au paragraphe 2.5.
Dans [80], nous avons eu 'occasion avec P. Koiran et N. Portier de travailler sur les polynémes
minimaux de suites “g-récurrentes”. Une suite (A;);>o de vecteurs de K" est dite g-récurrente
d’ordre d, pour ¢ lui-méme vecteur de K", si la suite (qTAi)izo est linéairement récurrente.

1.6 Fractions et pgcd de matrices

Une matrice A € K(x)"*™ de fractions rationnelles peut se décrire a I’aide d’un couple — appelé
description & droite — formé d’une matrice P € K[z]"*"™ et d’une matrice inversible Q € Klz]™*™
telles que A = PQ~!'. Comme dans le cas scalaire, on va voir que I’ensemble des descriptions
possibles d’une fraction donnée s’obtient a partir d’une description irréductible.

Définition 1.6.1. Une fraction A € K(x)"*™ est dite strictement propre si lim,_ ., A(z) = 0.
On peut alors facilement vérifier le lemme qui suit.

Lemme 1.6.2. Si (P,Q) est une description & droite de A et que A est strictement propre, alors
les degrés des colonnes de P sont strictement inférieurs auz degrés des colonnes correspondantes

de Q.
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Pour arriver a la notion d’irréductibilité, la forme normale de Popov en lignes nous permet
d’abord de définir un plus grand commun diviseur a droite unique pour les polynéomes matriciels.
Avec P et Q comme ci-dessus, soit U € K[z](™+7)x(m+n) ynimodulaire telle que

U(x) { P(x) } _ [ Glw) ] € K[a](mtmxm (1.11)

avec G € Klz]™*™ sous forme normale de Popov. Puisque @ est inversible, G l'est aussi. On voit

A partir de
S LANED

que G est un diviseur commun & droite de P et de Q. En effet, en choisissant pour U; € K[x]™*™
et Uy € K[z]™*™ les sous-matrices adéquates de U1, on a

Ui(z)G(x) = P(z), Us(2)G(z) = Q(x). (1.12)

Comme énoncé dans le théoréeme suivant la matrice G est méme maximale parmi tous les diviseurs
communs.

Théoréme 1.6.3. Le polynome matriciel G est un plus grand diviseur commun a droite de P et
de Q, c’est-a-dire que tout autre diviseur polynomial M commun a droite est diviseur a droite de
G. En d’autres termes, si

P(z) = S(x)M(x) et Q(x) =T(x)M(x)

pour S et T matrices sur K[z] alors il existe une matrice polynomiale V' telle G = VM [64, §6.3].
Puisque G est définie de maniére unique a partir de P et de QQ on peut considérer que G est le
pgcd (4 droite) de P et de Q.

Toute matrice VG pour V unimodulaire est un plus grand commun diviseur & P et a ). On
voit & partir du théoréme 1.4.1 (en lignes) que le choix de la forme de Popov pour la normalisation
conduit a un pged avec des degrés de lignes minimaux.

Les deux matrices P et @ avec () inversible sont dites premieres entre elles si leur pged est
'identité, on dit alors qu’elles forment une description irréductible de A = PQ~!. On aura aussi
I’occasion d’utiliser la caractérisation suivante.

Corollaire 1.6.4. Si P et Q sont premiéres entre elles alors il n’existe pas de xq tel que P(xg) et
Q(zo) aient un vecteur non nul en commun dans leurs noyau.

En effet, s’il existait un tel vecteur u # 0, d’apres (1.11) on aurait

Plxo) | _ [ 1] _
U(zo) { Qo) ]u [ 0 ]u(),
ce qui n’est pas possible.

Exemple. Le corollaire porte bien sur ’existence de vecteurs propres en commun, ’existence de
valeurs propres communes ne dit pas grand chose. Considérons par exemple

rz—1

P(z) = { et Q(x) =

rz+1 0 }

0 z+1 0 x—1
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Ces deux matrices ont un pged égal a I'identité. Un pged non trivial signifie au moins un zéro en
commun mais aussi que la structure propre associée a ce zéro soit commune. Par exemple

P() x—1 Q’() rx+2 x+1
x) = et x) =
0 xz+1 0 z2-1
dont le pged est
1 0
G(z) = .
0 z+1

P(-1) :{ 02 2 } et Q'(—1)

ont un noyau commun donné par le vecteur [0 1]7. O

Il
| —— |
[en} =
o O
| S

Théoréme 1.6.5. Soit une description A = PQ™1 € K[z]"™*™ irréductible de A. Pour toute
autre description A = ST~ il existe une matrice polynomiale G € Kz]™*™ telle que S = PG
et T = QG (G est un pged de S et de T'). Si S et T sont aussi premiéres entre elles alors G est
unimodulaire [64, Theorem 6.5-4).

1.7 Similitude et forme normale de Frobenius

Au paragraphe 1.2 nous avons évoqué I'importance de la forme normale de Smith pour le
calcul du déterminant. La forme normale de Frobenius [47] que nous allons maintenant définir,
jouera un role analogue pour le calcul du polyndéme caractéristique y 4. Ce dernier est en effet
un cas particulier de déterminant puisque x4(xz) = det(zI — A). La forme de Frobenius fait de
méme intervenir le polynéme minimal 74 de la matrice, elle aura aussi son importance pour la
compréhension de ’approche Krylov / Lanczos par blocs.

Théoréme 1.7.1. Toute matrice A € K"*™ est semblable a une unique matrice diagonale par
blocs
F =P 'AP =diag (Cy,,Cy,,...,Cy,) € K"

ot les blocs Cy,, 1 < i < ¢, sont des matrices compagnons définies par des polynomes f; € K[z]
vérifiant fir1lfi, 1 < i < ¢ — 1, et appelés facteurs invariants de A. Cette matrice est appelée
forme normale de Frobenius de A [49, Chap. 6, §5].

En particulier, le “plus grand facteur invariant” f; (de plus haut degré) est le polynéme minimal
de A. Le terme “facteur invariant” a le méme sens qu’au paragraphe 1.2.

Théoréme 1.7.2. La forme normale de Frobenius de A est diag (Cfl,C’fz, e ’Cﬁ») si et seulement
si la forme normale de Smith de xI — A est diag (f1, fo, ..., fs,1,...,1) [49, Chap. 6, §5-§6].

En particulier, comme pour (1.6) on a :

xa(z) = fi(z)fa(z) ... folx). (1.13)

Les liens théoriques entre les deux formes normales ont conduit a beaucoup d’analogies entres les
algorithmes pour les calculer, de méme que certains résultats reposent sur une approche hybride
équivalence unimodulaire / similitude (voir [126, 117] et [114, Chap. 9]).



§1.8 Questions de base et formes normales 9

Giesbrecht a donné un algorithme probabiliste Las Vegas pour calculer la forme de Frobe-
nius en O (n*) opérations dans K [53]. Cette complexité est atteinte de maniére déterministe par
Storjohann [114, Chap. 9].

1.8 Panorama des méthodes de résolution

En liaison avec les questions abordées dans les paragraphes précédents et plus particulierement
la résolution de systeme, le calcul du déterminant, de I'inverse et du polynome caractéristique,
une large gamme de méthodes directes a été développée. Les résultats donnés ou cités dans les
chapitres suivants de ce mémoire s’appuient sur la plupart des techniques qu’elles font intervenir.
Nous commentons cette gamme de méthodes tres brievement ici en citant les correspondances qui
se présentent. Une compréhension d’ensemble du panorama échappe encore. Quelque peu arbitrai-
rement, nous répertorions les méthodes en deux grandes classes : selon qu’elles développent un
mécanisme d’élimination ou qu’elles font explicitement intervenir des puissances de matrices.

1.8.1 Eliminations

La résolution directe d’un probléme d’algebre linéaire qui met en jeu une matrice A passe
fréquemment par une méthode d’élimination afin de transformer A en une matrice équivalente de
forme “plus simple” permettant de résoudre le probleme “plus facilement”. Le type de I’élimination
dépend de I'équivalence que 1'on considere. En calcul formel trois types principaux d’éliminations
sont concernés.

Si I’équivalence est & multiplication pres, a droite ou a gauche, par des matrices de GL(n, K),

A'=LAou A = LAR, A€ K"™" L R e GL(n,K),

Iélimination est de type Gauss ou Gauss/Jordan [49, Chap. 2]. Les formes plus simples obte-
nues sont triangulaires ou diagonales, elles sont utilisées pour résoudre un systeme ou calculer le
déterminant. En modele algébrique on se reportera aux ouvrages [12, Chap. 2] ou [18, Chap. 16].
En modele binaire sur Z, la technique est combinée & la limitation de la taille des coefficients a la
Bareiss [3] ou au théoréme chinois [42, 19].

Si I’équivalence est a multiplication pres, a droite ou a gauche, par des matrices unimodulaires
sur un anneau principal R,

A'=UAou A =UAV, Ac R U V,U L V! eR™,

le principe de I’élimination de Gauss se conserve. La différence étant que les divisions utilisées
pour la construction des matrices élémentaires sur un corps sont remplacées par des calculs de
pged [86, 97]. Les formes plus simples calculées sont ici aussi triangulaires ou diagonales. On se
référera a Storjohann pour un exposé des développements récents de ces méthodes pour le calcul
des formes normales d’Hermite [60] et de Smith [111], ainsi que pour les liens calculatoires de
cette approche avec I’élimination de Gauss [114, Chap. 5]. Ici c’est plutdt le modele binaire qui est
concerné (calculs de pged).
Si I’équivalence est la similitude de matrices sur un corps,

A= P71AP, A € K™, P e GL(n,K),

Pélimination de Danilevski [30, 98] conduit en particulier & des formes Hessenberg creuses, comme
dans [78] ou [52, Chap. 2], ou tridiagonales par blocs [114, Chap. 9]. Toujours en suivant le principe
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de Gauss de faire apparaitre des zéros de proche en proche dans la matrice, I’élimination effectue
des opérations de lignes et celles correspondantes de colonnes pour la similitude. Comme vu au
paragraphe précédent dans le cas d’une matrice I — A, ou dans le cas de matrices polynomiales
générales [126], 'équivalence par matrices unimodulaires peut étre rapprochée de cette élimination
par similitudes. En modele algébrique les références précédemment citées s’intéressent au calcul du
polynome caractéristique (et donc du déterminant) et de la forme normale de Frobenius. L’approche
se prolonge en modele binaire pour des matrices entieres [52, 57].

L’élimination de Danilevski est quasiment équivalente & I’approche de Krylov [81] (paragraphe
qui suit) puisque les transformations correspondantes aux mises sous formes normales sont juste-
ment des matrices de type Krylov [49, Chap. 7, §5].

1.8.2 Puissances de matrices

La méthode de Le Verrier [85] calcule le polynéme caractéristique & partir des puissances de la
matrice et des sommes de Newton [44, §47]. L’approche, redécouverte et améliorée [113, 43, 46], a
été particulierement utilisée en complexité parallele (modele algébrique) [29, 104, 48].

La méthode de Krylov / Lanczos [81, 84] [49, Chap. 7, §8] et ses nombreux développements dont
nous détaillerons certaines variantes et applications des le chapitre suivant, ne se fondent pas au
départ sur un procédé d’élimination. Elle comporte surtout la construction d’un sous-espace de
Krylov

(Y, AY, A%Y,...) CK", pour Y € K™*™ et A € K™*™, (1.14)

Cette approche a été mise au goiit du jour en calcul formel sur des corps finis par Wiedemann [134]
puis par Kaltofen, Pan et Saunders [72, 74]. Elle est essentiellement utilisée pour des calcul de
polynémes minimaux qui sont des relations de dépendance dans des sous-espaces de type (1.14). Elle
conduit de méme au déterminant et au polynéme caractéristique (modeles algébrique et binaire)
et a aussi été féconde en complexité parallele [72, 73, 131].

Un dernier type d’approches se différencie puisqu’il permet d’obtenir des algorithmes de calcul
du polynéme caractéristique x 4 sans effectuer de division. Berkowitz [11, 36] se base sur la formule
de Samuelson [107] : si

p ey

A:|:gv :| EKTLXTL’

ot Aest (n—1) x (n— 1), alors,

Ya(®@) = (¢ — a)x4(x) — R(al — A)°S.

Cette identité fournit une récurrence pour calculer x 5 (x) et le développement de la matrice adjointe
(xI — A)* fait intervenir des puissances sous la forme RAS. Chistov [22] produit le polynéme
caractéristique comme polynéme miroir de

det(I — zA) = (1/det(I — zA))™" mod z"*".

Le développement de 1/det(I — zA) conduit & calculer des éléments diagonaux de puissances de
sous-matrices principales de A.

Des analogies précises entre Papproche de Le Verrier, celle de Samuelson / Berkowitz et celle
de Chistov sont mises en évidence a ’aide d’interprétations combinatoires. Démarrées par Valiant
avec Palgorithme de Berkowitz [122], ces études se poursuivent [88, 87, 112].
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1.9 Résolution de systémes linéaires

Pour une matrice A € K"*" inversible et un vecteur b, résoudre le systeme linéaire Ay = b est

souvent plus simple que de résoudre les autres problemes abordés. L’algorithme z-adique dans le
cas polynomial ou p-adique sur Z, initialement proposé par Moenck et Carter [91] et par Dixon [31],
peut étre accéléré pour donner la solution & un cout proche de celui du produit de matrices.

Théoréme 1.9.1. Pour A € K[z]"*™ non singuliére de degré d et b € K[z]|" de degré O(nd), le
vecteur y € K(x)™ tel que Ay = b peut étre calculé en O (n“d) [116, Corollary 12] opérations dans
K par un algorithme probabiliste Las Vegas.

Méme si des difficultés supplémentaires sont rencontrées [116, Conclusion], cette complexité
devrait se généraliser au cas entier qui reste pour 'instant différent d’apres le théoreme suivant.

Théoréme 1.9.2. Pour A € Z™*" non singuliére et b € Z™ tel que ||b]] = O(||A|]), le vecteur
y € QU tel que Ay = b peut étre calculé en O (n®log|Al|) [91, 31] ou O (nf©)log||Al|) avec
f(w) = 2.76 [93, Lemma 5.7] opérations binaires par un algorithme probabiliste Las Vegas.

Ces méthodes sont un analogue exact des méthodes numériques itératives avec correction du
résidu. Pour une matrice A € K[z]"*" de degré 1, 'algorithme z-adique se raméne & la matrice
B =1-2R = (A"! modz)A et au systtme By = ¢ = (A~! mod z)b. Vu la forme de B,
la solution y est alors calculée & partir de y(z) = B~1(x)c = ¢ + x(Rc) + 2%(R%c) + ... ce qui
rappelle le principe de ’approche de Krylov. Il existe une version z-adique “par blocs” [116], nous
Iinterprétons ici pour rendre plus explicites ses liens avec les méthodes par blocs du chapitre
suivant.

Pour A € K[z]"*" et B € K[z]"*™, la solution & AY = B est la fraction & gauche Y = A~!B.
On peut associer & Y une description a droite Y = PQ~! avec P € Klz]"*™ et Q € K[z]™*™.
Pour 2 donnée, on ne sait en général pas calculer cette derniere description, c’est-a-dire calculer
P, avec la méme complexité qu’au théoreme 1.9.1 méme si @ a un faible degré. La raison en étant
que Y n’est pas forcément strictement propre. On peut en revanche calculer la description RQ ™!
d’une autre fraction — elle strictement propre — qui conserve des invariants importants de Y (cf
82.1 et §5.3).

Proposition 1.9.3. On suppose que det Q(0) # 0. Pour h > (n — 1)d + deg B, soit R € K[z]"*™
définie par
P(z) = (P(z)Q(z) " mod z") Q(z) + 2" R(z). (1.15)

La fraction RQ™1 est strictement propre et le pged (a droite) de P et de Q est égal au pged de R
et de Q. Pour A, B et Q données avec m(deg B)/d et m(degQ)/d en O(n), R peut étre calculée
en O (n*d) opérations dans K.

La démonstration sera trouvée en annexe page 51. L’identité (1.15) et le coiit ont été donnés par
Storjohann [116, §9]. A Dordre des coefficients pres, nous verrons cette identité comme une division
euclidienne de polynoémes matriciels. La fraction reste nous conduira & un nouvel algorithme de
colonne réduction au paragraphe 5.3.
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2. Approche Krylov / Lanczos

Nous formalisons ici Papproche de Krylov “par blocs” selon Wiedemann [134] et Coppers-
mith [26]. Tres utilisée en analyse numérique sous une forme le plus souvent itérative, depuis le
travail de Wiedemann [134] elle se révele, sous une forme directe, aussi importante en calcul exact.
Nous nous concentrons d’abord sur les grandes lignes de la méthode, c’est-a-dire sur les aspects
communs a ses différentes applications telles que la résolution de systeémes linéaires, le calcul du
déterminant ou du polyndéme caractéristique. La plus grande partie de cette étude est tirée de
nos travaux simultanés puis communs avec E. Kaltofen [67, 125, 127, 77]. Nous verrons plus loin
(notamment aux chapitres 3 et 6) le détail des fagons spécifiques dont 'approche est utilisée pour
accélérer les résolutions des problemes.

Pour A € K"*™ en entrée, le point de départ est de ramener le calcul du polynéme minimal de
A, c’est-a-dire de la plus petite récurrence linéaire qui engendre la suite

At e K™ >0,
au calcul du polynéme minimal d’une suite projetée

XAY e KXm i >0,
ot X € K™ et Y € K™*™ sont des vecteurs ou des matrices. L’intérét des projections est de
permettre le calcul sur des dimensions plus petites que la dimension n initiale, donc de “condenser”
Iinformation. Pour étre sir que cette information soit la méme sur les deux suites (par exemple
que leurs polynémes minimaux soient identiques) on introduit des choix aléatoires pour X et pour
Y. C’est pourquoi ’approche donne essentiellement lieu a des algorithmes probabilistes.

Une premiere de nos contributions consiste a travailler avec des polynomes matriciels comme
on sait le faire avec des polynomes scalaires. A ce titre, nous introduisons le polynome minimal
matriciel (définition 1.5.1) qui permet de cerner les invariants communs aux deux suites (A%);>¢
et (XA'Y);>¢. C'est I'objet du paragraphe 2.1 avec un théoreme de Cayley-Hamilton par blocs.
Nous étudions ensuite au paragraphe 2.2 ce qui concerne le succes des choix aléatoires pour X et
pour Y. L’analyse complete avait été menée par Wiedemann dans le cas de projections vectorielles.
Dans le cas par blocs, manipuler le polynéme minimal matriciel nous a permis de faire aboutir
I’analyse des probabilités de réussite entamée par Coppersmith puis Kaltofen. Le “tout matriciel”
nous amene la a tirer parti d’outils tels que les fonctions arithmétiques de matrices.

Les applications de la méthode consistent a utiliser le polynéme minimal ainsi calculé pour
résoudre d’autres problémes (voir aussi le chapitre 6). Au paragraphe 2.3, vu comme une relation
de dépendance entre vecteurs, le polynéome minimal permet la résolution de systémes linéaires. Au
paragraphe 2.4, égal au polynéme caractéristique d’une matrice obtenue par perturbation de A,
il donne un moyen de calculer le déterminant.

Le polynéme minimal d’une suite récurrente est donc le cceur de la méthode de Krylov. Au pa-
ragraphe 2.5 nous introduisons pour son calcul un algorithme de type Knuth / Schénhage matriciel
qui généralise les algorithmes les plus rapides du cas scalaire.

Nous concluons ce chapitre au paragraphe 2.6 avec de brefs commentaires sur ’approche tres
voisine de Lanczos.

13
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2.1 Algorithme de Coppersmith / Wiedemann

L’objet de ce paragraphe, avec le théoreme 2.1.1 ci-dessous, est d’expliciter les invariants com-
muns aux deux suites (A%);>0 et (XA"Y);>0. Pour une matrice A € K"*™ on considére donc !
vecteurs lignes donnés par X € K!X™ et m vecteurs colonnes donnés par Y € K™, La méthode
commence par calculer la suite

H; = XA'Y € KX™ i > 0. (2.1)
Nous discuterons du choix de X et de Y ainsi que de 'ordre jusqu’auquel il suffit de calculer la suite
aux paragraphes suivants. Le théoreme de Cayley-Hamilton nous dit que cette suite est engendrée
par le polynoéme caractéristique x4(x) de A. D’apres la proposition 1.5.2 on sait qu’elle est aussi
engendrée matriciellement et on peut poursuivre avec le calcul de F )‘? Yo K[z]™*™, son polynéme
minimal (définition 1.5.1). Une version par blocs du théoréeme de Cayley-Hamilton montre alors
que F )‘?’Y conserve les facteurs invariants.

Théoréme 2.1.1. Le i-eme facteur invariant de F)?’Y divise f; le i-éme facteur invariant de A.
De plus, il existe des matrices W € KIX™ et Z € K"*™ telles que pour tout i, 1 <14 < min{l,m, ¢},
le i-eme facteur invariant de FV‘?,’Z est exactement f; et telles que les m — min{l, m, ¢} facteurs
restants soient égauxr a 1. Dans ce cas, pour | et m fixés,

deg det(Fyy? (z)) = deg fi(x) + - + deg frnin(im,0) (€) < (2.2)
est mazimal [77, Theorem 1].

La quantité ¢ est le nombre de facteurs invariants de A (théoréme 1.7.1). La démonstration
donnée en annexe page 51 se ramene a étudier la fraction
H;
i1

X(foA)*lY:Zx :Z%ﬁ/ (2.3)

i>0 i>0

et a retrouver les facteurs invariants dans ses dénominateurs. Le role joué par cette fraction est
précisé par le lemme suivant.

Lemme 2.1.2. Une description X (x1—A)~'Y = N(z)D(z)~! avec D € K[x]™*™ est irréductible
. . AY . . .
si et seulement st D = Fy'" U pour une matrice U unimodulaire.

Démonstration. Commencons par la condition nécessaire. Dans X (xI — A)~'Y les degrés des
numérateurs sont strictement inférieurs aux degrés des dénominateurs. Chaque colonne de N a
donc un degré strictement inférieur & la colonne correspondante de D. Par identification dans (2.3)
on en déduit que chaque colonne de D engendre la suite des H; de maniére analogue & (1.9) et donc
que D est un polynome générateur. C’est donc un multiple du polynéme minimal, D = F ?’YV
pour V € Klz]™*™, et on a aussi N = N;V. Cela montre que si V = U est unimodulaire alors
la fraction est irréductible sinon le dénominateur réduit — diviseur de F' )‘? YU —ne pourrait étre
multiple de F)‘?’Y. La condition suffisante est 'unicité de la description irréductible donnée au
théoreme 1.6.5. O

Suivre la démarche globale de Krylov pour calculer des renseignements sur A c’est calculer la
suite (2.1) puis calculer son polynéme générateur. Par exemple pour [ = m = 1, le théoréme 2.1.1
nous apprend que ce dernier sera probablement le polynéme minimal de A. Plus généralement on
devrait avoir des informations sur les m premiers facteurs invariants de A.
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2.2 Minorations des probabilités de réussite

Le principe de calculer la suite des H; puis de calculer — au moins partiellement — son
polynéme minimal, permet de résoudre différents problemes. Les résolutions les plus efficaces sont
obtenues a partir de choix aléatoires des projections X et Y avec des contraintes plus ou moins
fortes en fonction du probleme cible. A partir des travaux de Coppersmith [26], nous avons séparé
I'étude des probabilités correspondantes en deux points [125, 127] :

- 1) il faut d’abord que le choix de X et de Y permette de résoudre le probléme, par exemple que
le polynome minimal de la suite des itérés de A et celui de la suite projetée coincident ;

- 11) il faut ensuite que le choix conduise & des cotits de résolution faibles, par exemple que le
degré du polyndéme minimal soit petit en fonction de m — typiquement de ordre de n/m.

Ce paragraphe donne une idée de la justification du fait que pour A quelconque, le polynéme
o . AY . . . JR 7
minimal F" a les facteurs invariants maximaux (théoreme 2.1.1) et que son degré est au plus
[n/m] + € avec une bonne probabilité. Son degré est méme [n/m] pour un corps K assez grand.

Sil'on fixe A et Y, et que I'on note Ay la restriction de A & I’espace de Krylov (Y, AY, A%2Y ...),
le point 1) va reposer sur la probabilité

$,(¢) = Proby {F)‘?’Y - FAvY} -
= Probx [dim(X', X'Ay, X'A},...) = dim(Y, AY, A%Y .. )]

ot X’ est une projection de X. Il y a un abus de notation dans la mesure ot le premier espace
est en lignes alors que le deuxiéme est en colonnes. Nous avons montré que cette probabilité
dépend du nombre de facteurs invariants ¢ de A et qu’elle est assez grande pour assurer le succes
des algorithmes [127]. L’étude se ramene a celles de Wiedemann [134, §vi] et de Kaltofen et
Saunders [74, §2] pour | = m = 1. Plus précisément, pour des vecteurs u et v, Wiedemann s’est
intéressé a la probabilité

®;(1) = Prob, [Ft" = F4Y]. (2.5)
II a montré qu’il existe une application linéaire ( surjective de K™ vers ’ensemble des polynoémes
modulo F4v | telle que FAV = FAV si et seulement si pged(¢(u), F4?) = 1. La fonction ¢ d’Euler
pour les polyndmes sur K permet alors d’évaluer (2.5). Nous avons étendu ce résultat au cas
matriciel. On peut voir que les évaluations de ® correspondent a des évaluations de la fonction ¢
d’Euler pour des polynomes matriciels (au sujet des fonctions arithmétiques de matrices on peut
consulter [23] et [96]).

Proposition 2.2.1. Soit M4y lUensemble des matrices | x m sur K[z] dont les colonnes sont
de degrés strictement inférieurs auz degrés des colonnes correspondantes de F4Y . I existe une
application linéaire surjective
' Kixn _, MA,Y
¢ { X — N(x)

telle que F)‘?’Y = FAY si et seulement si les matrices FAY (x) € K[z]™*™ et ((X) = N(x) €

K[z]'X™ sont premiéres entre elles (a droite). La probabilité ®;(¢) est donc la probabilité pour
qu’une matrice aléatoire de M 4y soit premiére avec FAY,

On trouvera la démonstration de cette proposition en page 54. Les bornes inférieures que nous
avons proposées pour @ dans [127] ont été raffinées par Brent et al. [14]. Ces auteurs proposent
notamment une expression exacte de la fonction.
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Le deuxieéme point, 11), pour le choix de X et de Y fait référence au degré du polynoéme minimal,
quantité qui gouverne le cotlit de son calcul (voir le théoréme 1.5.3). On sait que ce degré est relié
a la dimension d’un sous-espace de Krylov “tronqué”.

Lemme 2.2.2. Si§ est le premier entier tel que
dim(Y, AY, ..., A%Y) = dim(Y, AY,...) = v

alors le polynéme minimal F4Y de la suite A'Y est de degré evactement § (au moins une de ses
colonnes a un coefficient de degré §) [125, Lemma 4.3].

Ce que l'on espere c’est que le degré du polyndéme minimal soit de 'ordre de — voire soit
exactement — [v/m], ce qui impliquera que I’on ira le moins loin possible dans le calcul de la suite
(XA'Y);>0. La probabilité & laquelle on s’intéresse alors est :

©1(¢, [v/m],€) = Proby [deg F*MY < [v/m] + ] (2.6)
= Proby [dim(Y, AY,..., AY) > dim(Y, AY,...) — €] . '

De méme que pour @, nous avons proposé une minoration de © et montré le succes des al-
gorithmes probabilistes correspondants [127]. On retrouve le fait courant que plus le corps K a
beaucoup d’éléments, plus le succes est garanti. Les minorations sont évaluées directement par
comptage méme sur des corps de petite cardinalité. C’est ce qui introduit éventuellement dans (2.6)
un petit décalage ¢ — sans conséquence en pratique — entre le degré atteint et le degré “idéal”.
Sur un corps K de cardinal élevé par rapport a n, les minorations peuvent se calculer a partir de
projections X et Y génériques et en appliquant le lemme d’évaluation d’un polynéme en un point
aléatoire (DeMillo/Lipton, Zippel, Schwartz) [51, Lemma 6.44].

2.3 Application au calcul d’un vecteur du noyau

Si A est singuliere, le calcul du polynéme minimal permet de calculer directement des vecteurs
de son noyau [26, 67]. Pour X et Y aléatoires, notons f(z) = fo +xf1 +...2%f; € K[z]™ une des
A AY ps N .
colonnes de F'i""" . Par définition du polynéme générateur, on a

XAY fo+ XA*Y fi + ...+ XAV f; =0 € K™ (2.7)

En utilisant les propriétés assurées par ® et © on montre que l'identité précédente reste vraie (avec
une bonne probabilité) indépendamment de X :

AY fo+ A°Y fi + ...+ ATY fy =0 € K™, (2.8)

Si f, est le premier coefficient non nul de f, en mettant A en facteur on voit donc que l'on peut
considérer le vecteur
W=Yf+AY fri1+...+ ATY f; =0 € K", (2.9)

pour construire un vecteur du noyau. Par construction on aura en effet une certaine puissance ¢
telle que A*w = 0.

Pour passer de (2.7) & (2.8) la probabilité portait sur X. En fait, la matrice Y aussi est
concernée puiqu’il faut s’assurer que le vecteur w soit non nul. Cette condition sur Y est qu’au
moins une de ses colonnes doit avoir une composante spectrale dans le noyau. Ceci est assuré avec
une probabilité supérieure & 1 — 1/card(ker A) [26].
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On remarque qu’une seule colonne du polynéme minimal est utilisée pour calculer un vecteur
du noyau. Puisque la somme des degrés des colonnes du polynéme minimal est inférieure a n
(théoreéme 2.1.1), il existe toujours une colonne de degré moins que n/m. Quand il s’agit de calculer
le polynéme minimal avec en vue un vecteur du noyau, on peut donc toujours prendre d < n/m
(notamment au théoréme 1.5.3) quitte & ne calculer ce polynéme minimal que partiellement.

La résolution d’un systeme linéaire non homogene impose des contraintes un peu plus fortes
qui seront abordées au paragraphe 6.3.

2.4 Application au calcul du déterminant

Comme la résolution de systemes linéaires, le calcul du déterminant peut étre réduit au calcul
du polynéme minimal [134, §v]. Si A est inversible, on peut toujours la pré-conditionner (voir §6.2)
et supposer que son polynéme minimal est égal a son polynome caractéristique.

D’apres le théoreme 2.1.1, si X et Y sont choisies de maniére & ce que

deg(det(F£Y (2))) = n (2.10)
alors le polyndéme caractéristique de A est nécessairement
Xa(z) = det(Fy" (x)) (2.11)

et le déterminant en découle (donné par le terme constant). La condition (2.10) est assurée si X
et Y sont choisies aléatoirement [67, 127]. C’est la fonction ® — utilisée maintenant & la fois pour
X et pour Y — qui le régit. De son c6té, la fonction ©, pour X et pour Y aussi, permet d’assurer
que le polynéme minimal ait un degré inférieur & n/m.

On peut établir un parallele entre ce type de calcul et ce qui a été développé au paragraphe 1.9
concernant ’approche z-adique. Storjohann [116] utilise la proposition 1.9.3 itérativement pour cal-
culer le déterminant d’une matrice polynomiale A’(x). Le procédé calcule la description R(z)Q(x)~*
associée a A’(x)~! B puis la réduit en une fraction irréductible T'(x)F(x)~!. L’information sur le
déterminant est finalement déduite de la forme normale de Smith du dénominateur F(x). Dans le
cas A'(x) = xI — A, le théoréme 2.1.1 dit en effet qu’une description irréductible de (zI — A)~'B
a pour dénominateur F4-B(zr). On sait donc effectivement que det F4:5(x) est un facteur du
déterminant de A'(z) = zI — A.

2.5 Calcul du polynédme minimal a la Knuth / Schénhage

Dans les cadres des applications de I'approche de Krylov qui nous intéressent (plus parti-
culierement au §3.5) on peut utiliser pour le calcul du polynéme minimal une meilleure complexité
que celle donnée au théoreme 1.5.3. On va voir en effet que la suite récurrente mise en jeu est
assez générique pour partir d’un algorithme d’Euclide matriciel “naif” et combiner le produit de
matrices rapide & l’approche récursive de Knuth / Schonhage pour le calcul du pged [77]. Ceci est
a rapprocher des travaux de Thomé [120]. Nous allons démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.5.1. Soit A € K"*™ et soit S un sous-ensemble fini de K. On suppose connu et
on note v < n le degré maximal possible en (2.2). Si les composantes de X et de'Y sont choisies
uniformément et indépendamment dans S, alors avec une probabilité au moins 1 —n([n/m]+1)/|S|
on peut calculer le polynéme minimal F)?’Y (pour I = m) en O (m¥d) opérations dans K. Le
procédé est un algorithme d’Euclide matriciel. Etant données X etY telles que la suite des restes
soit normale, lalgorithme est déterministe de coit O (m*d).
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On peut se reporter au cott (3.5) en page 25 pour un exemple d’utilisation de ce théoréme. La
démonstration du résultat sera conclue seulement en fin de section, au §2.5.4. Nous commencgons
par exposer l'algorithme d’Euclide pour des polynémes matriciels dans K[z|™*™ et son lien avec
le polynéme minimal. L’algorithme est une transcription directe de celui du cas scalaire si les
matrices coefficients de téte des polyndémes impliqués sont inversibles. Cette derniére condition
— qui définit la notion de suite de restes normale — permet en effet de réaliser les divisions
euclidiennes & chacunes des étapes et de faire baisser le degré. Nous montrons ensuite que la
condition est satisfaite & partir de la suite (X AiY)iZO si X et Y sont suffisamment génériques. A
I'image des sous-résultants, la condition est lue dans une matrice Hankel par blocs. Le théoreme
est alors prouvé en utilisant la version rapide d’Euclide a la Knuth / Schonhage et en justifiant que
pour X et Y aléatoires, la suite des restes est normale avec une bonne probabilité.

2.5.1 Polynéme minimal et algorithme d’Euclide

On suppose pour simplifier 'exposé que les dimensions des deux matrices de projections sont
identiques, soit que | = m. Comme souvent utilisé dans le cas scalaire [32, 66], le polynome
minimal de la suite peut étre calculé par lalgorithme d’Euclide généralisé. En effet, si F'(z) =
Fya? + Fy_q2%7 1 + ... Fiz + Fy € K[z]™*™ engendre la suite (H;);>0, on a d’apres (1.9) :

H, H, .. Hy Fy 0

H@  Hy ... Hgy 2l 0
) C . N (2.12)

Hy 1 Hgyr ... Hag Fy 0

Soit alors H € K[z]™*™ définie par H(x) = Hox??~! + Hy2?=2 4+ ... + Hoy_;. Par identification
des coefficients, I’équation(2.12) est équivalente a l'existence de deux matrices S(x) et R(x) de
degrés inférieurs & d — 1 dans K[z]™>™ telles que

2%S(z) + H(x)F(z) = M (). (2.13)

Les matrices 2291 et H(x) peuvent donc étre prises comme les entrées de I’algorithme d’Euclide
pour le calcul du cofacteur F(z). Dans le cas scalaire, la suite des restes d’Euclide est dite normale
quand a chaque étape le degré baisse de 1 exactement. Le théoreme des sous-résultants caractérise
que la suite est normale par le fait que les sous-résultants sont non nuls [16]. Dans le cas matriciel
on peut d’'une maniere analogue identifier des suites normales pour le calcul du polynéme minimal
et en tirer parti.

Soient M (z) = Magz?d+. ..+ Myz+ My et N(x) = Nog_122?~ 4. ..+ Nyx+ Ny dans K[z]™>*™.
Si Nog_1 est inversible on peut diviser M par N de fagon naive :

= - < -
{ M =NQ+ R, avec deg@ =1, deg R < 2d — 2, (2.14)

Q = Ny;' | (Maqw + Mag—1 — Nag—2Nyy" | Mag) .

Si la nouvelle matrice de téte R est aussi inversible (coefficient de degré 2d — 2), le processus peut
se poursuivre. On dit alors que la suite matricielle est “normale” si tous les restes ont des matrices
de téte inversibles. Auquel cas on définit :

(-1) — ©0) —
{ M M, M N (2.15)

M® = p=2) _ ppi-DQW) 1 <j<d
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avec deg M) = 2d — 1 —i. Cette récurrence construit S et F() dans K[z]™*™ telles que
MEDSE L O p@) — (@)1 <4 <d, (2.16)
avec S de degré i —1 et F(*) de degré 7. On pose aussi S~V =1, S0 =0, F-) =0 et FO =T,

2.5.2 Condition pour la normalité de la suite des restes

Le théoreme suivant (démontré p. 54) et son corollaire établissent comme annoncé que le choix
MY = 22T ot M) = H conduit & un polynéme minimal F = F(9) pour la suite (H;);>o (on
comparera (2.16) & (2.13)), et relient la normalité de la suite des restes a des conditions de rang
dans une matrice Hankel par blocs.

Théoréme 2.5.2. Soit H(x) = Hox?¥™ ' + Hy2%4"2 + ... + Hyg_ 1 € K™*™ et v = dm. Si pour
1 <k <d, les mineurs principaur km x km de la matrice Hankel par blocs

HO H1 Hd_1
H, Ho Hy
M= " 2 A R (2.17)
Hq v Hgp1 ... Hago

sont non nuls alors avec M=) = 2x24[ et M(©) = H on obtient :
1) M est de degré 2d—1—i (0 <i < d) et sa matrice de téte MQ(;)—I—i est inversible (1 < d—1);
1) FO) est de degré i et sa matrice de téte Fi(i) est inversible (0 <i <d);
) SO est de degréi—1 (1<i<d).
De plus, Ualgorithme d’Euclide produit un polynéme minimal F9 pour la suite (Hi)o<i<2d—1-
Quand H est construite selon (2.1) le corollaire qui suit montre que F @ = F )‘?’Y. Pour la
quantité v qui est utilisée on peut aussi se reporter & (2.6).

Corollaire 2.5.3. On note

V= deg(fl ($>) +ee deg(fmin{m,¢}(m)) <n.

ou les fi, 1 < i < ¢, sont les facteurs invariants de A. On suppose que v est divisible par m, soit
d=v/m. Pour H; = XA'Y € K™*™ >0, si M vérifie les hypothéses du théoréme 2.5.2 alors
F9 est un polynéme minimal pour (H;)ixo0-

Démonstration. D’apres le théoreme 2.5.2, F(9 engendre (H;i)o<i<2d—1. Puisque Y a m colonnes,

rang [Y AY A%Y ..]<v,

donc pour la matrice Hankel par blocs infinie on a :
Hy H;

H, H

rang =rang M =v.

Ces deux matrices ont donc le méme noyau et FY engendre (H;);>0. L’argument utilisé pour la
minimalité de F(? reste valable. O

Remarque 2.5.4. Nous n’avons donné 'algorithme d’Euclide que dans le cas ou les matrices de
téte restent inversibles jusqu’au bout, d’ou 'hypothese de divisibilité de v par m. Le cas général
demanderait de particulariser la derniére étape de division avec une matrice de rang v mod m
seulement.
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2.5.3 Normalité de la suite des restes

Etant fixée A € K> la normalité de la suite des restes associée et donc du polynéme minimal
provient essentiellement de la généricité des projections X et Y. Ceci peut étre partiellement déduit
de [41, Lemma 4.1] dans le cas scalaire avec I’algorithme de Lanczos et de [67, Proposition 3] et [127,
Proposition 2] dans le cas par blocs.

Soient X et V' des matrices m x n et n x m dont les coefficients sont des indéterminées &; 1, et
vy pour 1 <k l<metl<k<n.

Lemme 2.5.5. En gardant la notation

V= deg(fl(ac)) + -+ deg(fmin{m,qb}(x)) <=n,

soit
Ho Hi ... Ha-a
H1 Ho .. Ha
M(A,X,Y) = ) . ) (2.18)
Ha1 Harr --- Hoqo2

oud=[v/m] et H; = XA'Y,i > 0. La matrice M(A,X,Y) est de rang v et ses v sous-matrices
principales i X i, M;(A, X,)), sont inversibles.

La preuve sera trouvée p. 55. Le lemme implique en particulier les hypotheéses du théoreme 2.5.2
pour X et Y génériques et donc pour X et Y choisies aléatoirement.

2.5.4 Algorithme d'Euclide matriciel 3 la Knuth /Schénhage

On en arrive & la preuve proprement dite du théoreme 2.5.1. En ré-écrivant (2.16), soit U®) €
K[z] (™) *(2m) donnée par :

[M(—m M(O)} U — [Mu—l) MO 1<i<d

L’approche récursive de Knuth / Schénhage [79, 109] pour le calcul du pged de polynémes scalaires
s’applique ici sans difficulté dans le cas matriciel. Nous ne reprendrons donc pas son exposé en
détail (voir aussi [51, §11.1]). La matrice U ne dépend que des 2i matrices coefficients de plus
hauts degrés de M (=Y et de M) elle est de i (degré de F(?). Au niveau j de ’arbre des appels,
d/27+" appels récursifs ont lieu pour calculer d/2/ matrices de degrés 2/ analogues & U®'). Le
cotit C(j) d'un appel est 2C(j/2) + O(M(m,27)) ot M(m, k) est le cofit du produit de deux
polynémes matriciels de dimension m et de degré k. On sait que l'on peut prendre M(m, k) =
O(m“klog k + m?2klog kloglog k) [20]. Le cofit global est donc en O (m“d). Avec les résultats de
généricité du paragraphe précédent, cela donne finalement la démonstration suivante concernant
le calcul du polynéme minimal.

Démonstration du théoréme 2.5.1 page 17. On consideére X' et ) comme au lemme 2.5.5. Le po-
lynéme H?Zl det(Mpgm (4, X,Y)) est non identiquement nul de degré md(d + 1) < n([n/m] + 1)
dans K[..., &k, ..., Uk, . ..). Il reste non nul en le point d’évaluation donné par X et Y avec la pro-
babilité annoncée [51, Lemma 6.44], c’est-a-dire que les hypotheses du théoreme 2.5.2 sont vérifiées
et que lalgorithme récursif peut étre appliqué. Le cas ou m n’est pas un diviseur de v est traité
comme expliqué a la remarque 2.5.4. O
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La généricité de la matrice Hankel (2.18) et du comportement de I’algorithme ne dépendent
ici que de la généricité des projections X et Y. Ce fait a été remarqué au départ par Eberly [39]
dans un contexte quelque peu différent. La généricité des projections assure en effet qu’il n’y a pas
de breakdown (division par zéro) pendant l'algorithme de Lanczos (voir par exemple [83] au sujet
de cette notion). Une preuve dans le cas scalaire mais avec pré-conditionnement de la matrice est
donnée dans [41, Lemma 4.1]. Plus généralement les mineurs non nuls dans la matrice de Hankel
traduisent ’absence de cas dégénérés pendant le calcul du polynome minimal. Cela s’interprete
aussi sous 'approche Berlekamp / Massey ou alors tous les résidus sont non nuls & chaque étape.
C’est d’ailleurs ce dernier aspect qui permet d’implanter la stratégie de “terminaison anticipée”
proposée par Lobo. Le polynéme minimal est produit dés qu’une quantité s’annule (e.g. le résidu
avec Berlekamp / Massey ou un mineur dans la matrice de Hankel) ou plutét, heuristiquement,
reste nulle pendant quelques étapes (voir [34, §3] et [33, §6.3]).

2.6 Krylov versus Lanczos

Les paragraphes précédents ont adopté le point de vue Krylov / Wiedemann. Il y a eu distinction
entre deux grandes phases : le calcul de la suite H; et le calcul du polynéme minimal (puis son uti-
lisation par exemple pour le déterminant). Dans l'approche Lanczos ces deux phases s’entremélent
en une seule itération. Dans le méme temps que les vecteurs de 'espace de Krylov, les coefficients
du polynéme minimal sont mis & jour par produits scalaires et/ou des vecteurs du type (2.9) sont
calculés a la volée par exemple pour la résolution d’'un systéme linéaire. Lambert a proposé —
sur des corps finis — une étude unifiée des deux techniques [83] (voir aussi [25, 41] ou [33, §6.4]).
Nous verrons une comparaison succincte des couts des deux approches au paragraphe 6.1. Elles ne
présentent pas de différences essentielles au plan théorique.
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3. Calculs sans division

Nous nous intéressons au calcul sans division du déterminant d’une matrice. Pour A une matrice
n X n sur un anneau R, il s’agit de calculer det A en n’effectuant que des opérations dans ’anneau.
Ce sujet, d’intérét théorique, a des implications pratiques puisqu’il a aussi conduit jusqu’a présent
a de bons algorithmes par exemple sur Z ou sur des anneaux de polynomes a plusieurs variables
(on pourra par exemple consulter les expérimentations de [2]).

La technique d’élimination des divisions de Strassen (voir ci-dessous) appliquée & ’elimination
de Gauss ainsi que les algorithmes de Berkowitz et de Chistov (brievement abordés au §1.8.2),
conduisent & une complexité de O (n”“) opérations dans R. Cela correspond approximativement
a n fois le cotlit algébrique avec divisions.

Kaltofen a le premier montré que ce facteur pouvait étre réduit. Nous exposons sa méthode
initiale au paragraphe 3.1 et montrons au paragraphe suivant comment nous l’avons conjointement
améliorée. Il est un fait que la méthode que nous proposons, comme celles de Strassen, Berkowitz
et Chistov (nous empruntons la une remarque de [2]), calcule le polyndéme caractéristique pour
obtenir le déterminant par voie de conséquence. Nous le préciserons au dernier paragraphe.

3.1 Elimination des divisions et algorithme de Kaltofen

Strassen a donné une technique pour éliminer les divisions d’un programme sur un corps K qui
calcule un polynéme [119]. Supposons donné un tel programme pour calculer le déterminant qui
est un polyndéme de degré n en les entrées de la matrice. La méthode applique une homotopie en
utilisant un point ol le programme n’effectue pas de division (ou des divisions par 1) et exécute
le programme en plongeant les opérations dans ’anneau des séries formelles modulo z"*!. Grace
a 'homotopie, les seules divisions sont des divisions par des séries du type 1 — za et peuvent étre
remplacées par des multiplications puisque 1/(1 — za) =1+ az + a®2® + ... + a"z" mod 2"*1.

Plus précisément, pour A € R"*" en entrée, Kaltofen utilise ’homotopie (1 — z)C + zA avec C
une matrice bien choisie. Il suffit alors de calculer

det((1 — 2)C + 2A) mod 2"t
puisque de 14 :
det A = det((1 — 2)C + zA)|,—; = (det((1 — 2)C + zA) mod 2" ), _;. (3.1)

Le programme algébrique sous-jacent est l'algorithme de Wiedemann c’est-a-dire 1’algorithme
du paragraphe 2.4 avec [ = m = 1. Le polyndéme minimal de la suite est calculé par 'algorithme
d’Euclide du paragraphe 2.5 dans le cas de polynémes scalaires. Le choix de la matrice C' est fixé
comie suit.

Lemme 3.1.1. On peut construire sans division une matrice C' compagnon n X n et un vecteur
v € K" tels que lalgorithme d’Euclide appliqué au calcul du polynéme minimal 7o de la suite
(elTC’iv)iZO n’effectue pas de division. Le vecteur ey est le premier vecteur canonique. Le polynome
mc € Klz] est de degré n exactement [66, §2].
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Pour un degré n, le cotit algébrique de ’algorithme de Wiedemann est celui du calcul de 2n
termes d’une suite (2.1) plus le coit du calcul de son polynéme minimal (théoréme 1.5.3), ce
qui donne au total O (n*) opérations dans K pour calculer le déterminant. Le programme sans
division est ’algorithme de Wiedemann pour la matrice A(z) = (1—2)C+ zA en utilisant les
projections e; et v du lemme. La manipulation des séries formelles induit un surcout par rapport
au n“ algébrique. La technique des pas de bébé / pas de géant judicieusement appliquée au calcul
de

hi(z) = eF A(z)'v = €T (1 — 2)C + zA)w, i =0,...,2n—1 (3.2)

restreint le surcott & un facteur moins que n. La méthode permet de calculer le déterminant en
@) (n3+1/2) opérations dans R sans produit rapide de matrices ou en O (ng(“)), pour g(w) = 3.03,
avec produit rapide de matrices [66].

3.2 Calcul du déterminant sans division

Via la technique de Strassen, réduire le cotit du calcul sans division revient a réduire le surcotut lié
a la manipulation des séries formelles. Au paragraphe précédent ce surcoiit vient essentiellement du
calcul (3.2) qui fait intervenir jusqu’a la (2n—1)-éme puissance de A(z). Basés sur le paragraphe 2.4,
nous avons remarqué qu’une version par blocs de tailles m avec un polyndome minimal de degré
d = n/m (on supposera que m divise n exactement) n’allait conduire qu’a une puissance 2d — 1 =
2n/m — 1 au plus et donc réduire la complexité [77].

Pour un point normal o 'algorithme par blocs sur K n’effectue pas de division, avec les données
C et v du lemme 3.1.1 en dimension d, on peut prendre

Cp, = diag (C,C,...,C) € K®*"

et les projections a gauche et a droite

[v O 0
T
e
6’5_1,’_1 0 v
E= , e K™, V=11 ¢ ¢ ©|eK™m
e?de 10
L0 0 ... v |

ou les e; sont les vecteurs canoniques. On vérifie que toutes les colonnes du polynéme minimal de la
suite EC! V, i > 0, sont de degré d = n/m. C’est aussi dire, en particulier, que le déterminant de
ce polynéme minimal est égal au polyndéme caractéristique de C,,, (théoréme 2.1.1). Au contraire
de la méthode générale du paragraphe 2.4, le choix déterministe de E,C et V ne demande pas
de conditionnement en entrée. De méme qu’au lemme 3.1.1 du cas scalaire, l’algorithme d’Euclide
matriciel du paragraphe 2.5 appliqué & la suite EC! V s’effectue sans division. Plus précisément,
en reprenant la construction (2.16), la matrice de téte de M (*) ainsi que la matrice de téte et celle
de degré constant de F*) sont au signe prés la matrice identité, ¢ allant jusqu’a Pindice d.

Nous donnons une version simplifiée de I’algorithme en page 25. La suite récurrente est calculée
en généralisant les pas de bébé et les pas de géant vus plus haut suivant un parametre r. La
complexité est obtenue en optimisant le choix de ce parametre et de la taille m des blocs. Cela fait
intervenir le produit rapide de matrices rectangulaires.
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Théoreme 3.2.1. Pour un nombre réel k, 0 < k < 1, soit

wM){2+dD’ 0< k< a=0.2946,
"1 QLK)+ (v —aw)/(1—a), a<k<l1.

Le produit d’une matrice n X n par une matrice n x n* peut étre calculé en MM(n,n") = O(n“*))
opérations dans R [27], [61, (8.1)].

Bien entendu, pour ¥ = 1 on retrouve ’exposant w. Quitte a arrondir les valeurs ou a considérer
des puissances exactes, on définit 7, s et 8 par

m=2n", rs=2n/m=2d, r=n'"""" s=n".
Algorithme Déterminant
Entrée : A € R™*"™
Sortie : det A

Az) = (1= 2)C,, + 2A

/* Calcul des Hi(2) = EA(2)'V,0<i<2d—1%/

L1 W,(z):=A(z)/V,0<j<r—1 /* Le bébé et ses blocs */
12 Z(2) = A(2)"

1.3 Up(z) =EZ(2)F,0<k<s—1 /* Le géant et ses blocs */
14 Hpppj(2) =Up(2)W;(2), 0<j<r—1,0<k<s—-1

/* Calcul du polynéme minimal F(z,2) = ¢ + Fy_1(2)z?  + ...+ Fy(2) */
F(z,z) :=Polynéme minimal (H;(z), 0 <i<2d—1)
det A := det Fy(1).

Puisque ’étape 1.3 calcule le méme type de quantités que ’étape 1.1 mais sur des polynomes
de plus hauts degrés, le meilleur compromis conduira & r > s (i.e. < (1 —)/2). Les coiits des
étapes 1.1, 1.2 et 1.4 sont dominés par

O (rn®). (3.3)

Pour I'étape 1.3 on peut montrer que le produit de matrices rectangulaires permet d’avoir
_/n
o(fmmmﬂmg. (3.4)
m

Pour ce qu’il reste a calculer, le choix de E,C,, et V fait double-emploi. On a vu qu’il assure
d’une part que ’algorithme n’a pas besoin de diviser. Il conduit d’autre part & une suite de restes
normale dans I'algorithme d’Euclide matriciel. Pour le calcul du polynéme minimal F'(z, z) modulo
2"*1 le théoréme 2.5.1 donne donc (m“d) x n, soit :

o) (m*~'n?). (3.5)

L’algorithme se conclut par le calcul du déterminant de la matrice Fy(1), m x m, ce qui peut se
faire en O (m"”‘l)7 donc en un cout qui n’est pas dominant.

Le coiit final est obtenu en minimisant 'exposant de n dans le maximum de (3.3), (3.4) et (3.5).
Quand la taille de bloc m augmente, c’est-a-dire que Iexposant v augmente, alors les cotits (3.3)
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et (3.4) s’accroissent alors que (3.5) décroit. Quand le nombre s (exposant 3) de pas de géant
augmente, (3.3) diminue, (3.4) augmente aussi et (3.5) reste constant. La valeur

2-2v4+wy—w
l-w+a

ﬂopt =

égalise les cotits (3.3) et (3.4), et la valeur

3+3w—a—-w4wa
242w —wtwa

Yopt =

minimise le maximum des trois cotits et donne donc l'optimum. Finalement, selon le type de
Parithmétique utilisée, on arrive aux cotits suivants.

Théoreme 3.2.2. Le déterminant de A € R™*™ peut étre calculé sans division en temps Detr(n) =
O(n*7). Le coit est O (n3+1/5) sans produit rapide de matrices et O(n>+1/3) si la transformée de
Fourier rapide n’est pas non plus utilisée [77].

3.3 Polynéme caractéristique et matrice adjointe

Plus que le déterminant, I'algorithme sans division a calculé F(x,z) qui donne le polynome
caractéristique de A :
x (7, 2) = det F(z,z) mod 2"

Le polyndme caractéristique x 4 de A peut donc étre calculé comme det F(z,1). Pour obtenir cette
quantité sans division on applique le nouvel algorithme sans division & A = F(z,1) € R[z]™*™ de
degré n/m. L’algorithme est exécuté par exemple modulo "1 et puisque le produit de polynome
sans division est en O(n lognloglogn) [20], & partir de F(x, 1), xa(z) est obtenu en O (nDetr(m)).
Comparons cette complexité & Detg(n). En prenant (3.5) comme expression de Detg(n), 'exposant

L+y2+y(w—1) =142y + (w— 1),
de n dans nDetg(m) est plus petit que 'exposant
2+ (w—1)y

de n dans Detg(n) si
(w—1)yV*+B-wyy—1<0.

Cette inégalité est effectivement vérifiée pour w > 2, la valeur de o donnée au théoreme 3.2.1
et Yopt. Outre cette remarque, par différentiation automatique en mode inverse la complexité du
déterminant est valable pour le calcul de ladjointe [4].

Corollaire 3.3.1. Les exposants de n au théoréme 3.2.2 sont valables pour le calcul du polynome
caractéristique et de l’adjointe sur R.
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Comme nous ’avons évoqué dans l'introduction, le cout d’un calcul sur une matrice entiere,
en termes d’opérations sur les bits, est a priori relié a la longueur binaire des entiers que ce calcul
amene a manipuler.

On l'a vu en (1.5), le déterminant peut avoir jusqu’a O (nlog || A||) bits. Quant & son calcul, en
appliquant le théoréeme chinois on peut schématiquement borner le cott binaire suivant

cout binaire < cotit arithmétique x taille maximum en sortie. (4.1)

Pendant longtemps cela a conduit & considérer que ce coiit binaire était de O (n“*!log||A|)). Nous
proposons un survol du sujet dans [76]. C’est en introduisant une technique & base de perturbations
de rang k, d’abord développée pour des matrices creuses [130], que nous avons montré comment
passer en deca du seuil n x n (ou n® x n). Le paragraphe 4.1 présente la méthode. Il s’est ensuite
avéré que la technique développée pour le calcul sans division pouvait aussi servir en complexité
binaire et méme améliorer les coiits [69], nous le verrons au paragraphe 4.2. On terminera avec
quelques prolongements en particulier pour le calcul du polynéme caractéristique.

Une remarque a partir de ces améliorations du calcul du déterminant est que les nouveaux
algorithmes calculent tous — explicitement ou implicitement — la forme normale de Smith de la
matrice!. Le déterminant s’en déduit d’apres (1.6) comme produit des facteurs invariants. En 'état
des connaissances la forme normale n’est pas vraiment “plus difficile a calculer”.

4.1 Le déterminant par perturbations de rang k&

Puisque résoudre un systéme linéaire est a priori plus simple que de calculer le déterminant (§1.9),
il est naturel d’utiliser la résolution de ce premier probléeme comme brique de base. Cette idée a
été proposée par Pan dans [99, Appendix] et [100] pour calculer le déterminant d’une matrice
générique A a partir de systemes Ax = b avec seconds membres aléatoires. On peut notamment
montrer que deux résolutions conduisent au dernier facteur invariant.

Proposition 4.1.1. Soient A € Z™*" une matrice inversible et by,bs deux vecteurs aléatoires
aux composantes entre 0 et 6 + 2n(logn + log ||A]]). En supposant que les fractions rationnelles
sont réduites, soit y, et ys les solutions a Ay, = by et Ays = by. Alors si o1 est le ppem des
dénominateurs de y, et de yo on a

PrObbhb2 [0'1 = 51] > 1/3
ot s1 est le plus grand facteur invariant de A [1, 40].

Les cofits de résolution d’un systeme donnés par les théoremes 1.9.1 et 1.9.2 sont donc valables
asymptotiquement pour le calcul du plus grand facteur invariant. Ce que Pan utilisait est le fait
que génériquement et méme en moyenne, le plus grand facteur invariant est égal au déterminant
(théoreme 1.2.2).

1 C’est aussi vrai pour lalgorithme de Storjohann [116] prouvé pour des matrices polynomiales et dont la
généralisation au cas entier est attendue (voir §2.4 et §5.4).
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Corollaire 4.1.2. Si §4)(n) est le coit binaire de résolution d’un systéme linéaire avec [|b|| =
O(n + ||A|)) alors le plus grand facteur invariant de A se calcule en O (Sya(n)) opérations bi-
naires par un algorithme probabiliste de type Monte Carlo. Pour des matrices aléatoires telles que
log ||A|l > 3logn il existe un algorithme probabiliste Monte Carlo dont le coit en moyenne est

O (S)a(n)) [40, 76].

On a vu et justifié sur 'exemple en page 2 que la résolution de systemes ainsi utilisée ne
peut conduire qu’a la connaissance du plus grand facteur invariant. Nous avons introduit des
perturbations aléatoires de rang k comme moyen de trouver les autres facteurs invariants et de la
la valeur du déterminant [130, 40]. Pour deux matrices U € Z"** et V € Z¥*™ on considere la
perturbation A + UV. Intuitivement, une telle perturbation de rang k ne peut perturber que les
k plus grands facteurs invariants de A et elle les “détruit” tous si elle est suffisamment générique.
Auquel cas le plus grand facteur invariant de A + UV est sgy1p, ou p est un facteur premier avec
le déterminant de A. Et donc le pged du dernier facteur invariant de A et de celui de A+ UV est
égal & spy1.

Proposition 4.1.3. On suppose n > 6. Il existe un entier 3 de taille en O (logn + loglog ||A]) et
une constante K tels que si U; € Z"<* et V; € ZF*", 1 < i < k, sont choisies aléatoirement avec
leurs composantes entre O et 3 alors

(1) (H))

PrObU,-,Vi,lgign[ngd(slz §1 75,8 = Sk+1] > 1/2

ot sgi) est le plus grand facteur invariant de A+ U;V; [40, §3.4].

En appliquant le corollaire 4.1.2 aux matrices A+ U;V; on en déduit donc que n’importe lequel
des facteurs invariants peut aussi étre calculé en temps O (SH A”(n)). Pour les calculer tous, on
a besoin d’une remarque supplémentaire. Puisque leur produit est le déterminant et puisqu’ils se
divisent entre eux, on vérifie qu'il existe au plus u = /2log|det A| = O (y/n +log || A||) facteurs
invariants distincts ([130, Theorem 3] et [40, Theorem 4.1]). On peut alors mettre en ceuvre une
recherche binaire pour les trouver. Le mécanisme de cette recherche est que si 'on calcule s; et
Si+k €t que ’'on constate que s, = s, alors, d’apres la regle de divisibilité, on sait que s; = s;41 =

. = Sitk—1 = Sit+k. Sinon la recherche binaire peut continuer sur les deux intervalles moitiés.
Ceci conduit au calcul de tous les facteurs invariants en appliquant de 'ordre de plogn fois le
corollaire et la proposition précédents. En O (yv/n + log ||A]|) résolutions de systémes linéaires la
forme normale de Smith est connue. Ceci pouvant se compléter par un algorithme qui tire parti
du produit rapide de matrices on obtient les complexités suivantes.

Théoréme 4.1.4. I existe un algorithme probabiliste Monte Carlo qui calcule la forme normale
de Smith et donc le déterminant de A € Z™" en O (n®°log®” [|A) ou O (n*+/21og"® || A]))
opérations binaires [40].

4.2 Le déterminant a partir de I’algorithme sans division

Les techniques des algorithmes sans division, c¢’est-a-dire sur un anneau R, conduisent souvent
a de bons algorithmes quand on tient compte du cott des opérations dans R. En faisant le rappro-
chement entre 'exposant 2 + w/2 du théoréme 4.1.4 et son exposant — en complexité algébrique
— de 1992 [66], Kaltofen a constaté que son algorithme sans division donnait lieu & un algorithme
sur Z [69]. Nous allons voir qu'’il en est de méme pour l'algorithme par blocs du paragraphe 3.2.
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Le gain obtenu en réduisant le surcotit lié a la manipulation des séries formelles se retrouve comme
un gain sur la manipulation des entiers.

Il ne s’agit pas d’exécuter directement l’algorithme de la page 25 en prenant R = Z. 1l s’agit
d’appliquer a A € Z™*™ le traitement qui était appliqué a fl(z) Prendre directement R = Z
est peut-étre réalisable, c’est une étude que nous avons commencée. Cela conduit a analyser les
entiers qui apparaissent au cours des calculs. Ce n’est cependant pas nécessaire ici pour le calcul du
déterminant. Sa taille bornée a priori permet de développer un algorithme & partir de ’algorithme
algébrique en utilisant le théoréme chinois.

Les phases de calcul sur A sont les mémes que sur fl(z) page 25. En suivant la technique
présentée au paragraphe 2.4, quitte aussi & pré-conditionner A pour bien aboutir au polynoéme
caractéristique, on choisit aléatoirement deux matrices X € Z™*™ et Y € Z"*™. Ce choix assure
notamment que l'on peut appliquer l'algorithme d’Euclide matriciel pour calculer le polynoéme
minimal et que ce dernier est de degré d = n/m (théoréme 2.5.1). On suppose & nouveau pour
simplifier que m divise n. Le calcul de la suite H; = X A'Y se décompose de la méme maniere
qu’au paragraphe 3.2. Les coiits (3.3) et (3.4) restent valables avec la taille des entiers qui joue le
méme role que l'ordre auquel les séries étaient tronquées.

Comme expliqué plus haut, le polynéme minimal F' € Q[z]™*™ n’est pas calculé explicitement.
A partir de la donnée de la suite des H; on termine en utilisant le théoreme chinois. Le polynéme
minimal puis le déterminant de son terme constant sont calculés modulo O (nlog||Al|) nombres
premiers et det A en est déduit [77]. L’algorithme est probabiliste. Si la matrice de téte de F' est
inversible on sait que le déterminant de F' est de degré n exactement. On est donc sir d’avoir
calculé le polynome caractéristique et le déterminant. Cette derniére remarque permet de vérifier
la sortie et de donner un algorithme Las Vegas.

Théoréme 4.2.1. Le déterminant de A ez peut étre calculé par un algorithme Las Vegas en
O (n*7log || Al|) opérations binaires. Le coiit est O (n*+1/°log || A||) sans produit rapide de matrices
et O (n3*1/31og || Al|) sans non plus de transformée de Fourier rapide [77].

Les exposants sont obtenus comme au paragraphe 3.2. Kaltofen et Pan ont étendu ces cotits
en proposant des versions adaptatives de la méthode [70]. Un algorithme est dit adaptatif si son
colit dépend des valeurs de ses sorties et pas seulement de bornes au pire sur ces dernieres. Les
colits ne sont pas plus faibles dans le pire cas mais peuvent étre bien meilleurs par exemple si le
déterminant se révele petit a posteriori.

4.3 Forme normale de Smith et polyndme caractéristique

Pour généraliser les complexités du théoreme 4.2.1 a d’autres problemes que le déterminant
on dispose de peu d’outils de réduction comparé au contexte de la complexité algébrique du para-
graphe 3.3. La forme normale de Smith et la forme normale de Frobenius sont cependant accessibles.

Le calcul de la forme normale de Smith découle directement du calcul du déterminant. En effet,
I’algorithme du paragraphe précédent peut étre étendu au calcul du polyndéme caractéristique d’une
matrice A’ obtenue par pré-conditionnement de A (pré-multiplication par des matrices & droite et
a gauche). Le surcoiit est celui du calcul du déterminant de F' € K[z]™*™ (non plus seulement du
déterminant de son terme constant). Sur K[z] avec K un corps fini, d’apres le théoréme 5.2.1, le colt
du calcul du déterminant est en O (m“d). Cela donne donc un surcoit de O (m“~'n?log ||Al|),
en utilisant O (nlog||A||) nombres premiers, pour calculer le polynéme caractéristique x4+ € Z[x]
de A’ a l’aide du théoréme chinois. L’exposant global n’est pas augmenté puisque c’est de l'ordre
de la quantité (3.5) déja comptabilisée.
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A partir de O (logn + loglog || A|) tels calculs de polyndmes caractéristiques, 'algorithme pro-
babiliste Monte Carlo de Giesbrecht [55, Theorem 4.2] permet de calculer les facteurs invariants de
A. La méthode procede par calculs de pged sur les coefficients de ces premiers. Ces coefficients sont
en effet des sommes de déterminants extraits de dimensions données et contiennent 'information
pour la forme de Smith.

Corollaire 4.3.1. Les exposants du théoréme 4.2.1 sont valables pour le calcul de la forme normale
de Smith de A € Z™*™ par un algorithme probabiliste Monte Carlo.

Sans préconditionnement de la matrice A en entrée, d’apres le théoreme 2.1.1, 'algorithme va

calculer
min{m,¢}

a@= JI fi@)
i=1

ou f;, 1 <i < ¢, est le i-eme facteur invariant de I — A. Ce polynéme est multiple du polynéme
minimal f; et divise le polynéme caractéristique x 4. Comme au paragraphe 2.5 on note v son degré.
Au pire, le cotit de son calcul est le méme que celui du calcul de y 4/ précédemment. Par les tech-
niques utilisées pour le lemme 2.5 dans [57] on peut certainement certifier que ’on a bien calculé un
diviseur sur Z[z] du polynéme caractéristique. A partir du calcul de la forme normale de Frobenius
de A modulo un nombre premier p, le polynéme x’, permet d’appliquer une remontée multi-facteur
de Hensel [51, §15.5]. Nous poursuivons 14 I'idée de Storjohann pour le calcul de la forme de Frobe-
nius d’une matrice creuse [115]. Cette remontée conduit & la forme normale de Frobenius de A. Le
surcout est principalement du a la remontée elle-méme. Les coefficients de n’importe quel diviseur
de xa ont leurs tailles bornées par [ = O (nlog||A||) (voir par exemple [90] ou [57, Lemma 2.1]).
Le cofit de la remontée est donc en O (M(n)M(1)) = O (M(n)M(nlog||A|))) [51, Theorem 15.18].

Corollaire 4.3.2. La forme normale de Frobenius et donc le polynéme minimal et le polynéme
caractéristique de A € Z™ ™ peuvent étre calculés en O (n2'7log||A||) opérations binaires par
un algorithme probabiliste Monte Carlo. Le coit est O (n3*/%log | Al|) sans produit rapide de
matrices.

Ceci représente un progres sur Palgorithme de Giesbrecht et Storjohann [57]. Bien qu’aussi
probabiliste, cette derniere méthode est cependant Las Vegas et peut étre meilleure en arithmétique
standard. Etant donné qu’il repose sur le calcul du polynéme minimal (voir les commentaires
du §6.1), notre algorithme parait résolument de type Monte Carlo.

Le résultat de Baur et Strassen basé sur la différentiation du déterminant et utilisé au para-
graphe 3.3 pour le calcul de ’adjointe, ne peut étre appliqué ici directement en complexité binaire.
La borne (4.1) qui donne O (n“**log ||A||) reste donc la seule connue pour le cott de I'inversion
d’une matrice entiere. La taille de la sortie n’est pourtant qu’en O (n®log||Al|). En se restreignant
aux matrices polynomiales, nous abordons la question au prochain chapitre (§5.4).



5. Matrices sur K|z|

Les deux expressions “polynomes matriciels” et “matrices polynomiales” pour parler des mémes
objets illustrent le double intérét des matrices sur K[z]. Les polynémes matriciels dans M, [z] ont
des zéros (les racines de leur déterminant). Leur étude est par exemple reliée aux problemes de
valeurs propres généralisées et a 'algorithmique des faisceaux de matrices. De nombreux outils
disponibles pour les polynomes scalaires se généralisent au cas matriciel. On a vu que l'on dispose
de la notion de pged et éventuellement de I’algorithme d’Euclide (§2.5). On a aussi la notion de
résultant (voir notamment pour le calcul de formes normales [82, 123]) et la notion de fonction
arithmétique (§2.2). Quant aux matrices polynomiales dans K[z]"*™, comme matrices avant tout,
leur étude algorithmique est reliée a celle des matrices en général.

Ici comme au chapitre précédent, ce n’est que récemment que I'on a pu passer en deca de la
borne indiquée par

cotit sur K[z] < cotit arithmétique sur K x degré maximum en sortie, (5.1)

c’est-a-dire en dega de n* xnd = n“*1d (ou n*d) pour les problémes de base tels que le déterminant
pour une matrice de degré d en entrée (comparer & (4.1)). On peut déja voir facilement que les
techniques utilisées sur Z s’appliquent sur K[z]. II est plus intéressant de noter que les polynomes
étant en général plus faciles & manier que les entiers (questions de retenues), les résultats pour
l'instant connus vont méme plus loin — par rapport & (4.1) et & (5.1) — sur K[z] que sur Z. Les
théoremes 5.2.1, 5.3.1 et 5.4.1 n’ont par exemple pas encore leur équivalent sur Z, méme si pour
certains problemes, ce ne devrait étre que temporaire (voir notamment la note de bas de page 27).

Les nouvelles complexités sur K[z] enlévent un facteur n au terme de gauche de (5.1) pour
aboutir & O (n*d) ou O (n3d). C’est-a-dire que les problemes se rapprochent du produit de matrices
polynomiales de degrés d (cf remarque 5.4.5). Cest le cas du calcul du déterminant (théoréme 5.2.1).
Nous allons établir que c’est aussi le cas de la réduction en colonnes (base réduite d’'un module sur
K[z]) et de I'inversion générique.

En travaillant sur les deux aspects complémentaires M,,[z] et K[z]™*™ nous proposons deux
nouvelles méthodes de calcul. Au paragraphe 5.3 nous donnons un algorithme pour la réduction
en colonnes et pour le calcul de la forme normale de Popov. Cet algorithme s’exécute en O (n3d)
voire O (n“d) opérations sur K. Au paragraphe 5.4 nous exposons une approche pour l'inversion
de matrices. Si la matrice en entrée est générique, c’est-a-dire qu’elle n’est pas sur une certaine
sous-variété de dimension strictement inférieure & n?(d + 1) de I’ensemble des matrices n x n de
degré d, cette approche conduit & un calcul d’inverse en O (n?’d) opérations sur K. Ce cout étant
4 un facteur poly-logarithmique pres la taille n? x nd de la sortie, I’algorithme est quasi-optimal.
La méthode est en cours d’étude pour traiter le cas général et pour s’appliquer au cas entier. Son
idée de base est de combiner ’algorithme récursif pour le pged de polynémes a une diagonalisation
récursive de matrices. C’est une premieére avancée sur la borne (5.1) pour le probleme de Uinverse.

Le calcul de I'inverse se fonde sur la notion de base minimale d’un module. On s’intéresse au pa-
ragraphe 5.1 & obtenir de telles bases quand le module est le noyau d’une matrice. Le paragraphe 5.2
reprend ensuite quelques points de calcul de formes normales de matrices polynomiales. On donne
en particulier le résultat récent de Storjohann pour le calcul du déterminant en temps O (n®d) sur
lequel se fonde notre réduction en colonnes.

31
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5.1 Calculs de bases minimales de noyaux

On considére une matrice A de degré d dans K[z]™*™ dont les lignes ne sont pas de plein rang
i.e. r = rangA < m. On s'intéresse au noyau de A & gauche vu comme Kz]-module, donc en
particulier & ensemble des matrices N(z) € K[z](™~7) %™ telles que

N(z)A(z) =0 € K[z]m=m>n,

On a vu au théoreme 1.4.1 et a 'exemple page 4 que la structure de ce module se caractérise
par les degrés de ses bases minimales [45].

Définition 5.1.1. Les indices de Kronecker (4 gauche) de A € K[x]™*"™ de rang r sont les degrés
B1s- -y Bm—r des lignes d’une base réduite en colonnes de son noyau.

Ces indices & gauche et a droite pour un faisceau de matrices A = B + xC sont des invariants
révélés par la forme normale de Kronecker. Dans ce cas ils se calculent en temps O(m?n) [9]. Une
matrice n x n de degré d pouvant se linéariser en une matrice nd x nd — comme quand on associe
une matrice compagnon a un polynéme — les indices de Kronecker se calculent en temps O(n3d?)
si m = O(n) [10]. La linéarisation augmente quelque peu artificiellement 1’exposant de d, on peut
procéder autrement. Si U est une transformation unimodulaire de A vers une forme réduite en
lignes (théoreme 1.3.1), on a

U U, Av | | A
pan[ U G ][ 4[4 -
ou le découpage des matrices U et A a gauche correspond au découpage en r et m — r lignes a
droite. Donc N = [N; Ns] est une base (non forcément réduite du noyau). L’identité (5.2) fait

apparaitre une autre interprétation de N. Le fait que
Ay
[ M NQ]{AQ}:[O} (5.3)

montre que N; et Ny jouent le role de cofacteurs tels que NyA; + NoAs = 0. Dans le cas de
polynomes scalaires de degrés d, on sait que I’on peut trouver des cofacteurs de degrés au plus d.
Cela peut étre faux dans le cas scalaire et seule la somme des degrés des lignes des cofacteurs est

bornée a priori par (voir §1.4)
m—-r
> pi<rd.
i=1

D’apres (5.2), une premiere alternative a I’approche faisceau pour calculer une base minimale du
noyau est de calculer une base “quelconque” & I’aide d’une transformation matricielle U (voir par
exemple [114, §6.2]). Cela consiste ensuite a réduire cette base par une méthode de réduction en
lignes (voir [124, 94] et les références qui y sont données, voir aussi §5.3).

Avec M.P. Quéré-Stuchlik nous avons proposé de calculer directement une base réduite par
un algorithme adaptatif en les indices de Kronecker. Il se base sur des algorithmes existants d’ap-
proximation matricielle. L’idée est la méme que celle de la reconstruction d’une fraction rationnelle
exacte par un algorithme d’approximation par exemple de type Padé-Hermite. Par identification
des termes le lemme suivant est trivial.

Lemme 5.1.2. Si N(x) est de degré inférieur a 3 et vérifie l'approzimation N (x)A(x) = O(z#+4+1)
alors N(x)A(xz) = 0.
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Une base minimale peut alors étre calculée comme sous-matrice d’une base d’approximants
P(z)A(z) = O(z?) si Pordre d’approximation o est assez élevé. En utilisant 1’algorithme de Be-
ckermann & Labahn qui calcule une base dite o-base [5], on arrive & la complexité suivante.

Proposition 5.1.3. Si les indices de Kronecker sont bornés par (3 alors une base minimale du
noyau de A € K[x]™*" avec m = O(n) se calcule en O(n*M(nf)log(nB3)) (voir [105, Chap. 4], [7,
§4.2/, [5] et comparer au théoréme 1.5.3).

L’aspect adaptatif provient du fait que si la base minimale d’approximants est calculée & I'ordre
B+ d+ 1, alors d’apres le lemme 5.1.2, elle contient forcément une base du noyau. Puisque 3 est
en O(nd) au pire, cela donne jusqu’a O (n*d) au total. La taille de la base n’est pourtant qu’en
O(nY Bi) = O(n%d). Ce coiit, classique dans le cas général (c’est (5.1)), sera intéressant pour le
calcul de bases plus particulieres comme pour l'inversion générique au paragraphe 5.4.

5.2 Formes normales

Les formes normales de matrices polynomiales telles que celles de Popov, d’Hermite ou de
Smith ainsi que des matrices de passage associées se calculent toutes en temps O (n“’“d). On
pourra se référer & [124, 114] et aux diverses références qui y sont données. Avec B. Beckermann
et G. Labahn, nous avons aussi développé la notion de forme normale a décalage et généralisé
lalgorithme adaptatif du paragraphe précédent & leur calcul [8, 7].

Pour le calcul du déterminant et de la forme normale de Smith (sans transformation associée),
I’exposant de n peut étre diminué de un.

Théoréme 5.2.1. La forme normale de Smith et donc le déterminant d’une matrice A € K[x]™*"
de degré d se calculent par un algorithme probabiliste Las Vegas en O (n*d) opérations dans K [116,
Proposition 24].

On n’est pas encore & 'optimalité puisqu’a priori on sait seulement minorer le cotit par O(n® +
n%d), ce qui est le coiit du produit de matrices plus la taille de I'entrée. Le coiit du théoreme est
néanmoins tres faible puisque équivalent au meilleur colit connu pour la résolution d’un systéeme
linéaire (théoreme 1.9.1) et inférieur a la taille de A=! au pire. La méthode conduisant & ce cofit
est due & Storjohann. Nous en avons interprété une des clefs avec la proposition 1.9.3 (cf aussi §5.3
ci-dessous) et en avons dégagé le lien avec approche Krylov / Lanczos par blocs en page 17.

On l'a dit en introduction, les cotits du chapitre précédent sur Z se transférent naturellement
a K[z]. On a par exemple cet autre résultat a partir du corollaire 4.3.2.

Corollaire 5.2.2. Le polynome caractéristique de A € K[z]"*™ se calcule en O (n2'7d) opérations

dans K par un algorithme probabiliste Monte Carlo. Le coit est O (n3+1/5d) sans produit rapide
de matrices.

Comme dans tout ce chapitre, une premieére cible a atteindre pour le polynome caractéristique
reste donc en n“d. Sans produit rapide de matrices ou de polynémes ni calcul des matrices de
passage, cette cible est atteinte pour les formes normales d’Hermite et de Popov. Le théoreme qui
suit donne un gain sur 'exposant de n et un gain global en arithmétique standard.

Théoréme 5.2.3. La forme normale d’Hermite et la forme normale de Popov (dans le cas plein
rang) d’une matrice A € K[z]"*"™ se calculent en O(n3d?) opérations sur K [94].
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5.3 Réduction en colonnes et forme normale de Popov

L’exposant du théoreme 5.2.3 peut encore étre amélioré pour le calcul d’une forme réduite en
colonnes et de la forme normale de Popov (les définitions ont été vues au §1.3). Pour simplifier on
ne traite ici que les matrices A € K[z]™*™ non singuliéres de degré d.

La réduction en colonnes est essentiellement une réduction de base de réseau dans le cas po-
lynomial. On appelle M le K[z]-module engendré par les colonnes de A. 1l s’agit de calculer une
matrice C' € K[z]"*™ dont les colonnes forment une base minimale de M (définition 1.4.1). On doit
avoir en particulier que

C = AU € K[z]™"

avec U unimodulaire. On se propose de combiner notre technique de [124] aux résultats de [116].
L’idée est de se ramener a un calcul d’approximation de Padé matricielle qui a pour “effet de bord”
de normaliser les matrices. A A~! on associe la description irréductible (R, A) d’une fraction

H=RA™! (5.4)

strictement propre, c¢’est-a-dire tendant vers 0 quand z tend vers U'infini. En particulier, les degrés
des colonnes du numérateur R sont strictement inférieurs aux degrés des colonnes correspondantes
du dénominateur A. Tous les degrés sont donc plus petits que d. Si H se développe en l'infini sous
la forme

H:
HE) - Y e ke

i>0
alors un approximant de Padé matriciel (R,C) — calculé & partir des 2d premiers termes de la
série — vérifie B

H=RC™ (5.5)
avec C sous forme réduite en colonnes. Par unicité de la fraction irréductible & normalisation pres
(théoreme 1.6.5), il suit que C' = AU avec U unimodulaire et que C est une forme réduite en
colonnes de A. Cela conduit a l’algorithme et a la justification qui suivent.

Algorithme Réduction en colonnes
Entrée : A € K[z]™*" de degré d.
Sortie : C = AU forme réduite en colonnes de A.

Choix de zq aléatoire dans K
Si det A(xzg) = 0 alors échec  /* Retirage de x¢ ou A est probablement singuliére */

h:=mn-1)d+1

S 2N H, Jait! = les 2d premiers termes de (A~ (z + x9) — (A~ (z + 20) mod z)) /a"
Calcul d’un approximant tel que Y>%c" H; /2t = R(x)C~'(z) mod 2

C(z) .= C(x — ).

En général, si A n’est pas réduite en colonnes, A~ n’est justement pas strictement propre
et l'on ne peut considérer directement la fraction A~! c’est-a-dire prendre R = I dans (5.4). On
peut cependant appliquer l'algorithme z-adique de la proposition 1.9.3 avec B = I, P = I et
@ = A pour calculer une matrice R adéquate. On a donc m = n et @ vérifie bien la condition
m(deg@Q)/d = m = O(n). En outre, puisque A™! est une fraction irréductible (de numérateur
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I'identité), la proposition 1.9.3 assure que RA~! est aussi irréductible. La description (5.4) est
donc obtenue en O (n“d). En appliquant I’analogue de (1.15) en division & gauche, on sait que la
méme fraction admet une description irréductible & gauche A~'R’.

A partir des 2d premiers termes du développement de RA~! on peut alors calculer un dénominateur
C' éventuellement normalisé pour (5.5) par approximation. On se reportera au cofit donné au
théoreme 1.5.3 et aux références citées juste apres en page 6 puisque cela revient a calculer le
polynome minimal d’une suite.

Si A(0) =0, on peut trouver un choix aléatoire de z¢ tel que A(zg) # 0 et faire le calcul pour
A(z + zo) puisqu’alors il suffit de prendre en résultat C(x) = C(xz — zp). Cela donne donc un
algorithme de type Las Vegas puisque tout est déterministe dés qu’'un point régulier est trouvé
pour lalgorithme z-adique.

Théoréme 5.3.1. La forme normale de Popov d’une matrice A € K[z]™*"™ inversible se calcule
en O (n?’d) opérations dans K par un algorithme probabiliste Las Vegas.

Nous développons par ailleurs un algorithme de cotit O (n“d) en apportant quelques modifica-
tions aux algorithmes d’approximation [132].

Exemple. Soit a calculer une forme réduite en colonnes de

A( ) z4+3 234+322+x4+4
€Tr) =
-2 222 —1+z

Sa matrice inverse n’est pas strictement propre :

_212+17$ _z3+312+z+4
A_l(x) — 24445 244 x+5
2 x+3
z2+4x+5 z2+4 z+5

mais d’apreés (1.15) on peut la décomposer en une partie polynomiale et une partie fractionnaire

A~ Yz) = (A7Y(x) mod z*) + 2 R(x) A~ (z)

279 99 279 .2 3 2 -1
—%5F  —Ter — 5= T z+3 z°+3zx"+zr+4
_ (A_l(x) mod $4) +x4 { 46825 11325 46825 . ] )
625 ﬁ"‘@l’ -2 —2x —1+ZL‘

On a maintenant une fraction RA~! strictement propre dont le développement permet de
calculer un approximant normalisé

—1

_ —zrg 216 z+3 1
R(@)A~\ () = R(z)C~\(x) = { }
La matrice dénominateur C' de cet approximant est la forme normale de Popov de A. a

5.4 Inversion

A Iimage de la situation sur Z (voir les commentaires en fin du chapitre 4) tous les progres
autour du déterminant, de la forme normale de Smith et méme du polynéme caractéristique, ne
semblent rien donner pour I’inversion. A nouveau sur K[x], on peut dire que I’algorithme algébrique
de Baur & Strassen, qui calcule l'inverse par différentiation du déterminant, fait défaut. Avec
C.P. Jeannerod, nous proposons une nouvelle méthode d’inversion qui atteint le cotit quasi-optimal
de O (n?’d) pour une matrice générique en entrée [133, 63]. Plus précisément, ’algorithme a cette
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complexité sauf pour des matrices sur une sous-variété de dimension strictement inférieure a n?(d+
1). On cherche & imbriquer complétement opérations matricielles et opérations polynomiales pour
éviter un cout global donné par le produit d’un cotit matriciel et d’un cotit polynomial.

Exemple. Soit A la matrice carrée de dimension 4 et de degré d = 2 sur K =Z/3%Z :

z+2 2242242 22242242 22242242

A x+2 1 22 +1 222422+ 2
| 2242042 2442 242 0
1 x 22441 2z

La premiere étape de l'algorithme consiste a appliquer (5.3) deux fois. On calcule des cofacteurs
minimaux [N; N3] pour 'ensemble des n/2 premieres colonnes de A et des cofacteurs minimaux
[My Ms] pour les n/2 derniéres colonnes. Ces cofacteurs permettent de former par exemple la
matrice

2.2 z? 24 a2 0
U(l)(x): Mi(z) Moy(x) _ 2+2°+z 1+2zx+2° 22+1 2°+x+1
Ni(z)  Na(x) T2 1+a> 2422 242z
2z x4+ 2 2 14
telle que
223 42 x4 1+ 2" 3+ 1 0 0
A z+ 14zt 0 0
UM (2)A(x) =
0 0 2’ +1 22° +22° + 22 + 22
0 0 223 4 & + 2 r+1+22

On voit que cela permet de diagonaliser par blocs (n/2) x (n/2) & 'aide d’une matrice de transfor-
mation de degré seulement d = 2. Deux étapes d’élimination de Gauss auraient au contraire fait
intervenir un déterminant 2 x 2 de degré 4. L’algorithme d’inversion procede ensuite itérativement
pour arriver a une matrice diagonale et finalement a l'identité. O

L’algorithme complet est donné un peu plus loin en supposant que la dimension de la matrice
est une puissance de deux. Il est déterministe et retourne ’inverse pour toute matrice inversible
en entrée.

Nous verrons ensuite certains des résultats utilisés pour sa preuve et pour I’étude de son cofit.
Ce cott dépend a priori de la matrice en entrée. Ce qui va nous intéresser, c’est de montrer que
pour presque toutes les matrices, I’algorithme s’exécute en O (n3d) opérations dans K. Pour des
matrices particulieres (conduisant a des cofacteurs de degrés élevés) il semble que le cotit puisse
étre bien supérieur & ces quantités c’est-a-dire sans doute au mieux majoré comme O (n“”‘ld).

Théoreme 5.4.1. Pour toute matrice A € Klz]™*" de degré d sauf sur une sous-variété de
dimension strictement inférieure a n?(d+1), lalgorithme Inverse calcule l'inverse de A en O (n3d)
opérations dans K.

La matrice A en entrée est diagonalisée en logn étapes. A Détape i I’algorithme construit par
récurrence une matrice U® € K[z]"*™ telle que UOU 1 ..UM A soit diagonale par blocs, avec
2% blocs 27% x 217, Les matrices U sont accumulées dans une matrice U et la matrice diagonale
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par blocs qui en résulte est chaque fois stockée dans une méme matrice B. L’inverse de A est donc
finalement obtenue comme produit de U et de 'inverse de la matrice diagonale stockée dans B a la
derniere étape. Pour toute matrice M carrée m x m on note My, et Mg les sous-matrices formées
de ses m/2 premiéres et m/2 derniéres colonnes. On suppose aussi disposer d’une fonction BaseMin
qui calcule une base minimale du noyau & gauche d’une matrice polynomiale quelconque (cf §5.1).

Algorithme Inverse
Entrée : A € K[z]"*" de degré d, n = 2!
Sortie : A~1 si A est inversible.

B=A
U:=1

Pour i de 1 a1 faire  /* B est diagonale par blocs de blocs B®), 1 <k < 2i=1 */
pour k de 1 & 2°~! faire
" = BaseMin(Bgf))
u® .= BaseMin(B](;k))

+(1)
Q(l)

ey

U .= diag l

U(Qifl)
Q(T*l)
B:=UWR

U:.=UWy
Al.= B~ lU.

On note D la matrice diagonale B a la fin de ’étape [. La derniere affectation de ’algorithme

donne
D =UA € K[z]"*"

avec U € K[z]™*"™, c’est-a-dire que D est une matrice diagonale multiple de A. L’algorithme calcule
la matrice inverse sous la forme factorisée

At = ptylesnyllegn)=1)  17(1) (5.6)

Tout en rappelant le type de factorisation que 'on peut obtenir par applications récursives du
complément de Schur, cette décomposition a en fait une complexité bien plus faible. Elle revient a
manipuler des fractions matricielles irréductibles et donc de degrés inférieurs a ceux des descriptions
habituellement utilisées dans une élimination de Gauss par blocs. La propriété fondamentale pour
borner le cotit de ’algorithme est donnée par le lemme suivant.

Proposition 5.4.2. Pour toute matrice A sauf sur une sous-variété, les matrices U sont dia-
gonales par blocs, avec 2'=% blocs 2171 x 2171 et sont de degrés exactement 2°71d [63].

Cette proposition peut se démontrer par récurrence a partir du résultat suivant :

Lemme 5.4.3. Pour M(z) = Mo+aM; +...+xM,; € K[z]*™*™ de degré d, la matrice Toeplitz
par blocs carrée définie par

My M, ... My
T(M) — c K2md><2md (57)
My M; ... My
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est inversible si et seulement si les indices de Kronecker de M d gauche (les degrés d’une base
minimale de son noyau) sont 81 = P2 = ... = B, = d.

Ceci provient de 'identité (1.7) sur le degré de McMillan §(M) de M. Le fait que la matrice
T (M) est inversible est équivalent au fait que tout indice de Kronecker est supérieur a d et donc

au fait que
T T

md—l—i:d] < (2m—r)d+2dj sz_:rﬁl-i-z:d] :5(A) < md,
=1 J

j=1 j=1 j=1

ce qui conduit a r = m et au résultat voulu puisque tout est positif. La récurrence pour prouver
la proposition 5.4.2 utilise le fait suivant.

Lemme 5.4.4. Soient n2d indéterminées ok pour 1 < 4,5 <n et pour 1 <k <d. Il existe un
polyndome non nul A € K(a1,1,0,01,1,1, -+, Qi jks- -+ Qnnd) tel que si A est non nul lorsque évalué
en les coefficients a; j(x) = a; jo + @i 1@ + ...+ a;jqv? d'une matrice A € K[z]"*™ de degré d,
alors l'assertion de la proposition 5.4.2 est vraie.

Ce second lemme s’obtient en appliquant d’abord le premier lemme 5.4.3 a chacune des logn
étapes de ’algorithme. A Iétape i, 2¢ calculs de bases minimales sont en jeu pour les matrices Bgf)
et Bgc), 1 < k <271 La construction de bases normalisées uniques (sous forme de Popov) permet
de bien définir des déterminants A(Li’k) et A%’k) de matrices Toeplitz T(B(Lk)) et T(B%C)). Si, pour
une matrice donnée, ces bases normalisées & 1’étape i ont les bons degrés 2°~'d alors n’importe
quelle base minimale aura les bons degrés. Il suffit alors de prendre

logn 2°—1

ik) A (i,k

A=T] JTal™ab?.
i=1 k=1

On démontre ensuite que A n’est pas identiquement nul en explicitant une matrice polynomiale
qui ne peut en étre racine. La sous-variété du théoreme 5.4.1 et de la proposition 5.4.2 est donc
celle définie par A.

Une fois démontrée la propriété sur les degrés des bases minimales successives construites par
I’algorithme, le coiit annoncé au théoreme 5.4.1 s’obtient directement. Il est le cumul d’une part
du cout du calcul des bases minimales et d’autre part de la mise a jour de la matrice courante
et de l'inverse. Ce a quoi il faut ajouter l'inversion finale d’'une matrice diagonale et le produit
subséquent. D’apres la proposition 5.1.3 sur le calcul des bases minimales, & I’étape 4, les 2 bases
— aux degrés 2°"1d connus @ priori — sont obtenues en temps

o (21' x (22“—1')M(21—i2i—1d))) = 0 (27'n*M(nd)) . (5.8)

La multiplication U B est la multiplication de deux matrices de méme structure. Elles ont 2¢~!
blocs 21+ x 21711 de degrés 2'~1d. Leur produit est donc de cotit

O (2771 x (277w x M(2°71d)) = O ((2°)* “n¥d) .

Dans le deuxieme produit & I'étape i il faut multiplier U et U qui est une matrice dense n x n
de degré 2072 (de degré 0 pour i = 1). En effectuant ce produit par blocs on arrive

O (271 x 2071 x (217 x M(271d)) = O ((2%)*“n¥d) . (5.9)
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Ce dernier cout correspond aussi & celui qui met en jeu la matrice diagonale finale puisque c’est
une matrice diagonale de degré nd.

En récapitulant, on voit qu’au début de ’algorithme, 1’étape de calcul des bases minimales
domine, I'identité (5.8) donne O (n*M(nd)). En fin d’algorithme, c’est la mise & jour de I'inverse
qui cotite le plus puisque I'on a aussi O (n?M(nd)) dans (5.9).

La sous-variété définie par A n’est pas la meilleure possible en ce sens que I’algorithme s’exécutera
en O (n3d) dans bien d’autre cas. Sa construction, qui passe par des bases normalisées, le laisse
voir. Nous poursuivons les études dans cette direction ainsi que pour fournir un calcul d’inverse
dans le cas général.

En conclusion de ce chapitre, les différents cotlits présentés amenent un commentaire plus
général.

Remarque 5.4.5. Une conséquence immédiate au théoreme 1.1.1 est que les probléemes que nous
avons regardés sur K[z] ne peuvent étre résolus qu’en temps Q(n*). Les complexités obtenues sur
Klz] sont O (n*d) pour le déterminant et la forme normale de Smith et O (n3d) pour la réduction
en colonnes et l'inversion. Cela suggere la question du positionnement de ces probléemes par rapport
a celui du calcul du produit de deux polynémes matriciels de degrés d.
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6. Matrices boites noires

Le cofit principal de ’approche Krylov / Lanczos est celui de multiplications matrice x vecteur
ou matrice x matrice pour produire un sous-espace de Krylov (Y, AY, A2Y ...) ou une suite ma-
tricielle XY, X AY, X A%Y,... (voir le chapitre 2). Les matrices A les plus concernées sont donc
notamment celles pour lesquelles le produit par un vecteur est peu onéreux comparé a O(n?). C’est
ce qui conduit & utiliser la notion de boite noire — apparue au départ pour des polynémes [75] —
c’est-a~dire a considérer la matrice seulement comme un endomorphisme abstrait. Le cott de ’ap-
plication de I’endomorphisme & un vecteur sur un corps K, noté E(n) en dimension n, sert d’unité.
Les matrices structurées et les matrices creuses par exemple, entrent dans la catégorie des matrices
telles que E(n) = o(n?). La notion de boite noire permet d’abstraire les structures particulieres.
L’intérét porté au sujet vient du fait que la plupart des matrices issues de domaines applicatifs se
préte bien a cette modélisation.

Du point de vue du calcul exact, on se pose la question de la complexité des problemes en
fonction de E(n) (voir [68, §3]). L’objectif principal est une résolution en O(n) ou O (n) produits
matrice X vecteur, puisqu’alors E(n) = o(n?) donne un coiit total en o (nE(n)) = o"(n®) soit moins
d’opérations que pour une résolution générale en, mettons, O (n®). Pour des boites noires plus
particulieres avec E(n) = O (n) (e.g. des matrices trés creuses), un objectif intermédiaire est de
parvenir & une résolution en o(n?) produits matrice x vecteur. Ce dernier cas conduisant en effet
aussi & un coiit total en o(n’E(n)) = o~ (n?).

Nous sommes intervenu sur les deux objectifs pour d’une part systématiser I'utilisation du
polynéme minimal matriciel et améliorer les réductions qu’il permet et d’autre part progresser sur
la question ouverte du calcul du polyndme caractéristique (probléme 6.4.1).

Le paragraphe 6.1 reprend les complexités de base avec la question centrale du calcul du po-
lynéme minimal. Comme on a déja pu le voir avec le déterminant, plusieurs problemes se réduisent
a ce calcul pour autant que la matrice en entrée remplisse certaines conditions. Si ces conditions
ne sont pas remplies a priori, il est possible de pré-multiplier la matrice — de la pré-conditionner
— pour que les conditions soient satisfaites par la nouvelle matrice. En termes de boites noires
le produit n’est jamais effectué mais on manipule une boite noire composée (voir (6.3)). Cette
notion de pré-conditionnement et les manieres dont on ’applique au déterminant, au rang et a
la résolution de systémes linéaires, sont le sujet des paragraphes 6.2 et 6.3. Calculer le polynéme
caractéristique — ou calculer toutes les valeurs propres avec leurs multiplicités — est un probleme
qui en I’état actuel des choses est plus difficile que de seulement calculer le polynéme minimal.
Nous exposons au paragraphe 6.4 la méthode qui nous a permis un progres sur le sujet et concluons
au paragraphe 6.5 par quelques commentaires plus généraux.

Mis a part le dernier paragraphe, nous exprimons les résultats pour un corps K abstrait. La
plupart des questions a en réalité été abordée pour des corps finis, les travaux sur QQ ont été moins
nombreux. Beaucoup de détails techniques non donnés ici, notamment dans le cas des corps a peu
d’éléments, concerneraient les études des probabilités de succes des algorithmes (cf §2.2).

6.1 Approche par boites noires

Pour deux vecteurs aléatoires z € K™ et y € K™*! le polynéme minimal de la suite xA%y,
1 > 0, se calcule & partir de ses 2n premiers termes (théoréme 1.5.3). Avec une bonne probabilité
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(fonction ® du paragraphe 2.2), ce polynéme coincide avec le polyndme minimal 74 de A.

Théoréme 6.1.1. Le polynéme minimal de A € K™"*™ se calcule par un algorithme probabiliste
Monte Carlo en O(nk(n) +n?) opérations dans K [134, 74].

Par terminaison anticipée (voir la discussion en fin du §2.5), lalgorithme peut étre rendu
adaptatif en le degré d de m4 pour un coiit de O(dE(n) + dn) opérations, éventuellement dans une
extension de K pour disposer de suffisamment d’éléments (voir §2.5). Quant aux constantes du “O”
au théoréme 6.1.1, pour € fixé aussi petit que 'on veut, on peut atteindre ((1+ €)n+ O(1))E(n) +
0} (n2) avec une technique par blocs [67, §7]. On ne sait pas encore certifier le polynéme minimal
avec un cotit aussi faible que O(nE(n) + n?) et donc concevoir un algorithme Las Vegas. Cela
demanderait de faire intervenir tout l’espace et non pas seulement quelques vecteurs pour les
projections.

Dans le cas par blocs, pour X et Y aléatoires, le polynéme minimal matriciel F' )? Yo Kla]m>m
est de degré v/m < n/m et se calcule en temps O (m“n/m) = O (m“~'n) (théoremes 2.1.1
et 2.5.1). Sa forme normale de Smith se calcule en O (m“n/m) (théoréme 5.2.1). Le calcul du po-
lynéme minimal scalaire w4 (z) € K[z] se déduit donc sans surcoiit du polynéme minimal matriciel
FY e Klz]m=m.

Pour A inversible, en prenant z aléatoire et y = b fixé, le polynéme minimal de zA%b, i > 0,
conduit avec une bonne probabilité a

fob+ fiAb+ ...+ fa_ 1A% b+ A% =0,

soit a

A1/ fo)(fib+ o+ a1 AT20 4+ A1) = b (6.1)

et donc & la résolution du systéme linéaire Az = b. Quant aux aspects adaptatifs, les remarques
restent les mémes : on peut considérer que la projection a droite est aussi aléatoire en résolvant le
systéme Az = b+ Au pour u un vecteur aléatoire [41, §4]. A la différence du polynéme minimal,
il est ici facile de vérifier a posteriori que ’on a bien une solution.

Théoréme 6.1.2. La solution a Az = b pour A inversible dans K"*" se calcule par un algorithme
probabiliste Las Vegas en O(nE(n) + n?) opérations dans K [134, 74].

A partir des études de Lambert [83] et de Dumas [33] on peut préciser la comparaison entamée
au §2.6 de ’approche de Wiedemann et de celle de Lanczos pour le calcul de 74 et pour la résolution
d’un systeme linéaire. Les colits dominants sont repris dans la table ci-dessous. Les quantités entre
crochets donnent espace de stockage nécessaire (en nombres d’éléments de K). On suppose que
Pon peut aussi appliquer la transposée de A & un vecteur en temps E(n).

Terminaison anticipée 74 Monte Carlo 74 Las Vegas Az =0b
Wiedemann [6n] 2dE(n) + 4d(n + d) 2nE(n) + 4n? + 2d(n + d) +dE(n) 4+ 2dn
Wiedemann [O(dn)] 2dE(n) + 4d(n + d) 2nE(n) + 4n? + 2d(n + d) +2dn
Lanczos [3n] 2dE(n) + 8dn 2nE(n) 4+ 4n? + 4dn +2dn

Table 1 [34, p. 46]. Cotlits comparés des approches de Wiedemann et de Lanczos

Coté Lanczos, la terminaison anticipée et 1’algorithme Monte Carlo correspondent a la version
Lanczos bi-orthogonale avec ou sans look-ahead [83]. Pour les deux approches le nombre de produits
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matrice x vecteur est divisé par deux si la matrice est symétrique. Comme la mise a jour du
polynéme générateur de la suite est faite par produits scalaires au lieu d’opérations polynomiales
élémentaires, la statégie Lanczos est un peu plus cotiteuse pour le calcul de w4. Dans le cas de la
résolution de Az = b, séparer le calcul de 74 du calcul de z & partir de (6.1) est un désavantage.
Cela demande soit de recalculer les itérés (Aib)ogigd,l, soit de les stocker. On aura le méme type
de conclusions pour les versions par blocs de ces algorithmes [33].

6.2 Pré-conditionnement algébrique

Le calcul du déterminant pages 17 et 29 reposait sur le fait que le polynéme caractéristique de
A était égal a son polynéme minimal. Cette propriété n’est pas vraie en général mais on va voir
qu’il est possible de ’assurer & moindre coiit en pré-multipliant la matrice A par des matrices bien
choisies (voir le théoréme 6.2.1). Cette opération est appelée pré-conditionnement (algébrique) de
A. On l'utilise pour modifier des propriétés algébriques de la matrice sans rapport a priori avec la
notion numérique de nombre de conditionnement. Le procédé a été introduit par Wiedemann [134]
puis systématiquement repris ensuite notamment pour calculer le rang ou pour la résolution de
systemes linéaires avec A non forcément inversible.

Dans [21, §3] nous avons identifié trois grandes classes de préconditionnements. La premiere
concerne ceux qui assurent des propriétés d’indépendance linéaire. Par example, si A est de rang
r, il faut assurer que les r premieres colonnes de la nouvelle matrice A’ sont indépendantes ou
que ses r premiers mineurs principaux sont non nuls. La deuxieme classe assure que la forme de
Jordan de A’ n’a pas de bloc nilpotent non trivial, ¢’est-a-dire que son polynéme minimal est de
valuation 1. La troisieme classe s’intéresse a des propriétés de cyclicité pour par exemple aboutir
& ce que A’ ait un polynéme minimal sans carré (en particulier, le sous-espace stable associé aux
valeurs propres non nulles est cyclique).

Pour réaliser ces pré-conditionnements la technique générale consiste donc a pré-multiplier A
a gauche et/ou a droite par deux matrices C, et Cy :

A = C,AC,. (6.2)

Le choix de C, et Cy est bien stur guidé par la propriété cible a réaliser, mais aussi par le fait que
le surcotit doit étre le plus faible possible. On remarquera que dans Papproche Krylov / Lanczos le
produit (6.2) n’a pas & étre formé explicitement puisque pour calculer (CyACy)*y on peut utiliser
que

(CgACa)'y = Cy(A(Ca((CoACD) ™ y))). (6.3)

Les matrices Cy et Cy peuvent donc aussi étre manipulées comme des boites noires.

Dans [21] nous avons proposé un état de Part des réductions entre problémes qui découlent
de la technique ainsi que plusieurs améliorations de pré-conditionneurs. Les matrices de pré-
conditionnement sont diagonales, structurées (en particulier Toeplitz), basées sur des réseaux
de permutations (papillon ou Benes) ou creuses. Elles conduisent & des coiits de produits ma-
trice x vecteur en E'(n) = E(n) + O (nlogn) ou en E'(n) = E(n) + O (n log? n) selon la taille
du corps de base K. Les complexités (théorémes 6.1.1 et 6.1.2) ne sont donc que peu modifiées
asymptotiquement. Le pré-conditionnement est probabiliste en ce sens que A’ = C,ACy vérifie la
propriété cible avec une bonne probabilité.

Pour une matrice inversible, on peut facilement assurer que le polynéme caractéristique soit
égal au polynome minimal. Il s’agit d’une propriété de cyclicité.
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Théoréme 6.2.1. Soit A € K" "™ S un sous-ensemble fini de K et D une matrice diagonale
aléatoire aux coefficients choisis uniformément et indépendamment dans S. Le sous-espace stable

associé aux valeurs propres non nulles de DA est cyclique avec une probabilité au moins 1 —n(n —
1)/|S| [21, Theorem 4.2].

Le déterminant est modifié mais on sait dans quel facteur. L’algorithme du paragraphe 4.2 par
exemple consiste a calculer le déterminant de A’ = DA puis a récupérer det A = (det A")/(det D).
Un pré-conditionnement ne modifiant pas le déterminant est cependant possible [121, Theorem 3.2].
Si le corps K n’a pas assez d’éléments pour appliquer le théoreme 6.2.1 directement une solution
est de passer par une extension algébrique.

Nous verrons au paragraphe suivant 'utilisation du pré-conditionnement pour la résolution de
systemes linéaires généraux. Une autre application est pour le calcul du rang de A. Ce calcul se
réduit au calcul du polynome caractéristique [95, 74]. En effet, si ce dernier est égal & ¥ f(z) et
que le polynéme minimal est x f(z) avec f(0) # 0 alors [74] :

rangA =n — k.

Cette propriété est assurée en prenant A’ = D;ATDyA pour D; et Dy deux matrices diago-
nales [41]. On peut aussi prendre des matrices Toeplitz comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 6.2.2. Soit A € K"™" de rang r et S un sous-ensemble fini de K. Soient U,V et W
trois matrices Toeplitz aux coefficients aléatoires choisis uniformément et indépendamment dans S ;
U est choisie triangulaire supérieure; V et W sont choisies triangulaires inférieures a diagonales
unités. La matrice VAWU est de rang r et son polynéme caractéristique est f(x)x™™" ou f est
sans carré et tel que f(0) # 0 avec une probabilité au moins 1 — (3n? +n)/|S| [21, Theorem 5.3].

Un pré-conditionnement Toeplitz est certainement plus coliteux qu'un pré-conditionnement
diagonal. Il peut cependant permettre de préserver des propriétés de structure comme par exemple
le rang de déplacement.

De méme que plus haut, si le corps a trop peu d’éléments pour utiliser la borne sur la pro-
babilité de succes, il est possible de passer par une extension algébrique. Puisqu’il faut au moins
de I'ordre de n? éléments dans S, 'extension aura un degré en O(logn). Et puisque, d’autre part,
le produit d’une matrice Toeplitz par un vecteur se fait en O (nlogn) [12, §2.5], la complexité
de la nouvelle boite noire est E'(n) = E(n) + O (n log? n) au pire. Une alternative & Iutilisation
d’une extension algébrique est d’utiliser une matrice creuse comme pré-conditionneur. Pour un
corps quelconque, les résultats connus conduisent cependant & des matrices creuses de poids de
Hamming en O(nlog?n) et donc aussi & E'(n) = E(n) + O (n log? n) [134, 21]. Du théoréme 6.1.1
joint a ces pré-conditionnements on déduit un calcul du rang.

Théoréme 6.2.3. Le rang de A dans K"*™ se calcule par un algorithme probabiliste Monte Carlo
en O(nE(n)) + O (n? log? n) opérations dans K [134, 74].

Quitte & pré-conditionner on vient donc de voir une réduction du calcul du rang a celui du
polynéme minimal. On peut remarquer que cela vaut aussi pour les méthodes par blocs et donc
que les exposants du théoréme 3.2.2 (sans division) et du théoréme 4.1.4 (sur Z) s’appliquent. Se
basant sur le calcul du polynéme minimal, I’algorithme ci-dessus est de type Monte Carlo. On a
pu néanmoins produire un certificat de la solution sur R ou sur C.

Théoréme 6.2.4. Le rang de A dans K™ "™ pour K = R ou C se calcule par un algorithme
probabiliste Las Vegas en O(nE(n) + n?) opérations dans K [108].

La caractéristique zéro permet ce certificat en assurant la non-existence de vecteurs u isotropes
c’est-a-dire tels que (u,u) = 0.
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6.3 Systemes linéaires : le cas général

Deux cas de la résolution de systemes linéaires ont déja été traités. On a vu le calcul d’un vecteur
z du noyau donc tel que Az = 0 au paragraphe 2.3. La résolution de Az = b pour A inversible
a été abordée en début de chapitre avec le polynéome minimal scalaire. Le cas général avec A
éventuellement singuliere, en utilisant ’algorithme par blocs, repose sur un pré-conditionnement
de la matrice [21, §2]. On commence par traiter le cas d’un vecteur b a priori dans 'image de A,
c’est-a-dire le cas ou 'on sait qu’une solution existe. On verra ensuite comment cela se complete
par un test de non-existence d’une solution.

Pour b # 0, on se ramene a la situation ou 'on peut diviser par le terme constant du polynéme
minimal de b comme dans (6.1). Ce terme constant est non nul pour tout vecteur dans I'image
si la forme normale de Jordan de A n’a pas de bloc nilpotent non trivial (A est diagonalisable
par rapport & la valeur propre zéro) [128]. La propriété est en particulier induite par celle exigée
plus haut pour le rang (théoréme 6.2.2) ou peut s’assurer de maniere spécifique [21, Corollary 7.3].
De 1a nous avons proposé de résoudre le systéme a partir du polynéme minimal F )’?’Z € K[z]m>xm
avec Z = [b, AY] pour X et Y aléatoires [128]. Les projections sont suffisamment génériques pour
que tout fonctionne comme au paragraphe 2.5 avec notamment un polynéme minimal de petit
degré d = n/(m — 1). Le pré-conditionnement associé a ce choix de Z assure de plus que la
matrice terme constant de F)‘? 7 est inversible et peut étre prise égale a 'identité. Puisque F)‘? =
est polynome générateur de la suite X A’[b, AY], sa premiere colonne meéne a une relation

d d m—1
+ QA + (YD Bi A y) =0 (6.4)
i=1 =0 j=1

ott les y; sont les colonnes de Y € K"*(m=1) pour certains éléments «; et 3; ; dans K (comparer
a (2.7)). L’identité (6.4) généralise (6.1) et donne bien z tel que Az = b. Une méthode de résolution
un peu moins générale se ramene a un systeme inversible mais requiert d’abord le rang de la matrice
(voir [134, 74, 41] dans le cas scalaire et [67] avec blocs).

La résolution de Az = b pour A quelconque utilise donc un pré-conditionnement et parait
plus difficile que le calcul d’un vecteur du noyau (ou que la résolution avec A inversible) qui n’en
nécessite pas. Ceci se pergoit mieux grace a 1’équivalence suivante.

Théoréme 6.3.1. Le probléme de résoudre un systéme linéaire (pour une matrice générale) avec
second membre dans l'image est équivalent au probléeme de calculer un vecteur aléatoire du noyau.
C’est-a-dire qu’une résolution donne l'autre avec un surcotdt en O(n) [74, 71].

Le passage par (6.4) pour résoudre le systéme ne doit bien siir pas fonctionner si b n’est pas
dans I'image. L’assertion qui devient fausse est que la matrice terme constant de F)’?’Z n’est plus
forcément inversible. On peut donc détecter avec une bonne probabilité qu’un probléme se pose.
Mais cela se cantonne a un fort doute. Un certificat a été proposé qui consiste & prouver que b
n’est pas dans I'image [56]. Il calcule un vecteur aléatoire w dans le noyau de A & gauche, wA = 0,
et certifie la non-existence d’une solution si wb # 0. En effet, & ce moment 1a, wAz = wb et donc
Az = b sont impossibles.

En regroupant tous les résultats, on obtient finalement des complexités analogues a celles vues
pour le rang au théoreme 6.2.3.

Le modele de boite noire que 'on a considéré, basé sur le produit Au, ne mentionnait pas expli-
citement 1'utilisation de la boite noire transposée et du produit A”v ou wA. Puisque c’est souvent
raisonnable en pratique, on s’autorise cependant 1’opération pour le pré-conditionnement A’ =
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D1 AT Dy A page 44 ou pour le certificat de non-existence d’une solution ci-dessus. Plus théoriquement
on pourra se reporter aux commentaires de Kaltofen et & sa question ouverte [68, §6]. Dans le cas
du certificat, on ne sait pas s’il est possible d’éviter la transposition dans le méme ordre de com-
plexité [21, §2].

6.4 Calcul du polynéme caractéristique

Par construction, I'approche Krylov / Lanczos calcule le polynéme minimal. On vient aussi de
voir que, grace aux pré-conditionnements, on pouvait calculer le rang et résoudre des systemes
linéaires en O(n) produits matrice x vecteur plus O (n2 log? n) opérations additionnelles. On ne
connait pas de solution analogue pour le calcul du polynome caractéristique.

Probléme~6.4.1. Sur un corps abstrait K~, calculer le polynéme caractéristique x4 de A € KP*"
en temps O (nE(n) +n?) et en mémoire O (n) [68, Open Problem 3].

La question peut aussi étre vue sous l'angle du calcul de toutes les valeurs propres de la
matrice [101]. Dans le pire cas sous le modele boite noire, la meilleure complexité connue n’était
pas meilleure que pour une matrice générale, donc en O(n?®) ou O (n*) (théoreme 1.1.1). Des
bornes plus fines existent seulement pour des classes de matrices particulieres comme les matrices
structurées ou les matrices creuses définies par des graphes s(n)-séparables [102, 101, 106]. De
méme, Eberly a proposé un algorithme adaptatif en le nombre de blocs ¢ de la forme normale de
Frobenius de A (voir §1.7). Il obtient un cotit en O(nE(n) + ¢n?) qui donne cependant toujours un
terme en O(n3) dans le pire cas ¢ = O(n) [37, 38].

Nous avons proposé une méthode qui réduit le nombre de produits matrice x vecteur dans le
cas général et qui ne fait pas intervenir de terme en O(n3). Elle permet de passer en dega d'une
complexité globale en O(n?) — ou en O(n“) avec produit rapide — deés que E(n) = o(n?), soit
quand E(n) = O (n) par exemple. La borne cible du probléme 6.4.1 n’est pas pour autant atteinte.
Le résultat correspond a l'objectif intermédiaire donné en introduction au chapitre.

Notre démarche ici est a rapprocher de celle du chapitre 4 sur Z. On y a vu en effet que
calculer le plus grand facteur invariant était “plus facile” que de calculer le produit de tous les
facteurs invariants, c¢’est-a-dire le déterminant (corollaire 4.1.2). La question se répete puisque le
modele boite noire calcule le polynéme minimal, le plus grand facteur invariant f; de A, mais pas
le produit (1.13) :

Xa(@) = det(zl — A) = fi(z)fa2(x) ... fo ().

Rappelons que les n facteurs invariants de zI — A sont les ¢ polyndémes s; = f;, 1 < i < ¢,
correspondants aux ¢ blocs de la forme normale de Frobenius de A et les n — ¢ polynomes triviaux
Sp41=...= 5, = L.

Le modele boite noire donne moins de latitude que le travail sur des matrices générales. I1
s’ensuit que tout le spectre des solutions développées pour le déterminant d’une matrice dense ne
s’applique pas pour le calcul du déterminant de I — A quand A est une boite noire. La seule
solution commune pour l'instant, est d’utiliser la technique des perturbations additives vue au
paragraphe 4.1 (initialement développée dans le présent contexte, d’ailleurs) [130]. C’est ce que
nous exposons ici brievement en introduisant une amélioration en la recherche binaire par blocs
des facteurs invariants [129].

Pour préserver le modele boite noire, il s’'impose de choisir des perturbations additives souscri-
vant au modele. La proposition 4.1.3 qui perturbait avec des matrices denses se spécialise avec des
matrices Toeplitz.
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Proposition 6.4.2. Soit A € K"*" qvec s1,...,s, € K[x] les facteurs invariants de xI — A. Soit
S un sous-ensemble fini de K et U € K™*F et V. € KEX" deux matrices Toeplitz auz coefficients
aléatoires choisis uniformément et indépendamment dans S. Les facteurs invariants de A + UV
sont

Sp+1(@)tr (@), .oy s (@) tn—k (), tn_kt1(2), ... tn(x)
ot lest; € Klz], 1 < i < n, sont premiers avec le polyndme caractéristique de A avec une probabilité
au moins 1 — (nk +n+1)/|S|.

On retrouve donc le fait que le pged du plus grand facteur invariant de A et de celui de A+UV
est sp+1 quand U et V sont Toeplitz de rang k. Comme quand il s’est agi du pré-conditionnement,
la complexité de la nouvelle boite noire A + UV est E'(n) = E(n) + O (n log? n).

En plus de la perturbation structurée, une autre différence avec la méthode vue sur Z est que
I’on peut calculer ici plusieurs facteurs invariants simultanément. Sur Z, les facteurs étaient calculés
séparément par résolutions de systemes linéaires. En suivant le théoreme 2.1.1, pour un choix m
de taille de blocs on peut considérer le polynéme minimal Fg /""" e K[z]™*™. Pour X et Y
aléatoires, on sait d’apres la proposition précédente que ses m facteurs invariants sont

Sk+1(2)t1(x), .-, Skpm (T)tm (). (6.5)
Cela donne le lemme suivant.

Lemme 6.4.3. Pour k fizé quelconque, on peut calculer sgy1, ..., Sk+m par un algorithme Monte
Carlo en O(nE(n)) 4+ O (n? + m*~'n) + MM(n, m) opérations dans K ot la fonction MM donne le
coit du produit de matrices rectangulaires (cf théoréme 3.2.1) .

Démonstration. On pré-calcule s; = f; par le théoréme 6.1.1. Pour obtenir les polynémes de (6.5)
on calcule ensuite F' )’?JFUV’Y. Le théoréme 2.5.1 nous dit que ce polynéme matriciel est de degré n/m
et qu’il se calcule en temps O (m“_ln) a partir des 2d premiers termes de la suite X (A+UV)'Y. Ces
termes s’obtiennent eux-mémes en O(ng(n))+0 (n2) +MM(n, m) opérations. Par le théoréme 5.2.1
on en déduit les facteurs invariants (6.5) de Fi """ en temps O (m*~'n) et finalement sj,4; =
pged(sgyitiy s1), 1 <i<m. |

L’algorithme de calcul de la forme normale de Smith de I — A et donc du polynoéme ca-
ractéristique de A est alors une recherche binaire par blocs analogue a celle de la page 28. 11 faut
appliquer de l'ordre de p,, fois le lemme 6.4.3 ou u,, est le nombre de changements de degrés
possibles entre deux produits

Si4+18i+2 -+ - Si+m et Sj4+15j42 - - Sj+m, 1+m< ] + ].,

de m facteurs invariants consécutifs. On vérifie que la divisibilité des facteurs invariants implique
que p, = O(y/n/m). Le colit global du calcul correspond donc & O(y/n/m) utilisations du
lemme 6.4.3. En particulier, pour des matrices assez creuses i.e. avec O (n) éléments non nuls
ou des matrices assez structurées, la valeur optimale pour m permet de conclure comme suit.

Théoréme 6.4.4. On suppose que la boite noire A est telle que E(n) = O (n) et que « est la
constante du produit de matrices rectangulaires du théoréme 3.2.1. Les facteurs invariants de A
(et donc son polyndme caractéristique) se calculent en O (n?+(1=2)/2) = O(n?36) opérations dans
K dont O (nl“'(l_")ﬂ) applications de la noite noire. En produits usuel de matrices, pour m =1,
on retrowve O (n*+1/2E(n) + n*+1/2) opérations dans K [130].

Pour un produit matrice x vecteur suffisamment économique, le théoreme vient donc d’établir
un exposant plus faible que 'exposant du produit de matrices.
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6.5 Prolongements

Jusque-la nous avons été concernés par des boites noires sur un corps K abstrait. Le méme type
de questions peut se poser pour des matrices boites noires sur Z par exemple.

La forme normale de Smith de matrice creuses sur Z a plus particulierement été étudiée. Une
technique de base est celle de Giesbrecht (voir avant le corollaire 4.3.1 page 30) qui réduit le cal-
cul de la forme & celui de plusieurs polynémes minimaux [55]. Toujours & partir de coefficients de
polyndémes minimaux, avec J.G. Dumas et B.D. Saunders, nous avons développé une méthode s’ap-
puyant sur des calculs de rangs [35]. A partir du calcul du plus grand facteur invariant, Giesbrecht
a aussi développé une méthode pour la résolution de systemes diophantiens creux [54] (I’étude
est complétée dans le cas dense par [93]). Le cas de la forme normale de Frobenius a été traité
par Storjohann. Son idée d’appliquer la remontée de Hensel au calcul de cette forme sur Z (nous
Pavons reprise pour des matrices générales page 30) a été initialement développée pour des matrices
creuses [115].



Conclusion

En complexité algébrique sur un corps, on peut dire que ’algebre linéaire de base, comparée au
produit de matrices en n“, est assez bien comprise (résolution de systémes mise a part). Sous des
modeles de calcul généraux, de nombreuses équivalences entre problemes sont en effet connues. En
complexité algébrique sur K[z] ou en complexité binaire sur Z, la scéne est moins éclairée. Disons
qu’il manque & la fois un ou des exposants cibles ainsi que des réductions entre probléemes.

Les progres récents, dont ceux présentés dans ce mémoire, nous apprennent sur les exposants.
Il est nouveau de savoir que le déterminant, la forme normale de Smith et I'inverse d’une matrice
polynomiale sur K[z] sont ou seraient accessibles en grosso modo d produits de matrices sur K. On
peut a juste titre espérer que ces problemes pour une matrice entiere puissent aussi se résoudre
en approximativement log ||A|| produits de matrices. En notant [ la longueur d ou log||A| des
coefficients en entrée, une premieére question est donc de savoir quels sont les problemes qui peuvent
étre résolus en temps O (nl) plus la longueur de la sortie (algébrique ou binaire) ? Les problémes
les plus difficiles sont sur Z et sont ceux dont la sortie est une matrice. Il reste par exemple a
calculer le polynoéme caractéristique. Il reste a donner des algorithmes généraux pour 'inversion et
le calcul des formes normales (Popov et Hermite) avec transformations associées. Parallélement a
cela, le procédé d’élimination de Strassen amene des séries formelles et un lien peut-étre fortuit avec
les matrices polynomiales. La question de calculer le déterminant sans division en temps O (n®)
reste intriguante.

Les avancées notamment autour du déterminant révelent le manque de réductions entre problemes
puisque ces avancées ne se transportent pour 'instant qu’a peu d’autres situations. Indépendamment
sur K[z] ou Z, une autre question est donc de dégager des réductions et des équivalences entre
problémes.

Nous sommes curieux des mémes réflexions pour les matrices structurées voire les boites noires.

Notre exposé théorique est simplifié a plus d’un titre. En appuyant sur I’exposant de n on oublie
d’étudier le role des facteurs logarithmiques. On oublie aussi que les algorithmes sont indisctincte-
ment déterministes ou probabilistes de type Las Vegas voire Monte Carlo. On oublie enfin que les
machines peuvent étre limitées en mémoire.

Les méthodes de Gauss, de Krylov et de Padé jouent des roles trés proches ou complémentaires
dans ces problemes matriciels polynomiaux et binaires. Il y a quoi qu’il en soit matiére a préciser
notre compréhension.
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Annexe

A — Démonstration de la proposition 1.9.3 page 11

Le colt du calcul et l'identité (1.15) ont été donnés par Storjohann [116, §9]. En renversant
I’ordre des coefficients, cette identité est une division euclidienne de matrices polynomiales. Quant
aux propriétés de la nouvelle fraction, montrons d’abord qu’elle est strictement propre. On a

2" R(2)Q(z) ' = P(z)Q(z) ' — (P(z)Q(z) " mod 2"). (6.6)
En divisant P par @ & droite on peut obtenir (voir [64, Theorem 6.3-15])
P(2)Q(z) ™" = N(2) + T(2)Q(x)

avec N une matrice polynomiale et T'Q~! strictement propre. Si A* est la matrice adjointe de A,
ona PQ ! =A"1B = A*B/(det A) et puisque TQ ™! est strictement propre, deg N < deg A*B <
(n —1)d + deg B < h. La derniére inégalité est donnée par hypotheése. Donc le terme de droite
de (6.6) multiplié par =" sera strictement propre, c’est ce qu’on voulait montrer.

Concernant le pged de P et de @ comparé & celui de R et de @, en notant M (z) = P(x)Q(x)~?

mod z" on a
[a:hR(x)}_{I —M][P(x)]
Q) | [0 I Q(z)

donc pged(z" R, Q) = pged(P, Q) (voir (1.11)). Démontrons donc que pged(z"R, Q) = pged(R, Q).
Soit G = pged(R, Q) € Klz]™*™ avec R = RG et Q = QG et G' = pged(z"R, Q) € K[z]™*™.
D’apres le théoréme 1.6.3 on a G’ = VG. Donc V € K[z]™*™ est diviseur commun & droite de 2" R
et de Q avec R et de Q premicres entre elles. Si V n’était pas unimodulaire il existerait zo € K
tel que det V(x¢) = 0 et u non nul dans K™ tel que V (zo)u = 0. On aurait donc (z R(zo))u = 0
et Q(zo)u = 0. Le corollaire 1.6.4 pour R et de @, donnerait alors o = 0 et ménerait & une
contradiction puisque par hypothese det Q(0) # 0. Puisque V est unimodulaire et par unicité du
pged (forme normale) alors G’ = G et pged(2" R, Q) = pged(R, Q) = pged(P, Q).

B — Démonstration du théoreme 2.1.1 page 14

Lemme B. Soit M € K[z]*** non singuliére et soit U € Klz]**# unimodulaire telle que

(6.7)

| H Hjps
wo—| 4|

avec H une matrice carrée, alors le i-eme facteur invariant de H divise le i-éme facteur invariant

de M.
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Démonstration. On peut réécrire (6.7) comme

[1 H, |[H
w-|5 ][]

Puisque les facteurs invariants du produit de deux matrices non singulieres divisent les facteurs
invariants du produit, les plus grands facteurs invariants de diag(I, H) qui sont ceux de H divisent
ceux correspondants de MU donc de M. O

Démonstration du théoréme. On regroupe essentiellement plusieurs résultats de Kailath [64,
§6.4.2]. Remarquons d’abord que l'on peut se limiter au cas ot Y est de plein rang en colonnes.
Si Y est de rang r < m, on peut en effet introduire une transformation inversible @@ € K™*™ telle
que YQ = [Y1,0] avec Y7 € K™*". De 14, si

XT(xI — A)™'Yy = Ny(2)Dy(2) ! (6.8)

est une description irréductible alors
-1
X(xl—A)7'Y =[ Ni(z) 0] { Du(x) 7 ] Q!

est une description irréductible de X (zI — A)~1Y. Si bien que, puisque les facteurs invariants non
triviaux de @ diag(D1,I) sont ceux de Dy, on peut effectivement se limiter & étudier (6.8) avec Y;
de plein rang.

Montrons ensuite la relation de divisibilité entre les facteurs invariants de F)‘? Y et ceux de A.
On construit pour cela une description particuliere de X (zI — A)~'Y". Soit Y, € K®*(»=™) choisie
telle que T = [Y,Y,] soit inversible dans K™*™. Soit aussi Hy (x) € K[z]™*™ définie & partir d’une
triangularisation unimodulaire de T~!(zI — A), c’est-a-dire que :

T el - () = | e

(6.9)
avec U unimodulaire. Si V' est la matrice formée des m premieéres colonnes de U, on a donc les
descriptions

(xI — A)7Y = V(2)Hy (z)™*

et
Xzl — A)7Y = (XV(z)) Hy (z) L. (6.10)

Par cette identité, le théoreme 1.6.5 et le lemme 2.1.2, on sait que Hy est multiple de F)’?’Y. En
utilisant ’argument sur le produit de matrices (voir la preuve du lemme B) on sait donc que les
facteurs invariants de F ?’Y divisent ceux de Hy. Ces derniers divisent eux-mémes — d’apres la
construction (6.9) de Hy et le lemme B — les facteurs invariants de I — A. Cela démontre la
premiere assertion.

Pour la deuxieme assertion et ’existence de W et de Z on va chercher a obtenir, dans ’appli-
cation du lemme B et du théoreme 1.6.5, non seulement la divisibilité mais aussi la coincidence
des facteurs invariants.

Concernant le lemme B, montrons que ’on peut choisir T' et donc Z (une matrice Y particuliere)
telles que les facteurs invariants de Hy soient exactement les f;. Soit C' la forme normale de
Frobenius de A. La matrice C est diagonale par blocs et les polynoémes caractéristiques de ses
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blocs sont les f;, 1 <i < ¢ (voir §1.7). On note d; le degré de f;. Pour des raisons techniques, on
prend ici des blocs compagnons “lignes” : C’}i =J *1C’£J si J est la matrice anti-diagonale de 1

et si C, est un bloc compagnon “colonne”. On définit ¥ € K[z]|"*? par :
UT(z) = diag([z 1, a® 72 .. 1), [a%—t 2de =2 1)) € KX,

Il est alors possible de vérifier que (zI —C)¥ = Ti[diag(f1, fa,- .., f4),0]T olt T est une permuta-
tion des lignes. Puisque 'on peut extraire de ¥ la matrice identité ¢ x ¢ on sait que ¥ peut étre

complétée en matrice unimodulaire U; = [V, ®]. En notant Sy = diag(fi, f2,..., fs) on a donc :
—1 . o Sy (.’L‘) 512(.13)
T (xI — C)Ur(z) = [ 0 Soa(z) |

Les facteurs invariants non triviaux des deux c6tés de cette égalité sont donnés par Sy, il existe
donc une matrice unimodulaire Us telle que

T11<xz—c>U1<x>U2<x>=[Syo(x) ?]’ Uﬂx):[é Z”Eii]

Avec Ty donnée par C' = Ty AT, (C est semblable & A) cela donne aussi

TV (ol — A)ToUy (2)Us () = [ SYO(”C) ? } .
En comparant cette derniere égalité avec (6.9) on voit qu’en choisissant Z d’aprés T = ToT) et en
prenant U = ToU;U; on obtient que les facteurs invariants de Hy sont comme voulu fi,..., fim
quand m < ¢ et fi,..., fy,1,...,1 quand m > ¢.

Pour terminer il faut montrer — pour utiliser le théoréeme 1.6.5 et le lemme 2.1.2 — qu'’il existe
un choix de W (une matrice X particuliére) approprié qui garde les méme facteurs invariants au
dénominateur d’une description irréductible W7 (zI — A)~*Z = N(z)D(z)~!. On regarde ce qui
se passe dans (6.10) avec Hy correspondant au choix de Z, ou V est donnée par les m premieres
colonnes de U, et on discute suivant la valeur de min{l, m, ¢}. Si m < ¢, on peut extraire des m
premieres colonnes de U;Us la matrice identité m x m, on peut donc trouver W € K" telle que

WV(IZ’) _ WTQUl(IL’)UQ(’JJ) |: IgL :| _ |: Iminél,m.} 8 :| c Kl><m

ol le nombre de lignes nulles et le nombre de colonnes nulles dépendent de min{l,m}. Sil > m
alors WV contient I'identité I,,, et est forcément premiere avec Hy = diag(fi,..., fm). On peut
donc prendre cette derniere matrice au dénominateur d’une description irréductible, c’est ce qu’il
fallait démontrer. Si I < m alors il existe une matrice unimodulaire R telle que

R(x) [ W;I/f) }

ce qui montre que diag(1y, fi+1,- .., fm) est un pged & droite de WV (z) et de Hy (). En simplifiant
numérateur et dénominateur par ce pged, on montre donc que l'on peut prendre diag(f1, .. ., fi, Im—1)
ce qui établit aussi le résultat. De facon analogue, quand m > ¢ on peut trouver W € KX telle
que

Il 0
_ T I 0 _ . N i
= R( )[diag(fl(m),...,fm(gc)) } 8 diag(fi41( é,...,fm( )

Im Imin 0 V m
WV(a:):WTQUl(a:)U2(a:)[ 0 }:{ O{W} 0 Vigg e Kxm,
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Donc sil < ¢, un pged a droite de WV (x) et de Hy (x) est diag(Iy, fi41, ..., fy) et on peut prendre
diag(fi,..., fi, Im—i) comme dénominateur réduit. Sil > ¢, WV (x) et Hy (z) sont premieres entre
elles et on prend diag(f1,. .., f3) au dénominateur. Ceci conclut la preuve de la deuxieme assertion.

Concernant la maximalité du degré total ainsi obtenu, pour m fixé, les facteurs invariants
Ji,-o fmin{m,g}, 1.+, 1 de F4Z ont les degrés les plus grands possibles puisque ce sont les m plus
grands facteurs invariants de A. De surcroit, pour [ aussi fixé, la construction de W correspond & un
pged a droite, pour XV et Hy, de degré de déterminant aussi petit que possible. Le dénominateur
réduit obtenu apres simplification a donc un degré de déterminant maximal, c’est-a-dire la somme
des degrés des min{l, m, ¢} plus grands facteurs invariants.

C — Démonstration de la proposition 2.2.1 page 15

La preuve de Wiedemann pourrait se généraliser au cas matriciel. On procede un peu différemment
en liaison avec ce que I'on a déja construit. Puisque F4Y engendre {XA%Y };i50, X (zI — A)71Y
admet une description de dénominateur F4Y :

H(z) = X(2I — A)7'Y = N(2)F*Y ()71 € K(z)*™.
Montrons que I’on peut prendre
C(X) = X(aI — A)"WYFAY () = N(z) € K[z]™>™.

Puisque H(z) est strictement propre (tend vers 0 en U'infini), N (x) appartient bien & M4 y. Donc ¢
est une application linéaire. Montrons qu’elle est surjective. Puisque F4Y est colonne réduite, N (z)
détermine H(x) = > H;/z**!. Quitte & considérer la restriction Ay de A au sous-espace stable
(Y, AY, A%Y,...), on suppose que (Y, AY, A%Y,...) = K™. Les identités H; = X A'Y déterminent X
completement. Il reste a démontrer que ¢ donne bien ’équivalence avec la primalité des matrices.
C’est le cas d’apres le lemme 2.1.2 avec N(z) = ((X) et D(z) = F4Y (2).

D1 — Démonstration du théoreme 2.5.2 page 19

Les assertions peuvent étre montrées par récurrence. Pour ¢ = 0, puisque Hj est inversible,
M satisfait au point 1) du théoréme. Par définition F(©) = I et en commencant 37 =1, S = T.
On suppose les propriétés vraies pour ¢ — 1. Avec (2.14) on a,

(@) — Oy 4 O (G-DY 7' 6= L a6
QY =QWz+Q" = (M2d—i ) My, iz + Q%
Q(i) est inversible d’apres 1) aux étapes précédentes et Q) est dans K™*™. La matrice de téte

de F(z) est
% i—1) A(i

7

donc F) satisfait & 11) pour 0 < i — 1 < d — 1. Le méme argument peut étre utilisé pour S
(1<i—1<d-1).Par construction, M@ est de degré moins que 2d — 1 — i donc, pour les matrices
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coefficients & droite dans (2.16) on sait que pour 0 <i—1<d—2:

Ho Hy ... H 7[F] 0
H, Hy, ... H Fl(z) 0

: : S : 0
Hi Hi+1 Ce Hgi Fz(Z) MZ(Zd)flfi

) est inversible, le terme de droite de ’équation

Par hypothese sur H et puisque I'on a prouvé que Fi(i
précédente est de rang m et donc Mé?flﬂ est inversible. L’identité (2.16) pour ¢ = d donne
aussi (2.12), c’est-a-dire que F(® est un polynéme minimal pour {H;}o<i<24—1 dont toutes les
colonnes sont de degré d exactement. Il est minimal car le fait que M soit inversible implique
qu'un vecteur générateur (une colonne) ne peut étre de degré inférieur a d.

D2 — Démonstration du lemme 2.5.5 page 20

On se fonde sur la construction de la preuve de la proposition 6 dans [125]. Si p = v —m(d—1)
on sait que 'on peut trouver une matrice Z € K®*™ telle que

vang [Z | AZ | A’Z | ... |AY2Z | AY Y20 | Zo | ... | Z,)] =

ol Z; est la j-eme colonne de Z. Il suit que si K;(A, Z) € K"*% consiste en les i premiéres colonnes
de [Z,AZ, e ,Ad_lz], alors
rang K;(A, 2) =i,1 <i<w. (6.11)

Montrons alors que la sous-matrice principale ¢ x i, M;(A4, X, Z), de M(A, X, Z) est de rang i
pour 1 <i < wv.Sii < m dapres (6.11) il suffit de voir que I'on peut trouver une matrice X € K*n
telle que X K;(A, Z) soit de rang i. Pour ¢ > m, d’apres (6.11) aussi, on peut trouver X € K™*"
telle que

XKi(A,Z)=[0 J,]e€Km™

ou J est la matrice anti-diagonale m x m de 1. Puique les lignes de X K;(A, Z) sont les m premieéres
lignes de M, (A, X, Z), cette derniére matrice qui est Hankel par blocs a des 1 sur son anti-diagonale
et des zéros au-dessus. Elle est donc de rang i.
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