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- Beve aco picho Toino ! Qu'aco te fara de ben
Bois ga ! Cela te fera du bien
- Acabarié lou troun de pas diou emmé soun trin !
Il avalerait le tonerre de Dieu et sa suite !
- Be vai ! Faou l'abitua ! Lou boun diou fague, s'es par viouré,
qu'aguesse jamai ren de mai marri a beourré qué dé jus dé limaco !
Sir ! Il faut I'habituer ! Le bon Dieu fasse, s'il est pour vivre, qu'il n’ait
Jamais rien de plus mauvais d boire que du jus d'escargot !

Pierre Magnan

Vous savez, dans les écritures, il est écrit :
<< Au commencement €était le verbe. >>
Non! Aucommencement était I'émotion.

Louis-Ferdinand Céline.
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INTRODUCTION

La résolution exacte de systémes linéaires Ax=b a coefficients entiers, est un probléme déja
ancien. Mais si de nombreux chercheurs se sont consacrés et se consacrent toujours a accélérer
son traitement par le Calcul Numérique, ceux qui utilisent les outils du Calcul Formel doivent
encore parfois, faire la preuve de I'utilité de leur travail : combien pourtant serait privilégié leur
role, si l'obtention de la solution exacte était aussi peu coiiteuse que celle d'une solution
approchée ! .

Ne soyons pas trop optimistes (pour ne pas dire utopistes), la réalité est tout autre. Le calcul exact
n'a par exemple rien i jalouser aux probleémes d'instabilité des calculs effectués en virgule
flottante, il connait le phénomene "d'explosion des coefficients". Cette expression, d'emploi trés
courant en Calcul Formel, n'est-t'elle pas justifiée si I'on pense qu'il faut 250 fois plus de
mémoire (cf partie 2, chap.IV) pour stocker le vecteur solution d'un syst¢me de dimension 700,
sous sa forme rationnelle qu'au format flottant ? Mais on ne pourra occulter l'intérét premier de la
forme rationnelle : elle est exacte. Et essayons d'oublier, ne serait-ce que le temps de
l'introduction, qu'il faut également 2000 fois plus de temps pour 1'obtenir.

De tels chiffres suggérent que l'utilisation d'une arithmétique en précision infinie, est inhérente
aux méthodes exactes. Les techniques n'utilisant pas les congruences, telles que les éliminations
sans fraction sur le modele de Gauss, décrites par E.Bodevig en 1959 [Bod] et considérablement
améliorées par Bareiss [Bar], entrent dans ce schéma, c'est 1a justement que résident leurs
inconvénients quand la matrice A est dense (cf partie 2, chap.I et chap.IV).

Une approche toute différente a commencée d'étre considérée dés 1961 par Takahasi et

Ishibashi [TI], et permet, en effectuant la plupart des calculs dans des corps finis Z/pZ (p est un
nombre premier), de limiter 1'usage de 1'arithmétique sur les entiers, aux derniers stades de la
résolution. Cette approche peut consister plus exactement, A appliquer le théoréme des restes
chinois [Knu] aux résidus modulo différents nombres premiers du vecteur x solution (cf partie 2,
chap.IIl). Ou a effectuer suffisamment d'itérations de type Newton—Schultz (le processus
généralise la méthode du calcul de I'inverse d'un nombre réel par Newton) a partir de l'inverse de
A modulo un unique nombre premier pour pouvoir [Dix, GK] retrouver x (cf partie 2, chap.II).

Faisons remarquer avant de poursuivre, que 1'obtention de la solution 2 l'aide du théoréme des
restes chinois est subordonnée a un grand nombre de résolutions dans les corps finis. C'est donc 2
ce processus de base que commencerons 2 nous consacrer dans ce mémoire : le probléme 2 peine
plus général du calcul du noyau de A, est en effet 1'objet de la premiére partie. Les possibilités du
calcul paralltle nous conduisent ensuite, dans la deuxime partie, i reprendre sous de nouveaux
aspects, les méthodes énoncées plus haut.

Ces études théoriques ont ét€ menées avec le constant souci de pouvoir les appliquer, nous les
corroborons par divers résultats expérimentaux.
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Pour reprendre I'exemple d'un syst¢me de dimension 700, pensons qu'il faut effectuer quelques
100 milliards d'opérations arithmétiques (cf partie 2, fig. IV.1) avant de connaitre le vecteur x.
Le besoin d'utiliser un ordinateur puissant est donc impératif si l'on ne tient pas a passer
200.000 ans (donnons nous 1 minute pour chaque opération) a chercher x sous notre lampe de
chevet...

C'est le parallélisme qui actuellement offre les plus importantes puissances de calcul, quoi de plus
naturel donc, que de tourner le Calcul Formel vers ces nouvelles possibilités. L'idée bien siir n'est
pas originale. Diverses études théoriques ont déja été€ menées sur le sujet qui nous intéresse, on
pourra citer en particulier un résultat de L.Csanky datant de 1976 [Csa], qui montrait que l'on peut
calculer le déterminant d'une matrice de dimension n en O(log?n) étapes avec un nombre
polyndmial de processeurs. Et citer le papier dans lequel en 1984, S.J.Berkowitz [Ber] donnait
une méthode n'utilisant aucune division et permettant de résoudre le méme probléme, toujours en
O(log2n) étapes, le nombre de processeurs 2 utiliser étant en O(n3-496).

Retenons encore 'article plus récent de B.Gregory et E.Kaltofen [GKa], démontrant en 1987,
que les algorithmes de triangularisation asymptotiquement les meilleurs [BH], qui requiérent (de
méme que la méthode de Berkowitz) un algorithme rapide de multiplication de matrices [CW],
peuvent conduire a des accroissements prohibitifs des tailles des entiers. Les auteurs concluent en
préconisant de faire appel au théoréme des restes chinois.

Par dela les aspects théoriques, il faut se tourner vers la mise en pratique du Calcul Formel
paralléle. Des implantations du langage Lisp ont été réalisées sur différents multiprocesseurs,
notamment : Multilisp [Hal] sur Concert [HAOS], Qlisp [GMc] sur Alliant [All] et
Concurrent Common Lisp [CCL] sur I'hypercube Intel iPSC [Int]. Mais trés peu
d'expérimentations sont, pour l'instant, reportées dans la littérature. C.G.Ponder [Pon], par
exemple, s'est intéressé apres leur étude théorique, a 1'exécution d'algorithmes sur 'hypercube
d'Intel et sur 1'Alliant sans beaucoup de succes : ceci étant di aux langages eux—mémes. Et
certaines applications utilisent I'arithmétique en précision infinie de type Lisp d'un Cray [Neu].
Enfin, S.M. Watt a congu un Systéme Mapple Distribué [Wat], véritable prototype de ce que
pourront étre les Systémes Distribués de Calcul Formel dans un futur sans doute proche.

PAC : Parallel Algebraic Computations

C'est un hypercube de la série T de Floating Point Systems [FPS] a 16 processeurs qui nous a
permis de réaliser nos expériences. Elles s'inscrivent dans un projet plus important, PAC, qui est
celui de la réalisation d'une bibliothéque d'algorithmes de base en arithmétique exacte, sur une
machine de type MIMD [RSSV]. Terminons donc cette introduction en précisant le modele
d'architecture que nous utilisons pour donner nos algorithmes, ainsi que pour évaluer leurs coiits.
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e L'hypercube

L'hypercube est un ordinateur paralle¢le dont les processeurs, et les connections de voisins a
voisins reliant ces derniers, forment un d—cube binaire. C.Seitz [Sei], est le premier a avoir utilisé
cette solution efficace pour le Cosmic Cube, en 1985. Solution qui permet d'utiliser un grand
nombre de processeurs tout en gardant un réseau d'interconnection simplifié.

Définition

Un d-cube binaire est un graphe non orienté composé de P=24 sommets numérotés de 0 a 24-1, tel
que deux sommets sont reliés entre eux si et seulement si, en écriture binaire, leurs numéros
différent exactement d'un bit.

Nous donnons ci-dessous certaines propriétés de I'hypercube dont nous nous servirons tout au
long de ce travail (le T20 de FPS sera plus précisément décrit dans le troisi®me paragraphe de la
premiére partie). Le lecteur pourra en trouver le détail et les démonstrations, ainsi que d'autres
résultats dans le papier de Y.Saad et M.H.Schultz [SS]. On note désormais P, le nombre de
processeurs de I'hypercube considéré.

11 faut d'abord retenir que le d—cube est un graphe de diamétre d=log,P (rappelons que le diamétre
est la distance maximale séparant deux sommets du graphe). Et que chacun des P sommets
possede exactement log,P voisins.

Une des caractéristiques les plus importantes du d-cube, est que l'on peut lui inscrire de
nombreuses autres topologies. Nous aurons par exemple souvent 'occasion d'utiliser la structure
d'anneau : un cycle de longueur P qui traverse chaque sommet une et une seule fois. De tel cycles
sont facilement construits a partir des codes de Gray [SS]. Ou la structure d'arbre, notamment
pour assurer la diffusion de données dans I'hypercube (part.1, §1.1.4).

e Le modéle d'architecture

Notre étude théorique repose donc sur un modéle d'architecture, consistant en un réseau de P
processeurs et de connections de voisins & voisins suivant la topologie hypercube. Chaque
processeur est associ€ 2 une mémoire privée suffisamment importante, et communique par envois
de messages [HB]. Le comportement global est du type MIMD (la classification a été donnée par
M.J.Flynn en 1966 [Fly]). ,

Le protocole de communication est basé sur les rendez—vous entre processeurs. Aucun
méchanisme global de synchronisation n'est disponible. On supposera que les calculs ne
s'effectuent pas en parallele au communications. Les canaux de communication sont
bidirectionnels (envois et receptions simultanés). IIs peuvent travailler simultanément en émission
et en reception de données indépendantes.
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e Modele de complexité

Le temps Cy, nécessaire & communiquer N données de taille unité (taille qui correspondra pour
chacun des algorithmes 2 celle utilisée pour évaluer le coiits arithmétique) consécutives en mémoire
a été donné par Y.Saad [Saa 1] : il consiste en un temps d'initialisation du canal plus un temps
proportionnel a N,

Cn=Pp+N=1

Nous verrons au chap.III part.1, les valeurs mesurées pour le FPS T20, et comparerons le modele
théorique aux résultats expérimentaux. De maniére générale, pour juger des performances des
algorithmes, il sera nécessaire de tenir compte du rapport B/t qui peut varier considérablement
d'une machine a une autre.

Les coits arithmétiques sont donnés en comptant les nombres d'opérations effectuées, sur des
mots de taille élémentaire fixée i I'avance. Pour les algorithmes étudiés dans la premiére partie,
cette taille correspond i celle du nombre premier utilisé. Et I'on peut se ramener a cette situation
quand les opérandes sont des entiers de tailles quelconques, en considérant leurs décompositions
dans une base bien choisie (cf §1.1.3 part.2).

o Ecriture des algorithmes

Afin de simplifier leur compréhension, nous écrivons les algorithmes dans un pseudo langage
paralléle. Le programme, souvent identique pour tous les processeurs, est sculement paramétré
par un numéro : proc, auquel on peut donner des valeurs allant de 0 a P-1. Chaque processeur
connait son identité.

Le parallélisme est en général intrinséque : le programme donné s'exécute simultanément sur les P
processeurs. Sinon, nous le spécifions a 'aide d'un constructeur PAR analogue a celui du langage
Occam [Inm] : deux ordres de communication, indentés sous un méme constructeur PAR sont
appelés a s'exécuter en parallele. Enfin, les instructions pour les transferts sont envoyer et
recevoir, suivies du nom de la variable a envoyer ou a recevoir (la longueur du message sera
déduite du contexte).
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PREMIERE PARTIE

NOYAU D'UNE MATRICE
A COEFFICIENTS DANS
UN CORPS FINI
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INTRODUCTION

Nous nous consacrons dans cette premiére partie, a 1'étude de divers algorithmes pour le calcul
d'une base du noyau d'une matrice A (de l'application linéaire associée a A), carrée et a

coefficients dans un corps 2/pZ (p premier). Ceci peut facilement conduire au calcul d'une
solution générale d'un systéme Ax=b. Rappelons qu'une solution générale est la donnée d'une
base du noyau de la matrice (quand elle n'est pas inversible) et d'une solution particuliére du
systtme. Le rapprochement avec la résolution de systémes par élimination de Gauss ou
I'inversion de matrices par celle de Jordan, est comme nous le verrons immédiat.

Avant d'étre étudiée sur les corps finis, 1'élimination de Gauss en paralléle 1'a été sous les aspects
du calcul numérique réel. Le travail que nous présentons, s'appuie donc naturellement sur les
travaux réalisés dans ce domaine. Une difficulté nouvelle provient du pivotage. En calcul
numérique, cela consiste a trouver un plus petit coefficient localement (pairwise pivoting [Sor])
ou globalement parmis toutes les lignes de la matrice. Dans Z/pZ, le pivotage est la recherche
globale d'un élément non nul. Si la matrice n'est pas inversible, cette recherche peut bien sir ne
pas aboutir. Le probléme est de minimiser les cofits de communication associés a cette recherche.

L'application de 1'élimination de Gauss, doit souvent étre complétée par la résolution d'un
systeme triangulaire. Diverses solutions ont été proposées, et peuvent étre trouvées dans la
littérature [GH, LC, Mol, OR 1]. Mais ce ne sera pas ici notre propos. Nous avons utilisés pour
les résolutions correspondant aux algorithmes de la deuxiéme partie, des versions simplifiées mise
au point a partir des résultats de Ortega et Romine [OR 1]. Les coiits se sont révélés faibles en
pratique.

Dans les deux prochains chapitres, nous reprenons pour les adapter au cadre nouveau de Z/pZ.
L'algorithme de diffusion étudié en premier lieu par G.A.Geist, M.T.Heath et Y.Saad [Gei,
GH, Saa 2]. L'idée de base en est particulietrement simple et naturelle, elle donnera de bon
résultats. L'algorithme du pipeline, introduit par Y.Saad [Saa 2] (le principe était connu
depuis longtemps [Sam]). M.Cosnard et al. [CTV 2] ont ajusté les résultats donnés par Saad
concernant son coiit. Cette méthode garde tout son intérét si seul un anneau de processeurs est
disponible, mais sera occultée par la précédente, qui utilise au mieux les possibilités de
I'hypercube. Les deux méthodes peuvent aussi étre retrouvée dans [GN, OR 2], dont les auteurs
parviennent aux mémes conclusions. Des versions par blocs (dites aussi @ plusieurs pas,
Partie 2) ont été mises au point et discutées par Y.Robert et B.Tourancheau [RT], les mémes
raisonnements pourraient s'appliquer ici, mais ne changeraient pas nos conclusions. Nous nous
consacrons finalement aux algorithmes a pivots locaux mis au point par M.Cosnard et al.
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[CTV 2]. Si leur démarche nouvelle, ne donne pas entie¢re satisfaction en calcul numérique
(problémes de stabilit€) ou méme en calcul formel (tailles des coefficients intermédiaires, cf
Partie 2, chapitre I), nous verrons que ces algorithmes sont, dans la situation qui nous intéresse,
et pour certaines classes de matrices, les meilleurs.

Des études de complexité de 1'élimination de Gauss pauvent étre trouvées dans [Gen, ISS,
Saa 1], qui donnent des bornes minimales pour les coiits des différents algorithmes. Certaines
seront reprises au début du premier chapitre. Et complétées par un premier résultat d'optimalité
mis en évidence par Y.Robert & al. [RTV].

Le probléme du calcul du noyau en paralléle, a lui-méme été abordé en rapport avec la
factorisation des grands entiers et plus particulierement la méthode des fractions continues [WW].
La factorisation des matrices étant envisagée avec 1'algorithme de D.Wiedemann [Wie] pour les
systéemes creux ou a l'aide de 1'élimination de Gauss [MB, PW].

Des performances obtenues sur une architecture systolique sont décrites dans [LQRV]. Avec le
modele d'architecture qui nous intéresse, on trouvera le travail de M.Cosnard & Y.Robert [CR],

qui compleétent leur étude théorique dans Z/22Z par divers résultats expérimentaux.
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Apres ce bref état de l'art, nous pouvons aborder dans cette introduction 1'aspect séquentiel du
probléme et présenter les algorithmes que nous nous proposons de paralléliser.

LES ALGORITHMES SEQUENTIELS

La dimension de la matrice A est notée n. Et r son rang. La base recherchée posséde donc n-r
vecteurs. Deux méthodes a priori similaires permettent de résoudre le probléme : on peut ou non
considérer la matrice identité bordant la matrice A au cours de I'algorithme. Si en séquentiel, ces
deux méthodes donnent des résultats analogues, nous verrons qu'il en est autrement en calcul
parallele.

.1 Avec la matrice identité bordante

Définition 1.1

Une matrice E de rang r est sous forme échelonnée en lignes si I'on peut trouver r indices
de colonnes 1<k;<kj...<k.<n tels que E(i,k;j)#0, E(i,j)=0 pour 1<j<k; et si les (n-r) derniéres
lignes de E sont nulles.

La matrice E est échelonnée réduite si elle est échelonnée et si le seul élément non nul de la
colonne k; est E(i,k;). Les éléments E(i,k;) sont appelés éléments diagonaux de E.

Toute matrice triangulaire est trivialement sous forme échelonnée en lignes, ainsi que toute matrice
diagonale sous forme échelonée réduite. On a une définition équivalente pour la forme échelonnée
en colonne.

L'algorithme utilisé par exemple par Morrison et Brillhart [MB], rend la matrice A sous forme
échelonnée en opérant sur ses lignes. Les mémes combinaisons sont appliquées 2 la matrice
identité bordante de taille n, dont les n—r derniéres lignes forment, en fin d'algorithme, une base
du noyau de A.

Soit L 1a matrice des transformations appliquées a tA, L est obtenue 2 partir de I'identité. Et E la
matrice échelonnée obtenue a partir de tA. Les matrices L et E vérifient L'tA=E,

-0

o o)
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ou les matrices L, L4 et A ont n-r lignes. Si 'z est une des n-r dernieres lignes de L (ces lignes
sont indépendantes puisque le déterminant de L est non nul), on a alors effectivement,

tz'A =0, ce qui est équivalent 3 A z=0.

La méthode utilisée pour parvenir 2 la relation (i.1) est I'élimination de Gauss. A une étape k

donnée, en notant tA®D 15 transformée de la matrice tA avant la k-ieéme étape et en appelant
indice pivot, I'indice augmenté de 1, de la derniére ligne ayant servi & éliminer :

o si aucun pivot non nul n'est trouvé dans la colonne k 2 partir de I'indice pivot, le rang décroit
de 1 et I'algorithme reprend sur la colonne k+1. L'indice pivot n'est pas modifié.

e si, quitte a effectuer une permutation de lignes, le coefficient pivot est non nul, on annule les
coefficients en colonne k des lignes d'indices supérieurs a l'indice pivot en appliquant les
transformations usuelles de 1'élimination de Gauss. L'indice pivot est incrémenté de 1.

Notons que seules des permutations de lignes sont autorisées. L'algorithme peut s'écrire comme
suit,

e Algorithme Seqld Séquentiel avec Identité

début
ip=1 l'indice pivot
rang =n
pourkdelan

on cherche un indice i supérieur 2 ip et tel que A& [ik] #0 : lepivot
sil'on trouve un tel indice i

si i#ip on permute les lignes i et ip (cette permutation pourra étre réalisée

en mémoire, en général elle ne sera que virtuelle)

Normalisation de la ligne ip

pour j=k a 2n -

tA®fip.j] = tA®Vfip i1 /A% Dip k] mod p
Eliminations
pour i > ip si le coefficient de téte de la ligne est non nul
pourj=k+1a2n

tA®f, 7 = A% D) - (A% i k) tA®fip,j7) mod p
tA(k)[i ,k] =0
ip=ip+1
sinon rang =rang - 1
fin

Lors de la recherche du pivot non nul, le choix de l'indice i importe peu pour le déroulement de
I'algorithme séquentiel. Nous verrons plus loin qu'il n'en est pas de méme pour les algorithmes
paralleles (minimisation des coiits des communications).
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e Le coiit de l'algorithme

Pour le calcul des cofits arithmétiques des algorithmes on se placera toujours dans le plus
mauvais cas : quand aucun pivot nul n'est rencontré et quand tout les coefficients de téte des
lignes a éliminer sont différents de zéro. Cette hypothése ne sera en général pas vérifiée (surtout si
le nombre premier est petit), le coiit donné représentera donc, dans la plupart des cas, une borne
supérieure.

Totalisons le nombre d'opérations a effectuer sur des mots de taille log,p : les additions, les
multiplications et les moduli. On suppose qu'une réduction modulo p n'est effectuée qu'une fois
par étape k pour un coefficient donné (comme spécifi€ dans Seqld), et que son cofit est unitaire
(en réalité sur des arguments de tailles double de ceux de la multiplication).

Pour l'algorithme Seqld, une étape k demande de 1'ordre de :

e (n-k)2 additions, multiplications et moduli sur les coefficients de la matrice AK-1), ainsi
qu'une inversion modulo.

o (n-k)k additions, multiplications et moduli sur la matrice identité, a priori. Mais suite aux
permutations de lignes effectuées, les coefficients dans la matrice identité ne seront pas localisés de
mani¢re a permettre une vectorisation efficace des calculs. Dans le cas de l'utilisation d'une
unité de calcul vectoriel, on a donc le méme nombre d'opérations si l'on dispose d'une
arithmétique sur des vecteurs creux. Dans le cas contraire, et si le cofit des opération sscalaires est
prohibitif (les boucles de calcul de Seqld vont jusqu'a 2n) le coiit reste borné par n(n—k).

En sommant sur le nombre d'étape, on obtient donc pour le coiit total,

ASeqld < (32 +Y)n3 + 0(2),0<y<1 | (i2)

.2 Sans matrice identité bordante

On peut aussi calculer une base de 1'espace nul de A sans stocker la matrice identité : en
appliquant une généralisation de l'algorithme de Jordan pour rendre A sous forme échelonnée
réduite. C'est le procédé utilisé en calcul formel pour définir une forme canonique de la solution
générale d'un systéme lin€aire a coefficients dans un corps [BMcL] ou sur un anneau intégre
[McC]. On appelle toujours indice pivot l'indice plus 1 de la derniére ligne ayant servi i éliminer.
A une étape k donnée, de fagon analogue a Seqld :

e si aucun pivot non nul n'est trouvé dans la colonne k 2 partir de l'indice pivot, le rang décroit
de 1 et I'algorithme reprend sur la colonne suivante. L'indice pivot n'est pas modifié.

e si, quitte a effectuer une permutation de lignes, le coefficient pivot est non nul, on annule a
l'aide de la ligne pivot ip tous les autres coefficients en colonne k. La ligne pivot est normalisée.



tel-00330440, version 1 - 14 Oct 2008

Introduction 17

L'algorithme s'écrit de méme simplement,
e Algorithme SeqNId Séquentiel Non Identité

début
ip=1 l'indice pivot
rang =n
pourkdelan
on cherche un indice i supérieur 2 ip et tel que A&D [ikl=0 lepivot
si I'on trouve un tel indice i
si i#ip on permute les lignes i et ip (cette permutation pourra €tre réalisée
en mémoire, en générale elle ne sera que virtuelle)

Normalisation de la ligne ip
pourj=kan
A%ip,j1 = A%VLip 1/ A% Dfip k] mod p
Eliminations
pour i # ip si le coefficient de téte de la ligne est non nul
pourj=k+lan
A% = A% - A%k A®fip,jT) mod p
AWK =0
ip=ip+1

sinon rang =rang - 1
fin

En notant L; la matrice des transformations et E, la matrice echelonnée réduite, on a en fin
d’exécution et aprés d'éventuelles permutations de colonnes : LA=E,,

LA = ( 14, z) (i3)

Ou Id; est la matrice identité de taille r. La matrice Z, a n lignes et n—r colonnes permet alors de
r g p

construire les vecteurs recherchés. On considére pour cela deux ensembles d'indices, J A=(15--90p)

qui est I'ensemble des indices des colonnes de A participant a la matrice Id;, et Kpy=(ky,...,.k;_,)

son complémentaire par rapport 2 (1,...,n). On peut montrer [McC] que les vecteurs z;, 1<k<n-r,
donnés par

. : -1 si k=i, .
il = 20 K et zidki] = | S (i4)

sont indépendants et vérifient,
AZk =0.
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e Le coilit de l'algorithme

Nous n'avons pas ici les problémes posés au paragraphe précédent, par les coefficients de la

matrice identité. D'oll simplement,

ASeqNId £3/2 03 + O(n?) |,

(i.5)

Les calculs peuvent étre vectorisés de maniere efficace puisque toujours effectués sur des vecteurs

denses.

e Eliminations de Gauss et de Jordan

Il est clair que les algorithmes paralleéles proposés pour les deux méthodes que nous venons de
voir, fourniront des implantations possibles de la résolution de systémes linéaires : I'obtention de
la matrice triangulaire (Seqld sans la matrice identité) sera complétée par la résolution triangulaire
correspondante. Et aussi du calcul de I'inverse d'une matrice (SeqNId avec la matrice identité

bordante).

Nous utiliserons cette remarque dans la deuxieme partie du mémoire, sans détailler le passage d'un
probléme a l'autre. Et présenterons des résultats expérimentaux pour chacuns des trois problémes.
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CHAPITRE 1

ALGORITHMES DE DIFFUSION
ET DU PIPELINE

Nous avons détaillé notre modele de calcul dans I'introduction. P est le nombre de processeurs
disponibles. Et la dimension n du probléme, est un multiple de P. Rappelons que pour k fixé,
0<k<log,P, il est toujours possible de trouver un cycle de longueur 2K dans le d—cube, tel que les
nceuds reli€s par une aréte du cycle soient voisins dans 'hypercube [SS] : et forment ainsi un
anneau de processeurs. Ceci nous permet de supposer dans tous les cas, que les processeurs de
I'hypercube sont numérotés en anneau de 0 a P-1 suivant les codes de Gray [SS].

Anneau de longueur 8 dans un
hypercube de dimension 3.

Les implantations paralleles des méthodes Seqld et SeqNId sont donc étudiées pour la topologie
hypercube. Mais les coiits donnés, en particulier ceux qui utilisent la diffusion de données (§1.2),
pourraient facilement se généraliser a d'autres réseaux (complet, anneau, pyramidale,...).

I.1 PREMIERES PROPRIETES

Avant de discuter du probléme de la répartition de la matrice entre les différents processeurs, et de
son impact sur les cofits arithmétiques, complétons le modele de calcul avec trois heuristiques.
Elles ont été largement utilisées dans la littérature [GH, Saal, Saa2, CTV]. Soulignons que l'une

d'entre elles, le principe de complétude, sera quelque peu modifiée au chapitre II pour les
¢éliminations a pivots locaux.
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I.1.1 Un modéle pour les algorithmes

11 nous faut faire quelques hypothéses sur la classe des algorithmes parall¢les auxquels nous nous
intéressons, et nous placer dans un cadre plus précis, qui nous permettra plus loin, de travailler
sur leur complexité [RTV, Saa 1, SS]. Les trois principes suivants ont été explicités par
Gerasoulis et Nelken [GN], outre certaines conséquences spécifiques, ils simplifient
considérablement 1'étude et méneront a des résultats d'optimalité :

¢ Equidistribution des données

(Eql) : chaque processeur posséde exactement 2n2/P ou n2/P coefficients de la matrice
initiale, suivant que 1'on utilise la matrice identité ou non. Aucun des coefficients n'étant stocké
dans plus d'un processeur.

ou

(Eq2) : chaque processeur posséde exactement n/P lignes (ou colonnes) de la matrice initiale.
Aucune ligne (ou colonnes) n'étant stockée dans plus d'un processeur.

Cette premiére hypothése permet essentiellement de minimiser la place mémoire requise par
l'exécution des algorithmes. On peut remarquer aussi que I'équidistribution des données, n'est pas
une condition nécessaire pour assurer que tous les processeurs effectuent le méme volume de
calculs (tel n'est d'ailleurs pas forcément le but recherché, cf fig.1.3) : le nombre d'opérations
associées a un coefficient de la matrice dépend de son indice de ligne.

e Localité des données
Un processeur ne peut modifier que les données qu'il posséde en mémoire.

Ce principe réduit le coiit des communications [GN] : prenons l'exemple d'une €limination de
Gauss par lignes en supposant (Eq2), la. modification d'une ligne L peut se faire aussi bien dans
le processeur Py ol elle est stockée, que dans le processeur qui posséde la ligne pivot. Mais
choisir cette deuxi¢me possibilité, celle qui ne respecte pas la localité des données, augmente le
coilit des communications, puisque la ligne L, aprés son élimination, doit étre renvoyée au
processeur Py '

¢ Principe de complétude
Nous étudions des implantations pour lesquelles le programme de chacun des processeurs a la
forme [Saa 1],

début
pourk=14an
(C1) : Echanges de données. A la fin de cette phase, chaque processeur a regu, (ou en
possédait certains) tous les coefficients de la ligne (ou colonne) pivot.
(C2) : Calculs. Le processeur effectue les éliminations.
fin.
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Et telles que, a une étape k donnée, la phase (C2) ne peut s'exécuter que si la phase (C1) est
terminée, cette derniére ne pouvant elle-méme débuter que si 1a phase (C2) de I'étape k-1 est finie.
Ces conditions étant bien entendu locales a chaque processeur.

Remarquons que ce principe implique que calculs et communications ne s'effectueront pas
simultanément (comme le mode¢le le présuppose). De méme (C1) consiste éventuellement en une
premiére étape de pivotage.

Il permet aussi de restreindre la place mémoire nécessaire au stockage des messages [GN].

Sous ces hypothéses, on peut parler pour chaque processeur, de coiit des communications et
de coiit arithmétique. Ces coiits sont calculés en sommant ceux des phases (C1) et (C2) pour k
allant de 1 a n, et incluent les temps de latence. Pour le coiit d'un algorithme il suffit alors de
prendre leur maximum sur les P processeurs, en supposant que ces derniers ont tous commencé a
travailler 2 un méme instant T.

Plus généralement, Y.Saad [Saa 1] a proposé de définir le temps des communications d'un
algorithme, comme étant le temps nécessaire a son exécution si les opérations arithmétiques ont un
colit total négligeable; et inversement pour l'arithmétique.

I.1.2 Répartition de la matrice dans le réseau

De nombreuses stratégies peuvent étre envisagées pour répartir la matrice A (éventuellement
bordée par l'identit€) parmi les P processeurs. Nous supposerons dans tout ce qui suit que A est
répartie par lignes, et appliquerons le principe Eq2; Eq1 sera utilisé pour un rappel de complexité
dans le paragraphe suivant.

Avant de s'intéresser aux diverses répartitions possibles, définissons une fonction alloc, appelée
fonction d'allocation des lignes de la matrice,

alloc : [1,...,n]

> [0,...,P-1] (1.1)

définie telle que la ligne d'indice i de A se trouve initialement dans le processeur alloc(i). Et
faisons, sans les détailler, quelques remarques concernant le choix éventuel d'une répartition de la
matrice par colonnes.

Remarques 1.2.1

e Si l'on choisit une répartition par colonnes pour appliquer une version paralléle de
l'algorithme Seqld. Et si les fonctions d'allocation des colonnes de A et de I'identités sont telles
que pour tout j, alloc (j)=allocyg(j)=proc. Alors on peut se ramener 2 une version de SeqNId par
lignes, les colonnes de I'identité étant traitées comme les lignes situées au dessus de la diagonale.
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e De méme si SeqNId est appliqué avec une répartition par colonnes, on se ramene a une
version de Seqld par lignes.

e Dans les deux cas et pour l'algorithme de diffusion (cf §1.2) le pivotage est plus simple a
effectuer, il n'y a pas d'élection : le processeur pivot peut seul décider d'une permutation (en fait
pour Seqld par colonnes le probléme se retrouve pour l'arithmétique sur l'identité). Pour
l'algorithme du pipeline (cf §1.3) les différences sont sans conséquence sur nos conclusions. Les
algorithmes a pivots locaux sont quant & eux bien plus difficiles a envisager par colonnes.

De nombreuses permutations de lignes pouvant étre nécessaires en cours d'algorithme, elle seront
dans la plupart des cas virtuelles de fagon a ne pas demander de communications supplémentaires.
On remarquer donc qu'en général, 'ordre final de stockage des lignes de la matrice n'est pas
connu i l'avance. '

On peut maintenant énumérer les fonctions d'allocations qui ont €té données et étudiées par [Gei,
GH, RTYV, Saa 2],
o Répartition "périodique" (wrap mapping) : les lignes sont réparties une a une en
tournant sur l'anneau, plus précisément,
alloc(i) = (i-1) mod P. (12)
¢ Répartition "en miroir" (reflection mapping) : comme ci—dessus, mais en changeant de
sens a chaque tour, ([x7 est la partie entiére supérieure de x)
alloc(i) = (i-1) mod P si [i/P] est impair,
= P-i mod P si [i/P] est pair. (13)
« Répartition par blocs de taille r : r est un entier compris entre 1 et n/P qui divise n/P,
cette répartition généralise la premiere en considérant a chaque fois r lignes consécutives,
alloc(i) = ([i/r]-1) mod P. (1.4)

I.1.3 Répartition de la matrice et coiit arithmétique

Le probleéme est alors de déterminer la fonction d'allocation qui minimise la somme du coiit
arithmétique et du coiit des communications. On pourrait imaginer bien d'autres répartitions que
celles que nous avons données, mais pour la plupart, les coiits correspondants ne peuvent étre
calculés. '
Commengons par étudier dans ce paragraphe, comment le choix de la répartition influence le cofit
arithmétique.

e Pour des élimination du type SeqNId, et d'aprés une remarque de [RTV], la conclusion est
immédiate. On sait que le cot arithmétique, indépendant de la répartition des lignes de la matrice,
est asymptotiquement, le quotient du cofit séquentiel par le nombre de processeurs. En effet,
chaque processeur opére a chaque étape sur toutes les lignes qu'il a en mémoire, et la matrice est
supposée équidistribuée (Eq2). On prendra,
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AParNId s§31;n3 +0n2) |, (15)

Bien que les processeurs n'effectuent pas tous exactement le méme nombre de calculs, puisque
'on n'opére pas sur la ligne pivot, les termes d'ordres inférieurs ne sont ici d'aucun intérét. La
différence des coiits arithmétiques de deux processeurs différents, est en O(n2) si n>>P et en O(n)

si P=on.

o Si les éliminations sont du type Seqld, on sait [Gei, GN] que les allocations "périodique” et "en
miroir" donnent des coiits du méme ordre; la répartition des calculs étant mieux équilibrée dans le
deuxiéme cas.

Pour les répartitions par blocs de taille r, on peut donner une formule générale en fonction de
la taille de ces derniers. Calculons le cofit sur le processeur Pp_y, le plus lent. A une étape
k=k;Pr+ks, 0<k,<Pr, Pp_; doit mettre a jour (n/P-kjr)-max{k,-(P-1)r,0} lignes (cette quantité a
été mise en évidence dans [RTV]), chacune étant de longueur comprise entre n et n+n—k (suivant
l'arithmétique utilisée). En sommant sur k, a l'aide de,

Smin = E(n/P—Lk/Pr_l r)n=é%-m£+nPr2+O(n) et,

k=1 2
a n3 m2 r2nP

Smax= 2, (W/P - Lk/Pr] 1) (n-k) = 35+ - —5— + O, (1.6)
k=1

on obtient le cofit arithmétique total,
AParld(r) < 3Spjp +¥3Smax , 0<sY<1,

soit,

<n3 3 23Y 3y 2 2
AParId(r)_P(2+y)+m (4 2) nr ) +3nPré +O(n),0<y<1 | (1.7)

Nous verrons que ces formules présentent un intérét certain si la taille du probléme et le nombre de

processeurs sont du méme ordre, en particulier si P s'écrit P=ain. Dans ce cas, les cofits de
l'arithmétique et des communications aussi seront du méme ordre, et on pourra chercher a
minimiser leur somme (cf 1.3).

Si n>>P, les coiits des communications sont asymptotiquement négligeables. Le probléme est
donc simplement de minimiser le coit arithmétique. Il faut alors prendre r=n/P, et ne conserver
qu'un terme en n3 dans (1.7), pour avoir une quantité analogue  (1.5).

Enfin, pour des raisons évidentes la situation ott n<<P ne sera pas envisagée ! Et si P=0(n2) les
communications prédomineront [Saal].
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I1.1.4 Complexité des communications

Lors de 1'étude des algorithmes, les termes en P des coiits des communications pourront ou non

étre donnés. 11 est de toute fagon facile de se convaincre, que les termes en T sont dominants. Le
modele pourrait raisonablement se limiter a ces derniers [GN, RTV, Saa 1].

@ Y.Saad a donné [Saa 1] différentes bornes minimales pour les coiits des communications de
'élimination de Gauss. En gardant les mémes hypothéses mais avec le principe Eql. On sait par

exemple, que le terme en T du coiit de I'élimination sur un anneau de processeurs, est borné par,

Taa 2 a8+ B3y e

Nous nous attachons ici & mettre en évidence des bornes analogues, quand la matrice est répartie
par lignes. La situation est plus simple.

Proposition 1.4.1
Si les principes de localité, d'équidistribution et de complétude sont vérifiés, le terme en T du
colit des communications d'une version paralléle de SeqNID sur un hypercube de dimension
log,P, est tel que,

SN (n+1) -2logy; P T

Thyp 2 2logy P (1.8)

Pour une version de Seqld, la borne est multipliée par deux.

11 suffit de remarquer que chaque processeur doit recevoir n—n/P lignes et en envoyer n/P. D'ou un
volume total de communications d'au moins,

\'> Z n-k.
k=0

Cette quantité divisée par log,P, le nombre de canaux en entrée, donne le résultat. Si 1'identité
borde la matrice A, les lignes sont en moyenne deux fois plus longues.

Y.Robert et al. [RTV] ont montré que sur un anneau, la borne correspondante pour SeqNID,
Tann = 02 + Pn + O(n)

peut étre atteinte. Pour 'hypercube, Thyp ne sera obtenue qu'asymptotiquement en T (d'apres

(1.11)).
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e Diffusion de données

Avant de terminer ce paragraphe et commencer a décrire différents algorithmes, nous avons besoin
de résultats sur le cofit de 1'opération de diffusion (broadcast) dans 'hypercube. Cette opération
consiste en 1'envoi d'un méme message, d'un processeur vers tous les autres. Si le message est de
taille unité, le coit est simplement donné par

Dy =(log2P) (t+ B) | (1.9)

Pour un message de longueur plus importante, une premiere technique [Saa 2] consiste a
découper le message en paquets de tailles égales, puis & pipeliner ces derniers sur un arbre de
hauteur log,P inscrit dans I'hypercube. De nombreux types d'arbres peuvent €tre utilisés. Pour
une étude systématique, on se réfeérera a [SS, JH]. Le procédé peut se généraliser en utilisant
log,P arbres aux arétes disjointes. Si le message initial est de taille L, et qu'il est subdivisé en
paquets de tailles T,

LB
T= , (1.10)
1 logiP
alors le coiit de sa diffusion peut étre réduit a [JH, SW],
)= Izt 2
Din(L) = (4 1o + VB logaP ) | (111)

Une borne minimale pour le terme en T étant clairement donnée par L/log,P (volume a transférer
divisé par le nombre de canaux), cette borne peut étre approchée par (1.11) si par exemple,

Lt>>log,PB. D'un point de vue pratique, l'implantation demandera une partie contrdle cofiteuse.
Et si le temps d'initialisation B est important (cf §I1I.1), I'optimalité sera difficile A assurer.

L
.
L
.

A 4

Figure I.1 : Trois arbres (arétes non disjointes) obtenus par rotations,
pour une diffusion dans un hypercube de dimension 3.
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Nous complétons donc ce paragraphe en donnant le coiit d'un algorithme plus simple & implanter.
11 utilise toujours log,P arbres, maintenant aux arétes non disjointes. Le message est découpé en
log,P paquets, mais ces derniers ne sont plus pipelinés : chacun est transmis sur un des arbres en
log,P étapes. Le coiit correspondant [JH, SW] donné€ par,

D(L) =L T + (log2P) B (1.12)

=

est donc a un facteur log,P de la borne minimale. C'est celui que nous utiliserons par la suite.
Remarquons pour terminer que si les processeurs sont synchronisés au début de la diffusion, le
processus ne les désynchronise pas.
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1.2 ALGORITHME DE DIFFUSION

Des algorithmes basés sur l'opération de diffusion ont été étudiés dans [Gei, Saa 2, GN]J. L'idée
en est simple :

o A une étape k donnée, si quitte a effectuer une permutation, le coefficient pivot est non nul,
le processeur pivot la diffuse vers tous les autres processeurs.

e Si aucun coefficient pivot non nul ne peut étre trouvé dans Pproc, il faut en rechercher un
parmi les autres processeurs a l'aide d'un processus d'élection. Et effectuer la permutation
correspondante. Si la recherche n'aboutit pas, le rang décroit.

e Processus d'élection

De nombreuses méthodes permettent de réaliser un tel processus et d'en minimiser le cofit. On
peut par exemple procéder comme suit,

o tous les processeurs commencent par chercher s'ils possédent en mémoire une ligne de
coefficient de t€te non nul, et stockent éventuellement 1'indice correspondant.

o Puis le processeur pivot ayant donné un ordre de pivotage ( 1° diffusion d'une variable), il
regoit ces indices (accompagnés des numéros des processeurs, 2° diffusion) par une remontée
dans un arbre de I'hypercube.

e Il choisit un des indices, en informe le réseau (3° diffusion), et c'est le processeur
correspondant, le nouveau processeur pivot, qui diffuse la ligne pivot pour permettre les
éliminations.

Par défaut, il n'y a donc qu'une permutation virtuelle, un réindigage des lignes. Ce qui permet de
supprimer une diffusion de ligne, inutile. Le coiit de I'opération (chaque processeur pouvant ne
retransmettre qu'un seul des indices qu'il a regu), si les informations peuvent étre codées sur un
mot, est borné par,

E < 3D, = 3(log,P) (B + 7). (1.13)

On peut forcer l'ordre final des lignes a correspondre aussi 2 la fonction de répartition alloc, ce qui
est par exemple nécessaire pour les applications du théoréme des restes chinois (part.2 chap.III). 11
suffit pour cela d'effectuer les permutations de mémoire 3 mémoire. Les deux processeurs
concernés, qui peuvent étre séparés d'une distance log,P, doivent s'échanger une ligne. Le coiit
associé, si les deux lignes sont de longueur L, peut étre borné d'apres [SW], par:

__4L
Eord Tog,P T + (log2P) B. (1.14)

Donnons maintenant une unique version parralléle correspondant aux algorithmes Seqld et

SeqNId. SiI'on ne détaille pas les éliminations et les longueurs des messages & communiquer, les
deux méthodes sont effet équivalentes.
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e Algorithme DParld Diffusion Paralléle avec Identité

Programme du processeur Py,
début
ip=1
rang =n
pourkdelan Pivotage
si Pproc posséde une ligne d'indice i 2 ip et de coefficient de té€te non nul
alors trouvé =i
sinon trouvé = faux
si alloc(ip) = proc Le processeur pivot par défaut
si trouvé = faux
diffusion de l'ordre de pivotage sur le réseau
reception des indices de lignes possibles
si un indice peut étre choisi parmi les indices regus
diffusion de l'indice choisi (réindicage) et du numéro du nouveau
processeur pivot
sinon diffusion de "pas de pivot"
sinon Les autres processeurs
si ordre de pivotage
envoi de trouvé au processeur Pyjjoc(ip)
reception de l'indice (réindigage) choisi par Pyjjo¢(ip) €t du numéro du
nouveau processeur pivot ou de de "pas de pivot"

Diffusion de la ligne pivot et éliminations

si "pas de pivot" rang =rang - 1

sinon
diffusion de la ligne pivot par le processeur pivot par défaut ou par le
nouveau processeur pivot.
élimination des lignes en mémoire a 1'aide de la ligne regue
ip=ip+1

fin

D'apres le protocole de communication, pour qu'il y ait diffusion, tous les processeurs doivent
connaitre le numéro du processeur source : s'il y a élection il est donc bien nécessaire de diffuser
le numéro du nouveau processeur pivot.

e Coiit de 1'algorithme
Les résultats donnés correspondent de méme qu'en séquentiel aux situations les plus coiiteuses a

envisager. Il faut remarquer en particulier, que le plus mauvais cas pour le coiit des
communications qui voit s'effectuer une élection a chaque étape, est distinct du plus mauvais cas
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pour l'arithmétique qui se présente quand aucun coefficient de téte nul n'est rencontré.

Remarque 2.1

On peut supposer que la répartition des lignes de la matrice n'influe pas sur les temps des
communications. Pour s'en convaincre, il suffit de regarder les termes dominants en T de (1.11) et
(1.12), pour constater qu'ils ne diminuent pas avec la taille de I'hypercube. IIs resteront constants
et minimisés si 'on utilise les P processeurs pour toutes les diffusions.

Nous avons vu que le choix de la fonction de répartition pour DParNId pouvait €tre quelconque.
Pour DParID, on minimisera le cofit arithmétique indépendemment de celui des communications
(d'aprés la remarque) en prenant une répartition par blocs de tailles 1, soit (1.2) ou (1.3). Les
colits ont été donnés au §I.1.3.

Dans le pire cas des communications, a chacune des n étapes, en plus du pivotage il y a la
diffusion d'une ligne de longueur n—k pour DParNId et n+y(n—k) pour DParld, ou 0<y<1 de
méme que pour l'arithmétique. En sommant (1.12), (1.13) et (1.14) pour conserver l'ordre des
lignes, les bornes sur le coiit sont de l'ordre de,

CDNIdpire = n2 + %) T + 5n(log2P) B

( 2
log,P

2 2 .1 (L15)
CDIdpire =12 (24Y) G2+ ) T + Sn(log,P) B

Inversement, le pire cas pour l'arithmétique fournit les valeurs minimales du coiit des transferts,

CDNIdmienx = 9-23 T +n(logzP) B
(1.16)

CDId e = -!g- 2+y) T+ n(logP) B |

11 apparait donc clairement que l'utilisation de la matrice identité pénalise les communications d'un
facteur supérieur a 2.

Remarque 2.2

Nous avons donné (1.15) et (1.16) dans le cas ol l'on conserve l'ordre des lignes. Ce qui peut en
plus de ce que nous avons dit précédemment, assurer pour DParld une meilleure répartition des
calculs en cours d'exécution : les processeurs sont pivots a tour de rdle, le nombre de lignes sur
lesquelles on opere décroit uniformément.

Les opérations de base de cet algorithme : le processus d'élection et la diffusion qui doivent étre
envisagées globalement sur le réseau, sont complexes et demanderont une programmation trés
soignée pour en réduire le cofit. Comme nous allons le voir avec les prochains algorithmes une
telle vision globale peut étre évitée.
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1.3 ALGORITHME DU PIPELINE

L'algorithme du pipeline [Saa 2, CTV 2] présenté ici n'utilise que les liaisons de voisins a
voisins d'un anneau. Précisons que les indices des processeurs, une fois obtenus par une
opération, sont a prendre modulo P (ex: Pprocy signifie Pprocs1)modp)- Les versions paralleles
de Seqld (PParld) et SeqNId (PParNId), sont maintenant quelque peu différentes. En effet, pour
I'algorithme PParld, si un processeur ne peut fournir de ligne pivot, aucune opération arithmétique
ne sera a effectuer pour l'étape en cours dans ce méme processeur (ce qui caractérise la
triangularisation). Au contraire de PParNId : la ligne pivot devra de toutes fagons rencontrer tous
les processeurs pour éventuellement annuler les coefficients des lignes situées non seulement
au—dessous mais aussi au—dessus de la diagonale (diagonalisation).

Tps +1

Pk+l mod P

Pk mod P Pk+2 mod P

Tps +3

Pk+3 mod P

Figure 1.2 : cheminement de la ligne pivot
a I'étape k de l'algorithme du pipeline.

® Avant de formaliser 1'algorithme, décrivons 1'étape k de la résolution. Chaque processeur regoit
la ligne pivot, la retransmet et effectue ses éliminations :

o Le processeur pivot Pprq, i.€. avec alloc(k)=proc,
1. envoie la ligne pivot sur 'anneau : & son successeur Pproc+1. et effectue ses €liminations.
2. S'il ne possede pas de ligne (n'ayant pas encore servi a éliminer) de coefficient de téte non
nul, il transmet une ligne quelconque, une "mauvaise ligne" [CTV 2], puis se met en attente de
Pproc-1. Une fois une ligne regue, 1'étape est terminée pour PParld. Pour PParNId le processeur
doit retransmettre la ligne, et éliminer si cette derniére le permet, les lignes situées au—dessus de la
diagonale.
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e Les autres processeurs recoivent une ligne de leur prédécesseur. Si la ligne est de coefficient de
téte non nul, ils peuvent effectuer les éliminations. Sinon le processeur transmet :

1. une bonne ligne avec laquelle il peut effectuer ses éliminations et termine 1'étape.

2. La mauvaise ligne regue. Et se met en attente : la situation est alors la méme que pour le
processeur pivot.

e Permutations

Les permutations se font de mémoire & mémoire mais par simples échanges d'une ligne en
mémoire avec une ligne regue : aucun coiit de communication supplémentaire n'est donc demandé
[CTV 2]. Ceci assure que l'ordre des lignes de la matrice est conservé.

e Terminaison de l'algorithme

¢ A une étape k donnée de PParld seul le processeur Palloc(k)’ s'il regoit une mauvaise ligne,
est informé que le rang décroit (aucune ligne de coefficient de té€te non nul n'a été trouvée sur
I'anneau). Les variables ip et rang n'ont donc plus de sens. Nous notons donc iploc qui sera un
indice local pour les lignes n'ayant pas encore servi a éliminer et rangloc qui décroit localement (et
qu'il faudra sommer pour avoir le rang une fois 'exécution terminée). En particulier, le processeur
pivot par défaut n'est plus déterminé par les indices de lignes (algorithme séquentiel et algorithme
de diffusion) mais par k. Les lignes sont renumérotées au fur et & mesure : a chaque étape, le
processeur pivot attribue un nouvel indice.

e Pour PParNId, quand aprés une premi¢re communication (figure 1.5) les processeurs sont
en attente pour éventuellement €liminer les lignes au dessus de la diagonale. Si Pyyjoc(x) regoit une
mauvaise ligne, il peut ne pas retransmettre une ligne mais seulement un jeton, kchgt = vrai
(changement d'étape) pour permettre aux autres processeurs de terminer. En particulier, tous les
processeurs sont informés que le rang décroit : les variables ip et rang peuvent étre conservées.
Sinon la ligne pivot trouvée est envoyée apres kchgt = faux.

¢ Dans tous les cas les messages transmis comporteront la ligne de la matrice mais aussi le
numéro du processeur ayant envoyé le premier cette ligne sur le réseau : afin d'assurer la
terminaison de chaque étape a moindre cofit en situant un "avant dernier processeur” qui sait qu'il
ne doit pas retransmettre.

PParld et PParNId sont donnés sur les deux pages suivantes. Précisons que les instructions
"envoyer" et "recevoir” correspondent toujours & des communications sur l'anneau, d'un
processeur Vers son successeur, ou en provenance de son prédécesseur.

Et sans toutefois I'expliciter dans le programme des processeurs donné ci—dessous, puisque cela
ne correspond pas a notre modele, remarquons que la retransmission des lignes pourrait toujours
se faire en parallele aux calculs arithmétiques.
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e Algorithme PParld Pipeline Paralléle avec Identité

début
iploc =1
rangloc =0
pourkdelan

Programme du processeur Pgjjoc(k)
si le processeur posséde une ligne d'indice local i 2 iploc et de coefficient de téte non
nul alors trouvé = vrai
sinon trouvé = faux
envoyer la ligne trouvée (ou une ligne quelconque) : (ligne, alloc(k))

si trouvé = vrai
élimination des lignes en mémoire
iploc =iploc + 1
sinon
recevoir : (ligne, n°) Ligne pivot trouvée sur l'anneau
si la ligne regue est de coefficient de téte non nul
remplacer en mémoire la ligne qui a été envoyée par la ligne recue
iploc = iploc + 1 ‘ Il'y a permutation
élimination des lignes au dessus de la diagonale
sinon ranglog =rangloc - 1

Programme des autres processeurs : Pproc
recevoir : (ligne, n°)
si la ligne regue est de coefficient de téte non nul
si (proc # n° - 1) retransmission de (ligne, n°)
élimination des lignes en mémoire

sinon
recherche d'une ligne d'indice local i 2 iploc et de coefficient de téte non nul
si trouvé = vrai Ily a permutation

la nouvelle ligne pivot est remplacée en mémoire par la ligne recue
envoi de la ligne pivot : (ligne, proc)
élimination des lignes en mémoire
sinon
retransmission de la ligne qui a été regue : (ligne n°)
fin



tel-00330440, version 1 - 14 Oct 2008

Diffusion et pipeline 33

e Algorithme PParNId Pipeline Paralléle Non Identité
début
ip=1
rang =n
pourkdelan
Programme du processeur Pyjioc(k)
si le processeur posséde une ligne d'indice i 2 ip et de coefficient de t€te non nul
alors trouvé=vrai sinon trouvé=faux
envoyer la ligne trouvée (ou une ligne quelconque) : (ligne, alloc(k))
si trouvé=vrai
élimination des lignes en mémoire
ip=ip+1
sinon
recevoir : (ligne, n°)
si la ligne regue est de coefficient de téte non nul
remplacer en mémoire la ligne qui a ét€ envoyée par la ligne regue
si (alloc(k) # n°-1)
envoyer kchgt = faux et (ligne, n°)
élimination des lignes d'indices inférieurs a ip
ip=ip+1
sinon envoyer kchgt = vrai et rang =rang - 1
Programme des autres processeurs : Py,
recevoir : (ligne, n°)
si la ligne regue est de coefficient de téte non nul
si (proc # n°-1) retransmission de (ligne, n°)
élimination des lignes en mémoire, ip =ip + 1
sinon .
recherche d'une ligne d'indice i 2 ip et de coefficient de téte non nul
si touvé = vrai 1l y a permutation
la nouvelle ligne pivot est remplacée en mémoire par la ligne regue
envoi de la ligne pivot : (ligne, proc)
élimination des lignes en mémoire, ip =ip + 1
sinon
retransmission de la ligne qui a été regue : (ligne, n°)
réception de kchgt
si kchgt = faux, réception de (ligne, n°),
si (proc # n°-1) envoi de kchgt = faux et retransmission de (ligne, n°)
éliminations au dessus de la diagonale, ip =ip + 1
sinon
rang =rang - 1
fin
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e Les coiits des algorithmes

o Intéressons nous d'abord, pour le coiit des communications de PParld et de PParNId, 2 la
situation dans laquelle aucun pivot nul n'est rencontré. Le probléme a été traité dans [RTV],
d'apres les conclusions des auteurs, il nous est possible d'énoncer les deux propositions
suivantes.

Proposition 3.1
La borne minimale (relativement a I'anneau) pour le cofit des communications de PParNId est
atteinte, si la répartition des lignes est la répartition par blocs de tailles n/P (1.4). Cette borne
est de l'ordre de,

CPNIdpjeux = n2+P)T+2nP | (1.17)

Cette quantité correspond au coiit de la transmission a chaque étape, d'une ligne de longueur n—k.
Plus un temps identique de synchronisation. Le coiit arithmétique correspondant 2 été donné en
(1.5). Le coiit total est minimisé.

On ne sait pas calculer le coiit des communications de PParld pour une répartition quelconque des
lignes. Mais il peut étre donné sous les hypoth&ses qui ont permis d'obtenir le coiit arithmétique en
(1.7). C'est I'objet de la proposition suivante.

Proposition 3.2
Le colit des communications de 1'algorithme PParld, si la répartition des lignes est par blocs
de taille r, est de l'ordre de (0 <y< 1),

CPIdmieux = [ 12 @+))(1+1) + 20 (-1 - y% +O@] T+ Rnr+nfl Bl (1.18)

Reprenons la démonstration du théoréme 2 de [RTV] pour démontrer cette relation. Le cofiit se
décompose en un temps d'initialisation du pipeline Tt+(P-2)B, un temps de receptions et

d'envois Tyt+2(n-1+1)B, et un temps T3T+(n/r-P+2)B de latence équivalent 2 la transmission
d'une ligne toutes les r étapes. Plus précisément,

n-r n/r-P+1
Ti=(P-2)@+yn), T2=2 ), n+y@k) e, Tz= ¥ n+7(nkr),
k=1 k=0

ce qui conduit au résultat.
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Pour conclure sur le coiit total de la méthode (P=an), il faut minimiser (1.7)+(1.18), en
remarquant que (1.7) croit avec r pendant que (1.18) décroit, pour trouver la meilleure taille des
blocs. En supprimant les termes en P, l'expression formelle de r correspondante, racine d'une
équation de degré 3, dépend de n, P, T et du cofit T, d'une opération arithmétique. L'expliciter ne
présente pas grand intérét. Nous avons par contre tracé les valeurs des termes dominants de
(1.7)+(1.18) quand r varie. En prenant n=1024, P=16, Y=0 et un rapport t/t,=42 (rapport
théorique pour le FPS T20, cf chap. III) nous avons représenté la courbe obtenue sur la
figure 1.3.

Temps rapporté de 0 a 10
10 1

Taille des
j ! i ! . ' 1 blocs:r
0 20 40 64

Figure 1.3 : Temps d'exécution théoriques (P=an) de PParld pour
différentes répartitions des lignes de la matrice.

Elle présente un minimum quand les lignes sont stockées par groupes de 20. En pratique on
prendrait 16 puisque r doit diviser n/P. Soulignons que cette courbe supporte bien la comparaison
avec les résultats expérimentaux de [RTV].

Rappelons que si n>>P, on minimise le coiit arithmétique avant celui des communications. Pour r
allant de 1 a /P, le premier (y=0) varie de 3n3/2Pt, 2 3n3/Pr,, et le second (y=0) de 2n2t 4 3n2t.
11 faut donc prendre r=1.

En conclusion, I'arithmétique et les communications de PParld n'atteignant jamais ensemble leur
coiit minimum, cet algorithme sera nettement moins performant que PParNId si la matrice est telle
qu'aucun pivot est nul.

o Il nous faut maintenant mettre en évidence les plus mauvais cas. Si la valeur de 7y est fixée. Le
colit des communications de PParld ne dépend pas de la matrice considérée.
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Pas de coupure dans
I'enchainement des étapes.

Figure 1.4 : Algorithme du pipeline, PParld.
Cheminement de la ligne envoyée par le processeur Pattoc(x)-

Envoi d'une ligne non
pivot au temps Tps

Envoi d'une ligne pivot au
temps Tps+P-1

Coupure de P tops dans
I'enchainement des étapes.

Figure 1.5 : Algorithme du pipeline, PParNId.
La ligne pivot n'est trouvée que dans le processeur Pailoc)-1!
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Et la quantité donnée par (1.18) n'est jamais dépassée : on a vu que si un processeur ne fournit
pas de ligne pivot, il n'a pas non plus d'opération arithmétique a effectuer, il peut donc passer a
I'étape suivante.

Contrairement 2 cela durant PParNId, un processeur ne fournissant pas de ligne pivot doit se
mettre en attente pour éliminer les lignes au dessus de la diagonale. Un trés mauvais cas se
présente alors. Comme on peut le voir sur la figure 1.5, si & chacune des étapes k la ligne pivot
n'est trouvée que dans le processeur Pyjjoc(k)-1, I'enchainement des étapes est interrompu pendant
1'équivalent de P réceptions. Le processeur pivot de 1'étape suivante, doit attendre un tour complet
de l'anneau. On obtient avec r=n/P,

2
CPNIdyye = Q’i;_)_n_z +2+P)nB | (1.19)

Valeur qui est supérieure 2 3n2t (le pire cofit si l'identité est stockée) deés que l'on utilise 8
processeurs.

Méme si ce cas reste bien particulier, on peut penser que si le nombre premier est petit (beaucoup
de coefficients de la matrice sont nuls) PParld sera meilleur que PParNId, du moins pour les
communications : les contraintes liées a 1'élimination des lignes situées au dessus de la diagonale
jouent un rdle important.

Au contraire, si peu de coefficients nuls sont rencontrés, nous avons vu que ne pas stocker la
matrice identité permet de minimiser, non seulement le coit arithmétique, mais aussi celui des
communications.

En régle générale, la comparaison des différents algorithmes dépend donc étroitement de la
structure des matrices : comment conclure pour les situations intermédiaires, si ce n'est
expérimentalement ?

Quand conserver 1'ordre n'est pas demandé, les cofits ci—dessus pourront parfois étre réduits en ne
transférant pas de ligne quelconque (de coefficient de té€te nul) mais seulement un jeton l'indiquant.
Cette technique est utilisée au chapitre suivant pour l'algorithme a pivots locaux (pour lequel il est
beaucoup trop contraignant de conserver l'ordre). On pourra se reporter a 1'étude de complexité
correspondante pour les pires cas.







tel-00330440, version 1 - 14 Oct 2008

Pivots locaux 39

CHAPITRE II
ALGORITHMES A PIVOTS LOCAUX

On a vu a I'étude des algorithmes précédents, que les processeurs restent inoccupés a attendre une
ligne pivot globale (i.e. la méme pour tous). Une fagon [CTV 2] de diminuer le colit en
communications de la résolution (tout en restant sur un anneau) est d'anticiper sur les calculs.
Dans chaque processeur, on peut choisir une ligne pour commencer les €liminations, la ligne pivot
locale, tout en attendant une ligne d'un processeur voisin : le prédecesseur sur l'anneau, pour
finalement éliminer cette ligne pivot locale.

Le programme de chacun des processeurs Pproc, pour le principe de complétude, a donc
maintenant la structure,

début
pourk=1an
(C1) : Echanges de donnée. A la fin de cette phase, chaque processeur a regu tous les
coefficients d'une ligne i.
(C2) : Calculs. Le processeur effectue les éliminations avec une de ses propres lignes ou
avec la ligne regue.
fin.

Remarquons que cela ne modifie en rien les résultats du chapitre précédent. Les étapes de calcul
sont, bien qu'un peu plus complexes, tout a fait analogues aux étapes d'une élimination standard.
De méme, les matrices intermédiaires gardent la structure habituelle : commengons par supposer,
qu'au début de chaque étape k, aucun coefficient de téte nul (i.e. dans la colonne k) n'est
rencontré, et étudions le début de 1'exécution. Chaque processeur entame les éliminations avec une
ligne qu'il posséde en mémoire, la matrice est donc mise sous la forme,

X X X...X X X X

0 x XxX...X X X X

0 x x...X X X X

X X X..X X X X
, (f1)

0 X X...X X XX

X X X X X X

S o
”
>
»
»
»
»

elle conserve exactement P coefficients non nuls dans la premiére colonne : ils correspondent au
lignes pivots locales. Et sont donc situés dans des processeurs distincts. Une deuxieéme phase
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consiste pour tous les processeurs sauf un, le processeur pivot (global), & procéder a 1'élimination
de ces coefficients, a 1'aide de la ligne qu'ils ont regue de leur prédecesseur sur I'anneau. On
aboutit donc facilement a la matrice voulue,

X X X...X X X X
0 xxX..X X XX
0 x X...X X X X
0 x X...X X X X
(f2)
0 X X...X X X X

(=]
b
»
»
o
»
e
~——

Ce raisonnement peut €tre appliqué a toutes les étapes de la résolution, et montre, en particulier,
que la matrice finale est triangulaire ou diagonale suivant la méthode choisie.

Plus généralement, quand un processeur Pyroc ne trouve pas de ligne pivot locale (si tous les
coefficients de t€te sont nuls ou si, pour ses lignes, 1'algorithme est terminé) :

o la premiére phase du calcul, & une étape donnée, ne pose aucun probléme pour les autres
processeurs : cette phase est locale. C'est l'obtention d'une matrice analogue a (f1).

o Il faut ensuite assurer le passage de la forme (f1) a la forme (f2). Si le rang ne décroit pas,
chaque processeur a dii recevoir une ligne pour éliminer sa ligne pivot locale : 1'idée est de
procéder sur une partie ou la totalité du réseau comme pour l'algorithme du pipeline. Le
processeur doit attendre pour la retransmettre une ligne de Pproc_1, €t permettre ainsi les
éliminations dans Pproc4 1. Les différences mises en évidence dans le précédent chapitre entre les
versions paralleles de Seqld et SeqNId vont donc se retrouver ici pour PIParld et PIParNId. De
méme peuvent Etre reprises les techniques utilisées pour terminer les étapes quand le rang décroit.

® Avant de détailler les programmes des processeurs, montrons le fonctionnement de la résolution
sans la matrice identité sur un anneau de taille 3, et pour une matrice A d'ordre 6 dans Z/52 :

230110
120231
323211
123002 |’
214314
134431

la matrice obtenue en fin d'algorithme (sa forme a été donnée dans l'introduction (i.3)), étant :

10000
01000
00100
00010
00001
00000

oo
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230110 120231
123002 214314

e

323211
134431

1° étape

10122-1
00-1-11-2

010-202
00-1-20-2
.»’_\)

e

00-2-221
0011-22

3° étape

100022
000000

010022
000110

0010-22
0000-10

5° étape

41

1-10-2-20
0-2-2222

0-20-101
02-1-102

.a-'—‘_\>
01-212-2
0-1-201-1

2° étape

1001-22
000000

010-202
000-1-10

-,

0011-12
0000-10

4° étape

100002
000000

010002
000100

(o

001002
000010

En fin d'algorithme

Figure IL1 : Les étapes de I'algorithme 2 pivots locaux NId
sur un anneau de taille 3 et pour une matrice 6*6, p=5.
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Aucune permutation de colonnes n'étant nécessaire pour avoir la matrice identité de d'ordre 5 (i.e.
le rang de A), I'ensemble J5 (des indices des colonnes qui participent a la matrice identité de
dimension 5) est simplement (1,2,3,4,5). Il est alors immédiat (i.4) de construire un vecteur qui
engendre le noyau, en égalant a -1 le coefficient de la derniére colonne et de la ligne dont tous les
coefficients sont nuls,

SO

1)
[y

Les étapes de la résolution sont représentées sur la figure II.1. La sixi€me consistant seulement en
un test d'égalité a zéro (en l'occurence ici sur le coefficient [5,5]), et en la normalisation de la
5° ligne. Les lignes pivots locales sont données en gras. Chacune permet d'éliminer non
seulement les lignes du processeur ot elle réside. Mais aussi, aprés son transfert (figuré par les
fleches de longueur 1), la ligne pivot locale du processeur suivant. On remarquera des fléches de
longueur 2 quand un processeur n'a pas de ligne de coefficient de téte non nul.

® A chaque étape k, une des lignes ne doit bien sir pas étre modifiée. Ce sera dans le processeur
Pailoc(k) Ou dans le premier rencontré sur I'anneau qui posséde une ligne de coefficient de téte non
nul.

A la différence de l'algorithme du pipeline, les permutations ne sont pas effectuées en mémoire :
la ligne pivot ne fera que rarement un tour complet de I'anneau. Un processeur n'ayant pas de
ligne pivot n'enverra qu'un simple jeton le signifiant. En particulier, l'ordre des lignes de la
matrice n'est pas conservé.

De fagon trés générale on a donc :

e quand le processeur Ppyo; posséde en mémoire une ligne pivot locale L, il la transmet 2 son
voisin de droite et commence les éliminations. S'il en regoit une du processeur précédent, en
provenance d'un processeur d'indice compris entre alloc(k) et proc—1, il peut alors éliminer la
ligne L. Dans le cas contraire, la ligne L apparaitra dans la matrice finale.

e si aucune ligne pivot locale n'est trouvée, le processeur se contente de retransmettre les
messages qu'il recoit. Et effectue des €liminations (au dessus de la diagonale) le cas échéant.

Suivant PIParNId ou PIParld, le processeur Palloc(k)-1 retransmet ou non les informations. De
méme, les processeurs restent ou non en attente (pour éliminer au dessus de la diagonale) s'ils
n'ont pas de ligne pivot.

On note que la plupart des communications pourraient se faire parallélement aux calculs. Les
envois et réceptions pouvant eux—-méme s'effectuer simultanément (le constructeur PAR le spécifie
dans les programmes donnés ci—dessous).
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e Algorithme PIParld Pivots locaux Paralléles avec Identité

début

iploc=1
rangloc =0
pourkdelan

si le processeur posseéde une ligne d'indice local supérieur a iploc et de coefficient de

té€te non nul alors trouvé = vrai
sinon trouvé = faux

Programme du processeur Pgjioc(k)

si trouvé = vrai
envoyer trouvé puis la ligne
élimination des lignes en mémoire
iploc = iploc + 1

sinon envoyer trouvé

Programme des autres processeurs :
si trouvé = vrai
PAR
si (proc # alloc(k)-1 mod P)  Ce n'est pas lI'avant dernier processeur
envoyer "vrai" puis la ligne
TECEVOIT jeton et si jeton = vrai recevoir la ligne

Pproc

élimination des lignes en mémoire a l'aide de la ligne iploc
si jeton = faux

iploc =iploc + 1 Il'y a permutation virtuelle
sinon éliminer la ligne iploc

sinon

fin

recevoir le jeton
si jeton = vrai

recevoir la ligne

si (proc # alloc(k)-1 mod P) envoyer "vrai" puis la ligne
sinon

si (proc # alloc(k)-1 mod P) envoyer "faux"

sinon rangloc =rangloc - 1 Le rang décroit
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e Algorithme PIParNId Pivots locaux Paralléles Non Identité
début

ip=1, rang=n
pourkdelan
compt =0, perm =0
si le processeur poss¢de une ligne d'indice supérieur 2 ip et de coefficient de téte
non nul alors trouvé = vrai
sinon trouvé = faux
si trouvé = faux
tant que ((jeton # vrai) et (jeton < P-1))
PAR
recevoir le jeton
compt = compt + 1, envoyer compt
si jeton = vrai
PAR
recevoir la ligne
si (compt # P-1) envoyer "vrai" et la ligne
ip=ip+1 Indice pivot global
€liminations au dessus de la diagonale
sinon rang =rang - 1 Le compteur est égal @ P-1 dans tous les processeurs

sinon

Programme du processeur Pgjjoc(x)
PAR
envoyer "vrai" puis la ligne
tant que ((jeton # vrai) et (jeton < P-1))
recevoir le jeton
si jeton = vrai recevoir la ligne
€liminations des lignes en mémoire
ip=ip+1
Programme des autres processeurs :
PAR
envoyer "vrai" puis la ligne
tant que ((jeton # vrai) et (jeton < P-1))
recevoir le jeton
si jeton = (proc-alloc(k)) mod P
perm =1 Il'y a permutation virtuelle
si jeton = vrai recevoir la ligne
€liminations des lignes en mémoire a I'aide la ligne pivot locale, ip =ip + 1
si perm # 1 éliminer la ligne pivot locale

P proc

fin
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Quand le rang décroit

o PIParld : afin d'assurer la terminaison de 1'étape k, le processeur Pyjjoc(k) s'il n'a pas de
ligne pivot envoie néanmoins un jeton (égale a faux par exemple). Le processeur Pyjioc(k)-1
recevant ce jeton sera informé que le rang décroit.

« PIParNId : tout processeur n'ayant pas de ligne pivot envoie compt=1 a son successeur.
De méme s'il regoit une quantité différente de "vrai” (pas de ligne pivot), il incrémente avant de la
retransmettre. Recevant un jeton de valeur (P-1) tous les processeurs seront informés que le rang
décroit.

Les remarques faites au paragraphe précédent au sujet des variables ip et iploc restent valables.

e Les coiits des algorithmes

« Si aucun pivot local nul n'est rencontré, c'est & dire qu'a chaque €tape chaque processeur
posséde une ligne de coefficient de téte non nul (on négligera les P dernitres étapes de
l'algorithme), aucune ligne ne sera transmise & plus d'un processeur. Pendant la phase de
communication, les processeurs sont synchronisés. Le cofit des communications s'obtient
directement d'aprés [CTV 2] et consiste donc essentiellement en n réceptions (et envois en

parallele). Le terme en T de (1.17) est réduit d'un facteur 2,

2
CPlNIdmieux='r'12_'t+nB B (2.1 )

Et le choix de la fonction d'allocation n'a pas d'influence si la matrice identité est utilisée,

2
CPlldpieux = (2+Y) -ni— T+nf| (2.2)

1 n'est donc pas utile de revenir sur les cofits arithmétiques correspondants  cette situation.

e D'autre part, il est immédiat que le coiit des communications du plus mauvais cas d'un
algorithme 2 pivots locaux restera inférieur au cofit du plus mauvais cas de la forme
correspondante de l'algorithme du pipeline.

Si a chacune des étapes k de I'exécution de PIParld, seul le processeur Pyjjoc(k) trouve une ligne
pivot locale : le coiit est celui de PParld. Nous avons vu que ce dernier était indépendant de la

matrice quand v est fixé,

CPHdpixe = CPIdmieux . ( 2.3 )
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Nous ne reprenons pas la discussion sur le choix de la répartition des lignes, ses conclusions
doivent étre appliquées quand (2.2) ne peut €tre atteinte.

Concernant PIParNId, la situation que nous avions envisagée pour PParNId au chapitre précédent
(figure 1.5), ne peut plus 1'étre ici. Mais si, & chacune des étapes k, la seule ligne pivot est
trouvée dans le processeur (n-k) mod P, on obtient une quantité du méme ordre que celle donnée
par (1.19),

CPINIdpire =E5L n2 v+ (- 1)n B | (24)

Remarque 2.1

e Aussi bien pour un algorithme du type pipeline que pour un algorithme a pivots locaux, les
colits pourraient étre réduits en considérant des communications dans les deux sens sur 'anneau a
partir du processeur Pyjjoc(k). Avec un gain d'au plus un facteur 2 pour les communications.
Nous avons pour cela préféré rester dans le cas général.
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COMPARAISON DES ALGORITHMES

Concluons ici d'un point de vue théorique. Nous ne reviendrons pas sur les coiits arithmétiques,
ils sont tous du méme ordre pour n>>P avec dans chacun des cas, la meilleure fonction

d'allocation des lignes. Et si P=an, une discussion est seulement nécessaire pour PParld.

Pour les coiits des communications, les termes dominants en n2/2 © sont réunis dans le tableau
ci—dessous. Les deux colonnes correspondent aux situations extrémes que nous avons eu
I'occasion d'exposer.

Au pire Au mieux
Diffusion
DNId 4/log,P + 1 1 (1/log,yP si nt >> Blog,P)
DId (y=0) 2 (4/logyP + 1) 2
Pipeline
PNId P 2
PId (y=0) entre 4.et 6 “ entre 4 et 6
Pivots locaux
PINId P 1
PlId (y=0) entre 4 et 6 2.

Tableau II.1 : Récapitulatif des cofits des communications.

Si 'on ne rencontre aucun pivot nul au cours de l'exécution (ce qui sera facilement vérifié en
pratique en prenant p suffisament grand), il est clair que le stockage de l'identité n'apporte rien : il
augmente, au contraire, la durée des transferts dans un facteur supérieur a 2.

La méthode 4 utiliser est alors la diffusion quand la condition nt >> Blog,P peut étre approchée.

Son coiit est asymptotiquement optimal en T. Le caractére local des communications de PIParNId
donne sinon de meilleurs résultats : il ne demande aucun contrdle.

Dans le cas général, les colits des communications de PParNId et PIParNId peuvent aller jusqu'a

Pn2/2 1. Au contraire de ceux des autres algorithmes, dont les termes dominants restent
indépendants du nombre de processeurs.

Enfin, comme nous l'avions fait remarquer, ces commentaires s'appliquent aussi a la
triangularisation (cofits des méthodes Id divisés par 2) et i I'inversion par diagonalisation (cofits
des méthodes NId avec la matrice identité bordante).
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CHAPITRE III
IMPLANTATION DES ALGORITHMES

Afin de limiter la complexité du réseau d'interconnection d'une machine MIMD a mémoire
distribuée, deux impératifs sont 2 prendre en compte. Le nombre de canaux de communication doit
étre faible par rapport au nombre de processeurs. Et les coiits des transferts doivent rester
raisonnables. Une solution efficace consiste & connecter les processeurs suivant un réseau en

< |
=<

hypercube.

Figure 1.1 : Hypercubes de dimension 4.

Cette solution, proposée par C.Seitz [Sei], a conduit & la commercialisation du Cosmic Cube,
premier calculateur de ce type. Plusieurs machines sont maintenant disponibles sur le marché :
Ametek, Intel iPSC, Mark III, NCUBE entre autres. Et le FPS T20, sur lequel nous avons testé
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nos algorithmes. Aprés une bréve description de son architecture (tout détail pourra €tre trouvé
dans la documentation fournie par Floating Point Systems [FPS]), nous expliquons dans le
premier paragraphe, comment nous avons utilisé sa puissance de calcul vectoriel sur des réels
flottants, pour opérer modulo p. Et terminons en donnant des résultats expérimentaux qui nous
obligent parfois, de revenir sur les conclusions théoriques.

III.1 ARITHMETIQUE VECTORIELLE DE Z/pZ

e Le T20 de Floating Point Systems [GHS] consiste essentiellement en 16 nceuds (unités
opérationnelles) identiques, connectés pour former un hypercube de dimension 4, et
communiquant par échanges de messages. Il n'existe pas méchanisme de synchronisation globale.

Un nceud de I'hypercube est lui-méme formé de trois parties principales :

o Un transputer [WS] qui assure les communications, la fonction Unité Arithmétique et
Logique, et le contrdle du programme.

« Une mémoire video, la VRAM de 1 MégaOctets a deux acces : aléatoire vers le transputer
et série (par l'intermédiaire de registres a décalage) vers l'unité vectorielle.

« Une unité de calcul vectoriel VPU (Vector Processing Unit) assure des calculs en virgule
flottante trés rapides, pour des vecteurs de réels codés sur 64 bits. Elle est composée d'un
additionneur et d'un multiplieur pipelinés, et permet d'effectuer une addition directement 2 partir
des résultats d'un produit (i.e. sans repasser par les registres).

Performances théoriques

o Pour le calcul, chaque processeur peut effectuer 7.5 MIps et 12 MFlops simultanément, soit
120 Mlps et 192 MFlops théoriques pour la machine complete.

« Et peut envoyer et recevoir en paralléle, 692 KOctets par canal et par seconde, soit
5 MOctets pour les quatre canaux en communication bidirectionnelle.

Communications

Les communications s'effectuent de voisin a voisin, suivant un protocole basé sur le
"rendez—vous" des deux processeurs concernés. Différentes mesures nous permettent de

considérer que le temps d'initialisation d'un canal est 9.5us < B < 60us suivant le nombre de
liens utilisés simultanément (version BO1 du logiciel FPS, [CTV 1]) ou B 2 710us (version C00

[KT)), et que le temps élémentaire pour 64bits est T = 11.5us. Un envoi étant le transfert de L
données consécutives en mémoire.
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L'unité de calcul vectoriel

Contrairement au transputer qui ne traite que des mots de 32 bits, 1'unité de calcul vectoriel traite
seulement des réels codés sur 64 bits au format virgule flottante IEEE (aucun traitement de
vecteurs booléens ou entiers). Elle consiste en un additionneur et un multiplieur pipelinés (5 et 6
étages) accessibles, a partir de la VRAM, par l'intermédiaire de registres a décalage (1 Ko).

Une utilisation optimale en coiit de I'unité de calcul, implique une importante gestion mémoire, en
particulier,

o il faut découper les vecteurs de plus de 128 réels (la taille des registres), tout en minimisant
le nombre de chargements et de déchargements de ces derniers vers la mémoire. Le traitement
s'effectue alors en plusieurs étapes.

o La mémoire est séparée en deux bancs A et B. Pour une opération a deux arguments, il
faut s'assurer du placement d'un des vecteurs dans le banc A et de l'autre dans le banc B.

o Un travail supplémentaire, consiste enfin, a préserver l'intégrité des données en mémoire.
Le déchargement d'un registre dans la VRAM (qui ne peut s'effectuer que par blocs de 128 réels),
ne doit pas, par exemple, écraser certaines valeurs.

L'implantation d'algorithmes utilisant le VPU, demande donc de trouver d'abord un stockage de
données, permettant de minimiser la gestion de la mémoire au cours de I'exécution. Si toutes les
conditions sont remplis on pourra, en pratique, disposer d'une puissance de 10MFlops quand
l'additionneur et le multiplieur travaillent simultanément (pour un produit scalaire par exemple).

@ Si les résolutions dans Z/pZ peuvent étre programmées dans un premier temps en utilisant
l'arithmétique entiére des transputers, un gain de performance considérable est obtenu a 'aide des
unités de calcul vectoriel. Le travail préliminaire & toute implantation est donc la mise au point
d'une arithmétique vectorielle des corps finis. Nous présentons la démarche suivie sur le T20. Elle
pourrait tre facilement étendue a toute unité de calcul flottant, puisque les fonctions de base
utilisées sont standards.

Les nombres premiers
Les coefficients des matrices doivent étre codés au format standard 64 bits IEEE. Format pour

lequel la mantisse est de 52 bits et 'exposant de 11 bits, le réel est alors obtenu comme suit :
valeur = 1.<mantisse>*2<exposant>-1023

T L——— 11 bits d'eXPOSant 52 bits de mantisse

1 bit de signe

Figure III.2 : Format réel 64 bits IEEE.
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On en déduit une borne supérieure pour les nombres entiers qui pourront étre considérés en cours
de calcul, c'est le plus grand entier | tel que tout entier inférieur a pu peut €tre codé exactement.
Onaici:

p =251,

Les opérations modulo 2 effectuer étant des sommes et des produits, les nombres premiers

possibles sont en fait donnés par la racine carrée de [ :
p < (253-1)12

si 1'on choisi de calculer le modulo apres chaque opération.
Par souci d'efficacité, l'opération de base étant en fait un Saxpy (u-sv, u et v étant des vecteurs et

s un scalaire), le modulo ne sera calculé qu'une fois terminés un produit et une somme, on a donc
finalement la borne sur les nombres premiers que nous utiliserons :

ps 12521 =~ 67108865 |, (3.1)

La partie entiére

Si le codage d'un réel occupe 64 bits, les opérations sont en fait effectuées sur une longueur plus
importante (des bits de sauvegarde dont le nombre varie d'une machine 2 une autre) sont toujours
prévus. Une fagon de calculer la partie enti¢re d'un réel pourrait étre, en connaissant le nombre de
ces bits de sauvegarde, de jouer sur la normalisation qui est faite avant toutes les opérations (la
partie décimale est écrasée par un décalage) :

n + X - X = partie enticre de n.
La partie enti¢re peut aussi étre obtenue en utilisant les différents formats de codage. Le passage

du format flottant au format entier du transputer a pour effet de tronquer le réel a 1'entier supérieur
ou inférieur (suivant la valeur du réel et 'implantation de la fonction de changement de format). .

r= 64,125 n= 64 r=64,0

Format Flottant Format Fixe Format Flottant
64bits IEEE | € | 32 biss €—> | 64 bits IEEE

Figure II1.3 : Calcul de la partie entiére.

Sur le T20 les codes opératoires du passage flottant a fixe et inversement sont AF_XFIX et
AF_XFLOAT (seul I'additionneur est utilisé). La partie entiére peut donc se calculer en deux
passages dans l'unité vectorielle. Remarquons aussi que les deux opérations peuvent étre
enchainées directement & partir des registres.
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Le modulo

Une fois la partie entiére disponible, le calcul de a mod p s'effectue en au plus 5 passages
dans les opérateurs vectoriels, I'inverse réel de p étant calculé par avance :

1. dm = quotient réel de a par p = produit de a par I'inverse de p (1 passage),

2,3. e = partie entiére de q, (2 passages dans l'additionneur),

4. produit de p par e (1 passage),

5. le modulo est alors obtenu par un dernier passage pour la soustraction a-pe.

L'additionneur et le multiplieur pouvant travailler simultanément si 1'on respecte certaines
contraintes en agencant les vecteurs dans la mémoire [FPS], le coiit réel en temps de cycle est le
suivant pour le modulo d'un vecteur de longueur N :

1. et 2. enchainées soit (e++e,+N-1) temps de cycle,

3. (e4++N-1) temps de cycle,

4. et 5. enchainées soit (e4+e,+N-1) temps de cycle,

ou l'additionneur et le multiplieur ont respectivement e, et e, étages. Soit,

(3e+ +2e« +3N-3) temps de cycle au total |. (3.2)

La courbe ci—dessous nous montre les performances obtenues. L'implantation permet donc
d'effectuer pres de 1,8 millions de modulo par seconde (ce qui équivaut a 9 millions d'opérations
flottantes par seconde) si les longueurs des vecteurs sont suffisamment importantes.

1,8 1
g—F8
Millions de modulo
1.2 par seconde
0,6
Longueurs
Ay T T 1des vecteurs
0 10000 20000 30000

Figure II1.4 : Implantation du modulo sur 1'unité vectorielle.
Performances en millions de modulo par seconde.
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Pour les dimensions de matrices que nous pourrons traiter, la longueur moyenne des vecteurs sera
de 500, et 1a puissance du modulo limitée a 1,2 millions par seconde.

Représentation des éléments de Z/pZ

Le code opératoire AF_XFIX fourni par FPS, donne suivant la valeur du réel dm» Sa partie entiére
supérieure ou inférieure : e. On sait donc seulement que,

dm € [e, e+1] ou qp € [e-1, €].

Si la précision du calcul de la division est 1/2r, on a alors,
a/p € [e-1/2r, e+1+1/2r] ou a/p € [e-1-1/2r, e+1/2r1],

et si O<p<r, a/p est un entier, ou est i distance au moins 1/r d'un entier, d'oi,
a/p € [e,e+1] ou a/p € [e-1, ¢e].

e D'apres ces relations [Mul] et 1'inégalité (3.1), avec r donné par le format IEEE (fig.IT1.2), on
sait donc que I'on ne commet pas d'erreur d'approximation pour e, et que l'on obtient la <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>