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Structure locale des applications de Mdobius

On note M le groupe des homographies.

Exercice 1. [Transformations paraboliques, loxodromiques, hyperboliques|
Le but de cet exercice est de montrer que tr(M)? détermine la classe de conjugaison de hy (si has
differe de Iidentité), et d’étudier ces différentes classes.
(a) Montrer que, si tr(M)? € [0,4], alors M est conjuguée & une rotation z — ez (0 € R\27Z).
On dit alors que hjs est elliptique
(b) Montrer que si tr(M)? = 4 est, hys est conjuguée a z — z + 1.
On dit alors que hjs est parabolique
(c) Montrer que si tr(M)? € [4,+oco[, alors hjs est conjuguée & une application z + kz ou
ke R\ {0,1}. On dit que h,s est hyperbolique.

(d) Montrer que si tr(M)? est un complexe non réel, M est conjuguée a une application z — kz
ou k est un complexe non réel, |k| # 0, 1.
On dit que hjs est loxodromique.

(e) Montrer que deux matrices réelles qui sont conjuguées sur C sont en fait conjuguées sur R.
Bonus : Quelle est la généralité de ce résultat ?
On considére maintenant le comportement de la suite w,+1 = has(uy,) avec ug € C fixé.
(f) Montrer que si hys est parabolique, la suite converge vers 'unique point fixe de hyy.

(g) Montrer que si hys est loxodromique ou hyperbolique, la suite converge vers un des deux
points fixes de hjs, et que le point fixe en question est indépendent du wug choisi au départ
(sauf si c’est déja lautre point fixe).

(h) Montrer que si hys est elliptique, la suite est soit stationnaire, soit périodique (et a valeurs
dans un cercle-droite), soit dense dans un cercle-droite.

Exercice 2. [Un critére de points fixes|
Soient f,h € M deux homographies. On note [f,h] = foho f~1oh™!

~

Démontrer que f et h ont un point fixe commun dans C si et seulement si tr[f, h] = 2

Indication : On utilisera l’identité suivante :
Sig= (8 Z) et h = (: §>7 alors tr([g, h]) = 2 + b®v% + b(a — d)y(a — 6) — (a — d)*vB

et on discutera selon si g est parabolique ou non.

Exercice 3. [Isométries pour la distance cordale, v2]

Cet exercice fournit une preuve alternative a la derniére question de l’exercice 4 du TD4

On cherche dans cet exercice a déterminer quelles sont les homographies qui sont des isométries
pour la distance cordale, définie sur C par

2 — w|
VP A+ [wl?)

On pose hy; 'homographie associée & M avec M = (i Z) € SLy(C).

do(z,w) =2

az+b
cz+d

Bonus : A votre avis, comment définit-on une fonction holomorphe (resp. méromorphe) sur

(a) Montrer que z — est holomorphe sur son domaine de définition.

C—C?A quoi correspondent-elles ?



(b) On note k', la dérivée, au sens complexe, de hys. Montrer que, si by est une isométrie, alors

()l 1
1+ | (2)]2 1422

(**) La réciproque est-elle vraie ?
(c) Montrer que, dans ce cas, pour tout z,1 + |z|? = |az + b|? + |cz + d|?
(d) En déduire que

avec |a|? + |b]? = 1. Autrement dit, ‘MM = I, et M € SU(2).
(e) On définit I'algébre des quaternions par H = {a + bi + c¢j + dj, (a,b,c,d) € C*}, ou 4,5,k
vérifient les relations :
i? = -1, ij =k, ji=—k,
j2=-1, k=i, kj=—i
k2 =—1, ki =j, ik=—j

Montrer que M € SU(2) ssi has(j) = j, dans le sens ou (aj +b) = j - (¢j + d).

Exercice 4. [Distance chordale et norme L?|

On munit SLy(C) de la norme L? : || < Z) | = V/]a?] + [b2] + | 2] + |d2].

On se propose de montrer que, pour tout g = hys € M, a(g,id) < V6||g — L.
(a) (*) Montrer qu’il existe une matrice B € SU(2) telle que, avec h = hp, hgh™! fixe co.
(b) Montrer que, pour tout M € SLy(C),||BM]|| = ||M]||, et ||B"*MB — L|| = ||M — ||
(c) Montrer que o(hgh™!, 1) = o(g, I2).

On peut donc supposer que g fixe co. Si g est loxodromique ou hyperbolique, on suppose de
plus (on peut le faire, quitte & changer h), qu’'co est son point répulsif.

On écrit alors M = <g §>, otad=1et|a <1<

(d) A Taide d’une inégalité triangulaire bien choisie, montrer que, pour tout z € @,

2|z[|1 — /0
- \/1+\z| V14 [az/o?

(e) A laide d’une inégalité arithmético-géométrique, montrer que

2|/4|

dchord Z gZ

2|z[[1 — a/f]
V14221 + |az/é]?

+2[8/0] < la— 4] +2[p|

(f) Conclure.

Bonus : Déduit de l'exercice ci-dessus et de ’exercice 5 du TD4 que la topologie induite par
o sur M coincide avec la topologie quotient SLs(C) — M.



