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lfred Logarithme désire faire
un placement bancaire & trés
long terme afin d’assurer 'ave-
nir de sa descendance. [l va se rensei-
gner auprés de la Société chaotique
de bangque sur son nouveau plan
d'épargne. Le banquier lui tient ce
discours : « Yous faites un apport
initial de {e = 1) francs (e = 2,718 251
828 459 045... est la base des loga-

| rithmes naturels). La premiére année,

“rﬁl;':i’zﬂmtg u{ﬁﬁréalf ] a.ouT joag

vous étes perdant, on multiplie votre
capital par 1, et 'on y préléve un franc
pour frais de gestion. La deuxiéme
année, ¢'est mieux, on multiplie votre
capital par 2, et 'on préléve toujours
un franc pour frais de gestion. La troi-
siéme année, on multiplie votre capi-
tal par 3 et l'on préléve un franc, et
ainsi de suire : la nit»e année, on mul-
tiplie votre capital par n, et 'on pré-
léve un franc. Au bout de 25 ans, vous
pouvesz retirer votre argent. Inté-
ressant, nest-ce pas ! »

Calcul instable. Prudent,
Alfred Logarithme décide de
réserver sa réponse. Une fois
chez lui, il se précipite sur sa
calculatrice pour savoir quel sera
son avolr aprés vingt-cing ans.
Le résultat l'effraie : celui-ci sera
de moins 140 302 545 600 000

drenmer S Lo vy pilar 7 dnan
gne serait-il une escroquerie !
Pour en avoir le coeur net, il
demande & un ami informaticien
d'effectuer le calcul sur une plus

grosse machine :

D’ABITHMETIQ%E

n raison d’erreurs d'arrondi, un puissant ordinateur est susceptible de donner un résultat
omplétement faux pour des calculs en « virgule flottante », dont l'usage est courant dans
I'industrie. Les conséquences pratiques sont potentiellement dévastatrices. De nombreuses
recherches s'attachent aujourd’hui & mettre au point des systémes de représentation

des nombres mieux adaptés aux ordinateurs que celui dont nous sommes coutumiers.

il obtient alors un
résultar de + 4 65435 987 753 francs, ce
qui constitue un beau pactole. Rassé-
réné, Alfred Logarithme court i sa
banque pour souscrire & ce plan si
intéressant. ..

Quelle n'est pas sa déconvenue,
vingt-cing ans plus tard, lorsqu'il
constate que son avoir est d'environ
4 centimes ! Le cas de ce banquier
infernal est un exemple typique de
calcul instable, of une infime varia-
tion due & des erreurs d'arrondi sur
les données initiales ou sur un résultat
intermédiaire peut entrainer une
énorme variation sur le résultat final.
Linstahilité est telle gqu'aucune
machine, si précise soit-elle (la caleu-
latrice utilisée est une CASIO FXT0IP, et
lordinateur un SUN  SPARC, deux
machines d’excellente qualité numé-
sues) e manr galauler le cboulear
correct, alors que le calcul semble

a priori trés simple : on effectue 25

multiplications par des petits entiers,

et on soustrait 25 fois le nombre 1.
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Il ressort de cette anecdote que les
utilisateurs se font bien souvenr des
idées fausses sur les ordinareurs. Soit
ils leur atrribuent une fiabilicé supé-
rieure 4 ce qu'elle est en réalité, soir ils
pensent que les algorithmes d'opéra-
tion mis en ceuvre par les ordinateurs
ne peuvent qu'étre des variantes de
ceux que nous avons appris a ['école.
Je commencerai donc par présenter
quelques problémes liés 4 la manipu-
lation des nombres, avant de montrer

comment on peut metire au P(Til'lt
des algorithmes tés différents des
algorithmes classiques.
Dans le calcul d'une suite,
les erreurs d'arrondi
modifient inévitablement

certains termes, perturbant
la convergence

Dans l'exemple décrit précédem-
ment, on obtenait des résultars visi-
blement aberrants, ce qui pouvait
¢veiller la suspicion. Ce n'est pas tou-
jours le cas, et 'on observe parfois en
machine une bonne et rapide conver-
gence vers un résultat totalement fausx,
comme le montre ce deuxitme
exemple. Considérons en effer la suire
(a,) de nombres, commengant par
ay = 1,8, = — 4, et dont les termes
suivants sont définis par la relation :
8y +=111 -1 130/a, + 3 000/a,a, _,.
La limite de a, est 6 (on dit qu'une
suite converge vers une limite A, ou
possiéde une limite A, si ses termes
sapprochent de plus en plus de & de
telle sorte que, pour un seuil donné,
aussi petit soit-il, tous les rermes de la
suite se trouvent, 4 partir d'un certain
rang, i une distance de A inférieure 3
ce seuil). Pourtant, sur n'importe
quelle machine, on observera une
convergence apparente rapide de
cette suite vers 100, L'origine de ce
phénoméne est assez simple : on mon-

tre que la suite obtenue en modifiant
trés  légérement l'un  quelconque
des termes de la suite (a,) converge
vers 100, Or les erreurs darrondi

modifient  inévitablement  certains
termes, méme si la machine est triss
précise.

Base et mantisse. CQuelles sont
les causes derreur, et dans quelle
mesure peut-on y remédier ! Pour
répondre A ces questions, il faut com-
prendre ce qui se passe exactement en
machine lors d'opérations arithmé-
tiques et, avant tout, examiner la
maniére dont les nombres réels sont
représentés dans les ordinateurs.

Supposons, par exemple, que l'on

veuille représenter le nombre @ écrit
avec six chiffres significatifs, soit
3,14159. On wérifie rapidement
quil est tout i fait équivalent de
I'écrire sous la forme 3,14159 x 100
ou encore Q314159 x 10, ete.
La représentation en machine dire
virgule flottante s'appuie sur cete
fquivalence. Un  systbme wvirgule
flottante est essentiellement caracté-
risé par la donnée d'une base Ber d'un
nombre M de chiffres urilisés pour
représenter ce qu'on appelle la man-
tisse. L'écriture en virgule flotrante
d'un nombre x est de la forme :
X = =+ Xy XX3%y ... Xy _ DBE; le
nombre m = £ X, X,X;X; ... Xy _, €S0
la mantisse de x en base B (ce qui
signifie que m est égal 4 x, + x/B +
B+ x/B L+ x, /BM-1), Le
nombre E, Pexposant de B, est un
entier

Dans l'exemple de w, les représen-
tations données plus haut correspon-
denta B = l0avecM =6etE =0
dans le premier cas, et M = 7 et
E = 1 dans le second. Si M vaut 5 au
lieu de 6 ou 7, m s'éerit 3, 1415 x 100
ou 0, 3141 x 10" pour des valeurs
de E égales & 0 et 1 respectivement.
Ces deux représentations ne sont pas
équivalentes, la premiére érant plus

(1

| ration d'alignement est nécessaire :

| n relativement grand. LUaddition étant

LES ARRONDIS : |

UNE SOURCE
IMPORTANTE
ID’ERREURS

Laddition en virgule flottante s'exécute
selon plusieurs phases successives.
Supposons par exemple que I'on travaille | |
en base 10, avec des mantisses de | |
six chiffres, et que I'on désire additionner
X=987654 x 10letY = 2,00 071
* 100, Dans un premier temps, une opé-

on réécrit Y avec un exposant égal a 1, |
soit ¥ = 0,200 071 x 10!, afin d'obte-
nir des nombres de méme exposant.
Ensuite, on additionne les mantisses : le
résultat est 10,076 611 dans cet
exemple. Enfin, ce nombre est renorma-
lisé {avec un seul chiffre non nul avant la
virgule), c'est-a-dire écrit sous la forme
1,0076 611 x 102, puis arrondi pour ne
garder que six chiffres de mantisse, ce |
qui donne 1,00 766 = 102 comme résul- | |
tat final. On a donc perdu les deux der- | |
niers chiffres du résultat lors de ce calcul. |
Mais si la perte de précision est négli- |
geable pour une seule opération, elle |'est

beaucoup moins en cas de répétition,

comme le montre le calcul de la somme

suivante : 1 + 1/2 + 1/3 +...+ 1/n, pour | |

commutative, ces termes peuvent bien | |
sir &tre ajoutés dans n'importe quel ordre.
La premiére idée qui vient 4 I'esprit est de
respecter I'ordre naturel, de gauche &
droite (de 1 a 1/n). |
Il est toutefois préférable de commencer
par les petits termes, pour éviter gu'ils ne
deviennent négligeables (1/n est par
exemple négligeable devant 1 + 1/2 + |
1/3). D'oid lidée de calculer la somme
dans l'ordre inverse. Il est méme possible
de réarranger l'ordre des calculs de
maniére 3 garder, pour ce probléme, tous
les chiffres significatifs, en utilisant des
méthodes dues & Michéle Pichat, de I'uni-
versité de Lyon, et 3 William Kahan, de
l'université de Californie, & Berkeley. |
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précise que la deuxigme : l'introduc-
tion de zéro & gauche des manrisses
nuit & la précision, puisqu'il réduit
d’autant le nombre de chiffres signifi-
catifs. On adopte donc généralement
une représentation dite écriture nor-
malisée, ol le premier chiffre de la
mantisse est non nul. Pour zéro, il faut
bien siir adopter une représentation
spéciale.

Les machines n'utilisant pas
la base 2 se trouvent aux
deux extrémes de la gamme

des ordinateurs : les gros
et les calculatrices de poche

Reste que les circuits électroniques
utilisés pour effectuer des calculs ou
mémoriser les données n'ont générale-
ment que deux états stables (corres-
pondant 3 deux valeurs de rension
électrique), que l'on note par conven-
tion O et 1. Puisqu'on ne mémorise que

| des 0 et des 1, chacun des chiffres x, de

la mantisse d'un nombre est écrit en
base 2, méme lorsque B est différent
de 2. Par exemple, si B vaur 10, la
mantisse de gquatre chiffres 3,141
sera représentée par seize bits (de ['an-
glais Binary diglT, ou chiffre binaire)
de la manitre suivante : 0011 0001
0100 0001, oi les seize bits sont les
conversions respectives en binaire de
3, 1, 4 er 1. Clest la représentation BCD
(pour binary coded decimal).

L'usage de la base 2 s'est généralisé
pour plusieurs raisons. D'une part, ce
type de représentation conduisait 3
une plus grande simplicité des circuits
et des programmes de calcul. D'autre
part, les études menées essentielle-
ment  par  'Américain  William
Codyt, alors au laboratoire national
d’Argonne, et "Australien Richard
Brent(®, de I'université de Canberra,
ont montré quelle érait la plus
satisfaisante du point de wvue de
la précision. Les machines n'utilisant
pas la base 2 se trouvent aux deux
extrémes de la gamme des ordina-

calculatrices de poche.
Absorption et
Comment s'effectue alors une addi-

(voir I'encadré « Les arrondis
source importante d'erreurs ») I
n'est évidemment pas possible d
tionner directement les mantisse:
nombres d'exposants différents. D

l'opération d'alignement, qui
i écrire ces nombres avec ler
exposant. Aprés additon des

teurs : certains gros calculateurs et les
cancellation.

tion dans un systéme virgule ﬂﬂtta,n:e“ b

tisses, le résultat est renormalisé.
Il faur enfin arrondir le résultat obrenu
aprés I"étape de renormalisation pour
I'éerire sur M chiffres, ce qui peut
entrainer une légére erreur.

Ces erreurs d"arrondi se produisent
par exemple lors de laddidon de
deux nombres X et Y, avec X trés
grand en valeur absolue devant Y.
A la suite de ["arrondi final, les chiffres
les plus & droite de Y sont perdus
(voir l'encadré « Les arrondis : une
source importante derreur »). Il s"agit
d'un phénomeéne dit d'absorption.
Ces erreurs se produisent également
lors de la multiplication de deux
nombres ayant M chiffres de man-
tisse 1 alors que le résultat exact
devrair s'écrive avec 2M chiffres, le
résultar fourni par lordinateur n'en
comporte que M : les M chiffres les
plus & droite sont perdus. Si cette
perte est négligeable pour une seule
apération, elle peut ne plus I'étre du
tout en cas de répétition.

L'autre probléme lié & Parithmé-
tique virgule flottante est appelé can-
cellation : il survient lors de la sous-
traction de deux quantités voisines.
Motons au passage que le mot de can-
cellation, qui signifie annulation en
anglais, est un vieux mot frangais que
I'on rrouve en bonne place dans le
Littré, Clest  pour- '
quoi je ne cherche
pas i le traduire.

Un exemple simple permet de com-
prendre ce dont il s"agit.

Supposons que l'on travaille en
base 10, avec des mantisses de 4
chiffres, et que Pon effectue la sous-
traction C = A — B, ol A et B sont
deux nombres virgule flottante : A =
4,205 x 10cer B =4, 199 x 1(% Le
résultat obtenu est : C = 6, 000 x 10-.
Sauf si A et B sont des valeurs exacres
{c'est-a-dire des données initiales ou
des résulrars de calcul effectués sans
erreur), les trois derniers zéro de la
mantisse de ce résultat sont artificiels,
et il n'est méme pas certain que le 6 |
soit un chiffre significatif. En effet, qui |
sait si le nombre machine A ne repré-
sente pas le réel 4, 205 486, et Ble réel
4, 198 787 ! C devrait alors valoir
G, 699 ¥ 10-% De méme, si A repré-
sente 4, 204 786 et B 4, 199 432, le
résultat réel est 5, 354 > 10+,

Erreur amplifiée. Le phénoméne de
cancellation est la principale source
d'erreur numérique en calcul scienti-
fique. Il agit en fait comme un ampli-
ficateur de Perreur numérique pré-
existante : il ne crée pas par lui-méme
de 'erreur. Dans la plupare des calculs
instables, des erreurs numériques se
créent par cumul derreurs d'arrondi,
puis sont amplifiées par cancellation.
Typiquement, si l'on calcule (29 + 1)
— 260 en respectant l'ordre indiqué par
les parenthéses, la plupart des ordina-
teurs ou calculatrices de poche don-
neront { comme résultar au lieu de 1 :
l"addition 2% + 1 produit une erreur
d'arrondi, et la soustraction de 2¢ au
résultat produit une cancellation.

A défaur d'éviter les erreurs, com-
ment les estimer ? Les exemples pré-
cédents montrent & quel point le
résulrar d'un calcul peut s'éloigner du
résultat exact A cause des erreurs
d'arrondi. L'emploi d'une machine
plus précise et le respect de certaines
rigles de programmation limitent
éventuellement certains problémes

- mais ne les éliminent pas totalement

(voir I'encadré « Les arrondis : une
sougce importante d'erreurs »). Deux
approches prédominent pour évaluer

 Perreur de calcul. La premitre est

dét-.nnmlste -elle donne uh résulear |
La. mcwndn: est pml}abthste

ment & des estimations p|1.|5
s méthodes déterministes.
étique d'intervalles releve
igre approche. Elle a éé
aligrement  étudice dans les
5 1980 par Ulrich Kulisch, de
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& Mocce, Interval
s, Prenice Hall,
spewond Clilfs, New
i, 1963,
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brcker, SLAM Ker:,
{1, 1986,

3 Pocte
Vignes, Mumer. Marth,,
7, 1975,

, AFCET Interflaces,

l'université de Karlsruhe, et par-
Willard  Miranker, du  centre de
recherches d'1But de Yorktown (Etats-
Unis)i®,  Le principe est  simple.
Supposons que 'on cherche i addi-
ticnner deux nombres machine X er Y
(les mombres machine sont notés
en majuscules, les nombres réels en
minuscules). Le résultat de cecte
somme caleulé par ordinateur est,

BIEN
ENCADREES

A la base de I'arithmétique d'intervalles,
I'idée d'encadrer chaque nombre réel

| les nombres  machine

(par exemple z) par deux nombres |
| machine, 'un immédiatement inférieur et

| lautre immédiatement supérieur & z
(notés respectivement 71 et 72).

| Le nombre z est alors représenté par I'in-

tervalle [21, £2]. Cela conduit & définir
des régles opératoires, dont nous indi-
quons ici les plus simples (A désigne
Iarrondi vers le haut et ¥ arrondi vers le
bas) :

(A, B] + [C, D] = [V (A+C), A (B+DY
(A BI-[C, Dl =[V{A-D} A(B-C) |
[4,B]=[C,D] = [Vimin{AB,AD,BC,BD}), |
Almax{AC AD,BC,BD}1.

[AB]/[C,D] = [AB] = (1/0C,D).

| Les intervalles obtenus & la fin d'un
. caleul contiennent toujours les valeurs
exactes qu'ils reprézentent ; on est dong
certain de majorer l'erreur de caleul.
En effet, supposons gue I'on souhaite
caleuler le rapport t = L 1- %), les
nombres étant écrits en base 10 avec
quatre chiffres de mantisse, et pour
%= 48489 = 0,979 591 836... On véri- |
fie aisément que le résultat exact est 7. |
En machine, I'ordre des opérations est
le suivant : il faut calculery = 1 - x, puis

|z =+/y, et enfin t = 1fz. Lintervalle |

' de départ est X = [Vx, ax] = [9,795 %

10-1, 9,796 = 10-1], Tout calcul fait,
inférieurs et
supérieurs obtenus sont 6,983 x 100
et 7,003 x 100, Le résultat est bien
compris entre ces deux valeurs, mais
I'encadrement reste relativernent
grossier,

soit le nombre machine immédiare-
ment inférieur ou égal 4 la valeur z
de la somme réelle — on le note
£, = Viz) —, soit le nombre machine
immédiatement supéricur ou égal i 2
—ou £y = Az). Au licu de représen-
ter z par £, ou Z,, pourquod alors ne
pas le représenter par lintervalle [Z,,
Z,] auguel il apparcient I L'arithmé-
tique d'intervalle s'appuie précisé-
ment sur cette idée, due 3 Ramon

Moore® - on représente toutes les
variables par des intervalles dont les
bornes sont des nombres machine, et
I'on effectue les opérations arichmé-
tiques sur ces intervalles 5 Uinrervalle
résultar contient done  toujours le
résultar réel exact (voir Pencadré
« Des erreurs bien  encadrées »),
Lerreur de caleul se trouve majorée
avec certitude.

Simulation. Luniversité de Karls-
ruhe a mis au point des logiciels per-
mettant de faire facilement de arith-
métique  d'intervalles, Celle-ci est
utilisée lorsque 'on veur encadrer
de manitére certaine une solution.
En revanche, pour connaitre Pordre
de grandeur de lerreur commise
dans une opération en virgule floc-
tante, elle est i proscrire @ comme
par nature elle majore les erreurs, elle
conduit souvent & des estimations
pressimistes.

On se tourne alors vers d'autres
méthodes, dites de perturbation, qui
relevent d'une approche  probabi-
liste722, Llidée de base est simple et
ingénicuse : le meilleur moven pour
tester Peffer, sur le résultar final, des
pertes  dinformation  par  arrondis
iw'est-il pas de les simuler soi-méme, et
de visualiser ainsi leur influence !

Pour ce faire, il suffic de perturber
les calculs en provoquant volontai-
rement, 4 chaque opération, une
erreut aléatoire de Uordre de grandeur
de l'erreur d'arrondi. Pratiquement,
on effectue plusieurs fois le méme
calcul perturbé ; les résultats ohrenus
sont différents chaque fois compte
tenu de la nature aléaroire de Uerreur |
on interpréte alors statistiquement
les divers résultars obtenus, Cette
approche est longremps restée assez
empirique  : si les  perturbations
influgient peu sur le résulrar final
d'un caleul, on estimait que celui-ci
érair précis. Un point de vue raison-
nable, mais hélas parfois inexacr,

Clest seulement depuis 1974 que
des modéles statistiques ont éré mis
au point, afin de mieux tirer parti
des caleuls perturbés. Signalons par
exemple la méthode d'évaluation de
Verreur darrondi cestac (Contrdle
er estimation stochastique des arron-
dis dans les caleuls) de Michel La
Forte et de Jean Vignes, respective-
ment & Nuniversité Pigrre-er-Marie-
Curie et 4 I'lnstitur frangais du
pétrole (I7P). Clest une des seules
qui, & ce jour, soit réellement opéra-
tionnelle.

Mais plutde que de se satisfaire des
machines existantes et des algo-

rithmes d'opération usuels, pourquoi
ne pas imaginer des systémes de
représentation des nombres permet-
tant de caleuler plus vite et plus
précisément !

Pour répondre 2 cette question,
examinons  'algorithme  d’addition
dans notre systéme de numdération
en base 10, Soic & effectuer la somme
des deux nombres x, ...x x5 et y,... ¥,
Yoo 001 35 et yp sont les chiffres des uni-
tés, %, et y; les chiffres des dizaines,
ete,  on commence par additionner
les chiffres de droite, x; et v, Si leur
somme est inférieure strictement i
10, alors elle deviendra le chiffre de
droite du résultar ; sinon, celui-ci
sera coal A cetre somme moins 10, et
on créera une retenue éeale 4 1, On
fait de méme avec x, et v, (en tenant
compte de la retenue il v en a une),
er ainsi de suite jusqu'i n.

La principale particularité de cet
algorithme est d'¢re intrinséquement
séquentiel : la retenue au rang i
dépend de celle au rangi -1, ere. Cela
ne géne pas le caloulateur humain
si nous sommes capables de faire
plusicurs choses simultanément (un
informaticien  dirait en  paralléle)
— on marche bien tout en parlant —
nous sommes totalement incapables
d'effectuer deux calculs  différens
exacrement ¢n meéme emps.

On peut imaginer des
systémes de numération
dans lesquels I'addition
s'effectuerait de maniére
totalement paralléle

Mous serions donc incapables de
caleuler en une seule fois tous les
chiffres du résultat de laddition.
Que lalgorithme utilisé empéche lui
aussi cette simultanéité n'est alors
pas trés contraignant. Un circuit d'or-
dinateur est en revanche capable de
faire plusieurs calculs en méme
temps. L'utilisation sur une machine
d'un algorichme séquentiel peur done
érre rés handicapante. MNe serait-il
pas possible d"obtenir tous les chiffres
d'une somme simultanément ! Dans
notre systéme usuel d'éericure des
nombres la réponse est négative @ on
peut tout au plus accélérer le caleul
des retenues. Clest pourquoi il est
intéressant d'imaginer des systémes
de numérarion dans lesquels P'addi-

tion s'effectuerair de manitre torale-

ment paralléle.
Représentations multiples. En fair,
plusicurs systémes de ce type existent.
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Nous allons en présenter un, di &
| Algirdas Avizienis, de luniversité de
Californie, 4 Los Angelestt®, Rappe-
loms que, dans le systéme usuel, les
nombres en base B {par exemple en
base 10} sont écrits avec des chiffres
compris entre 0 et B=1 (entre 0 et 9

ponr T tase H O e TR Az
nis a proposé d'écrive les nombres en
base B avee des chiffres pris entre — a
et +a, ou o est compris {au sens large)
entre 1 et B— 1, et ot 2a + 1 est
supérieur ou égal 3 B. Par exemple en
base 10, et en urilisant des chiffres
compris entre — 7 et 7 {a = 7), le
nombre 1 723 peut s'écrire 2323, ol
les chiffres surmoncés d'une barre
somt  considérés  comme  népatifs
(3 = — 3). En effer, 2323 est hien égal
22 x10004+3x100+2x 1043
¥ 1, Toutefois, on vérifie facilement
que, dans ce systtme, 1 723 peut
éoalement s'écrire 1 737, 2337, 2277,
{voir lencadré « Du systéme décimal
usuel aux systémes redondants »),
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| @ Passer de notre

systéme de numération
‘ a ceux d'Avizienis

ne pose pas de probleme
| B majeur

Certains nombres ont done plu-
| sieurs représentations, Clest pourguod
les systemes d'Avizienis sont souvent
qualifi¢s de redondants. On  les
appelle également systémes & chiffres
signés. [ls permettent de représenter
tous les nombres entiers dés lors que
2a + 1 est supérieur ou égal 4 B.
Par exemple, si a est supérieur ou égal
4 5, on pourra représenter tous les
nombres en base 10. Les conversions
entre notre systéme de numérarion
wsuel et les systbmes  d’Aviziends
| s'effecruent trés facilement.

Parallélisme et redondance. Dans
son atticle de 1961, Avizienis propo-
sait un alsorithme permettant d'effec-
ruer des addirions de maniére torale-
ment  parallele  {¢'est-d-dire  en
calculant rous les chiffres d'une
somme simultanément), 4 condition
que 2a soit supérieur ou égal 34 B + 1
et gue a soit inféricur ou dgal 3 B - 1.

| Ces conditions sont un peu plus
restrictives que celles déerites précé-
demment, Cet algorithme tire parti
de la redondance du systétme de
numération utilisé pour éviter la pro-
pagation de retenues au fur et A
mesure des sommes partielles @ un
circuit d'erdinateur peut ainsi calcu-
| ler tous les chiffres de la somme en

méme temps (voir lencadré « Lalgo-
rithme d'Avizienis »). La redondance
des systémes de numération d’Avizie-
nis ne va pas sans inconvénients, mais
elle est nécessaire : dans sa thése,
Christophe Mazene, de 'Ecole nor-
male supérieure de Lyon, a montré
que, sous certaines conditions, un sys-
téme de numération permettant d'ef-
fecruer des additions de maniire tota-
lerent paralléle est obligatoirement
redondantitt,

Puisqu'il est possible avec ces sys-
remes d'effectuer des addicdons bien
plus rapidement, pourquoi ne sont-ils
pas plus connus et plus utilisés 7 En
fair, ils présentent quelques inconveé-
nients. Tour d'abord ils nécessitent
beaucoup plus de mémoire er de
connexions dans les circuirs. 31 on
veut représenter par exemple tous les
nombres  entiers  compris  entre
= 2048 et + 2047, il suffira de 12 bies
en notation usuelle (non redondante)
en base Z, tandis qu'il en faudra 24 si
on urilise la base 2 et les chiffres - 1,
Qer 1 (2 bits pour représenter chaque

DU SYSTEME

' DECIMAL USUEL
AUX SYSTEMES
REDONDANTS

Pour convertir un nombre représenté an
| base 10 selon [lécriture usuelle vers
| Pécriture en = chiffres  signés » (&
| gauche), avec des chiffres pris entre - 5

et 5, an zjoute tout dabord 555...5

(autant de « 5 » que le nombre 3 conver-

tir a de chiffres) au nombre que 'en veut

comvertir, et on enléve 5 3 chagque chiffre

de la somme (sauf le dernier si cette

somme comperte un chiffre de plus gue
| e nombre de départ).

= -
7.5= 2 g

1278 55 2023 |

: 7-5= 2 —p= 2323 0300
,c 73S

8-5=3

Pour l'opération inverse (& droite), on
décompose le nombre & converti en deux
quantités n'ayant gue des chiffres posi-
tifs : la premiére est constituée unigque-
ment des chiffres positifs du nombre de
départ — en insérant des zéro A la place
des chiffres négatifs — et la deuxidme
| est constituée des apposés des chiffres
| négatifs. |l ne reste plus qu'a soustraire
cos deuy quantités pour obtenir "écriture

usuelle du nombre de départ.

chiffre), et 18 si on utilise la base 4 LT‘
des chiffres compris entre — 3 et 3. Par
ailleurs, si I'addition est plus rapide,
les comparaisons entre deux nombres
se trouvent ralenties : il est plus diffi-
cile de comparer deux nombres qui
admettent plusieurs représentations.
En outre, la conversion d’'un nombre
d'un systéme redondant vers un sys-
teme non redondant (de méme base)
prend du temps, celui d'une addition
en systéme usuel (voir lencadré « Dy
systeme décimal usuel aux systdmes
redondants «).

Arithmétique en ligne. En consé-
quence, et bien que ce soit théori-
quement  possible, la construction
Jdun ordinareur (Cest-ii-dire d'une
machine universelle capable de trai-
ter des problemes trés différents) qui
soit fondé sur Purilisation d'un sys-
teme  redondant  d'écriture des
nombres n'est pas réaliste, du moins
en 'érar actuel des connaissances et
des rechnologiest®. En  revanche,
deux domaines particuliers d'applica-
tion se dessinent. L'un concerne les
architectures spécialisées, c'est-d-dire
des machines consacrées 4 une appli-
cation particuliéte {contrdle de pro-
cessus, traitement numérique du
signal, ete.), qui n'one pas i effectuer
les opérations que les systémes redon- |
dants réalisent mal. Le second |
concerne les opérareurs de type boite
noire : je les appelle ainsi car seul leur
concepteur sait quiils mettent en
ceuvre un systéme de numération spé- |
cial. Ces opérateurs, qui sont intégrés |
dans un ordinateur, recoivent leurs
données et fournissent leur résultat
dans un systéme de numération clas-
sique, mais effectuent leur caleul
interne dans un systéme redondant
d’écriture des nombres,

Les circuits utilisant I"arithmérigque
dite en ligne constitue un exemple
d'architecture spécialisée. Le pion-
nier de ce mode de caleul est Milos
Ercegovac, professeur i universits
de Californie, 3 Los Angelest®, Les
systemes de caleul en ligne regoivent |
leurs données et fournissent les résul-
tats chiffre aprés chiffre, en commen-
gant par les chiffres les plus significa-
tifs ; il n'y a plus de simultanéité du
calcul des chiffres du résultat, mais
ceci est compensé par une propri¢té
intéressante : lors de l'enchainement
de plusicurs opérations, un opérateur
arithmétique peut travailler sur les
premiers chiffres d'un nombre bien
avant que opérateur précédent ait
terminé son calcul. Dans son jargon, |
l'informaticien appelle ce procédé — |
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trés proche du principe du travail 4 la

| chaine — un pipe-line au niveau du

chiffre {(voir l'encadré « Du calcul “en
ligne” au “pipe-line” »). Il est ainsi

| possible d'effectuer trés rapidement

des séquences complexes de calculs.
Précision accrue. Les premiers
algorithmes en ligne pour 'addition,
la multiplication et la division datent
de 1977, Pour les aurres fonctions,
certains ont été mis au point dans les
années 1980, d'autres constituent
encore un domaine de recherche
actif. Au Laboratoire de l'informa-
tique du parallélisme, 3 'Ecole nor-
male supéricure de Lyon, nous tra-
vaillons actuellement 4 la conception
d'algorithmes et de circuits pour le
calcul en ligne des fonctions sinus,
cosinus, exponentielle et logarithme.
L'arithmétique en ligne peut conduire
& une meilleure mairrise de la préci-
sion : dans une chaine de calculs,
l'utilisateur regoit les chiffres du
résultat un par un et peut prolonger le
caleul jusqu'a ce qu'il ait obtenu route
la précision désirée. De telles voies
ont été explorées en France par
Christophe Mazenc (cité plus haut),
et Valérie Ménissier, de ['Institut
national de recherche en informa-
tique et en automatique (INRIA), 2
Rocquencourtti.14, Valérie Ménissier
a par exemple écrit une bibliothéque
de programmes de manipulation de
nombres réels 3 précision arbitraire-
ment  grande, désormais intégrée
dans un langage de programmarion

| (le langage caML).

Lorsque le volume de calcul
est important par rapport

a une addition, on utilise de
préférence des opérateurs
de type boite noire

Quant aux opérateurs de type

boite noire, ils ne sont efficaces que si

le volume de calcul 3 effectuer est

' important par rapport 4 une addition

avec propagation de retenue (addi-
tion selon  lalgorithme  usuel),
puisque la eonversion des données, i
'entrée et & la sortie de I'opérateur,
prend le temps d'une telle addition.
Aujourd’hui, la plupart des muleipli-
cateurs (c'est-a-dire les circuits qui
effectuent des multiplications dans

_ les ordinateurs) utilisent pour leurs

calculs internes une représentation
appelée carry-save, qui est un systéme
redondant d"écriture des nombres
en base 2 avec les chiffres 0, 1 et 2.
Mais en 1985, Naofumi Takagi,

L'ALGORITHME D'AVIZIENIS

Le professeur Algirdas Avizienis
est notamment professeur

émeérite & I'université de Californie,
a Los Angeles, Etats-Unis.

(CuckE J. JassuLaims)
Lalgorithme d'Avizienis permet d'effectuer
des additions de manidre totalement
| paralléle, |l est fondé sur une représenta-
tion particuliére des nombres : chaque
| nombre en base B est écrit avec des chiffres
| compris (au sens large) entre a et — a, od
| 2a est supérieur ou égal & B+1, et a infé-
rieur ou égal a B - 1 (& condition que B soit
différent de 2 ; I'algorithme n'est donc pas
compatible avec la base 2).
| Le résultat s; . ,...5 5 de I'addition
| de deux nombres Xq..-Xp Xg el ¥o...¥) Yo &n
base B s'obtient en calculant en paralléle la
somme w, + t, pouride 04 n+1, ol w,
et t; sont eux-mémes calculés en paralléle de
la maniére suivante : pouride 0 an

Hiroto Yasuura et Shuzo Yajima, de
'université de Kyoto, ont proposé
un nouveau multiplicateur particu-
litrement performant, au sein duguel
les calculs se font en base 2 avec
les chiffres — 1, 0 et 105, C'est un
multiplicateur de ce type qui a écé
implanté dans un des coprocesseurs
mathématiques construits par la
société Cyrix, que I'on peut placer
dans un micro-ordinateur pour accé-
lérer les calculs. Depuis, de nom-
breux opérateurs boite noire pour la
division ont vu le jour.

Pour notre part, nous nous intéres-
sons également de prés & la concep-
tion d'un tel opérateur pour calculer
les fonctions mathématiques de base
(sinus, cosinus, exponentielle, loga-
rithme, etc.)i9, Nous avons mis au
point un algorithme adapté i ce
genre d'opérateurs. Celui-ci présente
la particularité de n'utiliser que des
additions (qui s'effectuent trés vite si

=lsig+w= -a
+1lsig+yz +a
Osi-a+ls ;+y =sa-1
wi=x + ¥y - Bt
et, par convention : w, ., =t =0
Les termes t,, jouent un rile similaire
4 celui des retenues dans une somme
usuelle, & la différence prés qu'il n'y
a aucune dépendance entre t et t.; |
ce qui permet le parallélisme. Il est impor- |
tant de comprendre qu'en utilisant cet |
algorithme, un circuit d'ordinateur peut |
calculer tous les chiffres de la somme en
méme temps. Par exemple, supposons
que I'on souhaite additionner les deux
nombres écrits en base 10 avec
= 6: 1245 (= 765) et2332 (= - 2328)
fou2=-2).
Le résultat obtenu, soit 1643 (= — 1 563)
est bien égal 4 la somme de 765 et - 2 328. |
En base 2, et en utilisant les chiffres |
=1, 0 et 1, il est également possible de |
concevoir des algorithmes complétement
paralléles d'addition qui ne sont pas tris
différents de l'algorithme présenté plus
haut.
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Ces algorithmes permettent d'additionner |
deux nombres écrits sur n chiffres (pour n |
quelcongue) en un peu plus que le temps |
nécessaire & un additionneur classique
pour ajouter deux nombres de 2 chiffres. J

on utilise un systéme d"Avizienis pour
représenter les nombres) et des divi-
sions par des puissances de 2.

Une puissance de 2 est un nombre
delaforme2 x 2 %2 x ... %2;
diviser par un tel nombre lorsque I'on
travaille en base 2 est aussi simple
que diviser par 10, 100 ou 1 000
lorsque 'on travaille en base 10 : cela
se fait par un simple décalage de
la virgule. Notre algorithme permet
de calculer rapidement, entre autres,
les fonctions sinus, cosinus, loga-
rithme, exponentielle, arcrangente et
racine carrée. Du fait de ses qualirés
(rapidité, grand nombre de fonctions
calculables), il pourrait &tre utilisé
dans les calculettes et les processeurs
virgule flotrante.

Confiance limitée. Cer
avait pour objet de présenter deux
domaines importants de arithmé-
tique des ordinateurs, I'évaluation
d'erreurs et le calcul rapide erfice

[
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unqunéme étape

|

[ =l

! deuxiéme #ope
Les systémes redondants de représentation des nombres permettent
| de mettre en ceuvre un mode de calcul particulier dit en ligne, qui
est schématisé ici. Réexaminons I'algorithme d’addition d'Avizienis,
présenté dans I'encadré « Du systéme décimal usuel aux systémes
redondants », et supposons que nous recevions les chiffres des don-
nées un par un, de la gauche vers la droite (on regoit tout d'abord
[ | %y et ¥y, puis X, _, ety, _, etc.).

A partir de x, et y,, on est capable d'en déduire t,, , , et w,. A l'étape
suivante, x, _; et y, ; permettent de calculer t, et w, _ ;. On peut
alors fournir le premier chiffre du résultat en partant de la gauche,
$n, Qui est égal A w, + L.

A I'étape suivante, le processus est le méme avec %, _p et v, _, et
| ainsi de suite : des valeurs x; et y;, on déduit celles de 4 1 etdew,
| | et par conséquent s, (selon I'algorithme d'Awvizienis). Sur le
scheéma ci-dessus sont représentées les différentes étapes de I'ad-
dition, & partir de I'exemple donné dans I'encadré « Du systéme
décimal usuel aux systémes redondants », c’est-3-dire I'addition de
1245 (= 765) et 2332(= - 2328). L'intérét d'un tel mode de cal-
cul, appelé en ligne, est que les premiers chiffres du résultat devien-
nent disponibles pour le calcul suivant bien avant que le calcul en
cours ne soit terminé -

sn devient disponible pour I'opération suivante dés que x, _, et
¥q -1 Ont &té recus, etc.

5i on faisait circuler les chiffres de la droite vers la gauche, on pour-
rait construire des opérateurs arithmétigues ayant un comportement
| similaire pour I'addition et la multiplication (et ceci sans avoir besoin
d'un systéme redondant de représentation des nombres), mais la
plupart des autres calculs seraient impossibles,

| En arithmétique en ligne, on sait construire de tels opérateurs pour
i presque toutes les fonctions mathématiques usuelles (division,

I

| DUCALGCUL « EN LIGNE » AU « PIPE-LINE »

racine carrée, sinus, cosinus, logarithme, exponentielle, etc.).
Cet algorithme d'addition permet d'obtenir le (i — 1) chifire
(en partant de la gauche) de la somme de deux nombres dés que
I'on a entré dans |'opérateur les itmes chiffres de ces nombres.
On dit que I'addition est de délai 1 : un opérateur sera de délai d s'il
fournit le (i — df™ chiffre du résultat aprés réception des igmes
chiffres de ses entrées. On sait faire par exemple des multiplications
= en ligne » avec un délaj égal 4 2,

La figure ci-dessous présente ce qui se passe lorsqu'on calcule
{x + )2 en arithmétique « en ligne » avec un additionneur de délai
1 et un quadrateur (c'est-2-dire un opérateur qui éléve au carré son
entrée) de délai 2

Dés réception du i#me chiffre de x et v, on obtient le (i = 1) chiffre
de x + vy, dont on déduit le (i - 3)#me chiffre de (x + y)2. Uaddition
et I'élévation au carré s'effectuent donc en méme temps, et on peut
se servir des premiers chiffres de x + y bien avant que le calcul de
X + v ne soit terming.

Cette technique bien connue des informaticiens, et qui rappelle la
travail & la chaine, est appelée « pipe-ling =.

En utilisant cette technigue, le délai global d'une séquence de cal-
cul sera égal a la somme des délais des opérateurs utilisés.

addificnneur
“an ligne®

quoadrateur

4 l'utilisation d'une  arithmétique

imprécis, et les conséquences d'une

utilisane 'arithmétique virgule flot.

- redondante.

- Si le lecteur retient de tout ceci

- qu'il ne faut jamais faire aveuglément
confiance aux résultats fournis par un
ordinateur et que limplantarion
rapide d'une opération aussi élémen-
taire que l'addition reléve encore du
domaine de la recherche, je serai plei-
nement satisfait.

Barrages et missiles. Les exemples
numériques donnés au début de l'ar-
ticle sont volontairement ludiques : ce
sont des exemples d'école, mais il ne
faut pas pour autant oublier qu'ils
mettent en évidence un probléme
réel. Une longue suite de calculs peut
conduire & un résultat numérique trés

telle imprécision peuvent &tre graves :
des calculs virgule flottante sont faits
i l'intérieur des missiles, des avions.
L'arithmétique virgule flotrante est
utilisée pour concevoir des barrages,
des ponts, des automahiles, etc.

Dians sa thése de doctorat, Douglas
Priest, de 'université de Californie,
i Berkeley, cite le cas d'un missile
Patriot n'ayant pas réussi & intercepter
un missile irakien (¢'était pendant
la guerre du Golfe) 2 la suite d'une
erreur numérique.

Le grand mathématicien Anston
Householder disait qu'il avair peur de
monter dans un avion depuis qu'il
savait que ceux-ci éraient congus en

tante : ¢'était de sa part une plaisan-
terie, mais espérons que |"avenir ne lui
donnera pas raison.

J-M.M. H
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