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Electromagnétisme des milieux matériels
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Ch 1 — Milieux diélectriques

| - Introduction

Action d’'un champ électrique sur la matiere

Milieu conducteur :
Posséde des charges libres. Le champ électrique y est nul en régime permanent.

Milieu isolant ou diélectrique:
Localement neutre, peut étre traversé par un champ électrique.
Un champ électrique extérieur le polarise en déplagant Iégérement les charges liées.

En général: la réponse n’est non nulle que si le champ électrique est non nul
(polarisation induite).

Les milieux ferro-électriques (rares) ont une polarisation spontanée.
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Il - Polarisation

1) Moment dipolaire d’une distribution de charge

M Potentiel électrique :
F von -z 7
e D |7" — 7 |
D
e 1 1, =1
Approximation dipolaire : |7] > || o~ — 7 V.
=71 T G

Q | P-7

4meor  Amegrs

V(M) =

Charge globale: @ = /// p(7)dr
FeD

Moment dipolaire : P = /// p(F)Fdr [Debye] 1D =0.3310"2?° c.m
7eD
Quantité intrinséque si Q=0.

Charges ponctuelles  p(r) = Z qi0 (T —7%) P = Z aTi
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2) Polarisation volumique

— Ensemble de dip6les moléculaires 7;
A =,
Description de type milieu continu  P(7,t) = %
\ T
dr v Moyenne sur un volume mésoscopique
ST =Ty

[P] = cm™2 [P] = Asm 2SI

3) Potentiel créé par la matiére polarisée

Le milieu est localement neutre
=~
T—7Tr
/// 03 dr
47reo er |7 — 7|

Identique au potentiel créé volumlque surfacique
par la distribution de charges fictives Pl = —V - o = —DP -7

7l

Dp
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1 I .
M) = 4meg ///F’GDP P |7 — f’l?’dT

Démonstration :

On écrit :

(i) -
L'intégrale devient :

V' B(# 1 ., P
V(i) = /// 7 ) gr /// o 20 4
dmeg Jlwepp T — 7| dmeo JNwepyp |7 — 7|

Le second terme est une intégrale de surface

V' - P(# 1 B(#)-#
/// Y f ) dr + # Pir)-n L”ds
471‘60 mepp T — 1T drmey JJzecopp |7 — 17

Tout se passe comme si le champ était créé par les distributions de charges
de volume et de surface

—

pri¢ =V - P o =P-1

Ch 1 — Milieux diélectriques

4) Champ créé par une plagque uniformément polarisée

P
Montrer que le champ est nul en dehors de la plaque, et que E= —e—l 2] <e
0
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5) Calcul direct : champ créé par une sphére uniformément polarisée

1 - 7=
M = P 7 .
V( ) 47T€0 //V/F,G'DP (r ) |'F— 77/|3d7-
_ 1 r—r
M) =P(¥)- d
VN =P e ///F"er F=7E
By
Ey = E((r)é, , champ créé par une boule de densité de charge 1
Extérieur : montrer que V(M) = P-r P = /// Pdr
4degrs |7 |<R
F——Vv=-—_1 @37 )P — 7) T
N  Aweor3 =7
Champ et potentiel créé par un dipdle placé au centre de la sphére
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5) Calcul direct : champ créé par une sphére uniformément polarisée

-
7=

f' ——— = dT
47reo 7 eDp |7 — 7|

—

r—7
3T
47T60 mepp |7 — 1]

J

V(M) =P(#) -

El

L7 P-7
Intérieur : montrer que E L Vi(r) =
RIS 3€g
Bo—v--L
360

La relation entre champ créé et polarisation est non locale,
elle est entierement pilotée par les conditions aux limites.
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6) Courant de polarisation®

La polarisation est due au déplacement des charges sous 'action d’'un champ
extérieur

n;  densité volumique locale du porteur de charge i

P= Z n4;5;

5;  déplacement moyenné sur un volume
mésoscopique

En régime variable, il apparait un courant de polarisation
- . 9P
Nie¢ = Zniqwi = W

Cette relation vérifie la conservation de la charge

opie | & =
8t + V. JNié = 0
, - - 9P - - . »
Relation plus générale  jjic = Bt +VxM (contribution magnétique)
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Il — Charge et courant de polarisation**

La polarisation volumique est définie par lissage de la distribution
microscopique de dipbles.

Les équations de maxwell sont valables a I'échelle microscopique. Les
champs e et b varient a I'échelle de la maille atomique.

6X5:_% 6xg:“0;micro+;u’0€0%
6 é.: Pmicro 6 EZO
€0
Champs macroscopiques (lissés) Fenétre de lissage
2
BUt) = o = [J] 5070 War - yar el = Ao (5. )

o échelle mésoscopique

Brt) = (&) — ///Ooé’(f',t) W, (7 — 7 )dr
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Propriétés de commutations :

Aede _ [ 258w ryar = (52
% =(52).

Equations de Maxwell macroscopiques

- b L
= —(— = B
(V x &) <8t> VxE 5
<6 . é> _ <pmicro> “= 6 . E’ _ <pmicro>
€0 €0
(Vb= = V-B=0

—
— -

0e
(v b> Mo <]mlcr0> + M060< 8t> =4

-

= _ OE
X B = ,Uf0<]micro> + HOEOE

<l
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Il apparait la densité de charge lissée et le courant lissé.
On fait la différence entre charges libres et charges liées.

(pmicro> = Plibre + Plié

SN

Contrélable avec Réponse de la
un générateur matiére
pic=—V-P+ ...

(jmicro Jhbre + Jhe

/\apqq

Jie=—+VxM+...

7 ot

Loi d’'Ohm Partie diélectrique + partie magnétique
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Lissage direct de la densité microscopique de charges

Position de chaque atome i

Position des charges liées a chaque atome &,
Prié = ZZ Gia O(F — Ti — &ia)
% [
Chaque site est localement neutre Z Gia =0
Moment dipolaire locale de chaque site p; = quéa
Polarisation microscopique Pie = _pi 0(F—7)

Densité macroscopique  (pii¢) Z Z GiaWo (7 = 75 = &ial)

Polarisation macroscopique P=(P)=> 5 W,(F—7)
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Il y a une séparation d’échelles : o > |¢]

Ondéveloppe W, (7 — 7 — &in) = Wo (7 — 7i) — Eia - VWo (F = 73) + ...

(pre) = (Z q> Wo(F =)= (Z qs) VW, (F =) + ...

g

Identité vectorielle
Pi -V Wo (i =) = V- (5; Wo (7 = 7)) + W, (F = 7) V - i

(prie) ~ =V - (sz r—n)

(Pie)
— — 1 - =
Remarque, alordre2: {pig) =—V - (P — EV Q)

Qrl =3 2o Yia(&ia)k(&ia)iWo (7 — 73)  Tenseur quadrupolaire électrique
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Lissage direct du courant microscopique de charges

Courant de charge lié  Jic = » Y Giabia 0(F — 7 — &ia) (€al > 7))

Courant de charge macroscopique

Jhe = ]he Z Z Qzagwc 7" — T — éa)

On développe
ﬁw=§:<§Z%£;)vnﬁtw»—}jEj%fgéawhmgw_ﬁ)

oP
ot

Terme d’ordre 2

Le courant de polarisation est un effet d’ordre 1 (dipolaire)

La partie magnétique est du méme ordre que le quadrupdle électrique
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En développant a I'ordre 2 :

(pig) =V - (P~ -V -Q)

l\Dl =
@II

oP - 10V
Jlle—a_+VXM—§ ot

1 .-
M = Z i Wo (7 —T7i)  Aimantation volumique (ch.2) m; = 5 > i Gia X Sia

Qri =2 ; g Gic(&ia)k(&ia)iWe (7 — ;)  Tenseur quadrupolaire électrique

L'expérience montre que les effets magnétiques et électriques sont découplés
P = P(E) Q=Q(E) M = M(B)
-On atoujours  |P| > |V - Q|

: - - - 9P
-Dans certaines situations |V x M| > |§

Plié = _6 N ﬁ

On écrit en toute généralité : =
- oP - -
Jig = o T V x M
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Il — Excitation électrique et excitation magnétique

Equations de maxwell dans la matiére

- —» 0B vau -
P=_27 V-B=0
V x e
. L - B - - INeoE+ P
(€0E+P):plibre Vx| —-M :Jlibre_}—y
Ho ot

On définit I'excitation électrique D = eoE + P
. B -
et I'excitation magnétique H = o M

0

lls contiennent la réponse de la matiére

A ce stade, rien n’est fait. Il faut des relations constitutives pour fermer le
systéme.
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IV — Polarisation induite

1 — Susceptibilité électrique (statique)

Un isolant plongé dans un champ électrique se polarise. Dans le cas
de milieux linéaires, on a :

P =¢[x.|E susceptibilité électrique : [xe]

—

D=e(l+[x.))E perméabilite €= co(l+ [xe])
Dans un cristal, D et E ne sont pas colinéaires (biréfringence)
Milieu linéaire isotrope D = ¢ E

Perméabilité relative : € =1+ Xxe

Gaz (1 bar) y,~1073 Milieux denses X ~ 1 — 100
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2 — Relations de passage entre deux milieux diélectriques

€2 / 719
)

€1 1)

Relations de passage :
(Dy — Dy) - fl12 = Olibre (By — By) -2 =0
Ejz—FEja=0 H,
Appliqué au cas de diélectriques LHI :

(e2E) — €1 E1) - fi1g = Olipre

EI\,2 - Ell,l =0
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3 — Résoudre un probleéme d’électrostatique

Que valent les champs dans tout I'espace en présence d’un diélectrique ?
Pb a champ imposé (loin), potentiel imposé, charges imposées ...

Méthode rigoureuse : S o
i) Trouver la forme de la solution V- (eVV) =0

ii) Raccorder loin de I'objet (si besoin) —VV = E.,

i) Utiliser les relations de passage pour raccorder aux interfaces

Méthode perturbative (champ imposé):

—

E:E0+El+E2+ EOZEm

o]l
=

= €0Xe
13:1314-1324-... 13;=€0XeE¢—1
Il faut calculer EH connaissant B,

P1 est uniforme, mais pas les ordres supérieurs (sauf sphére et plaque plane)
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3.A — application au condensateur, potentiel imposé

ZA

Vi
2e *
- 1) Calculer le champ dans le condensateur
0 € 2) Calculer la capacité du condensateur
v métal Qo = C(Vo — V1)
0
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3.B — application au condensateur, charges imposées

o 1) Calculer le champ dans le condensateur
% Q1 sans diélectrique.
| p 2) Calculer le champ avec le diélectrique.
0
4 I o
0o métal 3) Retrouver la capacité du condensateur
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V — Régimes variables

1 — Susceptibilité complexe (milieu linéaire et isotrope)

La permitivité dépend de la fréquence

On introduit les TF des champs E et P

1 ., . — — .
B(rt) = o= / B (Mo du Blt) = B (7)o du

Attention: P.(7)  E.(7)

La relation reste simple entre composantes de Fourier
P.(7) = o xe(F,w) Eu(7) Xe = X' +ixe”
& =1+Xxe & =¢' +ieg”

La relation reste locale entre les champs
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2 — Réponse a un champ polychromatique

Dans le cadre de la réponse linéaire, la relation est une convolution

t
B = o= [ BenGE - ndr

La valeur de P dépend des valeurs de E aux instants antérieurs

G est la fonction réponse, liée a la susceptibilité complexe

1 e —iwT
Xe(w) = E/o G(T)e dr

Il existe un lien entre les parties réelle et imaginaire (Kramers-Kronig)

! L o 7) cos(wT)dT "w—L o 7) sin(wT)dr
)= = [ emesonar @) = o= [ G(r)sintend
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Vérifier la relation sur le particulier d’un systeme d’ordre 1 :

dP

T +P= eoXoE Mécanisme valable pour la polarisation d’orientation

Résolution dans I'espace de Fourier :

Résolution directe dans I'espace physique :
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3 — Considérations énergétiques

Extension du théoréme de Poynting

Bilan de puissance transmise aux charges libres : p, — _jl'ibre B

— 85 by d BB' - — — — —
E‘W'FH'E-FV‘(EXH) = —Jlibre *
, . 0D - OB 0u eE? B2
Danslevide: .= + H.— = 2™ Uem = 4=
e T e T o 2 2

Dans un diélectrique (non magnétique) la situation est plus complexe :

T
Vecteur de Poynting: R=FE x H ~ M_E x B
0
On n’a pas en toute généralité : f)(F, t) = [e] E(F, t)
Il faut que la permittivité soit une constante (champ quasi-statique), ou
que la gamme de fréquence soit réduite (quasi-monochromatique)

eE?2 B2
—+

Alors : Uem & 9 %

14



