ENS DE LYON

Mécanique des fluides - M1

Ecole Normale Supérieure de Lyon

2011 - 2012

Version du 20 Avril 2012




ENS DE LYON

Avant-propos

Ce document est en bonne partie inspiré de mécanique des fluides donné
en M1 de Physique en 2011-2012 a 'ENS de Lyon par Phillippe Odier mais
également en complément du livre de Etienne Guyon, Jean- Pierre Hulin
et Luc Petit - Hydrodynamique physique - CNRS Edition. On y discute les
fluides, qui sont des systemes ou peuvent se manifester différents phénomenes
en fonction du régime dans lequel on se place. Les équations que 1'on peut
établir sont extrémement difficile a utiliser utiliser tel quel et il faut alors
des hypotheéses pour simplifier les équations et trouver la solution a notre
probléme.

On rappelle tout d’abord la cinématique et la dynamique des fluides en
établissant toutes les équations de mouvement (chapitre 1 et 2). Afin de
simplifier les équations nous utilisons par la suite une analyse dimensionnel
(chapitre 3). On s’intéresse ensuite a une notion tres importante dans les
fluides qui est la vorticité (chapitre 4) Puis deux types particuliers d’écou-
lement sont étudiés (chapitre 5 et 6) : les écoulements parfaits et rampants.
Enfin deux notions plus subtiles sont discutés (chapitre 7 et 8) qui sont la
couche limite et les milieux stratifiés. Suivent diverses annexes. permettant
notamment de dérouler les calculs.

Des erreurs de tous les types sont plus que probablement disséminées dans
ce document. Il serait dangereux de le lire avec les yeux de la foi.

J'espere en tout cas que la rédaction est le plus clair possible ainsi que
les notations. Je note juste le fait que lorsqu’un caractere est en gras c’est
qu’il s’agit d’un vecteur et/ou possede une fleche au dessus.

JEREMY FERRAND
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Chapitre 1

Cinématique

1.1 Particules fluides

Si on trace des grandeurs comme la température ou la densité par rapport a
I’échelle considérée on peut distinguer 3 différents régimes :

— Pour des échelles inférieures au libre particule moyen L; on observe des
fluctuations importantes,

— Pour des échelles intermédiaire on a des grandeurs constantes,

— Pour des échelles trop grandes supérieur a une échelle Lo, qui corres-
pond a une longueur caractéristique du systeme, on observe a nouveau
des fluctuations.

Il faut donc se placer entre Ly et Ly pour avoir des grandeurs constantes. On
définit une particule fluide comme une quantité de fluide qui a une taille entre
Ly et Ly. Dans une particule de fluide il a toujours un tres grand nombre de
molécules de fluide.

1.2 Description Eulerienne-Lagrangienne

La description Lagrangienne consiste a suivre une particule fluide au cours du
temps que l'on repére par sa position initiale xy a un instant de référence ¢, et
ainsi la vitesse de cette particule uy(xo, ). Une image que 1'on peut prendre
est celle d'une riviere qui s’écoule. Le point de vue Lagrangien consiste a
monter dans une barque qui est entrainée par le courant et on regarde 1’eau
a tout instant sous la barque. Au niveau expérimental ceci est tres difficile a
réaliser car les sondes sont en général fixes (sauf techniques tres récentes) et
donc on mesure une vitesse a une position fixe.

La description Eulérienne consiste a s’'intéresser la vitesse d'une particule
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fluide qui coincide a l'instant ¢ avec un point fixe M de vecteur position x
que l'on peut noter ug(x,t). A chaque instant, si le fluide est en mouvement,
on observe la vitesse d'une particule fluide différente. Afin de retrouver les po-
sitions d’une particule il suffit, méme si ce n’est pas toujours facile, d’intégrer
I’équation :

dx = ug(x,t)

Pour passer de d’une représentation a l'autre on a les relations entre les
vitesses :

uy = uE(f(X(bt)vt)
up = uL(f_l(X’ t)7t)

On utilise le plus souvent le point de vue Eulérien qui est le plus utilisé en
mécanique des fluides.

=

>

~+ femmmmaa
[=]
—_

FIGURE 1.1 — Description lagrangienne du mouvement d’un fluide : chaque
particule de fluide est repérée par sa position rq a un instant origine tgy, et
suivie dans son mouvement. La vitesse du fluide est caractérisée par la vitesse
de cette particule a l'instant considéré.

1.3 Lignes de courant, filet de fluide, trajec-
toire de particules

e On définit une trajectoire comme ’ensemble des positions x successibles
d’une particule fluide au cours du temps. On obtient la trajectoire par inté-
gration temporelle du champ de vitesse lagrangien.

t
r(t) =ro+ [ wvp(re,t')dt

to
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Ainsi un ensemble de vecteurs de vitesse Lagrangienne définit la trajectoire
d’une particule. Expérimentalement on peut utiliser des traceurs que l'on
éclaire pendant un temps long afin de visualiser la trajectoire.

e En description Eulérienne on utilise les lignes de courant (ou de champ)
qui est ’ensemble des vecteurs vitesses a un instant donnée. Si on note la
vitesse u = (u, v, w) alors on peut traduire le fait que le vecteur vitesse est
parallele a la ligne de courant alors on obtient 1’équation :

dMov=0 = |L_W_&

" 5 " (1.1)

Ou dM = (dx,dy,dz) est un élément de longueur sur la ligne de courant.
Expérimentalement si on trace les trajectoires pendant un temps assez court
on aura une sorte des champs de vecteurs (champ de petites lignes) et ainsi
visualiser les lignes de courant.

e Une autre maniere de voir les choses est le filet de fluide (streakline) qui
représente ’ensemble des positions successives d'une particule de fluide ayant
coincidé a un instant antérieur avec un point rg. Expérimentalement cela
consiste a injecter un colorant dans le fluide a débit constant et de visualiser
le colorant que 'on appelle filet de fluide.

On a donc ainsi trois types de lignes :
— Trajectoire,
— Ligne de courant,
— Filet de fluide.

Lorsqu’un écoulement n’est pas stationnaire ces notions sont diffé-
rentes.

Par contre si ’écoulement est stationnaire (c’est a dire que la vitesse ug(x)
ne dépend plus du temps) donc on a :

ug(x,t1) = up(x,ta) = up(x,t3) = ...

Donc a un méme instant tous les vecteurs vitesses tangents a une trajectoire
n’évolue pas dans le temps et donc on aura trajectoire = ligne de courant.
De plus pour un point fixe xq les particules qui passe par ce point auront
les méme vecteurs vitesses dans ’espace quelque soit I'instant donc lignes de
courant = filets de fluide. Ainsi :

Stationnarité = Trajectoires = Lignes de champ = Flilets de fluides
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00000 Particles 1 -5, passing through the green source of color & Source of green color
= = = = Streaklines (green color), t - t: = Pathlines of particles 1 - 5
Streakline (green color), ts
e Green coloratti- s "7 Pathlines of particles | - 5,

before traversing the source

F1GURE 1.2 — [llustration des 3 différentes lignes dans un cas d’écoulement
non-stationnasire

On définit un tube de champ comme un ensemble de ligne de champ s’ap-
puyant sur un contour fermé. On définit deux sections perpendiculaires a ce
tube de champ en entrée S; et en sortie Ss. Ainsi si le fluide est incompressible
on a conservation de la matiere et du volume donc :

Siuy = Saug

1.4 Dérivée particulaire

En mécanique du point on a juste a dériver la position par rapport au temps
et on a directement la position. En description eulérienne ce n’est pas le cas

En description eulérienne, une particule de fluide peut changer de quantité
de mouvement soit parce que le champ de vitesse dépend du temps ou parce
que elle se déplace dans une région ou la quantité de mouvement n’est pas
la méme. Si on prend une grandeur scalairef on peut regarder sa variation :

of = ﬁéz + géy + ﬁéz + gdt
ox oy 0z ot
~——

dii au déplacement de la particule dans le fluide di a la dépendance temporelle

6f _ofox  3fdy  6fdz  of
5t dx ot Syt Szt ot

9



ENS DE LYON

MECANIQUE DES FLUIDES - M1 ENS DE Lyon
FIGURE 1.3 — Représentation d’un tube de champ
D’ou
Dt 0z dy oz ot
Donc :
Df of
—— =u.grad — 1.2
~L = ugrad(f) + (12)
Pour une grandeur vectorielle A on aura :
DA 0A
—— =u.grad(A) + — 1.3
> = ugrad(a) + (13)

1.5 Conservation de la masse

Si on considere un flux d’une grandeur A intensive qui est la quantité de A
qui passe a travers une surface unité par unité de temps, alors on définit a la
densité volumique de A. La surface est caractérisée par un vecteur orthogonal
unité dS. Si on considere un cylindre de longueur udt alors la quantité de
A qui passe a travers la surface est au.dSdt donc si on veut la quantité par

unité de temps on aura au.dS et donc on définit le flux :

fluz(A) :/Sau.dS

10

(1.4)
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FIGURE 1.4 — Bilan de masse de fluide a l'intérieur d’un volume fize V. Le
vecteur normal unitaire n est dirigé vers l'extérieur. Le flux de masse entrant
par unité de temps est égale a pu.n dS.

Si on prend 'exemple de la masse. On considere un volume V' de surface S
comme sur la F1G 1.4. La variation de la masse s’écrit :

d
@ dV:—/ dS
dt/vp Spu

Le signe est due a une convention de signe car on définit dS sortant a la
surface et donc le volume perd de la masse dans ce cas la donc le signe est
OppOSE.

En utilisant le théoreme de Green-Ostrogradski on transforme l'intégrale de
surface en intégrale de volume et on rentre la dérivée (puisque le volume est
fixe au cours du temps) :

non

/ngdvz —/Vdiv(pu)dV

Or cette équation est valable pour tout volume donc on trouve 1’équation
locale de la conservation de masse :

ap . -
a5 + div(pu) =0 (1.5)

Si on décompose la divergence! on a :

D
—Di + p.div(u) =0 (1.6)
L . . Dp
Or pour un fluide incompressible on aura div(u) = 0 et donc i 0.

1. L’analyse vectorielle nous dit que : div(pu) = p.div(u) + grad(p).u. Et de plus on
Df of
: — =u.grad —=.
a: 5, =ugra (f)Jrat

11
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1.6 Fonction de courant

La fonction de courant permet de ramener ’étude du champ de vitesse d’un
fluide incompressible & un champ scalaire. On considere un fluide incompres-
sible : div(u) = 0.

Lorsqu’on a un écoulement a 2 dimensions (c’est a dire que la vitesse ne
dépend que de 2 coordonnées et est invariant selon la troisitme Oz) v =
(u(z,y),v(x,y)). On aura pour les coordonnées cartésiennes :

_ Ou n ov 0
- dx Oy
On introduit une fonction de courant ¢ tel que :

u = 0y
V= — xw

Qui rend bien compte de la nullité de la divergence de la vitesse. Cette
fonction est définie a une constante pres qui nous importe peu. Cette fonction
1 a une signification physique intéressante, elle est invariante le long des
lignes de courant. En effet on a :

oy oy

dp = —d —dy = —yd d
Y o x+ayy ydr + udy

div(u)

d
Or le long des lignes de courant on a g | donc dyg. = 0.
u v

FIGURE 1.5 — Les lignes de courant d’un écoulement bidimentionnel incom-
pressible (tangente en chaque point au vecteur vitesse) sont confondues avec
les lignes suivant lesquelles la fonction de courant i) est constante.

Donc les lignes de courant sont des lignes d’iso-1.

De plus pour un écoulement plan la quantité Ay = 1y — ¢/ représente le
débit () de fluide dans le tube de courant de section rectangulaire compris
entre les lignes de courant 1, et ¥y et d’épaisseur unité dans la direction Oz.

12
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On peut définir une fonction de courant pour les coordonnées cylindriques

(r,0) :
_1% oY

e T o

13
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Chapitre 2

Les équations du mouvement

2.1 Tenseur des contraintes

Dans un fluide on a deux types de forces :

— Les forces volumiques (gravitation, électromagnétique) que 1'on appelle
de maniere générique f qui sera la densité volumique de force de volume,

— Les forces de surface (pression). Pour modéliser cela on définit un ten-
seur des contraintes o;; que 'on définit tel que o, est la contrainte qui
s’exerce dans la direction Ox sur la surface perpendiculaire a Oy. Et
de méme pour les autres composantes et autres repéres orthonormés.
Un exemple est donné sur la F1G 2.1.

v A

FIGURE 2.1 — Composantes 04y, 04y €t 04y de la contrainte evercée sur une
surface dont la normale est orienté suivant Ox

On veut déterminer la contrainte o, exercée sur une surface dS de normale
n quelconque. Analysons pour cela les forces exercés sur un tétraedre dont

14
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FIGURE 2.2 — Détermination de la contrainte sur une surface d’aide dS de
normale n d’orientation quelconque. En raison de [’existence de contraintes
tangentielles sur la surface, la force df n’est pas colinéaire au vecteur n nor-
mal a la surface.

trois des arrétes sont paralleles aux axes Ox, Oy et Oz comme indiqué sur la
Fi1c 2.2. La face bordée par les trois autres arrétes a pour direction normale
n. On note 0,;,dS, 04yndS et 0,,dS les composantes de la force de contrainte
exercée sur la surface dS de normale n. Si on détermine par exemple la
composante 0,,dS en écrivant I’équilibre de ’ensemble des forces exercés sur
les faces du tétraedres. Les composantes suivant Oz des forces exercées sur
les faces perpendiculaires a Oz, Oy et Oz sont respectivement :

(—0pz)n.dS (—0zyny)dS (—0p.n,)dS

Les signes moins proviennent du fait que les normales sont dirigés vers 1’'ex-
térieur de la surface. La contrainte totale sur I’ensemble des quatre faces du
tétraedre a donc pour composante suivant Ox :

OandS — 0ppydS — 04Ny dS — 04:1.dS = (Opn — OpaNy — OgyNy — 042, )dS

Si on écrit la loi de Newton en notant dV' le volume de 1’élément et p sa
densité avec f, la composante selon Ox de la force volumique alors :

d’x
AV py = (OndS = 00anedS = oyny = 00:0dS) + fodV

Si on fait tendre la taille de ’élément vers 0 alors dV et dS tendent vers vers
0 on a dV qui tend plus vite vers 0 (car comme dS®?). Les deux termes en
dV s’annulent donc et on a la contrainte :

Oxn = OgzNg + OgyTly + 042N

15
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De maniere plus générale :

Oyn | = | Oyz Oyy Oyz Ty
O’ZTL 0-227 O-Zy O-ZZ nZ

On peut utiliser les notations compactes :

dF
35 —5®n (2.1)

On peut aussi utiliser les notations indicielles :

On peut extraire du tenseur des contraintes 7 la partie qui correspond aux
contraintes de pression. La pression est normale a la surface et isotrope donc
dans le tenseur des contraintes apparaitra que sur la diagonale de maniere
isotrope (c’est a dire la méme contribution suivant chaque direction). On
peut ainsi réécrire le tenseur des contraintes :

!
Uij = —p&ij + Uij

Ot o} est le déviateur. Le signe négatif apparaissant devant p traduit le fait
que le fluide est en compression au repos : la contrainte est donc opposé au
vecteur normale n.

Le tenseur des contraintes est symétrique c’est a dire que pour tout 7, 7 on
a 0;; = 0j;. Cela se démontre en effectuant un bilan des forces sur un cube

de fluide.

2.2 Equation de la dynamique et de I’énergie

On considere un volume fixe quelconque V' et on applique le principe fon-

damentale de la dynamique. Nous avons des forces de volume et de surface
. . =

qui s’exerce sur V. Le tenseur des contraintes ¢ prend en compte toutes les

forces de surface (pression, viscosité) et la force f est une force en volume par
unité de masse (pesanteur, électrostatique).

D
—/pudV:/denL/?@dS
Dt Jv \% S

16
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En utilisant le théoreme de Green-Ostrogradski et le fait que pdV ne varie
pas au cours du temps (car il représente la masse d’un élément matériel de
fluide) donc la dérivée particulaire est nulle!.

/p 4V — /de+/dw )dv

Ou la divergence d’'un tenseur est défini par :
dw(?)l = 8j0-ij

Comme le résultat est valable pour tout volume V' donc on peut obtenir une
équation locale :

Du
"Dt

Que l'on peut écrire la forme indicielle :

= f+ div(d) (2.3)

p Dt = fi + 0,0i; (2.4)

Pour obtenir ’équation en énergie on multiplie le PFD par u et on a :

D (u?/2)
P Dt

C’est une écriture du théoreme de I’énergie cinétique ou le premier terme est
le travail des forces volumiques et le deuxieme terme est le travail des forces
de frottement (et pas le travail de toutes les forces surfaciques).

Si on utilise le premier principe de la thermodynamique qui dit que la va-
riation de I'énergie totale est égale a la somme des travaux des forces et des
échanges de chaleur. En notant U I'énergie interne, Sg une source de chaleur
volumique et jg le vecteur flux de chaleur on a :

Dt/ ( +U>dV /fudv+/u,%ds+/Sde /Jst

Dt/ ( +U> v = /fudV+/a Wi Tig dV+/ Sq dV — / div(jg) dV

1. En toute rigueur, un calcul complet du bilan des variations de quantité de mouve-
ment dans le volume V serait nécessaire, mais le raisonnement simplifié contient toute la
physique du probléme.

17



ENS DE LYON

MECANIQUE DES FLUIDES - M1 ENS DE Lyon

Et I'équation locale est :

D

Ppi\ 2

2
(U + U) =fu+ aj(uz Uij) + SQ — d“)(jQ) (26)

On peut réécrire le terme de travail des forces de surface :
Gj(ui O'ij) = U; 8]- Uij + O'Z'j 8]' U;

Ou le premier terme est bien le travail des forces de frottement et le second
terme est un terme de déformation de la surface donc crée de la chaleur.
Ainsi si on fait la différence de (2.5) et (2.6) alors :

dUu

2.3 Viscosité

On veut étudier les lois de comportement du fluide et de sa déformation
sous les contraintes imposées. On a 'apparition de contraintes lors des mouve-
ment relatif des fluides. On peut faire I'approximation des fluides Newtonien
qui consiste a avoir une dépendance linéaire de la vitesse avec la contrainte.

2.3.1 Relation entre contrainte et déformation

On s’intéresse seulement a la partie symétrique du tenseur des déformations :

1

Pour le tenseur de déviation on peut supposer que si il y a une relation
linéaire entre les contraintes et le tenseur des déformations alors :

/
O = AijriSki

Or s et & sont symétriques donc A;jx; doit étre symétrique dans I’échange de
7 et 7 mais aussi de k et [. De plus la déformation est isotrope donc cela ne
doit pas dépendre de l'indice ¢, 7, k ou [. On peut montrer que a partir de 2
coefficients on a la forme la plus général de A :

Aijin = (061 + 0ubji) + 60w
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Et donc :
Ajjris = 285 + Bo;;div(a)

Si on pose o = 1) qui sera la viscosité dynamique et 3 = & la seconde viscosité
ou viscosité de volume on a :

Oij = n(ﬁjuz + (‘Zuj) + (—p + fdlU(U)) 61‘]‘ (29)

2.3.2 Signe de la viscosité

On va montrer que la viscosité est nécessairement positif. L’équation de
I’énergie cinétique (sans terme de volume) s’écrit :

pDu
2 Dt

Si on integre sur un volume V' alors :

/V g%; dV — / 9; (woy;)dV — / o OsusdV

D’apres Green-Otrogradski :

uiajaij = @(uiaij) — O'z‘jajui

pDu
v 2 Dt

On fait tendre le volume vers l'infini et donc la surface tend vers la surface
limite qui est soit une paroi soit l'infini et la vitesse s’annule a cet endroit
donc le premier terme s’annule et de plus :

dV = /UO'ZJ dS /Uij(?juidV
|4

1
aijajui = i(aijajui + ajz-@iuj) = %(@uz + azu])
Et donc :

p Du? __ﬁ/ et D)2
/‘/2 Dtd =3 V(8Jul+8,uj) av

Or la variation de u? est nécessairement négative car le systéme total doit
perdre de l'énergie et l'intégrale du membre de droite est positif donc la
viscosité est positive.

2.4 Equation du mouvement

2.4.1 Equation de Navier-Stokes

Donc si on reprend le tenseur des contraintes on a :

oi; = n(0ju; + Oiuy) + (—p + Ediv(u)) dy;
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Fluide pu(Pas) | v (m?s™?)
air 1.810~° | 1.510™°

Hy 8.710-¢ | 1.310°*

eau a2 | 1e1g®
Ethanol 12402 | 2219°°
Glycérine 0.85 6.8104
Huile d’olive 0.1 1.1 10~
Mercure 1.56 1073 | 1.21077

FIGURE 2.3 — Valeurs de viscosité dynamique n = u et cinématique v = U
p

pour différents fluides.

Et donc le PFD se réécrit pour la composante i :
Dui

"Dt

Dui

"Dt

Et donc en notation vectorielle on trouve 1’équation de Navier-Stokes

= fi +10;(0ju; + Oju;) — O;p + £0;(div(u))

= fi + nAu; — Oip + (§ +n)0i(div(u))

D
e nAu — gradp + (£ + n)grad(div(u))

2.10
P D (2.10)

On peut trouver une autre forme si on prend une autre convention (§ = g)

et on trouve que le dernier facteur est multiplié par (g + 7)).

Il sera intéressant d’introduire la viscosité cinématique :

(2.11)

On trouvera dans la Fi1G 2.3 des exemples de valeurs pour les viscosités
dynamique et cinématique.

2.4.2 Conditions aux limites

La détermination complete du mouvement d’un fluide c¢’est a dire le champ de
vitesse u(r, t) nécessite, d'une part U'intégration de I’équation du mouvement
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des particules de fluide, d’autre part la donnée des conditions aux limites,
c’est a dire la valeur des champs de vitesse et de contraintes a la frontiere du
domaine qui limite le fluide. Deux cas sont a envisager, selon que le milieu
qui limite le fluide est un corps solide ou un autre fluide.

Conditions aux limites a la surface d’un corps solide

— Si la paroi est imperméable alors la non-pénétration du fluide dans le
solide impose que la vitesse normale a la paroi est a la méme vitesse
que la paroi au niveau de la paroi : v (Zparois Yparois Zparoi) = VL paroi

— Si la viscosité est pris en compte (c’est a dire qu’elle n’est pas négli-
geable dans le régime considéré) alors la vitesse tangentielle doit étre
égale a la vitesse de la paroi sinon on a un gradient infini et donc une
contrainte infini. Ainsi : v (Zparois Yparoi> Zparoi) = V|| paros

Les conditions aux limites peuvent également concerner les contraintes. Si on
a une paroi solide c’est a dire que la surface ne bouge pas. On rappelle que
la force F' qu’exerce la particule fluide sur la paroi est donné par :

dearoi%fluide _ ? Qn
dsS,

Ainsi la force d’une particule fluide sur la paroi alors :

dF uide arot
ﬂdd% —_5®n
Si on prend un exemple d’une paroi plane tel que le vecteur normal soit :
0
n=| 0
1
Alors on a :
JIF —0ys —n(0,w — O, u)
S| o | = —n(Oyw — 0,v)
—0,, p — 2n0,w

Si le systeme est a 2 dimensions alors v = 0. De plus le profil est uniforme
donc 0, = 9, = 0. De plus le fluide est incompressible donc div(u) = d,u +
Oyv + 0w = 0,w = 0. Et ainsi on trouve :

JIF —nd,u
= 0
dS
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Ainsi on retrouve un résultat intuitif, comme les deux composantes sont
positives et donc les forces exercées par le fluide sur la paroi sont la force de
pression et la force de viscosité.

Conditions aux limites entre deux fluides - effet de la tension su-
perficielle

Les conditions sur les champs de vitesse sont les mémes que pour un solide.

Pour trouver les conditions sur les contraintes normales il faut utiliser la
tension superficielle entre deux phases 1 et 2. Alors la différence de pression

s’écrit :
1 1
PP = —_— =
1 2 7<RQ+RB>

Ou 7y est le coefficient de tension superficielle entre les deux fluides et R, et
Rg les rayons de courbures principaux 2.

FIGURE 2.4 — Géométrie de la surface de séparation entre deux fluides (1)
et (2) permettant de définir les rayons de courbure principauz. Pour cela on
prend la courbure maximale et la courbure minimale.

De plus les rayons de courbure R, 3 sont positifs si le centre de courbure est
du coté (1). Pour le cas d’'une sphere les deux rayons de courbures sont égaux
donc : )
v
P1 — P2 - —
R
2. Pour trouver les deux rayons de courbure principaux en un point donné il suffit de
prendre la courbure maximale et la courbure minimale
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Ainsi on peut exprimer la continuité des contraintes :

(o) on= (5 + )

Pour une des deux phases qui est un gaz on a une tension superficielle nulle :
v = 0. Ainsi on a P, = P,. On a également :

=/
Uliquide ¥n = 0

On a une équation en plus avec la condition d’égalité des vitesses normales,
mais une inconnue en plus qui est la position de la paroi mobile.

Pour I’équilibre des contraintes tangentielles a I'interface on écrit :

G n).t =

Dans cette relation, pour ¢ = 1,2, les vecteurs résultant des produits tenso-

riels (:;(Z).n représentent les contraintes ;) qui s’exercent sur 'interface de
normale n. Le produit scalaire de ¥;) par le vecteur unitaire t tangent a
I'interface donne les composantes tangentielles a ces contraintes.

2.4.3 Bilan des équations et des inconnues

On a des équations et des inconnues on va voir s’il est possible de résoudre
théoriquement le probleme. On distingue 2 cas :

1. Si le fluide est incompressible alors p = cte alors on a :
— 4 inconnues : P,u(u, v, w)
— 4 équations : équation de Navier-Stokes (3 équations) et incompres-
sibilité : div(u) = 0

On peut aussi montrer que la vitesse et la pression peuvent se détermi-
ner indépendamment. Par exemple pour une force qui dérive d’un po-
tentiel on aura la force et la pression qui interviendra en : —grad(¢) —
grad(P) = —grad(¢ + P). en prennant le rotationnel de I’équation de
Navier-Stokes ce terme disparait et on se retrouve avec :

div(u) =0
D
rot <letl — 77Au> =0

Ainsi la pression "s’adapte" a la répartition des vitesses dans le systéme
pour satisfaire ’équation de Navier-Stokes.
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2. Si le fluide n’est pas incompressible et donc p # cte. On peut définir
une équation d’état :

flp, P, T) =0

On a une équation pour I’énergie soit interne soit totale. Or on a une
équation entre la température et I’énergie interne. Par exemple pour un

gaz parfait monoatomique on a : U = §RT . Et de maniere générale :

U= f(p,V,T)

Et donc au final :

— 7 inconnues : u(u,v,w), P,T, p,U

— 7 équations : équation de Navier-Stokes (3 équations), expression de
div(u), énergie, équation d’état et U = f(p,V,T).
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Chapitre 3

Analyse dimensionnelle et
ordres de grandeur en
mécanique des fluides

3.1 Théoréme 7

3.1.1 Enoncé
Une équation physique complete, de la forme générale :

f(éh»%a L) Qn) =0

ou les g; représentent n variables physiques choisies pour la description du
probleme (1a est la difficulté), exprimées en termes de k unités physiques
indépendantes, peut étre réécrite sous la forme :

F(my,mg,...,m,) =0

Ou les ; représentent p = n — k nombres sans dimension construits a partir
des ¢; par des équations de la forme :

mli m2i mni

=41 41 -1

3.1.2 Exemples
Exemple 1

Taylor a mesuré le rayon d’'un champignon atomique sur un film et ainsi
trouver r = f(7T). Il a trouvé :

r ot
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Il a choisit les variables :

— Le rayon r avec comme unité L

— Le temps t avec comme unité T’

— L’énergie E avec comme unité M L*T 2

— La densité p avec comme unité ML™3
Si on appliqué le théoreme 7 alors il y a un seul nombre sans dimension (4
variables - 3 unités = 1 nombre sans dimension) m que I'on peut écrire :

T = ,,,,athcpd
En terme de dimension on a :

T = LaTb(MLQT—2)0<ML—3)d — La+2c—3dTb—26Mc+d

Et donc :
a+2c—3d=0
b—2c=0
c+d=0

On peut aussi raisonner par tatonnement :

E

= _ L5T72
p
Donc on peut dire que :
Et?
T=—"
pre

Or m = cte = O(1) car F(mw) =0 alors on a :

1/5
r = l <E> +2/5
AP

Ce qui confirme la mesure sur le film et il a ainsi réussi a remonter a I’énergie
de la bombe.

Exemple 2

L’expérience de Bose, Rambert, Bose.
Ils ont fait s’écouler un fluide dans un tuyau en mesurant la différence de
pression entre les 2 bouts. Il y a un temps 7 de remplissage d’un volume V'
a travers ce tuyau. On trouve la courbe sur la gauche de la FiG 3.1.
On a 5 variables :

— La pression P avec comme unité M L~1T—2

— Le temps 7 avec comme unité 7T’
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log P
0.5}

o
—

e & log (Pr/y)

10.0

T

= ! 1 1

05 1.0 15 log (,OVZ/S/,HT)

FIGURE 3.1 - 4 gauche : Résultats expérimentauzx pour l'expérience de Bose,
Rambert, Bose. A droite : Tracé de la fonction f(my,me) =0 du théoréme m

— Le volume V avec comme unité L3
— La viscosité n avec comme unité ML~ 1T~1
— La densité p avec comme unité ML=3
On trouve 2 nombres sans dimension (5 variables - 3 unités = 2 nombres sans

dimension) et on a :
Pr p V23
=t
Ui nT
Et on trouve la courbe sur la droite de la F1G 3.1. Ce résultat est faux car le
rapport entre V et 7 est le débit volumique ¢ (en L3T~!) et il s’agit en fait

d’un seul parametre. On peut, pour corriger cela, rajouter 2 parametres : la
longueur et le diametre du tuyau. Et on trouve :

PD3 B (L pq)

nq D’ nD

Hors la longueur ne joue pas un role déterminant car en doublant la longueur
on double la variation de pression et donc on peut définir la variation de
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pression par unité de longueur et on trouve :
PD? L ( pq >
_= —g _—
ng D7 \nD

Pot_ (M)
nqL nD

v
Mais ils ont trouvé quelque chose d’assez correct en effet si d = — et donc :
T

D'P/L  (pV/T :>PTD< D )3_ pV23 (V13
e I\ D n L\VviE) I\ D

Orona:

pq qUD* UD UD
nD  nD Ty
P

A bas nombre de Re on a p qui ne joue pas de role donc :

Re

g(x) =0 lorsque x—0

D4P/L
= cte
nq
7 = cte X %

On retrouve alors la loi de Poiseuille.

3.2 Similitude

Si on prend un fluide a la vitesse U loin de l'obstacle dans un tuyau
de longueur L et de diametre D qu’est ce qui nous dit qu’il aura le méme
comportement pour d’autre U, L, D 7 On a aussi comme grandeur pertinente :
la position, la vitesse, la densité et la viscosité cinématique. On ne prend pas
la pression car elle découle de la vitesse donc ce n’est pas pertinent.

3.2.1 A partir du théoréme 7

On peut construire des nombres sans dimension :

u_y(P oy zpUD
U "\L'L'L'L n
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D x Y z
Si on fait un modeéle réduit on a — = — = = = — = cte donc cela enléve
. L L L L
des parametres.

u

U = f(Re)

Deux écoulements sont similaires si tous les nombres sans di-
mension sont les mémes.

3.2.2 A partir des ’équations de Navier-Stokes

Si on se place a 2 dimensions et sans force de volume. La conservation de la
masse s’écrit :
Ou+0yv =0

La premiere composante de I’équation de Navier-Stokes s’écrit :
1
Oyt + udpu + vOyu = — =0, P + v(9%, u + ajyu)
p

On choisi alors des grandeurs caractéristiques et on adimentionne les va-
riables :

/ x / y / u !/ v / U / P

T =— == U = — V= — t = —t P =—
Y71 U U L pU?

Il n’y pas de variable caractéristique de temps ni de pression, on les construit

a partir d’'une analyse dimensionnelle a partir des autres grandeurs.

Ainsi on trouve pour la conservation de la masse rien de nouveau :

U U
Za;u’ - Z@;v’ =0 = o'+ 0 =0
Pour I’équation de Navier-Stokes les choses deviennent intéressantes :
U? U? 1 pU? vU
f&gu' + (W' + ') = —;T(?;P’ + F(aﬁ;u' + o)
O + (WO + T = 0P+ - (O + )
~~
1
" Re

Donc le parametre pertinent est le nombre de Reynolds.
Plus généralement on trouve (avec force de volume) :

D'’
Dt/

1
= — dpr f+ —A'u 3.1
grad' P’ + pf + - A'u (3.1)
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3.3 Nombre de Reynolds

On définit donc :

L
Re = vk (3.2)

v

Or on sait que le fluide transporte une quantité de mouvement p et donc on
a un rapport de transport de quantité de mouvement :

_ flux convectif dep  pU*  pUL UL

Re = = =
‘ flux dif fusif dep  nU/L n v

On peut aussi le définir comme un rapport de temps :

L2
temps visqueur UL
Re = — =z = —
temps convectif L v
U

Enfin on peut définir a partir de ’équation de Navier-Stokes comme un rap-
port des deux termes d’accélération :
_UgradU U?/L UL

Re="0ar ~wjr~ v

3.3.1 Faible nombre de Reynolds

C’est le cas si on se place dans un fluide tres visqueux et/ou avec une vitesse
faible et/ou une longueur caractéristique faible et on trouve 1'équation de
Reynolds ou 'on néglige les termes inertiels :

1
0 = —grad' P' + pf + @AIU/ (3.3)

3.3.2 Grand nombre de Reynolds

C’est le cas si on se place dans un fluide peu visqueux et/ou avec une vitesse
grande et/ou une longueur caractéristique grande et on trouve 1’équation
d’Euler en négligeant le terme de viscosité n =0 :

D/u/

Dy = pf — grad' P’ (3.4)

On perd la condition sur la vitesse tangentielle car on fait approximation
an =0.Or plus le Re est grand plus 'approximation est vrai or la condition
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aux limites est soit vrai soit non. En fait pour étre complet il y a une zone,
appelé couche limite, ou les forces visqueuses jouent un role. Cette zone sera
d’autant plus petite que le Re sera grand.

On peut définir des forces caractéristiques :
2

— force d’inertie : —
L

. y N 7 . . .
— force visqueuse : 52 ou ¢ est une longueur caractéristique de la taille

de la couche limite
Et donc pour avoir Re = 1 on doit avoir :

vu  U? 52 v 1

52 -1 I UL Re

Donc a Re grand on a un ¢ petit.

3.4 Autres nombres sans dimension

On a pas encore tenu compte des forces volumiques et donc on peut définir
de nouveaux nombres sans dimension.

— Force de gravité : f = pg.
g est une accélération donc pour créer un nombre sans dimension on
divise par une accélération :

gL
U?
Et on définit le nombre de Froude qui est la racine de l'inverse de ce
nombre :
U
Fr=— (3.5)
VgL

— Force de Coriolis du a une rotation de vitesse 2. Et on compare la
rotation soit au temps de convection soit au temps visqueux et donc
les nombres de Rossby ou Elman :

U v

Ro=70 FPF=Tn

(3.6)
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3.5 Incompressibilité

Cela signifie que on prend p = cte or cette condition s’écrit sur une longueur

ox

)
P«
P
Et donc le parametre important est la compressibilité :
1 oV 1 Jp
X o U —— —_— =
V oP|, p 0P|,
Et donc on a :
op = xpdP
L. 0p :
Et donc la condition — < 1 devient :
P
XYOP < 1
Or 6P ~ pU? & grand Re donc :
xpU? < 1

1
Et donc on peut comparer ca a la vitesse du son ¢ = —— :

VXP

2

—- <1
2

Et ainsi on définit le nombre de Mach :

U

Ma= — (3.7)
c

Siona Re <« 1 alors :
grad P = nAu

nU

0P = —
L

nUu 2 7N
X< XU
Et donc :
Ma? <1
Re
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Du point de vue thermodynamique l'incompressibilité traduit le fait que
I’écoulement n’est qu'une petite perturbation par rapport a la thermody-
namique du systeme. Par exemple pour un gaz parfait :

> =~yRT

Uy, =cyT =~vRT

Et donc la condition est :
pu® < pc? = pu® < pU

C’est a dire que I’énergie cinétique de I’écoulement est tres petit devant I’éner-
gie interne.
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Chapitre 4

Vorticité

4.1 Deéfinition et exemples

On définit le vecteur vorticité comme le rotationnel du champ de vitesse

vitesse :
w(r) = rot u(r) (4.1)

La vorticité correspond a la partie antisymétrique du tenseur des gradients
de vitesses. La vorticité intervient dans les écoulements non potentiels mais
aussi dans les fluides visqueux. Elle joue un role particulierement important
dans les écoulements turbulents, qu’on peut souvent considérer comme la
superposition d'une translation moyenne et d’'un mouvement de rotation local
avec des échelles de tailles tres variables.

Exemple 1 : Rotation solide de vitesse angulaire (2.
Dans ce cas la on a la vitesse qui vaut :

u=09r

Avec € un vecteur fixe et uniforme sur tout la particule de fluide.
On peut utiliser la notation indicielle pour le rotationnel et le produit vecto-
riel :

W; = eijkﬁjuk

Uy = €kimS YT,

34



ENS DE LYON

MECANIQUE DES FLUIDES - M1 ENS DE Lyon

Donc :

wi = €k0;(€rmSUTm)
€¢jk€kzmaj(QlIm)
= (5i15jm — 5im5jl)aj(9lxm)
= aJ(QZl‘]) — 8J(Q]$z)
= 00;x; — Q;0;x;
= 30 — Q0
2Q);

Donc on a une vorticité uniforme :

(42)

On aurait pu utiliser la formule d’un rotationnel d’un produit vectoriel du
formulaire pour tomber sur le résultat.

Exemple 2 : Rotation avec une distribution de vitesse différente :

K
u, = 0 Ug = — u, =0
T

Or on connait le rotationnel en coordonnées cylindrique :
1
—0gA, — 0. Ay

r
0,A, — 0, A, rot u =

1

. (0-(rAg) — 0pA;)

rot A|,_, =

o O O

Ainsi pour r # 0 on a rot u = 0. Pour calculer la vorticité en » = 0 on va
utiliser la circulation. Si on prend un cercle perpendiculaire et concentrique
a I’axe alors on peut écrire par le théoreme de Stokes :

j{ udl = /rot u.dS

K
= —27r
r

= 21K
= / w.dS
Sr

Si on fait tendre la surface vers 0 alors comme le terme doit rester constant
on va avoir w qui tend vers l'infini.
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Exemple 3 : Cisaillement simple. On a la vitesse qui vaut :

u(z)
u= 0
0
Et donc on trouve :
0
w=| 0u
0

Ainsi la vorticité ne représente pas si le fluide tourne mais si une
particule de fluide tourne individuellement. Ainsi dans nos exemples 1
et 3 la particule tourne lors du déplacement et dans I’exemple 2 la particule
a un mouvement circulaire uniforme mais ne tourne pas (comme une grande
roue) sauf au centre mais on y reviendra plus tard.

4.2 Circulation

On a déja définit la circulation?® :

jéu.dlz / rot w.dS — / w.dS
C S S

4.2.1 Théoréme de Kelvin

La circulation se conserve sur un contour fermé dans un écoulement sous
certaines conditions :
— On a un fluide parfait : v =0
— Les forces extérieures f dérivent d’un potentiel : f = —grad ¢
— Il faut que I’écoulement soit barotrope c’est a dire que la densité ne soit
qu'une fonction de la pression : p = f(P). Pour le cas d’'une densité
constante la condition est satisfaite.

Démonstration :
On peut dériver la circulation mais [’élément différentiel dépend du temps
car il évolue avec C dans le temps :

Du Ddl
dll = 4 22 a e
?g“ ] TRl Al oY

D

Dt

1. La circulation a deux forme grace au théoreme de Stokes
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t+dt

(€

v(r+8 1) dt

FIGURE 4.1 — Variation des éléments d’une courbe matérielle (C') suivant le
mouvement du fluide.

On va montrer que les deux termes sont nuls séparément. Tout d’abord par
Navier-Stokes on a comme le fluide est parfait :

D 1 1
U ——grad P+ f+vAu=—-grad P+ f
Dt p p

On montre que la circulation des deux termes est nul :

f=— _grad ¢ = 75 _grad 4.dl :/ ~ rot(grad ¢).dS = 0
C S —_———

=0
Pour Uautre terme on a :
1 1
—grad Pdl = / rot (grad P) dS
cp s p

Or par les formules d’analyse vectorielle on a :
1 1 1
rot <grad P) = -—rot(grad P) + grad <> ® grad P
P p p
1
= 0— —grad p®grad P
P

Comme [’écoulement est barotrope on a que les lignes de méme densités sont
paralléles aux lignes de méme pression.

af

grad p = op

grad P
Et donc :

grad p®@grad P =0
Donc on a montrer que le premier terme est nul :

Du
—dl=0
c Dt
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Pour le second terme [’élément de la courbe évolue selon [’équation :
dl(t + dt) = dl(t) + u(r + dL, t)dt — u(r, )
dl(t + dt) — d1(t)

o =dl.grad u
D(dl
l<)t) =dl.grad u

Et donce :

Ddl u?
2o fu - ¢ L) di=
w j{ju(d grad u) Cgrad<2> dl=0

4.2.2 Sens physique

Ce résultat peut étre interprété comme une conservation du moment ciné-
tique en mécanique du solide pour un fluide parfait. Pour une rotation local

w . e .
5 d’un cylindre de rayon r on a le moment cinétique qui vaut :

angz——:T(rw)

Et donc on a :

j{ udl = /rot wdS = wrr? = KJQ

O dm = prr?dl est la masse de fluide de densité p contenue dans I’élément
de cylindre, J = dmr?/2 est le moment d’inertie associé¢ a ce fluide, et K =
4 [dm.

o X u.dl
Cy

Une conséquence de ce théoreme est que si un flux est irrotationnel
a un moment donné il le reste car le flux de la vorticité est constant.
Ainsi on ne peut pas créer de vorticité si on est dans ces conditions.
Il reste a voir dans quel cas on peut créer de la vorticité.

4.3 Sources de vorticité

4.3.1 Viscosité

Si on prend un cylindre rempli d’eau. Au repos il n'y a pas de vorticité. Si
on fait tourner le solide, au bout d’un certain temps on va avoir une rotation
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FIGURE 4.2 — Calcul du moment cinétique pour un élément de tube de vorti-
cité.

du fluide et donc de la vorticité. Le cylindre peut mettre en mouvement le
fluide grace a la viscosité. Ainsi on a un profil de vitesse avec un gradient
de vitesse qui crée de la vorticité. On peut aussi voir que pour avoir de la
vorticité il faut des forces tangentielles et pour cela il faut de la viscosité. On
peut prendre aussi I’exemple d’un fluide qui arrive sur une plaque comme
sur la F1a 4.3 ou on voit tres bien le gradient de vitesse et donc la rotation
locale des particules de fluides.

U

—————
amont =l

FIGURE 4.3 — Création de vorticité associée aux forces de viscosité dans un
fluide incident sur une plaque plane.

4.3.2 Forces de volume non-conservatives

On a plusieurs types de forces non-conservatives :
— Force de Coriolis qui apparait sous la forme d'un terme —2€2 ® u lors-
qu’on écrit le Principe Fondamental de la Dynamique dans le référentiel
tournant.

1
— Force magnétique? : ;(J ® B)

2. Tabeling Patrick : expérience avec 10000 aimants
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Ces forces créent de la vorticité car elles créent du cisaillement.

4.3.3 Fluides non barotropes

Cela signifie que les isobares sont différentes des isopycnes®. Ainsi le centre
de gravité et le centre de poussé ne sont pas confondus. Ainsi les particules
de fluides peuvent tourner comme sur la F1G 4.4.

-

7 L)
(e

isostéres =

isobares—

FIGURE 4.4 — Equilibre des forces de pression et de gravité dans un fluide
non barotrope.

On peut donner comme exemple de fluide non barottrope un fluide entre
deux plaques verticales avec des températures différentes.

4.4 Dynamique de la vorticité

4.4.1 Equation de la vorticité

Si on prend le rotationnel de 1’équation de Navier-Stokes on obtient :
1
rot <8tu +u.grad u = ——gradP + f+ VAu>
P

On suppose que les forces extérieures dérivent d’un potentiel et que le fluide
est incompressible donc p = cte. Ainsi les deux termes en grad P et f vont
s’annuler.

De plus comme div(u) = 0 on a par les formules vectorielles que :

rot(Au) = rot(-rot rot)u
= —rot rot(rotu)
= Aw

3. Ce sont les lignes joignant les points de méme densité.
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Et que :
2

grad <u2> =u.grad u+ u®rot u

Et ainsi :

2
rot(u.grad u) = rot (grad (g)) —rot(u ® w)

=0

On peut alors développer le rotationnel tout en sachant que div(u) = div(w) =
0:
rot(u.grad u) = u.grad w — w.grad u

Donc I’équation de départ devient :
Ow +u.grad w — w.grad u =0+ vAw

Et donc on trouve I'équation de Helmholtz :

D
?L; = w.grad u+ rvAw (4.3)

Notons que cette équation de transport de la vorticité s’applique a tous les
écoulements. La description d'un écoulement a partir de champ de vorticité
est toujours une possibilité pour la description par I'intermédiaire du champ
de vitesse. Cette équation montre qu’'un fluide parfait qui est initialement
irrotationnel le reste.

4.4.2 Vorticité gelée

On a vu dans la démonstration du théoreme de Kelvin que :

Ddl
Qui ressemble a 1’équation de Helmholtz et méme égale dans le cas d’une

fluide parfait :

Do _
Dr = w.gradu

Les lignes de vorticité coincide avec les lignes matérielles car elles sont régies
par les mémes équations. Ainsi on dit que la vorticité est gelée dans un fluide
parfait car les lignes de vorticité suivent les lignes matérielles.
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4.4.3 FEtirement et torsion de la vorticité

L’idée est que le terme en w.grad u est un terme de source de vorticité dans
le fait qu’il couple la vorticité existante et le gradient de vitesse. Nous allons
représenter les variations de w a partir des déformations d’un élément de tube
de vorticité de longueur 0/ de section S parallele a w. Le terme d’étirement
w.grad u peut-étre décomposé suivant deux directions : I'une parallele a la
direction du vecteur w suivant Oz 'autre quand le plan perpendiculaire. On
a donc :
w=we,

Et donc on peut écrire en projetant 1’équation de Helmholtz suivant e, ou
une direction perpendiculaire :

Dw,

Du; = w,0,w
D

l;)tL = w,0,u,

La premiere équation nous dit que si le tube de vorticité sera rétrécit car
comprimé donc ¢l augmente pendant que S diminue. Or le flux de vorticité
est conservé alors la vorticité w, doit forcément croitre. On peut faire le
raisonnement inverse lorsque le tube de vorticité se dilate.

La seconde équation rend compte de la torsion su tube de vorticité. Le tube
tourne a cause du gradient de vitesse selon la direction perpendiculaire au
tube.

i $
b ey

. e
314 —

// 1B
0 5 o AR

f

[~

z

FIGURE 4.5 — A gauche la variation de la vorticité w associé d la déformation
d’un tube de vorticité par étirement. A droit la variation de w par basculement
d’un tube de vorticité.
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Chapitre 5

Ecoulements de fluides parfaits

On considere un fluide incompressible et non-visqueux. Ainsi il vérifie
I’équation d’Euler :
ou

pDiu = e + pu.grad u = —grad P + pf (5.1)

5.1 Ecoulements potentiels

D’apres le théoreme de Kelvin, pour un fluide parfait, un écoulement irrota-
tinnel au départ reste irrotationnel tout le long de I'expérience. Donc a tout
temps on a rot u = 0. Donc on peut définir ' une fonction scalaire ®, appelé
potentiel des vitesses qui vérifie :

u = grad ¢ (5.2)
Or le fluide est incompressible donc div(u) = 0 donc :
div(grad®) = AP =0 (5.3)

On retrouve I’équation de Laplace qui est la méme équation en électrostatique
en 'absence de charge. Il s’agit d’une équation différentielle donc il faut des
conditions aux limites. Or dans le cas d’un fluide parfait on a :

U1 paroi = Uparoi
Si on définit une direction normale a la paroi n alors on a :
0,9=0
Pour deux fluides non miscibles on a :
0,91 = 0,0,

1. On peut le faire car on fait que pour tout champ scalaire ® on a rot(grad ®) =0
et donc la condition d’irrotationnalité est a tout instant vérifiée.

43



ENS DE LYON

MECANIQUE DES FLUIDES - M1 ENS DE Lyon

5.1.1 Unicité de la solution

Ce qui est essentiel est le systeme de conditions aux limites car c’est ici que
se trouve toute la physique du systeme. Pour un systéeme donné est-ce que la
solution est unique ou pas?

Supposons qu’il existe deux solutions avec les mémes conditions aux limites
(uy, P1) et (ugz, Ps). On pose alors :

u=u; —uy O =>; —

Pour montrer qu'un champ de vecteur est nul on peut intégrer le carré de
celui 1a qui est positif :

/:u2 dV:/u.grad<I>dV
v v

Or on sait que :

div(Pu) = ¢ div(u) +u.grad ¢
=0

Donc :
[ =vtav = [ div(@w) v = § ®uds
\% \4 S

Pour le cas d'une paroi on a u.dS = 0 car la vitesse est tangente a la paroi.

Pour le cas de la surface a l'infini on peut montrer qu’'une perturbation qui
«

vient de I'infini peut s’écrire tel que : ¢ = — + — + ... et donc l'intégrale
roor

sera nulle car ® sera nulle a 'infini.

Si on applique la démonstration a u; alors on montre que ’on ne peut pas
avoir d’écoulement irrotationnel dans un volume fini. Mais la perturbation
venant de l'infini ne s’applique qu’a la différence ® et pas a ®; ou ®, car on
a une vitesse a l'infini et donc pas ® en puissance négative de r.

Il existe des écoulements régient par I'équation d’Euler alors que 1'on n’est
pas a trés grand nombre de Reynolds en effet pour certaines symétries on a
rot u = 0 et ainsi on a Au = 0.

Cette démonstration ne fonctionne que si on est dans un espace simplement
connexe (par exemple un tore ne fonctionne pas). L'unicité de la vitesse est
conservé mais le potentiel peut prendre plusieurs valeurs.
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5.1.2 Potentiel d’écoulements élémentaires
e Pour un écoulement uniforme en 2 dimensions on a :

U:U():axq):ay@b

v=0=0,®=—-0v 1 : fonction de courant
w =10
. P = Uo i
v="Uy

Les iso-® sont les plans perpendiculaires a (O,).
Les iso-1) sont les plans perpendiculaires a (O,).

e Tourbillon :

re
{ U»p:O @ZT
T = r T
Uy = % '(/] = ——In (7“)
2 To

Les iso-® sont tel que # = cte donc sont les plans passant par l'origine.

Les iso-1 sont tel que r = cte donc sont des cercles (ou cylindre ou sphere).
Ici on est pas dans un espace simplement connexe donc le potentiel est multi-
valué car ¢ est défini a 27 pres.

Les iso-® et les iso-y sont toujours perpendiculaires.

I" est la circulation. En effet :
fumzrfw:r
c 2r Jo

e Source ou puits : Un écoulement qui s’écoule a partir d’'un point ou vers
un point (ou une ligne). Il s’écoule avec un certain débit volumique Q). Et on

a:
el o= ()
r 271'7“ = T QQ Ty
27
On définit le débit comme :
d=¢ u.di=Q
C,
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FIGURE 5.1 — Ecoulement & deuz dimensions créé par lensemble d’un puits
S1 et une source S, de méme débit ().

e Lorsque 'on prend un puits S; de débit —@) et une source Sy avec un débit
+(@ comme sur la F1G 5.1. Alors on peut sommer les potentiels pour trouver
I’écoulement :

b = Oy (puits) + Po(source)

2 To

2 To

Apres on décompose les vecteurs sachant que S;S; =d :

d2
rlz\/éz\/ﬂ—i-z—i-d.r
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Or d < r donc le terme en d? disparait :

dr dr
In(r1) = In(r) +In (1 + 27“2> =In(r)+ 53
De méme : d
.
l =1 - —
n(rs) = Inr) —
Ainsi on a : d
oo _Ldr
2 r?
On pose alors p=Qd et on a :
p.r
o =—
2712
pcosf 1 psin 6
y =00 = — = —0p®=—— 5.4
“ 272 o = 0 27r? (54)
On peut calculer la fonction de courant :
= psind  pQr
2 272

On peut effectuer le méme travail pour le dipole a trois dimensions et on
trouve les relations :

p.r P Cos @ psin ¢
_ U/T = u =
43 273 ¢ 43

b =

On va utiliser ces écoulements élémentaires pour décrire les écoulements au-
tour d’un obstacle. En effet, par suite de la linéarité de I’équation de Laplace,
des combinaisons linéaires de solutions de celle-ci le vérifieront également. On
peut donc construire un champ de vitesse d’un probléme potentiel en super-
posant des solutions simples, de facon a satisfaire aux conditions aux limites
pour la fonction totale.
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5.1.3 Exemples d’écoulements potentiels simples
Ecoulement autour d’un cylindre circulaire

On considere un écoulement uniforme de vitesse U perturbé par la présence
d’un cylindre circulaire de rayon R et d’axe perpendiculaire a la vitesse.
Compte tenu de la symétrie on se placera a 2 dimensions. On repere la
particule de fluide en coordonnées cylindrique par le vecteur r et donc on a :

{ Tz =1rcosf

y =rsinf

* On considere tout d’abord un cylindre sans circulation c’est a dire que pour
n’importe quel cercle C' autour du cylindre on a :

r:j{u.dlzo
C

On considere en coordonnées polaires a deux dimensions, le potentiel ® des
qui résulte de la superposition des potentiels correspondant a un écoulement
uniforme de vitesse U orientée dans la direction 0 et a un dipole de moment
p orienté dans la méme direction donc, par superposition des solutions, on
a:

o = (I)écoulement uniforme + (I)dipéle = Urcosf — peos f = (U?” - p) cos 6
27r 27r
Cette expression constitue une premiere approche logique car le potentiel du
dipole sera en effet le premiere terme non nul du développement multipolaire.
Il faut a présent utiliser les conditions aux limites de la non-pénétration du
fluide dans le cylindre :

pcosf 0
2TR2

0P =0=0,P|,_p=Ucost+

p=—2rR*U

Et donc on a :
RQ
® = Urcost <1+2>
r

Et donc on a les vitesses :
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FIGURE 5.2 — Forme des lignes de courant autour d’un cylindre circulaire
placé dans un écoulement uniforme a linfini, dans le cas ot la circulation de
la vitesse autour du cylindre est nulle.

La solution de I’équation de Laplace étant unique, ce champ de vitesse, qui
satisfait les conditions aux limites a l'infini et sur la surface du cylindre, est
donc bien la solution de notre probleme. On peut alors calculer la fonction
de courant W :
RZ
U ="Ursinf |1——

r2

x Si on prend a présent un cylindre avec circulation on doit ajouter le
potentiel d’un tourbillon de circulation I'. Cela vérifie les conditions aux
limites sur le cylindre et a l'infini donc on peut ajouter le potentiel a celui
sans circulation et on obtient :

R? re
o = q)écoulement uniforme + q)dipéle + CI)tourbillon =Urcost |1+ ﬁ + —

Et donc on obtient les solutions a partir de la superposition de solutions qui
vérifient indépendamment les conditions aux limites :

V = Veylindre + Viourbillon

Et donc : )

u, =U 1—% cos
r
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2rr

R? I
ug = —U (1—1—2) sinf + —
T
Pour chercher les points d’arrét on doit avoir ug(r = R) = 0 et donc on aura :
R? r r
=R)=-U(1+4 —; |sinf+ — it inf =
up (7 ) ( + R2> sin 0 + 5o 500 sin W EU
Ainsisi 0 < |I'| < 47 R|U]| alors on a deux points d’arrét Py et P, symétriques.
Pour |I'| > 47 R|U| on a plus de point d’arrét sur la surface du cylindre. On
a alors on point d’arrét unique tel que sinf = +1 et on a :

R\ T
Ul (1+= )+t =0
| |<+T2>+27TT‘

Ainsi on a la solution :

| |\
— R —1
R0 T\ \arr|o]

(a) (b)

FIGURE 5.3 — Forme des lignes de courant autour d’un cylindre circulaire
placé dans un écoulement uniforme a l'infini. Cas ou la circulation T de la
vitesse autour du cylindre est non nulle (négative dans le cas de la figure) ;
(a) : 0 < |U| <4wR|U|; (b) |T| > 47 R|U|

5.2 Relation de Bernoulli

La relation de Bernoulli traduit le bilan d’énergie pour les fluides parfaits,
incompressibles dans le cas ot les forces en volume f dérivent d’un potentiel

?.
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5.2.1 Conservation de ’énergie

Le bilan d’énergie que 'on avait fait est :
P 2y _ =
EDt(u ) = fu+ udiv(o)
Or on est dans le cas d'un fluide parfait non-visqueux :
Uij = —P(Sl]
w.div(7) = u;0;(—Pé;;) = —u.grad P
On se place dans le régime stationnaire donc :

Oi(u*) =0 = th(UQ) = u.grad (guz)

De plus :
fu=u.grad(—¢)

Et donc : )
u.grad (p;t + P+ (b) =0

2
D, (p;L+P+¢> —0

Ainsi on a le long d’une ligne de courant.

2
%+P+¢:cte

., pu’ o . , . .
La quantité TN homogéne a une pression, est appelée pression dynamique.

Si maintenant on n’est pas dans le régime stationnaire mais que le fluide est
irrotationnel alors on se place un écoulement potentiel et on a : u = grad ®
et donc I'équation d’Euler s’écrit :

pDyu = —grad P — grad ¢
Oron a:
Diyu = 0,u+ u.grad u

2
grad % =u.grad u + u ® rotu = u.grad u

o1
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Donc on a : )

Diu = 0;(grad @) + grad %

Et ainsi on obtient :

pu’
grad p8t<1>+7+P+¢ :0

Ainsi partout dans le fluide on a :

2
p@t@—l—%—l—P—I—qS:cte

5.2.2 Cas de la couche limite

Vers un manometre ditf¢rentiel

—

7

|
i

FIGURE 5.4 — Principe du tube de Pitot. La relation de Bernoulli est appliquée
le long des deux lignes de courant allant de O a S et de O a A’

Le tube de Pitot est une application directe de ’équation de Bernoulli car il
permet de déterminer la vitesse d’un écoulement fluide a partir d’'une mesure
de pression. Ce dispositif est constitué de deux tubes concentriques, repré-
senté sur la F1a 5.4 avec un tube intérieur percé d'une ouverture S a son
extrémité placée face a ’écoulement et un autre tube percé d’une série d’ori-
fices A répartis sur une couronne. Un manometre différentiel relié a chacun
des deux tubes permet de mesurer la différence de pression AP entre S et A.

Si on se place a (u,v,w) = (u,0,0) alors :

div(u) = 0,u =0
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L’équation de Navier-Stokes s’écrit :
u.grad u = —gradP + vAu

Qui donne :

Dans la couche limite la pression ne dépend pas de z.

Négligeons les effets de viscosité en les supposant seulement importants dans
une mince couche limite pres de la paroi des tubes. Nous pouvons appliquer
I’équation de Bernoulli le long de la ligne de courant OS qui coincide avec

l'axe des tubes :
U2

po+p—o =Ps

On applique également la relation de Bernoulli sur la ligne de courant O’ A’ :

2 2

U u?, u?,
PO’+,07:PA’+,07A:PA+p§

Comme nous ’avons vu, la pression reste constante lorsqu’on traverse 1’écou-
lement quasi-unidirectionnel dans la couche limite normalement a 1’écoule-
ment. Et on a donc P4 = Py . Par ailleurs, la vitesse en A’ est pratiquement
égale a U, si A’ est suffisamment en aval de S et si la section du tube de Pi-
tot est faible devant la taille du canal d’écoulement. Enfin les pressions aux
points O et O, infiniment voisins I'un de I'autre et situés loin en amont de
I’obstacle, ont la méme valeur. On en déduit alors, en combinant les équations
on a :

U2
AP =Ps—Py=p— (5.5)

5.3 Forces exercées par un écoulement de fluide
parfait

5.3.1 Exemples simples

On se place dans le cas bidimentionnel. Nous alors calculer la portance F), et
la trainée F; c’est a dire les forces exercées sur le corps respectivement dans
les directions perpendiculaire et parallele a 1’écoulement.

On suppose tout d’abord qu’on a un objet symétrique. Si on note ® le po-
tentiel lorsque U provient de l'infini vers la gauche et &' lorsque U provient

33



ENS DE LYON

MECANIQUE DES FLUIDES - M1 ENS DE Lyon

de l'infini vers la droite alors on vérifie en changeant ou non ’axe de sens on
a:
d'(z) = ®(—x) & — d(x) = P'(x)

Donc :
(—z) = —®(z)

Ainsi on a ® impaire en = donc u paire et v impaire et donc P est paire
donc la force de trainée est nulle. Ce résultat se généralise pour un objet non
symétrique.

A présent si on considére une aile d’avion qui fait un angle 6 avec 'horizontal
(défini par I’écoulement) et d’une longueur [ selon x. Alors on peut noter
Py (z) et uy(x) la pression et la vitesse au dessus de l'aile et Pg(z) et up(z)
la pression et la vitesse au dessous de 'aile. Donc on a :

F,= /PB — Py ( ))dx—p/ u — uB)dx—2/ (ug+up)(ug—up)dz

On suppose que (ug +up) = 2U et donc :

! l 0
F, = pU/ (ug —ug)de = —pU l/ ugdx +/ uhdx]
0 0 !

F,= —pUj{ wdl = —pUT
C

5.3.2 Cas général pour un objet bidimentionnel

On considére un cylindre, comme représenté sur la F1a 5.5, autour de 'objet
de rayon r pour éviter I'intégration du champ de pression sur toute la surface
de l'objet.

On integre ’équation d’Euler :

pugrad u= —grad P+ f

/V(,o u.grad u+ grad P) = Foy;, fiuide

Et donc :
F fluide—obj = — /V(p u.grad u+ grad P)

Si on prend un cylindre assez grand on va connaitre la vitesse car on connait
la vitesse U a l'infini. on a :

u.grad u\i = uj@jui = @(u]ul) - ulﬁjuj
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Obstacle

FIGURE 5.5 — Evaluation de la portance F, et de la trainée F, sur un obstacle
cylindrique placé dans un écoulement uniforme, en présence d’une circulation
de la vitesse autour de ['obstacle. (S) représente la surface du cylindre circu-
laire a Uintérieur duquel est effectué le bilan de quantité de mouvement.

Or :
8jUj = dlU('LI) =0

Et :

Donc la composante ¢ de F' est :

Fi= = [ 0(pus; + Poy)aV = — [ (puiu; + Poi;)ds,
v S
F—— / pu(u.dS) + PdS
S

u? U?
P+l —p+=
—|—2 0+2

F = —/Spu(u.dS)—i— ((?JFU;) —f) ds

95
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On décompose la vitesse a une distance grande de 'obstacle :
u=U+u +u
Ou : .
— wuy est la vitesse du a la circulation et on a u; ~ —
,
— ug est le reste qui est composé de multipole et on prend un quadripole
Ug ~ —

2
Il reste a intégrer sur la surface extérieure car la surface intérieur soit ne

contribue pas soit a été compté dans F.
Les seuls termes qui ne vont pas s’annuler pour r grand est Ug.u;. On trouve :

27 2
F=—-pU [/ (15 cos 0 + uyysin@)rdf| e,—pU [/ (ury cos 0 — uy, sinf)rd
0 0

€y

27 27
F,=—pU [/ (w15 cos O + uqy sin@)rd@] = —pU/ u;.dS = —pU/ div(uy)dV =0
0 0 1%

56)

Si cette force n’était pas nulle alors cette force travaillerait mais il faudrait
que le fluide évacue de I’énergie mais il ne peut pas car il est non visqueux.
Donc on ne peut pas avoir de force qui travaille.

Si on note dl = (—rsin 6df, rdf cos f) un déplacement sur le cylindre alors :

21 s
F, = pU {/ (u1y cos 6 — uy, sin 0rd0] = —pU/ u;.dl = —pUT
0 0

Cette force est perpendiculaire au déplacement donc elle ne travaille pas.
On l'appelle force de Magnus et elle peut s’exprimer de fagon vectorielle
en utilisant un vecteur circulation I' axial parallele a la direction z. I' sera
orienté vers l'arriere du plan de la figure, si la rotation se fait dans le méme
sens que la F1G 5.5. La portance devient alors :

F,=pU®T (5.7)

5.3.3 Origine de la circulation

Pour une aile d’avion il faut qu’il y ait un angle entre I'horizontale et la
direction de I'aile. La portance est proportionnel a ’angle que fait ’aile avec
I'horizontal (son sinus en fait) et la vitesse de I’écoulement.
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5.3.4 Objets tridimensionnels

A trois dimensions c’est un peu plus compliqué. Pour des objets qui n’ont
pas de direction privilégié on ne peut pas se ramener a un cas simple a
deux dimensions et il faut traiter la couche limite. Pour une aile d’avion
par exemple on a une direction privilégié avec une longueur d’aile bien plus
grande que ses autres dimensions comme sur la F1G 5.6. Localement on peut
se placer a deux dimensions sauf au bout de 'aile. Dans ce cas la on a un
vortex qui se crée a 'arriere de ’avion pour que la vorticité de 1’écoulement
soit nul puisque qu'un vortex se crée au bout de aile.

\F o — S - =
~ —F — - ..-ffl
\ ) ;
//
//

.'f ‘,'.’
Aerofoil Trailing fel _ Starting
o circulation (*?{b vortex

vortices

/
/

A
7 ) il
v

FIGURE 5.6 — A gauche, on a une représentation de [’écoulement autour
d’une aile d’avion. A droite on a [’explication de la création d’un tourbillon
a l'arriere de ’aile pour en avoir un da [’avant.

5.3.5 Cas d’un écoulement non stationnaire

A partir de la seconde expression de Bernoulli en non-stationnaire :

2
p@tq)ﬁ—%—i-P—l—(b:cte

On peut montrer qu’il existe une force de trainée non nulle. Par exemple
pour une sphere de volume V' et de vitesse U qui accélere dans un fluide on
a:

pV dU

F=_-"
K 2 dt
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%
Ou % est la masse de fluide accéléré par la sphere. On parle de masse

ajoutée.
Le travail de F} est non nul mais n’est pas dissipé.
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Chapitre 6

Ecoulements rampants

Rappelons tout d’abord I’expression du nombre de Reynolds :

_ pUL
Ui

Re

Physiquement ce nombre représente le rapport du temps caractéristique 74 de
transport de quantité de mouvement par diffusion sur la distance L au temps
caractéristique 7, de transport de quantité de mouvement par convection sur
la distance L. Il représente aussi le rapport des contraintes associés a l'inertie

U
du fluide (pU?) aux contraintes de frottement visqueux (n—)
Les écoulements a petit nombre de Reynolds, parfois appelés écoulements
rampants, peuvent avoir des origines physiques tres variées, puisque ce nombre
est obtenu par combinaison de trois facteurs différents :
1. Déplacements d’objets microscopiques (bactéries, particules) : L <
1= Rexk1
2. Déplacements a vitesse lente de matériaux géologiques (glacier, man-
teau terrestre) : U < 1 = Re < 1
3. Ecoulements de fluides trés visqueux (goudrons, pates, miel) : > 1 =
Re k1

6.1 Equation de stokes

On considere un fluide incompressible (dans le cas du faible nombre de Rey-
Ma?

nolds on doit avoir < 1). L’équation de Navier-Stokes s’écrit alors :

(&

ou

pa + pu.grad u = —grad P + pf + nAu
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On peut éliminer le terme u.grad u car on se place a petits Reynolds et il

compare les effets visqueux au terme inertiel. Or pour le terme en d;u on peut
2

LjU =7 qui est le méme ordre de grandeur que le
terme en u.grad u. Dans ce cas la on considere que le temps caractéristique
est le temps de 1’écoulement et donc qu’il n’y a pas d’excitation extérieure
avec un temps caractéristique. Ce n’est pas le cas si on considere une échelle
de temps extérieure (type excitation); dans ce cas la on introduit le nombre
de Strual.

On aboutit a I’équation de Stokes :

dire qu’il est d’ordre

—grad(P) + pAu+ pf =0 (6.1)

Si la force volumique dérive d'un potentiel tel que pf = —grad(¢) (ou ¢ est
en fait homogene a une pression due aux forces volumiques) on a :

—grad(P + ¢) + pAu = —grad(P') + pAu =0 (6.2)

Par la suite on omettra le * par comodité.

6.1.1 Ecoulements paralléles

On consideére un cas d’écoulement unidimensionnel : u(u,v,w) = (u,0,0) et
donc :

div(u) = d,u=0
Et maintenant le terme :
u.grad u = ud,u.e, =0

Et donc méme a grands nombres de Reynolds cet écoulement vérifie I’équa-
tion de Stokes mais en réalité a aux nombres de Reynolds le champ va dé-
pendre explicitement du temps et donc le terme en 0;u ne sera pas nul. On
peut donner comme exemple 1’écoulement de Poiseuille plan ou de couette.

6.1.2 Autres formes de I’équation
Si on réécrit I’équation sous forme indicielle alors :
—@P + nﬁjﬁjui = 8j<_5ijp + T]ﬁjui + n@zu])

On peut rajouter le dernier terme car il s’agit de la divergence de u qui est
nul. Et on reconnait le tenseur des contraintes :

@UU = 0
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Et donce :

div(c) =0 (6.3)

On peut réécrire cette équation également sous 3 autres formes. La vorticité
s’écrit w et en écrivant que rot(rot A) = grad(div A) — AA alors on peut
réécrire I’équation :

gradP = —n rot(w) (6.4)

Ceci implique en particulier que :

9

Si on prend le rotationnel de I’équation (6.4) alors on trouve que :
Aw =0 (6.6)

Cette relation est un cas particulier de I’équation d’évolution de la vorticité.

6.2 Propriétés des solutions de ’équation de
Stokes

6.2.1 Linéarité

Si u; et uy sont solutions de I'équation de Stokes alors pour tout A; et A
€ R, alors A\ju; + Asuy est aussi solution de I'équation de Stokes.
De plus on a vu que :

= f(Re,r)

Or si on fait le changement U — AU alors on a Re — ARe. Or la linéarité
nous dit que u — A\u donc :

A
T = [(Rer) = & = f(Re.)
Ainsi dans la limite des petits nombres de Reynolds on a la fonction f qui

ne doit pas dépendre de Re.

Sle

6.2.2 Unicité

Une solution donnée de I’équation pour des conditions aux limites fixés (a
I'infini ou a distance finie) est unique. Cette propriété essentielle est une
conséquence de la linéarité de 1’équation. En revanche, pour un écoulement
d’un fluide réel a un nombre de Reynolds suffisamment élevé, il existe une
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infinité de solutions de ’équation de Navier-Stokes , qui évoluent dans temps :
les termes non linéaires convectifs et la présence de la vorticité sont a ’origine
de la multiplicité des solutions et de leur évolution.

Démonstration :

Supposons que (uy, Py) et (uy, Py) sont solutions de l'équation de Stokes pour
les mémes conditions aux limites. On pose alors :

u=w-—u P=P-5

On calcule la quantité :

= /Gj(uﬁjui)dV—/ w; 0;0;u; dV par I’équation de Stokes
\%4 \% ——

1
=Au;=—09; P
n
1
s nJv
=0

1 1
= —— / O;(w; P)dV + — / P ou; dV incompressibilité du fluide
nJv nJv —~~

1
nJs
= 0

Les intégrales de surfaces sont nulles car on prend les surfaces ou sont défi-
nis les conditions aux limites et donc on a u; nul a cette endroit comme la
différence des deux solutions qui ont la méme condition aux limites. Ainsi on
a Oju; = 0 pour tout i,j et ainsi u; = 0 pour tout i. Donc u, = uy.

6.2.3 Reéversibilité

Si on inverse la cause de I’écoulement (conditions aux limites) la trajectoire
des particules de fluides est la méme mais les particules de fluides se déplacent
dans l'autre sens.

Si on crée un écoulement autour d’un corps symétrique alors 1’écoulement
sera symétrique.
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FIGURE 6.1 — En haut, les lignes de courant de [’écoulement autour d’une
sphére se déplacant a vitesse constante U dans un fluide au repos. Il est
également indiqué les composantes des contraintes normale et tangentielle
qui s’exercent sur un point de la surface de la sphére. En bas, on voit que la
moitié supérieur de la figure représente les lignes de courant de l’écoulement
autour d’une sphére placée dans un fluide en écoulement a une vitesse U loin
de la sphére et a petit nombre de Reynolds. La moitié inférieure représente
pour comparaison les lignes de courant dans le cas de [’écoulement potentiel
autour de la spheére.

6.3 Ecoulement autour d’une sphére

On suppose le fluide au repos a I'infini et on exprime le champ de vitesse en
coordonnées sphériques (r, ¢, ) dans un repere au sein duquel le fluide loin
de la sphere est au repos et est tel que son origine O coincide a chaque instant
avec le centre de la sphere. L’axe Oz (¢ = 0) coincide avec la direction de la
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vitesse U de la sphere de rayon R. A cause de la symétrie du probleme on
a:
vg =0 v, = (1, @) vy = (T, D)

Nous allons faire une démonstration, par étapes, du calcul qui conduit au
champ de vitesse. Cette démonstration est basée sur une détermination in-
tuitive initiale d’une fonction d’essai pour la distribution de pression autour
de la sphére. A partir de celle-ci, on calcule ensuite un champ de vitesse qui
vérifie les conditions aux limites imposées, puis les valeurs des parametres in-
connus de la fonction d’essai. D’apres le théoreme d’unicité, on obtient alors
le champ de vitesse cherché.

Détermination du champ de pression

Le champ de pression P(r) vérifie AP = 0 et est, par suite, une fonction
harmonique. On peut donc développer P(r) dans un systéeme de coordon-
nées sphériques (7, ¢, ) sous forme d’'une combinaison linéaire d’un terme
en 1/r et de ses dérivées successibles par rapport aux coordonnées; celles-ci
sont solutions de I’équation de Laplace scalaire, et correspondent au champ
crée par une charge, un dipole, un quadripole... Les premiers termes de ce
développement sont :

Gt @y oxgrad (T)_—r?) (| tel que oy o (T;—?) J)

rd

Si on néglige le terme de pression hydrostatique et qu’on suppose que P
est nulle a l'infini, il n’apparait pas de terme constant ou contenant une
puissance positive de r dans P(r). Utilisons comme fonction d’essai la plus
simple de ces fonctions respectant la symétrie du probléeme. Le champ de
pression doit se mettre sous la forme ¢U puisque P est proportionnel a U.
La seule composante compatible avec la forme scalaire de P est la composante
de ¢, parallele a U, soit (9/0z)(1/r) = —(cosp)/r? (en effet les termes en
(sinpcosd)/r? et (sin psinf)/r? ne respectent pas la symétrie de révolution
autour de 'axe Ox parallele & U). On peut donc écrire :

P = CnUCOSSO = —CnU.grad <i> = —Cn div (E) (6.7)

r2

Les forces exercées sont donc proportionnelles a la vitesse et a la viscosité.
Nous allons maintenant examiner s’il existe un champ de vitesse correspon-
dant a cette distribution de pression, et vérifiant I’équation de Stokes et les
conditions aux limites sur les parois de la sphere. Si ce n’était pas le cas, il
faudrait introduire dans P(r) les termes du développement d’ordre supérieur.
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Champ de vorticité correspondant a la répartition de pression

On part de la forme de ’équation de Stokes suivante :
grad P = —nrot w

En utilisant (6.7) elle devient :

—Cn grad div <U> = —nC rot rot <U> — CnA <U> = —nrotw
r r r

SORNOR

w = C rot <I:> + grad ¢(r) (6.8)

Orona:

Donc :

Ou ¢g(r) est une fonction de Laplacien nul, comme on le voit en prenant la
divergence de la relation (6.8). Or, la seule composante wy est non nulle, car
up = 0 et u ne dépend pas de 6. La fonction inconnue g(r) doit étre de la
forme af + S ou « et B sont des constantes. Mais w est indépendant de 6
car u l'est aussi; la constante o est donc nulle. De plus, comme ¢ intervient
uniquement par son gradient, on peut prendre § = 0. Ainsi, g est la fonction
nulle. En utilisant I'identité rot(mA) = mrot A + (grad m) ® A, on en
déduit que :

w = C rot (E) = —CU ® grad (i) (6.9)
Soit : :
sin ¢
wo = CU= (6.10)

Calcul de la fonction de courant ¥ a parité du champ de vorticité

Introduisons maintenant la fonction de courant de Stokes telle que :

1 oV 1 oV
P _ d 6.11
U= 2sin © 0y Ve rsing Or (6.11)
On a alors :
w—l (ru,) Ou,\ 1 P¥ 109 (1 0¥
‘T or dp ) rsing Or2 139y \sinp dp
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Ainsi en égalisant les deux valeurs de wy on a :

r2

1 020 190 1 ov sin

o0 Pos\smoas) ~ ¢V
rsing Or r3 0p \sinp Oy
On peut séparer les variables en posant U = sin? . f(r). Ce choix se justifie
car 'axe Ox doit étre une ligne de courant. L’équation devient alors, apres
simplification par sin ¢ :

1°f 2f CU

rorz  r3 p2
r
cU 3 est une solution particuliere, et les solutions générales de 1’équation
sans second membre sont L' /r et M'r? ot L' et M’ sont des constantes. D’ou

en posant L = L'/U et M = M'/U

L C
\I/:Usin2g0<r—|—M7“2+2T) (6.12)

Calcul du champ de vitesse

Les composantes du champ de vites peuvent maintenant étre calculées a
partir des relations (6.11) :

C 2L
UT:Ucos<p<+3—|—2M>
rooor

. ¢ L
v(p:—Usmg0<2r—rg+2M)

Les constantes d’intégration sont déterminées a partir des conditions aux
limites :

— Pour r — oo, u — 0 donc M =0

— Pour 7 = R on doit avoir u, = U pour ¢ = 0 et u, = —U pour ¢ = 7/2.

3R R3
DoncC—TetL——I

On obtient donc les champs de vitesse suivant :

3R R?
Uy = UCOSQO (27" - 27”3) (613)
u, = —Usin %4—&3 (6.14)
v N T '
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On obtient aussi les champs de pression et de vorticité suivants (n est le
vecteur unitaire le long du vecteur OM) :

p=" = _pR—— 1
277UR 5 277R - (6.15)
3 sing 3 _(U®n)y
Wy 2UR = 2R = (6.16)

Cette solution est valable seulement si le nombre de Reynolds est tres petit
devant 'unité, et si la vitesse U de la sphere est constante.

Le point le plus remarquable de ce résultat est la lente décroissance en — de

,
la vitesse de I’écoulement a petit nombre de Reynolds avec la distance r a

la sphere. Ce résultat doit étre comparé a la décroissance plus rapide en %
pour la vitesse autour d’une sphere, dans le probleme d’écoulement potentigl.
Cette décroissance lente de la perturbation de la vitesse est due a la faible
efficacité de la diffusion pour transporter loin du corps la quantité de mou-

vement communiquée au fluide par les forces de frottement visqueux. Nous
pouvons retrouver cette variation en — par un raisonnement physique simple.
r

Supposons que la vitesse décroisse en r~* loin de la sphere ; le flux de quantité
de mouvement associé a la diffusion s’exprime par des gradients des compo-
santes de vitesse et varie en r~—®~!. L’intégrale de ce flux sur une spheére de
rayon r varie en r**! et doit étre une composante indépendante de r, de
I'ordre de la force de frottement totale sur tout le corps. On retrouve bien

a = 1, correspondant a un champ de vitesse en —.

,
Pour une sphére immobile dans un écoulement de vitesse U loin de la sphere,
la vitesse V du fluide s’obtient en retranchant de la vitesse U, la vitese donnée
par les équations :

3R R?
Vr—(Ucosgo)—ur—Ucoap(l—%+w> (6.17)
. . 3R R?
Vo, = (=Usiny) —u, = —Usmgo(l—l—llr—i—M) (6.18)

Dans ce référentiel ou la sphére est au repos, les lignes de courant retournent
beaucoup plus a une configuration de vitesse uniforme lorsqu’on s’éloigne de
la sphére que pour un écoulement potentiel, on peut le voir sur la FIG 6.1.
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6.4 Forces exercées par un écoulement vis-
queux

6.4.1 Argument dimensionnel

On a les forces suivantes : U
— Contraintes de viscosité : ndu de dimension 7 qu correspond a une

force de la contrainte multiplié par L? donc en nUL,

— Forces de pression : on a grad P = nAu et donc P x % comme la

contrainte ce qui nous apporte rien dimensionnellement.

Pour rendre compte des grands nombres de Reynolds aussi on définit un
coefficient de trainée (ol la pression est en pU?) :
nwUL  n/p v 1

= == =_ 1
pU2L? UL UL Re (6.19)

6.4.2 Force de Stokes

On étudie la force sur une sphere. La contrainte s’écrit :

dF
%:3}®n:?®er:awer—i—awe@—i—aweg
Oron a:
3nU cos
O = =D+ 200Uy |,_p = _20 14
U 3nsinp
Orp = 7)( qur—i-@,u@—w) r:R:§ I
Orp = 0
Done - dF  3qU 37U
5= —5%((:05@ e, —sinpe,) = —5%

Et donc pour avoir la force il suffit juste de multiplier par la surface car il
n’y a pas de dépendance en # ou en ¢ donc l'intégrale est triviale donc :

3nU
F=4nR?|-Z"=
WR( 2R>

Et on trouve la force de Stokes :

'F = —6mRU | (6.20)

Si on fait chuter une sphere quand un tube de largueur 10R alors la force de
trainée augmente de 20% par rapport a celle des parois a l'infini.
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Chapitre 7

Couche limite

7.1 Introduction

La notion de couche limite laminaire intervient lorsqu’on étudie les écoule-
ments laminaires a grand nombre de Reynolds autour d’un solide. Loin du
corps, et tant que I’écoulement incident n’est pas turbulent, les termes de
forces de viscosité de I’équation du mouvement sont négligeables, et ’écou-
lement a pratiquement le profil qui correspond a celui d’un fluide parfait. Le
raccordement entre la solution d’écoulement de fluide parfait et la condition
de vitesse nulle sur les parois solides se fait sur une zone appelé couche li-
mite, d’épaisseur d’autant plus faible que le nombre de Reynolds est grand.
Dans cette région, les termes de viscosité et de convection sont a prendre en
compte simultanément. On peut voir I'exemple d’un tel écoulement sur la
Fic 7.1. Ce chapitre est donc un complément nécessaire a 1’étude du fluide
parfait en écoulement potentiel. On construira cette couche limite sous cer-
taines approximations. On effectuera également quelques exemples simples.
Enfin on verra quels conditions font sortir de ce modele. La voracité générée
pres des parois est ensuite entrainée dans un sillage en aval.

7.2 L’approximation de la couche limite

On fait les approximations suivantes pour trouver le cas la F1c 7.2 :

1. Tout d’abord on se place a 2 dimensions qui est un peu restrictif dans
la pratique mais n’enléve rien a la physique du probleme,

2. On se place dans le régime stationnaire,

3. On s’intéresse a la couche limite sur une paroi plane ou au moins sur
une paroi ou le rayon de courbure est grand devant 1'épaisseur de la
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FIGURE 7.1 — Couche limite et sillage laminaires le long d’un profil d’aile
placé sous incidence nulle dans un écoulement uniforme.

couche limite,

4. On suppose que on a résolu le probleme en dehors de la couche limite
et que celle-ce est donné par :

w(z,y) &  P(z,y)

5. On a vu que :

\J
LY
\
\
\
z ]
: \
B

\J
ol
-

o
=

FIGURE 7.2 — Développement d’une couche limite le long d’une plaque plane
semi-finie, d’aréte perpendiculaire en O au plan de la figure, et placée dans
un écoulement uniforme de vitesse U. Les gradients de vitesse générés pérs
de la paroi, par suite de la condition de vitesse nulle sur la surface, diffusent
perpendiculairement a la plaque, en méme temps qu’ils sont entrainés par
I’écoulement. Notons qu’ici nous avons dilaté fortement l’échelle suivant Oy.
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On pose donc :

5<<1

€= —

L

Et on développe les grandeurs en puissance de € :
u=u’~+eu' +u+ -
v=1"+ev! + €02+ -

_ 0 1, .22

p=p +ep +ep+---

De plus au niveau des dérivées spatiales on a :
1
Oy = =0y Op = Oy
€
L’incompressibilité s’écrit :

1
Dptt 4+ v = 0 = O (u” + eu') + an/(vo + ev')

< 1
A l'ordre — on a :
€
9,0 =0 = 0" = k(z)

Oreny=0onav’z,0)=0=k(z). Donc :
v’ =0

A Tordre 0 on a :

@Bxuo —+ 8y/v1 = O‘

Pour I’équation de Navier-Stokes selon e, on a :
1 2 2
uOpu +voyu = —=0,p + Vo, u + v, u
p

Or on sait que :
v 2 2 2
— =c¢ v=UlLe V=¢€vV
UL
Donc pour Navier-Stokes on a :

1
(u® + eu)0y (u + eut) + evlgay/(uo + eul)

1 1
— —;&E, (p° + ep') + V202, (u° + eut) +l/’626—28§,y,(u0 + eu')

=0
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N

A Tordre O :

1
w00’ + v 0yu’ = —=0,p° + V'@Z,y,uo
p

Maintenant si on écrit Navier-Stokes selon e, alors :

1
U0 + v0yv = —=0yp + V05,0 +v0; v
p N
=0
Ce qui donne :

1 11 1
(u® + eu)Opev' + evlgﬁy/vl = —;an/ (p° + ept) + 1/626—205,?/6@1

1
Et donne a l'ordre — :
€

0y/p0 = 0

On trouve les équations de Prandtl (1905) on omettant les indices car on
garde que les termes dominants pour chaque parameétre (u°, v!, p°) :

Opu+ 0yv =0
1

Uyt + v0yu = ——yp + 105 u (7.1)
p

Oyp =10

En dehors de la couche limite, les effets de viscosité sont négligeables et on
peut appliquer I'équation de Bernoulli comme pour un fluide parfait : avec

po(z) = per(w)
Lo
Po + 5:0%(1') = cte

Soit : 5 Duy(2)
Po Uo\T)
o + pug(x) e 0
Et donc si on combine avec le seconde équation de Prandtl on a :
ou  Ou Oup(z)  O%*u
Uz + Ua—y = ug(x) Ee + V@yQ

Ainsi on a plus qu’un systéme de 2 équations a 2 inconnues (u,v) :

Oyu+ 0yv =0
ou  Ou Oup(z) = O%u (7.2)
ug ~|—vay = up(x) e +1/ay2
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'y

e

O(x,)

0 >

FIGURE 7.3 — Géométrie pour [’étude de la couche limite le long d’une plaque
plane placée dans un écoulement de vitesse U(x) paralléle a la plaque. 6(xg)
représente l’ordre de grandeur de [’épaisseur locale de la couche limite en un
point d’abscisse xo en aval de ['aréte de la plaque.

7.3 Cas d’une plaque plane

On a le systeme représenté sur la FI1G 7.3 et on a les équations qui deviennent :

U():U
dug

dx

Opu + 0yv =0
ou  Ou Oug(x) 0*u

s + va—y = up(x) o + V6y2

Or ceci n’est pas suffisant pour résoudre ce systéeme on va utiliser la propriété

d’auto-similarité.

7.3.1 Auto-similarité

On a ici comme parametre : u, U, x,y, L,§ et donc par application du théo-

réme 7 :
u:f<x y>
U L’
Orona:
Lv
0=/ —
U

On veut faire disparaitre L car ce n’est pas un parametre pertinent de notre
probléme et on construit une grandeur qui ne dépend pas de L :

Uy y/o
v\ ez
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On pose :
- y/6 oy 1
VoL Lv |*
U L
U
= - 7.3

E=y\- (7.3)

7.3.2 Profil de Blasius

On est en deux dimensions donc 'utilisation de la fonction de courant est
intéressant © = 9, V. Or ¥ dépend de £ qui dépend de y donc :

U
u =0,V =0 VO ,§ = \/;85\11 =Uf(&)

Donc on a :

0V =VUvzx f(§)

Et ainsi :

() =vUvz g(§)  4()=f() (7.4)

De plus pour la seconde composante on a :
v=—0,V =—-0,(VUrzx g(§))

Oron a:

Donc :

v o= —;\/mg(ﬁ) — VUvzx 0cg 0,€

x
1 |Uv 1 U ,
= —5\/?9(5)‘?531\/%\/[]”%9
1 [Uv [,
= S5\ —g+y 7:1:9(5)
=£

1 [Uv ,
= 2\/?(—9+§9)
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On a donc I’équation :

1 /U
Uglax(g’)+§\/fo(—g%—f‘g’)ay(g’) = V@jy(g’) avec dy(8,9") = 9, (
1 U 1 /U U U
!N _ - o - A / ! . _ n
Ud'g ( Qy\/mg>+2 (=9 +&d)g ( m) 9
En simplifiant tout on a :
99" +2¢" =0 (7.5)

L’indépendance de cette équation par rapport a x et y justifie 'hypothese
d’auto-similarité et le fait que le parametre pertinent est &.

De plus on a les conditions aux limites :
uy=0)=v(y=0)=0 uly=o00)=U

Qui peuvent se traduire par :

Ux/v

©95 x10*
e 3.0 x 10°
x 1.1 x 10°

00 1 2 3 4 5 6 7
E:y/(vx/U)'UZ

FIGURE 7.4 — Tracé expérimental de g’ en fonction de & pour différents
nombres de Reynolds. On obtient alors un profil de courbe qui est la méme
quelque soit le nombre de Reynolds. On peut alors interpoler ce nuage de
points.
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Un tracé expérimental a été effectué sur la F1G 7.4 et on trouve les limites
asymptotiques :

. B 2 : _
lim 9(§) = 0,166¢ Jim 9(§) =§—1,72

7.3.3 Force de trainée

On peut alors calculer la contrainte :

/ / U 1 U3
0oy = 0yl =10, (Ug)) = n0e(Ug)d,€ = my| —Ug"(0) = 0,332 1=

On peut calculer la force par unité de largeur sur une longueur L :

F L L
7 :/0 axydx:O,BBQ\/npUi”/o V2 dx

~—_———
=2v'L

Donc :

F
= —0,6644/npU3L 7.6
z , np (7.6)

On peut avoir un facteur 2 si on considere qu’il y a une force de chaque coté
de la plaque. De plus si on prend la force dimensionnée alors :

F/l | npU°L v 1
pU?L ~ \ p2U*L2 ~ VUL~ /Re

7.3.4 Déficit de débit

On définit une épaisseur de déplacement qui correspond au défit de débit que
I’'on a a cause de la plaque :

* 1 o
o _E/o (U —u)dy

Ceci représente 'épaisseur de fluide qu’il faudrait enlever pour réduire le

débit

5 =\ [T g = e - 9l =56 - (6 - 1.72)

Donc :
5 = 1,72,/% 1,720 (7.7)
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De méme on peut définir une épaisseur de quantité de mouvement qui cor-
respond au déficit du flux de quantité de mouvement :

5 = flux de quantité de mouvement en amont - flux a la distance x
= i

Soit :

© uw(U — u)
R
0 U? Y

Et on trouve :
() = 0,66 6

De plus on a :

Et donc le déficit de débit s’écrit 0*U = 1,72V vxU et donc plus on on a des
x grands plus le débit est réduit.

7.4 Au-dela du modele de Prandtl

7.4.1 Décollement et influence sur la trainée

On parle de décollement de la couche limite lorsqu’on est a trop grand Rey-
nolds et que des tourbillons se forme en aval d’un point de décollement qui
est caractériser par un changement de signe de d,u, on donne des exemples
sur la F1a 7.5.

Sur une sphere. Sur une plaque inclinée.

FIGURE 7.5 — Fxemple de décollement de la couche limite.
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Supposons que la vitesse de I’écoulement potentiel extérieur U(z) décroisse
avec la distance x en aval de 'aréte de la paroi, comme, par exemple, dans
le cas d'un écoulement divergeant. En dehors de la couche limite, la pression
P(x) augmente avec la distance, car le gradient de pression 0P/0x dans cette
direction vérifie Bernoulli :

oP ou
Par ailleurs, comme, d’apres le fait que 0P/ dy = 0 les variations de pression
dans la direction transverse sont négligeables, en retrouve le méme gradient
de pression longitudinal a 'intérieur de la couche limite. Ainsi dans les zones
de faible vitesse pres de la paroi, la dynamique des éléments de fluide résulte
de deux influences opposées : d’une part, le gradient de pression 9P/0x positif
freine leur déplacement et, d’autre part, 'apport de quantité de mouvement
par diffusion visqueuse a partir des zones de plus grande vitesse les accélere.
Si le gradient de vitesse OU/Ox est suffisamment grand en valeur absolue,
on aura donc renversement local du sens de I’écoulement pres de la paroi.
Ce phénomene est appelé décollement des couches limites. Dans le as opposé
d'un gradient de vitesse positif vers l'aval, le gradient de pression 0P/0x
correspondant est négatif; le fluide proche de la paroi est accéléré et la couche
limite s’amincit.
On peut prendre comme exemple le cylindre :

vp(r = R) = —2U sin 6

D’apres Bernoulli on a :

2

v
P+p =P+ pU?

pU? vh
P=(P+5-)-p2
(o 75) =25

Le maximum de la vitesse vy correspond au minimum de pression P en m/2.
Donc le décollement a lieu en 7/2 donc au sommet du cylindre. On peut voir
la distribution de pression sur la F1G 7.6 ainsi que celle de la force de trainée
qui existe grace a la couche limite sur la F1Gg 7.7.

Si on a un écoulement potentiel on a pas de force de trainée sauf qu’il
faut ajouter la couche limite mais une force de trainée en U%?2. Siil y a
décollement de la couche limite alors la force est en U? donc dominante. Le
profilage d’un objet permet d’empécher le décollement de la couche limite.
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2

-3

FIGURE 7.6 — Distribution de pression sur un cylindre pour un nombre de
Reynolds de 1.9 x 10°.

102 . T T
S

10

1 1
10! 1 10 10? 10° 10% 10° 10° 107

FIGURE 7.7 — Tracé de la force de trainée Cp en fonction du nombre de
Reynolds.

GG,

Cx

10 g=20° o)

FIGURE 7.8 — A gauche, une vue schématique de ’écoulement autour d’une
aile, et des forces de portance et de trainée. a et f sont les bords d’attaque et
de fuite. A droite, la variation des coefficients de portance C, et de trainée
C. en fonction de l'angle d’incidence o.
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7.4.2 Couche limite turbulente

On peut définir dans la couche limite un nombre de Reynolds :

)
Regy = 202U 7o _ VT _ Re
v vV U v

Si la couche limite est turbulente alors il y a plus de dissipation et 0, P > 0.
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Chapitre 8

Ecoulements en milieux statifiés

8.1 (Généralités et ordres de grandeurs

8.1.1 Milieu stratifiés

On parle de milieu stratifié lorsqu’il existe un gradient de densité verticale
d.p. Ici on se placera dans une stratification stable c’est a dire que d,p < 0
comme ¢a, grace a la gravité, le systeme est stable.

8.1.2 Nombre de Froude interne

Si on écrit le bilan un nouveau terme s’ajoute dans I’équation de Navier-
Stokes :
pDyu = —grad P + dpg

Le terme supplémentaire s’appelle la flottabilité ou buoyancy.
On va utiliser la vorticité :

p(u.grad w — w.grad u) =rot(dpg) = grad p® g

On a alors :
wy = 0,u — Oyw

On a deux échelles de longeur caractéristique et aussi de vitesse et alors :

u w
Wy = — — —

H L
Mais on néglige le deuxiéme terme car on a H < L et W < U.
De plus on a w.grad u = 0 et u.grad w = wd,w, — wo,w, qui ont respecti-
pU?  pWU?  pU?

H S H LH

vement pour ordre de grandeur
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Le terme de flottabilité s’écrit :

Ozp 0

x 1)

0 @|0 =gdp~LL
L

azp g

Pour comparer les deux on définit le nombre de Froude :

U2
g2 PLH _ U
g@ g0pH  glo.p|LH
L
Donc :
pU?

) O — 8.1

NI &.1)
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Annexe A

Formulaire mathématique

A.1 Théoreme de Green-Ostrogradski

Soit F un champ vectoriel dans R3. On considére un volume V de frontiere
OV . Enfin on prend dS le vecteur normal a la surface, dirigé vers ’extérieur et
de longueur égale a I’élément de surface qu’il représente. Alors on a 'égalité
suivante :

/V div(F)dV = | F.ds (A1)

A.2 Théoréme de Stokes

Soit F un champ vectoriel dans R3. On considére une surface S de frontiere
fermée C'. Enfin on prend dS le vecteur normal a la surface, dirigé vers
I'extérieur et de longueur égale a 1’élément de surface qu’il représente et dl
un élément de longueur sur le contour C'. Alors on a I’égalité suivante :

/CF.dl:/S(rot F).dS (A.2)

A.3 Analyse vectorielle en coordonnées cy-

lindriques
Cof  10f of
grad f =5 w & 5t 5

. 10(rA) 104 0A,
divA= =5 =+ 2+ 5
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(104, 94, A,  0A, 1 (0(rAg) 0A,
mtA_<r a6 az> r+<82_87")u9+r< ar _ae))“z

19 [ of\ 18°f 0°f
Af:rar(%r)*rzaeﬁazz
PAT L PAT AT 19AT 204 AT
or? + r2 902 + 022 + ror 1200 2 wr
PPAY 1 PAY A 1947 2947 A
o2 "o T a2 Trar e 1
(amz | 9247 PA? 18AZ>

AA =

Up

a2 Treae T o2 tiar

A.4 Analyse vectorielle en coordonnées sphé-
riques

_af 18f 1 Jf
grad f = U 890 s04_7°sin<p8€ue

div A = —

1 0(r?A,) N 1 O(sinpA,) 1 04

r2  Or rsin @ Op rsing 00
1 [O(sinpdAy) 0A, 1 04, 10(rAy)
rot A = sin < Op 00 ) (T sinp 00 r o or e
+1 d(rd,) 04, u
r or Oy ?

,Of 1 9 (. of 1 9%
Af = 7‘2 or ( 37“) * 2 sin ¢ O (Sm @8()0> + r2sin? ¢ 062

_ (19%(rAy) 1 924, 1 824, cot<p A, 2 0A, 2 949  2A,  2coty
AA = (r 87“ +r2 850 +r2¢gp 002 + W_ﬁw_ﬂsinapw_?_ r2 Aﬂo) Ur
1 1 924, 1 %A, cot p A, 2 cotp OAg 2 JA, Ap
(; 87’2 r2 0p? + r2sin p 002 r2 dp  r2sing 90 + r2 dp  rZsin? go) Uy
1 TAe 1 0%4y 1 9%A cot ¢ 8Ag 2 9A, 2 cotp 0A, Ag
(7" Or2 r2 Op? + r2sin? o 062 + 72 + r2sinp 06 r2sing 00  r2sin? tp) U

A.5 Relations vectorielles utiles
rot(grad) =

div(rot) =0
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A = div(grad)

rot(rot) = grad(div) — A

AA=(AA)u, + (AA)u, + (AA,)u,

grad(fg) = f.grad(g) + g.grad(f)

grad(A.B) = (A.grad)B+ A @ rot B + (B.grad)A + B®rot A
div(A ® B) = —A.rot B+ B.rot A

rot(A ® B) = A.div(B) — (A.grad)B — B.div(A) + (B.grad)A
div(p.V) = p.div(V) + grad(p).V

rot(p.V) = p.rot V +grad(p) @ V

A(fg) = f.Ag + 2grad(f).grad(g) +g.Af
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Annexe B

Dynamique d’un fluide dans les
coordonnées cylindriques et
sphériques

B.1 Coordonnées cylindriques

B.1.1 Notations (r,0, )

F1GURE B.1 — Représentation des notations en coordonnées cylindriques.
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B.1.2 Tenseur des contraintes

o ——p+2n8ur Org =1) 1w 8ua_va>
" or " r 00 or r
S Oy S Oou,  Ou,
ox or ox
10uy u, Oug  10u,
“99—‘p+2”<rae+r> 0 =M\ Ty ae)

B.1.3 Equation de conservation de la masse pour un

fluide incompressible

19(ru,) 10ug v,

v or Trop Tor Y
B.1.4 Equation de Navier-Stokes
ou, u@ur+%8ur+08ur_v73
P ot " or r 00 * Ox r
_ _8j+ 0%u, i@Qur 0%u, 10u, 2 0us u, L of
- or 1 or?2  r? 002 ox?2 r or r?200 r2 Plr
Oug Oug g Ouyg Oug  v,Vp
p(at T T e T Ty
__18£+ 0%uy i@%g 02u9+38ua 20u,  ug ot
o n or?2  r?2 002 ox?2 r or r?2 00 r2 Ple
Ou, Ou, n ug Ouy N Ou,
P\lat " " or T a0 T o
. or N 9%u, N l@%x 0%u, 10u, ot
- Ox g or? r2 062 ox? r Or Pl
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B.2 Coordonnées sphériques

B.2.1 Notations (r,¢,0)

FIGURE B.2 — Représentation des notations en coordonnées sphériques.

B.2.2 Tenseur des contraintes

49 ou, 1 0u, N Ou, Uy
Oprr = — Orp = - A T
b or v =G Op or r
1 Oup wu. w,cothep 1 Ou 10uy  wycothop
— _ 2 v -r p — 12 - .
000 pt n(rsingp 00 + r + ) Te0 =1 rsing 00 1 Op r
i 1 Ouy, n Uy Oug n 1 Ou,
Opp = — -4 — Ogr = , - —
e psn Op r or =11 or  rsing 00 r

B.2.3 Equation de conservation de la masse pour un
fluide incomressible

1 9(r?v,) N 1 O(sinpuy,) N 1 Oug 0
r2  Or rsing Oy rsing 00

88



ENS DE LYON

MECANIQUE DES FLUIDES - M1

ENS pE LyonN
B.2.4 Equation de Navier-Stokes
p ou, N ur@ur %8% N 1%9 ou, B Ui, + uj _
ot or r dp  rsing 00 r
oP N 10%(ru,) N 1 0%u, 1 0%u, cothydu,
ar T\ o r2 0p?  r2sin?p 002 2 Oy
20 2 0 2u,  2coth
_20u, ' ug  2u,  2co ¢u¢ v of,
r2 dp  r?sing 00 r2 r2
) du,, o du,, N uy, uy, ug  Ouy, L Wl u? coth ¢ _
ot " or r Jp  rsing 00 r r
10P N 102(ruy,) N 1 0%u, 1 %u,  cothydu,
r Op r o Or? r2 Op?  r2sin?¢ 062 r2  Jp
2cosp Jug 2 Ou, U
r2sin?p 00 1?2 Op  r?sinop el
p Oug N Ouy N &&m ug  Ouyg N Uy Ug N U, coth ¢ _
ot " or r Op  rsing 00 r r
1 (9£ N 182(7%9) i82u@ 1 0%y cothyOuy
rsing 06 r o Or? r2 9p?  r?sin?p 062 2 Jy

n 2 8uT+ 2cosp Ouy, Ug 4 of
r2sinp 00  r2sin¢ 00  r?sin?op ple

89



ENS DE LYON

Annexe C

Résultats utiles

C.1 Potentiels des vitesses et fonctions de cou-
rant d’écoulements plans

Type d’écoulement

Potentiel des vitesses

Fonction de courant

scoulement uniforme & deux dimensions

&¢=Uz

V=Uy
= 2
écoulement uniforme A trois dimensions i =Tr% Or= _pr_
de vitesse U (coordonnées cylindriques) 2
.1:_--_-11}12111911t 'nnif()nn{-! A trois dim‘nnrsimis ®=Urcose W= -l{— r? sin?
de vitesse U (coordonnées sphériques) 2
Tl ré I’ r
rourbillon (coordonnées cylindriques) ¢ = B ¥ =- '_,TI' S
: Q@ T Q
source ponctuelle 2D (coordonnées cylindriques) b= [y Log - ¥ = gﬂ
- q) ey Q ql p— -~
source ponctuelle 3D (coordonnées sphériques) Tns it COS ¢
s p-r __ ., p sinf
dipole de courant 2D (coordonnées cylindrigues) ¢ =- oy U= +§; =
. 2
) p-r _ psin“p
dipole de courant 3D (coordonnées sphériques) ¢ = T e anr

écoulement autour d'un cylindre circulaire

2
$=Urcos@ (1 ES ﬁ;)
=

v

2
= —Ursinf (l - R—E)
T

m

éconlement autour d'une sphére (coordonnées sphériques)

= Rr?
=0 rrosg(l+2?)

T B .
v = 4 (r' - —) sin? o
2 T

diédre d'angle a =

m + 1

& =Cr™t cos(m +1)0

¥ = Cr™*sin(m+1)0
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C.2 Relation fonction de courant - compo-
santes des vitesses

Ecoulement & deux dimensions — oW —— o

. g o= v — T ;
(coordonnées cartésiennes) oy ¥ Ox
Ecoulement a deux dimensions | OV aw

2 i Ve = —— Vg = —
(coordonnées polaires) r Of Or
Ecoulement de révolution . L oW G o 1 Ow

Z a " | o Ry T " Rl T
(coordonnées cylindriques) r dz r Or
Ecoulement de révolution s T L 1 ov

. g N e T U Y T T
(coordonnées sphériques) r?sing dp r rsing Jdr

|

C.3 Relation potentiel des vitesses - compo-
santes des vitesses

Ces relations sont simplement les expressions en coordonnées cartésiennes,
polaires, cylindriques et sphériques de la relation générale v = grad .

Ecoulement & deux dimensions | =~ _ o® K o
- P LT i =
(coordonnées cartésiennes) dx Y Oy
FEcoulement & deux dimensions | P | 199
G : Uy . m— Vg = —
(coordonnées polaires) r r df
Ecoulement & trois dimensions |, _ ad B AP e o
2 g s T = - g gy
(coordonnées cartésiennes) ox T Oy Jz
Ecoulement a trois dimensions oP 1 JP oP
i i : Up =2 | W@ = — 57 Uy — T
(coordonnées cylindriques) dr r Jf dx
Ecoulement a trois dimensions |~ _ dP s 1 0P 5 1 0%
g s o S = — | g = e
(coordonnées sphériques) ar | ¥ rop T sing J0
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