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Rappels de géométrie différentielle
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Rappels de géométrie différentielle

Définition

Surface réguliere S C R3

Vp e S, il existe un voisinage V de p dans R3, un ouvert U C R?
et une fonction X : U — V N S tels que :

Julien Allasia Théoreéme de Gauss-Bonnet



Rappels de géométrie différentielle

Définition

Surface réguliere S C R3

Vp e S, il existe un voisinage V de p dans R3, un ouvert U C R?
et une fonction X : U — V N S tels que :

@ X est C°°.

Julien Allasia Théoreéme de Gauss-Bonnet



Rappels de géométrie différentielle

Définition

Surface réguliere S C R3

Vp e S, il existe un voisinage V de p dans R3, un ouvert U C R?
et une fonction X : U — V N S tels que :

@ X est C°°.

@ X est un homéomorphisme.
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Rappels de géométrie différentielle

Définition

Surface réguliere S C R3

Vp e S, il existe un voisinage V de p dans R3, un ouvert U C R?
et une fonction X : U — V N S tels que :

Q X est C*™.
@ X est un homéomorphisme.
© Pour tout g € U, dX, : R? — R3 est injective.
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Rappels de géométrie différentielle

Orientation d'une surface

@ S est dite orientable s'il existe une application continue
N:S —R3quiape S associe un vecteur normal unitaire.
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Rappels de géométrie différentielle

Orientation d'une surface

@ S est dite orientable s'il existe une application continue
N:S —R3quiape S associe un vecteur normal unitaire.

@ Dans ce cas, N est C°°.
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Rappels de géométrie différentielle

Formes quadratiques fondamentales

@ Premiere forme fondamentale :

I,:| T, — R
wo— (w,w) = [|w]]?
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Rappels de géométrie différentielle

Formes quadratiques fondamentales

@ Premiere forme fondamentale :

I:|T,S — R
wo— (w,w) = ||w|?
@ Seconde forme fondamentale :

I,:| 7,5 — R
w —  —(dNp(w), w)
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Rappels de géométrie différentielle

Expressions dans la base (X, X,)

° IP(W):EW12+2FW1W2—|—GW22, ou :

<XU’XU>a
(Xu, X)),
(Xv, Xy).

E
F
G
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Rappels de géométrie différentielle

Expressions dans la base (X, X,)

° IP(W):EW12+2FW1W2—|—GW22, ou :

<XU’XU>a
(Xu, X)),
(Xv, Xy).

E
F
G

o Il (w) =ew? +2f wywa + g w3, ol :

e = <N7qu>7
f= <N7Xuv>a
g = (N,Xu).
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Rappels de géométrie différentielle

Courbure de Gauss

Théoreme
I existe une base orthonormée (e, e2) de T,S et ky > ko tels que :
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Rappels de géométrie différentielle

Courbure de Gauss

Théoreme

I existe une base orthonormée (e, e2) de T,S et ky > ko tels que :
o dNy(e1) = —kye,
o dNy(e) = —koey,
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Rappels de géométrie différentielle

Courbure de Gauss

Théoreme

I existe une base orthonormée (e, e2) de T,S et ky > ko tels que :
("] de(el) = —k1e1,
("] de(ez) = —k2€2,

o Vw e T,S, ||w|| =1= ko <IIp(w) < k.
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Rappels de géométrie différentielle

Courbure de Gauss

Théoreme

I existe une base orthonormée (e, e2) de T,S et ky > ko tels que :
o de(el) = —klel,

] de(ez) = —k2€2,
o Vw e T,S, ||w|| =1= ko <IIp(w) < k.

Définition

La courbure de Gauss de S en p est :

K = det(dN,) = kiko.
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Courbure de Gauss

Point elliptique : K >0

Théoréme de Gauss-Bonnet
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Rappels de géométrie différentielle

Courbure de Gauss

Point hyperbolique : K <0
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Rappels de géométrie différentielle

Courbure de Gauss

Point parabolique : K =0 et dN, # 0
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Point planaire : dN, =0
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Rappels de géométrie différentielle

Courbure de Gauss

Formule d'intérét pratique

T EG-F%
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Rappels de géométrie différentielle

Courbure de Gauss

Formule d'intérét pratique

_ eg— 12
- EG-F?%

K

Formule d’intérét théorique

Dans lecas F =0 :

e ) ()
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Rappels de géométrie différentielle

Courbure de Gauss

Formule d'intérét pratique

_ eg— 12
- EG-F?%

K

Formule d’intérét théorique

Dans lecas F =0 :

e ) ()

@ Theorema egregium
@ Preuve du théoreme de Gauss-Bonnet

@ Applications du théoréeme de Gauss-Bonnet
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Rappels de géométrie différentielle

Courbure géodésique

Courbe paramétrée par longueur d’'arc: a: [ — S
Composante tangentielle de I'accélération :

a'7(s) = kg(s) (N(a(s)) A (s))
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Rappels de géométrie différentielle

Courbure géodésique

Courbe paramétrée par longueur d’'arc: a: [ — S
Composante tangentielle de I'accélération :

a'7(s) = kg(s) (N(a(s)) A (s))

Définition

kg est appelée courbure géodésique de a.

Proposition

« est une géodésique <= kgz = 0.
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Cadre de travail
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques

Théoreme de Gauss-Bonnet

e Rappels de géométrie différentielle

© Théoreme de Gauss-Bonnet
@ Cadre de travail

© Applications
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Cadre de travail
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques
Théoreme de Gauss-Bonnet

Courbes fermées simples régulieres par morceaux

e Sommets de « : a(tp), ..., a(tk)

@ Angles aux sommets : 6; € [—, 7]

Julien Allasia Théoréme de Gauss-Bonnet



Cadre de travail
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques
Théoreme de Gauss-Bonnet

Courbes fermées simples régulieres par morceaux

Courbe positivement orientée :
dans la base orthogonale directe (o, h), h pointe vers R.

Julien Allasia Théoréme de Gauss-Bonnet



Cadre de travail
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques
Théoreme de Gauss-Bonnet

Régions

@ Région de S : ouvert connexe borné U sa frontiere.
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Cadre de travail
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques
Théoreme de Gauss-Bonnet

Régions

@ Région de S : ouvert connexe borné U sa frontiere.
o Région simple :

@ R homéomorphe au disque

e OR = courbe fermée simple réguliére par morceaux
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Cadre de travail
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques
Théoreme de Gauss-Bonnet

Régions

@ Région de S : ouvert connexe borné U sa frontiere.
o Région simple :
@ R homéomorphe au disque
e OR = courbe fermée simple réguliére par morceaux
o Région réguliére :
e R compacte
e OR = union finie de courbes fermées simples régulieres par
morceaux qui ne s'intersectent pas

ﬁ90 =-7
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Cadre de travail
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques

Théoreme de Gauss-Bonnet

e Rappels de géométrie différentielle

© Théoreme de Gauss-Bonnet

@ Préliminaires topologiques

© Applications
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Cadre de tr
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques
Théoreme de Gauss-Bonnet

Triangulation d'une région réguliere

@ Triangle : sous-région simple de R a 3 sommets
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Cadre de travail
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques
Théoreme de Gauss-Bonnet

Triangulation d'une région réguliere

@ Triangle : sous-région simple de R a 3 sommets
@ Triangulation de R : Ty, ..., T, avec :
e R=UT;
o T;NT; # () = sommet commun ou aréte commune

Julien Allasia Théoreme de Gauss-Bonnet



Cadre de travail
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques
Théoreme de Gauss-Bonnet

Triangulation d'une région réguliere

@ Triangle : sous-région simple de R a 3 sommets
@ Triangulation de R : Ty, ..., T, avec :
e R=UT;
o T;NT; # () = sommet commun ou aréte commune
@ E = nombre d'arétes
@ F = nombre de triangles

@ V = nombre de sommets
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Cadre de travail
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques
Théoreme de Gauss-Bonnet

Triangulation d'une région réguliere

@ Triangle : sous-région simple de R a 3 sommets
@ Triangulation de R : Ty, ..., T, avec :
e R=UT;
o T;NT; # () = sommet commun ou aréte commune

@ £ = nombre d'arétes
@ F = nombre de triangles

@ V = nombre de sommets

Caractéristique d'Euler-Poincaré

x=F—-E+V
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Cadre de travail
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques
Théoreme de Gauss-Bonnet

Triangulation d'une région réguliere

Triangle : sous-région simple de R a 3 sommets

Triangulation de R : Ty, ..., T, avec :
e R=UT;
o TiNT;# () = sommet commun ou aréte commune

E = nombre d'arétes

F = nombre de triangles

V' = nombre de sommets

Caractéristique d'Euler-Poincaré

x=F—-E+V

Théoreme

x ne dépend pas du choix de la triangulation.
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e Rappels de géométrie différentielle

© Théoreme de Gauss-Bonnet

@ Théoréme de Gauss-Bonnet

© Applications

Julien Allasia Théoreme de Gauss-Bonnet



Cadre de tr
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques

Théoréme de Gauss-Bonnet

Théoreme de Gauss-Bonnet

@ R une région réguliere de S
@ OR = U]_; C; orientées positivement

@ Angles aux sommets : g, ..., 0,
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Cadre de travail
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques

Théoréme de Gauss-Bonnet

Théoreme de Gauss-Bonnet

@ R une région réguliere de S

@ OR = U]_; C; orientées positivement

@ Angles aux sommets : g, ..., 0,
n P
Z/ kg(s)ds+// Kdo+ Y 6; =2r x(R).
i=17GC & i=0

ﬁ90 =-7
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Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques
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Idée de la preuve

@ Version locale
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Idée de la preuve

© Version locale
e Cadre : région simple assez petite

Julien Allasia Théoreme de Gauss-Bonnet



Cadre de travail
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques
Théoréme de Gauss-Bonnet

Idée de la preuve

@ Version locale

e Cadre : région simple assez petite
o Outils : calcul différentiel

Julien Allasia Théoreme de Gauss-Bonnet



Cadre de tr
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques
Théoréme de Gauss-Bonnet

Idée de la preuve

@ Version locale

e Cadre : région simple assez petite
o Outils : calcul différentiel

© Passage du local au global

Julien Allasia Théoreme de Gauss-Bonnet



Cadre de tr
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques
Théoréme de Gauss-Bonnet

Idée de la preuve

@ Version locale

e Cadre : région simple assez petite
o Outils : calcul différentiel

© Passage du local au global
o Cadre : région réguliere

Julien Allasia Théoréme de Gauss-Bonnet



Cadre de tr
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques
Théoréme de Gauss-Bonnet

Idée de la preuve

@ Version locale

e Cadre : région simple assez petite
o Outils : calcul différentiel

© Passage du local au global

o Cadre : région réguliere
e Méthode : triangulation assez fine
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Cadre de tr
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques
Théoréme de Gauss-Bonnet

Idée de la preuve

@ Version locale
e Cadre : région simple assez petite
o Outils : calcul différentiel

© Passage du local au global
o Cadre : région réguliere
e Méthode : triangulation assez fine
o Outils : topologiques
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Cadre de tr
Théoréme de Gauss-Bonnet Préliminaires topologiques
Théoréme de Gauss-Bonnet

Théoreme de Gauss-Bonnet pour les surfaces compactes

S : surface réguliere orientable compacte

//S K do = 27 x(S).
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Etude des surfaces compactes
Résultats sur les géodésiques

Applications

e Rappels de géométrie différentielle

© Théoreme de Gauss-Bonnet

© Applications
@ Etude des surfaces compactes
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Etude des surfaces compactes

. Résultats sur les géodésiques
Applications =

Théoreme de classification des surfaces compactes

/\ Surface compacte = réguliére orientable compacte connexe
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Etude des surfaces compactes

. Résultats sur les géodésiques
Applications o

Théoreme de classification des surfaces compactes

/\ Surface compacte = réguliére orientable compacte connexe

Théoreme

o S et S’ sont homéomorphes < x(S) = x(5').
o x(S) €{2,0,—2,—4,...}.
e x(S)=—2(g—1) = S est homéomorphe a un tore a g trous.
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Etude des surfaces compactes

. Résultats sur les géodésiques
Applications o

Théoreme de classification des surfaces compactes

/\ Surface compacte = réguliére orientable compacte connexe

Théoreme

o S et S’ sont homéomorphes < x(S) = x(5').
o x(S) €{2,0,—2,—4,...}.
e x(S)=—2(g—1) = S est homéomorphe a un tore a g trous.
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Etude des surfaces compactes

. Résultats sur les géodésiques
Applications o

Propriétés des surfaces compactes

© |l existe un point p € S tel que K(p) > 0.
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Etude des surfaces compactes

. Résultats sur les géodésiques
Applications o

Propriétés des surfaces compactes

© |l existe un point p € S tel que K(p) > 0.

@ Si K >0, alors S est homéomorphe a la sphere.

Julien Allasia Théoreme de Gauss-Bonnet



Etude des surfaces compactes
Résultats sur les géodésiques

Applications

Propriétés des surfaces compactes

© |l existe un point p € S tel que K(p) > 0.
@ Si K >0, alors S est homéomorphe a la sphere.

© Si S n'est pas homéomorphe a la sphére, il existe des points
ou K>0, K<0et K=0.
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Etude des surfaces compactes
Résultats sur les géodésiques

Applications

Propriétés des surfaces compactes

© |l existe un point p € S tel que K(p) > 0.
@ Si K >0, alors S est homéomorphe a la sphere.

© Si S n'est pas homéomorphe a la sphére, il existe des points
ou K>0, K<0et K=0.
1

@ Si K est constante, alors S est une sphére de rayon IR
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Etude des surfac >mpactes
Résultats sur les géodésiques

Applications

e Rappels de géométrie différentielle

© Théoreme de Gauss-Bonnet

© Applications

@ Résultats sur les géodésiques
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Etude des surfaces compactes

. Résultats sur les géodésiques
Applications esulta & q

Triangles géodésiques

Théoreme

T un triangle géodésique de S
Angles internes : ¢1, ¢2, @3
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Etude des surfaces compactes

. Résultats sur les géodésiques
Applications esulta & q

Triangles géodésiques

Théoreme
T un triangle géodésique de S
Angles internes : ¢1, ¢2, @3

¢1+¢2+¢3:7r+//TKda.
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Etude des surfaces compactes
Résultats sur les géodésiques

Applications

Une application non triviale

@ S homéomorphe a un cylindre
e K<O0

Alors S admet au plus une géodésique fermée simple.
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