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Second niveau d’aléa

1 Définitions
Premier niveau d’aléa
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Théorème ergodique
L’environnement du point de vue de la particule
Recherche d’une mesure invariante

4 Vitesses de convergence
Quantifier l’ergodicité
Vitesse de convergence pour le principle d’invariance 1D

Julien Allasia Marches aléatoires en environnements aléatoires
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Environnements

Environnement : ω ∈ (Ω,F ,P)

ω(x ,±ei ) ≥ 0 et
d∑

i=1

(ω(x , ei ) + ω(x ,−ei )) = 1.
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Marche aléatoire dans ω

B ω est maintenant fixé !

x ∈ Zd = point de départ de la marche aléatoire{
Px
ω(X0 = x) = 1

Px
ω(Xn+1 = y ± ei |Xn = y) = ω(y ,±ei ).

(Xn)n∈N est une châıne de Markov
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Idée du principe d’invariance

Etant donné un système stochastique évoluant dans un
environnement aléatoire, est-il possible de le décrire, après
changement d’échelle, par un système évoluant dans un
environnement déterministe ?
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Hypothèses de base

Translaté d’un environnement : θx0ω(x) = ω(x + x0)

Hypothèses sur P
Stationarité : ∀x0 ∈ Zd , ∀F ∈ F , P(θx0F ) = P(F )

Ergodicité : ∀F ∈ F , (∀x0 ∈ Zd , θx0F = F )⇒ P(F ) ∈ {0, 1}
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Hypothèses de base

Hypothèses sur les environnements (P-p.s.)

Equilibre : ω(x , ei ) = ω(x ,−ei )
Ellipticité : ω(x ,±ei ) > 0

Conséquences sur la marche aléatoire

Equilibre : (Xn)n∈N est une martingale

Ellipticité : (Xn)n∈N est une châıne de Markov irréductible
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Définitions
Principe d’invariance

Idées de la preuve
Vitesses de convergence

Idée
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Hypothèses additionnelles

1 Uniforme ellipticité : ω(x ,±ei ) ≥ α
2 Condition de moment avec p > d :

EP

[
d∏

i=1

ω(0, ei )
p/d

]
<∞

3 Condition de moment avec p = d

N.B. 1.⇒ 2.⇒ 3.
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Intermède 1 : Théorème de Donsker

(Xn)n∈N : marche aléatoire d’incréments i.i.d., centrés et de
variance finie σ2
∼
Xt : interpolation linéaire des (Xn)
B : mouvement brownien standard sur Rd

Théorème de Donsker  ∼
X nt

σ
√
n


t≥0

−⇀
n→∞

B
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Intermède 2 : Généralisation pour les martingales

V i
n =

n∑
j=1

E0
ω

[
(X i

j − X i
j−1)2 | Gj−1

]
TCL pour les martingales ∼

X nt√
Vn


t≥0

−⇀
n→∞

B
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Définitions
Principe d’invariance

Idées de la preuve
Vitesses de convergence

Idée
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Principe d’invariance pour les marches aléatoires en
environnements aléatoires

Théorème

Il existe b ∈ Rd tel que bi > 0 et
∑d

i=1 bi = 1, et

P-p.s.

 ∼X nt√
n


t≥0

−⇀
n→∞

Bb

Après changement d’échelle spatiale et temporelle, presque toutes
les marches aléatoires convergent vers un même mouvement

brownien avec une matrice de covariance déterministe.
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Ce qu’on sait :  ∼
X nt√
Vn


t≥0

−⇀
n→∞

B

Ce qu’on veut :

P-p.s.

 ∼X nt√
n


t≥0

−⇀
n→∞

Bb

Remarque : Vn = 2
∑n−1

j=0 ω(Xj)

Théorème ergodique

P-p.s.
1

n

n−1∑
j=0

ω(Xj)
P0
ω-p.s.−→ 1

2
b
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Changement de point de vue

Marche aléatoire à valeurs dans Ω :

ω̄n = θXnω

Soit g0 : ω 7−→ ω(0).

Reformulation du théorème ergodique

P-p.s.
1

n

n−1∑
j=0

g0(ω̄j)
P0
ω-p.s.−→ 1

2
b
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Objectif à atteindre

But : obtenir une mesure Q sur Ω telle que

Q est invariante et ergodique pour (ω̄n)n∈N

P� Q
... de sorte que

P-p.s.
1

n

n−1∑
j=0

g0(ω̄j)→
∫

Ω
g0 dQ
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Méthode 1 : périodiser

∆N : cube de largeur N

ωN : environnement tronqué à ∆N et périodisé

(XN
n )n∈N : marche aléatoire dans ωN

(X̂N
n )n∈N : marche aléatoire ramenée dans ∆N

(X̂N
n )n∈N admet une mesure invariante µN
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Méthode 1 : périodiser

ΦN : densité de µN par rapport à U(∆N)

QN =
∑

x∈∆N
ΦN δθxωN

(ω̄N
n ) = (θX

N
n ωN) : environnement périodique du point de vue

de la particule

QN est invariante pour (ω̄N
n )n∈N
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Méthode 2 : temps de sortie

T = inf{j ≥ 0, Xj /∈ ∆N}

QN =
1

E0
ω[T ]

E0
ω

T−1∑
j=0

δ
θ
Xjω


B QN n’est a priori pas invariante pour (ω̄n)n∈N
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Construction de Q

Arguments de compacité

A extraction près, QN−⇀ Q

Etapes de la preuve :

Q� P ⇒ étape difficile

Invariance de Q
P� Q
Ergodicité de Q
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Q� P

Générateur de la châıne de Markov :

Lωf (x) =
d∑

i=1

ω(x , ei ) [f (x + ei ) + f (x − ei )− 2 f (x)]

L’unique solution de

{
Lωf = −g dans ∆N

f = 0 sur ∂∆N
est

f (x) = Ex
ω

T−1∑
j=0

g(Xj)


avec T = inf{j ≥ 0, Xj ∈ ∂∆N}.
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Q� P

Soit εω(x) =
∏d

i=1 ω(x , ei )
1/d .

Principe du maximum

Supposons que

{
Lωf = −g dans ∆N

f = 0 sur ∂∆N

Alors

max
∆N

f ≤ C N2

∥∥∥∥ g

εω

∥∥∥∥
Ld (∆N)
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Application avec la méthode 2

Rappel : QN = 1
E0
ω[T ]

E0
ω

T−1∑
j=0

δ
θ
Xjω


∫

Ω
g dQN =

1

E0
ω[T ]

E0
ω

T−1∑
j=0

∼
g(Xj)

 ≤ C
N2

E0
ω[T ]

∥∥∥∥∥
∼
g

ε

∥∥∥∥∥
Ld (∆N)

où N2

E0
ω[T ]
≤ 1
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Application avec la méthode 2

∫
Ω
g dQN ≤ C

∥∥∥∥∥
∼
g

ε

∥∥∥∥∥
Ld (∆N)

1 Uniforme ellipticité :
∥∥∥∼
g
ε

∥∥∥
Ld (∆N)

≤ Cα

∥∥∥∼g∥∥∥
Ld (∆N)

2 E[ε−p] <∞ (p > d) :
∥∥∥∼
g
ε

∥∥∥
Ld (∆N)

≤ ‖ε‖Lp(∆N)

∥∥∥∼g∥∥∥
Lq(∆N)

3 E[ε−d ] <∞ : garder ε dans la norme suffit
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Second niveau d’aléa
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Approcher Q par ergodicité

Rappel : théorème ergodique

P-p.s.
1

n

n−1∑
j=0

ψ(ω̄j)
P0
ω-p.s.−→ EQ[ψ]

Si ψ bornée, convergence L1 :

P-p.s.
1

n
E0
ω

n−1∑
j=0

(ψ(ω̄j)− EQ[ψ])

 −→ 0.
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Vitesse de convergence

Soit 0 < p < d .
Il existe c , C , a > 0 tels que pour tout τ ,∣∣∣∣∣∣ 1

n
E0
ω

τ∧n−1∑
j=0

(ψ(ω̄j)− EQ[ψ])

∣∣∣∣∣∣ ≤ C ‖ψ‖∞ n−a

avec P-probabilité ≥ 1− C e−c n
p/2
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Principe d’invariance 1D

Rappel : principe d’invariance

P-p.s.

 ∼X nt√
n


t≥0

−⇀
n→∞

Bb

A t = 1, projeté en 1D :

Xn · l√
n
√

t l diag(b) l
−⇀ N (0, 1)
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Vitesse de convergence

φ(r) = 1√
2π

∫ r
−∞ e−x

2/2 dx .

Soit 0 < p < d , l ∈ Rd .
Il existe γ,C0 > 0 tel que

sup
r∈R

∣∣∣∣∣P0
ω

(
Xn · l√

n
√

t l diag(b) l
≤ r

)
− φ(r)

∣∣∣∣∣ ≤ C0 n
−γ

avec P-probabilité ≥ 1 − C0 e
−np/2
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