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Schéma de preuve
Détails de la preuve de v+ = v−
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But

Cadre de travail

Marche aléatoire (Xt)t>0 à valeurs dans Z, partant de 0

Sauts à taux 1

Sauts déterminés par un environnement dynamique

Plus proches voisins : 4! sauts dans {−1, 0, 1} 4!

Loi des grands nombres

Il existe v ∈ R tel que

Xt

t

p.s.−−−→
t→∞

v .

2 idées clefs

1 Le couplage monotone des particules

2 Les schémas de renormalisation
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Marche aléatoire (Xt)t>0 à valeurs dans Z, partant de 0

Sauts à taux 1
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Marche aléatoire (Xt)t>0 à valeurs dans Z, partant de 0

Sauts à taux 1
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1e idée clef : couplage des particules

Espace-temps : L = Z× R+

Marche aléatoire (Y y
t )t>0 partant de chaque y = (x , s) ∈ L :

π1 (Y y
t ) = X y

t

X y
0 = x

π2 (Y y
t ) = t + s

Pour chaque site x ∈ Z, allocation de

Temps de saut (T x
i )i∈N∗ , qui ne sonnent pas en même temps

Aléas pour les sauts (Ux
i )i∈N∗

Monotonie

Si x 6 x ′ ∈ Z et s > 0, alors p.s.

X
(x ,s)
t 6 X

(x ′,s)
t , pour tout t > 0.

4! Valable uniquement pour les sauts aux plus proches voisins4!
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Marche aléatoire (Y y
t )t>0 partant de chaque y = (x , s) ∈ L :

π1 (Y y
t ) = X y

t

X y
0 = x

π2 (Y y
t ) = t + s

Pour chaque site x ∈ Z, allocation de

Temps de saut (T x
i )i∈N∗ , qui ne sonnent pas en même temps
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Formalisation du problème

3 processus indépendants

L’environnement η

Les temps de sauts (T x
i )i∈N∗, x∈Z

L’aléa pour les sauts (Ux
i )i∈N∗, x∈Z

Environnement : η = (ηt(x))(x,t)∈L ∈ SL, Markov et invariant par translation

Temps de sauts : (T x
i )i∈N∗ pour chaque x ∈ Z, processus de Poisson i.i.d. de

paramètres 1

Aléa pour les sauts : uniformes i.i.d. (Ux
i )i∈N∗, x∈Z
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Julien Allasia Marches aléatoires en milieu aléatoire dynamiqueTutrice: Oriane Blondel - ICJ 6 / 45



Formalisation du problème

3 processus indépendants

L’environnement η

Les temps de sauts (T x
i )i∈N∗, x∈Z
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Formalisation du problème

Règles de saut

Fonction de saut déterministe

g : SJ−`,`K︸ ︷︷ ︸
environnement

à portée `

× [0, 1]︸︷︷︸
aléa pour

les sauts

→ {−1, 0, 1}︸ ︷︷ ︸
sauts aux plus

proches voisins

Marche aléatoire partant de y = (x , s) ∈ L :

Si t = TX
i et X y

t− = X ,

X y
t = X + g

(
ηt(X − `), . . . , ηt(X + `),UX

i

)
.
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Hypothèse fondamentale

Hypothèse de découplage faible

Il existe c0, α > 0 tel que pour tout H > 1,

Pour tout B1, B2 bôıtes de longueurs 6 5H séparée en temps par H,

Pour tout A1, A2 mesurables par rapport à l’environnement dans
B1, B2,

|P (A1 ∩ A2)− P(A1)P(A2)| 6 c0H
−α.

Question : Comment utiliser en pratique cette hypothèse ?
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Julien Allasia Marches aléatoires en milieu aléatoire dynamiqueTutrice: Oriane Blondel - ICJ 8 / 45



2e idée clef : les schémas de renormalisation

But : P(mauvais événement indexé par H) 6 borne(H) −−−−→
H→∞

0.

Etape 1 : Commencer par une sous-suite (Ak)k∈N, pk = P(Ak).
Montrer que sur Ak+1, 2 événements de probabilité pk se produisent,
dans des bôıtes séparées de Rk .

Etape 2 : pk 6 borne(k) −−−→
k→∞

0.

Hypothèse de découplage:

pk+1 6 Ck (p2k + c0R
−α
k ).

Estimation de pk par récurrence.

Etape 3 : Interpoler.
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Exemple

Processus de Markov

Càdlàg dans SZ

Mesure invariante ν

Semi-groupe (Pt)t>0 continu dans (L2(ν), ‖ · ‖ν)

Générateur L avec trou spectral λ > 0

Pour tout f ∈ L2(ν) et t > 0,∥∥∥∥Pt f −
∫

f dν

∥∥∥∥
ν

6 e−λt
∥∥∥∥f − ∫ f dν

∥∥∥∥
ν

.

Soit B1, B2 bôıtes séparées de H, A1, A2 measurables par rapport à η dans
B1, B2.

|Pν(A1 ∩ A2)− Pν(A1)Pν(A2)| 6 e−λH .
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Soit B1, B2 bôıtes séparées de H, A1, A2 measurables par rapport à η dans
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Résumé de la preuve

Etape 1 : définir des vitesses limites v− et v+, telles que{
P (aller plus vite que v+ + ε) −−−−→

H→∞
0

P (aller moins vite que v− − ε) −−−−→
H→∞

0

Etape 2 : montrer que v+ = v−, ce qui donne v .

Par l’absurde, supposer v− < v+

Par définition, on a souvent V ≈ v− et V ≈ v+

Quand V ≈ v−, prise de retard par rapport à v+

Retard non rattrapable car P (aller plus vite que v+ + ε) −→ 0.
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Julien Allasia Marches aléatoires en milieu aléatoire dynamiqueTutrice: Oriane Blondel - ICJ 13 / 45



Evénements considérés

Notation : Vw
t1,t2 = 1

t2−t1 (Xw
t2 − Xw

t1 )

A+
H,w (v) =

{
∃ y ∈ (w + [0,H)× {0}) ∩ L, Vy

0,H > v
}

A−H,w (v) =
{
∃ y ∈ (w + [0,H)× {0}) ∩ L, Vy

0,H 6 v
}

y = Y y
0

Y y
Hy + H(v , 1)

H

5H

Figure: Illustration of the event A+
H,(0,0)(v).
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Définitions de vitesses limites

A+
H,w (v) =

{
∃ y ∈ (w + [0,H)× {0}) ∩ L, Vy

0,H > v
}

A−H,w (v) =
{
∃ y ∈ (w + [0,H)× {0}) ∩ L, Vy

0,H 6 v
}

p+H (v) = supw∈R2 P
(
A+
H,w (v)

)
p−H (v) = supw∈R2 P

(
A−H,w (v)

)
v+ = inf

{
v ∈ R, lim infH→∞ p+H (v) = 0

}
v− = sup

{
v ∈ R, lim infH→∞ p−H (v) = 0

}
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Définitions de vitesses limites

Proposition

Pour tout ε > 0, il existe c1 = c1(ε) > 0 tel que

p+H (v+ + ε) 6 c1H
−α/4

p−H (v− − ε) 6 c1H
−α/4

Idée de la preuve : schéma de renormalisation

Échelles de temps (Lk)k∈N∗

Suite de vitesses (vk)k∈N∗

Événements considérés : A+
Lk ,w

(vk) pour k ∈ N∗

Passage de l’échelle k à l’échelle k + 1 :

A+
Lk+1,w

(vk+1) =⇒ ∃ w1, w2 bien séparés t.q. A+
Lk ,w1

(vk) et A+
Lk ,w2

(vk)
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1 Cadre initial : plus proches voisins
Cadre du problème
Exemple d’environnement
Schéma de preuve
Détails de la preuve de v+ = v−

2 Généralisation : portée quelconque
Nouveau cadre
Schéma de preuve
Détails de la preuve de v+ = v−
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Points piégés et menacés

Raisonnement par l’absurde :

v− < v+ i.e. δ :=
v+ − v−

4
> 0.

Point piégé : ∃ y ∈ (w + [δH, 2δH)× {0}) ∩ L, Vy
0,H 6 v− + δ.

Point menacé : ∃ j ∈ J0, r − 1K, w + jH(v+, 1) est H-piégé.

bycH + joH(v+, 1)

y = Y y
0bycH

bycH + rH(v+, 1)
Y y
rH

y ′

Notation : bycH = point de
⌊
δH
4

⌋
L à gauche de y
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Retard près d’un point menacé

Proposition

Soit H > 1 et r ∈ N∗. Supposons que bycH est (H, r)-menacé. Alors

1 Soit il existe j ∈ J0, r − 1K tel que Vy
jH,(j+1)H > v+ +

δ

2r
.

2 Soit Vy
0,rH 6 v+ −

δ

2r
.

bycH + joH(v+, 1)

y = Y y
0bycH

bycH + rH(v+, 1)
Y y
rH

y ′

Julien Allasia Marches aléatoires en milieu aléatoire dynamiqueTutrice: Oriane Blondel - ICJ 19 / 45



Retard près d’un point menacé
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1 Soit il existe j ∈ J0, r − 1K tel que Vy
jH,(j+1)H > v+ +

δ

2r
.

2 Soit Vy
0,rH 6 v+ −

δ

2r
.

bycH + joH(v+, 1)

y = Y y
0bycH

bycH + rH(v+, 1)
Y y
rH

y ′
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Probabilité d’être menacé

Proposition

Il existe c2 > 0 et H0 > 1 tel que pour tout H > H0 et r ∈ N∗,

sup
w∈R2

P(w n’est pas (H, r)-menacé) 6 c2 r
−α.

Idée de la preuve : schéma de renormalisation !
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Fin de la preuve

Conséquence de la proposition précédente :
une particule rencontre beaucoup de points menacés sur son chemin

Conséquence de la propriété de déviation :
le reste du temps elle ne va pas plus vite que v+ + η

Conclusion :
p+
L2k

(
v+ −

η

3

)
−−−→
k→∞

0,

ce qui contredit la définition de v+.
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1 Cadre initial : plus proches voisins
Cadre du problème
Exemple d’environnement
Schéma de preuve
Détails de la preuve de v+ = v−

2 Généralisation : portée quelconque
Nouveau cadre
Schéma de preuve
Détails de la preuve de v+ = v−
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But

Cadre de travail

Sauts à taux 1/R 4!
4! Sauts dans J−R,RK4!

Loi des grands nombres

Il existe v ∈ R tel que

Xt

t

p.s.−−−→
t→∞

v .
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Nouvelles hypothèses

Ellipticité uniforme : il existe γ > 0 tel que

inf
x∈J−R,RK

inf
σ−`,...,σ`∈S

P(g(σ−`, . . . , σ`,U) = x) > γ.

Découplage fort : il existe c0, κ, β > 0 tel que pour tout H > 1 et
r ∈ N∗,

Pour tout B1, . . . ,Br bôıtes de longueurs 6 6H séparée en temps par
H,

Pour tout A1, . . . ,Ar mesurables par rapport à l’environnement dans
B1, . . . ,Br , ∣∣∣∣∣P

(
r⋂

i=1

Ai

)
−

r∏
i=1

P(Ai )

∣∣∣∣∣ 6 c0 r e
−κHβ .
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Julien Allasia Marches aléatoires en milieu aléatoire dynamiqueTutrice: Oriane Blondel - ICJ 25 / 45



Exemple
Processus de Markov stationnaires à trou spectral λ > 0 :

Décorrélation exponentielle pour 2 bôıtes quelconques séparées de H
Récurrence sur r
κ = λ, β = 1
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1 Cadre initial : plus proches voisins
Cadre du problème
Exemple d’environnement
Schéma de preuve
Détails de la preuve de v+ = v−

2 Généralisation : portée quelconque
Nouveau cadre
Schéma de preuve
Détails de la preuve de v+ = v−
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Estimations pour les déviations : inchangé

Proposition

Pour tout ε > 0, il existe c1 = c1(ε) > 0 tel que

p+H (v+ + ε) 6 c1H
−α/4

p−H (v− − ε) 6 c1H
−α/4
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Stratégie de preuve pour v+ = v−

Raisonnement par l’absurde : δ = v+−v−
4 > 0.

Etape 1 : notion de piège inchangée

Etape 2 : retard près d’un point piégé

Etape 3 : nouvelle notion de point menacé4!
Etape 4 : probabilité d’être menacé

Etape 5 : retard près d’un point menacé

Etape 6 : notion de point retardé et fin de la preuve
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Etape 4 : probabilité d’être menacé
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Etape 2 : retard près d’un point piégé
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Etape 3 : nouvelle notion de point menacé4!
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Schéma de preuve
Détails de la preuve de v+ = v−
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Retard près d’un point piégé

Définition : w est dit H-piégé si

∃ y ∈ (w + [δH, 2δH)× {0}) ∩ L, Vy
0,H 6 v− + δ.

Dans l’épisode précédent

Pour tout w ∈ R2 piégé, pour tout w ′ ∈ (w + (−∞, δH)× {0}) ∩ L,

Xw ′
H 6 π1(w) + (v+ − δ)H.
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Retard près d’un point piégé
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Retard près d’un point piégé

Définition : w est dit H-piégé si

∃ y ∈ (w + [δH, 2δH)× {0}) ∩ L, Vy
0,H 6 v− + δ.

Proposition

There exists H1 > 1 such that

inf
H>H1

inf
w∈R2

inf
w ′∈(w+(−∞,δH)×{0})∩L

P
(

Xw ′
H 6 π1(w) + (v+ − δ)H

| w H-piégé

)
> γ0.

4! Preuve pas encore aboutie4!
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Idées pour la preuve (ici R = 2)

Julien Allasia Marches aléatoires en milieu aléatoire dynamiqueTutrice: Oriane Blondel - ICJ 34 / 45



Points menacés

Dans l’épisode précédent

w est dit (H, r)-menacé si

#{j ∈ J0, r − 1K, w + jH(v+, 1) est H-piégé} > 1.

Nouvelle définition

Soit Ir = {j pair, j ∈ J0, r − 1K}.
w est dit (H, Ir , q)-menacé si

#{j ∈ Ir , w + jH(v+, 1) est H-piégé} > q.
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Points menacés
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Probabilité d’être menacé

Dans l’épisode précédent

Il existe c2 > 0 et H0 > 1 tel que pour tout H > H0 et r ∈ N∗,

sup
w∈R2

P(w n’est pas (H, r)-menacé) 6 c2 r
−α.

N.B. : A partir de maintenant q = q(r) = b
√
rc.

Proposition

Il existe c3 > 0 tel que pour tout H > H0 et r ∈ N∗,

sup
w∈R2

P(w n’est pas (H, Ir , q)-menacé) 6 c3 r
1−α
2 .
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Probabilité d’être menacé

Proposition

Il existe c3 > 0 tel que pour tout H > H0 et r ∈ N∗,

sup
w∈R2

P(w n’est pas (H, Ir , q)-menacé) 6 c3 r
1−α
2 .

Preuve

On montre que supw∈R2 P(w n’est pas (H, Ir , 1)-menacé) 6 c2 r
−α

Soit s = s(r , q) = sup
{
j ∈ Ir , j 6 r

q

}
.

P(w n’est pas (H, Ir , q)-menacé) 6 P
(
∃j ∈ J0, q − 1K, w + sjH(v+, 1)

n’est pas (H, Is , 1)-menacé

)

6 q sup
w∈R2

P(w n’est pas (H, Is , 1)-menacé)

6 q c2 s
−α

6 c3 r
1−α
2 .

Julien Allasia Marches aléatoires en milieu aléatoire dynamiqueTutrice: Oriane Blondel - ICJ 38 / 45
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Retard près d’un point menacé

Dans l’épisode précédent

Soit H > 1 et r ∈ N∗. Supposons que bycH est (H, r)-menacé. Alors

1 Soit il existe j ∈ J0, r − 1K tel que Vy
jH,(j+1)H > v+ +

δ

2r
.

2 Soit Vy
0,rH 6 v+ −

δ

2r
.

Proposition

Soit H > H1 et r ∈ N∗.

P

 Vy
0,rH > v+ − δ

2r ;

bycH est (H, Ir , q)-menacé;

∀j ∈ J0, r − 1K, Vy
jH,(j+1)H 6 v+ + δ

2r

 6 (1− γ0)q + c3r4re−κH
β
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Retard près d’un point menacé
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Fin de la preuve

Point retardé : w est (H, Ir , q)-retardé si

w est (H, Ir , q)-menacé ;

Pour tout y ∈ R2 tel que bycH = w ,

Soit il existe j ∈ J0, r − 1K tel que Vy
jH,(j+1)H > v+ + δ

2r ;

Soit Vy
0,rH 6 v+ − δ

2r .

Fin de la preuve : similaire en remplaçant ”menacé” par ”retardé”
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Densité de points menacés

Définition Densité de γ = (γ(t))t∈[0,hLk ] :

Dh(γ) =
Lk2+1

Lk
#

{
0 6 j <

Lk
Lk2+1

, bγ(jhLk2+1)chLk2 is (hLk2 , lk2)-menacé

}
.

N.B. : k2 à choisir plus tard

Proposition

Pour k > k2, w ∈ R2 et h > 1,

P
(
∃ γ = (γ(t))t∈[0,hLk ] partant de
IhLk (w) ∩ L, Dh(γ) < 1/2

)
6 c5 L

−(α−1)/5
k .

Idée de la preuve : schéma de renormalisation !
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Fin de la preuve

On pose h = Lk et η =
δ

4lk2
.

On montre que p+
L2
k

(
v+ − η

3

)
−−−→
k→∞

0.

Idée : on montre qu’il y a un délai < v+ − η/3 sur les événements suivants, dont
la probabilité tend vers 1 quand k →∞.

F (w) =
{
∀y ∈ IL2

k
(w) ∩ L, (Y y

t )t∈[0,L2
k ]

reste dans Bk(w)
}

;

G1(w) =
{
∀w ′ ∈ Ĉ, ∀y ∈ ILkLk2

(w ′) ∩ L, Vy
0,LkLk2

6 v+ + η
}

;

G2(w) =
{
∀γ = (γ(t))t∈[0,L2

k ]
partant de IL2

k
(w) ∩ L, DLk (γ) > 1/2

}
.

L2k

5L2k

LkLk2+1

LkLk2
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Julien Allasia Marches aléatoires en milieu aléatoire dynamiqueTutrice: Oriane Blondel - ICJ 44 / 45



Fin de la preuve

On pose h = Lk et η =
δ

4lk2
.

On montre que p+
L2
k

(
v+ − η

3

)
−−−→
k→∞

0.
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Dans le cas général

Densité de retard : Soit k > k2 et γ = (γ(t))t∈[0,L2k ]
.

D̃(γ) =
Lk2+1

Lk
#

{
0 6 j <

Lk
Lk2+1

, bγ(jLkLk2+1)cLkLk2
est (LkLk2 , Ilk2 , qk2)-retardé

}

Conjecture

Pour tout k > k2 et w ∈ R2,

P

(
∃ γ = (γ(t))t∈[0,L2

k ]
partant de

IL2
k
(w) ∩ L, D̃(γ) < 1/2

)
6 c4 L

−(α−3)/10
k .
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